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For the harmony of the world is made manifest in
Form and Number, and the heart and soul and all
the poetry of Natural Philosophy are embodied

in the concept of mathematical beauty.

D’Arcy Wentworth Thompson
On Growth and Form, 1917.

Resumen

En el presente trabajo se estudia la existencia, positividad y acotamiento de solu-
ciones de un problema de valores inciales y de frontera asociado a un sistema de tres
ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabdlico no lineal, acoplado. Una de éstas
contiene términos de reaccién, difusion y adveccion; otra de ellas, de reaccién y difu-
sién; mientras que la ultima, de reaccion solamente. Este modelo proviene de la ecologia
matematica y se propone para describir de la dinamica espacio-temporal de tres po-
blaciones interactuando: planta, polinizador y herbivoro en un hébitat rectangular con
condiciones de Dirichlet y Neumann homogéneas. Amén de los resultados analiticos
también se realiza un buen niimero de simulaciones numéricas las cuales, ademas de
ilustrar los resultados tedricos, indican la existencia de distribuciones espaciales intere-
santes que dan pauta de la existencia de una rica dindmica espacio-temporal del modelo
matematico estudiado.

1. Introduccion

La interaccién entre especies de plantas y polinizadores es vital para su sobreviviencia.
Una depende de la otra, los polinizadores recogen alimento en forma de polen, néctar (o
ambas) de las plantas; mientras que éstas dependen de las visitas de los polinizadores a

fin que sean polinizadas y asfi reproducirse. A esta relacién, se le conoce como mutualismo.
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Cabe hacer notar que, en un caso extremo de mutualismo obligado para ambas poblaciones,

ninguna de las poblaciones puede sobrevivir sin la interaccién con la otra.

La riqueza en la dindmica de esta interaccién ha sido estudiada extensamente en las

ultimas décadas. Véase, por ejemplo, [6, 11, 7, 12].

Sin embargo, cuando existe la presencia de una tercera poblacion en forma de herbivo-
ra, la tasa de visitas de los polinizadores a las plantas, se ve reducida. Esto afecta en la
reproduccion de las plantas y por tanto, en la recompensa energética de los polinizadores.
Precisamente, uno de los problemas que ha sido de interés estudiar, tanto en el campo como
tedricamente, es el papel que juega una tercera poblacién que interacciona con dos que man-
tienen una relacién mutualista. Desde el punto de vista demografico, el que la poblacién de
herbivoros se alimente de las plantas, puede considerarse que la interaccién planta-herbivoro

es de tipo presa-depredador.

Existen numerosos experimentos y estudios tedricos relacionados con el efecto de la

presencia de una especie herbivora, algunos de ellos pueden verse en [4, 5].

Considerando la presencia de las tres especies, la interaccién entre ellos, puede ser de una
complejidad asombrosa. Una mirada a dicha complejidad puede verse en trabajos realizados

por los autores en [1, 2, 3].

En estos estudios, no se consideran la influencia del medio donde la interaccién se lleve
a cabo, por ejemplo: la presencia de viento el cual podria favorecer la polinizacion de las
plantas. O bien, si se consideran especies polinizadoras como las abejas o las mariposas
y, para algunas especies herbivoras como las langostas, los grillos o las hormigas, cada
individuo se mueve aleatoriamente. Sin embargo, en un gran ntmero de ellas, es razonable

suponer un comportamiento macroscopico —a nivel de poblacién— de tipo difusivo.

El andlisis de algunos modelos donde la interacciéon entre estas tres especies, conside-

rando procesos de difusion y adveccion', pueden hallarse en [2, 3].

El objetivo del presente trabajo, es hacer una discusién sobre los estudios expuestos
en [1, 2, 3], aportando un andlisis de existencia, positividad y acotamiento de soluciones
de un problema de condiciones iniciales y de frontera asociado al sistema correspondiente.
Para lograr esto, en la primera seccién, se expone la deduccién del modelo y su dindmica
temporal. La segunda seccién estd dedicada al analisis de la positividad, la existencia y el
acotamiento de las soluciones. Finalmente, se incluyen algunas simulaciones numéricas de
varios problemas de condiciones iniciales y de frontera asociados al sistema que se estudia.
Los resultados de cardcter mas tedrico que se usan en la seccién 3, se presentan en un

apéndice.

Procesos relacionados con las caracteristicas antes mencionadas.
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2. Dinamica temporal

En esta seccién se deduce el modelo para la interaccion planta-polinizador basado en
el trabajo de Soberén y Del Rio [6] y Jang [1] y se presenta un resumen de su dindmi-
ca. Enseguida se discute la dindmica temporal para el modelo de Rosenzweig-McArthur,
que describe una interaccién planta-herbivoro. Por tltimo, se expone y estudia el modelo

correspondiente a la interaccién entre las tres especies.

2.1. Planta-polinizador

Construcciéon del modelo

Las tres mas importantes hipotesis que se consideran para la construcciéon del modelo

son las siguientes (véase [3]):

(a) El polen y el néctar de las plantas son una de las distintas fuentes de alimento que

tienen los polinizadores, pero poseen otra que es limitada.
(b) Las plantas solamente son polinizadas exactamente por esta poblacién de polinizadores.

(c) La interaccién entre polinizadores y plantas estd gobernada por una respuesta funcional
de Holling de tipo II 2.

Sean a(t) y p(t) las densidades de poblacién de polinizadores y plantas al tiempo ¢, res-
pectivamente. Se supone que no habra fecundacion sin la intervencion de algtin polinizador
y se excluyen factores externos; como la tasa de polinizaciéon es proporcional a la tasa de

visitas, la tasa instantanea de nuevas plantas debido a los polinizadores es

kiaap
1+ afp’

donde k; es el pardmetro que indica la eficiencia para el niimero de évulos fertilizados por
cada visita®, a es la tasa de biisqueda del polinizador, 1/3 es una asintota horizontal que
indica la cantidad méaxima de nuevas plantas debido a los polinizadores. El reciproco de
éste, es la tasa del empleo de recursos por cada visita.

Si se considera que o es la probabilidad de encuentros y u la recompensa energética,

entonces es posible suponer que o« = opu. Anédlogamente, sea ¢ la tasa de extraccién de la

2En 1959, Holling estudié la interaccién depredador-presa entre una poblacién de moscas de pino y una de
pequenos mamiferos, encontré que la razén de depredacién se incrementa con el aumento de la poblacion de la
presa. Caracterizé tres tipos de respuestas funcionales: tipo I (lineal), tipo II (cirtoide) y tipo III (sigmoide).
Aunque en este caso, no se tiene una interaccién de tipo depredador-presa, las propiedades cualitativas de
los términos de interaccién tienen estas mismas.

3No se considera el suministro finito de ¢vulos.
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recompensa energética y despreciando el tiempo invertido en plantas vacfas?®, se obtiene
(1) kioppap
1+ pou?p

Si 7y es la tasa de mortandad de las plantas, entonces la razén de crecimiento instantaneo
de la especie vegetal, estard dada por (1) y —yp, por tanto
kvoppap
2 )= —yp+ ——,
(2) b=t
donde el punto sobre la p denota la derivada respecto al tiempo.
Por otro lado, si se considera crecimiento logistico® en la poblacién de polinizadores
—hipétesis (a)—, siendo K la capacidad de carga, entonces
. a koo ppap
; TR WL T
3) K 1+ pou?p
donde k9 es el pardmetro de la transformacién energética del polen y/o néctar en alimento

para los polinizadores.

2.1.1. Analisis local

Para obtener la dindmica del sistema dado por las ecuaciones (2) y (3), se usan los
métodos cldsicos de dindmica no lineal (véase [13]); s6lo se dard un bosquejo del andlisis.
Los detalles pueden verse en [3] donde se consideran® popu? = 1, kjopou=1y~v=1/2.

Los puntos de equilibrio del sistema (2)-(3) estan dados por la interseccién de las cero-
clinas del sistema. Estos son A = (0,0), B = (K,0) y la interseccién de la grafica de las
funciones

a— K
K +1—-a

Los valores de a para los que fi(a) = f2(a) son

1
al,a2:§<K+1i\/(K+1)2—2),

de los cuales se observan los casos siguientes:

fi(a) vy fa(a) =2a — 1.

1.0 < K < v2 — 1. Dado que aj,az € C, sélo se tienen los puntos de equilibrio
A =(0,0) y B=(K,0), donde B es un atractor global; es decir, si la capacidad de
carga es pequena, entonces la poblacién de plantas se extingue y la de polinizadores
se estabiliza en K, por ello, ademas de ser la capacidad de carga para la poblacién de
polinizadores, K es una medida de la maxima cantidad de recompensa energética que

los polinizadores pueden obtener de las plantas.

‘Estas son las plantas que no tienen néctar ni polen de los cuales los polinizadores puedan obtener
recompensa energética.

®Debido a la competencia por los recursos energéticos.

5No hay una diferencia cualitativa para cuaquier otro valor de estos pardmetros; (j=12).
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a'=a-ay+apil +p) K=02
p'=-pl2+apll+p

(a) K =02 (K < K*)

a'=a(l-=)+apll+p) K=04142
‘=-pZeapllep

12

1|

08|

a

05

04

02

ol

(b) El valor de bifurcacién: K = K* =2 — 1

a'=afk-a)+apll +p) K=045
p'=-pl2+apl(l+p)

o

(c) K =045 (K > K*)

Figura 1: Retrato fase para el sistema planta-polinizador formado por
(2) v (3) para valores relevantes de K.
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2. V2 -1 < K < K. Para este intervalo, se tienen cuatro puntos de equilibrio, esto
debido a que a1, as € RT. Ambas especies pueden coexistir a través de un atractor o
la poblacién de plantas extinguirse, esto depende de las densidades iniciales de cada

una.

3. K > Kj. En este caso, existen tres puntos de equilibrio donde uno de ellos es un
atractor global; esto indica que para una capacidad de carga grande, ambas especies

coexisten.

4. K = K* = 1/2—1. Para este valor de K, se tiene un punto de bifurcacién de tipo silla-
nodo: (K*,0). Dependiendo de la densidad inicial, las plantas se extinguen o viven en

convivencia en una solucion de equilibrio, para t — oo.

Utilizando el campo vectorial definido por los términos de la derecha de las ecuaciones
(2) v (3), se construye una regién positivamente invariante en el primer cuadrante del plano
fase. De esta manera, es una tarea sencilla probar que para’ (0,0) < (ag, po) y todo tiempo,
las soluciones son no negativas y acotadas.

En la figura 1 se observa el retrato fase® del sistema (2)-(3) para los valores relevantes

de la capacidad de carga. En particular, se exhibe una bifurcacién de tipo nodo-silla’.

2.2. Planta-herbivoro

Construcciéon del modelo

Una de las interacciones entre dos poblaciones que mas han sido estudiadas en la ecologia,
tanto tedricamente como en campo, es la depredacién. Existe una gran variedad de versiones
de la dindmica depredador-presa, desde la mas simple, conocida como el modelo Lotka-
Volterra'®, hasta uno de los més recientes: el modelo de Rosenzweig-MacArthur'!. Este,
esta compuesto por un término logistico y una respuesta funcional de Holling tipo II.

Este modelo supone que el depredador ocupa su tiempo en dos actividades:
1. Busqueda de la presa y
2. Manipulacién de la misma (caza, muerte, ingesta, etc.).

La razén de consumo del depredador esta limitada puesto que, aunque la densidad de
la presa sea tan abundante que no se invierte tiempo en la bisqueda, si tiene que utilizar

tiempo en su manipulacién.

"Por convencién se dird que, u < v si uj < v; para cada j =1,...,n.

8Los retratos fase de los sistemas planos que aparecen en este trabajo, fueron hechos con la rutina pplane7
versién 6.0 desarrollado por John C. Polking, Rice University.

9Véase [13].

"Dado a conocer con un afio de diferencia, Lotka en 1925 y Volterra en 1926.

1)\odelo usado principalmente en las décadas sesenta y setenta del siglo XX.
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Denotando por h(t) a la densidad de poblacién de la especie herbivora y conservando el
significado de p(t), un modelo que considera estas hipdtesis y el hecho que la planta tiene

crecimiento logistico es el siguiente
: P ph
— f(p,h) = (1 _ 7> _
p=f(p,h)=p ) 11p
(4)
. ph
h=g(p,h):=—ah+ [—,
9(p; h) M

donde K es la capacidad de carga, 0 < a < 1 es la tasa de mortalidad y 8 > 0 es la

capacidad de consumo del herbivoro .

2.2.1. Modelo de Rozsenweig-MacArthur

La rama principal de las ceroclinas del sistema (4), son:

P 1
(p) =1 +p) %) Y PT o
donde w := B/a. Dado que se necesita que tanto p como h sean no negativas para todo

t > 0, sélo se trabaja en el primer cuadrante del plano ph, se requiere que o < 3. Es decir,
el herbivoro tiene que tener una capacidad de consumo mayor a la tasa de mortandad.

Los puntos de equilibrio del sistema (4) estan dados por la interseccién de sus ceroclinas.
Obsérvese que la funcién h, tiene como grafica una pardbola, cuyo méximo se alcanza en
pe = (K —1)/2. Asi, es facil ver que los puntos de equilibrio son: (0,0), (K,0) y (p*, h*),
donde h* = h(p*), es decir:

1 w 1
Y= —— h* = 1- .
P=o—1 7 w—l( K(w—l))

Se observan tres posibles casos:

1. p* =perestoes 1/(w—1) = (K —1)/2, o bien (K —1)(w — 1) = 2. Esto indica que
el punto de equilibrio, es el mismo que el méximo de la pardbola dada por h(p). Es

decir, la recta tangente ahi, tiene pendiente nula.

2. p* < pe: en este caso se tiene (K — 1)(w — 1) > 2. La recta tangente tiene pendiente

positiva.
3. p* > per aqui, (K — 1)(w — 1) < 2; se tiene que la pendiente es negativa.

El origen es un punto silla, dado que det(J) < 0, donde J es la matriz de Jacobi
asociada al sistema lineal. Para el punto!? (K, 0), se tiene que tr(J) < 0 y det(J) > 0,

si K < a/(1 — «a), indicando que la poblacién de herbivoros se extinguen mientras que la
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pl=prl-pk)-hp(l+p) K=2
ht=-muh+hpil+p) mu=05

06|
Db 7

(i 8

(a) El punto de equilibrio es un atractor.

P (1 -pk) -hpil +0) K=2

[ €
h*=-muh+hpit +p) M= 0.25

(b) Emergencia de un ciclo limite a través de una
bifurcacién de Hopf.

Figura 2: El retrato fase del sistema (4) para valores
relevantes de K.

poblacién de plantas tiende asintéticamente a K. Si K > «o/(1 — «), entonces (K,0) es

punto silla.

Las entradas de J evaliadas en (p*, h*), son

Of _(w-D(EK-1-2 0y w-17
ap Kw(w-1) " dp o oh

12yéase [2].
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Por tanto,
(w—1)(K—-1)-2 (w—1)2
tr(J) = i det(J) = f——55— >0,
esto es, si K > K* y los casos 1 y 2 se cumplen, se obtiene un foco inestable. Debido
al Teorema de Poincaré-Andronov-Hiopfy el Teorema de Poincaré-Bendizson,'? existe un

ciclo limite estable donde K* = (8 + «)/(8 — «), es el valor critico de una bifurcacion de
Hépf; es decir, ambas poblaciones coexisten de tal manera que sus densidades tienden a un
comportamiento periddico al transcurrir el tiempo.

Si se satisface el caso 3y K < K*, (p*, h*) es un foco estable; ambas especies coexisten,
estabilizandose en valores que sélo dependen de la capacidad de carga'®.

Estos resultados se verifican construyendo una region positivamente invariante que no
contenga los puntos (K,0) y (p*, h*) y haciendo uso de los teoremas antes mencionados. En

la figura 2, puede observarse la emergencia del ciclo limite.

2.3. Planta-polinizador-herbivoro

Construcciéon del modelo

Como se ha mencionado con anterioridad, el herbivoro puede reducir la tasa de visitas
de los polinizadores. Si la densidad de herbivoros es muy grande, entonces tiene que reducir
la tasa de visitas provocando un decaimiento en la tasa de nacimientos para poblacion de
plantas; si no hay presencia de éstos, el nimero de nuevas plantas debidas a los polinizadores
sélo dependera de los polinizadores y las plantas.

Sea h(t) la densidad de herbivoros al tiempo t. Asi, considerando una funcién g depen-

diente de h, tal que
1. g€ C]0,00),
2. g(0)=1, g(h)>0, ¢'(h)<0Vh>0,
la tasa de nacimientos (1) se vera modificada por la funcién g, por tanto

(h kioppap
L+ pou’p’
Si € es la efectividad que tienen los herbivoros para consumir plantas, la mortandad de
esta ultima es descrita por: —yp — eh. Sin embargo, la efectividad dependera de la cantidad

de plantas y si se considera el mismo tipo de respuesta funcional, se obtiene que

mip
s+p’

13véase [13].
“Esto viene del hecho que p* = p. y h* = h(pe).
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donde s es la constante de saturacién media y m; es la tasa de crecimiento de los herbivoros.
De esta manera, la razon de crecimiento de poblacién de plantas se ve favorecida por la
tasa de crecimiento bajo la influencia de los herbivoros y desfavorecida por la mortalidad,
es decir
) miph kiopuap
5 = fa(a,p,h) := —yp — h)——————.
(5) p = fa(a,p,h) R g()1+¢(w2p

Suponiendo que la mortandad de los herbivoros es independiente de la densidad, es decir,
no se considera competencia por alimento entre los individuos de esta especie, se tiene que
la razén instanténea, h, para h estd dada por la ecuacién siguiente
maph
s+p’

(6) h= fa(a,p,h) == —nh +

donde mo es la tasa de ingestiéon maxima y 7 es la tasa de mortandad. Ademas, se considera
que mo < my; dicha hipétesis concuerda con la interpretacién biolégica, es decir, la tasa de
crecimiento de los herbivoros es mayor que la tasa de ingestién méaxima de los mismos.

Por lo tanto, el modelo completo!® lo forman las ecuaciones (5), (6) y la siguiente:

) a koo puap
(7) a= fi(a,p,h) ::a<1_E>+ (h)1—2|'9070’/12p'

2.3.1. Andlisis local

Tal como lo mencionan los autores en [1, 2, 3|, debido a la no linealidad del campo
vectorial f = (f1, f2, f3), el andlisis no estd totalmente completo ain. Aqui se expone
algunos de los resultados que se han encontrado.

Los puntos de equilibrio estan dados por la intersecciéon de las ceroclinas dadas por
f = 0. Para cualquier valor de los pardmetros, los puntos (0,0,0) y (K, 0,0), son puntos de
equilibrio del sistema determinado por las ecuaciones (5)-(7).

Suponiendo que g(h) = 1, existe un tercer punto de equilibrio (a*, p*, h*) donde

k * * k *
(8) o = K + LWZ; L N S (s +p*) 1/w2a ;
L+ poup mg =1 min(1 + oyu?p*)

donde mo > 71, es decir, la tasa de de crecimiento de los herbivoros es mayor que la tasa de

mortandad.
Algunos de los resultados que se han obtenido, indican que la dindmica temporal para

las tres poblaciones incluye!®:

1. El origen (0,0,0), es un punto silla para cualquier valor de los pardmetros; la variedad
estable es de dos dimensiones y ésta yace en el plano ph. Es decir, las poblaciones de
las plantas y los herbivoros se extinguen para condiciones iniciales en una vecindad

del origen.

]

5yéase |

1
5Véase [1, 3.
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2. En una vecindad del equilibrio (K, 0, 0) las trayectorias del sistema (5)-(7) satisface los

siguientes comportamientos, correspondientes a distintos valores de los parametros:

a) Si p < v/kio, se obtiene un punto asintéticamente estable; es decir, si ag ~ K,
po ~ 0y hg ~ 0, las trayectorias tenderan a (K,0,0). Esto es, las plantas y los

herbivoros se extinguen mientras que los polinizadores sobreviven.

b) Si u > ~/k1o, se observa un punto silla cuya variedad inestable se encuentra
en la direccion de p. Las especies que se extinguen son la de las plantas y la
de los herbivoros; mientras que la poblacién de polinizadores se estabiliza en la
capacidad de carga K.

3. Eligiendo adecuadamente los valores de los parametros, el punto de equilibrio dado
por (8) es localmente asintéticamente estable; dando lugar a la coexistencia de las tres

especies.

4. En el sentido global, las soluciones son no negativas y acotadas para todo tiempo. Este
es un resultado de gran importancia puesto que el modelo se refiere a poblaciones;
ademas, se espera que éstas no crezcan sin cota, debido a las hipdtesis. Para comprobar
este resultado, basta construir una region acotada que sea positivamente invariante

en el primer octante y que contenga los puntos de equilibrio.

Ahora, considerando g(h) = 1/(1 + 6h?), la cual es una funcién que satisface las pro-
piedades que, desde el punto de vista interpretativo le fueron impuestas al inicio de esta
seccién, con § > 0, es posible probar la existencia y unicidad de las soluciones!'”. También
se puede probar la existencia de un tnico punto de equilibrio en el primer octante positivo
del espacio aph. Para este fin, primero, se simplifica la notacién introduciendo en el sistema

(5)-(7), los pardmetros 3, a1 y as como sigue:
B=opp®, o =keopp, ay=kiopp.

Considerando que f = 0, la tercera componente del campo igualada a cero, f3 = 0, se
encuentra que p = p* = sn/(mg — n). Para cada valor, p*, de p, la igualdad p = p* define
un plano paralelo al plano ah en el espacio fase aph del sistema (5)-(7). En estos términos,
al buscar puntos de equilibrio, se reduce a observar el comportamiento de las proyecciones
de las ceroclinas en el plano p = p*. Entonces, fijando p*, a partir de la igualdad f; = 0, se

tiene la siguiente condicién para a* y h*,

(¢ — K)(1 4+ Bp)

©) o) ==

)

"Debido a que g(h) es una funcién acotada y de clase C*(R), el campo f, satisface las hipStesis del
Teorema de Existencia y Unicidad. Véase [13].
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3.5F

25¢

herbivore
N

1.5¢

0.5f

0 1 2 3 4 5
pollinator

Figura 3: Gréficas de hi(a*) (en negro) y hj(a*) (en
azul) correspondientes a valores crecientes
del pardmetro K. Estas son proyecciones
en el plano p = p*.

donde a* > K. Para la forma particular de g(h) = 1/(1 + 6h?), tomando en cuenta la

igualdad (9), se encuentra la primera relacién entre a* y h*; ésta es

aiwy [ c01p* = (a* = K)(1 + Bp*)
1o hl(“>‘\/5 @K +a)

tal que define valores positivos de h. Considerando, ademds, que a* > K y el numerador

del radicando en (10), se obtiene que

a1p*
1+ Bp*

Ahora, para la igualdad fo = 0, se encuentra una segunda relacién para a* y h*; es decir

k[ % 8+p* A2 4
11 hs(a™) = —a"(a" —K)—"].
(1) @) = S (20 - 1) <)

K<a<K+

De esta manera, fijando p*, se tiene que tanto a* como h*, las relaciones (10) y (11)
tienen que satisfacerse. La figura 3 muestra el comportamiento de h] y h35 como funciones
de a* para distintos valores de K. Como puede observarse, para cada K admisible, dichas
graficas se intersecan en el primer cuadrante del plano ah en solamente un punto, esto
implica que el sitema (5)-(7) tiene exactamente un punto de equilibrio en el primer octante,

tal como se habia mencionado anteriormente.
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Figura 4: Retrato fase del modelo planta-polinizador-herbivoro para dis-
tintos valores de K.

La figura 4, muestra el retrato fase del sistema dado por las ecuaciones (5)-(7), para

distintos valores del pardametro K. Estas simulaciones numéricas sugieren la existencia de:
1. Un atractor global; esto puede observarse de la figura 4(a).
2. Una trayectoria homoclinica; véase la figura 4(b).

3. Un ciclo limite; véase la figura 4(c).

3. Modelo espacio-temporal

Una vez estudiada la dinamica temporal, se consideran los efectos espaciales. En la

presente seccién se analizaran la existencia, positividad y acotamiento de las soluciones del
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problema de condiciones iniciales y de frontera. Para ello, se considera el modelo deducido

en la seccién 2.3 agregando los términos difusivos y advectivos correspondientes.

3.1. Planta-polinizador-herbivoro

Para integrar los efectos espaciales al modelo donde las tres especies interactian, se

consideran las siguientes hipdtesis:

(i) Se considera que el movimientos “propio” de la poblacién de polinizadores y la de los
herbivoros, siguen un flujo'® fickiano, esto es, el movimiento de estas poblaciones es

en la direccién contraria al gradiente de su respectiva densidad poblacional.

(ii) La poblacién del polinizador, ademds de moverse debido a la difusién, se considera
que los individuos, pueden ser desviados por algiin mecanismo ajeno a la especie,
por ejemplo: el viento. Esto se modela con un proceso conocido como adveccion'® y
matematicamente estd representado por el producto interior entre el gradiente de la
densidad de poblacién que se transporta y un vector?’ v que indica la direccién de
transporte y su magnitud da la intensidad; en términos del modelo que se estd estu-

diando, éste indicaria la direccién e intensidad del viento.

(iii) Los herbivoros —a nivel individual- también pueden cambiar de posicién aleatoriamen-

te, pero se considera que lo hacen més lentamente que los polinizadores?!.

(iv) La distribucién de las plantas cambia debido a la interaccién con las otras dos especies.
Esto es, aunque las plantas no se dispersan, si se ven afectadas por la difusién?? de

las otras dos poblaciones y el término advectivo de la especie polinizadora.

(iv) La dindmica temporal entre estas poblaciones estd dada por las ecuaciones (5), (6) y

(7).

18T as densidades de poblacién se mueven de regiones de alta concentracién a regiones de baja concentra-
cion.

9Este puede pensarse como el proceso que determina el transporte de una cantidad fisica de una regién
a otra. En este caso, los polinizadores.

20%igte puede depender del tiempo y la posicién; si este fuera el caso, entonces habria que incorporar un
término donde estd involucrada la divergencia de v multiplicado por la densidad de polinizadores, a(t, )V -v.
Es decir, un término adicional que puede interpretarse como el niimero de individuos que se dispersan debido
al viento. Aqui sélo se considera el caso constante.

21Esto cobra sentido si se piensa en una poblacién de langostas u hormigas como herbivoros y abejas como
polinizadores.

22Producida por el flujo fickiano y la conservacién de la materia (véase [14]).
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El sistema?® que incluye los procesos difusivo y advectivo mencionados en la lista ante-

rior, es:
LA N v@+a<y_g)+ () R2oenap.
ot ! K 1+ pou2p
Op maph kiopuap
12 = = —yp— h)——— v (¢ D
(12) Tt eri g()1+<p0u2p (t,z) € Dr
oh miph
— = DyAh —nh

donde D7 := (0,T] x €2, el dominio se considera como una regién acotada?®,

Considerando las condiciones iniciales siguientes:
a(0, ) = ap(x); p(0, ) = po(x); h(0,x) = ho(xz) Ve

donde ag(x), po(x) y ho(x) son funciones dadas y positivas en € y suponiendo que estas
tres poblaciones no interactiian con ninguna otra que se encuentre fuera de la regién donde
habitan, es decir, se consideran poblaciones que se encuentran aisladas; las condiciones de
frontera que reflejan estas caracteristicas son de tipo Neumann homogéneas o de flujo cero,
las cuales son:

da 0 oh

Ga o Op_y  Oh_

on on on
donde m es el vector normal a la frontera, 012, de 2, 9(+)/0On := V(-)-n y St := (0, T] x 9.

0 vV (t,z) € S,

3.1.1. Existencia, positividad y acotamiento

En esta subseccién se estudian tres aspectos fundamentales asociados a modelos ma-
tematicos planteados para describir la dindmica espacio-temporal de poblaciones en in-
teraccion. Estos son: la existencia, positividad y acotamiento de las soluciones. Los tres
problemas, ademés de tener importancia estrictamente matematica, también la tienen des-
de el punto de vista interpretativo. Para ello, se usa el enfoque de las soluciones superiores
e inferiores (véase el Apéndice A).

Se empieza el anélisis simplificando la notacion; para ello, se definen c¢1, c2 y c3, asi:

c1 = kooop, co:=pop’ y c3:=kioppu.

23Este sistema de ecuaciones obedece al Teorema de transporte de Reynolds, el cual representa mateméati-
camente, las leyes de conservacién; por ejemplo, la conservacion de la masa y la conservacion de la energia.
Véase [16].
24 . . . . s
Para las simulaciones se considera que €2 es una regién rectangular.
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Ahora se construye el campo vectorial F : R® — R3, tal que F := (F, Fy, F3), donde,

Reaccion-Difusion-Adveccion en PPH

a ciap
F; » D, = (1 - 7) )
1(a,p,h) :=a I + ()1+02p
Fa(a,p,h) = —yp — T2 4 () 3
2(a, p, C P 8+p 1+02p7
miph
F3(p,h) := —nh + .
3(p, h) (L

Este campo, es Holder-continuo; esto se debe a que cada una de sus componentes, Fj,

(j =1,2,3), esta definida por funciones de clase C'' acotadas y por funciones lineales, que

también son de clase C*.

Un célculo inmediato permite ver que se satisfacen las siguientes condiciones:

o OF;
> . < .
op — 0 oh — 0
> . < .
o > 0; o < 0; V (a,p,h) e RLU{0}
OF3 OF3
op — 0; Oa 0

Esto puede verificarse pues la funcién z(a,p) = czap/(1 + cop) es mondtonamente cre-
ciente en R%r. Asi, al satisfacerse las desigualdades anteriores, se concluye que el campo

% en el primer octante de R3. Cabe senalar que las condicio-

vectorial F' es cuasimondtono®
nes de cuasimonotonia tienen una importante interpretacion ecoldgica. Por ejemplo, para
el polinizador, es favorable la interaccion con la planta e, implicitamente, desfavorecedora
con el herbivoro. Andlogamente, para el polinizador respecto a la interaccién con las otras
dos especies. Para el herbivoro, la interaccion con la planta le es favorable y es irrelevante

respecto al polinizador. Esto lo expresa la tltima igualdad.

Ahora, introduciendo la siguiente notacién. Sean los vectores @& y @, correspondientes
a la solucién superior y solucién inferior del vector u = (a,p, h), respectivamente. Estas

soluciones tienen la propiedad que @ > 4 en Dp. Véase la Definicién A.2. Aqui, se tiene

25Esto sucede cuando %, tienen signos distintos para i # j. Véase la Definicién A.1.
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que o = (d,f), B)

(14)

Y (t,z) € Dp, donde a, a, p, p, h vy h son tales que (las condiciones iniciales) satisfacen:

y U= (EL, D, ﬁ), las cuales deben satisfacer las desigualdades?®:

8a—D¢m+wde2d(L—a>+g@)qw)

ot K 1+62]3
op . maph . 30D

> —p— e+ g(h)

ot s+p 1+ cop

8B B B ml;ﬁﬁ

 _ DyAR > —nh .

ot 2 =N +s+]3

98 _ pna+v-va<a(1-2)+ (1) —CL9P
ot ! = K ) TN p
ap moph . c3ap

L _p— h

ot = P s+]3+g()1+021§

8iL y y mlﬁh

. DyAh < —nh

o A s o

a(0,z) > ag(z) > a(0,z); H(0,) > po(zx) > p(0,z); h(0,2) > ho(x) > h(0,z),

YV x € ; con las condiciones de frontera satisfaciendo:

0a

Z>0>

on

Con el fin de encontrar @ y 4, sea u := ([l, P.H ) la solucién del problema?”

da  9p ap  Oh oh

6)A—DlAA+'v-VA:A<1—A)

ot K

OP

a:—vP—mgH v(taw)eDT
OH

E — DQAH = (—77 + m1)H7

26Véase la Definicién A.2
2"Obsérvese que éstas soluciones existen puesto que las ecuaciones para H y P, definen un sistema de
ecuaciones lineales y acopladas y la ecuacién para A posee una solucién uniformemente acotada en Dr.

Véase [15].

17
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con condiciones iniciales:
A0,2) = aole);  P(0.@) =po(e);  H(0.2) = ho(z) VaeQ

y condiciones de frontera:

04

0A 8P_0_ oH
on

Usando el método de separacién de variables, segin el cual se supone que existen fun-
ciones T'y X tales que H(t, ) = T(t)X (x); por lo que, al sustituir en la ecuacién para H
en (15), se obtiene

T AX
T—DQTZ(—n+m1) V (t,z) € Dr < 3k R,

talque Vt >0y Vax e,

T
= — = —k?=Dy—.
7+ —m) 2~
Resolviendo este par de ecuaciones diferenciales ordinarias, se concluye que

(16) H(t, z) = e FHn—m)t f: enXp(z); H(0,z) = i enXn(z),

n=—oo n=—oo

donde ¢, € C son los coeficientes de Fourier para cada funcién propia, X, (x). Las cuales

se obtienen a partir de resolver el correspondiente problema de Sturm-Liouville?®,

DoAX +k2X =0 en Q,

X
0x =0 en 09
on
k? := ||k||> = k? + k2 es valor propio del problema anterior.

Al considerar la positividad de la condicién inicial en la ecuacién para H en (15), se

tiene que existe una constante ps > 0 tal que se cumple
(17) 0< H < ppeFH1=mt vy (¢ x) € Dy

esto se satisface debido a que

[e.e]

D e Xn()

n=—oo

)

Hf](t7 m)H — o~ (K*+n—ma)t

28 También conocido como el problema de Helmholtz este nombre es relacionado principalmente con pro-
blemas fisicos.



Victor Brena 19

donde

[e.9]

D e Xn(m)

n=—oo

[e.9]

< Z len| < oo.

n=—oo

(18)

Ahora, se sustituye la expresién (16), en la ecuacién para P en el sistema (15), ob-
teniéndose una ecuacion diferencial ordinaria lineal no homogénea, cuya solucién puede
obtenerse facilmente.

De igual manera, debido a que la condicién inicial para P es no negativa, existe una
constante p; > 0 tal que

= - m2p2 —(k24n—ma)t -t
19 0<P< 67t+7<€( = —e”),
( ) — =1 k:2 + n—mq
en todo Dp. La existencia de las constantes p; y pe, se deben a que se satisface (18), pues
la serie es finita y por tanto, acotada.

La solucién de la ecuacién para A en (15), es uniformemente acotada en Dp y posee el

comportamiento asintético siguiente®”
: 2
0 sil < k%
th’m At,z) = ,
> Ac(z) sil>k}

donde k:i es el valor propio principal del problema,

—DiIAA+v-VA+Ek43A=0, enQ,

2::0 en 0f);

y la funcién A.(z) es la solucién positiva’® del problema de valores a la frontera,

—DlAA+'v-VA—A(1—2):O, en €,
(20)
0A
a—n—() en 0f2.

Se hace énfasis que no se da la solucién @ sino una estimacién de ésta. Asi, se puede
afirmar que el par de vectores u = (A, P, H ) y @ = (0,0, 0), son solucién superior e inferior,
respectivamente para el sistema (12); esto es debido a que se satisfacen las desigualdades

dadas en (13) y (14). En consecuencia, debido al Teorema A.1 (véase el Apéndice A), el

Fsto puede verificarse usando las técnicas usadas en [15].
30Para la existencia de ésta, véase [15].
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problema tiene una unica solucién no negativa, (a,p,h), que satisface las desigualdades:
(0,0,0) < (a,p,h) < (/NL P, fI) Y (t,z) € Dp. Ademds, a partir de (17) y (19), se tiene que

< _ map2 —(K24n—mi)t -t —(K2n—m1)t
21 a,p,h) <[ A, e”t—i—i(e( mmm —e”), e K )
) (o) < (Aot ”
en todo el cilindro parabdlico Dr.

Por otro lado, obsérvese que la ecuacién en (20), tiene dos soluciones de equilibrio
homogéneas: A7, (z) =0y A o(z) = K; la primera es inestable y la segunda es asint6ti-
camente estable localmente. Para verificar esta afirmacién, puede tomarse, sin pérdida de

generalidad, una direccién arbitraria3!

, 2j, de tal manera que la ecuacién (20) puede escri-
birse como un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias, de dos por dos. El
cual es
/ —_— .
U; =V
(22)

/ 1 Uj Ui
I 121 - Ly,
Yi=p,% K) D"

donde U; es la funcién que representa la parte espacial de fl(t, x) en la direccién z; y
ji=1,2.
La matriz jacobiana, J, asociada al sistema (22) que define su aproximacién lineal en el

punto (Uj, Vj) es:

0 1
J = ;

1 (205 v
D1 K Dl

la cual tiene traza negativa para los puntos de equilibrio (0,0) y (K,0) del sistema (22);
mientras que el determinante en el origen es negativo y para el punto (K, 0), positivo.

Obsérvese que, para el sistema (22), el primer cuadrante, R, es una regién positiva-
mente invariante®?. Dado que (0,0) es inestable y (K, 0) asintéticamente estable localmente,
entonces para cualquier condicién inicial no negativa en una vecindad de (K,0), las solu-
ciones convergeran a la solucién de equilibrio A.(z) = K, si 1 > ki; en caso contrario,
convergeran a (0,0).

Es decir, se cumple que (a(t,z),p(t,x), h(t,x)) — (0,0,0) para t — oo, siempre y
cuando k2 +n>my y 1 < ki. Sil> k,247 entonces se satisface que

(0,0,0) < (a(t,z),p(t, ), h(t,z)) < (K,0,0).

31Esto quiere decir que se observa la proyeccién en el eje Tj.
32Esto es consecuencia que U; es positivo para cada 1 <7 < 2.
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Para m; > k% + 10+ € con € > 0, entonces localmente, las soluciones para p y h, crecen

sin cota.

Los resultados que se han expuesto a lo largo de esta seccién prueban la existencia global
de las soluciones del sistema (3.1), asi como su comportamiento asintético local. Todos ellos

pueden ser reunidos en un solo resultado. Este es el siguiente teorema:

Teorema 3.1. Dadas las condiciones iniciales (ag(x), po(x), ho(x)) > (0,0,0), el problema
(12), tiene una inica solucion global (a(t,x),p(t, x), h(t, z)) que satisface (21).

El comportamiento asintdtico local de las soluciones estd determinado como sigue:
1. Si k% +n > my, entonces

a) Si 1 <k?, entonces: (a(t,z),p(t, x), h(t,x)) — (0,0,0) para todo (t,z) € Dr,

b) Si 1 > k%, entonces: (0,0,0) < (a(t,z),p(t,z),h(t,z)) < (K,0,0) para todo
(t, ar;) € Dr.

2. Simy > k%414 € cone >0, entonces las soluciones para p y h crecen sin cota,
mientras que para la densidad de poblacion de los polinizadores tiende a cero o K si

1< k124 ol> k:124, respectivamente.

Es decir, el teorema anterior indica que las soluciones son acotadas y positivas para todo
tiempo y espacio siempre que las hipdtesis y demés condiciones que establece el teorema

anterior, se cumplen. Esto es, el inciso 1 del Teorema 3.1.

4. Simulaciones numéricas

Una vez probado el teorema que garantiza la existencia, unicidad y positividad de la
solucién al problema de condiciones iniciales y de frontera asociado al sistema (12), a fin de
ilustrarla, en esta seccidn se presentara una coleccién de simulaciones numéricas a través de
los cuales se obtiene la solucion aproximada de diferentes problemas. Para ello, se considera
un dominio de forma rectangular que, en la interpretacién ecolégica, corresponde al habitat
en el que las poblaciones interaccionan. A fin de observar el efecto que tienen los procesos
de difusién y adveccién sobre la distribucion espacial de las poblaciones, se considera, en
primera instancia, las ecuaciones de reaccién-difusion; enseguida, se considera el sistema
de reaccién-difusién-adveccion. En ambos casos, se consideran separadamente dos tipos de

condiciones de frontera. Estas son: de Dirichlet y de Neumann; mientras que las condiciones
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iniciales corresponden a una perturbacién del punto de equilibrio®® (K,0,0); éstas son:

ao(w,y) = U (1 + Asin2y);
po(z,y) =W (14 Bsin(z +y) cos(z —y));
ho(z,y) = R(1+ Csin2x),

donde se eligen A = B = C' = 107!, para simular la perturbacién de un orden de magnitud
menor y U = 0.25 y W = R = 1072, corresponden a una condicién inicial en una vecindad
del punto de equilibrio (K, 0,0) cuando K = 0.25 < K*.

Con el fin de observar el efecto que producen los términos relacionados con la difusién

y la adveccidn, se eligieron los siguientes valores de los parametros:
p=y=n=s=p=1, k1 =35, k=4, oc=2, m =2, myg=3, K=0.25

de esta manera, ademas de satisfacer que el punto esté en el primer octante y las condiciones
discutidas en la seccion anterior, son aquellos donde se sugiere una trayectoria homoclinica.

Las simulaciones numéricas se obtienen con el software libre FlexPDFE, el cual resuelve el
sistema (12) junto con las condiciones iniciales y de frontera indicadas, mediante un proceso
iterativo de tipo Newton-Raphson*, véase [20].

El vector de transporte tiene una direccién paralela a la del eje de las abscisas, es decir:
v = (v,0). El coeficiente de difusién para el polinizador tiene el valor, D; = 3; mientras
que para la especie herbivora, Dy = D;/10. Cabe senalar que esto tltimo tiene sentido si
se supone que los polinizadores se mueven mas rapidamente que los herbivoros. Esta es la
situacién que aqui se considera.

Los casos que se consideran para la condicién de frontera son:

1. Dirichlet homogénea.

Con el fin de comparar los efectos que produce la difusién respecto a la difusiéon junto

con la adveccion, las simulaciones numéricas se realizan en los siguientes dos casos.

a) FEcuaciones de reaccion-difusion.
Como primer caso, se considera sdlo el efecto de la difusion, es decir, se considera
adveccion cero. Puede observarse que las densidades poblacionales sobre la fron-
tera del dominio son cero para todo tiempo, esto es resultado que, para resolver
numéricamente, se requiere se dé el valor de las funciones para cada especie sobre

la frontera, es decir, cero. Esto puede interpretarse como una isla en la cual no

33Ge eligi6 este caso por ser el que corresponde a una probable trayectoria heteroclinica basado en (K,0,0),
como puede verse en la figura 4. Las simulaciones numéricas muestran su existencia. Mas adelante se con-
sideran condiciones iniciales que provienen de una perturbaciéon de la solucién estacionaria y homogénea
asociada al equilibrio en el primer octante positivo.

31V éase [17] para los detalles de este método.
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(b) Distribucién espacial
transitoria: herbivoro.

(d) Distribucién espacial
transitoria: planta.

(e) Condiciones iniciales:
polinizador.

(f) Distribucién espacial transitoria:

polinizador.

Figura 5: Soluciones numéricas del sistema (12) en diferentes instantes
con condicién de frontera tipo Dirichlet homogénea y v = 0.
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Figura 6: Soluciones numéricas del sistema (12) en diferentes instantes
con condicién de frontera tipo Dirichlet homogénea y v = 0.
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(a) Condiciones iniciales: herbivoro.

L L L L L L L L L L

Condiciones iniciales: herbivoro.

(d) Distribucién espacial
transitoria: planta.

L n L L L L L L L

X

(e) Condiciones iniciales:
polinizador.

(f) Distribucién espacial transitoria:

polinizador.

Figura 7: Soluciones numéricas del sistema (12) en diferentes instan-
tes con condicién de frontera tipo Dirichlet homogénea y

v = (3,0).
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hay individuos de ninguna especie en la frontera. Las poblaciones tienden a diri-
girse hacia el centro de esta isla, como se ve en las figuras 5 y 6, regiéon con una
alta concentracién de individuos respecto a otras partes del dominio. Se exponen,
también, dos tomas instantaneas transitorias para cada poblacién. Sin embargo,
no se observa un cambio significativo entre los transitorios y la distribucién final.
La condicién de Dirichlet homogénea induce a que las altas concentraciones se
dan lejos de la frontera, implicando que mientras hay una gran cantidad de plan-
tas, los polinizadores se dirigirdn a estos lugares y por tanto, la especie herbivora
también. Dado que no hay otro lugar hacia donde ir, las tres especies coexisten

en el centro del rectangulo, en mayor densidad, que cerca de la frontera.

Fcuaciones de reaccion-difusion-adveccion.

Para este caso, las simulaciones numéricas muestran que la dindmica de las den-
sidades poblaciones es similar cuando hay ausencia de adveccion; la diferencia
fundamental consiste en que los polinizadores se ven “empujados” hacia la de-
recha del dominio. Sin embargo, debido a que la condiciéon de Dirichlet es cero,
éstos no solo no pueden salirse de la parcela, sino que, ademads, su distribucién
tiende a anularse continuamente cerca de la frontera. Debido a que la especie
polinizadora se ve influenciada por el coeficiente advectivo, las plantas tendran
una mayor densidad en lugares donde los polinizadores tienden a tener mayor
presencia; estas regiones corresponden a aquéllas hacia donde el vector v apunta.
La poblacién de los herbivoros no se ven afectados mayormente por la distribu-
cion de las otras especies, esto es debido a que tienen un coeficiente de difusién
que es una décima parte del de los polinizadores y no tienen un vector advectivo
que influya en su dindmica directamente. En las figuras 7 y 8, puede verse la
distribucién espacial de las poblaciones en algunos momentos importantes de la
simulacién numérica de la interaccién de estas poblaciones bajo las condiciones

que aqui se especifican.

Caso especial.

Se tomaron distintos valores para el vector advectivo. Si v > 0 se obtiene un em-
puje de derecha a izquierda, mientras que si v < 0 el empuje es dirigido en sentido
contrario. En las figuras 7 y 8, se puede apreciar este comportamiento, inclusive,
si v = ¥ D con distintos valores para 1. Entre mayor fuese este parametro, se
observé que el empuje de la poblacion de polinizadores se orientaba con mayor
rapidez, la poblacion de plantas sufria una ligera redistribucién hacia esa misma
direccién. Es decir, éste se acentuaba de manera directamente proporcional al
valor de |1
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2. Neumann homogénea.

De forma similar al caso anterior, aqui se considera separadamente los procesos reac-

cion-difusion y reaccién-difusién-adveccién.

a)

Ecuaciones de reaccion-difusion.

Las condiciones iniciales que aqui se consideran, corresponden al caso hipotético
que una poblacién de polinizadores se encuentra en la parcela (dominio rectangu-
lar) distribuidos heterogéneamente®, mientras que se tienen distribuciones diver-
sas de herbivoros y plantas —también no homogéneas—; ademés, las condiciones a
la frontera son de tipo Neumann homogéneas o equivalentemente, flujo cero en la
frontera del habitat. Esto quiere decir que es un sistema donde las especies sélo
interactiian con el interior y no se ve afectado por lo que sucede en el exterior de
la parcela. No se considera la intervencion de efectos advectivos como el viento.
Las figuras 9 y 10 se muestra la dindmica de esta interaccién. Se observa que la
especie polinizadora avanza hacia las regiones donde la concentracién de plantas
es mayor, produciendo que la poblacién de herbivoros emigre, més lentamente,
también hacia esas mismas regiones; de esta manera, la densidad de poblacién
de plantas se ve afectada negativamente por la presencia de éstos y disminuye
en estas regiones. En las regiones donde la poblaciéon de herbivoros es menor, se
observa un aumento de la poblaciéon de plantas que, a su vez, provoca un au-
mento de polinizadores y, finalmente, de herbivoros. Como puede observarse en
la figura 10, se forman “ondas viajeras” de las tres especies que van de izquierda

a derecha sobre el dominio.

Ecuaciones de reaccion-difusion-adveccion.

Cuando se incorpora un proceso de transporte en la poblaciéon de polinizadores
(adveccién), el cual puede interpretarse como la presencia de viento o algtin factor
de empuje a la poblacién en cierta direccién, se observan cambios importantes.
Efectivamente, aunque la dindmica es similar a la correspondiente a cuando sélo
la difusién estd presente para valores de v y D similares®%, la distribucién de las
“ondas viajeras” es ligeramente distinta. Estas se dirigen de la esquina superior
izquierda hacia la esquina inferior derecha del dominio en los casos transitorios
de manera mas rapida y la especie que primero emigra de una regién de alta
densidad, hacia una de baja densidad es la planta, seguida por los polinizadores
y alcanzada finalmente por los herbivoros. Este efecto, evidentemente, es debi-

do a la direccion del transporte, observemos que esta direccién dependerd del

35Ge utilizaron distintas condiciones iniciales, entre ellas, distribuciones aleatorias, productos y sumas de
funciones de Heaviside, etc. No se observé cambio significativo en la distribucién final.

36Se hicieron las simulaciones numéricas con varios valores de los pardmetros: v = 2D, v =4D1 y v = 6Dy;
el comportamiento fue cualitativamente equivalente.
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(b) Distribucién espacial transitoria:

herbivoro.
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transitoria: planta.
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(e) Condiciones iniciales:
polinizador.

(f) Distribucién espacial transitoria:

polinizador.

Figura 9: Soluciones numéricas del sistema (12) en diferentes instantes
con condicién de frontera tipo Neumann homogénea y v = 0.
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angulo formado por v y la direciéon del maximo cambio de la densidad de pobla-
cion de polinizadores. Las figuras 11 y 12 muestran las condiciones iniciales, la

distribucién final y las tomas instantdneas transitorias.

¢) Caso especial uno.

De igual manera que cuando se consideran condiciones de frontera Dirichlet ho-
mogéneas, se tomaron distintos valores para 1. Como ya se mencioné en el caso
anterior, si ¢ = 2,4, 6 el comportamiento cualitativo es equivalente. Sin embar-
go, es importante senalar que se considerd, también, iy = 10. Las figuras 13 y
14 sugieren que, al tener una diferencia de un orden de magnitud mayor entre el
coeficiente de difusion, D1, y la componente horizontal del vector advectivo, v,
la distribucién heterogénea, en cada poblacién, desaparece. En las distribuciones
transitorias, puede observarse un comportamiento similar al descrito en el inciso
anterior con la diferencia que la direccién de la onda viajera es vertical en lugar

de ser oblicua respecto a la horizontal.

d) Caso especial dos.

Para simular una perturbacién del punto de equilibrio que se encuentra en el
octante positivo, se eligen U = 2, W = 0.5 y R = 1.5 —valores aproximados
del punto de equilibrio en cuestién— donde K = 1 y v = D; junto con los
mismos valores que se utilizaron en las simulaciones numéricas anteriores, para los
parametros restantes. Al igual que en el caso anterior, se consideran se observan
distribuciones transitorias de tipo onda viajera. Sin embargo, la distribucién
final es homogénea. Esto sugiere que es debido a que las densidades de las tres
poblaciones convergen al equilibrio en el octante positivo; véanse las figuras 15
y 16. Sin embargo, un punto de equilibrio globalmente estable para la dindmica
temporal no necesariamente define una distribucién estacionaria y homogénea
para el sistema de reaccién-difusién-adveccion, que sea atractora. El estudio de

este problema es independiente del presente trabajo y merece atencion particular.

5. Conclusiones y discusién

Es importante recalcar que las condiciones iniciales se eligieron de tal manera que fueran
una perturbacién del punto de equilibrio (K,0,0) —donde se hicieron la mayoria de las
simulaciones numéricas— y el punto de equilibrio en el primer octante —caso 2d— Como ya
se ha mencionado, en caso de ser ciclo limite, tiene naturaleza atractora. Observando las
simulaciones numéricas y las figuras 9-12, las condiciones de frontera de tipo flujo cero,
indican que la dindmica temporal influye en la espacio-temporal de manera importante; en
esta tltima, se forman ondas que siguen el comportamiento que se muestra en la figura 4(c),

al darse ondas viajeras. La presencia del término advectivo afecta ligeramente las soluciones
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transitorias haciendo que las especies tengan una tendencia a moverse mas réapidamente
en la direcciéon de v. Para las figuras 13 y 14, se observa que las estructuras ordenadas
desaparecen. Una interpretacién plausible, para este caso, es que si el término advectivo
representa viento, ademés de ayudar a los polinizadores a moverse en la direcciéon que v
indica, también transporta el polen de las plantas de manera homogénea en toda la parcela.
Asi, al final, los polinizadores no tienen regiones preferentes de plantas que visitar; de igual
manera para los herbivoros.

Por otro lado, las condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneas si influyen en la
dindmica espacio-temporal. A diferencia con las condiciones de frontera de flujo cero, las
distribuciones de cada densidad de poblaciéon no heredan el cardcter oscilatorio de las solu-
ciones que se exhiben en el espacio fase de las simulaciones numéricas de la parte temporal,
ésta se muestra en la figura 4(c). Esto puede deberse a la forma en la cual se resuelve
numéricamente las ecuaciones: las condiciones iniciales son forzadas a que se anulen en la
frontera, se requiere que se cumpla continuidad y que permanezcan igual a cero para todo
tiempo>’. Sin embargo, queda claro que las condiciones de frontera influyen directamente
en la interaccién de estas tres especies. Las condiciones de Neumann permiten estructuras
ordenadas que se mueven; mientras que para las de Dirichlet, no es asi. Posiblemente un
caso mas real serfa considerar condiciones de frontera de tipo Robin que no necesariamente
sean homogéneas.

Como puede verse a lo largo del presente trabajo, es posible afirmar que la interaccién
de una especie herbivora, una de plantas y otra de polinizadores bajo las condiciones que
aqui se exponen, tiene solucién unica que es acotada y positiva bajo las condiciones que
establece el Teorema 3.1 (caso 1). Este resultado es importante puesto que se requiere que el
modelo matematico exhiba densidades poblacionales que no crezcan sin cota y no muestre
soluciones sin sentido como el de una densidad negativa. En ese sentido, se considerd que el
modelo es consistente ademds de que desde el punto de matematico, es de suma importancia

la unicidad y existencia de las soluciones.

Las simulaciones numéricas realizadas indican que pueden formarse estructuras ordena-
das; es decir, las tres especies pueden coexistir exhibiendo distintas distribuciones espaciales,
ya sea estatica (figuras 5-8) o bien, en forma de ondas viajeras (figuras 9-12). Las figuras
13-16 también sugieren coexistencia, sin embargo su distribucién final no es una estructu-

38 existe

ra ordenada reconocible. Es posible afirmar en que la formacién de estos patrones
una competencia entre tres procesos procesos: la reaccion, la difusién y la adveccion. Sin
embargo, la diferencia de los parametros que los modulan matematicamente, no puede ser
demasiado grande —el caso que se considerd es de un orden de magnitud mayor—, véanse las

figuras 13 y 14.

37Es decir, se impone que las soluciones se anulen sobre la frontera.
38Estructuras ordenadas.
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Como se puede consultar en la literatura, los sistemas de reaccién-difusion pueden ex-
hibir3? estructuras ordenadas. El andlisis sobre la emergencia de patrones en sistemas de
reaccion-difusion-adveccion, es més reciente. Por ejemplo, en [19] se estudia un sistema
donde los tres procesos se encuentran involucrados exhibiendo la emergencia de patrones
de Turing con presencia y en ausencia de adveccién. También en [9], se estudia un modelo
donde se observa el efecto que tiene el crecimiento del dominio en la emergencia de patro-
nes; tanto la difusion como la advecciéon aparecen como consecuencia del crecimiento del
dominio.

Atdn quedan preguntas sin responder, por ejemplo podrian incorporarse hipdtesis que
podrian dar lugar a difusion andmala®® cuya expresién matemaética toma la forma de ecua-
ciones de difusién en los que este factor se expresa, ya no en términos del operador de
Laplace que involucra segundas derivadas parciales, sino que aparecen las llamadas deriva-
das fraccionarias® o bien, verse la influencia de coeficientes de difusién que dependen de
las densidades poblaciones y/o del tiempo y la posicién. En efecto, es razonable suponer
—esto se ha documentado en la literatura ampliamente—, que el movimiento individual de
los polinizadores no sea al azar, sino que esté dirigido hacia sitios del habitat en el que la
densidad de plantas es mayor. Analogamente, también es sensato suponer que el movimien-
to de los herbivoros sea hacia regiones més pobladas de plantas. Esto conduciria a que los
respectivos coeficientes de difusiéon de la poblacién de polinizadores y de herbivoros fuesen
dependientes de la densidad de plantas y, en ese caso, las ecuaciones podrian ser —no sélo
en la parte reactiva— no lineales en el término difusivo. Ello pudiera conducir a casos en los
que las ecuaciones sean degeradas para valores especificos de las densidades poblacionales
cuyo efecto es la aparicién de soluciones débiles (véase [10]). También la posibilidad de
considerar otro tipo de procesos como el quimiotactico o mecanotactico entre otros, habria
que considerase para poblaciones de especies en los cuales tenga sentido. Los resultados de
acotamiento y positividad se refieren a dominios homogéneos pero no considera dominios

no homogéneos. Esta podria ser una linea de investigacién interesante.

A. Apéndice: La herramienta en SEPA

En el presente trabajo, para el andlisis de positividad, acotamiento y existencia de
soluciones (véase la seccién 3), se utilizé el método de soluciones superiores e inferiores para
sistemas de ecuaciones parabdlicas acopladas (SEPA). En este apéndice se hard una breve
revision de las técnicas de este método. en la redaccién de este apéndice las referencias [8]

y [15] fueron usadas.

39Modelo de Turing.
40Este proceso est4 relacionado con interacciones de largo alcance.
“1Véase, por ejemplo, [18].
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reaccion-difusion-adveccion, es més reciente. Por ejemplo, en [19] se estudia un sistema
donde los tres procesos se encuentran involucrados exhibiendo la emergencia de patrones
de Turing con presencia y en ausencia de adveccién. También en [9], se estudia un modelo
donde se observa el efecto que tiene el crecimiento del dominio en la emergencia de patro-
nes; tanto la difusion como la advecciéon aparecen como consecuencia del crecimiento del
dominio.

Atdn quedan preguntas sin responder, por ejemplo podrian incorporarse hipdtesis que
podrian dar lugar a difusion andmala®® cuya expresién matemaética toma la forma de ecua-
ciones de difusién en los que este factor se expresa, ya no en términos del operador de
Laplace que involucra segundas derivadas parciales, sino que aparecen las llamadas deriva-
das fraccionarias® o bien, verse la influencia de coeficientes de difusién que dependen de
las densidades poblaciones y/o del tiempo y la posicién. En efecto, es razonable suponer
—esto se ha documentado en la literatura ampliamente—, que el movimiento individual de
los polinizadores no sea al azar, sino que esté dirigido hacia sitios del habitat en el que la
densidad de plantas es mayor. Analogamente, también es sensato suponer que el movimien-
to de los herbivoros sea hacia regiones més pobladas de plantas. Esto conduciria a que los
respectivos coeficientes de difusiéon de la poblacién de polinizadores y de herbivoros fuesen
dependientes de la densidad de plantas y, en ese caso, las ecuaciones podrian ser —no sélo
en la parte reactiva— no lineales en el término difusivo. Ello pudiera conducir a casos en los
que las ecuaciones sean degeradas para valores especificos de las densidades poblacionales
cuyo efecto es la aparicién de soluciones débiles (véase [10]). También la posibilidad de
considerar otro tipo de procesos como el quimiotactico o mecanotactico entre otros, habria
que considerase para poblaciones de especies en los cuales tenga sentido. Los resultados de
acotamiento y positividad se refieren a dominios homogéneos pero no considera dominios

no homogéneos. Esta podria ser una linea de investigacién interesante.

A. Apéndice: La herramienta en SEPA

En el presente trabajo, para el andlisis de positividad, acotamiento y existencia de
soluciones (véase la seccién 3), se utilizé el método de soluciones superiores e inferiores para
sistemas de ecuaciones parabdlicas acopladas (SEPA). En este apéndice se hard una breve
revision de las técnicas de este método. en la redaccién de este apéndice las referencias [8]

y [15] fueron usadas.

39Modelo de Turing.
40Este proceso est4 relacionado con interacciones de largo alcance.
“1Véase, por ejemplo, [18].
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A.1. Funciones cuasimondtonas

Para sistemas de ecuaciones acopladas, las definiciones de solucion superior y solucion
inferior dependen de la propiedad de cuasimonotonia de la parte reactiva®?.
Para ilustrar la idea basica del método, considérese un sistema de ecuaciones parabdlicas

acoplado en la siguiente forma:

8 .
% — Ljuj = Fj(t, ®,u1,u2,u3) en Dr
(23) Bjuj = hi(t,®) en Sy (j=1,2,3),

uj(0,x) = ug(m) en

donde © € R™ es un dominio abierto acotado (o no acotado) y para cada, T' > 0, se define
el cilindro parabdlico: Dr := (0,T] x Q y St := (0,T] x 9.

Los operadores L; y B; que aparecen en (23) estan definidos como sigue:

~ _0) o2 ~0) 0
Lj:= Z ai,k(tax)m "‘Z@' (tafﬂ)%
ik=1 toi=1 t
(24) y
0
Bj = Oéj(t, m)% + ﬁj(tv m)?

43 en los respec-

respectivamente, donde los coeficientes de L;, h; y u; son Holder-continuos
tivos dominios; a; > 0y 8; > 0, continuos en St tal que o + 3; > 0.

Las funciones F; se consideran, igualmente, Holder-continuas en Dr x J; X Jp para algin
subconjunto acotado de R2.

Ahora, considérese el campo vectorial F := (F}, Fy, F3) y dado que las funciones con
las que se trabaja en este texto son de clase C, las siguientes definiciones son pertinentes.
Se dice que F es C' en J; x Jy x J3 si cada una de sus componentes son de clase C!
para todo (u1,ug,us) € J; X Jo x J3. Se dice que el campo F' es cuasidiferenciable si las
derivadas parciales de la matriz de Jacobi asociada que no se encuentran en la diagonal
son continuamente diferenciables para todo (uy,ug,us) € Ji X Jy x J3. Naturalmente, toda

funcién diferenciable es cuasidiferenciable®?.

42En este caso, las funciones que representan la interaccién entre las poblaciones de polinizadores, plantas
y herbivoros.

43Una funcién f : R® — R™ es Holder-continua en R™ si V @,y € R", existen las constantes M y «
positivas, tales que se satisface

1 (=) = f()ll < M|l -y,

donde ||| denota una norma.
44La afirmacién reciproca no necesariamente se satisface, pues esta definicién no garantiza que los elementos
de la diagonal de la matriz de Jacobi existan.
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Las funciones que se estudian en este trabajo son cuasidiferenciables como puede veri-

ficarse facilmente. Por esta razon, es posible dar la siguiente definicién de cuasimonotonia.

Definicién A.1. El campo vectorial F := (Fy, Fy, F3) se dice que posee una propiedad de

cuasimonotonia en J; X Jy x J3 si V (uy,ug,u3) € J; x Jo x J3 se cumple:

O0Fy 0F3
—= >0 —= >0
ouy — ’ ouy — ’
oF, 0F3
25 — <0 — >0
( ) Ous — ’ Oug — ’
oF, OFy
— <0 — <0.
Jus — ’ Jus —

También es necesario determinar la solucién inferior, denotada por @ = (11, tg, u3) y la

solucién superior por @ = (i1, U, 3). Estas satisfacen las desigualdades:

Bjﬂj S hj(t, :13) S Bjﬂj
(26) V(t,z) € Dr

4;(0,z) < ug)(a:) < u;(0,x).
Definicién A.2. El par de funciones®® @& = (i, u3), @ = (U1,42,43) € C(Dr) N
ch? (ET) son conocidas como soluciones superior e inferior de (23), si satisfacen que & < @

en D, las desigualdades (26) se cumplen y si

ol ot
=L Ly — Fi(t,z,01,02,13) > 0> =L Ly — Fi(t, z, 1,02, 03)
ot ot
ol o
(27) 87152 — Loty — F5(t, T, 01, U2, 13) > 0 > 37; — Loty — F(t, x, 01, U2, U3)
ot ot
% — L3tz — F3(t, z, 1, U2, U3) > 0 > % — L3tz — F3(t, @, 41, U2, U3).

En la siguiente seccién se enuncian los teoremas y corolarios que se utilizan para prueba
de la existencia de soluciones. De igual manera, estos teoremas son utiles para la deduccién

de la positividad y acotamiento de las mismas en el SEPA.

A.2. Existencia y comparacion
Como puede consultarse en [15], se define el sector

(28) (@,0) :={ueC(Dr)|a<u

IN

a)

45Se denota C(W) y C™™ (W) como el producto de los espacios C(W) y C™™ (W) sobre W, N-veces.
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Si (@, w) C Jy x Jy x Js, entonces por (A.1), es suficiente considerar (u, &) = J; X Jo X J3.
De esta manera, es posible construir sucesiones que converjan monénotamente a funciones
limite. Sea, entonces,

lim u§ )(t,m) =u;(t, ), khm gg )(t,m) =u,t,z); j=1,2,3,

k—oo

donde la barra superior indica una sucesion construida iterativamente a partir de @ vy,
equivalentemente, la barra inferior lo correspondiente para %. Debido a que cada una de las
funciones u; son Holder continuas, es posible asegurar que si w;(t, ¢) = u;(t, ), entonces
cada una de estas componentes es identico a u;(t, ) y asi el vector u = (u1, uz,u3), es la

tinica solucién del problema?® (23).

Lema A.1 (Propiedad de monotonia). Las sucesiones superiores e inferiores {ﬂ(k)} Y

{17(]“)} satisfacen las desigualdades siguientes:

< u® < oD < gD <5k < 4

en Dr y k € NU{0}. Mds aiin, u® y a®) son soluciones inferiores y superiores respec-
tivamente del problema (23).

Para finalizar, se enuncia el teorema que determina la existencia y comparacién del
sistema acoplado (23). Este resultados son los utilizados para probar existencia, positividad

y acotamiento en las soluciones de los SEPA estudiados en la seccién 3.

Teorema A.1l. Sean 4 y @ soluciones acopladas superior e inferior del sistema (23) y
el campo F-Hélder continuo y cuasimondtono en (u, &w). Entonces, el problema (23), tiene
solucidn unica w en (, ).

Ademds, las sucesiones {'ﬂ(k)} Y {y(k)} obtenidas por iteracion a partir de

ou')
8375 - Ljﬂgk) +¢;(t, :I:)Hgk) =G, (t , ugk 1))
8u(k)
8t ()+c](tac)§)—G<tacu§k 1)),

donde G; (t, @, u) := c;(t, x)uj+ Fj (t,z, u), cj(t,z) € C(Dr) y el vector u acopla ambas so-

0)

luciones (véase [15]), con las primeras iteraciones dadas por: u®) = @ y u0) = @, convergen

mondotonamente a w satisfaciendo la propiedad de monotonia.

16yéase [15).
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