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4.2.1. Transformaciones de Möbius de H3 . . . . . . . . . . . . 56

5. El Invariante de Bloch 63
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Introducción

El objetivo de esta tesis es definir el invariante de Bloch de una 3-variedad
hiperbólica completa de volumen finito siguiendo el art́ıculo [10]. Este invari-
ante fue originalmente definido por Walter D. Newmann y Jun Yang en [18].

Sea H3 el modelo del semiespacio superior del espacio hiperbólico. Veremos
que el grupo de isometŕıas que preservan la orientación de H3 es isomorfo a
PSL2(C). Después definiremos una 3-variedad hiperbólica completa orientable
como el cociente M = H3/Γ, donde Γ es un subgrupo de PSL2(C) discreto
y libre de torsión. Ya que Γ es discreto y libre de torsión, Γ actúa libre y
propiamente discontinua en H3, entonces la aplicación cociente p : H3 → M
es el cubriente universal de M. Aśı tenemos que π1(M) = Γ y πn(M) = 0,
entonces M es un K(Γ, 1), es decir M = BΓ el espacio clasificante de Γ.
Tenemos una representación canónica δ : Γ → PSL2(C), la cual puede ser
levantada a SL2(C), es decir,

SL2(C)

��
Γ

δ̃
;;v

v
v

v
v δ // PSL2(C)

.

Tal representación corresponde a una aplicación Bδ : BΓ = M → BSL2(C)
entre espacios clasificantes. En el caso cuando M es compacta, existe un in-
variante bien conocido 〈M〉 de M en H3(BSL2(C); Z) dada por la imagen de
la clase fundamental de M bajo el homomorfismo inducido en homoloǵıa por
Bδ. Extenderemos este invariante a un invariante α(M) cuando M es una 3-
variedad hiperbólica de volumen finito (no necesariamente compacta) pero en
este caso α(M) tomará valores en H3(B(SL2(C),T); Z), donde B(SL2(C),T)
es el el SL2(C)-espacio de órbitas de E(SL2(C),T) el espacio clasificante para
SL2(C)-acciones con subgrupos de isotroṕıa en cierta familia T de subgrupos
cerrados de SL2(C).

El pre-grupo de Bloch P(F ) de un campo F es el cociente del grupo abeliano
generado por los simbolos formales [x], con x ∈ F ∪ ∞ por las relaciones
[0] = [1] = [∞] = 0 y

[x]− [y] + [y/x]− [(1− x−1)/(1− y−1)] + [(1− x)/(1− y)] = 0.

v



vi INTRODUCCIÓN

Newmann y Yang definieron el invariante de bloch β(M) de una 3 variedad
hiperbólica M completa orientable de volumen finito en el pre-grupo de Bloch
P(F ) y mostraron que está determinado por los parámetros de los simplejos
de cualquier triangulación ideal de grado uno de la variedad M .

Demostraremos que el invariante α(M) coincide con el invariante de Bloch
β(M), para M una 3-variedad completa orientable de volumen finito.

El contenido de esta tesis está organizado como sigue. En el caṕıtulo 1
veremos los conceptos de cuaternios, acciones de grupos y espacios métricos,
los cuales necesitaremos en los otros caṕıtulos.

En el caṕıtulo 2 daremos la definición de complejos simpliciales, veremos
espacios triangulables y el espacio clasificante de un grupo.

En el caṕıtulo 3 daremos la generalización del haz universal de un grupo.
Dado un grupo G construiremos un espacio clasificante para G-acciones con
subgrupos de isotroṕıa en una familia F.

En el caṕıtulo 4 veremos las transformaciones de Möbius en Ĉ y las exten-
deremos a R3, las cuales dejan invariante el semi-espacio superior H3, teniendo
aśı que éstas son transformaciones de Möbius en H3. También veremos que
las isometŕıas de H3 (con la métrica hiperbólica) que preservan la orientación
son realmente las transformaciones de Möbius en H3. Como el grupo de trans-
formaciones de Möbius de Ĉ es isomorfo a PSL2(C), entonces el grupo de
isometŕıas de H3 que presevan la orientación I+(H3) es isomorfo a PSL2(C).

En el caṕıtulo 5 definiremos las 3-variedades hiperbólicas completas orien-
tadas y veremos cómo son estas variedades cuando tienen volumen finito, luego
definiremos el invariante α usando ejemplos especiales de espacios clasificantes
para familias de subgrupos, el cual finalmente será el mismo que el invariante
de Bloch.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo veremos algunos conceptos básicos que usaremos más ade-
lante. Comenzaremos con cuaternios y algunas de sus propiedades, luego vere-
mos grupos libres, productos libres y acciones de grupos, los cuales necesitare-
mos en el caṕıtulo 2 de complejos simpliciales, también definiremos isometŕıas
y algunos resultados de subgrupos de isometŕıas en espacios métricos y fi-
nalizaremos el caṕıtulo dando una introducción a categoŕıas y funtores.

1.1. Cuaternios

Daremos una introducción a los cuaternios, dando algunas de sus propie-
dades básicas, lo cual usaremos en el caṕıtulo 4, para definir el modelo del
espacio superior H3 en el espacio hiperbólico.

Definición 1.1.1. Un cuaternio es una matriz compleja de 2× 2 de la forma

q =

(
z w
−w z

)
. (1.1)

El conjunto de cuaternios es denotado por H.

La suma y multiplicación de quaternios es como para matrices, entonces
tenemos

(i) H es un grupo abeliano con respecto a la suma;

(ii) Los cuaternios diferentes de cero forman un grupo no abeliano con res-
pecto a la multiplicación;

(iii) H es un espacio vectorial 4-dimensional con base

1
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1 =

(
1 0
0 1

)
i =

(
i 0
0 −i

)
j =

(
0 1
−1 0

)
k =

(
0 i
i 0

)
.

Como la multiplicación de matrices es distributiva, la multiplicación de cuater-
nios está determinada por los productos de los cuatro elementos 1, i, j y k. En
efecto, los elementos generan un grupo multiplicativo de orden 8 y

i2 = j2 = k2 = −1;

ij = k, jk = i, ki = j;

ji = −k, kj = −i, ik = −j.

Los cuaternios contienen una copia de C via la inclusión

x+ iy 7→ x1 + iy

de C en H la cual claramente preserva la suma y multiplicación.

Regresando a (1.1), si escribimos x+ iy = z y u+ iv = w entonces

q = (x1 + yi) + (uj + vk)

= (x1 + yi) + (u1 + vi)j. (1.2)

En vista de esto, es conveniente cambiar nuestra notación y reescribir la ecuación
(1.2) en la forma

q = z + wj,

donde tales expresiones pueden ser multiplicadas por la regla

(z1 + w1j)(z2 + w2j) = (z1z2 − w1w2) + (z1w2 + w1z2)j.

En particular, si z, w ∈ C, entonces

jz = zj

y

(z + wj)(z − wj) = |z|2 + |w|2.

Asi tenemos que

(z + wj)−1 = (z − wj)/(|z|2 + |w|2).
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1.2. Acciones de Grupos

Dado un grupo (G, ·), se dice que una topoloǵıa sobre G es compatible con
la estructura de grupo si las dos aplicaciones

G×G→ G

(g1, g2) 7→ g1 · g2

G→ G

g 7→ g−1

son continuas, donde G×G tiene la topoloǵıa producto.

Definición 1.2.1. Un grupo dotado de una topoloǵıa compatible con su es-
tructura de grupo se llama grupo topológico.

Ejemplos 1.2.2. 1) Un grupoG con la topoloǵıa discreta es un grupo topológi-
co.
2) (R,+) con la topoloǵıa usual es un grupo topológico.

Definición 1.2.3. Una acción de un grupo topológico G en un espacio topo-
lógico X es una aplicación continua

µ : G×X → X

(g, x) 7→ g · x

que satisface

a) µ(e, x) = e · x = x para toda x ∈ X, donde e es el elemento identidad en
G;

b) Para todo g, h ∈ G, y x ∈ X se tiene µ(gh, x) = µ(g, µ(h, x)), es decir,
(gh) · x = g · (h · x).

Observemos que para cada elemento g de G, la aplicación

µg : X → X

x 7→ g · x

es continua, porque es la restricción {g} ×X → X de µ. Su inversa está dada
por µ−1

g = µg−1 , ya que si x ∈ X, tenemos

µg−1µg(x) = µg−1(g · x)

= g−1g · x
= e · x = x.



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Como (g−1)−1 = g, tenemos que µgµg−1(x) = x, para toda x ∈ X y por lo
tanto µg es biyectiva.
Por lo tanto G actúa como grupo de homeomorfismos de X, es decir, cada
elemento del grupo induce un homeomorfismo de X. Entonces tenemos que

ξ : G→ Homeo(X)

g 7→ µg (1.3)

es un homomorfismo de grupos, ya que

ξ(gh) = µgh = µgµh = ξ(g)ξ(h).

Definición 1.2.4. Una acción de un grupo G en un espacio topológico X es
efectiva si ker ξ = {e} y es trivial si ker ξ = G.

Ejemplos 1.2.5. 1) (Z,+) actúa en R mediante traslaciones: Si x ∈ R y
n ∈ Z sea

µ(n, x) = x+ n.

Claramente µ es continua y cumple (a) y (b) ya que, µ(0, x) = x y

µ(n+m,x) = n+m+ x = µ(n, µ(m,x)).

Como ξ(n) = Id ∈ Homeo(R) sólo si n = 0, entonces la acción es efectiva.

2) El grupo Z3 = {0, 1, 2}, actúa sobre los complejos como

µ(k, z) = wkz,

donde k ∈ Z3, z ∈ C y w es una ráız cúbica de la unidad. Como µ es
continua y, para k, j ∈ Z3 y z ∈ C tenemos

µ(0, z) = w0z = z,

µ(k + j, z) = wk+jz = wkwjz = µ(k, µ(j, x)),

tenemos que µ es una acción. Además ker ξ = {0}, entonces la acción es
efectiva.

Sea G un grupo topológico que actúa en el espacio topológico X. Si x ∈ X
definimos la órbita de x por

Gx = {g · x | g ∈ G}.

Observemos que para h ∈ G tenemos que Gh · x = Gx. ya que gh ∈ G
para toda g ∈ G y Gh · x ⊆ Gx. Por otro lado, h−1 ∈ G; por la primera parte
tenemos que Gh−1h · x = Gx ⊆ Gh · x.



1.2. ACCIONES DE GRUPOS 5

Entonces, si dos órbitas Gx y Gy se intersectan, tenemos que son iguales.
Supongamos que Gx ∩Gy 6= ∅, es decir, existen g1, g2 tales que g1 · x = g2 · y;
entonces

g−1
2 g1 · x = e · y = y,

lo cual implica que para h = g−1
2 g1, Gy = Gh · x, pero Gh · x = Gx, por lo

tanto Gx = Gy.
Definimos una relación en X mediante x ∼ y si y sólo si existe g ∈ G tal

que x = g · y, es decir x y y están en la misma órbita.

Proposición 1.2.6. La relación ∼ es una relación de equivalencia.

Demostración. 1) x ∼ x. Si e ∈ G es el elemento identidad de G, entonces
x = e · x.
2) Si x ∼ y, existe g ∈ G tal que x = g · y; como G es grupo, g tiene inverso
g−1 ∈ G, entonces g−1x = y y por tanto y ∼ x.
3) Si x ∼ y y y ∼ z, existen g y h en G tales que x = g · y y y = h · z, entonces
x = g(h · z) = (gh) · (z), por tanto x ∼ z.

Las clases de equivalencia con esta relación son las órbitas de la acción. El
espacio cociente correspondiente es llamado el espacio de órbitas y se denota
por X/G.

Definición 1.2.7. Definimos

Gx = {g ∈ G | g · x = x}
al subgrupo de isotroṕıa de x.
Denotemos por IsoG(X) el conjunto de grupos de isotroṕıa de X.

Proposición 1.2.8. Sea X un espacio topológico y G un grupo. Entonces si
x ∈ X, tenemos

gGxg
−1 = Gg·x para todo g ∈ G.

Demostración. Sea h ∈ Gx, es decir h · x = x. Entonces,

(ghg−1)g · x = ghgg−1 · x
= gh · x
= g · x.

Esto es, ghg−1 ∈ Gg·x.
Por otra parte, sea k ∈ Gg·x. Queremos probar que existe h ∈ Gx tal que

k = ghg−1. Sea h = g−1kg, entonces k = ghg−1 y

h · x = (g−1kg) · x
= g−1(k(g · x))

= g−1(g · x)

= (g−1g) · x
= x.
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Luego, h ∈ Gx.

De la proposición 1.2.8 tenemos el siguiente:

Corolario 1.2.9. Sea G un grupo que actúa en un espacio X. Si H en IsoG(X),
entonces gHg−1 ∈ IsoG(X) para todo g ∈ G.

Definición 1.2.10. Decimos que una acción µ, de un grupo G en un espacio
X es transitiva, o que el grupo G actúa transitivamente sobre X, si dados
x, y ∈ X, existe un elemento g ∈ G tal que µ(g, x) = y.

Definición 1.2.11. Decimos que una acción µ de un grupo G sobre un espacio
topológico X es libre si tenemos µ(g, x) = x si y sólo si g = e.

De ahora en adelante denotaremos la acción de un elemento g ∈ G en x ∈ X
simplemente como gx.

Sea G un grupo que actúa en un espacio topológico X, y sean A,B ⊆ X.
Definimos GA,B como

GA,B = {g ∈ G | gA ∩B 6= ∅},

donde gA = {gx | x ∈ A}. Cuando A = B, escribiremos GA.

Definición 1.2.12. Sea X un espacio topológico y G un grupo discreto. Una
acción de G en X se dice que es propia y discontinua si y sólamente si para
cada par de puntos x, y ∈ X, existen vecindades U de x y V de y, tal que GU,V

es un conjunto finito.

Ejemplo 1.2.13. La acción µ de Z en R mediante traslaciones dada por
µ(n, x) = x + n es una acción propia y discontinua, ya que dados x, y ∈ R,
para las vecindades U = (x− 1, x+ 1) y V = (y− 1, y + 1), tenemos que GU,V

es finito. Notemos que sólo es necesario que las vecindades sean acotadas.

Proposición 1.2.14. Sea X un espacio topológico y G un grupo discreto que
actúa discontinuamente en X. Entonces, cada subgrupo de isotroṕıa es finito.

Demostración. Sea x = y en X y A = B vecindad de x en la definición 1.2.12,
entonces

GA = {g ∈ G | gA ∩ A 6= ∅}

es finito, y como Gx ⊆ GA, entonces Gx es finito.

Proposición 1.2.15. Sea G un grupo discreto el cual actúa en un espacio
Hausdorff X. Si la acción es libre, propia y discontinua, entonces para cada
punto x ∈ X existe una vecindad U tal que gU ∩U = ∅ para todo g ∈ G \ {e}.
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Demostración. Si tomamos x = y en la definición 1.2.12, existen vecindades U
y V de x tales que gU ∩ V = ∅, excepto para un número finito de elementos,
digamos g0 = e, g1, g2, ..., gk ∈ G. Ya que la acción es libre, x 6= gx, para todo
g ∈ G − {e}, en particular para gi, (i = 1, ..., k). Como X es Hausdorff, para
cada gi existen vecindades disjuntas Wi de x y W ′

i de gx. Sea

U ′ = U ∩ V ∩W1 ∩ (g−1
1 W ′

1) ∩ · · · ∩Wk ∩ (g−1
k W ′

k).

Mostraremos que U ′ tiene las propiedades requeridas.
Primero consideremos g = gi para algúna 1 ≤ i ≤ k. Si x ∈ U ′ ⊆ g−1W ′

i ,
entonces gix ∈ W ′

i , el cual es ajeno a Wi y por lo tanto de U ′. Entonces,
tenemos que gU ′ ∩ U ′ = ∅.
Por otro lado, si g ∈ G− {e} y no es alguno de los gi, entonces para cualquier
x ∈ U ′ ⊆ U, se tiene que gx ∈ gU, como gU ′ ⊆ gU y gU ∩ V = ∅, tenemos que
gU ′ es ajeno a V y por lo tanto también a U ′.

1.3. Espacios métricos

Ahora veamos algunos conceptos básicos en espacios métricos y subgrupos
de isometŕıas.

Dado un espacio métrico X con distancia d, denotaremos por B(x, r) a la
bola abierta centrada en x ∈ X y radio r > 0.

Denotaremos por Ao el interior de un subespacio A y por Ā a su cerradura.

Definición 1.3.1. Decimos que un espacio métrico (X, d) es finitamente com-
pacto si y sólo si todas sus bolas cerradas son compactas, es decir,

B̄(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) ≤ r}

es compacta para cada a ∈ X y r > 0.

Definición 1.3.2. Sean (X, d1) y (Y, d2) espacios métricos y φ : X → Y una
aplicación. Decimos que φ es una isometŕıa si y sólo si,

d2(φ(a), φ(b)) = d1(a, b)

para toda a y b en X.

Dos espacios métricos X y Y son isométricos si existe una isometŕıa biyec-
tiva entre ellos.

Denotaremos por I(X) al conjunto de isometŕıas del espacio X en si mismo.
Notemos que I(X) es un grupo con respecto a la composición de funciones,
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llamado el grupo de isometŕıas de X. Si f , g y h están en I(X), entonces, la
composición fg también es una isometŕıa: Sean x y y en X,

|fg(x)− fg(y)| = |f(g(x))− f(g(y))|
= |g(x)− g(y)|
= |x− y|,

el elemento neutro es la identidad, la inversa existe y también la asociatividad
se cumple por ser un subgrupo del espacio de funciones continuas.

Los siguientes teoremas caracterizan una isometŕıa de Rn.

Teorema 1.3.3. Sea φ : Rn → Rn una función. Entonces, las siguientes son
equivalentes:

(1) La función φ es una isometŕıa.

(2) La función φ preserva distancias.

(3) La función φ es de la forma φ(x) = a + Ax, donde A es una matriz
ortogonal y a = φ(0).

Demostración. Por definición, (1) implica (2). Supongamos que φ preserva
distancias. Entonces, A = φ − φ(0) también preserva distancias y A(0) = 0.
Por tanto A preserva la norma Euclideana, ya que

|Ax| = |A(x)− A(0)| = |x− 0| = |x|.

Consecuentemente A es ortogonal, ya que

2Ax · Ay = |Ax|2 + |Ay|2 − |Ax− Ay|2

= |x|2 + |y|2 − |x− y|2 = 2x · y.

Entonces, existe una matriz ortogonal A de n× n tal que φ(x) = φ(0) +Ax, y
aśı (2) implica (3). Si φ es de la forma dada en (3), entonces φ es la composición
de una transformación ortogonal seguida de una traslación, y aśı φ es una
isometŕıa. Entonces, (3) implica (1).

Definición 1.3.4. Decimos que una función f : X → Y entre espacios métricos
es una isometŕıa local si y sólo si para cada punto x de X, existe un r > 0 tal
que f manda la bola B(x, r) isométricamente en B(f(x), r).

Definición 1.3.5. Decimos que una función φ : X → Y entre espacios métricos
es una similitud si es biyectiva y existe un número real k > 0 tal que

dY (φ(x), φ(y)) = kdX(x, y), ∀x, y ∈ X.
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El siguiente teorema sigue del teorema 1.3.3.

Teorema 1.3.6. Sea φ : Rn → Rn una función. Entonces, las siguientes son
equivalentes:

(1) La función φ es una similitud.

(2) La función φ es de la forma φ(x) = a + kAx, donde A es una matriz
ortogonal, k es una constante positiva, y a = φ(0).

1.3.1. Subgrupos de Isometŕıas

Algunos resultados de acciones de grupos en espacios métricos son los si-
guientes.

Definición 1.3.7. Sea G un grupo actuando en un espacio métrico X y sea
p : X → X/G la aplicación cociente. La función distancia en el espacio de
órbitas X/G

dG : X/G×X/G→ R

está definida por la fórmula

dG(Gx,Gy) = dist(Gx,Gy),

donde dist denota la distancia entre conjuntos. Si dG es la métrica en X/G,
entonces dG es llamada la metrica del espacio de órbitas en X/G.

Teorema 1.3.8. Sea G un grupo de isometŕıas de un espacio métrico X.
Entonces dG es una métrica en X/G si y sólo si cada G-órbita es un subcon-
junto cerrado de X.

Demostración. Sean x, y ∈ X y sean g y h en G. Como g−1 es una isometŕıa
de X, tenemos que

d(g · x, h · y) = d(x, g−1h · y).

Por lo tanto
dist(Gx,Gy) = dist(x,Gy).

Supongamos que dG es una métrica y que Gx 6= Gy. Entonces

dist(x,Gy) = dG(Gx,Gy) > 0.

Sea r = dist(x,Gy). Entonces, B(x, r) ⊂ X−Gy. Entonces, X−Gy es abierto
y por lo tanto, Gy es cerrado. Entonces, cada órbita es un subconjunto cerrado
de X.

Por otra parte, supongamos que cadaG-órbita es un subconjunto cerrado de
X. Si x, y ∈ X, por definición de dG, tenemos que es simétrica y dG(Gx,Gy) = 0
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si y sólo si Gx = Gy.
Si Gx 6= Gy, entonces

d(x, gy) + d(y, hz) = d(x, gy) + d(gy, ghz)

≥ d(x, ghz)

≥ dist(x,Gz).

Por lo tanto,
dist(x,Gz) ≤ dist(x,Gy) + dist(y,Gz).

Entonces, dG satisface la desigualdad del triángulo. Por lo tanto, dG es una
métrica.

Teorema 1.3.9 ([11, Thm. 5.3.5]). Sea X un espacio métrico finitamente
compacto. Entonces, un grupo Γ de isometŕıas de X es discreto si y sólo si
actúa discontinuamente en X.

Proposición 1.3.10. Sea G un grupo de isometŕıas de un espacio métrico X
tal que actúa libre y discontinuamente en X. Entonces, la aplicación cociente

p : X → X/G

es una isometŕıa local.

Demostración. Sea x ∈ X arbitrario y r > 0. Entonces tenemos que

p(B(x, r)) ⊆ B(p(x), r)).

Supongamos que y ∈ X y dG(Gx,Gy) < r; entonces,

dist(x,Gy) < r,

aśı que existe g ∈ G tal que d(x, g · y) < r. Además tenemos que p(g · y) =
Gy. Por lo que p(B(x, r)) ⊆ B(p(x), r), por lo tanto p(B(x, r)) = B(p(x), r).
Entonces p es una aplicación abierta.
Veamos ahora que es una isometŕıa local. Como G actúa libremente en X, la
aplicación x 7→ g · x es una biyección de G sobre Gx. Por el teorema 1.3.9 el
conjunto Gx−{x} es discreto, entonces por la proposición 1.2.15 Gx−{x} es
cerrado. Aśı que

dist(x,Gx− {x}) > 0.

Sea

s =
1

2
dist(x,Gx− {x})

y sean y, z ∈ B(x, s/2) cualesquiera. Entonces d(y, z) < s. Sea g 6= e en G.

d(x, g · x) ≤ d(x, y) + d(y, g · z) + d(g · z, g · x).
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Aśı tenemos

d(y, g · z) ≥ d(x, g · x)− d(x, y)− d(z, x)

≥ 2s− s/2− s/2 = s.

Por lo tanto
dG(p(y), p(z)) = dist(Gy,Gz) = d(y, z).

Entonces, p es una isometŕıa local.

Definición 1.3.11. Un subconjunto R de un espacio métrico X es una región
fundamental para un grupo Γ de isometŕıas de X si y sólo si

(1) el conjunto R es abierto en X;

(2) los miembros de {gR | g ∈ Γ} son mutuamente ajenos; y

(3) X = ∪{gR | g ∈ Γ}.

Ejemplo 1.3.12. Observemos que la región R puede ser disconexa.
Sea X = R y R = (0, 1/2)∪ (1/2, 1), con Γ el grupo de isometŕıas que consiste
de traslaciones por enteros. Entonces R es una región fundamental para Γ.

Definición 1.3.13. Un subconjunto D de un espacio métrico X es un dominio
fundamental para un grupo Γ de isometŕıas de X si y sólo si D es una región
fundamental conexa para Γ.

Definición 1.3.14. Una región fundamental R para un grupo Γ de isometŕıas
de un espacio métrico X es localmente finita si y sólo si {gR | g ∈ Γ} es una
familia de subconjuntos localmente finita.

Teorema 1.3.15. Si un grupo Γ de isometŕıas de un espacio métrico X tiene
una región fundamental, entonces Γ es un subgrupo discreto de I(X).

Demostración. Sea x un punto de una región fundamental R para el grupo de
isometŕıas Γ de X. Entonces, la aplicación evaluación

ξ : Γ→ Γx,

definido por ξ(g) = gx, es continua. Entonces, el punto x es abierto en Γx, ya
que R ∩ Γx = {x}. Además, el grupo de isotroṕıa Γx es trivial, porque x ∈ R
y {R} ∩ {gR} = ∅ para toda g ∈ Γ− {e}, por ser R una región fundamental.
Por consiguiente e = ξ−1(x) es abierto en Γ. Por lo tanto, Γ es discreto.

En el resto de la sección, sea X = Sn,Rn ó Hn.

Definición 1.3.16. Un poliedro fundamental convexo para un grupo discreto Γ
de isometŕıas de X es un poliedro convexo P en X cuyo interior es un dominio
fundamental localmente finito para Γ.
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Definición 1.3.17. Decimos que un poliedro fundamental convexo P para Γ
es exacto si y sólo si para cada cara S de P existe un elemento g ∈ Γ tal que
S = P ∩ gP .

Definición 1.3.18. Una teselación de X es una colección P de poliedros
convexos de dimensión 3 en X tal que

(1) los interiores de los poliedros en P son mutuamente ajenos;

(2) la unión de los poliedros en P es X; y

(3) la colección P es localmente finita.

Definición 1.3.19. Decimos que una teselación P en X es exacta si y sólo si
cada cara S de un poliedro P en P es una cara de exactamente dos poliedros
P y Q en P .

Teorema 1.3.20. Sea P un poliedro convexo 3-dimensional en X y sea Γ un
grupo de isometŕıas de X. Entonces, Γ es discreto y P es un poliedro funda-
mental convexo (exacto) para Γ si y sólo si

P = {gP | g ∈ Γ}

es una teselación (exacta) de X.

Demostración. Supongamos que Γ es discreto y P es un poliedro fundamental
convexo para Γ. Entonces, el interior de P , P o es un dominio fundamental
localmente finito para Γ. Luego, tenemos que

(1) los miembros de {gP o | g ∈ Γ} son mutuamente disjuntos;

(2) X = ∪{gP | g ∈ Γ}; y

(3) la colección P es localmente finita.

Entonces, P es una teselación de X.
Ahora asumimos que P es exacto. Sea S una cara de P . Entonces, existe un
único elemento g 6= e en Γ tal que S = P ∩ gP , entonces g−1S es una cara
de P , aśı tenemos que S es una cara de gP . Por lo tanto, S es una cara de
exactamente dos poliedros P y gP de P . Como P es Γ-equivariante lo mismo
es verdad para cualquier cara de cualquier poliedro en P . Entonces, P es una
teselación exacta.

Por otro lado, supongamos que P es una teselación de X. Entonces,

(1) los miembros de {gP o | g ∈ Γ} son mutuamente ajenos;

(2) X = ∪{gP | g ∈ Γ}; y
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(3) la colección P es localmente finita.

Entonces, P o es un dominio fundamental localmente finito. Por lo tanto, Γ es
discreto por el teorema 1.3.15 y P es un poliedro fundamental convexo para el
grupo Γ.

Ahora asumimos que P es exacta. Entonces, para cada cara S de P , existe
g ∈ Γ tal que S es una cara de gP . Por consiguiente S ⊂ P ∩ gP . Como
P ∩ gP ⊂ ∂P y S es un subconjunto maximal convexo de ∂P , tenemos que
S = P ∩ gP . Entonces P es exacto.

1.4. Categoŕıas y Funtores

En esta sección introduciremos las definiciones de categoŕıa y funtor, y
veremos algunos ejemplos de éstos.

Definición 1.4.1. Una categoŕıa C consiste de una clase de objetos Obj(C)
y para cada pareja ordenada de objetos A y B un conjunto de morfismos
HomC(A,B) con dominio A y codominio B. Si f ∈ HomC(A,B), escribimos
f : A→ B. Para cada terna de objetos A,B,C existe una función

HomC(A,B)× HomC(B,C)→ HomC(A,C)

que asocia a cada pareja de morfismos f : A→ B y g : B → C, su composición
gf : A→ C. Se satisfacen los siguientes axiomas:

(a) Asociatividad. Si f : A→ B, g : B → C y h : C → D, entonces h(gf) =
(hg)f.

(b) Identidad. Para todo objeto B, existe un morfismo 1B : B → B tal que
si f : A→ B, 1Bf = f, y si g : B → C entonces g1B = g.

Ejemplos 1.4.2. i. La categoŕıa Set donde los objetos Obj(Set) son los
conjuntos y los morfismos HomSet(A,B) son las funciones entre conjuntos.

ii) La categoŕıa Top, de espacios topológicos con las aplicaciones continuas
entre ellos.

iii) La categoŕıa Gr, donde la clase de objetos Obj(Gr) son los grupos y
HomGr(G,H) los homomorfismos de grupos.

iv) La categoŕıa Ab, donde los objetos son los grupos abelianos con morfismos
HomAb(G,H) los homomorfismos de grupos.

v) La categoŕıa de espacios topológicos y las clases de homotoṕıa de aplica-
ciones continuas, denotada como TopH .
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vi) La categoŕıa Top∗, que consiste de los espacios topológicos punteados con
las aplicaciones continuas punteadas.

vii) La categoŕıa Poset, que consiste de todos los conjuntos con orden parcial
(P,≤) y las funciones monótonas.

Definición 1.4.3. Decimos que una categoŕıa C es pequeña si los objetos de
C forman un conjunto.

Ejemplos 1.4.4. i. La categoŕıa 0, sin objetos y por tanto sin morfismos.

ii. La categoŕıa 1 con un sólo objeto y el único morfismo la identidad.

iii. Sea X espacio topológico y sea C la categoŕıa donde Obj(C) = X y los
morfismos HomC(x, y) son las clases de homotoṕıa de caminos γ : I → X
con γ(0) = x, γ(1) = y.

Sean C y C ′ categoŕıas, decimos que C ′ es una subcategoŕıa de C, si Obj(C ′)
es una subclase de Obj(C), y HomC′(A,B) ⊂ HomC(A,B). Las composiciones
en C ′ son las restricciones de las composiciones en C. Los morfismos identidad
en C ′ son los mismos que en C.

Definición 1.4.5. Si C ′ es una subcategoŕıa de C y HomC′(A,B) = HomC(A,B),
decimos que C ′ es una subcategoŕıa plena.

Ejemplo 1.4.6. La categoŕıa Ab es subcategoŕıa plena de Gr, ya que to-
do grupo abeliano está en la categoŕıa Gr de grupos y además tenemos que
HomAb(G,H) = HomGr(G,H).

Definición 1.4.7. Sea f : A → B un morfismo en una categoŕıa C. Decimos
que f es un isomorfismo si existe un morfismo h ∈ HomC(B,A) tal que hf = 1A
y fh = 1B. En éste caso decimos que A y B son isomorfos y se escribe A ∼= B.

Definición 1.4.8. Dadas dos categoŕıas C y D, un funtor covariante (con-
travariante) T : C → D asocia a cada objeto de A en C un objeto T (A) en D
y a cada morfismo f : A → B de C un morfismo f∗ = T (f) : T (A) → T (B)
(f ∗ = T (f) : T (B)→ T (A)) de tal manera que

(a) T (1A) = 1T (A),

(b) T (gf) = T (g)T (f), (T (gf) = T (f)T (g)).

Ejemplos 1.4.9. i) T : Top → Set el funtor olvido, donde a cada espacio
topológico X lo env́ıa bajo T al conjunto X (sin la topoloǵıa.)

ii) Set→ Top, donde a cada conjunto A le asocia el mismo conjunto A con
la topoloǵıa discreta.
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iii). T : Set→ Gr, donde al conjunto X lo manda al grupo de permutaciones
de X.

iv) Ab→ Gr, la inclusión.

v) T : Gr→ Ab, donde T (G) = G/[G,G] es la abelianización del grupo.

vi) Top→ Gr donde X 7→ π1(X).

vii) Otro funtor es el que asocia a X su n-ésimo grupo de homoloǵıa Hn(X),
es un funtor T : Top→ Ab.

Proposición 1.4.10. Sea T un funtor de la categoŕıa C a la categoŕıa D. Si
A,B ∈ Obj(C) tales que A ∼= B, entonces T (A) ∼= T (B).

Demostración. Asumamos que T es covariante (el argumento es similar si T
es contravariante). Sea f : A → B un isomorfismo y sea f−1 : B → A su
inversa. Como f−1f = 1B y ff−1 = 1A, tenemos que T (f−1)T (f) = 1T (A) y
T (f)T (f−1) = 1T (B).

Es posible comparar funtores.

Definición 1.4.11. Sean T1, T2 : C → D funtores, ambos covariantes o am-
bos contravariantes. Una transformación natural ϕ entre T1 y T2, en śımbolos
ϕ : T1 → T2, asocia a cada objeto A de C un morfismo ϕ(A) : T1(A) → T2(A)
de D, de tal manera que para todo morfismo f : A → B en C el diagrama
apropiado conmuta. Cuando es covariante tenemos

T1(A)
T1(f) //

ϕ(A)

��

T1(B)

ϕ(B)

��
T2(A)

T2(f) // T2(B)

y cuando es contravariante

T1(A)

ϕ(A)

��

T1(B)
T1(f)
oo

ϕ(B)

��
T2(A) T2(B)

T2(f)
oo

Si ϕ : T1 → T2 es una transformación natural tal que ϕ(A) es un isomorfis-
mo en D para cada objeto A en C, entonces ϕ es llamada equivalencia natural.
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Caṕıtulo 2

Complejos Simpliciales

En este caṕıtulo veremos la definición de complejos simpliciales, aśı como
toda una teoŕıa en torno a éstos, en la que se incluye la definición de aplica-
ciones simpliciales, espacios triangulables y espacios de órbitas.

2.1. Complejos Simpliciales

Sea En el espacio euclideano de dimension n visto como espacio af́ın y sean
v0, v1, ..., vk ∈ En. El hiperplano de dimensión k generado por ellos consiste
de todas las combinaciones lineales de la forma λ0v0 + · · · + λkvk, con λi ∈ R
(i = 0, 1, ..., k) y

∑k
0 λi = 1.

Decimos que los puntos v0, ..., vk están en posición general si cualquier
subconjunto de ellos genera un hiperplano de dimensión estrictamente menor.
Esto es equivalente a pedir que los vectores v1 − v0, v2 − v0, ..., vk − v0 sean
linealmente independientes.

Definición 2.1.1. Dados k + 1 puntos en posición general v0, ..., vk en En,
llamamos al conjunto convexo más pequeño que los contiene (envolvente con-
vexa) un simplejo de dimensión k ó k-simplejo; denotaremos a este simplejo
como (v0...vk).

Los puntos v0, ..., vk son los vértices del simplejo. Es fácil ver que un punto
x está en el simplejo si se puede escribir como una combinación lineal

x = λ0v0 + · · ·+ λkvk

con
∑k

0 λi = 1 y λi ≥ 0, i = 0, 1, ..., k.
Denotaremos por ∆n al n-simplejo estándar en En con vértices e0, e1, ..., en,

donde e0 es el origen y ei = (0, ..., 1, ..., 0) ∈ En es tal que la coordenada i-ésima
es uno y las demás cero.

Ejemplo 2.1.2. En la siguiente figura tenemos el 1-simplejo A y el 2-simplejo
B.

17
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Si A y B son simplejos y los vértices de A son un subconjunto de los vértices
de B, decimos que A es una cara de B y escribimos A < B.

Definición 2.1.3. Una colección finita de simplejos de algún espacio eu-
clideano En es llamado un complejo simplicial si cada vez que un simplejo
está en la colección, también sus caras están y si dos simplejos de la colección
se intersectan, la intersección es una cara en común.

La dimensión de un complejo simplicial K es el máximo de las dimensiones
de los simplejos de K.

Ejemplo 2.1.4. En la siguiente figura se muestran dos complejos simpliciales.

En la izquierda es la unión de 1-simplejos y el 2-simplejo (bcd), entonces es un
complejo simplicial de dimensión 2. En la derecha es un complejo simplicial
que es la unión de 1-simplejos, los cuales se intersectan en los vértices que son
0-simplejos. La dimensión de este complejo simplicial es 1.

Definición 2.1.5. Un subcomplejo es una subcolección de simplejos de un
complejo simplicial K, el cual es a su vez un complejo simplicial.

La unión de todos los simplejos de un complejo simplicial es un subconjunto
de un espacio euclideano y lo podemos ver como un espacio topológico dándole
la topoloǵıa de subespacio. Un complejo simplicial K visto de esta manera es
llamado un poliedro o decimos que es la realización geométrica de K y se
denota por |K|.
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Definición 2.1.6. Una triangulación de un espacio topológico X consiste de
un complejo simplicial K y un homeomorfismo

h : |K| → X.

Sea K un complejo simplicial en En, construiremos un complejo simplicial
CK ⊂ En+1 llamado el cono de K como sigue: Sea v = (0, ..., 0, 1) ∈ En+1. Si A
es un k-simplejo en En con vértices v0, ..., vk, entonces, los puntos v0, ..., vk, v,
están en posición general. Por lo tanto determinan un k + 1-simplejo en En+1;
este simplejo es llamado el join de A con v. El cono CK de K consiste de los
simplejos de K, el join de estos simplejos con v y el 0-simplejo v.

Claramente, estos simplejos se intersectan en caras comunes y forman un
complejo simplicial. Como subconjunto de En+1, el poliedro |CK| de CK con-
siste de todos los segmentos de recta que unen a v con los puntos de |K|.
Recordemos que dado un espacio topológico X el cono de X, está dado por
CX = (X × I)/(X × {1}). Entonces, |CK| ∼= C|K|.

Definición 2.1.7. Sea A un simplejo en En con vértices v0, ..., vk. Definimos
el interior de A como los puntos x ∈ A que se pueden escribir de la forma
x = λ0v0 + · · ·+ λkvk, con

∑k
0 λi = 1 y λi > 0, i = 0, ..., k.

Notemos que esta noción coincide con la definición topológica de interior
cuando k = n pero no en otro caso.

Definición 2.1.8. Sea K un complejo simplicial y sea v un vértice de K. La
estrella abierta de v en K es la unión de los interiores de los simplejos de K
que tienen a v como uno de sus vértices. Esta es un subconjunto abierto de
|K| la denotaremos por star(v,K).

Ejemplo 2.1.9. En la siguiente figura se muestra a la izquierda el complejo
K y a la derecha la estrella abierta de v en K star(v,K).

Definición 2.1.10. Sea K un complejo simplicial. Dado un punto x ∈ |K|, el
punto x está contenido en el interior de un único simplejo de K. Llamaremos
a dicho simplejo el portador de x.

Proposición 2.1.11. Los vértices v0, v1, ..., vk de un complejo simplicial K
forman un simplejo A de K si y sólo si la intersección de las estrellas abiertas
de A es no vaćıa.
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Demostración. Si v0, v1, ...vk son los vértices del simplejo A de K, entonces,
todo el interior de A está en star(vi, K) para 0 ≤ i ≤ k. Por otro lado, supong-
amos que x ∈

⋂k
0 star(vi, K) y sea A el portador de x. Por definición de estrella

abierta, cada vi debe ser un vértice de A, y por lo tanto v0, v1, ..., vk forman
alguna cara de A.

Definición 2.1.12. Sean K y L dos complejos simpliciales, no necesariamente
en el mismo espacio euclideano. Decimos que K y L son isomorfos si existe
una biyección φ del conjunto de vértices de K al conjunto de vértices de L, tal
que v1, ..., vk forman los vértices de un simplejo en K si y sólo si φ(v1), ..., φ(vk)
forman los vértices de un simplejo en L.

Definición 2.1.13. Sean K y L complejos simpliciales. Si una aplicación

s : |K| → |L|

manda simplejos de K linealmente en simplejos de L, es llamada aplicación
simplicial.

Más precisamente, si A es un simplejo de K requerimos que s(A) sea un sim-
plejo de L. La condición de linealidad significa que si v0, ..., vk son los vértices
de A y x ∈ A está dado por x = λ0v0 + · · ·+ λkvk con λi ≥ 0 y

∑k
0 λi = 1, en-

tonces, s(x) al ser expresado en términos de los vértices de s(A), está dado por
s(x) = λ0s(v0)+ · · ·+λks(vk). Es importante que s(A) puede ser de dimensión
menor que A, pues no se pide que s sea inyectiva. En este caso tenemos que
s(v0), ..., s(vk) no son todos distintos.

Es claro que una función simplicial es continua, pues funciones lineales so-
bre simplejos son continuas y usando el lema del Pegado, concluimos que es
continua. Debido a la linealidad sobre cada simplejo de K, una aplicación sim-
plicial está totalmente determinada una vez que sabemos cómo actúa en los
vértices de K. De hecho, si una función s de los vértices de K a los vértices
de L es tal que si los vértices v0, ..., vk de K generan un simplejo de K, en-
tonces, s(v0), ..., s(vk) generan un simplejo de L, entonces, s puede extenderse
linealmente a una aplicación simplicial

|K| → |L|.

En particular, un isomorfismo de K a L, se extiende de esta manera para dar
un homeomorfismo de |K| en |L|.

Lema 2.1.14. Sea K un complejo simplicial en En

(a) |K| es un subconjunto cerrado y acotado en En, por lo tanto |K| es com-
pacto.

(b) Cada punto de |K| está en el interior de exactamente un simplejo de K.
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(c) Si tomamos los simplejos de K separadamente y le damos a la unión la
topoloǵıa cociente, entonces, obtenemos exactamente |K|.

(d) Si |K| es un espacio conexo, entonces es arcoconexo.

Demostración. (a) Cada simplejo de K es cerrado y acotado. Como K es finito
tenemos que |K| también es cerrado y acotado.
(b) Supongamos que A y B son simplejos de K tal que sus interiores se trasla-
pan. Como K es un complejo, A y B necesariamente se juntan en una cara
común. Pero la única cara de un simplejo que contiene puntos interiores es el
mismo simplejo entero. Por lo tanto, A = B.
(c) Notemos que simplejos de K son subconjuntos cerrados de |K| como son
cerrados en En. Aśı, si C es un subconjunto de |K|, y si C ∩A es cerrado en A
para cada simplejo A de K, entonces, C∩A debe ser cerrado en |K|. Por tanto,
la unión finita C =

⋃
{C ∩A|A ∈ K} es cerrado en |K|. Aśı, los subconjuntos

cerrados de |K| son precisamente aquellos que intersectan cada simplejo de K
en un conjunto cerrado, entonces, K tiene la topoloǵıa cociente.
(d) Supongamos que |K| es conexo. Dado x ∈ |K|, sea L el subcomplejo de K
que consiste de todos los simplejos de K que no contienen a x, y sea ε la distan-
cia de x a |L|. Entonces, si δ < ε el conjunto B(x, δ) ∩ |K| es arco-conexo, ya
que cualquier punto en este conjunto se puede unir a x por una linea en algún
simplejo de K. Esto significa que |K| es un espacio localmente arco-conexo, y
|K| es conexo, por tanto |K| es arco-conexo.

2.2. Complejos Abstractos

Definición 2.2.1. Un complejo simplicial abstracto finito es un conjunto V
de objetos, llamados vértices, a1, ..., aα, y un conjunto A de subconjuntos spi de
vértices, llamados simplejos, donde p+1 es el número de vértices en el simplejo
spi ; los simplejos de A satisfacen la condición de que cualquier subconjunto de
un simplejo de A es también un simplejo de A. La dimensión de spi es p y la
dimensión de A es el máximo de las dimensiones de sus simplejos.

Definición 2.2.2. Se llama isomorfismo entre dos complejos abstractos A1

y A2 a una biyección ϕ : V1 → V2 entre los vértices de A1 y A2 tal que si
(a0...ak) es un simplejo de A1 entonces, (ϕ(a0)...ϕ(ak)) es un simplejo de A2,
y rećıprocamente.

Definición 2.2.3. Una realización de un complejo simplicial abstracto A es
un complejo simplicial K cuyo correspondiente complejo abstracto es isomorfo
a A.

Proposición 2.2.4 (de Realización). Todo complejo simplicial abstracto tiene
una realización.
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Demostración. Sean a1, ..., aα los vértices del complejo simplicial abstracto K.
Sean b1, ..., bα los vértices de un (α− 1)-simplejo s, en Eα−1 con complejo sim-

plicial abstracto A cuyos vértices son b̂1, ..., b̂α. Entonces, cualquier biyección
de los elementos de K a los elementos de A realiza a K como un subcomplejo
de A.

Observación 2.2.5. Observemos que todas las realizaciones geométricas de
un mismo complejo abstracto son simplicialmente isomorfas.

Definición 2.2.6. Un complejo simplicial abstracto infinito K definido sobre
una colección infinita de objetos, llamados vértices, es un conjunto infinito de
subcolecciones finitas de n+ 1 vértices, sni , llamados simplejos, que satisface la
condición de que si sni ∈ K, entonces, cualquier subcolección de sni pertenece
al complejo simplicial K.

Ahora veremos que cualquier complejo simplicial infinito K se puede rea-
lizar en algún espacio euclideano. Construiremos un espacio topológico a partir
del complejo K.

Sea {ai}i∈I la colección de vértices de K; es conveniente asumir que I es
un conjunto totalmente ordenado y para exhibir las subcolecciones de los {ai}
de acuerdo al orden de sus supeŕındices.

Definición 2.2.7. Definimos la realización geométrica |K| de K de la siguiente
manera. Los puntos de |K| son colecciones de números reales no negativos {λi},
un número por cada i ∈ I, sujetas a:

(i) Las λ’s diferentes de cero tienen como elementos sub́ındices de I a aque-
llos que son los supeŕındices de los vértices de un simplejo de K;

(ii)
∑
λi = 1.

Notemos que (ii) tiene sentido en vista de (i) y el hecho de que los simplejos
de K son subcolecciones finitas de vértices.

Ejemplo 2.2.8. La acción de los enteros en la ĺınea real por adición es sim-
plicial, basta triangular la linea real como un complejo 1-dimensional intro-
duciendo un vértice en cada entero.

2.3. Triangulaciones Inducidas en Espacios de

Orbitas

Definición 2.3.1. Sea G un grupo discreto y K un complejo simplicial. Una
acción de G sobre el poliedro |K| se dice simplicial si para todo g ∈ G, el
homeomorfismo ψg : |K| → |K| dado por ψg(x) = gx, es simplicial.



2.3. TRIANGULACIONES INDUCIDAS EN ESPACIOS DE ORBITAS 23

Sea X un espacio triangulable con triangulación K y G un grupo que actúa
sobre X simplicialmente.

Por medio de la proyección p : X −→ X/G podemos definir un complejo
abstracto K/G como sigue:

i) Los vértices de K/G son las órbitas (proyecciones) de los vértices de K.

ii) Las órbitas v̂0, ..., v̂k generan un simplejo de K/G si y sólo si existen
vértices v0, ...., vk ∈ K, con p(vi) = v̂i para 0 ≤ i ≤ k, que generan un
simplejo de K.

Hay una aplicación natural

p1 : X → |K/G|.

Supongamos que x ∈ X tiene portador (v0v1...vk), es decir, x está en el interior
del k-simplejo (v0v1...vk), entonces x se representa como

λ0v0 + · · ·+ λkvk

con 0 < λi ≤ 1 y
∑k

0 λi = 1; entonces, bajo p1, x va a dar al punto

λ0p1(v0) + · · ·+ λkp1(vk)

de |K/G|. Además, para cualquier g ∈ G, x ∈ X, tenemos p1(g(x)) = p1(x),
de modo que p1 induce una aplicación

ψ : X/G→ |K/G|

para el cual, dado x̂ ∈ X/G y cualquier punto x ∈ p−1(x̂), ψ(x̂) = p1(x).
La aplicación ψ es sobre y como la aplicación p es abierta, será continua si

y sólo si p1 es continua. Sin embargo, p1 fue construido como una aplicación
simplicial de K en K/G asegurando su continuidad.

Si ψ fuera un homeomorfismo podŕıamos considerar los espacios X/G,
|K/G| y las aplicaciones p, p1, como esencialmente el mismo. En este caso la
acción de G en X induce a través de la triangulación K de X, una triangulación
K/G de X/G.

Notemos que en general ψ no es necesariamente 1-1.
Las siguientes dos condiciones demostrarán ser necesarias por separado y

juntas son suficiente para que ψ sea un homeomorfismo.
Condición 1: Dado cualquier 1-simplejo (vivj) deK, para cualquier g ∈ G,

tenemos que g(vi) 6= vj.
Necesidad. Supongamos que existe g ∈ G tal que g(vi) = vj, entonces,

p(vi) = p(vj). Consideremos algún punto x = λvi+(1−λ)vj, donde 0 < λ < 1,
entonces,

p1(x) = λp(vi) + (1− λ)p(vj) = p(vi) = p1(vi).
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Sin embargo, como g es una transformación simplicial, no podemos tener a vi
como vértice y x no ser vértice, en la misma órbita. Aśı, p(x) 6= p(vi) y ψ no
puede ser 1− 1.�

Condición 2: Si dos simplejos (v0....vkb) y (v0...vkc) de K son tales que b
y c están en la misma órbita, entonces, existe un elemento g̃ ∈ G tal que

g̃(vi) = vi (0 ≤ i ≤ k),

g̃(b) = c.

Necesidad. Supongamos que ψ es un homeomorfismo y g(b) = c. Consi-
deremos los puntos

x =
k∑
i=0

λivi + µb, y =
k∑
i=0

λivi + µc,

donde 0 < λi, µ < 1 y
∑k

0 λi + µ = 1. Entonces,

p1(x) = Σλip(vi) + µp(b) = Σλip(vi) + µp(c) = p1(y).

Pero ψ es 1-1, por tanto debemos tener que p(x) = p(y), entonces, existe
g̃ ∈ G con g̃(x) = y, es decir,

g̃(x) = Σλig̃(vi) + µg(b) = Σλivi + µc.

Como asumimos que ψ es un homeomorfismo, se cumple la condición 1, y
entonces, g̃(vi) 6= vj para i 6= j y g̃(b) 6= vi para 0 ≤ i ≤ k. Por tanto debemos
tener que g̃(vi) = vi 0 ≤ i ≤ k y por tanto g̃(b) = c.

Teorema 2.3.2. Si las Condiciones 1 y 2 se satisfacen, entonces ψ es un
homeomorfismo.

Demostración. (a) ψ es 1-1.
Consideremos dos puntos x, y ∈ X, digamos

x = λ0v0 + · · ·+ λkvk,

y = µ0u0 + · · ·+ µlul,

con 0 < λi, µi ≤ 1 y
∑k

0 λi =
∑l

0 µj = 1.
Supongamos que p1(x) = p1(y), entonces,

k∑
0

λip(vi) =
l∑
0

µjp(uj).
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La Condición 1 asegura que p(vi) 6= p(vj) y p(ui) 6= p(uj) siempre que i 6= j,
por ello l = k, y podemos reordenar, si es necesario, tal que µi = λi, p(vi) =
p(ui) para 0 ≤ i ≤ k. En vista de esto, existen elementos gi ∈ G tal que
gi(vi) = ui para 0 ≤ i ≤ k. Si g0(vi) = ui para 0 ≤ i ≤ k, nada hay que
probar, porque g0(x) = y. De otra manera, existe un primer entero r1 tal que
g0(vr1) 6= ur1 ; sea g0(vr1) = wr1 . Como gr1(vr1) = ur1 , entonces, vr1 , ur1 y
wr1 están en la misma G-órbita; entonces, existe g ∈ G tal que g(wr1) = ur1 .
Aplicando la Condición 2 a los simplejos (v0...vr1−1vr1), (v0...vr1−1wr1), tenemos
la existencia de un elemento g̃r1 ∈ G el cual satisface

g̃r1(vi) = vi (0 ≤ i ≤ r1 − 1)

g̃r1(wr1) = vr1 .

Por tanto, g̃r1g0(vi) = ui para 0 ≤ i ≤ r2 − 1, r1 < r2.
Si ahora r2 − 1 = k la prueba está completa, de otra forma repetimos el
mismo argumento, el cual termina a lo más después de k pasos y aplicando
la Condición 2 sucesivamente en cada paso proveemos un elemento g ∈ G tal
que g(vi) = ui para 0 ≤ i ≤ k, es decir, g(x) = y, teniendo p(x) = p(y) como
requerimos.

(b) ψ es una aplicación abierta.
Ya tenemos que ψ es sobre, continua y 1-1, siendo p1 : |K| → |K/G| una
aplicación simplicial que preserva dimensión. Por tanto, la restricción de p1 a
cualquier simplejo, de hecho a la cerradura de cualquier simplejo de K es un
homeomorfismo. Esto significa que ψ−1 restringida a la cerradura de cualquier
simplejo de K/G es continua, y por tanto ψ−1 es continua.

2.4. Objetos Simpliciales

Veamos ahora la generalización de un complejo simplicial. Primero definire-
mos un conjunto simplicial para después generalizarlo como un funtor llamado
objeto simplicial. Y daremos algunos ejemplos, uno de ellos es el espacio clasi-
ficante de un grupo.

Definición 2.4.1. Sea ∆ la subcategoŕıa plena de Poset con

Obj(∆) = {[n] | n ∈ N},

donde [n] denota el conjunto parcialmente ordenado {0, 1, ..., n} con el orden
usual en N. Los morfismos en ∆ son las funciones monótonas f : [m] → [n],
con n,m ∈ N.

Definición 2.4.2. Un conjunto simplicial es una familia de conjuntos

K = {Kn}n∈N,
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y funciones K(f) : Kn → Km, una por cada función monótona no decreciente
f : [m] → [n], con [n] = {0, 1, ..., n}, tal que las siguientes condiciones se
cumplen: K(Id) = Id, y si f : [m]→ [n], g : [n]→ [l], entonces,

K(g ◦ f) = K(f) ◦K(g).

Los elementos de Kn se llaman n-simplejos. Para cada función no decreciente
f : [m]→ [n], definimos la f-ésima cara ∆f como la aplicación lineal

∆f : ∆m → ∆n,

donde ∆n es el simplejo estándar y ∆f manda el vértice ei ∈ ∆m en el vértice
ef(i) ∈ ∆n, i = 0, 1, ...,m.

Observemos que un conjunto simplicial es un funtor contravariante K de
la categoŕıa ∆ a la categoŕıa Set,

∆ // Set

[n] � // K[n] = Kn

K(f)

��
[m] //

f

OO

K[m] = Km

Notemos que K : ∆op → Set es equivalente.

Definición 2.4.3. La Realización Geométrica de un conjunto simplicial

K : ∆op → Set

es el espacio topológico cuyo conjunto subyacente está dado por

∞⊔
n=0

(∆n ×Kn)/R,

donde Kn = K([n]) y R es la relación de equivalencia más débil que identifica
a los puntos (s, x) ∈ ∆n×Kn y (t, y) ∈ ∆m×Km como y = K(t)x, s = ∆f (t),
para alguna función no decreciente f : [m]→ [n].
Escribimos esta condición como (t, y) 7→ (s, x). La topoloǵıa de K es la más
debil para la cual el cociente por R es continua.

Podemos generalizar la definición de conjunto simplicial a cualquier cate-
goŕıa.
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Definición 2.4.4. Sea C una categoŕıa. Un objeto simplicial en la categoŕıa C
es un funtor contravariante

S : ∆→ C.

Es conveniente usar dos familias especiales de morfismos de ∆

din : [n− 1]→ [n] 0 ≤ i ≤ n

sjn : [n+ 1]→ [n] 0 ≤ j ≤ n

donde din es la única función estrictamente creciente que no toma el valor i,
llamada i-ésima cara y sin es la única función no decreciente que toma el valor
j dos veces, llamada i-ésima degeneración. Es decir,

din(m) =

{
m, m < i

m+ 1, i ≤ m ≤ n− 1

sjn(m) =

{
m, m ≤ j

m− 1, j < m ≤ n+ 1

Proposición 2.4.5. Los morfismos din y sjn satisfacen las siguientes condi-
ciones:

(a) djn+1d
i
n = din+1d

j−1
n , i < j

(b) sjn−1d
i
n =


din−1s

j−1
n−2 i < j

Id[n−1] i = j, i = j + 1

di−1
n−1s

j
n−2 i > j + 1

(c) sins
j
n+1 = sins

j+1
n+1, i < j.

Demostración. (a) Sea i < j, entonces,

djn+1d
j
n(m) = m = din+1d

j−1
n (m), si m < i,

djn+1d
j
n(m) = djn+1(m+ 1) = m+ 1 = din+1d

j−1
n (m), si i ≤ m < j − 1

djn+1d
j
n(m) = m+ 2 = din+1d

j−1
n (m), si m ≥ j − 1.

(b)Si i < j, tenemos

sjn−1d
i
n(m) = m = din−1s

j−1
n−2(m), si m < i

sjn−1d
i
n(m) = m+ 1 = din−1s

j−1
n−2(m), si i ≤ m < j

sjn−1d
i
n(m) = m = din−1s

j−1
n−2(m), si m ≥ j
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Si i = j, entonces,

sin−1d
i
n(m) = sin−1(m) = m para m < i

sin−1d
i
n(m) = sin−1(m+ 1) = m para m ≥ i.

Si i = j + 1

sjn−1d
j+1
n (m) = sjn−1(m) = m para m < j + 1

sjn−1d
j+1
n (m) = sjn−1(m+ 1) = m para m ≥ j + 1.

por tanto, sjn−1d
i
n = Id[n−1] para i = j ó i = j + 1.

Si i > j + 1, tenemos que

sjn−1d
i
n(m) = sjn−1(m) = m, m ≤ j

sjn−1d
i
n(m) = sjn−1(m) = m− 1, j + 1 ≤ m < i

sjn−1d
i
n(m) = sjn−1(m+ 1) = m, i ≤ m ≤ n− 1.

Por otro lado

di−1
n−1s

j
n−2(m) = di−1

n−1(m) = m, m ≤ j

di−1
n−1s

j
n−2(m) = di−1

n−1(m− 1) = m− 1, j + 1 ≤ m < i

di−1
n−1s

j
n−2(m) = di−1

n−1(m− 1) = m, i ≤ m ≤ n− 1

Entonces, tenemos que sjn−1d
i
n = di−1

n−1s
j
n−2 para i > j + 1.

(c) Si i < j,

sins
j
n+1(m) = sin(m) = m, m ≤ i

sins
j
n+1(m) = sin(m) = m− 1, i < m ≤ j

sins
j
n+1(m) = sin(m− 1) = m− 2, j < m ≤ n+ 2.

Y por otra parte,

sins
j+1
n+1(m) = sin(m) = m, m ≤ i

sins
j+1
n+1(m) = sin(m) = m− 1, i < m ≤ j

sins
j+1
n+1(m) = sin(m− 1) = m− 2, j < m ≤ n+ 2.

Por lo tanto, sins
j
n+1 = sins

j+1
n+1.
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Lema 2.4.6. Cualquier morfismo f : [m] → [n] puede ser escrito de manera
única en la forma

f = di1n d
i2
n−1 · · · d

il
n−l+1s

j1
m−t · · · s

jt−1
m−2s

jt
m−1 (2.1)

con n ≥ i1 > ... > il ≥ 0, 0 ≤ j1 < ... < jt < m y m− t+ l = n.

Demostración. Sean i1, ..., il, los elementos de [n] que no están en f([m]), en
orden inverso. Sean j1, ...jt los elementos de [m] con f(j) = j−1, en orden. En-
tonces, (2.1) se cumple y muestra a f como la composición de un epimorfismo
monótono no decreciente con un monomorfismo monótono creciente.

Este lema nos da una definición alternativa de un objeto simplicial.

Teorema 2.4.7. Un objeto simplicial S en una categoŕıa C, es una familia
{Sn} de objetos de C junto con una familia de morfismos de C,

di : Sn → Sn−1 y sj : Sn → Sn+1

que satisfacen las siguientes identidades:

(i) didj = dj−1di i < j,

(ii) disj =


sj−1di i < j

IdSn i = 1, i = j + 1

sjdi−1 i > j + 1

(iii) sisj = sj+1si, i < j.

Demostración. Como S es un funtor contravariante, los morfismos

di = S(din) y sj = S(sjn)

satisfacen (i)-(iii) que son las duales de (a)-(c). Rećıprocamente dadas di y sj
escribimos cualquier morfismo f : [m] → [n] en la forma única (2.1) dada por
el lema 2.4.6 y definamos

S(f) = sjt...sj1dil ...di1 : Sn → Sm.

Las identidades (i)-(iii) bastan para conmutar cualesquiera dos di ó sj y por lo
tanto para la factorización de una composición fg a partir de la factorización
de f y la de g. Por tanto se tiene que S(fg) = S(g)S(f). Esto hace a S : ∆→ C
contravariante.
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Definición 2.4.8. Si S y S ′ son objetos simpliciales en una categoŕıa C, una
aplicación simplicial F : S → S ′ es una transformación natural entre funtores
contravariantes S, S ′ : ∆ → C. En otras palabras, una aplicación simplicial
F : S → S ′ es una familia de morfismos Fm : Sm → S ′m de C tales que

FmS(f) = S ′(f)Fn

para cada morfismo f : [m]→ [n], es decir, el siguiente diagrama conmuta

Sn
S(f) //

Fn

��

Sm

Fm

��
S ′n

S′(f) // S ′m

O equivalentemente, Fdi = d′iF, Fsi = s′iF para toda i.

Los objetos simpliciales en C forman una categoŕıa ∆oC con morfismos
las aplicaciones simpliciales. Para el caso Set, es decir conjuntos simpliciales,
tenemos que si F : K → K ′ es una aplicación simplicial, entonces, F induce
una aplicación continua entre las realizaciones geométricas |F | : |K| → |K ′|.
Sea F̃ :

⊔
n ∆n × Kn →

⊔
n ∆n × K ′n definida como F̃ (s, x) = (s, Fn(x)). Es

claro que F̃ manda puntos equivalentes en puntos equivalentes, por lo tanto
induce la aplicación |F | (realizando el cociente.)

Observemos que |Id| = Id|K|, ya que Ĩd(s, x) = (s, Id(x)) y al hacer el
cociente, tenemos que |Id| = Id|K|. Además si tenemos aplicaciones simpliciales
F : S → S ′ y G : K → S, entonces |F ◦G| : |K| → |S ′|, donde

H :
⊔
n

∆n ×Kn →
⊔
n

∆n × S ′n,

está definida como H(s, x) = (s,Hn(x)) = (s, FnGn(x)), aśı tenemos que

|F ◦G| = |F | ◦ |G|.

Por lo tanto la realización geométrica de un conjunto simplicial nos da un
funtor | | : ∆oSet→ Top.

Ejemplo 2.4.9. Sea Y espacio topológico y U = {Uα}α∈A una cubierta de Y .
La categoŕıa nervio de la cubierta U , denotada por N(U) es aquella donde los
objetos son subconjuntos finitos de A, tal que J ∈ N(U) si y solo si ∩j∈JUj 6= ∅
y el vaćıo ∅ ∈ N(U). Sea

Xn = {(α0, ..., αn) | Uα0 ∩ · · · ∩ Uαn 6= ∅} ⊂ N(U).
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Para cada f : [m]→ [n], tenemos χ(f)(α0, ..., αn) = (αf(0), ..., αf(n)).
Entonces, tenemos el objeto simplicial

CN : ∆op // N(U)

[m] //

f

��

Xm

[n] // Xn

χ(f)

OO

Ejemplo 2.4.10. Sea Y un espacio topológico. Un n-simplejo singular de Y
es una función continua ϕ : ∆n → Y. Sea

Xn = {ϕ : ∆n → Y | ϕ es un n-simplejo singular}.

Para f : [m]→ [n], definimos χ(f)(ϕ) = ϕ ◦∆f , con ∆f : ∆m → ∆n.
Entonces, tenemos un objeto simplicial

SS : ∆op // Set

[n] // Xn

χ(f)

��
[m]

f

OO

// Xm

Ejemplo 2.4.11. El espacio clasificante de un grupo. Sea G un grupo y sea

NG : ∆op → Set

el conjunto simplicial dado porNG([0]) = {e}, donde e es el elemento identidad
de G y

NG([n]) = Gn =
n∏
i=1

Gi

donde Gi = G para toda i = 1, ..., n. Denotaremos a los elementos de Gn como
[g1|g2| · · · |gn].
Las degeneraciones y caras estan dadas por

NG(sjn)[g1| · · · |gn] = [g1| · · · gj|e|gj+1| · · · gn]

NG(din)[g1| · · · |gn] =


[g2| · · · |gn] si i = 0

[g1| · · · |gigi+1| · · · |gn] 0 < i < n

[g1| · · · |gn−1] si i = n.
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La realización geométrica del conjunto simplicial NG lo llamaremos el es-
pacio clasificante del grupo G y lo denotaremos por BG.

Otra forma de ver el espacio clasificante de un grupo es la siguiente.
Sea G un grupo. Definimos el siguiente conjunto simplicial dado por el

funtor
ÑG : ∆op → Set

que asocia a cada objeto [n] ∈ ∆op el conjunto
∏n

i=0Gi, donde Gi = G para
todo i = 0, 1, ..., n, es decir, le asocia el cojunto de (n + 1)-adas (g0, ..., gn) de
elementos del grupo G.
Los morfismos caras din y degeneraciones sjn estan dadas como

ÑG(din)(g0, ..., gn) = (g0, ..., ĝi, ..., gn),

ÑG(sjn)(g0, ..., gn)) = (g0, .., gi, gi, .., gn),

donde ĝi significa que esa coordenada no aparece.

Definición 2.4.12. La realización geométrica de este conjunto simplicial es
conocido como el haz universal del grupo G y lo denotaremos por EG.

El complejo EG es contráıble por la homotoṕıa ht que desliza cada punto
x ∈ (g0, ..., gn) a lo largo del segmento de ĺınea en (e, g0, ..., gn) de x al vértice
(e), donde e es el elemento identidad de G. Esta está bien definida en EG ya
que cuando restringimos a una cara (g0, ..., ĝi, ..., gn) tenemos la deformación
lineal a (e) en (e, g0, ..., ĝi, ..., gn).La siguiente figura ilustra la homotoṕıa.

El grupo G actúa por la izquierda en EG como sigue: un elemento g de
G, manda el n-simplejo (g0, ..., gn) linealmente en el n-simplejo (gg0, ..., ggn).
Observemos que sólo la identidad e manda cualquier simplejo en si mismo, por
lo cual la acción es libre. Además G actúa en EG mandando un n-simplejo
en otro n-simplejo diferente cuando g 6= e, entonces, la acción es propiamente
discontinua.
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Proposición 2.4.13. Sea G un grupo. El espacio de órbitas EG/G es el es-
pacio clasificante de G.

Demostración. Sea A = [g0, g1, ..., gn] la clase en EG/G del n-simplejo
(g0, g1, ..., gn). Entonces,

[g0, g1, ..., gn] = g−1
0 [g0, g1, ..., gn] = [e, g−1

0 g1, ..., g
−1
0 gn]

Entonces, tenemos la correspondencia

φ : EG/G → BG

[g0, g1, ..., gn] 7→ [g−1
0 g1| · · · |g−1

n−1gn]

la cual manda manda la i-ésima cara (degeneración) de un elemento A en
BG en la i-ésima cara de su imagen φ(A). Por lo tanto EG/G es el espacio
clasificante BG.

Definición 2.4.14. Un espacio X que tiene un solo grupo de homotoṕıa no
trivial πn(X) ≈ G es llamado un espacio Eilenberg-MacLane K(G, n).

Proposición 2.4.15. El espacio clasificante BG de un grupo G es un K(G, 1).

Demostración. Como G actúa en EG de manera libre y propiamente discon-
tinua, por la proposición 1.2.15 tenemos que la aplicación cociente

π : EG→ BG = EG/G

es una aplicación cubriente y como EG es contráıble, entonces π es el cubriente
universal del espacio de órbitas BG. Luego por [2, Prop. 1.40] tenemos que
π1(BG) ∼= G y para n ≥ 2, πn(BG) = πn(EG) = 0, por lo tanto BG es un
K(G, 1).

2.5. Complejos de Cadenas

Ahora veremos complejos de cadenas y la definición de homoloǵıa. Tam-
bién veremos algunos ejemplos, tales como homoloǵıa simplicial y homoloǵıa
singular.

Definición 2.5.1. Un complejo de cadenas C∗ = {Cn, ∂n}n∈Z es una sucesión
de grupos abelianos libres decreciente

· · ·Cn+1
∂n+1 // Cn

∂n // Cn−1
∂n−1 // · · ·

tal que la composición ∂n∂n+1 = 0 para n ∈ Z.

Lema 2.5.2. Si ∂n∂n+1 = 0, entonces, Im(∂n+1) ⊆ ker ∂n.
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Demostración. Como ∂n(∂n+1(cn+1)) = 0, entonces,

Im(∂n+1) = ∂n+1(Cn+1) ⊆ ker ∂n.

Definición 2.5.3. Definimos el n-ésimo grupo de homoloǵıa de C∗ como

Hn(C∗) = ker ∂n/Im ∂n+1,

y la homoloǵıa de C∗ la definimos como H∗(C∗) = {Hn(C∗)}.

Los complejos de cadenas forman una categoŕıa CC donde los objetos son
complejos de cadenas C∗ = {Cn, ∂n}n∈Z y los morfismos son colecciones de
homomorfismos ϕ = (ϕn) : C∗ → D∗ que hace conmutar los cuadros

· · ·Cn+1
//

ϕn+1

��

∂n+1 // Cn

ϕn

��

∂n // Cn−1

ϕn−1

��

∂n−1 // · · ·

· · ·Dn+1
// Dn

// Dn−1
// · · ·

Proposición 2.5.4. El siguiente

H∗ : CC → Ab

es un funtor, donde Ab denota la categoŕıa de grupos abelianos.

Sea F : ∆op → Set un conjunto simplicial. Siempre podemos definir un
grupo abeliano libre simplicial, es decir, un funtor

G : ∆op → AbL

[n] 7→ G([n]) = 〈F ([n])〉

donde 〈X〉 es el grupo abeliano libre generado por X y G está definido como
la composición

∆op F // Set
g // AbL

[n] // Xn
// 〈Xn〉

Teorema 2.5.5. C∗(F ) = {〈F ([n])〉, ∂n}n=0,1,... con ∂n =
∑n

i=0(−1)iG(din) es
un complejo de cadenas.
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Demostración. Falta demostrar que ∂n∂n+1 = 0.

∂n∂n+1 = ∂n

(
n+1∑
i=0

(−1)iG(din+1)

)

=
n+1∑
i=0

(−1)i∂n(G(din+1))

=
n+1∑
i=0

(−1)i
n∑
j=0

(−1)jG(djn) ◦G(din+1)

=
n+1∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+jG(din+1d
j
n)

=
n+1∑
i=0

∑
j<i

(−1)i+jG(din+1d
j
n)

+
n+1∑
i=0

∑
j≥i

(−1)i+jG(din+1d
j
n)

=
n+1∑
i=0

∑
j<i

(−1)i+j−1G(din+1d
j−1
n )

+
n+1∑
i=0

∑
j≥i

(−1)i+jG(din+1d
j
n)

= 0,

observese que aplicamos que djn+1d
i
n = dind

j−1
n .

Ejemplo 2.5.6. Sea F : ∆op → Set un conjunto simplicial, entonces,Hn(C∗(F ))
es la homoloǵıa simplicial.

Ejemplo 2.5.7. Sea G un grupo, entonces, Hn(G) = Hn(BG) = Hn(C∗(NG))
es la homoloǵıa de grupos.



Caṕıtulo 3

Espacios Clasificantes para
Familias

En este caṕıtulo comenzaremos viendo G-espacios, y después construiremos
el espacio clasificante para familias de subgrupos de isotroṕıa de un grupo G,
que es la generalización del haz universal de G. Veremos que un espacio de
este tipo es un objeto final en la categoŕıa de G-espacios F-numerables, con
morfismos las clases de G-homotoṕıas.

3.1. G-espacios

Definición 3.1.1. Sea X un espacio y G un grupo. Decimos que X es un
G-espacio si G actúa en X.

Definición 3.1.2. Sean X y Y G-espacios, f : X → Y es una G-aplicación o
aplicación G-equivariante si f(gx) = gf(x).

Observemos que los G-espacios con las G-aplicaciones forman una categoŕıa
a la cual denotaremos por G-Top.

Proposición 3.1.3. Si X es G-espacio y Y es K-espacio, entonces, X×Y es
un G×K-espacio.

Demostración. Sea

φ : (G×K)× (X × Y )→ X × Y
((g, k), (x, y)) 7→ (gx, ky)

la cual es continua y cumple con lo requerido.

Definición 3.1.4. Sean X, Y G-espacios y f0, f1 : X → Y G-aplicaciones.
Decimos que f0 y f1 son G-homotópicas (f0 'G f1), si existe una aplicación

37
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F : X × [0, 1] → Y (llamada G-homotoṕıa) tal que F (x, s) es G-aplicación
para toda s ∈ [0, 1], F (x, 0) = f0(x), F (x, 1) = f1(x) y la acción de G en [0, 1]
es trivial. Denotaremos por [X, Y ]G al conjunto de clases de G-homotoṕıa de
G-aplicaciones de X a Y.

3.2. Familias de Subgrupos

Ahora sólo consideraremos grupos compactos Hausdorff actuando en espa-
cios Hausdorff.

El tipo de órbita de un G-espacio X es el conjunto de clases de isomorf́ısmos
de espacios homogéneos {G/H} los cuales son isomorfos a órbitas.

El tipo de isotroṕıa de X es el conjunto de clases de conjugación de los
grupos de isotroṕıa en IsoG(X) vistos en la definición 1.2.7.

Sea G un grupo y sea sub(G) el conjunto de todos los subgrupos de G.

Definición 3.2.1. Una familia de isotroṕıa (o familia) para el grupo G es un
subconjunto F ⊂ sub(G) de subgrupos cerrados de G, el cual es cerrado bajo
conjugación e intersecciones finitas.

Sea {Hi}i∈I un conjunto de subgrupos de G, denotamos por F(Hi) a la
familia que consiste de todos los subgrupos de los grupos Hi y todos sus con-
jugados por elementos de G.

Definición 3.2.2. Un espacio clasificante para G-acciones con subgrupos de
isotroṕıa en F, o un espacio X de tipo E(G,F), es un G-espacio con las sigui-
entes propiedades:

i) Para cada H ∈ F,

XH = {x ∈ X | hx = x, ∀h ∈ H}

es contráıble.

ii) Para cada H ∈ sub(G)− F, XH = ∅.

SeaG un grupo, si tenemos la familia F = {e}, entonces el espacio E(G, {1})
es el haz universal EG del grupo G (visto en la sección 2.4). Ya que si H = {e},
tenemos que EGH = {x ∈ EG | ex = x} = EG el cual es contráıble, y para
H ∈ sub(G) − F, entonces, EGH = {x ∈ EG | hx = x,∀h ∈ H} = ∅, porque
la acción de G en EG es libre.

Aśı tenemos que la definición anterior generaliza al haz universal de un
grupo.

Vamos a definir ahora el join de una familia de espacios topológicos, el cual
usaremos para la construcción del espacio clasificante E(G,F).
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Definición 3.2.3. Sea {Xj|j ∈ J}) una familia de espacios topológicos. El
join X = ∗j∈JXj, se define como el siguiente espacio: los elementos de X están
representados por J-uplas

(tjxj|j ∈ J), tj ∈ [0, 1], xj ∈ Xj,
∑
j∈J

tj = 1,

con solamente un número finito de tj distintos de cero.

Los elementos (tjxj) y (ujyj) definen el mismo elemento de X si y sólo si:

i) Para toda j en J , tj = uj

ii) Para toda j en J : tj 6= 0 implica xj = yj.

Consideremos las aplicaciones coordenadas

Tj : X → [0, 1]

(tixi) 7→ tj

pj : t−1
j (0, 1]→ Xj

(tixi) 7→ xj

La topoloǵıa en X es la más gruesa que hace continuas a Tj y pj. Esta topoloǵıa
está caracterizada por las siguientes propiedades: Una aplicación f : Y → X
es continua si y sólo si las composiciones

Tjf : Y → [0, 1],

pjf : f−1T−1
j (0, 1]→ Xj,

son continuas. Y si los Xj son G-espacios, entonces, (g, (tjxj)) 7→ (tjgxj) define
una G-acción continua en el join.

Los conjuntos Vj = T−1
j (0, 1], j ∈ J forman una cubierta abierta de X y

las funciones Ti son una partición de la unidad puntualmente finita, es decir,
para cada x ∈ X el conjunto {j ∈ J |Tj(x) 6= 0} es finito y

∑
j∈J Tj(x) = 1.

Ejemplos 3.2.4. 1) Si X es el join de tres puntos distintos x1, x2, x3 de R2,
tenemos una correspondencia entre X y el 2-simplejo (x1 x2 x3), ya que
cada punto y en el 2-simplejo podemos verlo como y = t1x1 + t2x2 + t3x3,
con ti ≥ 0 y t1 + t2 + t3 = 1.

2) Del join de X = [0, 1] con un punto y, tenemos una correspondencia de
X con las lineas que unen a y con los puntos de X, es decir, con un
triángulo.
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3) Si X1 = [a, b] y X2 = [c, d], entonces Y = X1 ∗X2 podemos verlo como
las todas las lineas que unen un cada punto de X1 con los de X2.

Definición 3.2.5. Un G-espacio X es F-numerable si se cumple lo siguiente:
existe una cubierta abierta U = {Uj | j ∈ J} de X por G-subespacios con las
siguientes propiedades:

(i) Para cada j ∈ J, existe una G-aplicación

fj : Uj → G/Gj Gj ∈ F.

(ii) Existe una partición de la unidad localmente finita (tj|j ∈ J) subordinada
a U por G-funciones tj : X → [0, 1].

Note que no pedimos que los subgrupos de isotroṕıa de un G-espacio F-
numerable pertenezcan a F.

Proposición 3.2.6. Sea f : X → Y una G-aplicación entre G-espacios. Si Y
es F-numerable, entonces, X también es F-numerable.

Demostración. Sea U = {Uj | j ∈ J} una cubierta numerable de Y con G-
aplicaciones fj : Uj → G/Hj, con Hj ∈ F y j ∈ J. Y sea {tj} la partición de la
unidad localmente finita subordinada a U.

Si Wj = f−1(Uj), entonces, {Wj | j ∈ J} es una cubierta numerable de X.
Las G-aplicaciones dadas por la composición f ′j = fjf |Wj

: Wj → G/Hj. Y sea
{sj} la particion de la unidad localmente finita, con sj = tjf.

Veamos ahora algunos resultados de particiones de la unidad, las cuales
necesitaremos más adelante. Comenzaremos con el siguiente lema tomado de
[5] en Ap. A2, prop. 2.8.

Lema 3.2.7. Si π = {πj|j ∈ J} es una partición de la unidad (no necesa-
riamente puntualmente finita), entonces existe una partición localmente finita
ρ = {ρj|j ∈ J} tal que ρi

−1(0, 1] ⊂ πj
−1(0, 1] para todo j ∈ J. Si las funciones

πj son G-invariantes, entonces, las ρj pueden ser elegidas como G-invariantes.

Sea G un grupo de Lie compacto o con la topoloǵıa discreta y F una familia
para el grupo G. Mostraremos que la categoŕıa homotópica de G-espacios F-
numerables tiene un objeto terminal, el cual es un espacio clasificante E(G,F)
para la familia F.

Denotaremos por T (G,F) la categoŕıa de G-espacios F-numerables con
morfismos las G-aplicaciones. Y sea T (G,F)h la categoŕıa de G-espacios F-
numerables con morfismos las clases de G-homotoṕıa de las G-aplicaciones.

Teorema 3.2.8. Sea F una familia para un grupo G compacto de Lie o con
la topoloǵıa discreta. Existe un G-espacio F-numerable JF(G) tal que cada
G-espacio F-numerable X admite salvo G-homotoṕıa una única G-aplicación
X → JF(G), es decir, JF(G) es un objeto terminal en la categoŕıa T (G,F)h.
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La prueba de este teorema esta en los lemas 3.2.9, 3.2.12 y la proposición
3.2.13 que veremos más adelante.

Vamos a constrúır el espacio JF(G). Sea Υ cualquier G-espacio tal que F es
precisamente la familia de subgrupos de G los cuales fijan al menos un punto
de Υ. Sea

JF(G) = Υ ∗Υ ∗Υ ∗ · · · , (3.1)

el join de una cantidad numerable de copias de Υ. Con funciones coordenadas

tj : JF(G)→ [0, 1], y pj : Vj → Υ,

para j = 1, 2, ..., con Vj = tj
−1(0, 1], entonces, Vj = (tixj), con xj ∈ Υ y

la coordenada tjxj distinta de cero. Por construcción de JF(G), tenemos que
{Vj | j = 1, 2, ...} es una cubierta abierta de JF(G).
Tenemos que para todo subgrupo H en F, H fija al menos un elemento de Υ.
Sea Hj ∈ F, uno de los subgrupos que deja fijo a xj ∈ Υ. Como la coordenada
tjxj de (tivi) ∈ Vj es distinto de cero, podemos definir

fj : Vj → G/Hj

como fj((tigxi)) = gHj.

Por definición de join, {tj} es una partición de la unidad puntualmente
finita, entonces, por el lema 3.2.7, existe una partición de la unidad localmente
finita {sj} tal que s−1

j (0, 1] ⊂ t−1
j (0, 1] = Vj para j = 1, 2, ..., . Entonces, tene-

mos que la partición {sj} es subordinada a la cubierta {Vj | j = 1, 2...}.
Aśı tenemos el siguiente:

Lema 3.2.9. JF(G) es un G-espacio F-numerable.

Corolario 3.2.10. Sea F = {Hj | j ∈ J} una familia como en el teorema 3.2.8,
y sea X =

∐
j∈J G/Hj la unión disjunta de espacios homogéneos, entonces,

JF(G) = X ∗X ∗X ∗ · · · .

Demostración. Ya que X es un G-espacio que cumple que para todo H ∈ F,
H fija al menos un punto de X, por la construcción anterior de JF(G) tenemos
el resultado.

Veamos ahora un resultado de particiones de la unidad, que necesitaremos
para la demostración del siguiente lema.

Sea {Ub | b ∈ B} una cubierta abierta de Z con partición de la unidad
subordinada {tj | b ∈ B}. Para cada subconjunto finito S ⊂ B, sea

U(S) = {z ∈ Z | i ∈ S, j ∈ B − S ⇒ ti(z) > tj(z)}.
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Sean S y T subgrupos finitos de B. Observemos que si la cardinalidad de S es
igual a la de T y U(S) ∩ U(T ) 6= ∅, entonces S = T. Sea

Un =
∐
|S|=n

U(S),

donde |S| denota la cardinalidad de S.

Lema 3.2.11. Los Un, n = 1, 2, 3, ..., son una cubierta numerable de Z.

Demostración. Sobre U(S) tomamos la función

qS(z) = máx(0, mı́n
i∈S

ti(z)− máx
j∈B−S

tj(z))

y definimos qn : Un → [0,∞) por qn|U(S) = qS. Entonces,

υn =
qn∑∞
1 qi

es una numeración de {Un}.

Lema 3.2.12. Sea Z un G-espacio F-numerable. Entonces, Z admite una G-
aplicación Z → JF(G).

Demostración. Usando el lema 3.2.11, encontramos una cubierta {Un} con
numeración υn.

Como Z es F-numerable, para cada Uj existe una G-aplicación sobre G/Hj,
con Hj ∈ F, entonces, existe una G-aplicación ψj : Uj → X =

∐
iG/Hi dada

por la inclusión.
Tenemos que la G-aplicación requerida esta dada por

z 7→ (υ1(z)ψ1(z), υ2(z)ψ2(z), ...).

Si ψn(z) no está definida, entonces, υn(z)ψn(z) será interpretada como 0 · x,
para toda x ∈ X.

La prueba del teorema 3.2.8 será completada con la siguiente proposición.

Proposición 3.2.13. Sea Y un G-espacio y E = Y ∗ Y ∗ · · · el join de una
cantidad numerable de copias de Y . Entonces, cualesquiera dos G-aplicaciones
Z → E son homotópicas.

Demostración. Dadas dos G-aplicaciones f, g : Z → E, nos fijamos en las co-
ordenadas

(t1(x)f1(x), t2(x)f2(x), ...) y (u1(x)g1(x), u2(x)g2(x), ...)
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de f(x) y g(x). Demostraremos que f y g son homotópicas a aplicaciones con
coordenadas

(t1(x)f1(x), 0, t2(x)f2(x), 0, ...) (3.2)

(0, u1(x)g1(x), 0, u2(x)g2(x), ...)

donde 0 denota cualquier elemento de la forma 0 ·y. Si éste es el caso, entonces,
dos aplicaciones de esta forma son homotópicas por una homotoṕıa

((1− t)t1(x)f1(x), tu1(x)g1(x), (1− t)t2(x)f2(x), tu2(x)g2(x), ...).

Comenzando con la forma de (3.2), se construye la homotoṕıa en un número
infinito de pasos. El primer paso es

(t1(x)f1(x), tt2(x)f2(x), (1− t)t2(x)f2(x), tt3(x)f3(x), (1− t)t3(x)f3(x), ...)

la cual remueve el primer 0 en (3.2). Ahora iterando este procedimiento, obte-
nemos una homotoṕıa continua (porque en cada lugar sólo un número finito de
homotoṕıas son efectivas) que nos lleva a f . Y algo similar se hace para g.

Teorema 3.2.14. (Caracterización Homotópica de JF(G)). Sea G un grupo
compacto de Lie y F una familia para el grupo G.

(i) Para cualquier familia F existe un espacio JF(G) cuyos grupos de isotroṕıa
pertenecen a F.

(ii) El espacio JF(G) es un espacio de tipo E(G,F).

Demostración. (i) Para el modelo JF(G) = X∗X∗X · · · , con X =
∐

H∈FG/H,
los grupos de isotroṕıa de este espacio son intersecciones finitas de los grupos
de isotroṕıa que aparecen en X y por tanto pertenecen a F.

(ii)Tenemos una biyección

ψ : [G/H × JF(G)H , JF(G)]G
∼= // [JF(G)H , JF(G)H ],

donde H ∈ F, [X, Y ]G denota el espacio de clases de G-homotopia de G-
aplicaciones de X a Y y JF(G)H es considerado un G-espacio con G acción
trivial.

Dada f : G/H × JF(G)H → JF(G), definimos ψ como

ψ(f)(gH, x) = gf(1H, x) = gt(x).

Si h ∈ H, entonces ht(x) = hf(1H, x) = f(hH, hx) = f(1H, x) = t(x), ya que
H ⊆ G actúa trivialmente en JF(G)H . Por lo tanto, t : JF(G)H → JF(G)H .

Si k : JF(G)H → JF(G)H , definimos la inversa de ψ, como φ(k)(x) = f,
donde f(gH, x) = gk(x).
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Veamos que es la inversa: con las mismas funciones f y k,

φψ(f)(gH, x) = φ(gt(x)) = f(gH, x),

ψφ(k)(x) = ψ(1H, x) = k(x).

Sea G/H × JF(G) → G/H la inclusión, como G/H es un G-espacio F-
numerable y G/H × JF(G)H es un G-espacio, por la proposición 3.2.6, ten-
emos que G/H × JF(G)H es un G-espacio F-numerable. Entonces, [G/H ×
JF(G)H , JF(G)]G consiste de un solo elemento. Por lo tanto [JF(G)H , JF(G)H ]
tiene solo un elemento, es decir JF(G)H es contráıble.

Por el teorema anterior, podemos denotar a JF(G) como E(G,F).

Proposición 3.2.15. Si F1 ⊂ F2 son dos familias de subgrupos de isotroṕıa
de un grupo G. Entonces, existe una G-aplicación

E(G,F1)→ E(G,F2)

única salvo G-homotoṕıa.

Demostración. Observemos que E(G,F1) es un G-espacio F2 numerable, ya
que F1 ⊂ F2. Entonces, por el teorema 3.2.8 existe una G-aplicación

E(G,F1)→ E(G,F2)

única salvo G-homotoṕıa.

Sea H un subgrupo de G, entonces, restringiendo la acción del grupo G a
H induce un funtor

resGH : G-Top→ H-Top

X 7→ resGHX

llamado restricción. Si f : X → Y es una G-aplicación, entonces, obtenemos
una H-aplicación f : X → Y, simplemente restringiendo la acción de G a H.

Hay otro funtor llamado inducción dado por

indGH : H-Top→ G-Top

X 7→ indGHX = G×H X

Vamos a describir este funtor. Sea X un H-espacio, entonces, el espacio G×X
tiene una H-acción dada por

h · (g, x) = (gh−1, hx).
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El espacio de órbitas es denotado por G×HX = indGH(X), en el cual la G-acción
está dada por

g′ · [g, x] = [g′g, x].

Veamos que está bien definida. Sea [g1, x1] = [g2, x2], es decir, existe h ∈ H tal
que (g1, x1) = (g2h

−1, hx2), entonces, si g ∈ G tenemos

g · (g1, x1) = g · (g2h
−1, hx2)

= (gg2h
−1, hx2)

y g · (g2, x2) = (gg2, x2). Como [gg2, x2] = [gg2h
−1, hx2], entonces,

g · [g1, x1] = g · [g2, x2].

Sea f : X → Y es una H-aplicación, definimos la G-aplicación

indGHf : G×H X → G×H Y
[g, x] 7→ [g, f(x)].

La cual está bien definida, ya que si [g1, x1] = [g2, x2], entonces, tenemos que
(g1, x1) = (g2h

−1, hx2) para alguna h ∈ H. Aśı que

indGHf(g1, x1) = indGHf(g2h
−1, hx2)

= (g2h
−1, f(hx2))

= (g2h
−1, hf(x2)) ya que f es una H-aplicación,

entonces [g1, f(x1)] = [g2, f(x2)].
Denotaremos por TopG(X, Y ) al conjunto de G-aplicaciones de X a Y.

Proposición 3.2.16. Sean X H-espacio y Y G-espacio, con H ⊆ G.
Existe una biyección canónica

TopG(G×H X, Y ) ∼= TopH(X, resGHY ).

Demostración. Sea

ζ : TopG(G×H X, Y )→ TopH(X, resGHY )

definida por

ζ(F )(x) = F [e, x].
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Veamos está bien definida. Sea h ∈ H,

F [e, h · x] = F [hh−1, h · x]

= F [h, x]

= F [he, x]

= F (h · [e, x])

= h · F [e, x].

Sea

γ : TopH(X, resGHY )→ TopG(G×H X, Y )

para la H-aplicación f : X → Y, definimos su imagen bajo γ como

γ(f)[g, x] = g · f(x).

Falta probar que son inversas:

(i)

ζ(γ(f))(x) = γ(f)[e, x]

= e · f(x) = f(x).

(ii)

γ(ζ(F ))[g, x] = g · ζ(f)(x)

= g · F [e, x]

= F [g, x].

Tenemos que [X, Y ]G = π0(TopG(X, Y )), el cual definimos en 3.1.4. En-
tonces, de la proposición anterior tenemos el siguiente

Corolario 3.2.17. [G×H X, Y ]G ∼= [X, resGHY ]H .

Si F es una familia de subgrupos de G, sea

F/H = {L ∩H|L ∈ F}

la familia inducida de subgrupos de H. Con estas notaciones tenemos:

Proposición 3.2.18. resGHE(G,F) = E(H,F/H).
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Demostración. Por el corolario 3.2.17

[Y, resGHE(G,F)]H ∼= [G×H Y,E(G,F)]G.

Si Y es un H-espacio F/H-numerable entonces, G ×H Y es un G-espacio F-
numerable. Entonces, el conjunto de homotoṕıas H-equivariantes

[Y, resGHE(G,F)]H ∼= [G×H Y,E(G,F)]G

contiene un sólo elemento, lo cual significa que resGHE(G,F) es un objeto ter-
minal. Por lo tanto, resGHE(G,F) es un H-espacio F/H-numerable.

Entonces, tenemos que resGHE(G,F) es un objeto terminal en la categoŕıa
T (H,F/H)h.



Caṕıtulo 4

El Grupo de Isometrias de H3

En este caṕıtulo definiremos las transformaciones de Möbius en Ĉ y vere-
mos que el grupo de estas transformaciones es isomorfo a PSL2(C). Después
definiremos el modelo del semi-espacio superior del espacio hiperbólico H3 y
daremos la extensión de las transformaciones de Möbius en C a H3. Y vere-
mos que las isometŕıas de H3 que preservan la orientación son las transforma-
ciones de Möbius de H3 definidas de esta forma, teniendo aśı que el grupo de
isometŕıas de H3 que preservan la orientación es isomorfo a PSL2(C).

4.1. Transformaciones de Möbius

Definición 4.1.1. Definimos las transformaciones de Möbius de Ĉ = C∪{∞}
sobre si mismo como las transformaciones de la forma

g(z) =
az + b

cz + d
(4.1)

con a, b, c, d ∈ C y ad− bc 6= 0.

Proposición 4.1.2. Toda transformación de Möbius se puede escribir como
la composición de las transformaciones elementales

i) Tb : Ĉ→ Ĉ definida como Tb(z) = z + b, llamada traslación;

ii) La : Ĉ→ Ĉ definida como La(z) = az;

iii) H : Ĉ→ Ĉ definida como T (z) = 1/z, llamada inversión.

Demostración. Sea g una transformacion de Möbius de la forma

g(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0,

49
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como

g(z) = −ad− bc
c2

1

z + d/c
+ a/c,

entonces, g se puede escribir como la composición

g(z) = Ta/c LtH Td/c(z),

con t = −(ad− bc)/c2.

Corolario 4.1.3. Las transformaciónes de Möbius son homeomorfismos de Ĉ
y son transformaciones que preservan la orientación.

Demostración. Como las transformaciones elementales Tb, La yH de la proposi-
ción anterior son homeomorfismos de Ĉ y preservan la orientación, tenemos el
resultado.

Proposición 4.1.4. Las transformaciones de Möbius de Ĉ forman un grupo
bajo composición.

Demostración. Sean

g(z) =
az + b

cz + d
y h(z) =

a′z + b′

c′z + d′

con a, a′, b, b′, c, c′, d, d′ ∈ C, ad − bc 6= 0 y a′d′ − b′c′ 6= 0. Entonces, la com-
posición hg también es una transformación de Möbius, ya que

hg(z) =
(a′a+ b′c)z + (a′b+ b′d)

(c′a+ d′c)z + (c′b+ d′d)

con

(a′a+ b′c)(c′b+ d′d)− (a′b+ b′d)(c′a+ d′c) = (a′d′ − b′c′)(ad− bc) 6= 0.

La transformación identidad tiene a = d 6= 0 y b = c = 0, y la inversa de g es
la transformación

g−1(z) =
dz − b
−cz + a

,

con ad− (−b)(−c) 6= 0.

Definición 4.1.5. Denotaremos al grupo de transformaciones de Möbius de
Ĉ, como M(Ĉ).

Ahora vamos a identificar M(Ĉ) con las matrices de 2×2 con determinante
distinto de cero, es decir con GL2(C) el grupo general lineal.

Consideremos la función

θ : GL2(C)→M(Ĉ))

M 7→ g(z)
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donde

M =

(
a b
c d

)
y g(z) =

az + b

cz + d
.

Sean

N =

(
a′ b′

c′ d′

)
y g′(z) =

a′z + b′

c′z + d′
.

Tenemos que

NM =

(
aa′ + b′c a′b+ b′d
ac′ + cd′ bc′ + dd′

)
Y si hacemos la composición hg(z) tenemos

hg(z) =
a′(az+b

cz+d
) + b′

c′(az+b
cz+d

) + d′

=
a′(az + b) + b′(cz + d)

c′(az + b) + d′(cz + d)

=
(aa′ + b′c)z + a′b+ b′d

(ac′ + cd′)z + bc′ + dd′
.

Entonces, tenemos θ(NM) = hg = θ(N)θ(M), de manera que θ es un
homomorfismo de grupos, de hecho es un epimorfismo porque θ es sobre.

Sea K = ker(θ), entonces,

K = {M ∈ GL2(C) | θ(M) = Id}
= {λI | λ ∈ C \ {0}},

donde Id es la función identidad e I es la matriz identidad en GL2(C). En-
tonces, dos matrices M,N ∈ GL2(C) determinan la misma transformación en

M(Ĉ) si y sólo si M = λN para alguna λ 6= 0. Aplicando el primer teorema
de isomorfismo a θ, obtenemos

M(Ĉ) ∼= GL2(C)/K = PGL2(C),

PGL2(C) es llamado el grupo proyectivo lineal.
Como det(NM) = det(N) det(M) para M,N ∈ GL2(C), la función

det : GL2(C)→ C∗ = C \ {0},

es un homomorfismo de grupos, con kérnel el grupo especial lineal SL2(C) que
consiste de las matrices M ∈ GL2(C) tal que det(M) = 1. Como det es sobre,
por el primer teorema de isomorfismo de Noether tenemos

GL2(C)/SL2(C) ∼= C∗.
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Si N ∈ GL2(C) entonces, podemos escribir N = λM, donde λ2 = det(N) y
M ∈ SL2(C). Como θ(N) = θ(M), esto demuestra que toda transformación

g ∈M(Ĉ) es de la forma

g(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1. (4.2)

equivalentemente, θ manda SL2(C) sobre M(Ĉ). Entonces, PGL2(C) coincide
con el grupo proyectivo especial lineal PSL2(C) = SL2(C)/{±I}, la imagen de
SL2(C) en el grupo cociente GL2(C)/K, y aśı hemos probado el siguiente

Teorema 4.1.6. El grupo M(Ĉ) de transformaciones de Möbius de Ĉ es iso-
morfo a PSL2(C).

Proposición 4.1.7. Sea g ∈M(Ĉ), si Σ es una circunferencia, entonces g(Σ)
es una circunferencia.

Demostración. Por la proposición 4.1.2 tenemos que g es composición de trans-
formaciones elementales, entonces basta probarlo para ellas. Si g(z) es una
traslación ó g(z) = az, con a ∈ C− {0}, es claro que g(Σ) es una circunferen-
cia.

Supongamos ahora que g es la inversión. Como Σ es una cirunferencia, todo
z ∈ Σ con z = x+ iy, satisface la ecuación

a0(x2 + y2) + a1x+ a2y + a3 = 0, (a0, a1, a2, a3 ∈ C), (4.3)

dividiendo la ecuación (4.3) por x2+y2 tenemos que g(z) = 1
z

= x−iy
x2+y2

= x0+iy0

(con x0 = x/(x2 + y2) y y0 = −y/(x2 + y2)) satisface la ecuación

a0 + a1x0 − a2y0 + a3(x2
0 + y2

0) = 0,

por lo tanto g(Σ) es una circunferencia.

4.1.1. La razón cruzada

Definición 4.1.8. Si (z1, z2, z3, z4) es una 4-upla de puntos distintos en C, la
razón cruzada esta definida como

[z1 : z2 : z3 : z4] =
(z3 − z2)(z4 − z1)

(z4 − z2)(z3 − z1)
;
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Tomando el ĺımite de cuando zi =∞ (i = 1, .., 4), entonces tenemos

(1) [∞ : z2 : z3 : z4] =
(z3 − z2)

(z4 − z2)
;

(2) [z1 :∞ : z3 : z4] =
(z4 − z1)

(z3 − z1)
;

(3) [z1 : z2 :∞ : z4] =
(z4 − z1)

(z4− z2)
;

(4) [z1 : z2 : z3 :∞] =
(z3 − z2)

(z3 − z1)
.

Teorema 4.1.9. Si z1, z2, z3 son tres puntos distintos de Ĉ, entonces, existe
una única transformación g ∈M(Ĉ) tal que

g(z1) = 0, g(z2) =∞ y g(z3) = 1.

Demostración. Sea g(z) = [z1 : z2 : z3 : z]. En cada caso, g ∈M(Ĉ), y g env́ıa
z1, z2, z3 a 0, ∞, 1 respectivamente.

Además g es única, si M(Ĉ) también env́ıa z1, z2, z3 a 0,∞, 1 respectiva-
mente, entonces fg−1 fija a 0,∞, 1 entonces, si

fg−1 =
az + b

cz + d

sustiyuyendo 0, 1,∞ tenemos las ecuaciones

fg−1(0) =
b

d
= 0 (4.4)

fg−1(1) =
a+ b

c+ d
= 1 (4.5)

fg−1(∞) =∞ (4.6)

de (4.4) conclúımos que b = 0 y d 6= 0, de (4.6) c = 0 y entonces, de (4.5)
tenemos que a = d 6= 0. Por tanto, fg−1 es la identidad y aśı f = g.

Corolario 4.1.10. Sean z1, z2, z3 tres puntos distintos en Ĉ y sean w1, w2, w3

cualesquiera otros tres puntos de Ĉ. Entonces, existe una única transformación
de Möbius en M(Ĉ) que manda z1, z2, z3 a w1, w2, w3 respectivamente.

Demostración. Por el teorema 4.1.9, existen g1, g2 ∈M(Ĉ) tales que

g1(z1) = g2(w1) = 0, g1(z2) = g2(w2) =∞ y g1(z3) = g2(w3) = 1.

Entonces, g = g−1
2 g1 ∈M(Ĉ) env́ıa zj a wj para j = 1, 2, 3. Por unicidad de g1

y g2, también g es único.
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Corolario 4.1.11. Si g ∈ M(Ĉ) y g fija tres puntos distintos de Ĉ, entonces
g es la identidad.

Demostración. Si g ∈M (̂(C)) fija z1, z2 y z3, entonces, ambas g y la identidad
Id env́ıan zj en si mismo (j = 1, 2, 3), luego por unicidad tenemos que g =
Id.

Teorema 4.1.12. Sean (z0, z1, z2, z3) y (w0, w1, w2, w3) dos 4-uplas de ele-

mentos distintos de Ĉ. Entonces, existe alguna g ∈ M(Ĉ) con g(zj) = wj
(j = 0, 1, 2, 3), si y sólo si [z0 : z1 : z2 : z3] = [w0 : w1 : w2 : w3].

Demostración. Supongamos que existe g ∈ M(Ĉ) tal que g(zj) = wj para
j = 0, 1, 2, 3. Entonces, f(z) = [w0 : w1 : w2 : z] es el único elemento de

M(Ĉ) que env́ıa w0, w1, w2 a 0, ∞, 1 respectivamente (ver demostración del

teorema 4.1.9). Entonces, fg es un elemento de M(Ĉ) que env́ıa z0, z1, z2 a
0,∞, 1 respectivamente, es decir fg(z) = [z0 : z1 : z2 : z], entonces,

[z0 : z1; z2 : z3] = fg(z3) = f(w3) = [w0 : w1 : w2 : w3].

A la inversa, si [z0 : z1 : z2 : z3] = [w0 : w1 : w2 : w3] = λ, entonces, exis-

ten f, h ∈ M(Ĉ) tal que mandan las 4-uplas z0, z1, z2, z3 y w0, w1, w2, w3 a
0,∞, 1, λ. Tomamos g = f−1h, el cual cumple f−1h(zj) = wj, (i = 0, 1, 2, 3).

Corolario 4.1.13. Sea (z0, z1, z2, z3) una 4-upla de elementos distintos de Ĉ
y (0,∞, 1, z) otra 4-upla con z ∈ C distinto de 0,∞ y 1. Entonces, existe

g ∈ M(Ĉ) tal que g(z0) = 0, g(z1) = ∞, g(z2) = 1 y g(z3) = z si y sólo si
z = [z0 : z1 : z2 : z3].

Demostración. Por el teorema 4.1.12, tenemos que existe g ∈ M(Ĉ) tal que
g(z0) = 0, g(z1) =∞, g(z2) = 1, g(z3) = z, si y sólo si

[z0 : z1 : z2 : z3] = [0 :∞ : 1 : z],

pero [0 :∞ : 1, z] = z, entonces tenemos el resultado.

Teorema 4.1.14. El grupo M(Ĉ) permuta circunferencias en Ĉ transitiva-

mente, es decir, si c1 y c2 son circunferencias en Ĉ, entonces, existe g ∈M(Ĉ)
tal que g(c1) = c2.

Demostración. Sean z1, z2, z3 puntos en c1 y z3, z4, z5 puntos en c2, entonces,
por el corolario 4.1.10, existe g ∈ M(Ĉ) que manda z1, z2 y z3 en z4, z5 y
z6 respectivamente, pero por la proposición 4.1.7, g manda circunferencias en
circunferencias, entonces g(c1) = c2.
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4.2. El modelo del semiespacio superior H3 del

espacio hiperbólico

Identificamos R3 con un subespacio de los cuaternios como sigue: a cada
elemento (x, y, t) de R3 lo identificamos con el cuaternio z + tj, donde z =
x+ iy ∈ C, t ∈ R.

Definición 4.2.1. Definimos el semiespacio superior H3 como

H3 = {z + tj | z ∈ C, t > 0}.

Definición 4.2.2. La distancia entre dos puntos w1 y w2 de H3 esta definida
por

coshρ(w1, w2) = 1 +
|w1 − w2|2

t1t2
,

donde w1 = z1 + t1j y w2 = z2 + t2j son puntos de H3. Llamaremos a H3 con
esta métrica el modelo del semi-espacio superior del espacio Hiperbólico.

Las siguientes proposiciones describen las geodesicas o planos en H3, tales
proposiciones se siguen de [11, Thm. 4.6.3].

Proposición 4.2.3. Las geodésicas o h-lineas con respecto a la métrica hiperbóli-
ca son medios circulos o lineas en H3 las cuales son ortogonales a la frontera
de H3, es decir al plano complejo C.

Proposición 4.2.4. Los planos hiperbólicos en H3 son semi-esferas con centro
en C o planos ortogonales al plano complejo.
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4.2.1. Transformaciones de Möbius de H3

Sea g una transformación de Möbius en M(Ĉ) dada por

g(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1,

entonces, podemos extender a g a una transformación de Möbius de R̂3 como

g(z + tj) = (a(z + tj) + b)(c(z + tj) + d)−1,

donde el producto es el producto de cuaternios.
Observemos que si la restringimos a Ĉ, tenemos la transformación de Möbius

original.
Además esta transformación de Möbius g de R̂3 deja invariante el espacio

superior H3, ya que

g(z + tj) = [a(z + tj) + b][c(z + tj) + d]−1

= [(az + b) + atj][cz + d+ ctj]−1

= [(az + b) + atj][cz + d+ ctj)]−1[(cz + d)− ctj]−1[(cz + d)− ctj]
= [(az + b) + atj][|cz + d|2 + |c|2t2]−1[(cz + d)− ctj]

=
[(az + b) + atj][(cz + d)− ctj]

|cz + d|2 + |c|2t2

=
(az + b)(cz + d) + act2 + (ad− bc)tj

|cz + d|2 + |c|2t2

=
(az + b)(cz + d) + act2 + tj

|cz + d|2 + |c|2t2

Si denotamos por [g(z+tj)]3 al coeficiente del término que lleva la j en g(z+tj),
entonces, si t > 0,tenemos que [g(z+tj)]3 > 0, por lo tanto las transformaciones
de Möbius de R3 dejan invariante al semi-espacio superior H3.

Definición 4.2.5. Denotaremos como M(H3) al subgrupo de transforma-
ciones de Möbius de H3 definidas de esta manera.

Observemos que en este caso, si g es transformación elemental inversión, es-
ta debe ser con signo negativo para que deje invariante el semi-espacio superior
H3, la cual es llamada anti-inversión, ya que

g(z + tj) = −(z + tj)−1

= −(z + tj)−1(z − tj)−1(z − tj)
= −[|z|2 + t2]−1(z − tj)

=
−z + tj

|z|2 + t2
. (4.7)
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deja invariante H3.

Si tenemos g(z + tj) = a(z + tj), con a ∈ C− {0}, entonces,

g(z + tj) =
a1/2(z + tj)

a−1/2

=
a1/2(z + tj)(a−1/2)

a−1/2a−1/2

=
a1/2a−1/2z + tja−1/2)

|a−1/2|2

=
a1/2a−1/2z

|a|−1
+
a1/2tja−1/2

|a|−1

=
|a|a1/2a1/2

|a|
z + |a|ta1/2a−1/2j

= az + |a|tj (4.8)

Teorema 4.2.6. Sea g una transformacion de Möbius en M(H3), entonces la
restricción de g a H3 es una isometŕıa de H3.

Demostración. Como g es la composición de transformaciones elementales,
basta probarlo para estas.

Supongamos que g(z + tj) = z + tj + a, con a ∈ C. Sean w1 = z1 + tij y
w2 = z2 + t2j en H3, entonces,

|g(w1)− g(w2)|2

[g(w1)]3[g(w2)]3
=
|z1 + t1j + a− z2 − t2j − a|2

t1t2

=
|w1 − w2|2

t1t2
,

entonces g es una isometŕıa de H3.

Si g(z + tj) = a(z + tj), por (4.8) tenemos que g(z + tj) = az + |a|tj,
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entonces,

|g(w1)− g(w2)|2

[g(w1)]3[g(w2)]3
=
|az1 + |a|t1j − (az2 + |a|t2j)|2

(|a|t1)(|a|t2)

=
|(az1 − az2) + (|a|t1j − |a|t2j)|2

|a|2t1t2

=
|az1 − az2|2

|a|2t1t2
+
||a|(t1j − t2j)|2

|a|2t1t2

=
|a|2|z1 − z2|2

|a|2t1t2
+
|a|2|t1j − t2j|2

|a|2t1t2

=
|z1 − z2|2

t1t2
+
|t1j − t2j|2

t1t2

=
|(z1 − z2) + (t1j − t2j)|2

t1t2

=
|w1 − w2|2

t1t2
.

aśı tenemos que g es una isometŕıa.

Ahora supongamos que g es la anti-inversión, entonces, por (4.7) tenemos

g(z + tj) = −(z + tj)−1 =
−z + tj

|z|2 + t2
.

Para w1 y w2 en H3 definidos como antes tenemos

|g(w1)− g(w2)|2

[g(w1)]3[g(w2)]3

=

∣∣∣−z1+t1j
|z1|2+t21

− −z2+t2j
|z2|2+t22

∣∣∣2
t1

(|z1|2+t21)
t2

(|z2|2+t22)

=

∣∣∣ (|z2|2+t22)(−z1+t1j)−(|z1|2+t21)(−z2+t2j)

(|z1|2+t21)(|z2|2+t22)

∣∣∣2
t1t2

(|z1|2+t21)(|z2|2+t22)

=
|(|z2|2 + t22)(−z1 + t1j)− (|z1|2 + t21)(−z2 + t2j)|2

t1t2(|z1|2 + t21)(|z2|2 + t22)
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=
|(z2 + t2j)(z2 − t2j)(−z1 + t1j)− (z1 + t1j)(z1 − t1j)(−z2 + t2j)|2

t1t2(|z1|2 + t21)(|z2|2 + t22)

=
|(z2 − t2j)(−z1 + t1j)[(z2 + t2j)− (z1 + t1j)]|2

t1t2(|z1|2 + t21)(|z2|2 + t22)

=
|(z2 − t2j)(−z1 + t1j)|2|(z2 + t2j)− (z1 + t1j)|2

t1t2(|z1|2 + t21)(|z2|2 + t22)

=
|(z2 + t2j)− (z1 + t1j)|2

t1t2

=
|w1 − w2|2

t1t2

Proposición 4.2.7. Sea g una transformación de Möbius de H3. Si Σ es una
esfera, entonces g(Σ) es también una esfera.

Demostración. Ya que g es la composición de transformaciones elementales en
R3 y estas transformaciones mandan esferas en esferas, tenemos el resultado.

Corolario 4.2.8. Las transformaciones de Möbius mandan h-lineas en h-
lineas.

Definición 4.2.9. Denotaremos por I+(H3) al grupo de isometŕıas de H3 que
preservan la orientación.

Hemos visto que las transformaciones de Möbius de H3 preservan la ori-
entación y son isometŕıas de H3, vamos a probar que de hecho, las transfor-
maciones de Möbius de H3 son las únicas isometŕıas de H3 que preservan la
orientación. Para ello, veamos primero algunos resultados.

Observemos que si ψ es una isometŕıa de H3 y se tienen los puntos a, b y
c distintos los cuales estan en una h-linea en ese orden, entonces sus imagenes
bajo ψ satisfacen

ρ(ψ(a), ψ(b)) + ρ(ψ(b), ψ(c)) = ρ(ψ(a), ρ(ψ(c)))

y por tanto deben ser colineales, con ψ(b) entre ψ(a) y ψ(b). Esto implica que
ψ manda h-lineas orientadas en h-lineas orientadas.

Proposición 4.2.10. Sea ψ una isometŕıa de H3. Si M y L son dos lineas en
H3 que se intersectan ortogonalmente, entonces, ψ(L) y ψ(M) son dos lineas
que se intersectan ortogonalmente.

Demostración. Supongamos que L y M se intersectan ortogonalmente en a.
Para b 6= a en M , la distancia de b a los puntos de L alcanzan su mı́nimo en
a, entonces, la distancia de ψ(b) a los puntos de ψ(L) alcanzan su mı́nimo en
ψ(a). Consecuentemente, ψ(M) debe intersectar a ψ(L) ortogonalmente.
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Teorema 4.2.11. Toda isometŕıa de H3 que preserva la orientación es la
restricción de una transformación de Möbius de H3.

Demostración. Sean L1, L2 y L3 lineas orientadas en H3 mutuamente ortogo-
nales con punto de intersección o. Si ψ es una isometŕıa deH3, entonces, ψ(L1),
ψ(L2) y ψ(L3) son mutuamente ortogonales. Luego, existe f ∈M(H3) tal que
f(L1) = ψ(L1), f(L2) = ψ(L2) y f(L3) = ψ(L3).

Entonces, f−1ψ deja fijas puntualmente a L1, L2 y L3. Esto tiene que probar
que f−1ψ es la identidad.

Observemos que toda linea que une un punto de L1 y un punto de L2

(ambos diferentes de o), es fija puntualmente bajo f−1ψ, ya que f−1ψ es una
isometŕıa y deja fijos a los puntos de L1 y L2. Entonces, cualquier linea que
pasa por o es fija puntualmente por f−1ψ. El mismo argumento se aplica para
una linea arbitararia L 6= L3 que pasa por o con L1 y L2 reemplazados por
L3 y la intersección del plano generado por L3 y L con el plano generado por
L1 y L2, respectivamente, teniendo aśı que f−1ψ es la identidad en el espacio
entero H3.

De los teoremas 4.2.6 y 4.2.11, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.12. El grupo I+(H3) es isomorfo al grupo de transformaciones
de Möbius que preservan la orientación M(H3).

Entonces, del teorema 4.1.6 se sigue directamente el siguiente

Teorema 4.2.13. El grupo I+(H3) de isometŕıas que preservan la orientación
de H3 es isomorfo a PSL2(C).

Las transformaciones de Möbius son clasificadas por sus puntos fijos de la
siguente manera.

Definición 4.2.14. Sea φ una transformación de Möbius de H3. La transfor-
mación se dice que es

(1) Eĺıptica si φ fija un punto de H3.

(2) Parabólica si φ no fija puntos en H3 y fija un único punto de Ĉ.

(3) Hiperbólica si φ no fija puntos en H3 y fija dos puntos en Ĉ.

Ejemplo 4.2.15. La traslación g(z+tj) = z+tj+a, con a ∈ C−{0}, tiene un
solo punto fijo, el cual es el punto al infinito, entonces es una transformación
parabólica.

Ejemplo 4.2.16. Sea g(z+ tj) = a(z+ tj), con a ∈ C−{0, 1}. Esta transfor-
mación tiene como unicos puntos fijos a 0 y∞, entonces es de tipo hiperbólica.
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Lema 4.2.17. Sea φ una transformación de Möbius de H3, y sea Fφ el conjunto

de puntos fijos de φ en H3 = H3 ∪ Ĉ. Si ψ es una transformación de Möbius
de H3, entonces,

Fψφψ−1 = ψ(Fφ).

Demostración. Sea x ∈ Fψφψ−1 , es decir, ψφψ−1(x) = x, entonces tenemos
φψ−1(x) = ψ−1(x), aśı que ψ−1(x) ∈ Fφ, es decir x ∈ ψ(Fφ). Por otro lado, si
y ∈ ψ(Fφ), tenemos que ψ−1(y) ∈ Fφ, entonces, φψ−1(y) = ψ−1(y), de donde
obtenemos que ψφψ−1(y) = y. Por lo tanto, y ∈ Fψφψ−1 .

Entonces tenemos que ser eĺıptica, parabólica, o hiperbólica depende sólo
de la clase de conjugación de φ en M(H3).

Proposición 4.2.18. Una transformación de Möbius φ de H3 es eĺıptica,
parabólica o hiperbólica si y sólo si ψφψ−1 es eliptica, parabólica o hiperbólica
respectivamente, con ψ una transformación de Möbius de H3.

Corolario 4.2.19. Toda transformacíın de Möbius parabólica es de orden in-
finito.

Demostración. Observemos que toda transformación parabólica es conjugada
a una traslación, la cual es una transformación parabólica que fija ∞. Sea φ
una transformación parabólica, entonces φ = ψTψ−1, con ψ ∈M(H3) y T una
traslación. Si φ fuera de orden finito, digamos n, tenemos que

Id = (ψTψ−1)n

= ψT nψ−1,

entonces T n = ψ−1Idψ = Id, lo cual no es posible, por que las traslaciones
son de orden infinito.

Teorema 4.2.20. Una transformación de Möbius φ de H3 es hiperbólica si y
sólo si φ es conjugada en M(H3) a la extensión a H3 de una similitud ψ de
C de la forma ψ(x) = kAx, donde k > 1 y A es una transformación ortogonal
de C.

Demostración. Supongamos que φ es hiperbólica. Por conjugación podemos
asumir que uno de los puntos fijos es ∞. Sea a ∈ C otro punto fijo y sea τ la
traslación de R3 por −a. Entonces, τφτ−1 fija a 0 y ∞. Esto implica que hay
un escalar k > 0 y una transformación ortogonal A de C tal que

τφτ−1(x) = kÃx.

Donde Ã es la extensión de A a R3. Como Ã fija j y τφτ−1 no tiene puntos
fijos en H3, debemos tener k 6= 1.
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Sea σ(x) = x/|x|2. Entonces,

στφτ−1σ−1(x) = k−1Ãx.

Entonces, podemos asumir que k > 1.
Por otra parte, supongamos que φ es conjugada en M(H3) a la extensión de
Poincaré de una similitud ψ de C de la forma ψ(x) = kAx, donde k > 1 y A

es una transformación ortogonal de C. Entonces, la extensión de Poincaré ψ̃
es hiperbólica, ya que 0 y ∞ son sus únicos puntos fijos. Por lo tanto φ es
hiperbólica.

Corolario 4.2.21. Toda transformación de Möbius hiperbólica es de orden
infinito.

Demostración. Sea φ una transformación de Möbius hiperbólica. Por el teore-
ma 4.2.20, existe τ ∈ M(H3) tal que τφτ−1 = ψ̃, donde ψ(x) = kAx es una
similitud de C con k > 1 y A es una transformación ortogonal de C. Si φ fuera
de orden finito, digamos r, entonces, τφrτ−1 = Id, por lo que

ψr = (τφrτ−1)|C = IdC,

lo cual no es posible, porque ψ es una similitud con k > 1.

Definición 4.2.22. Sea φ una isometŕıa de H3, y sea ϕ ∈M(H3) la transfor-
mación tal que ϕ|H3 = φ, decimos que φ es eĺıptica, parabólica o hiperbólica si
ϕ es eliptica, parabólica o hiperbólica, respectivamente.

Definición 4.2.23. Una isometŕıa φ de Rn es eliptica si y sólo si φ fija un
punto de Rn; de otra forma φ es parabólica.

Ya que tenemos por el teorema 4.2.11 que toda transformación de Möbius
de H3 se restringe a una isometŕıa de H3, tenemos el siguiente corolario direc-
tamente de la proposición 4.2.18.

Corolario 4.2.24. Una isometŕıa φ de H3 es eĺıptica, parabólica o hiperbólica
si y sólo si ψφψ−1 es eĺıptica, parabólica o hiperbólica respectivamente, para
cualquier ψ isometŕıa de H3.

Definición 4.2.25. Un subgrupo G de M(H3) es elemental si y sólo si G tiene

una órbita finita en H3
= H3 ∪ Ĉ.

Dividimos los subgrupos elementales de M(H3) en tres tipos. Sea G un
subgrupo elemental de M(H3).

(1) El grupo G es llamado de tipo eĺıptico si y sólo si G tiene una órbita
finita en H3.

(2) El grupo G se dice que es de tipo parabólico si y sólo si G fija un punto

de ∂H3 = Ĉ y no tiene otras órbitas finitas en H3
.

(3) Decimos que G es de tipo hiperbólico si y sólo si G no es de tipo parabólico
ni de tipo eliptico.



Caṕıtulo 5

El Invariante de Bloch

En este caṕıtulo definiremos las 3-variedades hiperbólicas completas y orien-
tadas en el semiespacio superiorH3. En la sección 5.2 veremos algunos ejemplos
del espacio clasificante para familias de subgrupos que vimos en el caṕıtulo 3.
Después definiremos el invariante α(M) y el invariante de Bloch de una 3-
variedad hiperbólica completa M orientada no compacta de volumen finito.
Finalizaremos el caṕıtulo demostrando que el invariante α(M) es el invariante
de Bloch.

5.1. 3-Variedades Hiperbólicas

Vimos en la proposición 4.2.13 que PSL2(C) es isomorfo a I+(H3) el grupo
de isometŕıas deH3 que preservan la orientación. Entonces, tenemos una acción
de PSL2(C) en H3, la acción esta dada por

ϕ : PSL2(C)×H3 → H3

(g, w) 7→ g(w) = (aw + b)(cw + d)−1,

donde

g =

(
a b
c d

)
, ad− bc = 1. (5.1)

Proposición 5.1.1. El grupo de isotroṕıa del punto (0, 1) ∈ H3 es PSU(2).

Demostración. Recordemos que una matriz A ∈ PSU(2) si y sólo si el A es
una matriz con determinate 1 y AA∗ = I, donde A∗ denota la transpuesta de
la conjugada de A.

63
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Sea g ∈ PSL2(C), dado como en (5.1), entonces, tenemos que

ϕ(g, j) = (aj + b)(cj + d)−1

= (aj + b)[(cj + d)(d− cj)]−1(d− cj)
= (aj + b)(d− cj)(|c|2 + |d|2)−1

=
ac+ adj − bcj + bd

|c|2 + |d|2

entonces, ϕ(g, j) = j si y sólo si se cumplen

ad− bc
|c|2 + |d|2

= 1, y (5.2)

ac+ bd = 0. (5.3)

Como ad− bc = 1, la ecuación (5.2) se cumple si y sólo si |c|2 + |d|2 = 1.
Usando que ad− bc = 1 y ac = −bd, tenemos

ab(ad− bc) = ab

bd|a|2 − ca|b|2 = ab

bd(|a|2 + |b|2) = ab

d(|a|2 + |b|2) = a

|d|2(|a|2 + |b|2) = ad

y hacendo lo mismo, pero sustituyendo bd = −ac tenemos que

|c|2(|a|2 + |b|2) = −bc,

entonces,

(|c|2 + |d|2)(|a|2 + |b|2) = ad− bc = 1,

como |c|2+|d|2 = 1, debemos tener que |a|2+|b|2 = 1, y por tanto, si ϕ(g, j) = j
entonces g ∈ PSU(2).

Por otro lado, sea A ∈ PSU(2) dada por

A =

(
a b
c d

)
, con ad− bc = 1 y AA∗ = I

entonces,

AA∗ =

(
|a|2 + |b|2 ac+ bd
ca+ dc |c|2 + |d|2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

por lo que A cumple con (5.2) y (5.3), por lo tanto φ(A, j) = j.
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Entonces, tenemos la correspondencia

PSL2(C)→ H3

g 7→ g(0, 1)

la cual es sobre por ser ϕ transitiva, entonces tenemos un difeomorfismo

PSL2(C)/PSU(2) ∼= H3,

y por el tercer teorema de isomorfismo de Noether,

PSL2(C)/PSU(2) = (SL2(C)/{±Id})/(SU(2)/{±Id}) ∼= SL2(C)/SU(2),

por lo tanto
PSL2(C)/PSU(2) ∼= SL2(C)/SU(2) ∼= H3.

.

Teorema 5.1.2. Un grupo discreto Γ de isometŕıas de H3 actúa libremente
en H3 si y sólo si es libre de torsión.

Demostración. Supongamos que Γ es un grupo libre de torsión. Como H3 es
finitamente compacto, del teorema 1.3.9 tenemos que Γ actúa discontinuamente
en H3. Entonces, por la proposición 1.2.14, el grupo de isotroṕıa Γx de x es
finito para cada x ∈ H3. Como Γ es libre de torsión, entonces, Γx = {e} para
cada x ∈ H3, entonces, Γ actúa libremente en H3. Por otro lado, supongamos
que Γ actúa libremente en H3, es decir, para cualquier g ∈ Γ, tal que g 6= e,
tenemos g(x) 6= x, entonces no tiene un punto fijo en H3. Entonces, todo
elemento distinto de la identidad en Γ es o parabólico o hiperbólico. Luego por
los corolarios 4.2.19 y 4.2.21 ningún elemento de Γ tiene orden finito. Entonces
Γ es libre de torsión.

Sea Γ un subgrupo de PSL2(C), discreto y libre de torsión. Entonces, por
el teorema 5.1.2, Γ actúa libremente en H3 y también actúa discontinuamente
en H3 por el teorema 1.3.9. Luego de la proposición 1.2.15, tenemos que la
aplicación cociente

p : H3 → Γ\H3 = M,

es una aplicación cubriente, y como π1(H3) = 0 es el cubriente universal.
Como H3 es una variedad Riemanniana, entonces M también lo es con la

métrica inducida de H3 por p. Como H3 es un espacio métrico completo, M es
una variedad completa [11, Thm. 8.5.7]. Aśı tenemos la siguiente definición.

Definición 5.1.3. Una 3-variedad hiperbólica completa y orientada es el co-
ciente del 3-espacio hiperbólico H3 por un grupo discreto, libre de torsión Γ
de isometŕıas de H3 que preservan la orientación.



66 CAPÍTULO 5. EL INVARIANTE DE BLOCH

Por [2, Prop. 1.40] tenemos que Γ es isomorfo al grupo de transformaciones
cubrientes y

Γ ∼= π1(M)/p∗(π1(H3)) = π1(M) y πn(M) = πn(H3) = 0 para n > 1,

entonces M es un K(Γ, 1).

Teorema 5.1.4. Sean Γ y Γ′ dos subgrupos de PSL2(C), discretos libres de tor-
sión. Entonces, M1 = Γ\H3 y M2 = Γ′\H3 son isométricos por una isometŕıa
que preserva la orientación si y sólo si Γ y Γ′ son conjugados en PSL2(C) el
grupo de isometŕıas de H3 que preservan la orientación.

Demostración. Sea φ ∈ PSL2(C) tal que Γ′ = φΓφ−1. Luego para cada g ∈ Γ
y w ∈ H3, tenemos

φg(w) = (φgφ−1)φ(w).

Como Γ y Γ′ actúan libremente en H3, entonces, φg(w) está en la misma Γ′-
órbita que φ(w). Entonces, φ induce un homeomorfismo

φ : M1 →M2

definido por φ(Γw) = Γ′φ(w). Sea ρΓ la métrica inducida de H3 en el espacio
Γ\H3 de manera dual sea ρΓ′ . Entonces, si w1, w2 ∈ H3, tenemos

ρΓ′(φ(Γw1), φ(Γw2)) = ρΓ′(Γ
′φ(w1)Γ′φ(w2))

= ρΓ′(φφ
−1Γ′φ(w1), φφ−1Γ′φ(w2))

= ρΓ′(φΓw1, φΓw2)

= ρΓ(Γw1,Γw2).

Entonces, φ es una isometŕıa y preserva la orientación por definición.
Por otra parte, supongamos que ψ : M1 → M2 es una isometŕıa que preserva
la orientación. Como p1 : H3 → M1 y p2 : H3 → M2 son cubrientes y H3 es
simplemente conexo, ψ se levanta a un homeomorfismo ψ̃ que hace que el
siguiente diagrama conmute

H3
ψ̃ //

p1
��

H3

p2
��

M1
ψ // M2.

Como p1, p2 y ψ son isometŕıas locales por el teorema 1.3.10 y preservan la
orientación ya que Γ y Γ′ son subgrupos de isometŕıas que preservan la ori-
entación, entonces ψ̃ también es una isometŕıa local que preserva la orientación.
Sean x, y ∈ H3 distintos. Como H3 es completo, existe un arco de geodesica
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α : [0, l]→ H3 que une x con y, ver [11, Thm. 8.5.7]. Ya que ψ̃ es una isometŕıa
local, tenemos que

|ψ̃α| = |α| = l = ρ(x, y).

Entonces,
ρ(ψ̃(x), ψ̃(y)) ≤ ρ(x, y).

Tambien tenemos que

ρ(ψ̃−1(x), ψ̃−1(y)) ≤ ρ(x, y).

Luego, tenemos

ρ(x, y) = ρ(ψ̃−1ψ̃(x), ψ̃−1ψ̃(y))

≤ ρ(ψ̃(x), ψ̃(y)).

Por tanto, ρ(ψ̃(x), ψ̃(y)) = ρ(x, y), es decir, ψ̃ es una isometŕıa, la cual preserva
la orientación.
Sea g un elemento arbitrario de Γ. Entonces tenemos

p2ψ̃gψ̃
−1 = ψp1gψ̃

−1

= ψp1ψ̃
−1

= p2ψ̃ψ̃
−1

= p2

Entonces, ψ̃gψ̃−1 es una transformación cubriente de p2. Por lo cual tenemos
que ψ̃gψ̃−1 está en Γ′, entonces, ψ̃Γψ̃−1 ⊆ Γ′. Haciendo lo mismo, para g′ ∈ Γ′,
tenemos que ψ̃Γ′ψ̃−1 ⊆ Γ. Por lo tanto ψ̃Γψ̃−1 = Γ′. Aśı conclúımos que Γ y Γ
son conjugados en PSL2(C).

Sea Γ un subgrupo discreto y libre de torsión de PSL2(C) y M = Γ\H3,
por el teorema 5.1.4 a esta 3-variedad hiperbólica podemos asociarle una re-
presentación δ : π1(M) = Γ→ PSL2(C) la cual es canónica salvo equivalencia.

Como H3 ∼= PSL2(C)/PSU(2), tenemos que cualquier 3-variedad hiper-
bólica completa y orientada M está dada por el doble cociente

M = Γ\PSL2(C)/PSU(2),

con Γ = π1(M) un subgrupo discreto libre de torsión.
Tenemos la siguiente proposición de [7].

Proposición 5.1.5. Sea M una 3-variedad hiperbólica. La representación
canónica π1(M) en PSL2(C) puede ser levantada a una representación en
SL2(C), es decir,

SL2(C)

��
Γ

δ̃
;;v

v
v

v
v δ // PSL2(C)



68 CAPÍTULO 5. EL INVARIANTE DE BLOCH

Entonces, cualquier 3-variedad hiperbólica completa, orientada puede ser
vista como

M = Γ\SL2(C)/SU(2)

donde podemos identificar a Γ con un subgrupo de SL2(C) usando la repre-
sentación Γ→ SL2(C).

Sea Γ un subgrupo discreto y libre de torsión de M(H3) tal que el∞ queda
fijo por un elemento parabólico de Γ. Entonces, el grupo de isotroṕıa Γ∞ es un
grupo elemental de tipo parabólico, es decir, fija a ∞ y no tiene otras órbitas

finitas enH3
. Por lo tanto Γ∞ corresponde bajo la extensión a R3 a un subgrupo

discreto de I(C) el grupo de isometŕıas de C sin puntos fijos. Entonces, Γ∞
consiste de las traslaciones que estan en Γ, las cuales se corresponden con las
matrices de la forma (

±1 λ
0 ±1

)
, λ ∈ C,

entonces el rango de Γ∞ es 2 y es de indice finito (ver [4]). Además H deja
invariante el plano complejo C. Por el teorema [11, Thm. 7.4.2], tenemos que
C/Γ∞ es compacto. Sea r > 0 y sea Nr la r-vecindad del plano complejo C en
R3 tal que Nr es invariante bajo Γ∞. Sea

Ur = H3 −N r.

Entonces, Ur es un subconjunto abierto Γ∞-invariante de H3
. El conjunto Ur es

llamado región cúspide para Γ basado en ∞ si y sólo si para toda g ∈ Γ−Γ∞,
tenemos

Ur ∩ gUr = ∅.

Definición 5.1.6. Un punto cúspide de un subgrupo discreto Γ de PSL2(C)
es un punto fijo c ∈ C de un elemento parabólico de Γ tal que existe una región
cúspide U para Γ basado en c.

Definición 5.1.7. Sea Γ un subgrupo discreto elemental, libre de torsión de
PSL2(C) de tipo parabólico y sea U una región cúspide en H3 para Γ. Una
3-variedad hiperbólica isométrica a U/Γ es llamada una cúspide 3-dimensional.

Lema 5.1.8. Sea Γ un subgrupo discreto de PSL2(C) y sea C el conjunto
de puntos cúspide de Γ. Entonces, para cada punto c en C, existe una región
cúspide U(c) basado en c para Γ tal que las regiones {U(c) : c ∈ C} son
mutuamente disjuntos y gU(c) = U(g(c)) para cada g en Γ y c en C.

Para la demostración ver [11, Lem. 7 de sec. 12.6].

Desde ahora, M denotará una 3-variedad hiperbólica orientable completa
no compacta de volumen finito.
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Teorema 5.1.9. Sea M una 3-variedad hiperbólica completa orientable no
compacta de volumen finito. Entonces, existe M0 ⊂ M 3-variedad compacta
con frontera, tal que M − M0 es la unión disjunta de un número finito de
cúspides. Cada cuspide de M es difeomorfa a T 2× (0,∞), donde T 2 denota el
2-toro.

Para la demostración ver [11, Prop. 12.6.6, Thm. 10.2.1].

En la siguiente figura se muestra una variedad de este tipo.

Observación 5.1.10. Sea M una 3-variedad hiperbólica completa orientada
de volumen finito con d cúspides. Tomamos un punto base x0 en M y un punto
xi en una sección del toro T 2

i del extremo correspondiente a la i-ésima cúspide
(i = 1, ..., d). Sea qi(t) (0 ≤ t ≤ 1) el camino en M con qi(0) = x0 y qi(1) = xi.
Consideremos el homomorfismo

(qi)] : π1(T 2
i , xi)→ π1(M,x0)

inducido por qi y pongamos Γi = (qi)](π1(T 2
i , xi)). Los subgrupos Γi son llama-

dos subgrupos tóricos periféricos de Γ. La imagen de Γi bajo la representación
δ : Γ → SL2(C) dada por la inclusión es un grupo abeliano libre de rango 2
de SL2(C). Los subgrupos Γi consisten sólo de elementos parabólicos, es decir,

sin puntos fijos de H3 y un único punto fijo en la frontera Ĉ de H3. Todos
los elementos en Γi tienen como punto fijo el correspondiente punto cuspide
(ver [19] sección 4.5 ). Como la acción en SL2(C) en Ĉ es transitiva y por
el corolario 4.2.24 los conjugados de isometŕıas parabólicas son parabólicas,
podemos asumir que el punto fijo es el punto al infinito∞ el cual denotaremos
por sus coordenadas homogéneas ∞ = [1, 0] y como los elementos parabólicos
que tienen como punto fijo a∞ son las traslaciones, tenemos que los subgrupos
Γi son conjugados al grupo de matrices de la forma(

±1 λ
0 ±1

)
, λ ∈ C.
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Observación 5.1.11. Vamos a usar dos formas de compactificar a la variedad
M . Sea M+ la compactificación de M por un punto y sea M̂ la compactificación

que consiste en agregarle a M los puntos cúspide. Entonces M+ = M̂/C.
Luego, por el teorema 5.1.9 tenemos queM es homotópicamente equivalente

a M0, entonces
M+ = M0/∂M0.

Tenemos que (M̂, C) es una pareja con collar, luego de la sucesión exacta
de parejas tenemos

0 = H3(C; Z) // H3(M̂ ; Z)
∼= // H3(M̂, C; Z) // H2(C; Z) = 0,

entonces,

H3(M̂ ; Z) = H3(M̂, C; Z) = H3(M̂/C; Z) = H3(M+; Z) = H3(M0, ∂M0; Z).

Luego por [9, VI.9] tenemos que H3(M0, ∂M0; Z) ∼= Z, de donde concluimos

que H3(M̂ ; Z) ∼= Z.
Denotaremos por [M̂ ] al generador y lo llamaremos la clase fundamental

de M̂ en H3(M̂ ; Z).

5.2. Espacios Clasificantes para Familias de Sub-

grupos de Isotroṕıa

En esta sección veremos algunos ejemplos de espacios clasificantes para
familias de subgrupos de isotroṕıa, que vimos en el caṕıtulo 3 y llegaremos
a ciertos resultados para estos ejemplos y los que usaremos para constrúır
el invariante α(M), para una 3-variedad hiperbólica completa orientada de
volumen finito.

Ejemplo 5.2.1. Consideremos SL2(C) como un subgrupo discreto. En la sec-
ción 2.4 vimos que la acción de SL2(C) en el haz universal ESL2(C) es li-
bre y que ESL2(C) es contráıble, entonces, tenemos que ESL2(C) es de tipo
E(SL2(C), {1}).

Ejemplo 5.2.2. Ahora consideremos la esfera S2 como los números complejos
extendidos Ĉ. Por el corolario 4.1.10 tenemos que SL2(C) actúa triple transi-
tivamente en S2. Sea T el subgrupo de isotroṕıa de ∞, entonces,

T =

{(
a b
0 a−1

)
: a, b ∈ C, a 6= 0

}
.

ya que si g ∈ SL2(C) es tal que

g(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc = 1.
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Entonces,
g(∞) =∞

si y sólo si a 6= 0 y c = 0, pero se tiene que cumplir que ad− bc = 1, entonces
ad = 1, de donde tenemos el resultado.

Aśı que tenemos un difeomorfismo dado por

SL2(C)/T → S2

gT 7→ g(∞).

Sea J(S2) = S2 ∗ S2 ∗ · · · , el join de una cantidad numerable de copias de
S2. Entonces, J(S2) es de tipo E(SL2(C),F(T )), por construcción del espacio
clasificante para familias (ver la proposición ??), donde F(T ) es la familia que
contiene a los subgrupos de T y sus conjugados por elementos en SL2(C).

Ejemplo 5.2.3. Sea Γ un subgrupo discreto libre de torsión de SL2(C). La
acción de Γ en H3 es libre y como H3 es contráıble, entonces H3 es un espacio
de tipo E(Γ, {1}) = EΓ, entonces, M = Γ\H3 es un EΓ/Γ = BΓ.

Sea M = Γ\H3 una 3-variedad hiperbólica completa orientable no com-
pacta de volumen finito, sea

p : H3 →M

el cubriente universal de M y C el conjunto de puntos cúspide, es decir, las

preimagenes de cúspides de M en ∂H3
= Ĉ, o equivalentemente, puntos fijos

de elementos parabólicos de Γ y sea Ŷ = H3 ∪ C. Tenemos que la acción de Γ
en Ŷ ya no es libre. Los puntos cúspide tienen como subgrupos de isotroṕıa los
subgrupos tóricos periféricos Γ1, ...,Γd de Γ o sus conjugados. Entonces, por
construcción de E(Γ,F), tenemos que Ŷ es del tipo E(Γ,F(Γ1, ...,Γd)).

Corolario 5.2.4.

(i) Existe una SL2(C)-aplicación

l : ESL2(C)→ J(S2)

única salvo SL2(C)-homotoṕıa.

(ii) Existe una Γ-aplicación h : H3 → Ŷ única salvo Γ-homotoṕıa.

Demostración. (i) y (ii) se siguen directamente de la proposición 3.2.15, (i) se
obtiene usando que {1} ⊂ F(T ) y que ESL2(C) = E(SL2(C), {1}) y J(S2)
es de tipo E(SL2(C),F(T )). Para (ii), se usa que {1} ⊂ F(Γ1, ...,Γd) y como
se tiene que H3 es de tipo E(Γ, {1}) y J(S2) es de tipo E(Γ,T(Γ1, ...,Γd)),
tenemos el resultado.

Y de la proposición 3.2.18, tenemos

Corolario 5.2.5.
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(1) resΓESL2(C) es Γ-homotópico a E(Γ, {1}) = H3.

(2) Existe una Γ-aplicación

Ŷ → resΓJ(S2)

única salvo Γ-homotoṕıa.

Demostración. (1) sigue directamente de la proposición 3.2.18. Y también por
la proposición 3.2.18 tenemos que resΓ(J(S2)) es un E(Γ,F(T )/Γ). Luego, por

el ejemplo 5.2.3, Ŷ es un E(Γ,F(Γ1, ..,Γd)) donde Γ1, ...,Γd son los subgru-
pos tóricos periféricos. Tenemos que F(Γ1, ...,Γd) ⊂ F(T )/Γ, entonces, por la
proposición 3.2.15 tenemos (2).

Siguiendo esto, tenemos una versión simplicial de la aplicación

l : ESL2(C)→ J(S2)

del corolario 5.2.4, la cual usaremos en las siguientes secciones.

Ejemplo 5.2.6. Consideremos ESL2(C) como la realización geométrica del
complejo simplicial donde un n-simplejo es una (n + 1)-upla (g0, ..., gn) con
gi ∈ SL2(C). Y el join infinito J(S2) es la realización geométrica del conjunto
simplicial cuyos n-simplejos son las (n + 1)-uplas (a0, ..., an) de elementos de

S2 = Ĉ, (ver la definición 2.4.12).
Por consiguiente la aplicación l : ESL2(C)→ J(S2) es la realización geométrica
de la SL2(C)-aplicación simplicial

(g0, ..., gn) 7→ (g0 · ∞, ..., gn · ∞). (5.4)

Eligiendo un punto base diferente en lugar de ∞ por el corolario 5.2.4 obtene-
mos una SL2(C)-aplicación homotópica.

5.3. El invariante α(M) de M

Para simplificar la notación, si G es un grupo y X es un G-espacio, deno-
taremos el espacio de órbitas G\X por XG. También para el resto del caṕıtulo,
sea T = F(T ), con T como en el ejemplo 5.2.2 y

B(SL2(C),T) = E(SL2(C),T)SL2(C).

Sea M una 3-variedad hiperbólica completa orientable de volumen finito,
entonces tenemos que M = Γ\H3 para algún subgrupo discreto libre de torsión

de SL2(C). Sea Ŷ = H3 ∪ C, con C el conjunto de puntos cúspide y sea M̂ =

Γ\Ŷ . Si M es compacta, C = ∅ y M̂ = M, si M no es compacta, tenemos que
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M̂ es la compactificación punta de M, lo cual es el resultado de agregar las
cúspides de M. = Por (2) del corolario 5.2.5 existe una Γ-aplicación

M̂ → J(S2)Γ = E(SL2(C),T)Γ

la cual es única salvo Γ-homotoṕıa. También tenemos que

ESL2(C)SL2(C) = B(SL2(C)).

Combinando esto con el corolario 5.2.4 obtenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

ESL2(C)

���
�
�
�
�
�
�

l // E(SL2(C),T)

���
�
�
�
�
�
�

H3

φ
::uuuuuuuuuu

h //

���
�
�
�
�
�
� Ŷ

���
�
�
�
�
�
�

µ
88rrrrrrrrrrrr

BSL2(C) k // B(SL2(C),T)

M

f
::uuuuuuuuuu q //

M̂

ψ

88rrrrrrrrrrr

(5.5)

donde q y k son las aplicaciones inducidas por h y l respectivamente, del
corolario 5.2.4 en los conjuntos de Γ y SL2(C) órbitas, respectivamente.
Tenemos que f = Bδ : BΓ = M → BSL2(C) es la aplicación entre espa-
cios clasificantes los cuales en grupos fundamentales induce la representación
canónica

δ : Γ→ SL2(C)

de M, y ψ está dada por la composición

ψ : M̂ → E(SL2(C),T)Γ → B(SL2(C),T). (5.6)

Las aplicaciones φ y µ se tienen por el corolario 5.2.5, dadas al restringir la
accion a Γ. Y de las aplicaciones denotadas con flechas punteadas, las dos al
frente son cocientes por Γ y las dos de atras son los cocientes por SL2(C).

La aplicación ψ induce un homomorfismo

ψ∗ : H3(M̂ ; Z)→ H3(B(SL2(C),T)). (5.7)

Si [M̂ ] denota la clase fundamental de M̂ en H3(M̂ ; Z), (ver la observación
5.1.11). Denotamos por α(M) la clase canónica en H3(B(SL2(C),T); Z) dada
por

α(M) = ψ∗([M̂ ]). (5.8)
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5.4. El invariante de Bloch

Ahora definiremos el invariante de Bloch de una 3-variedad hiperbólica
completa orientable no compacta de volumen finito el cual tiene una trian-
gulación ideal.

Definición 5.4.1. El pre-grupo de Bloch P(F ) de un campo F es el cociente
del grupo abeliano generado por los simbolos formales [x], con x ∈ F ∪ {∞}
por las siguientes relaciones

[0] = [1] = [∞] = 0

[x]− [y] + [y/x]− [(1− x−1)/(1− y−1)] + [(1− x)/(1− y)] = 0.

Sea H3
= H3 ∪ Ĉ la compactificación estándar del 3-espacio hiperbólico

H3. Nos referiremos a los elementos de la frontera Ĉ de H3 como puntos al
infinito.

Un tetraedro ideal (o simplejo ideal) enH3 es un tetraedro con vértices en Ĉ.
Sea 4(a0, a1, a2, a3) un tetraedro con vértices a0, a1, a2, a3. El grupo PSL2(C)

actúa en Ĉ por las transformaciones de Möbius y la acción es triplemente
transitiva (corolario 4.1.10). Por lo tanto, existe un elemento g ∈ PSL2(C) tal
que

g · a0 = 0, g · a1 =∞, g · a2 = 1, g · a3 = z,

por el teorema 4.1.9, z = [a0 : a1 : a2 : a3] es la razón cruzada de los vértices.
Por tanto las clases de congruencia de tetraedros ideales son parametrizadas

por z ∈ C \ {0, 1}. Extendemos la definición de razón cruzada a

[a0 : a1 : a2 : a3] = 0

siempre que ai = aj para alguna i 6= j.

Definición 5.4.2. Sea M una 3-variedad completa orientable no compacta de
volumen finito. Una triangulación ideal para M es una triangulación donde
todos sus tetraedros 4i son tetraedros ideales.

Observación 5.4.3. En [6] Epstein y Penner demuestran que este tipo de
variedades pueden ser descompuestas en poliedros ideales convexos, pero se
desconoce si esta descomposición puede ser subdividida en una triangulación
ideal.

Por esta razón, a partir de ahora vamos a suponer que cuando M es una
3-variedad hiperbólica completa orientable no compacta, esta tiene una trian-
gulación ideal.
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Definición 5.4.4. Sea M una 3-variedad hiperbólica y sean 41, ...,4n los
tetraedros ideales de una triangulación ideal en M. Sea zi ∈ C el parámetro
de 4i para cada i. Estos parámetros definen un elemento

β(M) =
n∑
i=1

[zi]

en el pre-grupo de Bloch. El elemento β(M) es llamado el invariante de Bloch
de M.

Observación 5.4.5. Neumann y Yang definieron el invariante de Bloch usando
triangulaciones ideales de grado uno, de esta manera está definido para toda
3-variedad hiperbólica de volumen finito, incluso las compactas, ver [18, Sec. 2]
para los detalles.

Si se tiene una cantidad finita de 3-simplejos geométricos y los pegamos
identificando las caras en pares, entonces, obtenemos un complejo (celular)
N , el cual es una variedad excepto posiblemente en los puntos aislados. Si
el complemento de esos puntos aislados es orientado llamaremos a N un 3-
ciclo geométrico. En este caso el complemento N −N (0) de los vértices es una
variedad orientada.

Definición 5.4.6. Supongamos que M = H3\Γ es una variedad hiperbólica.
Una triangulación ideal de grado uno de M consiste de un 3-ciclo geométrico
N junto con una aplicación f : N −N (0) →M que satisface

i) f es de grado uno casi en todo M ;

ii) para cada 3-simplejo S de N , existe una aplicación fS de S a un simplejo
ideal en H3, biyectiva de vértices, tal que f |S−S(0) : S − S(0) → M es la
composición p ◦ fS|S−S(0) , donde p : H3 →M es la proyección.

5.5. El invariante α(M) es el invariante de Bloch

En esta sección demostraremos que la clase caracteŕıstica α(M) de una 3-
variedad completa orientable de volumen finito M es igual a su invariante de
Bloch β(M), en particular, esto da una nueva prueba de que el invariante de
Bloch es independiente de la triangulación ideal, o desde un punto de vista
diferente, podemos calcular α(M) usando una triangulación ideal de M.

Para el resto del caṕıtulo vamos a considerar J(S2)SL2(C) como el modelo
para B(SL2(C),T).

Lema 5.5.1. [3, Lem. 2.2]

H3(B(SL2(C),T); Z) = H3(J(S2)SL2(C); Z) ∼= P(C).
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Demostración. Sea G = SL2(C). Recordemos que

H3(J(S2)G) = ker ∂3/Im∂4.

Sea Cn el grupo abeliano libre generado por las clases de los n-simplejos
(a0, ..., an)G de J(S2)G y sea (a0, a1, a2, a3)G ∈ C3, observemos que

∂3(a0, a1, a2, a3)G = (a1, a2, a3)G − (a0, a2, a3)G + (a0, a1, a3)G − (a0, a1, a2)G

= (0,∞, 1)G − (0,∞, 1)G + (0,∞, 1)G − (0,∞, 1)G = 0,

por lo tanto ker ∂3 = C3.

Notemos que toda SL2(C)-órbita de un n-simplejo en Cn podemos ver-
lo como (0,∞, 1, a1, ..., an−2)G, entonces, por el corolario 4.1.13 tenemos que
(a0, a1, a2, a3)G = (0,∞, 1, z)G, con z = [a0 : a1 : a2 : a3], la razón cruzada del
3-simplejo (a0, a1, a2, a3). Denotaremos por [z] = (0,∞, 1, z)G. Entonces,

∂4(0,∞, 1, x, y)G = (∞, 1, x, y)G − (0, 1, x, y)G + (0,∞, x, y)G − (0,∞, 1, y)G

+ (0,∞, 1, x)G

=

(
0,∞, 1, 1− x

1− y

)
G

−
(

0,∞, 1, 1− x−1

1− y−1

)
G

+ (0,∞, 1, y/x)G

− (0,∞, 1, y)G + (0,∞, 1, x)G

= [(1− x)/(1− y)]− [(1− x−1)/(1− y−1)] + [y/x]− [y] + [x].

Por lo tanto tenemos un isomorfismo

H3(J(S2)SL2(C); Z)→ P (C).

(a0, a1, a2, a3)SL2(C) 7→ [a0 : a1 : a2 : a3], (5.9)

donde [a0 : a1 : a2 : a3] es la razón cruzada del simplejo (a0, a1, a2, a3).

Por el lema 5.5.1 tenemos que α(M) ∈ P(C).

Observación 5.5.2. Sea M una 3-variedad hiperbólica no compacta completa
orientable de volumen finito. Sea p : H3 → Γ\H3 = M el cubriente universal
de M . Entonces, M levanta a un poliedro ideal, fundamental, exacto y convexo
P de Γ [11, Thm. 11.2.1]. Una triangulación ideal de M da una decomposición
de P en un número finito de tetraedros ideales. Luego, por el teorema 1.3.20,
P = {gP | g ∈ Γ} es una teselación exacta de H3, esta descomposición de P
da una triangulación ideal de H3.

Teorema 5.5.3. Sea M una 3-variedad completa orientable de volumen finito.
Entonces α(M) = β(M).
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Demostración. Por la observación 5.5.2 tenemos que una triangulación ideal
de M da una triangulación ideal de H3. Como en el ejemplo 5.2.3, sea C el
conjunto de puntos cúspide y sea Ŷ = H3∪C, el cual es el resultado de añadir los
vértices del tetraedro ideal de la triangulación ideal de H3. Entonces, podemos
considerar a Ŷ como un complejo simplicial con vértices dados por los puntos
cúspide.

Para probar el teorema, usaremos la versión simplicial de la Γ-aplicación
Ŷ → J(S2) dada en (2) del corolario 5.2.5. Consideremos J(S2) como la rea-
lización geométrica de un complejo simplicial que vimos en el ejemplo 5.2.6.
Considerando a Ŷ como la realización geométrica de su triangulación ideal y
como sus vértices son los puntos cúspide C ⊂ C, tenemos que la Γ-aplicación
Ŷ → J(S2) esta dada por la realización geométrica de la Γ-aplicación simplicial
equivariante

Ŷ → J(S2)

(a0, a1, a2, a3) 7→ (a0, a1, a2, a3).

La composición (5.6) induce en 3-cadenas la aplicación

C3(M̂) → C3(J(S2)SL2(C))

(a0, a1, a2, a3)Γ 7→ (a0, a1, a2, a3)SL2(C) = (0,∞, 1, z)SL2(C),

donde (a0, a1, a2, a3)Γ (respectivamente (a0, a1, a2, a3)SL2(C)) denota la Γ-órbita
(respectivamente SL2(C)-órbita) del 3-simplejo (a0, a1, a2, a3) y z es la razón
cruzada [a0 : a1 : a2 : a3].

Sean ∆i = ∆(aio, a
i
1, a

i
2, a

i
3), i = 1, ..., n, los tetraedros ideales de una trian-

gulación de M y zi = [ai0 : ai1 : ai2 : ai3] ∈ C es el parámetro de ∆i para cada

i, ahora es claro que salvo el homomorfismo (5.7) la clase fundamental [M̂ ] es
enviado al invariante de Bloch β(M)

H3(M̂)→ H3(J(S2)Γ) → P (C)

[M̂ ] 7→
n∑
i=1

(ai0, a
i
1, a

i
2, a

i
3)Γ 7→

n∑
i=1

(ai0, a
i
1, a

i
2, a

i
3)SL2(C) =

n∑
i=1

[zi].

Para el caso cuando M es compacta, siguiendo [[18], Chap.2] elegimos una
triangulación ideal de grado uno de M dada por un 3-ciclo geométrico Y y una
aplicación f : Y − Y (0) →M con |Y | = M . Como en [[18], Chap.2], formamos
pull-back cubriente

̂Y − Y (0) //

��

H3

��
Y − Y (0) // M
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y completamos para obtener un complejo simplicial Ŷ con una Γ-acción (que
es libre exepto tal vez en los vértices). Por el corolario 5.2.5 existe una Γ-

aplicación Ŷ → J(S2) y podemos sustitúır H3 por ESL2(C). Tomando los
cocientes por SL2(C) y Γ obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

(Y − Y (0)) //

f

��

M

��
BSL2(C) k // B(SL2(C),T)

donde Γ\Ŷ = Y = M . El resto de la prueba es como para el caso no compacto

con este Ŷ .

Por el teorema 5.5.3, podemos calcular α(M) mediante triangulaciones ide-
ales.

Ejemplo 5.5.4. Sea M = S3 −K, donde K es el nudo 8. M tiene una trian-
gulación ideal dada por los tetraedros

41 = (0,∞, w,−1)

42 = (0,∞, w + 1, w),

con w = e2πi/3 = −1
2

+ i
√

3
2
.

Sean φ(z) = z
w

y ψ(z) = z
w+1

. Entonces,

φ(0) = 0, φ(∞) =∞, φ(w) = 1, φ(−1) = −w−1 = z1, y

ψ(0) = 0, ψ(∞) =∞, ψ(w + 1) = 1,

ψ(w) =
w

w + 1
=

w

w + 1

w−1

w−1
=

1

1 + w−1
,

Luego, 1 + w−1 = 1 + w = 1
2
− i

√
3

2
, de donde obtenemos

(1 + w−1)−1 =
1

2
+ i

√
3

2
= −w−1,

entonces z1 = z2 = w + 1.
Por lo tanto

β(M) = 2[w + 1].
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