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Resumen

En este trabajo se retinen los conceptos fundamentales de las medidas aleato-
rias. De los resultados que se presentan demostraremos sélo los que considere-
mos pertinentes o cuyas demostraciones son ilustrativas. En la primera parte
del trabajo daremos las definiciones principales y haremos un estudio del es-
pacio de las medidas desde un punto de vista topolégico. En la segunda parte
nos enfocaremos en las medidas completamente aleatorias, las cuales tienen
la propiedad de otorgar medidas independientes en conjuntos disjuntos. En
esta ultima parte se utilizara el exponente caracteristico para demostrar un
teorema de descomposicién y uno de caracterizacion de la distribucién para
este tipo de medidas.



Introduccion

El estudio de las medidas aleatorias (m.a.) surge de manera natural al ser
una generalizacion del concepto de proceso puntual, ademas es un tema que
conjunta la teoria de probabilidad y de medida.

Las m.a. son utiles para modelar distintos fenémenos, ejemplos de ellos
pueden consultarse en: Briz(1999)[5] aplicado a la reforestacién; Kratz M. &
Picco P.(2004)[18] en vidrios de spin; y en Griffin & Walker(2009)[11] apli-
cado a datos de distribucién estelar y acidez. Estos y otros trabajos muestran
la cantidad de aplicaciones recientes que tiene el tema a la par que exhiben
su demanda actual.

En el libro de Kallenberg(1983)[14] se da un buen compendio del tema
y trabajos como los de Kingman(1967)[16] y Jagers(1974)[12] plantean el
panorama basico de las medidas aleatorias. También se puede consultar el
libro de Kingman(1993)[17] donde se expone de manera clara y breve el caso
particular del proceso Poisson. Para enfoques més recientes son recomen-
dables Daley & Vere-Jones(2008)(8] y Cont & Tankov(2004)[7], este ultimo

cuenta con diversas aplicaciones en el area de finanzas.

Este trabajo se divide en dos partes:

= En la primera plantearemos una topologia para el conjunto de las medi-
das utilizando la métrica de Lévy para definir los conjuntos abiertos, nos
basamos en las ideas de Grandell(1977)[10]. Utilizaremos ampliamente
resultados de convergencia en distribucion de variables aleatorias los
cuales pueden ser consultados en Billingsley(1968)[3] y Chung(2001)[6].
En esta parte plantearemos las bases necesarias para definir las m.a.

= Fn la segunda parte nos enfocaremos en las medidas completamente ale-
atorias (m.c.a.), las cuales toman valores independientes en conjuntos
disjuntos. Demostraremos dos resultados que expone Kingman(1967)[16].



El primero nos dara una descomposiciéon de una m.c.a. en una con ato-
mos fijos méas otra sin ellos. Con el segundo resultado obtendremos una
caracterizacion distribucional de las m.c.a. sin atomos fijos.

La motivacién para seleccionar el tema de medidas aleatorias fue dada
por los cursos de Probabilidad, Procesos Estocasticos y Anélisis Real. En
estos cursos se aborda este tema de manera tangencial, lo cual animé mi
interés en conocer mas sobre él.

Agradezco al Posgrado en Ciencias Matematicas por permitirme cursar
la Maestria en Ciencias, en particular expreso mi reconocimiento a los pro-
fesores que la componen.



Parte I: El espacio de las
medidas

1.1. Definiciones principales

El concepto de medida aleatoria se utiliza para describir fenémenos cuyas
observaciones puedan interpretarse como los resultados de una medicion, lo
cual nos lleva a la siguiente definicién:

Definicién 1 (Medida aleatoria).

Dado un espacio de probabilidad (Q, F,P) y un espacio medible (S,.A) se
tiene que el proceso estocdastico ¢ = {d(A)}acu = {Pp(A,w) : A€ Aw e Q}
es una medida aleatoria (m.a.) si cumple:

i) La funcion ¢(-,w) es una medida en (S,.A) para toda w € €.

i) La funcion ¢(A,-) es una variable aleatoria (v.a.) en (2, F,P) para
toda A € A.

En caso de cumplir también

iii) Para conjuntos ajenos {A;}ier C A las variables aleatorias {¢(A;) bier
son independientes, donde I es un conjunto de indices cualquiera.

se le llamard medida completamente aleatoria (m.c.a.).
Como ejemplos de la definicién anterior tenemos:

Ejemplo 1 (Medida aleatoria).
Sea (S, A) = (R, B(R)) y © una v.a. no negativa. Definimos entonces

#(A) = ON(A) VA€ B(R),

donde )\ es la medida de Lebesque en R. Es inmediato que ¢ cumple con los
supuestos de ser una medida aleatoria.



Ejemplo 2 (Medida completamente aleatoria).
Sea (S, A) = (R,B(R)) y sea X = {X:}i>0 un proceso cadlag no decreciente
con incrementos independientes. Definimos

o(a,b] = Xp — X, Va,b e R,a <b.

Una demostracion de que ¢ se extiende a una m.c.a en (R, B(R)) se puede
consultar en Dudley(2004)[9] capitulo 3, y la independencia ¢ en conjuntos
disjuntos se obtiene de la independecia de los incrementos.

Nosotros nos enfocaremos al estudio de m.a. bajo el espacio medible
(S, A) = (R, B(R,)). La motivacién, para trabajar en este espacio, es que
dada una funcion de distribuciéon F' de una v.a. no negativa, podemos definir
la funcion

p(a, bl = F(a) — F(b) Va < b,a,b eR, (1.1)

la cual se puede extender de manera tnica a una medida en (R, B(R,)). Lo
anterior se utiliza para investigar las posibles medidas de probabilidad que
se le pueden asociar a fenémenos aleatorios.

1.2. La convergencia débil

Para poder plantear una topologia en el conjunto de las medidas uti-
lizaremos algunos resultados de convergencia de débil. Al trabajar con este
tipo de convergencia debemos ser cuidadosos ya que pueden ocurrir ciertos
fenémenos como muestran los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.

Sea X,, = ¢, con ¢, € R tal que ¢,, — 0 con co, > 0 y cop1 < 0. Entonces
X, — 0 puntualmente pero el comportamiento de las medidas de probabilidad
asociadas ji, () = P[X € -] tienen ciertos inconvenientes. Sea I un intervalo:

» Si0¢ 1, donde I es la cerradura de I, entonces
lim jia (1) = 0 = p(1).
s 510 € I° donde I° es el interior de I, entonces

li7rln,un(l) =1=u(I).

» Sil = (a,0) o0l=1(0,b) entonces lim p,(I) no existe ya que p,(I) va
alternando los valores 0 y 1; pero u(I) = 0.
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» Si I =(a,0] o I=10,b) entonces lim p,(I) no existe ya que p,(I) va
alternando los valores 0 y 1; pero u(I) = 1.

Ejemplo 4.

Sea X,, = ¢, con ¢, € R tales que ¢, — oo. Entonces tenemos que
X,, — o0 puntualmente. Ain cuando X = oo es una v.a. se tiene el problema
de que para todo intervalo finito (a,b) C R lim, p,(a,b) = 0.

Para remediar este tipo de problemas utilizamos las siguientes defini-
ciones, en las cuales siempre pedimos que la funcion a la que se converge sea
también una funciéon de distribucién. Otra manera de solucionar este tipo
de problemas es definiendo las medidas de subprobabilidad lo cual se puede
consultar en Chung(2001)[6] pagina 85.

Definicién 2 (Convergencia débil).

Dadas las funciones de distribucion {F,}nen y F en R se dice que F,
convergen débilmente a F, en notacion F, — F si para todo punto x € R*
donde F' es continua se tiene que lim,, F,, () = F(x). Se dice que las medidas
de probabilidad i, generadas por las distribuciones F,, convegen a la medida
de probabilidad p generada por F' si F,, — F' lo cual se denotard por i, — L.

Un conjunto medible se dice que es de p-continuidad si u(0A) = 0, donde
0A es la frontera de A. Notemos que el conjunto JA es medible ya que es
la interseccion de dos limites de conjuntos medibles y por lo tanto es medible.

Tenemos el siguiente resultado cuya demostracion se puede consultar en
Billingsley(1995)[4] teorema 29.1 y Chung(2001)[6] teoremas 4.3.1 y 4.3.2.

Teorema 1.
Si {un}>2, y 1 son medidas de probabilidad en (R,B(R)) entonces se
tienen las siguientes equivalencias:

i) pn — p.

i) Wm, [ fdp, = [ fdp para toda funcién continua y acotada f.
iii) limsup,, 1, (C) < pu(C) para todo conjunto cerrado C.
i) liminf, pu,(G) > w(G) para todo conjunto abierto G.

v) lim, p,(A) < p(A) para todo conjunto p-continuo A.

vi) Para cada intervalo finito (a,b) y e > 0 existe un N € N tal que para
todon > N

pla+eb—e)—e < pu(a,b) <pla—eb+e)+e.



vii) Para cada intervalo de continuidad (a,b) de u se tiene que p(a,b] —
pi(a, b.

viii) Para cada §,6 > 0 existe un N € N tal que si n > N entonces para
cada intervalo (a,b) con a,b € R se tiene que

pla+0,b—0) —e < pp(a,b) < pla—356,b+9)+e.

Del teorema anterior los puntos que utilizaremos serén i) e vi), este ulti-
mo en especial definira la métrica de Lévy. Como nos enfocaremos en medidas
sobre (R, B(R)) usaremos la notacién u(z) = ul0,z) para x € Ry ya que
los valores de [0, x) determinan los valores de p en todo B(Ry).

Denotaremos por M al conjunto de las medidas sobre R tales que u(0) =
0y pu(z) < oo para toda = € Ry. Para poder exhibir la topologia de M
definiremos topologias en los conjuntos

M = {j € M: p() = p(n),z > n}

donde n € N. Se observa entonces que las medidas de M™ tienen la particu-
laridad de que su masa esta concentrada en el intervalo [0, n]. Definamos la
siguiente métrica en M".
Definicién 3 (Métrica de Levy).

Se define la métrica de Lévy de uq, o € M™ como

d"(p, po) = f{h > 02 (= h) = h < pa(x) < g+ h) + h.
Demostremos que d" en la definicién anterior efectivamente es una métri-
ca.

Proposiciéon 1.
d" es una métrica en M™.
Demostracion.

Sean pu1, pi2, i3 € M™. Es inmediato que d"™ (1, p2) = 0siy s6lo si pq(x) =
p2(z) para toda x € Ry. Por otro lado

d"(pm; p2) = fnf{h > 0 (2 = h) = h < pa(@) < e+ h) + h}

:ir;g{h >0:pm(x—h)—h<p(x)} A 1'r>1£{h >0 po(x) < pa(x +h)+h}
=Mf{h > 0:m(y) < paly +h) + A} Aff{h > 0 paly —h) —h < pu(y)}
=Mf{h > 0: pa(y —h) —h < puly) < pa(y +h) + b}

:dn(:u% :U“l)'



Ahora demostraremos la desigualdad del triangulo para d”. Sean hqs, hog €
R, tales que his > d™(p1pi2) hag > d™(usp3), entonces para x € Ry tenemos

p1(z) < po(z + hig + hia < ps(z + hig + hos) + hio + hos

pr () > po(r — hig — hig > pg(x — hia — hag) — hia — hag
lo cual implica que
d" (1, pg) < hag + hog

con lo cual se demuestra que d™ (1, pz) < d™(p1, o) + d™(pz, p3)- O

A continuacién definiremos el espacio métrico (M, d). Para cada n € N
tenemos las funciones no negativas f, : R, +— [0, 1] dadas por

1 sizel0,n—1)
falx)=< n—x size€[n—1n) , (1.2)
0 si z € [n,00)

y con ellas definimos para cada i € M las medidas!

- /0 (@)

Dado que existe una relacion uno a uno entre la medida p y la sucesién
de medidas {p(™}2° | utilizando que pu(t) = p™(t) si t < n — 1, utilizaremos
a las {u(™}°° | para definir la métrica en (M, d).

La equivalencia anterior nos es necesaria ya que si uno definiera ;™ (t) =
p(n A t) ocurrirfa que j — g no implicaria u — p™. Por ejemplo si
p(z) = Igz>1y entonces tendrfamos que p'(z) = Iasy = =1y que no
define una medida.

Con lo antes mencionado definimos la siguiente funciéon cuya compro-
bacién de ser métrica en M se puede consultar en Dudley(2004)[9] proposi-
cion 2.4.4.

Definicién 4.
Definimos la métrica d : M x M — [0,1) para pq, g € M como

o0 (n) (n ))

:ul y Mg
,LL17,LL2 n
Z 1+d”(u1 L u5))

Wer Bartle(1966)[2] lema 4.3(b).



Como primer resultado de la definiciéon anterior tenemos:

Teorema 2.
Sean p, {p}e2, € M entonces d(pg, ) — 0 si y sdlo si p — p.

Demostracion.

Utilizando el lema 3 de Grandell(1977)[10] tenemos que d(py, ) — 0 si
y s6lo si para toda n € N u;") — u™,

Supongamos i — p. Las funciones f,, que definimos en (1.2) pertenecen
al conjunto Cy(S) de todas las funciones reales continuas acotadas con do-
minio en S. Para toda n € N tenemos que el producto f x f, € Cy(S) para

toda f € Cp(S), con lo cual se demuestra que d(uy, 1) — 0 entonces n € N

M(n) um.

Supongamos que para toda n € N /L](Cn) — u™. Sea f € Cy(S) entonces
como f tiene soporte compacto en particular tiene soporte finito; sea n* € N
tal que para toda x > 0 se tenga que f(x)f,(z) = f(z) donde las funciones
fn son como en (1.2). Obtenemos

[ tdwe= [ o= [ i = [ gau = [ gan

donde la ultima igualdad se sigue del hecho de que el soporte de f esta
contenido en [0,7]. Con lo cual hemos demostrado si para todan € N uggn) —

p™ entonces d(juy, i) — 0. O

Denotaremos por B(M) a la o-édlgebra de borel generada por el conjunto
de abiertos respecto al espacio métrico (M, d); con lo cual hemos logrado
obtener una topologia en el espacio de las medidas.

Utilizando la topologia en el espacio de las medidas podemos definir de
manera equivalente a las medidas aleatorias como transformaciones medibles

de (2, F,R) a (M, B(M)) lo cual puede ser consultado en Grandell(1977)[10].



Parte II: Medidas
completamente aleatorias

En esta parte del trabajo demostraremos dos resultados expuestos en
Kingman(1967)[16]. El primero nos dard una descomposicién de una m.c.a.
en una con atomos fijos mas otra sin ellos. Con segundo resultado obten-
dremos una caracterizacién distribucional de las m.c.a. sin atomos fijos.

2.1. Distribucion de una m.c.a.

En general al estudiar una m.a. ¢ nos es necesario tener las distribu-
ciones conjuntas de {¢(B;)}?, con B; € Ay n € N, lo cual implicaria tener
conocimiento de una cantidad enorme de distribuciones. Este problema es
una de las razones por las cuales trabajar con m.c.a. es mucho mas sencillo
que trabajar con m.a., ya que s6lo es necesario el conocimiento de las dis-
tribuciones de ¢(A) para toda A € A para definir las distribuciones conjuntas
de {¢(B;)},. La justificacién es la siguiente:

Supongamos que queremos conocer la distribucién de {¢(B;)}r, para
todas {B;}; C Ay n € N. Si para cada j € {1,...,n} definimos

B, :={BiN...NB; ,NB;NB;,,N...N By : Bf = B; o bien , B} = B{ },

tenemos que los elementos de B; son disjuntos y que B; = |JB;, entonces

&(B;) =Y (b)),

bj €B;

y con ello podemos expresar a la distribucién conjunta de { B;}-_; en términos
de los productos de las distribuciones de {b; : b; € B;,i = 1,...,n} ya que
estos conjuntos son disjuntos y por lo tanto sus medidas son independientes.



2.2. Exponente caracteristico

La siguiente familia de funciones nos permitira trabajar de manera mas
sencilla con las m.c.a.

Definicién 5 (Exponente caracteristico de ¢).
Sea ¢ una medida completamente aleatoria, para cadat >0 y A € A defini-
mos el exponente caracteristico \i(A) : A — Ry asociado a ¢ por

M(A) := —logE [e_t‘b(A)}
donde utilizaremos que log0) = —oo.
Por cémo fue definida \; tenemos que para todast € R, y A € A:
i) 0 < N(A) < 0.
i) M(A) =0 <& ¢(4)=0.

El conjunto {\; };~0 es un conjunto de medidas absolutamente continuas
entre sl.

iii) M(A) =00 & @A) = oo

Junto con i) obtenemos que el conjunto {\;};~o toma valores finitos
(o infinitos) de manera conjunta.

El resultado i) es inmediato de la definicién de A;. Tanto ii) como iii) se
siguen de que ¢(A) > 0 para toda A € A y del hecho de que la funcién
exponencial cumple que e* > 0 para toda x € R, ¢* = 1 si y s6lo si x = 0
y del hecho de que e* — oo cuando x — oo. Entonces tenemos la siguiente
proposicién:

Proposicién 2.
Sea N\, el exponente caracteristico asociado a una m.c.a. ¢. Entonces para
cada t > 0 \(-) es una medida en (S, .A).

Demostracion.
Es inmediato que

Ae(0) = —1ogE [e#?P] = —1ogE [ 7] = 0.

Por otro lado si los conjuntos {4, }nen C A son disjuntos con A = U, A,
utilizando que {¢(A,,)}nen son independientes y no negativas tenemos que

fr ]

n=1

M(A) = —logE [e*t‘z’(uleA")} = —logE [e*tzzozl‘ﬁ(A")] = —logE

= —log H E [e_w(A")} = — Z logE [e‘t‘b(A”)] = Z A (Ar)
n=1 n=1

n=1
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En la primera igualdad de la segunda linea utilizamos el teorema de con-
vergencia dominada y en la iltima igualdad utilizamos que los sumandos son
positivos por lo cual podemos hacer el intercambio en el orden de la suma.

[]

El siguiente conjunto lo utilizaremos principalmente cuando estudiemos
la representaciéon de Lévy-Kinchin de las medidas completamente aleatorias.

Definicién 6 (Conjunto ideal).
Para t > 0 definimos al conjunto ideal como

O:={AcA: \A) <o}

Utilizando lo antes mencionado tenemos que © esta bien definido y no
depende de t. Ademas como

MA) <o & E[le™d]£0 o Plp(A) < o] >0
tenemos que otra manera de expresar al conjunto ideal es
O={AcA:P[p(A) < 0] >0}

con lo cual vemos que

AcO & 6A)#

Para poder exhibir mas propiedades de los exponentes caracteristicos
pediremos que cada uno sea o-finito, lo cual es equivalente a la siguiente
condicion.

Definicién 7 (Condicién ().
C: Eriste {Cp}nen C A particion® de S tal que P [¢(C,) < oo] > 0 para toda
n € N.

En lo que resta de este trabajo supondremos que C es cierta.

2.3. Descomposicién de una m.c.a.

A partir de ahora supondremos que si x € S entonces {z} € A. En esta
seccion consideraremos las medidas atémicas, para lo cual requerimos las
siguientes definiciones:

2No es necesario abordar el caso de que los conjuntos no sean disjuntos ya que a partir
de ellos podemos hacer una sucesién disjunta de conjuntos al utilizar una idea similar a la
del segundo pérrafo de la seccion 2.1
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Definicién 8 (Medidas no-atémicas).

Sea (S, A, 1) un espacio de medida. Se dice que el conjunto A € A es un
dtomo de p si 0 < p(A) < oo y para cada C C A con C € A se tiene que
w(C) =0 o bien p(C) = p(A). Se dice que una medida p es no-atémica si
no tiene ningun dtomo.

Utilizando el teorema 1.4 de Johnson(1970)[13] y la observacién hecha
después de la definicion de exponente caracteristico tenemos que el conjunto
{At}i=0 tiene los mismos atomos. Por lo anterior podemos definir de manera
adecuada el conjunto de dtomos de {)\;};~o como

A:={xeS: N{z}) >0}

y entonces utilizando otra vez la observaciéon antes referida tenemos que

reA < Plp({x}) >0]>0.

A los elementos del conjunto A se les llama atomos fijos de ¢ ya que estos
siempre tienen masa con probabilidad positiva; lo cual nos da una nocién de
no ser aleatorios en particular en el caso de medidas puntuales simples.

Observemos que al suponer que se cumple C cada {\};50 es o-finito
entonces tendremos que a lo mas A es numerable, ya que de lo contrario
tendriamos que existe algin C),, con medida infinita utilizando el siguiente
resultado:

Lema 1.

Sea (S, A, 1) un espacio de medida tal que {x} € A para todo z € S y sea
C € A un conjunto no numerable tal que pu({x}) > 0 para toda x € C,
entonces u(C) = oo.

Demostracion.

Definimos A,, = {z € C : pu({z}) > 1/n} se tiene que C' = |J,, A,. Dado
lo anterior se tendrd que algin A,, serd un conjunto no numerable, de lo
contrario se habria logrado hacer una enumeracién de C', entonces si tomamos
un subconjunto numerable Q C A,,, obtenemos que

TEEYIZSES STEIED s

x€Q z€Q

Tenemos entonces el siguiente resultado.
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Teorema 3.
Sea ¢ una m.c.a. que satisface la condicion C. Entonces ¢ se puede des-
componer en

¢:::¢f%_¢h
donde ¢¢ y ¢1 cumplen:
i) ¢ y $1 son m.c.a. independientes.
i) ¢y tiene la forma
$r(A) =) p(@)eny VAEA,
TEA

donde {o(x)}zen son v.a. independientes.

iii) &1 no tiene dtomos fijos; es decir
¢1({z}) = 0.

Demostracion.

Como A es numerable y {z} € A para toda = € S, tenemos que A €
A. Ahora utilizaremos al conjunto A para descomponer a nuestra medida
aleatoria. Para cada punto fijo z € A definimos

p(x) = o({x}).
Entonces la variable aleatoria ¢(z) es independiente de los valores que

toma ¢ en los subconjuntos medibles de S — {x}. En particular las variables
aleatorias {¢()}.ea son independientes. Definimos las medidas *

¢5(A) = o(ANA)  ¢1(A) = ¢(ANAT),

estas son m.c.a. al ser la restriccion de una m.c.a. sobre los conjuntos
medibles A y A¢, también satisfacen C y cumplen

¢:¢f+¢1~

Como los conjuntos A y A° son disjuntos tenemos que las m.c.a ¢ y ¢
son independientes. Ademés por como fue definido ¢ se cumple

05(A) = p(ANA) =) d(AN{a}) =D w(@)ea-

reA TEA

]

En la siguiente seccion nos enfocaremos en m.c.a. las cuales no tengan
atomos fijos; es decir, aquellas que cumplen que para cada x € S se tenga

que Plp({z}) > 0] = 1.

3Con respecto a este tipo de descomposiciones se puede consultar los resultados que
exhiben Dudley(2004)[9] en la pagina 110 y en Johnson(1970)[13] teorema 2.1
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2.4. Representacion de medidas completamente
aleatorias

A continuacién mostraremos dos formas de representar a las medidas
completamente aleatorias; la primera como procesos infinitamente divisibles
y la segunda a través de su representacion de Lévy-Kinchin.

2.4.1. Representacion en procesos infinitamente divisibles

Sea ¢ una m.c.a. que cumple la condicién 0 y que no tiene atomos
fijos. Tenemos entonces que los exponentes caracteristicos {\;}:~¢ asocia-
dos a ¢ son no atéomicos. Utilizando el resultado exhibido en Armstrong &
Prikry(1981)[1] tenemos el siguiente lema.

Lema 2.
Si (S, A, \) es un espacio de medida no atémico y A € A con \(A) =
a < oo entonces para cada n € N existe una particion {Al(-n) ? . de A tal que

A(AM) = % Vie{i,...,n}.

Demostracion.
En el articulo Armstrong € Prikry(1981)[1] se demuestra que para toda
b e (0,a) existe un E C A medible tal que

M(E) = b.

Sea n € N fija, entonces definimos el conjunto medible Ag") C A como
aquel que cumple con

a
(AP = =
(A7) =2

y de manera recursiva definimos AZ(»") dados Agl), . 7141@1 como el conjunto

medible A™ c A\ Uj;lAg-n) tal que cumple A(A™) = 2, donde utilizamos

el hecho de que el conjunto A \ U§;11A§n) es medible y que
a(i —1)

NA\UZ AT = =—,

con lo cual se obtiene el resultado. O

Como consecuencia de este lema tenemos que

Y

E [6_¢(A§n>)] = eo/n
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y utilizando la desigualdad de Markov se obtiene que para todo ¢ > 0

E [1 _ ed»(AE"’)]

1—ec

P[o(AM) > o] =P [1- ) > 1 -] <

Esta ultima cota nos da como resultado la propiedad

lfm méx P [¢(A§”)) > c} — 0,

n—oo 1<j5<n

entonces se dice que los conjuntos {AE”)}i,neN son uniformemente asintética-
mente nulos*. La propiedad anterior junto con el hecho de que

o(4) = Y o(4")

implican que las variables aleatorias {¢(A)} 4co son infinitamente divisibles®;
la demostracion puede ser consultada en la proposicion 3.4.1 de Matthes, Ker-
stan & Mecke(1978)[20] o de manera mas extensa en el capitulo VI seccién
23 de Loeve(1977)[19].

2.4.2. Representacion de Lévy-Khinchin

En Kendall(1963)[15] se exhibe la representacién de Lévy-Khinchin para
una v.a. no negativa; utilizando este resultado tenemos que para toda ¢t > 0
y para toda A € A

E [e7*™)] = exp {— /O (e, 2)T(A, dz)} , (2.3)

donde I'(A, -) es una medida finita en (R, B(R)) v

1— —tz
1—6_Z si oz > O,t >0
k(t, Z) = - € 1— e_tz (24)
t:h'mz_ﬂl— si z=0,t>0
— 6*75

4Esta es una traduccién del término uniformly asymptotically negligible. También se
le puede encontrar como uniformemente casi nulo (uniformly almost negligible) y como
descomponible (decomposable).

SPara mayores referencias sobre el tema de v.a. infinitamente divisibles se pueden
consultar los libros de Matthes, Kerstan & Mecke(1978)[20], Steutel & Harn(2004)[22]
y Sato(1999)[21].
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Utilizamos la notacion I'(A, -) para hacer énfasis en la dependencia de la
medida I' con respecto al conjunto A € A. Existen entonces dos aspectos a
analizar:

» Fl tipo de dependencia de la medida I'(A, -) con respecto a A € A.

» Utilizando la expresion (2.3) tenemos que
M(A) :/ KL 2)D(A d2); VE>0NVAE€O,  (25)
0

entonces nos interesa como extender esta expresion para toda A € A.
Con respecto a estos puntos tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.
Sea ¢ una m.c.a. que satisface la condicion G y sin dtomos fijos, entonces
existe una unica funcion I' : A x B(R,) — R, tal que

i) T'(A,-) es una medida en (Ry, B(R})) para toda A € A.
ii) T'(-, E) es una medida en (S, A) para toda B € B(R,).
i)
M(A) = /0 TR AT(Adz), ViSO0VAEA  (26)
donde k(-,-) esta definida con la ecuacion (2.4).

Demostracion.

Definimos a I'(A,-) como la medida finita en (R, B(R,)) asociada a la
representacion (2.3), con lo cual quedan demostrados i) e iii). Para demostrar
ii) primero demostraremos la o-aditividad de I'(-, B) en © para toda B €
B(R.). Sea A, € © tales que Uy° ; A, = A € O, entonces para toda ¢t > 0

/O TR AT d2) =h(A) = 3 (A = 3 /0 k(L )T (An, d2)

—/OO k(t, 2)T"(An,dz)

donde defimos a IV con la relacién

T'(A) = T(An,).
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Veamos entonces que IV = I'. Al hacer ¢t = 1 y utilizando que k(1,2) =1
obtenemos

F(A,I&):/OOF(A,dz):/OOF’(A,dz):F’(A,dz),

entonces I'V(A, ) es finita.
Como estamos suponiendo que A € © tenemos que

/OO k(t, 2)T(A, d2) = A (A) < oo,

lo cual nos permite demostrar que I' y I tienen la misma transformada de
Laplace ya que

/OO e "I'(A,dz) = /oo[k:(t +1,2) — k(t,2)]T'(A, dz)
_ /Oo[k;(t +1,2) — k(t, 2)]T(A, d2)

= / e "T'(A, dz),
0

por lo tanto I' = I'". Entonces

= T(4,.").

para toda A, € ©, A = U° A, € O, con lo cual hemos demostrado la
o-aditividad para conjuntos de O, ahora extenderemos esta propiedad a con-
juntos de A. Sea A € A y definimos la funcién T* : A x B(R,) — R,
como -
I*(A,-) =Y T(ANC,,") (2.7)
n=1
donde {C,}22, es la particion de S que nos hace cumplir la condicién C.
Veamos primero que I'* esta bien definida; como C,, € © para toda n € N
tenemos que C,, € © para toda n € N con lo cual es valida la operacion
I'(ANC,,-), por otro lado si tenemos otra particion {D,,}5°_, de S que hace
cumplir la condicién C entonces utilizando que I'(-, B) es una medida para
toda B € B(R, ), tenemos que

iF(AmDm,- iir ANCyN Dy, ) —iiF(AanmDm,-)
m=1

m=1n=1 n=1 m=1

:ir (ANC,,")
n=1
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lo cual demuestra que I'* esta bien definida. Por otro lado podemos observar
que para A € ©

T*(A,-) = f: T(ANCy,-) =T(4,-);

n=1

es decir, ['* es una extensién de I' para conjuntos en A.
Veamos que I'* es o-aditiva. Sea {A,,}5°_;, C Ay A=U_, A, entonces

T*(A, ") :ir ANC,,") Zr AN Cy,) = iirmmmcﬂ,-)
n=1

= n=1 m=1

:iirm NC,,) Zr* ms ).

m=1 n=1

Entonces sélo nos falta demostrar que I'* cumple con la ecuacion (2.6).
Seat>0yAec A

Z)\AHC

= / (t,2)['(ANC,,dz)

:/ k(t,Z) [ZP(AﬂCde)
_ / Tkt )T, d).

Con lo cual hemos logrado las propiedades deseadas para la funcién I'*.
]

Debido al teorema anterior existe una relacién univoca entre la distribu-
cion de ¢ y la funciéon I

= Si se conoce la funcion I' entonces se conoce E [€—¢(A)L la cual deter-
mina las distribuciones finito dimensionales de ¢.

» La distribucién de ¢ determina de manera tunica I' por medio de la
relacién (2.3); esta unicidad es A-casi en todos lados, donde A es la
medida de Lebesgue.
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Conclusiones

Aparte del interés intrinseco del estudio de las m.a. existen diversos
fenémenos, en areas como la fisica, biologia y finanzas, los cuales pueden
ser modelados por m.a.; por lo cual su estudio es de gran importancia.

Utilizando la topologia que definimos en el espacio de las medidas pode-
mos representar a las medidas aleatorias como transformaciones medibles de

(Q,F,R) a (M,B(M)).

De manera equivalente una m.a. se puede interpretar como una funcién
¢: Ax Qs Ry, donde (Q,F,P) es un espacio de probabilidad y (S,.4) un
espacio medible, con la caracteristica de que ¢(-, A) es una variable aleatoria
para toda A € Ay ¢(w,-) es una medida con respecto al espacio (S,.4) para
toda w € 2.

Con el supuesto de independencia en la definicién de m.c.a. se obtienen di-
versas propiedades que nos permiten cierta soltura en nuestros planteamien-
tos. Por ejemplo, si ¢ es una m.c.a. entonces la distribucién conjunta de
{6(A;)}ier para A; € A queda determinada al conocer la distribucién de
¢»(A) para toda A € A. Otra propiedad 1til es que si ¢ es una m.c.a. en-
tonces las variables aleatorias {¢#(A)} aco son infinitamente divisibles.

Al existir una relacién uno a uno entre la medida I'" del teorema 4 y
la distribuciéon de ¢ podemos estudiar que tipo de medidas I' se ajustan al
fenémeno que estamos estudiando en lugar de tener que trabajar directa-
mente con las m.c.a. las cuales pueden ser mas dificiles de ajustar. Este tipo
de idea es utilizada en el articulo de Brix(1999)[5], utilizando que I" pertenece
a la familia de las G-medidas.

El estudio de las medidas aleatorias me ha parecido de gran importancia

y con amplio campo de aplicacion, por lo cual me ha motivado a realizar mis
estudios de doctorado en este tema.
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