‘:‘

D NACIONAL AUTONOMA 5
)

(=N

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FAcuLTAD DE CIENCIAS

CURVAS DE PONCELET

T E S T S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

MATEMATICO

PRESENTA:
JUAN SALVADOR GARZA LEDESMA

DIRECTOR DE TESIS:
DR. PABLO BARRERA SANCHEZ

2011




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de Datos del Jurado

. Datos del alumno
Apellido paterno
Apellido materno
Nombres
Teléfono
Universidad
Facultad o Escuela
Carrera

1.

Datos del alumno

Garza

Ledesma

Juan Salvador

56 66 74 29

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Matematicas

Titulo
Numero de paginas
Afo

NUmero de cuenta 302204124

. Datos del tutor 2. Datos del tutor
Grado Doctor
Nombre Pablo
Apellido paterno Barrera
Apellido materno Sanchez

. Datos del sinodal 1 3. Datos del sinodal 1
Grado Doctor
Nombres Santiago Alberto
Apellido paterno Verjovsky
Apellido materno Sola

. Datos del sinodal 2 4. Datos del sinodal 2
Grado Doctor
Nombre Raymundo
Apellido paterno Bautista
Apellido materno Ramos

. Datos del sinodal 3 5. Datos del sinodal 3
Grado Doctor
Nombre Javier
Apellido paterno Bracho
Apellido materno Carpizo

. Datos del sinodal 4 6. Datos del sinodal 4
Grado Doctor
Nombre Santiago
Apellido paterno Lopez de Medrano
Apellido materno Sanchez
Datos del trabajo escrito 7. Datos del trabajo escrito

Curvas de Poncelet
348 p.
2011




Curvas de Poncelet

Juan Salvador Garza Ledesma

2 de junio de 2011



11

Agradecimientos y dedicatoria

Doy gracias por todo su apoyo a mi tutor, el Dr. Pablo Barrera Sanchez.

Agradezco el apoyo obtenido del proyecto SEP-PROMEP Aplicaciones de la optimizacion
numérica a la solucion de diversos problemas de computo cientifico, para llevar acabo este

trabajo en su primera etapa.

Agradezco también al matematico Jorge Contreras Reyes, con quien conversé continua-

mente durante la realizacion de este trabajo sobre el contenido del mismo.

Dedicado a Emiliano, Gina y nuestras familias. Muchas gracias por su compania.



Indice general

Prefacio

Lista de simbolos utilizados frecuentemente

I El plano euclideano

1. Introduccién

1.1.

1.2.

1.3.

La formula de Chaple-Euler . . . . . . . .. .. ... .. .. ... ... ...,
Cuadrilateros bicéntricos . . . . . . . . . ...
1.2.1. El Problema de Fuss . . . .. .. .. .. ... ... ...
Generalizaciéon del problema y plan del trabajo. . . . . . . ... ... ... ..
1.3.1. Porismo de Poncelet . . . . . .. ... ...
1.3.2. Lawversién compleja . . . . . . . . . ..o
1.3.3. Conexién con la teoria de curvas elipticas . . . . . . . .. ... .. ...
1.3.4. De vuelta al problema de Fuss y Steiner . . . . ... .. ... .....

1.3.5. Curvas de Poncelet . . . . . . . . .

iii

Xix

XXV



INDICE GENERAL

v
2. El porismo de Poncelet en R? 25
2.1. Las transformaciones de Mdbius complejas . . . . . . . ... ... 28
2.1.1. Transformaciones que preservan D . . . . . . . ... .. ... ... 31
2.1.2. Conexion con el porismo de Poncelet . . . . . ... .. ... ... ... 34
2.2. Productos de Blaschke finitos . . . . ... ... 0oL 39
2.2.1. Las elipses de Marden-Blaschke . . . . . .. ... ... ... ...... 42
2.2.2. Generalizacion de la formula de Chaple-Euler . . . . . . . ... .. .. 46
2.3. Primeros comentarios . . . . . . ... Lo o o 48
2.4. La demostracién de Jacobi . . . . . . ..o oL 50
2.4.1. Dos circunferencias . . . . . . . . ..o 50
2.4.2. Reinterpretacién: Una medida invariante . . . . . . . . ... .. .. .. 95
24.3. Doselipses. . . . . . 58
2.5. Conjugaciéon topologica . . . . . . . . . 60
2.6. Comentarios . . . . . . . . .. 67
II El plano proyectivo complejo 69
3. Nociones basicas de geometria proyectiva 71
3.1. Rectas y principio de dualidad . . . . . . . . ... ... oo 72
3.2. Transformaciones proyectivas . . . . . . . . . . ... L 74
3.2.1. Proyectividades en larecta . . . . . . . ... ... L. 7
3.3. Curvas algebraicas . . . . . . . . . . .. 79



INDICE GENERAL v

3.3.1. Polinomios . . . . . . . . ... 79

3.3.2. Curvas en el plano afin y proyectivo . . . . . . . . ... ... ... 80

3.33. Curvasen C2 . . . .. 84

4. Las cénicas 87
4.1. Interseccidén con rectas . . . . . . . . .. Lo 89
4.1.1. Laecuaciéon reducida . . . . . . . . ... 91

4.2. Estructura proyectiva y parametrizacion . . . . . .. ..o 94
4.3. Interseccién de dos conicas . . . . . . ... 96
4.3.1. Numeros de interseccion . . . . . . . . . ..o 97

4.3.2. Un caso especial del teorema de Bezout . . . . . . .. ... ... ... . 104

4.4. Haces de comicas . . . . . . . . . ... 107
4.4.1. Elementos degenerados deun haz . . . . .. .. ... ... ... ... 109

4.5. El replanteamiento del porismo de Poncelet . . . . . . .. ... .. ... ... 114
4.5.1. La variedad de Poncelet . . . . . .. .. ... .. ... .. .o 116

III Variable Compleja 123
5. Superficies de Riemann 125
5.1. Definicién y ejemplos . . . . . . . .o 125
5.1.1. Funciones analiticas e isomorfismos . . . . . . . ... .. .. ... ... 127

5.1.2. Ejemplos. . . . . . ... 129



vi INDICE GENERAL
5.2, Lawvariedad P . . . . . . . . L 132
D521, P essuave . . . .. ..o 133

5.2.2. P es un toro (versién intuitiva) . . . . ... ..o 135

5.3. Eltoro . . . . . e 138
5.3.1. Construcciéon mediante una latiz . . . . . . . ... ... ... ... .. 138

5.3.2. La proyeccién natural m . . . . ... ..o 140

5.3.3. Estructura compleja . . . . . . ... 141

5.3.4. Isomorfismos y automorfismos . . . . . . . . ... ... .. ... .. .. 142

5.4. Demostracion del porismo de Poncelet . . . . . . .. .. ... ... ... ... 146
5.4.1. Un breve resumen . . . . . . . . . . . ... 146

5.4.2. oy 7 son automorfismos . . . . . ... 147

54.3. mesunatraslacion . . . .. ..o 148

6. Funciones y curvas elipticas 151
6.1. Motivacion . . . . . . . . L 151
6.2. Funciones elipticas . . . . . . . . . 153
6.2.1. Definicién y propiedades basicas . . . . . . . . .. ... 153

6.2.2. La funcién p de Weierstrass . . . . . . . . . .. ... 156

6.3. Otras funciones asociadas a una latiz . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 160
6.3.1. Relacién con la funcion o . . . . . . ... o oL 161

6.3.2. Ceros y polos de una funcion eliptica . . . . . ... .. ... ... ... 162



INDICE GENERAL vii

6.4. La ecuacion diferencial de o . . . . . . ... oo 164
6.4.1. El discriminante modular . . . . . . . . . ... 000000 166
6.4.2. El problema de inversién . . . . . . ... ... 167

6.5. Curvaselipticas . . . . . . . . . . 168
6.5.1. P es un toro (versién formal) . . . ... ... Lo 168
6.5.2. Laestructurade grupo . . . . . . .. ..o o 171
6.5.3. Los puntos de torsion de C/A . . . . . ... 175
6.5.4. Los puntos de torsionde & . . . . . .. ... L. 178

6.6. El teorema de Cayley . . . . . . . . . . . 180
6.6.1. Comentarios . . . . . . . . . . ... 183

7. Polinomios y circunferencias de Poncelet 187

7.1. Introduccion . . . . . . oL 187

7.2. El problema de las circunferencias . . . . . . . . ... ... .. ... ... 188
7.2.1. Lasimetriao . . . . . . .. 189

7.3. Resultados . . . . . . . 191
7.3.1. Relaciones de recurrencia para los porismos de Poncelet . . . . . . . .. 191
7.3.2. Los polinomios de Poncelet . . . . . . ... ... ... ... ..., 192

7.4. La conexién con la teoria de funciones elipticas. . . . . . . . . .. ... .. .. 194
7.4.1. Relaciones de recurrencia . . . . . . . .. ... 194

7.4.2. La parametrizacion de P . . . . . . . . . ... 197



viii
7.5. Los polinomios de periodicidad y semiperiodicidad . .
7.5.1. Algunas propiedades de los polinomios p, v ¢,
7.5.2. Los polinomios ¢, y ¥, . . .. .. ... ...

7.6. Las circunferencias de Poncelet . . . . . . . . .. ..

IV El rango numérico

8. El campo de valores de un operador lineal
8.1. Imtroduccién . . . . . . . ...
8.2. Definicion y propiedades basicas . . . . . . ... . ..
8.3. Ejemplos; el lema de la elipse . . . . ... ... ...
8.3.1. Matrices diagonales . . . . . . ... ... ...
8.3.2. Matrices normales y unitarias . . . . . . . ..
8.3.3. Circunferencias y elipses . . . . . .. ... ..
8.3.4. Lemadelaelipse . ... ... ... ......
8.4. Resultados clasicos . . . .. .. .. ...
8.4.1. Convexidad; el teorema de Toeplitz-Hausdorff
8.4.2. Compacidad . . . . .. ... ... ... ...
8.4.3. Contencién espectral . . . . . . ... ... ..
8.5. El radio numérico . . . . . . . . ...
8.6. Cémo dibujar el rango numérico . . . . . . . . . . ..

8.6.1. Matrices hermitianas . . . . . . . . . . .. ..

INDICE GENERAL



INDICE GENERAL ix

8.6.2. Proyeccion real . . . . . ... 235

8.6.3. Algoritmo . . . . . . ... 236

8.6.4. Algunas imagenes . . . . . . . . ... 238

9. Curvas de Poncelet 245
9.1. Introduccion . . . . . . . .. 245
9.2. Construccién principal . . . . . .. .. 247
9.2.1. Caso particular . . . . . . . ... 247

9.2.2. Generalizacién . . . . . . . ..o 250

9.23. Galerfa. . . . . . .. 254

9.3. Suavidad de las curvas . . . . . . . . ... 269
9.3.1. Puntos afilados . . . . . . . ... 269

9.3.2. Eigenvalores normales . . . . . . .. .. ... L. 270

9.4. Los poligonos interinscritos . . . . . . . . .. ..o o 273
9.5. Epilogo. . . . . . 275
9.6. Invitacidn . . . . . . .. 276
Apéndices 278
A. Automorfismos del toro 281
A.1. Curvas en superficies de Riemann . . . . . . . . . ... .. ... ... ... .. 282
A.1.1. Homotopia . . . . . . . . . . . 283

A.1.2. Teoremas de levantamiento . . . . . . . . . . . . . ... ... 284



INDICE GENERAL

A .2. Caracterizacion de los automorfismos . . . . . . . . ... 287

. La funcién modular 289
B.1. Las funciones go, g3 . . . . . . . .. 289
B.2. La funcién modular J . . . . . ... 290
B.3. El grupomodular I' . . . . . . . ..o 291
B.4. Region fundamental para I' . . . . . . .. ..o 292
B.5. Laserie de Fourier de J . . . . . . . . . . ... 294
B.6. Losvaloresde J . . . . . . . . . 297
B.7. Solucion al problema de inversion . . . . . . .. ... 301

. Programa para graficar el rango numérico de una matriz 303
C.1. COdigo . . . v v o o 304

C.2. El radio numérico . . . . . . . . . 305



Indice de figuras

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

Circunferencia circunscrita. . . . . . . . . . . .o 3
Circunferencia inscrita. . . . . . . . . . . . oL L 3
Las circunferencias circunscrita e inscrita a un hexagno regular. . . . . . . . . . .. 4

La construccién del hexdgono puede repetirse para cualquier punto de la circunfe-

rencia exterior. . . . . . . . ... . e e e e e 4
Las circunferencias circunscrita e inscrita a un triangulo. . . . . . . . . . . . . .. )
Una infinidad de soluciones?. . . . . . . . . . . ... )
Un pentigono interinscrito a un par de curvas. . . . . . . . . . . . ... ... 6
Tridngulo inicial . . . . . . . .. L 7
Construcciones auxiliares . . . . . . . . . ... L. 7
Trazando un nuevo tridngulo . . . . . . . . . ..o 9
Un cuadrilatero bicéntrico . . . . . . . . . . oL 11
Un porismo de Poncelet . . . . . . . . . ..o 11
Cuadrilatero bicéntrico . . . . . . . . ..o 12
Calculando un lugar geométrico . . . . . . . . . . . . . ... 13

x1



xii

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

INDICE DE FIGURAS

Construyendo el ciirculo que circunscribe a los cuadrilateros . . . . . . . . . . . .. 14
El porismo de Poncelet para circunferencias y cuadrildteros . . . . . . . . . . . .. 16
Dando coordenadas a la figura original del problema de Fuss . . . . . . . . .. .. 17
Las circunferencias punteadas son inversas respecto a la original con centroen I . . 18
Prueba alternativa de la identidad de Fuss . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 19
El tridngulo rectangulo formado con los tridngulos semejantes de la figura 1.17 . . . 20
La transformacion de Poncelet . . . . . . . . . . . .. ... ... 25
Iteracién de la transformacion T, . . . . . . . ..o Lo 26

Podemos suponer que la elipse en que est4n inscritos los poligonos es una circunferencia 27

Traslacién por un complejo . . . . . . . . . L L. e 28
Dilatacién . . . . . . . Lo e e 29
Rotacidon . . . . . . . . L 29
La transformacion z — 1/z . . . . . . . . ... Lo 30
Un automorfismoen D . . . . . . . . ..o 32
Otra forma de determinar el automorfismo . . . . . . . . . . . ... ... L. 32
M, actuando en 9D . . . ... L L 34
Teorema 2.1 . . . . . . . e e e 35
Primer caso del Teorema 2.1 . . . . . . . . . . . .. L 35
Segundo caso del Teorema 2.1 . . . . . . . . . . . ... 36

(M?)°3 es la identidad en la circunferencia unitaria . . . . . . .. ... ... ... 38



INDICE DE FIGURAS xiii

2.15. Las cevianas del Teorema de Marden . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. 42
2.16. Chaple-Euler . . . . . . . . . . . e e e 46
2.17. toda elipse que es 3-curva de Poncelet respecto a 0D debe ser de Marden-Blaschke . 47
2.18. 1a cuerda [p,Tc(p)] es tangente a C . . . . . . . . ..o 50
2.19. Las funciones M(p) y p(p) - - -« « o o o oo o1
2.20. caleulando /(@) . . ... 52
2.21. Calculando p(p1) y p(p) - - -« « o o 23
222 [p,T(p)lestangente aDenm . . . . . . . . . . ..o 56
2.23. Ap'np ~ Aplplln ................................... 57
2.24. Llevando al caso anterior . . . . . . . . . . . ... 59
2.25. Un automorfismo preservador de orientacién con dos puntos fijos que no es la identidad. 61
2.26. [z, T(x)] tangente a D. . . . . . . . ... 65
227.6(T) = é ....................................... 67
228.0(T) =2 . . . . 67
3.1. La hipérbola yenel planoreal . . . . . . . . . . . ... Lo 83
4.1. Una recta y una cénica con interseccién vacia en R? . . . . . . . . . .. ... ... 89
4.2. No es posible trazar una tangente a la elipse desde P . . . . . . . . . . ... ... 91
4.3. Una estructura proyectiva para la cénica. . . . . . . . . . . . .. ... .. 94
4.4. Ejemplo 4.1. . . . . .o 98
4.5. Proposicidn 4.4. . . . . . 99



Xiv

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

7.1.

7.2.

INDICE DE FIGURAS

Un haz no-degenerado en el plano afin con cuatro puntos base . . . . . . . .. .. 108
Tabla de tipos de multiplicidad y coénicas degeneradas. . . . . . . . . . . . . . .. 110
La transformacién n. . . . . . . . ..o 116
Una nueva parametrizacién para C. . . . . . . . . . . .. 119
Cartas analiticamente compatibles en una variedad . . . . . . . . . . . ... ... 126
Los conjuntos Bo, Bp Yy F. o o v o o o o e 133
El conjunto D. . . . . . . . ..o 136
La latiz generada por w1 y wo. . . .« . . ..o .o o e e 138
Un paralelogramo fundamental. . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...... 139
El 1- toro. . . . . . o L e 151
Lagraficade f.. . . . . . . o Lo 152
El paralelogramo fundamental P,. . . . . . . . . . . . 154
Algunos ejemplos de partes afines de curvas elipticas reales. . . . . . . . . . . . .. 171
D3 =P1L D2 o e s 173
n(x, &) = (2/,&) . . 181
Dos pentagonos interinscritos a una hipérbola y una elipse. . . . . . . . . . . . .. 183
Dos cuadrilateros interinscritos a una elipse y una parabola. . . . . . . . . . . . .. 184
Dos tridangulos interinscritos a una hipérbola y una circunferencia. . . . . . . . . . 184
Lasimetria o. . . . . . . . oL e 189

Parametrizacion de C. . . . . . . . L e e e e 198



INDICE DE FIGURAS XV

8.1.

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

9.18.

9.19.

El rango numérico de la matriz A" . . . . . .. ..o 228
Un ejemplo de una curva de Poncelet obtenida con la construccién de Mirman. . . . 245
La 4-curva de Poncelet de la figura 9.1. . . . . . . . . . ... 246
Construyendo un caso particular para triangulos. . . . . . . . .. . . ... .. .. 247
El rango numérico de la matriz construida 7. . . . . . . . . . . . ... ... ... 249
La 3—curva de Poncelet de la figura previa. . . . . . . . . . . .. .. ... .. .. 249
Un poligono de 4 lados inscrito en la circunferencia unitaria. . . . . . . . . . . .. 252
La curva 0Q2(T) definida por el poligono y el vector w elegidos. . . . . . . . . . .. 253
Otra 4-curva de Poncelet respecto a la circunferencia unitaria. . . . . . . . . . .. 253
k=4, ejemplo 1(1). . . . . . . . 254
k=4, ejemplo 1(2). . . . . . . . 254
k=4, ejemplo 2(1). . . . . . .. 255
k=4, ejemplo 2(2). . . . . . .. 255
k=4, ejemplo 3(1). . . . . . . .. 256
k=4, ejemplo 3(2). . . . . . .. 256
k=4, ejemplo 4(1). . . . . . .. 257
k=4, ejemplo 4(2). . . . . ... 257
k=4, ejemplo 5(1). . . . . . .. 258
k=4, ejemplo 5(2). . . . . . .. 258

E=5,ejemplo 1(1). . . . . . . . 259



XVvi

9.20.

9.21.

9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.

9.32.

9.33.

9.34.

9.35.

9.36.

9.37.

9.38.

Al

INDICE DE FIGURAS

kE=5,¢ejemplo 1(2). . . . . . . . . 259
E=5,ejemplo 2(1). . . . . . .. 260
E=5,ejemplo 2(2). . . . . . .. 260
E=5,ejemplo 3(1). . . . . . .. 261
k=5,¢ejemplo 3(2). . . . . ... 261
E=5,ejemplo 4(1). . . . . . .. 262
k=5,¢ejemplo 4(2). . . . . ... 262
E=5,ejemplo 5(1). . . . . ... 263
kE=5,ejemplo 5(2). . . . . ... 263
kE=6,ejemplo 1(1). . . . . . . . e 264
k=6, ejemplo 1(2). . . . . . . ... 264
kE=6,ejemplo 2(1). . . . . . . . 265
k=6, ejemplo 2(2). . . . . . .. 265
kE=6,ejemplo 3(1). . . . . . . . 266
k=6, ejemplo 3(2). . . . . . .. 266
k=6, ejemplo4(1). . . . . . .. 267
k=6, ejemplo 4(2). . . . . . .. 267
k=6, ejemplo 5(1). . . . . ... 268
kE=6,ejemplo 5(2). . . . . . ..o 268

Dos curvas homotépicas en el plano. . . . . . . . . . ... 283



INDICE DE FIGURAS xvii

B.1.

B.2.

B.3.

B.4.

La regién fundamental F. . . . . . . . . .. 00 293
El contorno C. . . . . . . . e 298
El contorno modificado C’. . . . . . . . . . 299

La modificacion del contorno C en el dltimo caso. . . . . . . . . . . . . ... ... 300



xviii INDICE DE FIGURAS



Prefacio

Jean Victor Poncelet (1788-1867) fue un ingeniero militar y matemadtico francés consi-
derado uno de los fundadores de la geometria proyectiva tal como la conocemos hoy. Siendo
aliado de Napoleén en su guerra contra el Imperio Ruso en 1812 fue hecho prisionero en
Saratoff donde sorprendentemente desarroll6 las ideas que mas tarde publicaria en su obra
Traité des propriétés projectives des figures en la que, entre otras cosas, estudia los polos y
polares asociados a las cénicas lo cual lo lleva no solo a establecer el principio de dualidad
punto-recta en la geometria proyectiva sino a descubrir uno de los resultados més bonitos del

area que actualmente es llamado casi siempre porismo de Poncelet.

El porismo de Poncelet habla sobre la existencia de poligonos que estan inscritos a una
céHnica y circunscritos a otra, afirmando que en caso de existir uno de estos, existen entonces
una infinidad, todos con el mismo nimero de lados (el enunciado preciso puede encontrarse
desde el primer capitulo de esta tesis). Existe una enorme cantidad de trabajos relacionados
con este resultado, que ha llamado la atencién de los mateméticos incluso hasta hoy, no sélo
por su belleza intrinseca sino por el hecho de que su enunciado es peculiarmente facil de com-

prender, en contraste con sus demostraciones conocidas, ninguna de ellas elemental, hecho

XIX
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que favorece el que en su estudio, uno pueda aprender una muy diversa gama de topicos en

matematicas que interactiian naturalmente entre si.

El término porismo hace alusion a que en el enunciado del mismo se garantiza la existencia
de una infinidad de poligonos que tienen cierta propiedad, en caso de comprobarse la hipdtesis
de que exista uno de ellos; no se dice sin embargo como saber explicitamente cuando se sa-
tisface dicha hipdtesis. A pesar de ello, a lo largo de los afios, matematicos como Euler, Fuss,
Jacobi, Steiner, entre otros, estudiaron casos particulares para los cuales fueron capaces de

dar condiciones necesarias y suficientes para cubrir el requerimiento del resultado de Poncelet.

El objetivo técnico de este trabajo se desprende de lo mencionado previamente; entre los
muchos trabajos relacionados con el porismo de Poncelet se distingue una version del mismo
en el plano proyectivo complejo, cuya demostracién hace uso de la teoria de curvas elipticas
complejas y permite en ultima instancia resolver completamente uno de los problemas que
me han interesado: determinar explicitamente cuando un par de conicas satisface el porismo
de Poncelet, estos trabajos se deben principalmente a una versiéon moderna de Griffiths y
Harris de un teorema de Cayley. Una vez resuelto el determinar dichas cénicas, un segundo
problema que surgié naturalmente fue investigar si existen otro tipo de curvas ademas de las
cénicas que cumplen el porismo de Poncelet, la respuesta resulté afirmativa y dio origen al
concepto conocido hoy como curva de Poncelet, que da titulo a la tesis. Asi, en esta obra me
propongo principalmente exponer la demostracion del porismo de Poncelet debida a Griffiths
y Harris, para de aqui, haciendo uso de las propiedades de ciertas funciones elipticas, exhibir
una manera de determinar en particular, todas las circunferencias que satisfacen el porismo
descubierta por Dominique Hullin y finalizar con la construccion de una infinidad de curvas

de Poncelet no-cénicas debida en gran parte a Boris Mirman.

Por otro lado, tuve siempre el objetivo central de que estas paginas representaran lo que
personalmente me parece adecuado para una tesis de este nivel académico; un trabajo de
autocontenido para cualquier estudiante que haya cubierto los cursos obligatorios de la licen-
ciatura que he cursado, (en la UNAM) con el reto adicional de que se introdujera ademas,
un problema no elemental que raramente es conocido por el alumno promedio de la carrera.
Me gustaria mucho que esto pudiera ser leido por otros estudiantes de licenciatura y sirviera
como un ejemplo real de la aplicacién del conocimiento adquirido en clase y de la interaccion
no trivial entre areas del conocimiento aparentemente disconexas como lo son por ejemplo, la

geometria euclideana elemental, el analisis complejo, el dlgebra lineal y la teoria de la medida.
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Puedo decir que yo mismo he encontrado estimulante lo antes mencionado, para emprender
estudios de especializaciéon con motivos distintos en esencia a los que se desprenden de la i-
nercia social de avanzar en grados académicos y puestos laborales, moéviles que en mi opinién

resultan nocivos en exceso para el matematico, en particular en nuestro pafs.

Debido a lo que recién menciono en relaciéon al deseo de que esta tesis no suponga
conocimiento alguno del lector, mas alld del obtenido a partir de los cursos obligatorios
del plan de estudios actual de la licenciatura en matematicas en esta Facultad de Ciencias,

la extensién de la misma es considerable, por lo que he dividido el material en 4 partes:

I) El plano euclideano.
II) El plano proyectivo complejo.
IIT) Variable Compleja.

IV) El rango numérico.

Cada una de las cuales cuenta al principio con una guia que indica los temas cubiertos,
incluye sugerencias de omision de ciertas secciones o capitulos para el lector avanzado y citas

a la bibliografia incluida al final de la tesis.

Cada parte esta a la vez dividida en capitulos, los cuales estan titulados y tratan breve-

mente como se muestra a continuacion:

1. Introduccion.

Se presentan los casos mas bésicos del porismo de Poncelet en su version del plano
euclideano utilizando principalmente herramientas de geometria sintética elemental con
el fin de ilustrar las definiciones y resultados principales de la tesis; porismo y curvas
de Poncelet. Se introduce en particular el problema de determinar cuando un par de
circunferencias satisfacen el porismo de Poncelet y se hace al final un plan de trabajo

para el resto de los capitulos.
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El porismo de Poncelet en R2.

En este capitulo se replantea el porismo de Poncelet en términos de dindamica y se
dan demostraciones y ejemplos para casos especiales, comenzando a hacer uso de he-
rramientas de analisis complejo como las transformaciones de Mobius y los productos de
Blaschke, se exponen ciertas generalizaciones de resultados vistos en el capitulo inicial

y finalmente se da una demostracion del caso real del porismo debida a Jacobi.

Nociones basicas de geometria proyectiva.

Un curso de geometria proyectiva no es obligatorio en la licenciatura en matematicas
que se imparte actualmente en nuestra Universidad, de manera que inclui este capitulo
que junto con el siguiente cubren el material necesario referente a geometria proyectiva
para entender la versién compleja del porismo de Poncelet de Griffiths y Harris que me
interesa para poder resolver los problemas que se plantean en la introduccion. Se revisan
conceptos basicos como el plano proyectivo, el plano afin, el principio de dualidad,

transformaciones proyectivas y curvas algebraicas.

Las coénicas.

Una vez introducido el espacio en que se trabajard, se exponen las curvas que aparecen
en la versién compleja del porismo de Poncelet; las conicas proyectivas complejas, se
estudian sus duales, sus intersecciones con rectas y con otras coénicas y al final del
capitulo se presenta la generalizacion mencionada del resultado de Poncelet, misma
en que aparece de manera natural un objeto geométrico hasta aqui desconocido; la

variedad de Poncelet.

Superficies de Riemann.

La clave para la demostracion de Griffiths y Harris de la versién compleja del porismo
estd en observar que la variedad de Poncelet es una curva eliptica, para comprender
este hecho es necesario manejar los conceptos de superficie de Riemann e isomorfismo
entre superficies. En este capitulo se expone dicho material ademas de que se argu-
menta intuitivamente el por qué la variedad de Poncelet es topolégicamente un toro, lo
cual lleva al estudio detallado del mismo y finalmente a la demostracién del porismo,
quedando como detalle pendiente a cubrir en el siguiente capitulo, la exposicion precisa

de un isomorfismo entre un toro y la variedad de Poncelet.



xxlii
6. Funciones y curvas elipticas.

El detalle pendiente de la demostracion del capitulo anterior se cubre utilizando el con-
cepto de funcion eliptica, en particular las propiedades de la funcién o de Weierstrass,
esta permite dar un mapeo biyectivo y analitico entre un toro y la variedad de Poncelet,
mostrando que se trata de un caso particular de una curva eliptica. El estudio de las
funciones elipticas permite ademas caracterizar los puntos de torsién de ciertos toros, lo
cual da pie a la demostracion de un teorema de Cayley que da una condicién necesaria y
suficiente para que un par de conicas complejas satisfaga el porismo de Poncelet, dicho

teorema es establecido al final de este capitulo.

7. Polinomios y circunferencias de Poncelet.

El teorema de Cayley resulta dificil de utilizar en la practica, sin embargo, un estudio
un poco mas detallado de ciertas funciones elipticas permite dar una versién mejorada
para el caso de dos conicas cuyas partes afines son un par de circunferencias. Dominique
Hullin publicé un trabajo en el ano 2007 en el cual expone esta version, definiendo los
llamados polinomios de Poncelet; funciones de tres variables que se pueden calcular
mediante una recursion sorprendentemente sencilla y dan condiciones necesarias y sufi-
cientes para que el par de circunferencias mencionado satisfaga el porismo de Poncelet,
ligando con el material expuesto desde el primer capitulo y culminando la obra de Fuss,
Euler y Steiner. En este capitulo se exponen estos resultados y se construyen al final
ejemplos de circunferencias de Poncelet que hubieran resultado muy dificiles de hallar

con las herramientas utilizadas en los primeros dos capitulos de la tesis.

8. El campo de valores de un operador lineal.

La herramienta utilizada para resolver el problema final de construir curvas no-cénicas
que cumplen el porismo de Poncelet es el rango numérico o campo de valores de un
operador lineal. En este capitulo se expone el material necesario para mostrar la exis-
tencia de tales curvas; la definicion del rango numérico, los ejemplos mas sencillos que
ligan su estudio con los objetos geométricos que aparecen en la version real del porismo,
(poligonos y elipses) propiedades basicas del rango; para los casos que nos interesan éste
resulta ser un conjunto compacto y convexo del plano. Se muestra también un método

para graficar este nuevo ente geométrico.
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9. Curvas de Poncelet.

En el capitulo final se demuestra la existencia de curvas de Poncelet no-cénicas, éstas
resultan ser fronteras de rangos numéricos de ciertos operadores entre espacios vecto-
riales complejos de dimensién finita con el producto interno usual. Se estudian algunas
de sus propiedades y se ilustran ejemplos varios. Este capitulo esta basado en la obra
de Boris Mirman.

Se realizaron ademas apéndices que contienen ciertos detalles mencionados en algunos de
los capitulos que consideré importantes, pero inconvenientes para mantener la continuidad y

fluidez de las ideas del trabajo en caso de incluirlos en el espacio en que son requeridos.

He elaborado una buena cantidad de imagenes con el fin de ilustrar conceptos geométricos
interesantes y auxiliar la comprensién de algunas demostraciones, inclui también una lista
con los simbolos matemaéticos de uso mas frecuente en el trabajo, considero al mismo una
primera aproximacion de una introduccion a los temas tratados y no descarto modificarlo en

el futuro buscando mejoras, cualquier error es responsabilidad (irresponsabilidad) mia.

Juan Salvador Garza Ledesma



Lista de simbolos utilizados

frecuentemente

{z | x tiene la propiedad P}.- El conjunto de elementos x que tienen la propiedad P.
#(X).- El cardinal del conjunto X.
N.- El conjunto de los nimeros naturales.
Z.- El conjunto de los nimeros enteros.
Q.- El conjunto de los niimeros racionales.
R.- El conjunto de los niimeros reales.
C.- El conjunto de los niimeros complejos.
Z.- El conjugado del nimero complejo z.

|z|.- El médulo del nimero complejo z.

XXV
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arg(z).- El argumento del nimero complejo z.

Re z.- La parte real del niimero complejo z.

Im z.- La parte imaginaria del niimero complejo z.

N*.- El conjunto N\ {0}.

C*.- El conjunto C \ {0}.

R* .- El conjunto de los reales no negativos.

C.- El plano complejo extendido C U {oo}.

R2, C2, C2, ete.- El producto cartesiano correspondiente.

Py, Py.- La recta y el plano complejos proyectivos respectivamente.

P;.- El dual del plano proyectivo complejo.

As.- El plano complejo afin.

D.- El disco unitario {z € C | |z| < 1}.

H.- En el apéndice B: el semiplano superior {z € C | Im z > 0}.

H.- En el capitulo 8: un espacio de Hilbert sobre C cualquiera.
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Lk (X).- El conjunto de combinaciones lineales con coeficientes en el campo K de los ele-

mentos del conjunto X.

€;j.- El j—ésimo vector de la base canénica del espacio vectorial R" ¢ C".

Conv(X).- El casco convexo del conjunto X.

M50 (X).- El espacio de matrices de m por n con entradas en X.

Al - La transpuesta de la matriz A.

A*.- La adjunta (el adjunto) de la matriz (del operador) A.

det A.- El determinante de la matriz A.

Rango(A).- El rango de la matriz A.

A|x .- La restriccién de la matriz u operador A al subespacio X.

o(A).- El conjunto de valores propios de la matriz u operador A.

Q(A).- El rango numérico de la matriz u operador A.

w(A).- El radio numérico de la matriz u operador A.

Id.- La matriz identidad del espacio en que se esté trabajando.
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A0 0
Diag(A1, Ag, ..., \y).- La matriz diagonal 0 A 0
0 0 - A\,
K[z1,xa, ..., z,].- El anillo de polinomios en las variables 1, xs, ..., 2, con coeficientes

en el campo K.

gr(p).- El grado del polinomio p.

ord(p).- El orden del polinomio p.

0X .- La frontera del conjunto X.

Int X .- El interior del conjunto X.

Ext X .- El exterior del conjunto X.

X .- La cerradura del conjunto X.

f°".- La funcién f compuesta n veces con si misma.

[A, B].- El segmento de recta que une los puntos Ay B.

zy.- Un arco de circunferencia que une los puntos = y y.

ZA.- El angulo A.
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/ABC' .- El angulo dirigido definido por los puntos A, B y C.

AABC .- El triangulo de vértices A, B, C.

P(Py, Ps,...,P,).- El poligono formado por los segmentos [P;, Pj11], 1 < j < n, con
Pn+1 = Pl-

((A, B).- La recta del plano euclideano que pasa por los puntos A y B.

I,(C, D).- El ntiimero o multiplicidad de interseccién de las curvas C'y D en el punto p.

C' ® D.- El conjunto de pares (p;,m;), 1 <1i <k, donde los p; y m; son los puntos inter-

seccion y multiplicidades correspondientes de interseccion de las curvas C'y D.

©.- La funcién eliptica de Weierstrass.

div(f).- El divisor de la funcién eliptica f.
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Parte 1

El plano euclideano



Guia para la parte I

Las subsecciones de cada capitulo estan nombradas de manera que no haya confusién
acerca de dénde se encuentra cada resultado o definicién citado a continuacién, para maés
detalle constltese el indice general.

Los cursos basicos que suelen cubrirse en una licenciatura en matematicas son

suficientes para comprender esta parte de la tesis, se sugiere leer ambos capitulos
en el orden presentado.

Capitulo 1

Objetivo. Presentar una introduccién general de la tesis; formular la ver-
sién real del porismo de Poncelet y definir curva de Poncelet.

Material expuesto.

1. Tridngulos inscritos y circunscritos; la férmula de Chaple-Euler.
2. Cuadrilateros bicéntricos; el problema de Fuss.

3. Formulacién del porismo de Poncelet para circunferencias.

4. Plan de trabajo para el resto de capitulos.

a) La versién real del porismo de Poncelet.

b) La versién compleja.

¢) Conexién con la teorfa de curvas elipticas.

d) Generalizacién de los problemas de Fuss y Steiner.
e) Curvas de Poncelet.

Capitulo 2

Objetivo. Formular convenientemente la version real del porismo de Pon-
celet y dar una demostracion.

Material expuesto.

1. Reformulacién del porismo de Poncelet como un problema de dindmica;
la transformacién de Poncelet.

2. Transformaciones de Mobius complejas.

a) Transformaciones que preservan el disco unitario.

b) Conexion con el porismo de Poncelet.



3. Productos de Blaschke.

a) Un caso especial del porismo de Poncelet para elipses.

b) Generalizacién de la férmula de Chaple presentada en el primer capitu-
lo.

4. Demostracién del porismo de Poncelet para circunferencias (Jacobi).
5. Extension de la demostracién de Jacobi para elipses.

6. Conexién con medidas invariantes y rotaciones en la circunferencia uni-
taria.

Bibliografia

Este material estd basado en los textos de L. Ahlfors [1], P. Colwell [3], J.
Garnett [8], A. Lascurain [14] y [15] y T. Needham [18]. Asi como en el articulo
[4] de Daepp, Gorkin y Mortini.






Capitulo 1

Introduccion

Un problema clésico que encontramos desde los primeros cursos en geometria euclideana

plana es, dado un tridngulo, encontrar si es posible, un par de circunferencias tales que:

Contiene una a sus 3 vértices:

Figura 1.1: Circunferencia circunscrita.

Es tangente la otra a sus 3 lados:

Figura 1.2: Circunferencia inscrita.

Demostramos entonces la concurrencia de las llamadas mediatrices y bisectrices respec-

tivamente del triangulo y vemos que en efecto, siempre existen tales circunferencias y son
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Unicas.

Si ahora nos preguntamos qué sentido puede tener pensar en un problema inverso al previa-
mente citado, es decir: ;jDado un par de circunferencias, C; y C con Cy C Int(Cy), es posible
hallar un triangulo cuyas circunferencias circunscrita e inscrita sean C; y C, respectivamente?
Intuitivamente salta a la vista que hay muchos casos donde la respuesta es no, construyamos
por ejemplo un hexdgno regular junto con sus circunferencias circunscrita e inscrita (concéntri-
cas por supuesto), es claro que en este caso el problema del tridngulo encunciado previamente
no tiene solucion pues por simetria siempre que intentaramos tomar un punto en la circunfe-
rencia exterior como vértice y trazaramos tangentes a la circunferencia interior, terminariamos

reproduciendo de nuevo al hexagono regular:

Figura 1.3: Las circunferencias circunscrita e inscrita a un hexagno regular.

Figura 1.4: La construccién del hexdgono puede repetirse para cualquier punto de la circunferencia

exterior.

Este es precisamente nuestro primer ejemplo (trivial) de una curva de Poncelet: La circunfe-
rencia inscrita al hexagono sera llamada una 6-curva de Poncelet respecto a la circunscrita,
pues dado cualquier punto en esta tltima, existe un poligono de 6 lados con vértice en dicho

punto cuyos 6 lados son tangentes a la circunferencia interior y tiene sus 6 vértices en la



exterior, este es claramente el mismo caso para en n-agono regular en general, n > 3. Mas
adelante formalizaremos este concepto, por ahora volvamos a la pregunta original:
Hemos visto que el problema no siempre tiene solucién, ;Qué sucederia ahora si tomaramos

el par de circunferencias del triangulo de las figuras 1.1 y 1.2 excluyendo al triangulo?

Figura 1.5: Las circunferencias circunscrita e inscrita a un tridngulo.

Imaginando que tenemos solamente las circunferencias es tan claro que el problema tiene
solucion si empezamos a trazar tangentes a la circunferencia interior desde uno de los puntos
que eran vértice del triangulo original, como que el tener la suerte de, al azar, tomar uno
de estos puntos es imposible... y sin embargo uno puede hacer el experimento y asombrarse
al descubrir que el problema en este caso también tiene solucién sin importar el punto que
elijamos como vértice inicial:

Esta sorprendente propiedad es un caso particular del llamado porismo de Poncelet.

Figura 1.6: ;{Una infinidad de soluciones?.
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1.1. La féormula de Chaple-Euler

En esta secciéon demostraremos el caso particular que hemos mencionado anteriormente,
para ello definamos rapidamente lo que entenderemos por un poligono interinscrito a un par
de curvas, denotaremos por [A, B] al segmento de recta que une los puntos A y B y por

n
P(Py, P, ..., P,) al poligono: U [P;, Pj+1] donde P,y := Pi:
j=1
Definicién 1.1. Poligonos interinscritos en R?. Dadas un par de curvas I';, I'y C R? cerradas
simples y de clase C! con I'y C int(I'y), diremos que el poligono P(Py, P, . . ., P,) estd interins-
crito al par ordenado (I'1,I's) si P; € T'y y [P}, Pj41] es tangente a I'y para j = 1,2,...,n

Figura 1.7: Un pentdgono interinscrito a un par de curvas.

El descubrimiento de Poncelet fue el siguiente:

Teorema 1.1. De Poncelet para circunferencias y triangulos. Si C; y Co son un par de
circunferencias con Cy en el interior de Cy para las cuales existe un tridngulo interinscrito
a (C1,Cs); entonces hay una infinidad de tales tridngulos, uno de cuyos vértices puede ser

elegido arbitrariamente en Cy.

Este resultado dice que el que sea posible dibujar tridngulos interinscritos a un par de
circunferencias es una propiedad que depende tinicamente de la posicion relativa de las mis-
mas, no del punto que elijamos como vértice para comenzar a trazar la figura. Dado que
dicha posicion depende exclusivamente de tres parametros; los radios y la distancia entre los

centros, debe existir una condicién necesaria y suficiente que los relacione para que existan
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triangulos interinscritos.

La relacién buscada fue encontrada originalmente por Chaple aunque se le conoce casi siempre
como una férmula méas de Euler por ser el primer mateméatico en publicar una prueba. A con-
tinuacion deduciremos esta relacién y veremos que es suficiente para poder trazar triangulos
interinscritos eligiendo arbitrariamente uno de sus vértices, probando asi el teorema anterior.
Sean Ry r los radios de las circunferencias circunscrita e inscrita respectivamente del triangu-

lo AABC, con centros en los puntos O e [ y d la distancia entre estos puntos:

Figura 1.8: Tridngulo inicial

Auxiliarmente prolonguemos [A, I] hasta tocar de nuevo al circuncirculo en J y a [O, J]
y [O, I] para obtener los dos didmetros [J, K] y [P, Q)] respectivamente, finalmente S es el

punto de tangencia de [A, B] con el incirculo:

Figura 1.9: Construcciones auxiliares
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Nota: Escribiremos [A, B] indistintamente para denotar al segmento o a su longitud,
quedando siempre claro a qué nos referimos por el contexto

Ahora, siendo [A, J] y [P, @] dos cuerdas con un punto en comin I tenemos:

Por ser S punto de tangencia ZAST = 7, el dngulo ZJCK también es recto al ser opuesto a
un didmetro. ZTAS = ZC'AJ por ser [A, I] bisectriz de LAy LCAJ = ZCKJ por subtender
ambos la misma cuerda, asi pues AAST ~ AKJC, de donde:

1, Al K, J]

5.1 = 7.0 — [S,1]-[K,J)=[I,A] - [J,C] <= 2Rr =[I,A]-[J,C] (1.2)

Por 1ltimo, siendo ZC1J externo al tridangulo AAIC: ZC1J = M

Y £ZJCI = £ZJCB + /ZBCI = ZJCB + % pero ZJCB = 44 por subtender la misma

2
LA+ ZC
cuerda, por lo que —; = /JCI = ZC1J, es decir, el triangulo AIJC' es isésceles, por

lo tanto:

[1,J] = [J,C] (1.3)

Sustituyendo 1.3 en 1.2 y luego en 1.1 se obtiene finalmente el siguiente:

Resultado 1.1. Formula de Chaple-Euler. Si Cg,C, son circunferencias con radios R y r
respectivamente, C, CInt(Cr) (r < R) y distancia entre sus centros d > 0 tales que (Cg,C,)

admite un tridngulo interinscrito, entonces:

2Rr = R* — d* (1.4)

Como comentamos anteriormente, debe bastar tomar un par de circunferencias como las
del resultado 1.1 para garantizar que si tomamos cualquier punto en Cr y trazamos desde el
dos cuerdas tangentes a C, los extremos de las mismas que no son el punto del que comenzamos

deben ser extremos también de una tercera cuerda tangente a C,.
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Tomemos pues un punto A’ distinto a A en el la misma circunferencia y tracemos las dos
tangentes a la circunferencia de radio r [A’, B'] y [A’, C"]. De nuevo prolongamos [A’, I] hasta
tocar de nuevo a la circunferencia exterior en J' y luego [J', O] hasta el punto K'; S’ es el

punto de tangencia de [A’, B’] con la circunferencia interior:

Figura 1.10: Trazando un nuevo tridngulo

De la misma manera en que probamos la formula de Chaple-Euler se deduce que [A’, I] -

[I,J'] = R? — d? pero esta vez sabemos que R? — d? = 2Rr luego
(A" I]-[1,J] = 2Rr (1.5)
Obsérvese ahora que AA’S’[ sigue siendo semejante a AK'J'C’ y de aqui se obtiene

(A, 1]-[J,C"] = 2Rr (1.6)

asi, por 1.5 el tridngulo AIJ'C’ es de nuevo isésceles y como ZC'[J = 454/ + ZAC'T y
JC'B =/JAB = ATA/ se debe tener Z/B'C'I = ZA'C'I lo cual forza a que, en efecto, I
sea el incentro de AA'B'C’, [B’, ('] es tangente a la circunferencia de radio r. Hemos probado
el Teorema 1.1.

En la siguiente seccion veremos cémo es posible extender lo que hemos visto hasta ahora para

el caso de cuadrilateros.
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1.2. Cuadrilateros bicéntricos

A diferencia de los tridngulos, los cuadrilateros convexos no suelen estudiarse con tanta
profundidad en los cursos de geometria plana basica, por lo que antes de hablar formalmente

del problema que nos interesa ahora, veremos un ejemplo.

En un cuadrilatero convexo no siempre es posible trazar una circunferencia inscrita ni
circunscrita, se intuye entonces que el hecho de que existan ambas simultaneamente es aun
méas excepcional. Por supuesto un caso inmediato se tiene al considerar cualquier cuadrado,
sin embargo, existen muchos otros casos no triviales como el que mostraremos a continuacion

con el fin de motivar la discusién general que haremos posteriormente.

Témese AABC un tridngulo rectangulo no isésceles y su reflejado ABA’C respecto a la
hipotenusa [B, C|:

Por construccién ZCAB 4+ ZBA'C = m, por lo que el cuadrildtero resultante ABA'C' es

ciclico.

Si se intersecan ahora la diagonal [B,C] y la bisectriz del éngulo ZC'AB se obtiene un
punto O que por definicién de bisectriz equidista de los lados [A, B] y [C, A]; lo mismo sucede
con [B, A’ y [A,C] por la simetria de la construccion, por lo tanto el punto O es centro de

una circunferencia que es tangente a los cuatro lados del cuadrilatero.
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Figura 1.11: Un cuadrildtero bicéntrico

Es claro que las sumas de las longitudes de lados opuestos del cuadrilatero que acabamos
de construir coinciden entre si, puede observarse ademas que las cuerdas que unen puntos
opuestos de tangencia con la circunferencia inscrita son perpendiculares. Es facil probar que
estas propiedades son ciertas para cualquier cuadrilatero ciclico que admita ademés una cir-

cunferencia inscrita, este tipo de cuadrilateros son llamados bicéntricos.

Al tener un ejemplo no trivial de un cuadrilatero bicéntrico, discutiremos ciertas propiedades
de los mismos a fin de investigar si al igual que en el caso de tridngulos, puede darse una
condicién necesaria y suficiente para su existencia en términos de los radios de las circun-
ferencias inscrita y circunscrita y la distancia entre sus centros y més aun, probar que se
cumple también en este caso un teorema analogo al 1.1, una vez construido un cuadrilatero
bicéntrico, puede elegirse un punto arbitrariamente en la circunferencia que contiene a sus
vértices y trazar sucesivamente cuerdas tangentes a la otra circunferencia hasta obtener uno

nuevo.

Figura 1.12: Un porismo de Poncelet
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1.2.1. El Problema de Fuss

Antes de que Poncelet enunciara su resultado, en 1792 Fuss estudiaba la relacién entre
los radios y la distancia entre los centros de las circunferencias inscrita y circunscrita a
un cuadrildtero bicéntrico. Aqui encontraremos dicha relacion siguiendo la idea de Fuss,
posteriormente daremos una prueba distinta muy sencilla similar a la de la igualdad de
Chaple-Euler y finalmente mostraremos una forma interesante de verificar también en este
caso el porismo de Poncelet. Empecemos por observar una caracteristica de los cuadrilateros

bicéntricos:

Figura 1.13: Cuadrilatero bicéntrico

En la figura 1.13 las cuerdas [F, G] y [H, F] unen los puntos de tangencia de la circunfer-
encia con el cuadrilatero, formando asi dngulos iguales en sus extremos; ZDHP = /PFC),
LAEP = /ZPGD, etc. En los cuadrilateros formados por los puntos AEPH y PFCG

LA+ ZC = 7 por ser ABCD ciclico tenemos entonces sumando los angulos interiores de

ambos:
Ar =n+2/FEPH + ZAEP + /CGP + L/PFC+ /ZPHA (1.7)
<~ 4dnr=n+2/FPH+ /AEP+ /PEB+ /DHP + /PHA (1.8)
— 4dr =3r+2/EPH (1.9)
— g =/FPH =/FPFE = /GPF =/HPG (1.10)

Es decir, las cuerdas son ortogonales, de forma similar se puede probar que si en un cuadrilatero

es posible inscribir una circunferencia y las cuerdas que unen puntos de tangencia de lados
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opuestos son ortogonales, los angulos de los vértices opuestos del cuadrilatero suman 7 y éste
es por lo tanto bicéntrico.

En vista de lo anterior, Fuss se plante6 el siguiente problema:

Dado un punto P dentro de un circulo con centro en [ y radio r, hallar el lugar geométrico
de la interseccion de las tangentes a la circunferencia en los puntos X, ¥ donde ZXPY = 7.
La idea es probar que si ciertos parametros estan ligados por una ecuacién analoga a la que

hallamos en la seccion anterior para tridangulos, dicho lugar es una circunferencia fija.

YX

Figura 1.14: Calculando un lugar geométrico

Sean @ la interseccién de las tangentes, [I, Pl =¢, [I,Q] =x y ZPIQ = 6.
Queremos primero hallar una relacién entre x y 6:
Sea M el punto medio de [X,Y]. Obsérvese que AQIX es rectangulo con [M, X] la altura
sobre su hipotenusa, luego [I, M] - [I,Q] = [I, X]? o bien:

T2

1, M] (1.11)

Xz

Véase ahora que [P,K| = [I,M] — ccosf = % — ccosb, [K,X]| = [M,X] — [M,K] =
(M, X] —csenfy [Y,K|=[M,X]|+ csenf
Estas 3 cantidades estéan relacionadas por ser AY PX un tridngulo rectangulo y [P, K| L
[X, Y] mediante
[P,K)? =K, X]-[Y,K] (1.12)
Sustituyendo tenemos
2

(% —ccos)? = ([M, X] — csen0)([M, X] + csenf) = [M, X]* — ¢*sen* (1.13)
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y notando que AMIX es también recténgulo por Pitdgoras [M, X|? = [[, X|* — [[, M]* =

4 .z
r?— 3, lo cual finalmente da la relacién buscada:

2 4

(%—00089)2 :7’2—%—02561128 (1.14)

la cual puede reescribirse como

27t cr? )
szm-m-cose—i—x. (1.15)
En esta ultima ecuacion x y 6 son variables que dependen del punto () mientras que ¢ y r
son fijas una vez escogidas la circunferencia y el punto dentro de la misma.
Ahora tomemos un punto O dentro del diametro de la circunferencia que pasa por P a la

izquierda del centro I en la misma figura:

Figura 1.15: Construyendo el cifrculo que circunscribe a los cuadrildteros

Sea d la distancia entre I y el nuevo punto O. Aplicando la ley de los cosenos a AQOT

se tiene

[0,Q)? = &* + 2° + 2zd cos 0 (1.16)

CT’2

de

Comparando 1.15 y 1.16 Fuss observo que si se coloca O a una distancia d = ———
r?—c
I entonces
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2

2 2 cr

CT2

[0,Q) = (

r2 _ o2

que por 1.15 se simplifica a

2 rt(2r? — c?)
o (7,2 _ 02)2

Se ha resuelto entonces el problema del lugar geométrico que describe el punto @), es posible

0, Q] (1.18)

hallar un punto O cuya distancia a () permanece constante una vez fijos el radio de la cir-
cunferencia inicial y el punto P en su interior. () describe una circunferencia de centro en O

y radio

, 2t —¢)

R = 2= (1.19)
2
Elevando al cuadrado d? = (272)2 y restando miembro a miembro con 1.19 se tiene
r?—c
2 4
R - = - 5 (1.20)
Por otro lado sumando resulta o6
2 2 r

y finalmente dividiendo 1.21 miembro a miembro entre el cuadrado de 1.20 podemos eliminar
¢ para hallar la andloga a la férmula de Chaple-Euler para cuadrilateros:
1 2(R?+d?) 1 1

2T (R-E#2  (Rtd?  (R—d) (1.22)
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Resumiremos lo discutido previamente de esta forma:
Si dadas dos circunferencias Cg y C, de radios R y r respectivamente con C, en el interior de
Cr tomamos un punto P; € Cg, trazamos una cuerda tangente a C, que la interseca en su otro
extremo Ps, repetimos el proceso desde P, y asi sucesivamente hasta volver a P; después de
haber trazado 4 cuerdas (obteniendo un cuadrilatero interinscrito al par (Cg,C,)), entonces

la distancia d entre sus centros satisface la ecuacién

1 1 1

2 (R+dE  (R-d?

(1.23)

(solucién al problema de Fuss) y el proceso de obtener un cuadrildtero de tal caracteristica

puede realizarse sin importar la eleccion del punto P; € Cg.

Figura 1.16: El porismo de Poncelet para circunferencias y cuadrildteros

Naturalmente, con el paso del tiempo se fueron descubriendo formas mas sencillas de
resolver el problema de Fuss, hemos presentado la anterior ademéas de por ser interesante el
método de la descripcion del lugar geométrico, por seguir la idea original. Antes de formalizar

las ideas ilustradas en esta introduccién mencionaremos una solucion alternativa.

Segtn la ecuacion 1.11:

(ver figura 1.14), esto es, los puntos ) y M son inversos respecto a la circunferencia. Mientras
que P permanece fijo y movemos X y Y en la circunferencia de forma que el angulo /Y PX
permanezca recto, el punto () describira el inverso del lugar geométrico que describa M, quien

es punto medio del segmento [X,Y].
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Si colocamos un sistema coordenado X; X5 con centro en P cuyos ejes contengan a los segmen-
tos ortogonales [Y, P| y [P, X]| la circunferencia siempre puede ser descrita por una ecuacién

de la forma (z; — a)? + (x5 — b)> = r? donde (a, b) son las coordenadas del centro I:

Figura 1.17: Dando coordenadas a la figura original del problema de Fuss

El cuadrilatero ABCD se forma de las intersecciones de los ejes con la circunferencia,
estamos interesados en saber si existe alguna relacion entre los puntos medios de los lados de
esta figura; @, R, S y T con pardmetros que no dependan de la eleccién del sistema ortogonal
de referencia, es decir, que dependan solamente de la distancia del centro I al origen P a la
cual denotamos previamente como ¢ que en este caso tiene el valor va? + b2.

Y en efecto, las coordenadas de A, B,C' y D pueden obtenerse haciendo x1 =0y x5 =0 en
(x1 —a)? + (o — b)*> =r? y son:

A: (O,b+\/W)
[ ] BZ (a—m,O)

C: (0,b— V1% —a?)
D: (a++v/r?—152,0)

calculando los puntos medios correspondientes obtenemos las coordenadas de @, R, S y T*:
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= Q: 2a— V=02 b+ Vr?—a?)

. R %(a—\/TQ—bQ,b—\/W)
» S:f(a+Vr?2—b%b—Vr?—a?)
. T %(a—l—\/TQ—b?,b—i—\/W)

y observamos que X := 1(a,b), el punto medio de [P, I] equidista un valor 3 - (v/2r2 — ¢?) de
los cuatro.

De las observaciones anteriores concluimos que el lugar geométrico que describe el punto M
de la figura 1.14 al moverse X y Y (permaneciendo [@, Y]y [X, Q] tangentes y ZY PX recto
con P fijo) es una circunferencia, de forma que su inverso ) debe trazar otra, la inversa
respecto a la circunferencia original, que resulta ser aquella que contiene los vértices de los

cuadrildteros bicéntricos:

Figura 1.18: Las circunferencias punteadas son inversas respecto a la original con centro en I

De esta forma también es posible llegar a la conclusién de que existe una infinidad de
cuadrilateros interinsritos a un par de circunferencias, siempre que exista al menos uno, hemos
obtenido también informacién geométrica adicional interesante.

Otro camino para obtener la ecuacién 1.23 que utiliza un par de resultados conocidos de

geometria del tridngulo y no involucra el cédlculo de lugares geométricos es la siguiente:
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Figura 1.19: Prueba alternativa de la identidad de Fuss

En la figura 1.19 ABCD esta interinscrito al par de circunferencias que aparecen, la no-
tacion para sus centros y radios es la misma que hemos estado usando asi como para la
distancia entre sus centros. P y () son puntos de tangencia y X, Y se obtienen prolongando

(B, I] y [D, I] respectivamente hasta intersecar de nuevo a la circunferencia circunscrita.

Tomando la potencia del punto I respecto a la circunferencia de radio mayor primero
con las cuerdas [B, X| y [D,Y] tenemos [B,I] - [I,X] = [D,I]-[I,Y] que es igual esta vez
tomando la cuerda que pasa por los centros de la circunferencia a R? —d?. De [B, I]-[I, X] =
[D,I]-[1,Y] = R? — d? se deduce que

1 1 I, X]?+[Y)?

(B, I]? + (D, I]2 - (R? — d2)2 (1.25)

al ser I centro de la circunferencia tangente al poligono, [B, I] y [D, I] son bisecan los dngulos

de los vértices B y D respectivamente los cuales suman 7 por tratarse de un cuadrilatero
5
Por otro lado ZIPB = ZBQI = 7 por formarse uniendo el centro del incirculo con puntos de

ciclico, luego f+ 6 =

tangencia en los lados del cuadrilatero correspondientes, esto implica en el triangulo APBI
que ZBIP+ (3 = 7 por lo que ZBIP = ¢ y andlogamente ZQID = (3 deduciéndose entonces
que los triangulos sombreados en la figura son semejantes y comparten un lado de longitud
r, el radio del incirculo. Es posible entonces empalmarlos formando el siguiente triangulo

rectangulo:
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Figura 1.20: El tridngulo rectangulo formado con los triangulos semejantes de la figura 1.17

En el cual, al ser [I, P] (o bien [/,Q)]) una altura de longitud r sobre la hipotenusa se

cumple
! + C. (1.26)
(B, 1> " [D,I]? 12 '

Por dltimo, de vuelta en la figura 1.19, los angulos ZC'DY junto con ZX BC' subtienden
el mismo arco que el dngulo central ZXOY', de donde ZXOY = 2(£LCDY + LXBC) =
2(f+0) = m y por tanto el centro del circuncirculo, O, es el punto medio del didmetro [X, Y],

pudiéndose aplicar entonces el toerema de Apolonio para la mediana [I,O] del tridngulo

Y, X]?
AIYX: [I,X]?+[I,Y]? =2[I,0] + [’2] que sustituyendo los valores de Ry d es

([, X]? +[I,Y])? = 2(R* + d°) (1.27)

1 1 1
La ecuacién — =

2= (Rtd)p + (R—d)? se obtiene directamente de combinar (1.25), (1.26)
y (1.27).

1.3. Generalizacion del problema y plan del trabajo

De lo expuesto anteriormente surge de manera natural la pregunta, ;Existiran formulas
que relacionen los radios de dos circunferencias y la distancia entre sus centros de manera que
pueda garantizarse la existencia de poligonos interinscritos para cualquier nimero de lados?.

Steiner hallé férmulas andlogas a las halladas por Fuss y Euler para n = 5, 6:
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Numero de lados Formula de Steiner
n=>5 r(R—a)=(R+a)\/(R—r+a)(R—7—a)+2R(R—r — a)]
n==6 3(R? — a*)* = 4r*(R* + a®)(R? — a®)* + 16r'R?*a?

Sus demostraciones sin embargo se desconocen, es de esperarse que para cada una se
requiriera una gran capacidad de calculo y que no fuera posible distinguir una idea general

que permitiera descubrir féormulas para un nimero arbitrario de lados.

1.3.1. Porismo de Poncelet

Antes incluso de que pudiera resolverse completamente el problema atacado por Steiner,

fue posible establecer el llamado porismo de Poncelet:

Teorema 1.2. Si un par de circunferencias (C1,Cs) con Cy contenida en el interior de Cy ,
admite un poligono de n lados interinscrito (n > 3), entonces cualquier punto de Cy es vértice

de otro de estos poligonos .

El resultado suele ser llamado porismo porque habla de la existencia de una infinidad
de soluciones de un problema (hallar un poligono interinscrito a un par de circunferencias)
siempre que uno pueda encontrar una solucion inicial, no dice sin embargo explicitamente

cuando ésta existe.

A pesar de que este resultado fue establecido por el mismo Poncelet, su prueba fue casi
de inmediato rechazada por varios matematicos por considerarla informal y fue Jacobi quien
finalmente replanteo el problema en términos analiticos y dio una demostracién, que muestra
ademas que si se parametriza C; de manera adecuada, la transformacién que mapea cada
punto de ésta en el otro extremo de una de las cuerdas tangentes a Cy trazada desde él, es

derivable y esta relacionada naturalmente con una funcion eliptica.

La idea de Jacobi y los detalles de su demostracion son presentados en el capitulo 2.

1.3.2. La version compleja

El desarrollo de la geometria proyectiva permitié descubrir que el espacio donde natu-

ralmente es valido el porismo de Poncelet es el plano proyectivo complejo. En este espacio
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las cénicas siempre tienen 4 puntos de interseccién (contando multiplicidad), cuando estos
son distintos entre si se dice que las cénicas estan en posicion general y se tiene la version

moderna del teorema 1.2:

Teorema 1.3. Si un par de conicas (Cy,Cz) en el plano proyectivo complejo estdn en posicion
general y admiten un poligono interinscrito de n lados (n > 3), entonces cualquier punto de

Cy es vértice de otro de estos poligonos.

Por supuesto es necesario definir qué se entiende por poligono interinscrito en este caso

asi como extender y estudiar el concepto de cénica. Esto es expuesto en los capitulos 3 y 4.

1.3.3. Conexién con la teoria de curvas elipticas

Una vez introducidas las cénicas proyectivas complejas, surge de manera natural una va-
riedad asociada a un par de ellas que consiste a grandes rasgos en todos los posibles poligonos
interinscritos al par. Esta variedad por supuesto no es una cénica ni ninguno de los objetos
estudiados en los capitulos 3 y 4. Es sin embargo una curva algebraica y la demostracion
del teorema 1.3 requiere del conocimiento de sus propiedades, de manera que es necesario
introducir el concepto de superficie de Riemann (capitulo 5) para descubrir que esta variedad

resulta ser una curva eliptica compleja, cuando las conicas estdn en posicién general.

En el capitulo 6 presentamos el material necesario para manejar el tipo de curva eliptica
que nos interesa y que permite ademas comprender a detalle la prueba moderna del porismo

de Poncelet.

1.3.4. De vuelta al problema de Fuss y Steiner

Una curva eliptica compleja es una variedad isomorfa como superficie de Riemann a un
toro, pueden asociarse a sus puntos de manera natural una estructura de grupo abeliano
y una parametrizacién utilizando la funcién eliptica p de Weierstrass, lo cual generaliza en

cierto modo lo descubierto por Jacobi.

Al considerar la parametrizacion antes mencionada, puede verse que la existencia de

poligonos interinscritos a conicas esta relacionada con ceros y polos de funciones elipticas
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construidas a partir de la funcién p. Recientemente, Dominique Hullin [12] descubrié rela-
ciones recursivas entre tales funciones que permiten en ltima instancia resolver de manera
sencilla el problema de Steiner y por lo tanto, construir facilmente una infinidad de ejemplos
de circunferencias que cumplen el porismo de Poncelet para poligonos con cualquier niimero

de lados.

Mas alld del valor histérico que tiene la version moderna del porismo de Poncelet, los
capitulos 3 al 6 son presentados para comprender el capitulo 7, en el que damos una intro-

duccién al trabajo de Dominique.

1.3.5. Curvas de Poncelet

Teniendo resuelto en las partes previas de la tesis el problema de determinar las cénicas
que satisfacen el porismo de Poncelet, una generalizacion natural se presenta en la siguiente

definicién:

Definicién 1.2. De n-curva de Poncelet en R* Sea (I';,T3) un par de curvas como en la
definicién 1.1. I'y es una n-curva de Poncelet respecto a I'y (n € N, n > 3) si, siempre que
exista un poligono de n lados interinscrito a (I'y, I'y), puede garantizarse que existe otro de

tales poligonos con uno de sus vértices elegido arbitrariamente en I'y.

En la parte final del trabajo se introduce un objeto matematico conocido como rango
numérico de una matriz cuadrada con coeficientes complejos. El rango numérico resulta
ser un subconjunto compacto y convexo del plano complejo C y para ciertas matrices de
(n — 1) x (n — 1) es posible mostrar que su frontera es una n—curva de Poncelet respecto a
la circunferencia unitaria; en general dicha curva no es una secciéon cénica y su construccion

es sorprendentemente sencilla, en la siguientes imagenes se muestra un ejemplo con n = 4.
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Capitulo 2
El porismo de Poncelet en R?

El objetivo de este capitulo es acercarnos a las ideas que sostienen la versiéon moderna del
porismo de Poncelet que revisaremos en los capitulos siguientes.
. Cémo podria replantearse el Teorema 1.2 de manera que sea mas entendible el por qué Pon-
celet habla de la existencia de una infinidad de poligonos interinscritos en caso de haber uno,
sin decir al menos si dichos poligonos para empezar existen en casos no triviales?.
Tomemos para empezar un par de circunferencias (Cy,Cy) con Cy CInt(Cy). Dado cualquier
punto py € C; existen dos posibles rectas tangentes a Co que lo contienen y que intersecan de
nuevo a C; en otro punto. Pensemos que las circunferencias como curvas orientadas en sentido
contrario a las manecillas del reloj para dar sentido al decir que de esas dos tangentes, una
asocia a pg un punto més cercano al que asociaria la otra, siendo por supuesto dichos puntos

los extremos de las cuerdas tangentes que se forman:

e py
\

\

Figura 2.1: La transformacién de Poncelet

25



26 CAPITULO 2. EL PORISMO DE PONCELET EN R2

La funcién definida de esta forma 7¢, : C; — Cy, que depende de cudl sea la circunferen-
cia a la que trazamos tangentes desde el dominio, es llamada la transformacion de Poncelet
de Cy respecto a Co, claramente se trata de una biyeccién, mas ain, después calcularemos ex-

plicitamente cémo varia T¢,(p) en funcién de p concluyendo que es incluso un homeomorfismo.

En estos términos, podemos hablar de los vértices de un posible poligono interinscrito a
(C1,Cy) como iteraciones de T¢, aplicadas a un punto inicial py € C;, denotaremos por ¢, a

T‘C2 O,I’c2 O:.-- OT&2 Y Pn = T&(po)

n—uveces

Py P3

Py

1)

19

Figura 2.2: Iteracién de la transformacién Tg,

Para replantear el Teorema 1.2 diciendo que si existe py € C; tal que pg = p, para algin
natural n > 3 entonces ¢y = ¢, para cualquier otro ¢y € C;. Dicho de otra forma, si n € N,

n >3y po € C1 son tales que py es un punto fijo de T¢,, entonces T, es la identidad en C;.

Es entonces que surge la idea de Poncelet, misma que fue retomada por Jacobi y pos-
teriormente Cayley y varios otros matematicos para dar cada uno sus demostraciones del
porismo: Eurfsticamente, si se representan las figuras adecuadamente, T¢) puede ser vista
como una funcién conocida previamente y tal que la existencia de ciertos puntos fijos, forza

a que se trate de la identidad.

Claramente la construccion anterior puede extenderse al caso en que alguna o ambas
circunferencias son reemplazadas por elipses. De hecho podria sélo probarse el porismo de

Poncelet para una una circunferencia y una elipse dentro de ella, pues en caso de tratarse de
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dos elipses siempre es posible aplicar un cambio de escala (una transformacion lineal biyecti-
va) que transforme la elipse mayor en una circunferencia y mapee rectas tangentes a la cénica

interior en rectas tangentes a su imagen, que sera en general una nueva elipse:

Figura 2.3: Podemos suponer que la elipse en que estan inscritos los poligonos es una circunferencia

A qué nos referimos con representar las figuras adecuadamente?. Tenemos dos formas

principales de trabajar con el plano euclideano de forma analitica:

» Asociando a cada punto un vector en R? los cuales representaremos con letras en la

forma Z, ) Z, etc. o en términos de sus coordenadas ya sea como vectores renglén (x, y)

0 columna

= Asociando un numero complejo z € C mismos a los que también nos referiremos en
términos de sus partes real e imaginaria; z = = + iy, Re(z)=x, Im(z)=y. Por motivos
técnicos habrd que considerar mas adelante al plano complejo extendido C U {co} al

cual denotaremos por C

Mismas que nos permiten utilizar herramientas poderosas relacionadas con las funciones
involucradas en cada caso para tratar las circunferencias, rectas tangentes, etc. y nos llevaran
a mostrar nuevos vinculos entre ellas, motivados por las curvas de Poncelet. Comenzaremos
entonces a citar estas herramientas, comunmente estudiadas en los cursos bésicos de Calculo

y Variable Compleja.
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2.1. Las transformaciones de Mobius complejas

Pasemos primero a revisar problemas similares a los tratados en la introduccion, pero iden-
tificando el plano con puntos en el campo de los niimeros complejos, es en este campo y més

atin en C donde actian de forma natural las llamadas transformaciones de Mébius complejas.

Estas funciones también llamadas transformaciones lineales fraccionarias, son de la forma

T az+b
é

, ad—bc#0, a,bc,deC

Donde la condicién ad — bc # 0 es requerida para que la funcién no sea constante y se
define también

N

[ ] (OO):OO sic=0

» T(0)=a/c y T(-b/c)=00 sic#0

Algunos casos particulares permiten interpretacién geométrica inmediata:

» Traslaciones por un nimero b € C:

T(z)=z+0b

Figura 2.4: Traslacién por un complejo

» Homotecias por un factor a € R™ (dilataciones o contracciones segiin seaa > 16 a < 1):



2.1. LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS COMPLEJAS 29

Figura 2.5: Dilatacién
T(z)=az

» Rotaciones por un dngulo 6 € [0, 27):

Figura 2.6: Rotacién

» Rotaciones seguidas de homotecias (composicién de las dos anteriores)

un ejemplo interesante adicional es la transformacion z K| /z. Para interpretar su efecto
geométricamente podemos escribirla como la composicion de z ENS /Z seguida de la fun-
cién de conjugacién z 5 Z que refleja respecto al eje real, ahora, f puede escribirse como
f(2) = z/|z)? que claramente deja fija a la frontera del disco unitario D := {z € C | |z| < 1};
notando que |z| - |f(z)] = 1 concluimos que f es entonces la inversién respecto a 0D por lo

que T geométricamente invierte respecto a esta circunferencia y refleja luego en el eje real:
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Figura 2.7: La transformacién z — 1/z

Teniendo en cuenta estos ejemplos podemos deducir los que quiza sean los hechos ge-

ométricos mas conocidos sobre las transformaciones de Mdbius:

= Son conformes.
= Mapean circulos en circulos.

= Si dos puntos son inversos entre si respecto a una circunferencia dada, sus imagenes
bajo una transformacién de Mobius también son inversas respecto a la circunferencia

imagen de la anterior.

pues claramente toda transformacién

az+b
cz+d

Z =

puede escribirse segin sea el caso (¢ nulo o no-nulo respectivamente) como

a b %(cz—i—d)wLb—a?d a b—%i
bt ~ o hbi 2. c
ZHdz+d obren 2 cz+d c+cz—|—d

que son ambas composiciones de algunas de las funciones que hemos mencionado como ejem-
plos anteriormente (traslaciones, homotecias, rotaciones, reflexiones e inversién), cuyo signifi-

cado geométrico es conocido e implica el satisfacer las tres caracteristicas mencionadas.
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Se suele decir que el determinar una transformacion de Mobius permite 6 grados de
libertad, por el hecho de que dados 3 puntos distintos {z1, 22,22} C C existe una tnica
transformacion que los mapea a otra tercia de puntos distintos {w, wq, wy} C C elegida ar-
bitrariamente, cada uno de los cuales esta determinado obviamente por 2 parametros reales
(partes real e imaginaria), para una prueba sencilla de esta propiedad y un estudio més pro-
fundo de las transformaciones de Mobius asi como el papel fundamental que juegan en el

estudio de la geometria hiperbdlica analitica puede verse [15].

Aqui surge nuestro interés en estas funciones, probaremos un caso particular del porismo
de Poncelet para ciertas elipses contenidas en el interior de una circunferencia, (sin pérdida
de generalidad tomaremos a dicha circunferencia como 0D) elipses que surgen al estudiar
el comportamiento geométrico de un subconjunto especial de transformaciones de Md6bius;

aquellas que mapean D en si mismo.

2.1.1. Transformaciones que preservan el disco unitario

Existen muchas razones técnicas que iran saliendo a flote conforme avancemos que hacen
conveniente identificar a la elipse exterior del del Teorema de Poncelet con el disco unitario.
Dado, como vimos al principio del capitulo, que el enunciado del Teorema puede replantearse
como probar que cierta transformacion que actia de la elipse exterior en si misma tiene una
propiedad especifica, es natural estudiar posibles relaciones entre este problema y funciones

que previamente conocemos que cumplen entre otras cosas con preservar JD.

Construiremos entonces las transformaciones de Mobius que tienen esta propiedad, para
ello mencionaremos un argumento geométrico interesante siguiendo [18], apoydndonos tam-
bién en lo discutido al inicio de la seccién y partiendo del hecho de que una transformacion
de este tipo queda determinada si sabemos a qué tercia de puntos distintos mapea una tercia

dada previamente.

Definicién 2.1. Se dice que una funcién R 7, Rdonde R c C es una region es un automor-

fismo en ella si f es inyectiva y conforme.

Claramente las transformaciones de Mobius que preservan D son automorfismos (de hecho

son los tnicos [15],[18]). Intuitivamente el problema de determinar uno de estos automorfis-
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mos 1" consiste en determinar 3 parametros; podemos inscribir un triangulo AABC en dD

y decidir las imagenes de cada vértice que formaran otro triangulo inscrito preservando la
. ., ’ / ! . . ’ . .

orientacion AA B C", cada imagen requiere solamente un parametro para definirse, por ejem-

plo el argumento del complejo asociado a cada punto.

Figura 2.8: Un automorfismo en D

Siguiendo con esta idea podemos replantear el determinar la transformacion decidiendo
dénde enviar un punto de la frotnera de D y un punto en su interior, pues éste requiere de dos
parametros para estar bien definido por lo que un automorfismo en D quedaria determinado
si, por ejemplo, estan dadas la preimagen de 0 €Int(D) y la imagen de 1 € dD; sean a y p

respectivamente:

o 8

1/a

Figura 2.9: Otra forma de determinar el automorfismo

Como D se mapea en si mismo, puntos iversos respecto a su frontera se mapean en puntos

inversos de nuevo respecto a ésta, por lo que 1/a que como vimos anteriormente es el inverso



2.1. LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS COMPLEJAS 33

respecto a dD de a debe ir al inverso de T'(a) = 0 que es oco. Teniendo estos datos concluimos
primeramente que 1" es de la forma

Z—a

z — k

az —

con alguna constante &

y utilizando el hecho de que T'(1) = p € 9D tenemos

[1—a

L=lpl = IT(1)| = kg =g

— k| = k="

La eleccién del punto p es entonces equivalente a la eleccién de un argumento 6 € [0,27),

siguiendo la notacién de [18] escribiremos los automorfismos de D en la forma

i0 2~ “1, o] <1, 6 € [0,27). (2.1)

Mo(z)=e
)= 2
Notando que M? puede verse como M seguida de una rotacién por un dngulo  es claro que
entender la geometria de los automorfismos depende de entender el comportamiento de MY,

por lo que a esta transformacion en especial suele denotéarsele simplemente como

My(z)=~-—¢ (2.2)

az— 1

La imagen de un punto z € dD bajo M, es féacil de visualizar, si a = 0 el automorfismo es la
identidad, supongamos a # 0 y sea {(z, a) la recta que une los puntos z y a, parametricémosle
mediante la funcién ¢ : R — C dada por ((t) = z + t(a — 2z). Si resolvemos ((t) = M,(z)

para t tenemos

t_(z—a > 1 1 z —az*+2z—a
C\az—1 a—z l1—az a—z —az2+(1+]af)z—a

multiplicando y dividiendo por Z la iltima expresion puede escribirse como

~ 2(1 —Re(az))

t= , (2.3)

|z = af?

ahora, si adoptemos por un momento la notacién vectorial @ = (w,,w,) para el nimero
complejo w = w, + iw, siendo |z| = 1 tenemos (2,2 — @) = 1 — (z,a, + zya,) = 1—Re(az)

donde (-, -) es el producto interior usual en R?. Asf 2.3 puede escribirse como sigue:
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(2.4)

Lo cual nos permite interpretar geométricamente: como |a| < 1, (2, Z — @) no puede ser
nulo (implicarfa que la recta ¢(z,a) es tangente a dD), por lo que ¢(z,a) interseca a esta

circunferencia en otro punto ademas de z, su imagen bajo M,:

. Mu (W)

M (x)

a

Figura 2.10: M, actuando en oD

Suele llamarsele a M, la perspectividad de 0D sobre si misma via el punto a. En la
siguiente seccién nos gustarfa obtener informacién geométrica acerca de MY, para ello pro-
baremos una sorprendente propiedad acerca de las rectas £(z, M?(z)) para z € 9D. (en caso
de que MY? fijara a z definimos la recta anterior como la tangente en z a la frontera del disco

unitario)

2.1.2. Conexion con el porismo de Poncelet

Teorema 2.1. El conjunto de rectas {{(z, M%(2)) | = € D, 6 # 0} es el formado por las
tangentes a la conica CY con excentricidad |al|, focos en a y ae® y eje mayor de longitud
2sen(6/2).

Observaciones 2.1. Para el caso § = 0 la conica mencionada es degenerada y como vimos
anteriormente, las rectas ¢(z, M,(z)) concurren en a. La conexién con las curvas de Poncelet

resulta ahora evidente.
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e
SR
L%

Figura 2.11: Teorema 2.1

Demostracion. Sean a €Int(D), b = ae? y w := M?(z), queremos probar que £(z,w) es

tangente a la elipse £ := C? descrita por la ecuacién
|z —a| + |z — b] = 2sen(0/2). (2.5)

Supongamos primero el caso en que w # z, entonces como 6 € (0,27) los puntos z,w y
u := M,(z) son distintos. Definase v como ze? y obsérvese que, como w = ue?, la recta
l(w,v) es la linea {(u, z) rotada un dngulo @ respecto al origen. Luego, el punto b estd en

l(w,v) y los tridngulos Awzv y Awzu son congruentes:

<

\
A,

~/7

v

Figura 2.12: Primer caso del Teorema 2.1
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Localicemos ahora un p € {(z,w) tal que ¢(a,p) sea paralela a ¢(u,w). De modo que

Azuw es semejante a Azap y tenemos

w—p| _Ju—al [e“u—a) |w—b

(2.6)

=z Ju—z  |efu—z)] |Jw—o]
Igualando el primer y tltimo cociente de 2.6 nos damos cuenta de que Awpb ~ Awzv de
aqui que £(p,b) y £(z,v) son paralelas y mas atn; tenemos Zapz = Zwpb. Asi las cosas si p
estd en la elipse &£, por la propiedad de reflexién en las elipses (un rayo que viaja desde un
foco de una elipse a un punto en ella es reflejado por la misma con direccién al segundo foco)
se tendria la tangencia de ¢(z,w) con £.
Para mostrar que p estd en £ puede calcularse [p— a|+|p — b| tomando las razones correspon-
dientes entre los lados de los tridngulos semejantes Apza y Awzu asi como Awpb v Awzv
obteniéndose

\p—z\|

|w — 2|

lw —p
— Z

|w

||Z—v|.

w — u| + |

lp—a|l+p—0b| =

Pero los puntos v y w han sido obtenidos a partir de z y u simplemente girandolos sobre 0D

un éngulo 6, por lo que |w — u| = |z — v| = 2sen(#/2); entonces

_lp—z+[w—p|

w — 2] 2sen(0/2) = 2sen(6/2).

p—al +[p =0l

p € E. Para el caso w = MY(z) = z mostraremos que la tangente a D) en z es también
tangente a £ en z:

Figura 2.13: Segundo caso del Teorema 2.1
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Definimos u = M,(z), de modo que z = M?(z) = ue®. Pero b = ae®, lo que significa que

Azb0 es simplemente Aua0 rotado un angulo 6.
= |z—a|l+|z—bl=|z—a|+|u—a|l =|z—u| =2sen(f/2),

mostrando que z € &. Por simetria Zaz0 = Z0ua, y por la congruencia de Azb0 y AaOu,
Z0ua = Z0zb dando ambas Zaz0 = Z0zb. Asi, de nuevo por la propiedad de reflexién de
rayos en las elipses, la tangente a £ en z coincide con aquella a dD en el mismo punto pues

esta tltima es la normal a £(0, z) en z.

Habiendo probado que £(z, M?(z)) siempre es tangente a la cénica especificada, resta
probar que toda tangente a ésta es de la forma £(z, M?(z)) para algin z € 9D, para lo
cual usaremos un par de propiedades algebraicas bien conocidas de las trasnformaciones de
Mobius que es el hecho de que todas aquellas distintas a la identidad, tienen uno o dos puntos
fijos en C y que forman un grupo con la composicién (puede verse de nuevo [18] 6 [15]).

Si M? fuera la identidad, & = OD y el resultado es trivial. Supongamos entonces que M?
tiene uno o dos puntos fijos inicamente, en tal caso cada punto de 9D que no sea fijado por
la transformacion debe estar en el exterior de £ o no se cumpliria la propiedad de tangencia
que hemos probado previamente, asi las cosas, todos los puntos de 9D son externos a la elipse
excepto a lo mas dos, por lo que & C . Por lo tanto, si £ es una recta tangente a £ en un
punto z € £ N JD entonces z es punto fijo de MY, ¢ es tangente a D y £ = £(z, M?) por
definicién. Si ¢ es ahora una tangente a la elipse en un punto interior del disco unitario, por
conexidad ¢ interseca a su frontera en dos puntos z; y 2o de forma que ¢ = {(z1, z3). Existe
también un tercer punto zz tal que £(z1,z3) es tangente a £ y claramente ninguno de los
3 puede ser fijo bajo M?. Si M%(z) = 2, 6 M%(2;) = 2z; no hay mds que hacer. La tnica
alternativa es entonces que M?(z;) = 23 y M%(23) = 21, lo que implica que tanto z; como 23
son puntos fijos de la transformacién de Mobius (M?)°% := M? o M?, pero por lo comentado
anteriormente M? misma tiene al menos otro punto fijo distinto de z;, y 23 que claramente lo
sera también de (M?)°2, implicando que esta tltima es la identidad lo cual no ocurre nunca

si @ € (0,27), (M? no es su propia inversa, que de hecho es M, 7). ]

Notemos que el teorema anterior permite una facil demostracién de un caso particular
del porismo de Poncelet; aquel en que el par de conicas en donde estan interinscritos los
poligonos fuera (9D, CY) para ciertos parametros a y 6 como los especificados en el teorema
2.1. De hecho hemos probado que si se da el primer caso de la demostracion del teorema,

{a, C%} C Int(D), la transformacién de Poncelet de 9D asociada a C? puede ser vista como
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M? que es de Mébius al igual que sus iteraciones que definen los vértices de los poligonos
interinscritos y como bien sabemos, la unica transformacién de este tipo que admite 3 o mas

puntos fijos es la identidad, vale la pena establecer formalmente el resultado:

Resultado 2.1. porismo de Poncelet para (9D, C%). Sea 6 € (0,27) y supongamos que a y la
elipse € == CY estdn en el interior de D. Si existe un P (20, 21, . -, 2n_1) (n > 3) interinscrito

a (0D, E) entonces £ es una n-curva de Poncelet respecto a OD.

B ’V[H o3
VVO*(I a) (WO)

6 o2
NN (M) (w)

M()
a( W 0 )

Figura 2.14: (M?)°3 es la identidad en la circunferencia unitaria

Demostracion. Denotemos por (M?)°" a la transformacién de Mébius obtenida luego de com-
poner M? consigo misma n veces y definamos z, := zg. Por el teorema 2.1 en el lado [z, 21]
del poligono interinscrito pasa que M?(z5) = z; o bien M?(z) = z,, supéngase que se han
numerado los vértices de forma que se tenga la primera de estas posibilidades. De forma
similar puede ser M?(z1) = 25 6 M?(25) = 21, sin embargo la segunda se descarta porque M?
es inyectiva, asf (M?)°?(z9) = z» y por el mismo razonamiento en general (M?)%(z) = z;
para j = 1,2,... n. El hecho entonces de que z, = z, imlica que {zg, 21, ... z,_1} son puntos
fijos de (M?)°" y como n > 3 esta transformacién debe ser la identidad.

Si ahora se toma cualquier otro punto wy € 9D por el teorema 2.1 [wg, MY (wy)] es tan-
gente a £ y por el mismo razonamiento utilizado anteriormente (M?)°2(wg) # M?(wy) vy
[M?(wy), (M?)°2(wy)] es de nuevo tangente a £, asf sucesivamente puede entonces formarse un
poligono interinscrito P (wq, w1, . . . , w,_) definiendo w; := (M?)% (wy) para j = 1,2,...n—1
observando que (M?)°"(wg) = wy por ser (M?)°" la identidad. O
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Por supuesto el teorema anterior no tiene la generalidad del porismo de Poncelet, mas
ain, no tenemos ningtn ejemplo en que la circunferencia unitaria y una elipse en su interior
admitan un poligono interinscrito, mucho menos uno en que dicha elipse sea del tipo CY.
Sin embargo, en él queda clara la idea que comentamos al principio del capitulo asi como
también ejemplifica perfectamente el término porismo; un problema tiene una infinidad de
soluciones siempre que tenga al menos una, pero no se dice si dichas soluciones puedan al
menos existir ni como hallarlas, ademés de que da una conexiéon m&s con un tema conocido

y muy estudiado en varias areas como las transformaciones de Mobius.

Antes de afinar la idea de modo que demos una primera demostracién general para el
porismo de Poncelet, revisaremos justamente un ejemplo interesante de una familia de elipses
que son 3-curvas de Poncelet respecto a dD que generalizan lo discutido acerca de la Férmula
de Chaple, mismas que surgen al estudiar funciones que a diferencia de las de Mobius, no
es comun su mencion en un primer curse de variable compleja, a pesar de que se trata de

productos de estas ultimas.

2.2. Productos de Blaschke finitos

Para construir ejemplos de 3-elipses de Poncelet, consideraremos un caso particular de

productos de las transformaciones que hemos visto, preservan el disco unitario:

Definicién 2.2. Producto de Blaschke de grado n Un producto de Blaschke de grado n es

una funcion B : C — C definda mediante

noz—a;
B(z)=0]] +——
i1 1 —a;z
donde |B| =1y {a1,as,...a,} CInt(D)
Estas funciones tienen ceros precisamente en {aq, as, . . . a, }, un cero que apareciera repeti-

do m veces, como es usual, se dice que tiene tal multiplicidad de modo que el grado de B(z)
es sl nimero de ceros contando multiplicidad. Nétese que si |z| = 1 entonces z = 1/Z y se

tiene

n

H Z—aj

o L —a5z

:ﬁ 2—a] _prlemal g
1 —ajz| j:1|§_a7j| ’

|B(2)| =

J=1
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asi que estos productos también preservan 0ID. Mas atin, como consecuencia del teorema del
modulo maximo ([14], p.125), |B(z)| = 1 <= |z| = 1. Asi las cosas, un producto de Blaschke
de grado n es una funcién analitica en Int(D), continua en D, con mddulo unitario en D y
tiene un ndimero finito de ceros en Int(D), puede mostrarse de hecho que estas propiedades
determinan B salvo un factor constante de médulo unitario ([8], p.6). Estas funciones segin
Colwell ([3], p.3) surgieron en 1915 en un articulo de W. Blaschke, si se quiere profundizar
acerca de de ellos puede consultarse el libro mismo de Colwell.

A nosotros nos bastara probar el siguiente lema técnico, cuya lectura puede omitirse para

pasar al resultado geométrico interesante de esta seccion:

n—1
Lema 2.1. Sea B un producto de Blaschke de grado n de la forma B(z) = z [
j=1

z—aj

1 —a;z

, con

ceros distintos entre si, entonces:

a. todo punto de OD tiene exactamente n preimdgenes distintas en 0D bajo B;
b. si tomamos A € OD con B(z;) =Aparaj=1,2,...,ny

F(z) = ;(S)ZZA - i Ty (2.7)

j=1 Z—Zj

entonces los m; son reales que satisfacen
n
1. Z m; =1,
=1

g A
M. M; = —————
T 4B'(y)
1 n—1 1— 2
Q. — =1+ i’“'z
m; = |z; — agl

w. m; € (0,1) para j =1,2,...n.

Demostracion. Para el inciso a. fijemos un punto A € 0. Como B es una funcién racional
de grado n la ecuacién B(z) = A tiene n soluciones contando multiplicidad y al tenerse
|B(z)| = 1 <= |z| = 1, todas las preimagenes de A estdn en 9D. Para ver que la multiplicidad
de cada cero de B(z) — A es 1 veremos que B'(z) no se anula en ningtin punto de 9D y por
tanto en ninguna preimagen de .

Utilizando la regla de Leibnitz puede calcularse la derivada logaritmica de B:




2.2. PRODUCTOS DE BLASCHKE FINITOS 41

donde a,, = 0, de la expresién anterior deducimos para z € 0D que

De donde se sigue que B/(z) no se anula para valores de médulo 1. Probemos ahora la parte
b:

Multiplicando la ecuacién 2.7 por z y haciendo tender z a infinito tenemos

lim ————— = lim m, = » m; =1
=0 B(z) — A jZIZHOO T2 — 2 le !
Para ver que se cumple (ii) obsérvese que
, , z—z 1A
m; = QL%(Z — ) F(z) = Zlgg W_j>\ - (B(2)/2) = B (z) g

Enseguida probamos (iii). Reescribamos la derivada logaritmica de B:

B(z) 1 "= 1—|a?

B(z) 2z = (—agz)(z—a)’

evaluando en z; y multiplicando por 1/z; = z;:

2B (2) _ ] +"71 1 — ay? _q +"§:1 1 — |ay|?
B(z;) = (Z — @lz ) (2 — ax) = |z —

1 B (2
pero B(z;) = Ay por (ii) — = zj)\(zj) lo que completa la prueba de (iii).
m .
Finalmente (iv) es consecuencia inmediata de (iii). O

El teorema que probaremos a continuacion, estd motivado por un resultado conocido co-
mo teorema de Marden que es en realidad el por qué del reciente interés de los gedémetras en
la relacién entre las transformaciones de Mobius, los productos de Blaschke y las curvas de

Poncelet y por tanto de la primera parte de este capitulo:
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2.2.1. Las elipses de Marden-Blaschke

Teorema 2.2. Teorema de M. Marden Sean mq, ms, ms reales positivos tales que mq +ms +

mz =1y sean a y b los ceros de

F(Z):Z_:lmj(z—zj)*lz : (z—a)(z—0b)

z2—21)(z — 29)(2 — 23)°

donde z,2z9 Yy z3 son cualesquiera complejos no colineales, entonces a y b son los focos de

una elipse inscrita en el triangulo Az1z023 y los puntos de tangencia son

. MoZ3 + M32o . mi2z3 + mszy . mi2o + Moz

Cl_—; C2_—7 C3_

m2+m3 m1+m3 m1+m2

Figura 2.15: Las cevianas del Teorema de Marden

Por supuesto las rectas que unen los puntos de tangencia con el vértice opuesto del
3

tridngulo concurren en el centro de masas Z m;z;j.
Jj=1
La version que probaremos motivandonos con el anterior es esta:
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Teorema 2.3. Elipses de Marden-Blaschke Considérese el siguiente producto de Blaschke de

Ble) == (f—_ffz) (12—_;222)'

Para \ € D, sea {z, 29,23} = B7*({\}) y escribase

grado 3 con ceros distintos:

B(z)/z _omy mo ms

B(z) — A z—zl+z—zg+z—zg'

Entonces la linea {(z1, z9) es tangente a la elipse

€ w— a1+ |w—as] = |1 —ajas| (2.8)

myzy + Moz
en el punto (3 = 11:::22 Y viceversa, todo punto de £ es el punto de tangencia de £
ma mo

con una recta que pasa por dos puntos distintos de la circunferencia unitaria zy y zs para los
cuales B(z1) = B(z2).

Demostracion. Probemos primero que (3 € &:
Como F(a;) = (B(aj)/aj)/(B(a;) — A) =0 para j = 1,2, tenemos

0— F(aj) _ ms i (m1 + mg)aj — (mlzg + mgzl)
aj — =3 (aj — 21)(a; — 22)
=4 I8 (g 4 my).

aj =z (a; = 2)(a; — )
Por el lema 2.1 m; € (0,1) y my + mg + mg = 1. Por lo tanto

1

a; — 23

aj—Ca

(a; — z1)(a; — z2) |

ms = (1 —mg)

Podemos sumar estas igualdades para 7 = 1,2 y reagrupar para obtener

1 1 3

m
WK?)—MHWK:%—%’ “1om (

(az — 21)(ag — 29)

(1 —araz)(az — 23)
(2.9)

(a1 — 21)(a1 — 29)
(1 —araz)(ar — 23)

).

Ahora, recordando que {21, 22, 23} = B~'({\}), B(z) — A puede factorizarse como
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(z—21)(z — 22)(2 — 23)
(1 —a2)(1 — @z)

B(z) = A=

Pero B(a;) = B(az) = 0, entonces

(1 —Jai*)(A — a173)
(a1 — 21)(a1 — 22)(a1 — 23)

(a1 — 21)(a1 — 2) (a1 — 23)

== T T - am)

y andlogamente

(1 — Jao[*)(1 — apan)

= (az — 21)(ag — z2)(az — 23)

Multiplicando por estos unos los sumandos del lado derecho de la ecuacion 2.9 obtenemos

1 1 ms (1—|a1\2 n 1—|a2\2>.

’1—CL71GQ||C3_Q1|+‘1—@710,2‘|C3_a2|: 1_m3 ’01—23‘2 ’az_ZS‘z
Por tltimo aplicamos el inciso (iii) del lema 2.1:

1 1

m\@:’) —aq| + mk}) — ag|

1-— 2 1-— 2
_ My QH |Cll\2+ |a2\2} _1>
1—mg3 la; — z3] las — 25

_<1fbjng> (wl”)‘

cG —a[ ]G —a] = |1 —@ras] <= G €L
Hasta ahora sabemos (3 € EN{(z1, 2), para probar la tangencia usemos de nuevo la propiedad

de la reflexion del rayo a través de los focos de la elipse; probaremos la igualdad de los angulos

Zz21(3a1 v Las(3zo de la figura siguiente:
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z

e
S Yy

z, 3

1

Ello implicard que £(z1, z3) es exterior al tridngulo A{zasa; y hace angulos iguales con sus
lados [(3, as] v [a1, (3] y como ninguna otra linea cumple tal propiedad (excepto por supuesto
la mediatriz de [ag, a1] pero no es externa al tridngulo) salvo la tangente, habremos terminado
de probar la primer parte del teorema.

Notemos primero que (3 es el cero de la funcién z — my/(z — z1) + ma/(z — 22). Por lo tanto,

_ B(G) /¢ _ (G5 —a1)(G3 — az)
B(G)— A (G—21)(G— 29)(¢3 — 23)

Utilizando esta ecuacién tenemos:

ms

(3 — 23

= F(G)

(2.10)

[ -G az — G| [(a1 = G)(az — G)
£oabst — Lazlszs ‘arng - cJ R cJ I I e
—arg(Ga — 20)F(Ga)) =g (G — 20) | —ang(oma) =0,

Finalmente, si dibujamos cualquier otra tangente £ a £ en ( por conexidad existen dos puntos
distintos {z1, 2z} = N ID, por el inciso (a) del lema 2.1 hay exactamente dos puntos en 9D:
wy y way, para los cuales B(z1) = B(w;) = B(wy). Pero existen sélo dos tangentes a la elipse
desde 21, ¢ debe ser una de ellas al igual, por lo que probamos anteriormente, que ¢(zy,w;) y

0(z1,ws) lo cual implica zo = wy 6 29 = wy. O

Claramente el teorema anterior implica que la elipse mencionada £ es una 3-curva de Pon-
celet respecto a JD. Llamaremos a este tipo de curvas elipses de Marden-Blaschke asociadas

al producto B de grado 3.
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2.2.2. Generalizacion de la formula de Chaple-Euler

En esta subseccion mostraremos como lo expuesto hasta ahora generaliza al caso de elipses
lo que presentamos en el primer capitulo para circunferencias. Explicitamente, queremos
mostrar que las elipses que describe el teorema 2.3 son todas las posibles 3-elipses de Poncelet

respecto a JD y que la férmula de Chaple-Euler:

2Rr = R* — d* (2.11)

Figura 2.16: Chaple-Euler

determina circunferencias que son casos particulares de elipses de Marden-Blaschke. Em-

pecemos por mostrar esto ultimo:

En la ecuacién (2.8), hagamos a; = as:

|z —al+ |z —a|=|1—aal.

Como |a| < 1 podemos reescribir la ecuacién anterior como

2-1-|z—a|=1-aa. (2.12)

Observemos que si en las circunferencias determinadas por la ecuacion (2.11) identificamos
a la de radio R con JD y suponemos que el centro de la de radio r esta en el punto determinado

por a, entonces todos sus puntos z estan dados por la ecuacién
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|z —al=r,
de manera que si sustituimos en la férmula de Chaple-Euler R = 1, r = |z —a| y
d?> = |a|?> = aa obtenemos precisamente (2.12). Por tanto toda circunferencia que sea 3-
p q

curva de Poncelet respecto a dD es un caso particular contemplado en el teorema 2.3.

Finalmente estableceremos formalmente el hecho de que toda elipse que sea 3-curva de

Poncelet respecto a la circunferencia unitaria es una elipse de Marden-Blaschke.

Teorema 2.4. Toda elipse en el interior del disco unitario que es ademads 3-curva de Poncelet

respecto a su frontera, es una elipse de Marden-Blaschke.

Demostracion. Sea F Clnt(DD) una elipse que es 3-curva de Poncelet respecto a su frontera y
tiene focos en a; y as v supéngase que no es de Blaschke, por el teorema 2.3 existe también
una de tal tipo € que tiene los mismos focos y eje mayor de longitud |1 — @jas|. Como estos
parametros caracterizan por completo a la elipse, el eje mayor de F es mayor o menor que
el de &, supongamos que fuera mayor (el otro caso admite un argumento andlogo). Es claro
entonces, si pensamos en la definicén de una elipse en términos de la suma de la distancia a

los focos siendo constante, que &£ esta en el interior de F:

Figura 2.17: toda elipse que es 3-curva de Poncelet respecto a 9D debe ser de Marden-Blaschke
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Si interinscribimos un tridngulo Az;z923 a (0D, &) con [z9, 23] vertical como en la figura
y tomamos las cuerdas de la circunferencia unitaria [z1, (1] v [z1, (2] tangentes a F, es claro
que £((y, (o) estd a la derecha de #(z9, 23), lo cual le impediria ser tangente a F cosa que a la

vez impide que ésta sea 3-curva de Poncelet respecto a 0. O

Lo anterior nos permite finalmente dar un ejemplo donde aplica el resultado 2.1 (encontrar
una elipse del tipo C? tal que (9D, C?) admite un poligono interinscrito), podemos hacerlo

en el caso de triangulos:

Escribamos los focos de C? como a; := a = re™®, lo que obliga al segundo a ser ay = ret(@+?)
donde r € (0,1). Requerimos solamente entonces que la longitud que hallamos para el eje

mayor, (2sen(6/2)), satisfaga
(2sen(0/2))* = |1 — aras|*. (2.13)

Como (2sen(0/2))? = 2 — 2cosf y ajas = r’e?, 2.13 se vuelve una ecuacién cuadrética en
r? que puede facilmente ser resuelta para obtener como soluciones 72 =1y r? = 2cosf — 1.
Claramente debemos descartar la primera y concluir que C? es una elipse de Marden-Blaschke
si y sélo si |a] = v/2cosf — 1, teniéndose al fin un ejemplo para el teorema 2.1.

2.3. Primeros comentarios

En esta primera parte del capitulo hemos ligado el estudio de ciertas cénicas de Poncelet
con la teoria basica de funciones de variable compleja, nuestro plan en los siguientes capitulos
de la tesis es presentar una extension del porismo de Poncelet al plano proyectivo complejo;
esta extension involucra detalles técnicos relacionados con las ideas que se han ejemplificado,
asi como con las que discutiremos para concluir este capitulo, que pueden resultar engorrosos
y no intuitivos si se estudian de manera directa, por lo que consideramos importante haber

hecho este primer acercamiento.

Otro detalle a destacar, que quedara en evidencia mucho més fuertemente en la ultima
parte de la tesis (El rango numérico), es la influencia reciproca que han tenido los desarrollos
por un lado de las matemaéticas puras y por otro el de la tecnologia y la aplicaciéon de las

mismas. Lo hasta ahora expuesto era desconocido hasta que un grupo de mateméticos (U.
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Daepp, P. Gorkin y R. Mortini), en 2002 estudiaba productos de Blaschke relacionados con
ciertos problemas de interpolacion, accidentalmente redescubrié el teorema de M. Marden
luego de experimentar con las graficas de los productos reproducidas en Mathematica. El
vinculo entonces de éstos con el porismo y las curvas de Poncelet hubiera sido en el mejor
de los casos descubierto mucho mas tarde sin el desarrollo que ha tenido el computo en los

ultimos tiempos.
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2.4. La demostracion de Jacobi

Concluiremos este capitulo dando una primer demostracion al porismo de Poncelet que
extienda el caso particular estudiado previamente (teorema 2.1), comenzaremos por probarlo
para circunferencias y generalizaremos luego el argumento para elipses. La idea principal es
la misma del inicio del capitulo; dar parametrizaciones a las figuras que, mediante el uso de
propiedades analiticas conocidas de ciertas funciones de calculo, permitan comprender facil-
mente la transformacion de Poncelet. En este segundo acercamiento, siguiendo una idea de
Jacobi, observaremos un vinculo entre las curvas que nos interesan y una ecuacién diferencial

ordinaria separable cuya solucién por cuadraturas involucra una integral eliptica famosa.

2.4.1. Dos circunferencias

Tomemos C una circunferencia de radio r en el interior de D de forma que su centro a

esté sobre el eje real, sea d = |al.

TAp) ¢<

2¢
Re

Figura 2.18: la cuerda [p, T¢(p)] es tangente a C

Pensamos a 0D como una curva orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj

para que la transformaciéon de Poncelet como la construimos al principio del capitulo esté bien
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definida, podemos pensar a los puntos en términos inicamente del angulo que forman con la
parte positiva del eje real que por motivos técnicos, haremos que tome valores de la forma
2p € [0,27). De esta manera la transformacién de Poncelet en 9D respecto a C, T, esta de-
terminada por una funcién real fe : [0,7) — [0, ) tal que T¢(p) = (yo foy™')(p) donde v es
la paremetrizacién de la circunferencia unitaria v : [0, 7) — C; () = cos(2¢) + isen(2p)
que obviamente es de clase C'°°, por lo que la propiedad de Ty de ser un homeomorfismo
que mencionabamos al iniciar el capitulo depende de que f¢ sea continua, probaremos que es
incluso diferenciable.

Estudiaremos entonces f¢, especificamente queremos medir exactamente como varia respecto

a .

Para cada punto p € 9D y su transformado bajo T¢, sean M¢(p) el punto de tangencia de
[p, Tc(p)] con C y pe(p) la longitud de [p, Mc(p)], por la simetria de C; pe(Teo(p)) estda dada
por la longitud de [Mc(p), Te(p)]:

P

PP

Tp)

Figura 2.19: Las funciones M (p) y p(p)

En lo subsecuente, por comodidad, omitiremos el subindice C y denotaremos por p, a
T°"(p) para cualquier p en la circunferencia unitaria. El paso fundamental ahora es probar

que

/() = 22 (2.14)
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Dado un ¢ pequefio sean p° la rotacién de p = € de e radianes, (p° = €'*+9) y

x = [p,p1] N [p, pil:

», M(p)
3
M(p")

Figura 2.20: calculando fl(tp)

En la figura 2.4.1, los triangulos Ap*zp y App5x son semejantes, por lo que
1

[plvpﬂ _ [x7p1]

p,p?]  [pf ] (2.15)

Las longitudes de los arcos de circunferencia unitaria (recorridos en sentido positivo) pp® y
—_—

p1p5 son respectivamente 2[(p+¢) —¢| v 2[f(¢+¢) — f(¥)], vy por la suavidad de 0D tenemos

g <
— 1im 2P _ gy PP

e—0 £ e—0 ppf e—0 [p’pg]

e—0 [p7p€] e—0 [pg, :L’] [p7 M@)] p(p)

popi] _ o [ (M (p).pi] _ plp1)

lo cual establece 2.14.
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Resta calcular p(p;) y p(p) en términos de ¢, véamos la siguiente figura:

M(p)

Py
24

Figura 2.21: Calculando p(p1) y p(p)

Aplicando la ley de los cosenos a Apa0 tenemos

[p,a)* =12+ d*+ 2d cos2¢p
= (14 d*)(cos? ¢ + sen? @) + 2d(cos*p — sen? )
= (1+d)*cos® o + (1 — d)*sen® ¢
(14 d)*(1 —sen?p) + (1 — d)?sen? ¢
(1+ d)* — 4d sen? .

Y por el teorema de Pitagoras en AM (p)ap:

p(p) = [p, M(p))? = \/[p,a]2 — 72 = /(1 + d)2 — % — 4dd sen? p.

4d
Introduciendo la constante k? = Wa podemos escribir finalmente
—r

p(p) = V(1 +d)2 —r2- /1 — kZsen? . (2.16)
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Anélogamente puede calcularse

p(p1) = L+ )2 — 12 - /1= K sen? f(i). (2.17)

De los célculos anteriores concluimos que la funcién f que define la transformacion de

Poncelet de OC respecto a C, satisface la siguiente ecuacion diferencial de variables separadas:
/ 1 — k2sen? f(p)
f@%=¢ —
V1 —Fk?sen? ¢
misma que podemos reescribir como
f'() B 1
V1 —kZsen? f(p) V1-—k?sen?gp

La ecuacién anterior nos permite concluir por el teorema fundalmental del calculo y la regla

f(e) dt
/ap V1 —Ek%sen?t - (2.19)

para alguna constante real w positiva. (Basta derivar la funcién del lado izquierdo de (2.19)

(2.18)

=0.

de la cadena, que:

respecto a ¢ utilizando los resultados de célculo elemental mencionados previamente).

Como 2.19 es valida para cualquier ¢, podemos iterar f pansando en construir los vértices

de un n-agono interinscrito a (0D, C) y se tienen las igualdades

foUH () dt ‘
/ —w j=1,2,..n—1. (2.20)
f

°i () V1 —Ek?%sen?t
Que sumadas nos permiten concluir

o () dt
/so Wi = nw. (2.21)

, . . . ., L [T dt
Obsérvese que el integrando es estrictamente positivo, por lo cual la funciéon x — / _—
¢ V1 —k?sen?t

es creciente y en particular, inyectiva.

Ahora supongamos que existe un n-agono interinscrito, es decir, existe un p en la circun-
ferencia unitaria correspondiente a un angulo ¢ € [0,7) tal que p, = p, o bien 2f°"(yp) =
2¢ + 2mm para algin m € N. Entonces por 2.21 tenemos

pFmm dt
. VI Rseti

Démonos cuenta de que esta condicién es también suficiente para que exista un n-agono

nw. (2.22)

interinscrito, en efecto, si 2.22 se cumple, por 2.21 se llega a
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nw = (@ +mm) = 1(f"(p)),

que por la inyectividad de ¢ implica que ¢ + mm = f*(p) que equivale a p, = p, lo que
asegura la existencia del poligono buscado.

En resumen, hemos probado el siguiente

Teorema 2.5. Sean C una circunferencia con centro en a (|la| = d) y radio r contenida

en el interior de D y T¢ la transformacion de Poncelet de 0D respecto a C. Definase k* =
4d

—————— y una funcién J : R? R dada por

(1+d)2—r2 Y / 7 b

Y dt
J(:v,y):/$ 1 — kZsen2t

Entonces, dado un punto p = €*¢* € 9D y su transformado p; = To(p) = €221, el par (0D, C)

admaite un poligono interinscrito de n lados con vértices en p y py st y solo si:
J(p, @ +mn) = nw para algin natural m, donde w = J(p, ¢1).

Y por supuesto de aqui se sigue:

Corolario 2.5.1. porismo de Poncelet para circunferencias: Si un par de circunferencias
(C1,Cs) admite un poligono interinscrito de n lados, entonces Cy es n-curva de Poncelet

respecto a Cy.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que C; es la circunferencia uni-

taria, de modo que el corolario es consecuencia inmediata del teorema anterior y del hecho

1
de que el valor de J(p, ¢ + mm) no depende de ¢, al ser g(t) = —=—===== una funcién
V1 —Ek%sen?t
m-periodica. O

2.4.2. Reinterpretacion: Una medida invariante

La demostracion anterior es interesante por muchas cosas, hemos dado un primer paso

para comprender que el comportamiento de la transformacién de Poncelet estd ligado a una
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funcion eliptica y sin embargo hemos requerido iinicamente conceptos basicos de calculo para
desarrollarla.

Pareciera a primera vista que el argumento es distinto al dado en el caso particular que dis-
cutimos previamente relacionado con transformaciones de Mébius complejas, que a grandes
rasgos se basa en identificar la transformacion de Poncelet con una funcion que esta obligada
a ser la identidad en caso de tener ciertos puntos fijos. Veremos sin embargo que la prueba de
Jacobi puede replantearse utilizando conceptos basicos de Teoria de la Medida que permiten
dejar de lado detalles técnicos para observar que en realidad la idea principal es la misma:
ciertas transformaciones son en esencia equivalentes a otras para las que es inmediato darse
cuenta de que el hecho de que tengan un punto fijo, permite deducir que se tratan de la
identidad; la de Poncelet por supuesto incluida.

En el camino, comentaremos céomo extender la prueba que hemos visto a un par de elipses.

Resumamos lo hecho anteriormente de la siguiente forma:
Tenemos dos circunferencias C y D con D en el interior de C orientadas en sentido contrario
a las manecillas del reloj, asi definimos geométricamente un homeomorfismo preservador de
orientacién T : C — C y una funcién p : C — R, con p(p) la longitud del segmento [p, m]

como se muestra en la figura siguiente:

T(p)

Figura 2.22: [p,T(p)] es tangente a D en m

Fijemos un punto de origen en C para introducir el parametro s de longitud de arco que se
incrementa siguiendo la orientacion establecida. Sean p; = T'(p) y s, s1 los respectivos valores
de la longitud de arco en p y p1. Si p es un punto del arco pp; distinto de sus extremos y
p; = T(p), las cuerdas [p,p1] y [p,p,] se intersecan en un punto n tal que los tridngulos

Ap'npy Aplplln son semejantes:
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Figura 2.23: Ap'np ~ Apip\n

Por lo cual

[plapll] _ [p1, 7]

.yl [Pn]

De aqui fijamos p y hacemos p* — p; entonces p/1 — p1 y n — m y usamos el hecho de que C

es suave para evaluar el limite siguiente:

—

ds; Y plp; Ry [Pl»pll] Ry [p1, 7] o [p1,m] . [p1, m]
— =lim—=—=— = lim = = lim — = = )
ds p [p,p’] [p'.n]  [p,m] p(p)

Recordando que [p1, m] = p(p1) por la simetria de D, obtuvimos la ecuacién diferencial

dsi _ p(p1)
ds  plp)’
misma que puede reescribirse como
dsy _ ds (2.23)
p(p1)  p(p)

Esto sugiere definir una medida en la o-dlgebra de Borel de C, i1 : B(C) — R dada por
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ds
A= %
1(A) o

pues por la ecuacion 2.23, p es T-invariante.

En términos de p la demostracién de Jacobi puede ser escrita de la siguiente forma:

Demostracion. (Del porismo de Poncelet para dos circunferencias)

Sean p y p; = T(p) para j = 1,2,...,n los vértices de un poligono interinscrito a (C, D)
con p = p,. Tomemos cualquier otro punto ¢ € C y definamos similarmente ¢; = T°I(q) para
7 =1,2,...,n, al ser u T-invariante, tenemos las siguientes igualdades para las medidas de

los arcos que se indica:

w(p,q) = 1P, 1) = (P2, @2) = - - (P> Gn)-

Pero por hipétesis u(pn, ¢n) = 1(p, gn), por lo tanto

(D, @) = (P, n)- (2.24)

Si g, # q, deberia suceder que pg, C pqg o bien pg C pgq, pero estas posibilidades implicarian
respectivamente que u(pg,) < wu(pq) 6 p(pq) < p(pg,). Ambas desigualdades contradicen
la ecuacién 2.24, por lo que concluimos ¢ = ¢,, es decir P(q,q1,-..,q,) €s un poligono

interinscrito a (C,D) y D es n-curva de Poncelet respecto a C. ]

2.4.3. Dos elipses

Con algunas modificaciones, podemos repetir la obtenciéon de una medida 7T-invariante
para el caso en que (C,D) es un par de elipses y dar el mismo argumento para concluir
también en este caso el porismo de Poncelet. Usaremos el hecho de que las funciones lineales
L : R? — R? inyectivas mapean cénicas en conicas, preservan tangencia de rectas con estas
curvas y preservan también razones entre magnitudes de segmentos. (Definimos de forma
andloga la orientacién en las elipses, la transformacion de Poncelet T correspondiente y la

funcién p).

Si aplicamos una de las funciones lineales antes mencionadas podemos suponer que D

es una circunferencia, coloquemos ejes coordenados x; y xo que pasen por el centro de C y
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. . ’ .z 2172 IEQ
contengan sus ejes de simetria de forma que tenga por ecuacién una de la forma % + 33 =1

para algunos a y b positivos.

X2 x2
/’—~\\ /’—Q\\
-~/ ~ ~ ~ /7~ N p
pll___sn____bo\p ry_ e fb-—=
/ T~ 1 \
7 (M) E\‘ I \
! [ A }
D X X
/ 1 \ D / 1
\ c / \ /
\ y \ ’
N ~ s, N y
~o_ Lo~ ~o_Lo-

Figura 2.24: Llevando al caso anterior

Usando ahora la transformacion lineal

T\ v T
H b ~ .
) EZEQ

La elipse C se mapea en la circunferencia C con ecuacién &2 + 72 = a2 y en general D en una
nueva elipse D. El segmento [p, p1] que era tangente a D en m es transformado en [p, p1] que

es tangente a D en m, donde p = Ulp), pr =U(p1) y m = U(m).

El parametro s de longitud de arco en C como lo introdujimos en el caso anterior, tam-
bién sirve como parametro de longitid en C asignando a cada g € C el valor § que toma su

transformado ¢ = U(q).

Ahora imitemos la construccién previa de p reemplazando C y D por C y D respectiva-
mente hasta obtener la ecuacion B L
di} = M (2.25)
ds [p, m]
(Obsérvese que en la subseccién anterior se utiliza solamente una propiedad de semejanza de

tridngulos que aqui sigue cumpliéndose al ser C una circunferencia).
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Por ser U preservadora de razones entre magnitudes de segmentos tenemos

[ﬁlam] _ [pbm] (2.26)

B,m]  [p,m]

Pero p(p) = [p1, m] es igual a p(p1) por ser D una circunferencia, por lo tanto de las ecuaciones

2.25 vy 2.26 se sigue que

Resultado que nos permite obtener una medida 7-invariante también en este caso y repetir

la prueba del porismo de Poncelet.

2.5. Conjugacion topoldgica

En la demostracion de Jacobi hemos concluido que la tranformacién de Poncelet iterada n
veces es la identidad siempre que exista al menos un punto fijo apoyandonos en la existencia
de una medida p invariante bajo T'. El porismo de Poncelet implica que en caso de que D en
el interior de C estuviera colocada de tal forma que no pudiéramos obtener ningiin n-agono
interinscrito, el conjunto Or(p) := {p,p;}jen con p1 = T'(p) v p; = T'(pj_1) para j > 2 seria
infinito para cualquier p € C, en Sistemas Dindmicos Or(p) suele llamarse la érbita de p bajo
T'; si existe n tal que p, = p se dice que la orbita es periodica, con periodo n en caso de ser
éste el minimo natural posible con tal propiedad. En estos términos hemos probado que si T’
admite a un punto con érbita de periodo n, entonces todos los puntos de su dominio tienen
igualmente orbitas n-periddicas, por otro lado, si un punto tiene érbita infinita, esta carac-
teristica es compartida por el resto de puntos. Esto hace recordar una situacion familiar que
encontramos con un tipo especial de automorfismos en una circunferencia (homeomorfismos
de la circunferencia en si misma), preservadores de orientacién: Las rotaciones por un éngulo

dado.

Pensemos en una circunferencia en el plano complejo centrada en el origen y de perimetro

. . , . . p :
unitario, denotémosle por K. Las rotaciones mencionadas son de la forma z %% €™z con

a € R, en este ejemplo al igual que en el porismo de Poncelet las érbitas bajo p, son todas

m

de periodo n si y sélo si a es de la forma ™ con m y n primos relativos o bien todas son

infinitas para « irracional. Surge entonces el interés de investigar el problema de aparear de
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alguna forma las transformaciones de Poncelet con las rotaciones en una circunferencia dada,
si fuera posible hallar una analogia, tendriamos una mejor idea de qué tan poco comun es
la existencia de poligonos interinscritos en términos probabilisticos, dada la numerabilidad
de los racionales, su medida cero en la recta real. De igual forma nos darfamos cuenta de lo
extraordinario del porismo; euristicamente, es casi imposible que exista un poligono interins-

crito a un par de conicas, pero de existir, hay una infinidad.

Sin embargo, hay automorfismos preservadores de orientacién en las elipses que no pueden
ser identificados con rotaciones en una circunferencia, por ejemplo, nombremos f; y fy a sus
focos y asignemos a cada punto p su reflejado en la elipse S(p) luego de lanzar un rayo de p

con direccién a f; como muestra la figura siguiente:

S(p)

Figura 2.25: Un automorfismo preservador de orientacién con dos puntos fijos que no es la identidad.

Entonces claramente S fija las intersecciones de la elipse con su eje mayor sin ser la
transformacion identidad, propiedad que no comparte con una rotacién como las antes men-
cionadas. ;Qué tendra entonces de especial la transformacion de Poncelet que pudiera per-
mitir la identificacién que hemos insinuado?, sabemos que es posible en su caso dar una
medida invariante con ciertas propiedades adicionales. Aclararemos estas ideas introducien-
do algunas definiciones para concluir el capitulo y tener un panorama mas claro de cara a la

generalizacion que emprenderemos en los capitulos siguientes.

Comenzaremos con identificar a la circunferencia K con el intervalo [0, 1) y a cada rotacién
por un angulo 27« con la traslacién p, : [0,1) — [0,1); pa(z) = 2 @ «, donde & es la suma

modulo 1.
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De regreso a la elipse C, U sera cualquier automorfismo preservador de orientacién y

diremos que una medida u : B(C) — R™ es buena si y sélo si cumple lo siguiente:

» u({p}) = 0 para todo p € C. (Las medidas que cumplen esta propiedad se llaman

no-atomicas.

= 1(pgq) > 0 para todo arco pg C C de longitud positiva.

Las medidas que obtuvimos en las demostraciones del porismo son ejemplos de buenas me-
didas, otro ejemplo de una buena medida en K (o cualquier circunferencia) es la que asigna
a cada punto x € [0,1) el valor A(z) = x, es decir la longitud del arco medido desde el punto

1407 que fue identificado con 0. Estas ultimas son invariantes bajo rotaciones en los circulos.

En estos términos, formalizamos el apareamiento que mencionamos entre los automorfis-

mos U y las rotaciones p, en K en la siguiente:

Definicién 2.3. Equivalencia topoldogica. Diremos que el automorfismo U es topologicamente
equivalente a la rotacién p, si y sélo si existe un homeomorfismo preservador de orientacion

p:C — K tal que p, = po U o ™!, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

U

¢
; iw
K> K

Pa

A la funcién ¢ se le llama conjugacion topolégica de U a p, y al nimero 6(U) := «, nimero

de rotacion de U.

Y esto nos llevara a establecer el teorema de esta seccidn:

Teorema 2.6. De conjugacion topoldgica. La transformacion U tiene una medida buena e

mvariante si y solo si es equivalente topologicamente a una rotacion en K.

El cual usaremos para interpretar geométricamente las transformaciones de Poncelet en
términos de la rotacion equivalente correspondiente y que ademas conjunta las ideas utilizadas
en las demostraciones del capitulo, en especial exhibe que en cierto sentido la prueba de
Jacobi es equivalente a la primer prueba que mostramos para el caso especial en que la

transformacion podia ser vista como una de Mobius.
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En la demostracién es necesario un lema previo:

Lema 2.2. Si u es una medida finita (u(C) € RT), no-atémica y U-invariante, entonces

—

wu(zU(x)) es constante para todo x € C.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supondremos que las medidas finitas son medidas
de probabilidad p(C) = 1. Si tomamos cualesquiera 3 puntos z, y, z en la elipse tenemos 2

posibles casos:

1. z estd en el interior de Ty:

2. z esta fuera del mismo arco:

(Todos los arcos son recorridos en sentido positivo, contrario a las manecillas del reloj). En

el primer caso z U zy = Ty y como £z Nyz = {z} y p es no-atémica tenemos:
u(@z) + p(zy) = u(@y),

y andlogamente
p(yr) + p(Tz) = p(yz),

por lo cual
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= w(C) + u(@z) = p(zy) + p(yz
= 1+ p(zz) = p(ry) + pyz)

— w@z) = w@y) & uyz).

En el segundo caso se sigue inmediatamente que p(zz) = u(zy) + u(yz) = w(ry) & p(yz).

Ahora, por ser u U-invariante obtenemos usando lo anterior que

— ——

u(yU(y) @ p(U(y)z) = pyz) = pUy)U(z) = w(U(y)z) & pzU(z)).

—

De donde se sigue que p(zU(z)) = u(yU(y)). O
Podemos ahora dar una demostracion del teorema 2.6:

Demostracion. Del teorema de conjugacion topoldgica.
Sea ¢ una conjugaciéon de U a alguna rotacién p,. Para todo boreliano A de C definimos

1(A) = A[p(A)], puede verse facilmente que p cumple los requerimientos siguientes:

a. p es una buena medida finita:

i. u(A) >0, u(C) € RT y u(@) = 0 son consecuencia inmediata de las propiedades

correspondientes de A.

ii. Si Fq, Es,... es una coleccion numerable de borelianos disjuntos de C, por ser
¢ biyectiva, la coleccion {Fj}jeny con F; = @(E;) también disjunta y por la
continuidad de ¢! son ademds borelianos de K, por lo que la propiedad de o-
aditividad de p es también heredada de la de A.

iii. Para cualquier punto p € C, claramente ¢({p}) consta de un solo punto x en K,
por lo que U({p}) = A({z}) = 0. Similarmente, por ser ¢ homeomorfismo, todo
arco de longitud positiva ab C C tiene como imagen bajo ¢ un segmento [z,y] en

K de longitud positiva lo que implica zu(ab) = A([z,y]) > 0.

b. p es T-invariante; en efecto, por definicén de conjugacion topolédgica: p, o9 = poU, por
lo que para todo boreliano A C B(C) se tiene u[U(A)] = A[(¢oU)(A)] = A(paop)(A)] =
Ap(A)] = pu(A) por ser A una medida p,-invariante.

Viceversa, sea p una buena medida finita y U-invariante. Recordemos que suponemos ademés

sin pérdida de generalidad que p es de probabilidad. Fijemos un punto x € C y sean
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—

e(y) == p(xy) paray €C y a:= p(zU(x)).

© es un homeomorfismo preservador de orientacion de C a K debido a las propiedades de u

y aplicando el lema 2.2 resulta finalmente:

— L ——

(Pa 0 @) (y) = w(zy) © p(xU(x)) = u(@y) © p(yU(y)) = p(zU(y)) = (9o U)(y).

Lo que muestra que ¢ es una conjugacién topolégica de U a p,, y més ain, (U) = pu(zU(x)).

En virtud del teorema 2.6 podemos dar una segunda reinterpretacion la demostracion de

Jacobi que la hace aun mas clara:

Corolario 2.6.1. Porismo de Poncelet en R2.
Sean (C,D) un par de elipses en R? con D en el interior de C y T la transformacion de

Poncelet correspondiente:

T(x)

Figura 2.26: [z,T(x)] tangente a D.

Entonces si para algiun natural n > 3, T°" tiene un punto fijo, puede concluirse que T°"

es la identidad.

Demostracion. Como T tiene una medida finita, buena e invariante, por el teorema 2.6 existe
una rotacion p, en la circunferencia de longitud unitaria K que es topolégicamente equiva-
lente a T, por lo cual existe ¢ : C — K, un homeomorfismo preservador de orientacién tal

que:

pa 0@ =poT™.
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De donde ¢ = ¢(p) es un punto fijo de p2", pero esta funcién es de nuevo una rotacién en

la circunferencia K, como las rotaciones con puntos fijos necesariamente son la identidad

tenemos:

ldgop=poT"
= plop=T"
<~ Ide=1T°".

Obsérvese que independientemente de la existencia de puntos fijos, las transformaciones de

Ponclet son equivalentes topolégicamente a una rotacion, lo que permite una interpretacion

geométrica interesante respecto al nimero de rotacion correspondiente que hemos denotado

como 6(7T), hay dos grandes casos:

1. 0(T) € R\Q: En este caso no hay puntos fijos; todas las érbitas bajo T' son infinitas y

forman vértices de poligonales que nunca cierran.

m

. 0(T) € Q: el nimero de rotacién entonces puede escribirse en la forma ™ con m y

n. La interpretacion geométrica es inmediata si se piensa en la circunferencia K y la
rotacion equivalente correspondiente; la 6rbita de un punto cualquiera da m vueltas
alrededor de K para regresar a su posiciéon inicial luego de n iteraciones. De vuelta
en C y la transformacion de Poncelet, para nimeros de rotacién con m = 1 se tienen
siempre poligonos interinscritos convexos, para m > 2 tenemos el caso interesante de
poligonos estrellados y deducimos que estos son posibles a partir de n = 5, a saber,
para numero de rotacién % Obsérvese que no hay transformaciones de Poncelet con
numeros de rotacion % ni %, pues son necesarias por lo menos 3 iteraciones para dar
una vuelta en C; en otras palabras, los poligonos interinscritos del porismo de Poncelet
como lo hemos estado viendo deben por lo menos tener 3 lados, esto se debe claramente
a que probamos que toda transformacion de Poncelet es equivalente a una rotacién, no

viceversa.

El primer caso asi como en general el estudio de las cuartetas (C, B(C), u, T') donde (C, B(C), 1)

es un espacio de medida finita con p T-invariante es visto a detalle en la Teoria Ergddica.

Invitamos a profundizar sobre los resultados que hemos presentado en esta parte final del

capitulo en [19]. Concluiremos con un par de figuras que ejemplifican la relacién de los

poligonos interinscritos con el nimero de rotacion.
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Figura 2.27: (T) =

1
5

Figura 2.28: 6(T) = 2

2.6. Comentarios

El desarrollo de la geometria proyectiva permitié no sélo comprender que el espacio na-
tural donde es valido el porismo de Poncelet es el plano proyectivo complejo, sino utilizar
las herramientas que permiten su estudio para volver al caso real que hemos explorado en
este capitulo y obtener nuevos resultados y ejemplos como insinuamos en el capitulo de
introduccion. En las siguientes dos partes de la tesis presentamos el material necesario para
entender la versiéon compleja del teorema de Poncelet, hemos incluido al principio de cada
parte una guia con los resultados principales establecidos en cada capitulo a fin de que el
lector familiarizado con la teoria basica de geometria proyectiva, superficies de Riemann y

curvas elipticas pueda elegir qué secciones omitir, facilitando la lectura de la tesis.
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Parte 11

El plano proyectivo complejo
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Guia para la parte 11

Las subsecciones de cada capitulo estan nombradas de manera que no haya confusién
acerca de dénde se encuentra cada resultado o definicién citado a continuacién, para maés
detalle consultese el indice general.

Al lector avanzado se le sugiere pasar directamente a la seccién 4.5.

Capitulo 3

Objetivo. Aqui introducimos el espacio en el que trabajaremos, el plano
proyectivo complejo y objetos geométricos bésicos; punto-recta, curva algebraica
y proyectividad.

Material expuesto.

1. Plano proyectivo complejo, plano afin y plano complejo extendido.

2. Rectas y principio de dualidad

3. Transformaciones proyectivas, determinacién via la imagen de 4 puntos.

4. Curvas algebraicas.

Capitulo 4

Objetivo. Estudiar las cénicas, sus intersecciones y formular la version com-
pleja del porismo de Poncelet.

Material expuesto.

1. Definicién de cénica; cénicas degeneradas y no-degeneradas y preservacion
de las mismas bajo proyectividades.

2. El dual de una cénica y su ecuacion.

3. Interseccién de rectas y cénicas, tangencia.

4. Ecuacién reducida de una cénica y parametrizacion.
5. Interseccién de dos cénicas.

a) El nimero de interseccién y el teorema de Bezout.
b) Tipos de interseccién, posicién general de dos cénicas.

¢) Haces de cénicas.



d) Relacién entre el tipo de interseccién de dos cénicas y las cénicas
degeneradas del haz correspondiente.

6. La version compleja del porismo de Poncelet, definicién de la variedad de
Poncelet y su ecuacion.

Bibliografia

Este material estd basado en las obras de L. Flatto [6] y P. Samuel [20].
Para un tratamiento més profundo de los conceptos de curvas algebraicas, puede
consultarse el libro de R. Hartshorne [10].






Capitulo 3

Nociones basicas de geometria

proyectiva

Después de que Jacobi diera una prueba del porismo de Poncelet basada en propiedades
de ciertas funciones elipticas, en tiempos recientes (1977-1978) Phillip Griffiths y Joe Harris
generalizaron sus ideas dando una nueva prueba que utiliza técnicas algebraico-geométricas
modernas que pemitieron dar una versién del porismo de Poncelet en el plano proyectivo
complejo. Este nuevo enfoque ha permitido el desarrollo de muchos trabajos recientes sobre
el tema y muestra una vez més una conexion entre varios temas de las matemaéticas, muchos

incluso de interés actual por lo que consideramos conveniente presentar aqui algunos detalles.

Trabajaremos con conicas en el plano proyectivo complejo Py, un curso de geometria
proyectiva comunmente no es obligatorio para un estudiante de licenciatura, por lo cual
incluiremos aqui algunos conceptos y resultados necesarios para comprender parte del resto

de la tesis. Comenzaremos por recordar como se define analiticamente Ps.

Definicién 3.1. Dados un par de vectores x,y distintos del vector cero en C3, se dice que x

esta relacionado con y, x ~ y si x = Ay para algin A € C.

Siendo ~ claramente una relacién de equivalencia, denotaremos a la clase de equivalencia

de un vector por m(z) y Py se define de la siguiente forma:

Definicién 3.2. El plano proyectivo complejo Py es el conjunto de clases de equivalencia

{m(z) | x € C>\ {0}}. Las clases de equivalencia son llamadas los puntos de Ps.

Dado 7w(z) € Py con x = (1.79,x3), los complejos x; son llamados coordenadas ho-

71
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mogéneas del punto, claramente un punto tiene una infinidad de coordenadas homogéneas
difiriendo estas entre si sélo por un factor de proporcionalidad complejo no nulo. A menos
que sea posible confundirse, escribiremos simplemente x para referirnos al punto m(x), asi, x

y y denotaran el mismo punto siempre que x ~ y.

El conjunto de puntos p = 7(z) del plano proyectivo en los cuales la tercer coorde-
nada xs3 es no nula es llamado el plano afin A,. Todo punto del plano afin con coorde-
nadas homogéneas (1, za, r3) tiene también coordenadas (X1, X, 1) donde X; = z1/x/3 y
Xy = x9/x3. El par (X1, X5) estd formado por las llamadas coordenadas afines del punto
correspondiente. De esta forma es posible identificar a A, con el plano complejo C?, el con-

junto de puntos Py \ As estd formado por los llamados puntos al infinito.

De manera similar se define la recta afin P;. Cada uno de sus puntos es una clase de
equivalencia de vectores en C?\ {0} siendo dichos vectores equivalentes si tienen coordenadas
proporcionales, etc. Los puntos afines 7(xq, x2)de Py son aquellos para los cuales xo # 0, los
vectores de la forma (xy,x2) constituyen una sola clase m(z1,0), la del llamado punto al

infinito.

Los vectores (z1,x2) de una clase de equivalencia estan univocamente determinados por
el nimero t = x1/zy definiendo ¢t := oo para el punto al infinito. La variable ¢ varfa toma
valores en el plano complejo extendido C y permite identificar a éste con la recta afin Py, ¢
suele llamarse un radio coordenado homogéneo en P, lo cual abreviaremos simplemente
como r.c.h, un concepto que posteriormente serd muy tutil pues permitira visualizar rectas y

curvas en el plano complejo proyectivo como copias de C.

3.1. Rectas y principio de dualidad

Para hablar de curvas de Poncelet en el plano proyectivo complejo evidentemente hay que
introducir el concepto de recta para posteriormente dar una euclidizacion y definir de manera
analitica qué significa ser tangente a una cénica y poder extender los resultados que hemos
discutido en los capitulos anteriores. Una de las ventajas de trabajar en este espacio es que la
representacion analitica de punto y recta es para fines practicos la misma, esto quedara claro

un poco mas adelante cuando hablemos del principio de dualidad.
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Dados vectores a = (a1, as,az), v = (1,79, x3) € C3 sea a -z := ayz; + asTy + azzs. Las

rectas en Py se definen de la manera siguiente:

Definicién 3.3. Para a € C?\ {0}, el conjunto ¢, = {p = 7(x) | a - x = 0} es llamado una

recta en el plano proyectivo complejo

Observacion 3.1. La definicién de recta es correcta en el sentido de que un punto p = 7(x)
pertenece a la recta ¢, independientemente del vector representante elegido x, pues claramente

sizx~y,a-y=Aa-x=0.

Observacion 3.2. Los puntos al infinito forman una recta ¢, con a = (0,0,1), la llamada

recta al infinito que suele denotarse por /.

Si tomamos a,b € C3\ {0} con a ~ b, es decir b = \a para algin X\ # 0; £, y ¢ son la
misma recta pues es posible dividir la ecuacién de ¢, entre A para obtener la de ¢,. Por otro
lado si a »~ b, {a,b} es un conjunto linealmente independiente de C?* y sabemos por dlgebra
lineal que el sistema de ecuaciones a-x = 0, b-x = 0 que forman las ecuaciones de las rectas
correspondientes tiene una tnica soluucion salvo un factor de proporcionalidad, esto es, las
rectas se intersecan en un solo punto de P,. Resumimos estas observaciones en el siguiente

teorema:

Teorema 3.1. Sean a,b € C?\ {0}.

i) Sia~b, entonces b, = lp.

ii) St a = b, entonces £, y Uy, se intersecan en exactamente un punto.

De aqui observamos que las rectas estan en correspondencia biunivoca con los puntos del
plano proyectivo complejo formando ellas a su vez un plano proyectivo conocido como el dual
de éste que suele denotarse por P5. Obviamente se toma como coordenadas homogéas de una
recta £ a aquellas de los vectores a para los que ¢ = ¢,, las coordenadas homogéneas en P}

son llamadas las duales de las de P,.

De la misma manera en que se hablé de puntos en una recta en Py, podemos hablar de
rectas en un haz en el plano dual Ps:

Definicién 3.4. El conjunto de rectas en Py que pasan por un punto dado p € Py es llamado

haz y sera denotado por p,.
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Si p = m(x), el haz p, consiste de las rectas para las que a - x = 0, comparando ésto con
la definicién de recta podemos interpretar cada haz como una recta en P5. Aprovechando
que la forma de entender analiticamente puntos y rectas es la misma se concluye el llamado
principio de dualidad de la geometria proyectiva que establece a granedes rasgos que es
posible intercambiar los términos punto y recta en los resultados demostrados para obtener
nuevos igualmente vélidos, el ejemplo més basico se tiene en el siguiente teorema, el dual del

teorema anterior:

Teorema 3.2. Sean a,b € C3\ {0}.

i) Si a ~ b, entonces ambos vectores definen el mismo haz (aquel de las rectas que pasan

por el punto w(a) = w(b)).

ii) Si a = b, entonces los haces w(a). y 7(b), tienen una unica recta en comin, dicho de

otra forma, existe precisamente una recta que pasa por dos puntos dados.

3.2. Transformaciones proyectivas

Son de gran importancia a la hora de probar un gran nimero de resultados, incluido el
porismo de Poncelet, un tipo especial de funciones en el plano proyectivo llamadas transfor-
maciones proyectivas o proyectividades; éstas tienen, entre otras, la propiedad de trans-
formar rectas en rectas y como veremos mas adelante, no sélo también cénicas en conicas
sino rectas tangentes a las mismas en rectas tangentes a las imégenes correspondientes. Pon-
celet de hecho explotd estas propiedades para dar una prueba de su teorema sabiendo que
después de ciertas transformaciones de este tipo, todo caso puede llevarse al particular de

dos circunferencias no concéntricas.

Como veremos enseguida, el algebra lineal permite definir y dar propiedades inmediatas

acerca de las proyectividades:

Definicién 3.5. Dada una matriz de 3 x 3 no-singular con entradas complejas, sea
T(m(z)) := n(Ax), para x € C*\ {0}. (3.1)
T es una proyectividad de Ps.

T esta bien definida en el sentido de que no depende de las coordenadas homogéneas x

que se elijan para el punto, esto se sigue de la linealidad de la transformaciéon z — Ax. Dado
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que A es no-singular, T" es una biyeccién en Py, se dice asi, que una ecuacién del tipo y = Ax
con tales matrices, define una proyectividad y se suele interpretar también como un cambio

de coordenadas homogéneas en Ps.

Observacion 3.3. Directamente de la definicién se tiene que las proyectividades en el plano

proyectivo complejo forman un grupo con la composicion.

Continuamos esta seccion con las propiedades basicas de las proyectividades que men-

clonaremos como teoremas a continuacion:

Teorema 3.3. Sean A y B matrices complejas cuadradas de orden 3 no-singulares. Entonces
y = Az y y = Bz definen una misma proyectividad si y solo si existe A € C\ {0} tal que
B=)A

Demostracion. Si B = M\A entonces Bx = A(Ax) v m(A(Az)) = m(Az) asi que Az y Bx son
coordenadas homogéneas de un mismo punto por lo que y = Az y y = Bx definen la misma
proyectividad.

Viceversa, si y = Az y y = Bz son la misma proyectividad, para cada x € C>\ {0} Az y
Bx son coordenadas homogéneas de un mismo punto por lo que debe existir una constante
correspondiente A(z) # 0 con Bx = A(x)Az. Mostremos que A(x) es constante. Sea C' =

A~'B, entonces
Cz = \Nx)z. (3.2)

Sea {x,y} C C*\ {0}. Si el conjunto es linealmente independiente, entonces x,y y = + y son

vectores no-nulos y tenemos

Mz +yz+ Az +y)y = Mo+y)(z+y)
= Clz+y)=C(x)+C(y) (3.3)
= ANz)z+ A(y)y.

De lo anterior y la independencia lineal se tiene en este caso que A(z) = A(y).
Si el conjunto fuera linealmente dependiente existiria una constante no nula a tal que y = ax
y

Ma)y = aA(z)z = aC(z) = Cly) = My)y, (3.4)

lo que implica de nuevo A(z) = A(y), por lo tanto B = AA. O

El siguiente hecho a destacar es como mencionabamos al principio de la seccion el que las
proyectividades mapeen rectas en rectas. Para ser mds especificos, dada una matriz A si A

denota la matriz transpuesta correspondiente y A* := (A7) = (A*)~!, tenemos el siguiente



76 CAPITULO 3. NOCIONES BASICAS DE GEOMETRIA PROYECTIVA

Teorema 3.4. La proyectividad definida por y = Ax mapea la recta £, en la recta £, con
b= A*a.

Demostracién. La ecuacién de la recta £, vista en y-coordenadas es a - A~y = 0 que es

equivalente a A*a -y =0 o bien b -y = 0 que es la ecuacion de la recta £p. n

Asi, la proyectividad y = Ax en Py induce la proyectividad b = A*a en P3.

Otra de las propiedades mas utilizadas referente a este tipo de transformaciones es el
hecho de que estan determinadas si se conocen las imagenes de 4 puntos(rectas) en posicion
general, un conjunto de puntos(rectas) estd en posicion general si no hay entre ellos(ellas)
3 colineales(concurrentes). En términos de algebra lineal, al pedir posicién general pedimos
que las coordenadas homogéneas de cualesquiera 3 puntos distintos del conjunto formen un

conjunto de vectores linealmente independiente. Establecemos este resultado a continuacion:

Teorema 3.5. Sean {p'} y {¢'}, 1 < i < 4, dos cuartetas de puntos en posicion general de

P,. Existe una y sélo una transformacion proyectiva que mapea p' en ¢' para 1 < i < 4.

Demostracién. Mostremos primero la existencia de una de tales transformaciones. Sean z° y
y* vectores de coordenadas homogéneas para los puntos p' y ¢* respectivamente. Por estar los
puntos en posicién general, {z!, 2%, 3} es una base de C3, por lo cual existen constantes \;

tales que
3
ot =>" N, (3.5)
i=1
Todas las constantes A\; han de ser no-nulas debido de nuevo a la posicién general de los
puntos, asi que {2}, Aoz, A\323} es también una base de C*. Andlogamente,

3
vt ="y, (3.6)
=1

para ciertas constantes no nulas u; y {p1y!, poy?, usy} es también base de C3.

Si A es la matriz no-singular para la cual
ANr') = py',  1<i <3, (3.7)

obtenemos por la linealidad de la transformacién y = Ax y las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7)

que

Az?) =y (3.8)
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Concluimos por las ecuaciones (3.7) y (3.8) que y = Az define una proyectividad que mapea
plen ¢ para 1 <i < 4.
Para la unicidad, sea B una matriz no-singular tal que la proyectividad definida por y = Bz

mapea p' en ¢ para 1 <i < 4. Entonces existen constantes no-nulas 601, 6, 05, 0, tales que

B(z*) = O,9*. (3.10)

Pero B(z') = B(X3, ') = 22, B(\x') = 2, 0,0, Por otro lado B(z*) = 04yt y

y4 = 2:?:1 1y, asi que podemos concluir
3 ' 3 '
DOy =Y Oapy'. (3.11)
i=1 i=1

Alser {g;y'}, 1 < i < 3unabase de C?, (3.11) implica que 6y, 05, 05 y 0, tienen un valor comiin
que denotaremos por 6 y obtenemos por las ecuaciones (3.7) y (3.9) que B(\z') = 0A(\z?)
para 1 <1i < 3. Como {)\ixi}, i <1i < 3 es una base de C? se tiene finalmente B = §A y por

lo tanto la unicidad de la transformaciéon mencionada. O

3.2.1. Proyectividades en la recta

Las proyectividades en la recta proyectiva compleja se definen de manera andloga a las
que hemos revisado para el plano, en términos de coordenadas homogéneas consideremos la

proyectividad (z1,x2) — (y1,¥y2) donde

Y1 = axy + bI27 (3 12)
Yo = cxy + das. '

Con ad — bc # 0.
En términos de los r.c.h. t = x1 /29 y ' = y1/y2, (3.12) se puede ver como una transformacién

de Mobius: ;
at +
t = dd (3.13)

El significado de esta tltima ya sea cuando i) t = —d/c, ¢ # 0 6 ii) t = oo se obtiene
refiriéndose a (3.12). En el caso i), yo = 0, asi que ¢’ = co. En el caso ii), xo = 0, asi que
t'=a/csic# 0yt =o0sic=0.Con tales convenciones, la ecuacién (3.13) define a partir

de la biyeccién de Py en Py, la correspondiente biyeccion de C en C.
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Sera de utilidad més adelante poder identificar de igual forma ciertas curvas en Py con
algtin subconjunto de C, dar parametrizaciones. Para ejemplificar esto tomemos el caso mas

sencillo, rectas en el plano.

Sean ¢ C Py una recta y m(a), m(b) puntos distintos de la misma. La recta ¢ consiste
entonces de los puntos de la forma 7(Aja + A2b) con () € C?\ {0}.
Tenemos m(Aja + Aab) = w(Nja + \yb) siy sélo si (A, Ag) ~ (A}, Ay) de modo que el vector

A := (A1, A2) funciona para dar coordenadas homogéneas a la recta /.

A la totalidad de coordenadas homogéneas obtenidas de tal manera se le conoce como
la estructura proyectiva de la recta . Observamos que tal estructura es la misma si se

toman las coordenadas = A\ donde A es cualquier matriz de 2 x 2 no-singular.

Para A1, A2 coordenadas homogéneas en la recta ¢, sea t = A\; /2. Entonces ¢ consiste en
los puntos de la forma A(ta + b), t € @, definiendo ta 4+ b := a cuando t = 0o. Asi t es un

r.c.h. en £y la funcién t — 7(ta 4+ b) es una biyeccién entre la recta y C.

Podemos nombrar proyectividades entre dos rectas del plano, £ y ¢/ con r.c.h. t y t’ res-
pectivamente, a aquellas biyecciones que al expresarse en términos de estos radios sean una
transformacién de Mobius. Esta definicion claramente no depende de la eleccion de los radios

coordenados homogéneos. Una vez definido esto es natural tener el teorema siguiente:

Teorema 3.6. Si T es una proyectividad en Py que mapea la recta ¢ en la recta ¢’ y T, es la

restriccion de T a £, entonces T, es una proyectividad entre £ y {'.

Demostracion. SiT estd dada por y = Az con A no-singular y 7(a), 7(b) son puntos distintos
en ¢, entonces m(Aa) y m(Ab) son puntos distintos de ¢'. La recta ¢ consiste de los puntos de
la forma m(ta + b) y ¢ de los puntos 7(#'Aa + Ab) con t,¢ € C. Como

T,ow(ta+b) = w(tAa+b), teC, (3.14)

concluimos que en términos de t y t/, T, estd dada simplemente por ¢ =t y por tanto es una

proyectividad entre las rectas mencionadas. O
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3.3. Curvas algebraicas

Nos interesa introducir el concepto de curva de Poncelet en Py, aunque en los casos que
trataremos aqui (cénicas) serd posible dar parametrizaciones, la manera mas facil de enten-
derlas sera en un principio como soluciones de ciertas ecuaciones polinémicas. Presentaremos

pues, las definiciones principales y propiedades bésicas que nos seran de ayuda mas adelante.

Las curvas que veremos estan ya sea en el plano afin o en el plano proyectivo complejos,

para definirlas es necesaria cierta terminologia acerca de polinomios.

3.3.1. Polinomios

Recordamos que polinomio p(z) en n variables z = (z1,...,x,) es una combinacién lineal
de los monomios de la forma zi' - - -z, donde los indices i; son enteros no-negativos defi-
niéndose :)3;] := 1 cuando i; = 0. Aqui utilizaremos combinaciones lineales sobre el campo
de los complejos, naturalmente se define como el polinomio 0 a la combinaciéon lineal cuyos
coeficientes son todos nulos. La suma de polinomios y la multiplicacién de los mismos por
una constante se definen de la forma usual, el conjunto de estos polinomios suele denotarse

por Clzy, ..., z,)].

El grado (orden respectivamente) de un polinomio no nulo se define como el méximo
(minimo respectivamente) de los grados de los monomios que aparecen en él. En el caso del
polinomio 0 el orden suele definirse como oco. El grado y orden de un polinomio p se denotaran

respectivamente por gr(p) y ord(p).

Un polinomio P es llamado homogéneo de grado d o bien una forma de grado d si to-
dos sus monomios son de grado d o equivalentemente si para toda constante A\ se tiene
P(Az) = M P(z). Los polinomios homogéneos de grados 1 y 2 son llamados formas lineales y

cuadraticas respectivamente.

Sip=gq-r,donde p,q,r € C[xy,...,x,], se dice que ¢ y r son divisores de p y se escribe

q | p y similarmente el que ¢ no sea divisor de p se denota por ¢ | p. Un polinomio se llama
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irreducible si el hecho de que p = ¢ - r implica que ¢ 6 r son polinomios constantes.

El conjunto Clzy,...,x,] tiene estructura algebraica de dominio de factorizacién
Unica, es decir, cada polinomio es factorizable en polinomios irreducibles de forma tnica

salvo un multiplo constante y permutacion en el orden de los factores.

3.3.2. Curvas en el plano afin y proyectivo

Una curva algebraica en C? llamada una curva afin, es el conjunto de puntos (xy, )
tales que p(z1,x2) = 0 para un polinomio p de grado positivo. Una curva algebraica en el
plano proyectivo complejo, llamada también simplemente curva proyectiva, es el conjunto
de clases m(x) tales que P(z) = 0 con P un polinomio de grado positivo d y homogéneo;
observemos que la condiciéon de homogeneidad garantiza que no haya dificultad con la elec-
cién del vector de coordenadas homogéneas del punto, pues si tomamos un vector equivalente

y = Az, se tiene P(y) = P(Az) = MP(z) que se anulara siempre que se anule P(z).

Las curvas afines y proyectivas estan relacionadas de la siguiente manera: Si v es una
curva proyectiva con ecuacién P(xy,x2,23) = 0, entonces la parte de v en el plano afin
Ay, ', tiene ecuacién p(xi,z3) = P(x1,29,1) = 0. Como se mencioné al principio del
capitulo, A, puede ser identificado con el plano complejo, bajo esta identificacion, 7' se con-

""es una curva afin con ecuacion p(zy,x2) = 0y

1 Z2
z37 x3

vierte en una curva afin. Y viceversa, si v
d = gr(p) entonces P(zy, 12, 23) = xdp( ) es un polinomio homogéneo de grado d y
se tiene p(xy1, 1) = P(r1,22,1). Luego de identificar Ay con C?, la curva /' se convierte
en la parte afin de la curva proyectiva v con ecuaciéon P(z1,zq,23) = 0; v es llamada la
completacién proyectiva de . Esta completacion consiste de 4" mas los puntos al infinito

7(x1, x2,0) que satisfacen P(xy,z2,0) = 0.

Como era natural pensarse, las rectas tangentes a una curva algebraica se definen en

términos de las derivadas parciales de los polinomios que las definen. Dado un polinomio p,
. . . dp .

su derivada parcial respecto a la variable x; suele denotarse ya sea por 52 D, O simplemente

p;. Concretamente la definicion es la siguiente:
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Definicién 3.6. i) Sean 7 una curva proyectiva con ecuacién P(x) =0y w(a) € 7. Si las
derivadas parciales P;(a), 1 < i < 3 no son todas 0, se dice que =y es no-singular o simple

en m(a) y se define la recta tangente a ella en tal punto mediante la ecuacién

3
Z Pi(a)x; = 0.
i=1

ii) Similarmente si a = (ay,az) es un punto de la curva v/ C C? definida por p(z1,z2) = 0,
~" es no-singular (simple) en a siempre que las derivadas parciales p;(a) y p2(a) no sean

ambas nulas y la ecuacién de la recta tangente correspondiente es en este caso

;pi(a)(xi —a;) = 0.

Observacion 3.4. En la definicién de recta tangente para curvas proyectivas no hay problema
con la eleccion del vector de coordenadas homogéneas a; esto se sigue de que si el polinomio
P es homogéneo de grado d, cada parcial P; es un nuevo polinomio también homogéneo de
grado d — 1.

Cuando una curva consta solamente de puntos simples se llama suave.

Las definiciones anteriores son consistentes, si 7 C Py es una curva algebraica con ecuacién
P(x1,29,23) = 0y 7 es la parte afin correspondiente dada por p(x1,z2) = P(x1,22,1) =0
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.7. i) Sea m(ay,as,1) € v. La curva v es simple en m(ay, az,1) si y sdlo si+'

es simple en (a1, as).
ii) De ser ast, la recta tangente a ' en (ay,as) es la parte afin de la recta tangente a v en
m(a, as, 1).
Una demostracion sencilla de este teorema utiliza el siguiente:

Lema 3.1. Sea P(z1,...,x,) un polinomio homogéneo de grado d, entonces:

n

>z P(x) = dP(z). (3.15)

i=1

Demostracion. Por hipotesis tenemos:

P(tay, ... ta,) = t*P(xy, ..., 1,). (3.16)
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Podemos usar la regla de la cadena para derivar (3.16) respecto a t y obtener

n

S a Pty ... tw,) = dtT Pay L 2y). (3.17)
i=1
Haciendo ¢ = 1 en (3.17) se tiene el resultado. O

Demostracion. (del teorema 3.7).

i) Tenemos
Py(x1, w2, 1) = piar,22),  i=1,2. (3.18)

Utilizando esto junto con el lema anterior y el hecho de que P(aq,as,1) = 0 se tiene

Ps(a1,a9,1) = —aipi(as, az) — agpa(as, as). (3.19)

De las ecuaciones (3.18) y (3.19) concluimos que p;(a, az) =0, 1 <1i < 2, es equivalente
a Pj(ay,as,1) =0 para 1 < ¢ < 3. Por tanto 7/ es no singular en (a,as) si y sélo si 7 lo

es en m(ay,as, 1).
ii) La tangente a 7 en m(ay, as, 1) tiene ecuacion

3
Z Pi(al, as, 1).1'1 =0.

i=1

La ecuacién para la parte afin correspondiente se obtiene haciendo x3 = 1 y por (3.18)

y (3.19), esta ecuacion es idéntica con la de la tangente a v en (ay, as).

Los conceptos presentados anteriormente pueden resultar abstractos pero han sido intro-
ducidos en su tiempo en base a la intuicion geométrica mas natural, los hemos mostrado
de esta forma por tratarse de herramientas técnicas que necesitaremos para presentar las
cénicas de Poncelet generalizadas que ahora nos interesan. Un ejemplo sencillo que permite
visualizar lo discutido previamente puede construirse restingiéndonos a coordenadas reales,
(cada definicién es andloga intercambiando papeles entre C y R) como se exhibe a conti-

nuacion:
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Figura 3.1: La hipérbola 7 en el plano real

Ejemplo 3.1. Consideremos la hipérbola ' := {(z1,z2) € R? | 22 — 23 = 1}. La completacién
proyectiva correspondiente vy estd definida por la ecuacién x? — x3 = zZ. Esta dltima curva
contiene dos puntos al infinito; w(1,1,0) y (1, —1,0). Las rectas tangentes correspondientes

tienen ecuaciones ro = 1 v r9 = —x1 respectivamente, las asintotas de la hipérbola original.

Antes de pasar a estudiar en especifico la familia de curvas que nos interesa, veremos
como se menciond al inicio del capitulo, que las proyectividades se comportan bien respecto
a la tangencia entre rectas y curvas algebraicas. Formalmente nos referimos al siguiente y

ultimo teorema de esta seccion:

Teorema 3.8. Sean v C Py una curva algebraica, y = Ax una transformacion proyectiva
y v la imagen de v bajo dicha transformacion. Entonces 4 también es una curva algebraica
proyectiva y la proyectividad mapea puntos simples y rectas tangentes de v en puntos simples

y rectas tangentes de v respectivamente.

Demostracion. (Ver la notacion y el resultado del teorema 3.4).

El hecho de que 7 sea una curva algebraica es inmediato; sea P(x) = 0 la ecuacién de v donde
P es un polinomio de grado positivo homogéneo en las variables = = (x1, 22, x3), entonces 7
tiene ecuaciéon Q(y) := P(By) =0 con B = A~!. Claramente @ es un polinomio homogéneo
del mismo grado que P, asi que 74 es también una curva algebraica.

Sea ahora 7(a) un punto simple de ~, entonces VP(a) := (Pi(a), P(a), P3s(a)) # 0. Veamos
que si b = Aa entonces m(b) es un punto simple de 7. Derivando con la regla de la cadena

tenemos

VQ(y) = V(P(By)) = VP(By)B = B'(VP(By)). (3.20)
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Evaluando lo anterior en b = Aa resulta:
VQ(b) = Bt(VP(BAa)) = A*(VP(a)). (3.21)

Como VP(a) # 0 y A* es no-singular, obtenemos que VQ(b) # 0 y por tanto m(b) es un
punto simple de 7.

Por definicién, la ecuacién de la recta tangente a 7 en m(b) es VQ(b) - y = 0, de la expresién
que obtuvimos para VQ(b) en la ecuacién (3.21) en términos de la matriz A y del teorema

3.4 se sigue que y = Az mapea la tangente a v en m(a) a la tangente a 7 en 7(b). O

3.3.3. Curvas en C2

Por razones técnicas a veces es necesario considerar también curvas en este espacio, de
igual manera se llama curva algebraica a aquellos puntos (x,y) € C? que satisfacen una
ecuacién del tipo p(z,y) = 0, donde p es un polinomio de grado positivo, definiendo esto de

manera especial cuando x ¢ y son oo.

Sean m = gr,(p) y n = gr,(p) los grados del polinomio original p visto como polinomio

en x y y respectivamente y definanse los siguientes polinomios auxiliares:

Entonces el significado de p(z,y) = 0 cuando alguna de las variables es co es el siguiente:

p(oo,y) =0, siy#ooyq(0y) =0,
p(r,00) =0, siz#ooyr(r,0)=0,
p(o0,00) =0, sis(0,0)=0;

y estos puntos son llamados los puntos infinitos de la curva correspondiente.
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Por otro lado, los puntos singulares se definen como sigue: Si a y b son distintos de oo
entonces (a,b) es singular siempre que p,(a,b) = py(a,b) = 0. Sia = oo y b # o0, (a,b)
es singular si ¢;(0,b) = ¢,(0,b) = 0. Definiciones similares se hacen para los casos a # o0,

b=ocoya=>b=o0.

En el contexto de lo expuesto hasta ahora, dedicaremos un capitulo a estudiar la familia
de curvas algebraicas que nos interesara primeramente, una vez que entendamos qué es una
cOnica en Py estaremos listos para proponer una versién del porismo de Poncelet en este

espacio.
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Capitulo 4

Las conicas

Las cénicas en Py presentan algunas diferencias con sus similares en el plano real como
veremos en esta seccion, contrario a lo que pudiera pensarse estas diferencias muchas veces
se traducen en propiedades que facilitan entender y profundizar sobre las ideas que hemos

presentado en el capitulo 2.

Una conica como veremos en seguida, es simplemente una curva algebraica dada por una

ecuaciéon de grado 2.

Definicién 4.1. Sean A = [a;;] una matriz simétrica de 3 x 3 distinta de la matriz cero y

Q(z) la forma cuadratica asociada z' Az = Z a;;x;xj, donde © = (21,22, x3). Una curva
1<4,5<3
algebraica C' C Py con ecuacion Q(x) = 0 es llamada cénica.

Se puede probar, y de hecho lo haremos mas adelante, que la matriz A determina la conica
salvo un factor constante.
Al igual que en el caso real se dice que la cénica es degenerada si la matriz correspondiente
es singular, entre las propiedades preservadas por las proyectividades de las cénicas, la méas

elemental sea quiza la de ser degenerada o no serlo:

Proposicion 4.1. Toda proyectividad y = Tx mapea conicas degeneradas en conicas dege-

neradas y no-degeneradas en no-degeneradas.

87
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Demostracidn. Si C' es una cénica con ecuacién a' Az = 0 entonces T(C') = D donde D es
det A

(det T)?
(recordemos que por definicén T' es no-singular), asi que det A =0 si y sélosidet B=0. O

la cénica con ecuacién y'By = 0y B = (T 1)!AT~!. Tenemos entonces det B =

Desde el punto de vista geométrico, la principal diferencia entre cénicas degeneradas
y no-degeneradas esta en la existencia de puntos singulares de las mismas. Las cénicas no-
degeneradas son suaves, tienen una recta tangente para todo punto como muestra el siguiente

teorema:

Teorema 4.1. Una conica es no-degenerada si y solo si todos sus puntos son no-singulares.

Demostracién. Sea C' una cénica con ecuacién Q(x) = 2 Az = 0, donde las entradas de la
matriz A son [a;;], entonces:
oQ 3

%ZQZaijazj, 1<i<3. (4.1)

j=1

Obsérvese que el sistema formado por las 3 ecuaciones anteriores es idéntico a Az = 0, asi que
un punto singular de la cénica es todo aquel cuyo vector de coordenadas cumpla Q(z) =0y
Ax = 0. Si A es no-singular entonces 0 es el tinico vector solucion a las ecuaciones anteriores,
mismo que no es representante de ningtin punto. Por otro lado si A es singular, es posible

hallar soluciones no nulas de las ecuaciones, es decir, puntos singulares de C'. Il

Por otro lado, es sabido de dlgebra lineal que una forma cuadritica Q(z) = x'Ax es
irreducible siempre que A sea no-singular. Mientras que si A es singular entonces @) es el
producto de dos formas lineales proporcionales cuando Rango(A) = 1 y no-proporcionales

cuando Rango(A) = 2, de aqui se desprenden las siguientes observaciones:

Observaciones 4.1. 1) Si Rango(A) = 1 entonces la cénica correspondiente es una recta

(suele decirse que contada dos veces) y todos sus puntos son singulares.

ii) Si Rango(A) = 2 entonces la cénica es un par de rectas distintas que se cortan en un

punto que es el inico punto singular de la misma.

El siguiente paso importante pensando en Poncelet es hablar de las posibles situaciones
en que pueden interactuar una recta y una cénica en el espacio proyectivo, estas de hecho

marcan una primer diferencia con sus similares en el plano real.
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4.1. Interseccion con rectas

En el capitulo pasado definimos el concepto de recta tangente para curvas algebraicas en
general, un nuevo objeto que es fundamental es el conjunto de todas las rectas tangentes a
una conica suave dada C', dicho subconjunto del plano dual P; es llamado naturalmente el

dual de la cénica y denotado por C*.

De la prueba del teorema 4.1 vemos que si una cénica suave C tiene ecuacién z‘'Ax = 0,
la recta tangente en un punto w(z) € C estd dada por ¢, donde y = Az, de modo que una
ecuacién para la cénica dual C* puede obtenerse sustituyendo z = A~y en la ecuacién de
C:

(A7'y) A(Ay) = 0 <= y'(A") 'y = 0. (4.2)

Como A es simétrica la anterior ecuacién es y*A~1y = 0. De aqui se desprende el siguiente:

Resultado 4.1. Si C' C Py es una conica suave con ecuacion x*Ax = 0 entonces C* C P}

es una conica suave con ecuacion y*A~ty = 0.

Observemos cémo el hecho de que podamos manejar de igual manera rectas y puntos
anaiticamente en este espacio, permite entender de forma mas comoda ciertos objetos, como

es el caso del conjunto de rectas tangentes a una cénica.

A diferencia del plano real, en donde podia darse el caso en que una recta y una cénica

no-degenerada no tuvieran puntos en comun:

Figura 4.1: Una recta y una cénica con interseccién vacia en R?
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El tratar con puntos con coordenadas complejas nos da la siguiente ventaja:

Teorema 4.2. Una cdnica suave y una recta en el plano proyectivo complejo se interse-
can siempre en 2 puntos, excepto cuando dicha recta es tangente a la conica en cuyo caso

solamente tienen el punto de tangencia en comun.

Demostracion. Mediante una proyectividad podemos suponer que la recta mencionada, ¢,

tiene ecuacién xz = 0. Sea Q(x) = 0 la ecuacién de la cénica suave C', escribiremos @ en la
forma:

—ar> b 2 L 4.3

Q(x1, T, x3) = axi + br1w2 + cx3 + 131, (4.3)

donde L es una forma lineal en las 3 variables z;. Como observamos anteriormente, al ser C'
suave, la forma @ es irreducible, luego, a,b, ¢ no son todos nulos pues de serlo z3 | Q. Los

puntos en C' N ¢ satisfacen:
Q(z1,72,0) = azx] + b2y + cx3 = 0. (4.4)

Por élgebra elemental Q(x1,5,0) puede factorizarse en 2 formas lineales de alguna de las

maneras siguientes:

Q(z1,29,0) = (ax; + Br2)?, donde (a, 8) # (0,0). (4.5)

o bien:
Q(z1,29,0) = (axy + fra)(yx1 + 6x2), donde ad — vy # 0. (4.6)

En el primer caso (—/f, «, 0) corresponde al inico punto de la intersecciéon C'N¢. Claramente
g—g(—ﬁ,a,O) = 3—2(—5,(1,0) =0, por lo que / es la tangente a C' en (—f, «,0).
Si se da (4.6), entonces (—f3,,0) y (—d,7,0) son los unicos puntos (distintos), de la inter-
seccion C' N . Calculando las parciales de @) y evaludndolas en (—/3, «, 0) obtenemos:

0Q 0Q

5 a(ad — 4v), 925 = B(ad — B7). (4.7)

Como ad — By # 0, estas derivadas parciales no pueden ser ambas nulas, por lo tanto ¢
no es tangente a C' en (—f,a,0). Andlogamente se prueba que ¢ no es tangente a C' en
(—0,7,0). O
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Vale la pena establecer el dual del teorema que hemos probado, cuya validez se sigue
obviamente del principio de dualidad:

Teorema 4.3. Dual del teorema 4.2 Dado un punto y una conica suave, existen 2 tangentes
a la misma que pasan por dicho punto, a menos que éste pertenezca a la conica, en cuyo caso

existe una sola de tales rectas.

Obviamente al igual que su dual, este teorema falla en R2, pues no es posible hallar una

tangente por ejemplo a una elipse, que pase por un punto en su interior:

Figura 4.2: No es posible trazar una tangente a la elipse desde P

4.1.1. La ecuaciéon reducida

Como una aplicacion de las propiedades mencionadas hasta el momento, veremos cémo
la ecuacién de una cénica suave en Py (a las que nos referiremos a veces simplemente como
conicas proyectivas) puede reducirse siempre a una forma sencilla médulo una transformacién
proyectiva. Esto no sélo mostrara una diferencia mas respecto a las conicas del plano real,

sino que facilitard futuros calculos:

Proposicién 4.2. Dada una conica suave C' existe una proyectividad T : Py — Py tal que

T(C) = D donde D es una conica con ecuacion en (x,y, z)

7% —yz = 0. (4.8)

Demostracién. Sean e;, 1 < i < 3 los vectores de la base canénica de C3 y e4 = Zf’zl ;.
Claramente estos 4 vectores representan a 4 puntos distintos y en posicion general en el
plano proyectivo complejo, pensaremos en ellos en adelante como dichos puntos. Es evidente

también que e; € D para 2 < i < 4.
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Sean po, p3, ps € C' 3 puntos distintos y £, f3 las tangentes a C' en py y p3 respectivamente.
Si p1 := €y N {3, por ser C suave y por los teoremas 4.2 (4.3), la cuarteta {pi,pe,ps, pa}
estd en posicién general al igual que {eq, es, €3, e4}; sea entonces T la proyectividad tal que
T(p:)=e€;,1<i<A4

Como vimos anteriormente, T(C') = D’ donde D’ debe ser también una coénica suave que

contenga a los puntos e;. Sea Q(z,y, z) = 0 una ecuacién para D’ donde

Q(z,y,2) = ax? + by* + c2* + day + exz + fyz.

Como D’ contiene a es, €3 y €4, tenemos:
Qes) =b=0, Qes) =c=0, Q(ea) =a+b+c+d+e+ f=0. (4.9)

Sean /¢, y ¢} las imagenes bajo T" de ¢y y {3 respectivamente, entonces ¢, y ¢4 son tangentes
a D' en ey y e3 y se intersecan en e;. Como las z-coordenadas de e; y ey son nulas, £, tiene
ecuacién z = 0 y andlogamente ¢4 debe tener ecuacion y = 0.

Por otro lado calculando directamente las derivadas parciales @, @, . y evaludndolas en

es y e3 obtenemos que ¢, y ¢4 también tienen las siguientes ecuaciones respectivamente:

dr +2by+ fz=0, ex+ fy+2cz=0.

Por tanto

b=c=d=e=0 (4.10)

Concluimos de la tltima ecuacién y de (4.9) que D’ tiene ecuacién a(z? — yz) = 0 que es

equivalente a (4.8) y de aqui se sigue la proposicién. ]
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Observacion 4.2. Como las proyectividades forman un grupo con la composicién, el resultado
anterior implica que toda cénica suave puede ser llevada a cualquier otra suave también,
mediante una proyectividad. Esto marca otra gran diferencia con las cénicas suaves en el

plano real, mismas que se clasificaban en elipses, parabolas e hipérbolas.

Como consecuencia de la anterior proposicién, podemos por fin probar que la matriz que
define una coénica es tnica médulo un factor de proporcionalidad, esto se establece formal-

mente en el siguiente teorema:

Teorema 4.4. Sean P y Q) formas cuadrdticas no-nulas en x,y, z. Las ecuaciones P(x,y, z) =

0y Q(z,y,2) =0 definen una misma conica proyectiva si y solo si existe ¢ € C\ {0} tal que

P =cQ.

Demostracion. Es claro que si P = ¢() la cénica en ambos casos es la misma.

Supongamos pues que ambas ecuaciones definen la misma cénica, distinguimos dos casos:

i Ambas formas son reducibles. Entonces existen formas lineales L;, 1 < i < 4 tales que
P(l’,y, Z) - Ll(x>ya Z)Lz(.’ﬂ,]/,Z) y Q(:U,y, Z) = Lg(l',y, Z)L4($,y,Z), si gl es la recta
correspondiente a la ecuacién L;(z,y, z) = 0, la igualdad entre las cénicas implica

UL Uly =105 U4y

De aqui y del teorema 3.1 se sigue que los pares ({1,03) vy (¢3,¢4) son iguales y por lo
tanto los pares de formas correspondientes (L1, Ly) y (L3, L) son proporcionales, lo que

implica P = ¢(Q) para algun ¢ # 0.

ii Alguna de las formas es irreducible. Sin pérdida de generalidad supongamos que lo es
P, por la proposiciéon anterior, mediante un cambio de coordenadas proyectivo podemos

2

suponer P =z — yz. Sean

P.(x,y) = P(z,y,1) =2 —y, Q.(z,y) = Q(z,y,1).

Como P,(z,y) = 0y Q.(z,y) = 0 definen la parte afin de una misma curva y P,(z,2%) =0

para todo x € C, se debe cumplir lo mismo para Q),:

Q.(z,2*) =0 para todo x € C.
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Aplicando el algoritmo de la divisiéon tenemos

Q.(7,y) = Pu(x,y)R(x,y) + S(x,y), (4.11)

donde R y S son polinomios. Haciendo y = 2% en (4.11) obtenemos S(x,2?) = 0 para
todo z € C lo cual implica S =0y P, | Q.. Como gr(P,) =2y gr(Q.) < 2 concluimos

que @, = cP, para algin ¢ € C no-nulo, pero entonces también se tendra al fin:

Q(Z',y, Z) = Z2Q*(§’ %) = CZZP*(g, %) - CP([L‘,y, Z)

4.2. Estructura proyectiva y parametrizacion

Como comentamos anteriormente y como era natural pensarse, siendo una cénica suave
una curva algebraica en P, es posible dar una identificacién de la misma con C mediante
una parametrizacion, como en el caso de las rectas. De igual forma podemos utlizar algunos
de los resultados vistos hasta el momento para asociar a cada cénica suave, una estructura

proyectiva:

f (£)

Figura 4.3: Una estructura proyectiva para la conica.
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Sean C' una coénica suave, m € C'y m, el haz de rectas correspondiente. Como vimos
anteriormente y se exhibe en la figura anteiror, a excepcion de la recta tangente a C' en m,
el resto de elementos de m, intersecan a C' en exactamente otro punto ademds de m, ese
punto es denotado por f,,(¢) para cada recta ¢ € m, mientras que el valor de f,, para la
recta tangente a C' en m es precisamente m.

Asi las cosas es posible dar una biyeccién entre m, y C', también se pueden definir parametriza-
ciones para la conica mediante la parametrizacion del haz m,, es decir, si t es un r.c.h. en el
haz m, se puede hacer la parametrizacién de C' en la forma x(t) = fo(Cuss); t € C, donde

Ly, 0y son un par de rectas en m,.
En la practica puede hacerse lo siguiente:

Recordemos que toda coénica suave puede transformarse mediante una proyectividad en

una nueva conica D con ecuacién
rz —y? = 0.

Es sencillo dar una parametrizacién en este caso, proponemos la funcién, ¢ : C — D dada

) (L) sit# oo
att) _{ (0,0,1) sit=oc. (4.12)

por:

Observaciones 4.3. 1) q(t) es inyectiva.
ii) q(t) satisface zz — y* = 0 para todo ¢ € C.
iii) Dado 7(x,y,2) € D hay dos casos:

= r = (.Entonces la ecuacion de D implica y = 0 por lo que las coordenadas ho-
mogéneas de los puntos que se encuentran en la cénica son de la forma (0,0, \) con

A # 0 que es justo la clase de equivalencia de g(o0).

= z # 0.Entonces un punto de la conica puede verse en términos de un vector de

e 2 e L]
coordenadas homogéneas de la forma (1, £, %) que claramente estd en la imagen de

xz? x

la funcién ¢ tomando ¢ = 2.

Por lo anterior ¢ es una biyeccién entre D y C. Por lo tanto, si se quiere dar una

parametrizacién para una conica suave cualquiera, basta encontrar una matriz no-singular A
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tal que la proyectividad asociada y = Ax mapee la conica D en la conica deseada, esto puede
lograrse simplemente tomando 4 puntos distintos en D y sus correspondientes imégenes en
la conica a tratar para determinar, salvo por un factor de proporcionalidad, la matriz A de

acuerdo a lo que se discutié en el teorema 3.5.

Las parametrizaciones que trataremos seran entonces de la forma

z(t) = Aq(?), (4.13)

donde A es una matriz no-singular, ¢ es la funciéon definida previamente y ¢t € C.

4.3. Interseccion de dos conicas

Nos hemos encontrado ya con el fenémeno de que toda recta interseca a una cénica,
cuando hablamos de curvas de Poncelet consideramos siempre hasta ahora un par de conicas
reales con interseccion vacia, resulta obvio esperar que esto no suceda en Py. Nos gustaria
entonces estudiar con cierto detalle las posibles intersecciones entre conicas suaves antes de

pensar en que puedan de alguna forma ser curvas de Poncelet entre si.

Como es de esperarse algo similar ocurre al intersecar 2 coénicas, este hecho que resulta
intuitivo, es consecuencia de un teorema mas general muy conocido en geometria algebraica;
el teorema de Bezout. Este afirma que si E(z) = 0y F(z) = 0 son un par de curvas alge-
braicas en PP, cuyos polinomios no tienen factores en comin, entonces el niimero de puntos

de interseccion es igual a gr(FE) - gr(F') contando multiplicidades.

Asfi las cosas un par de cénicas suelen intersecarse en un total de 4 puntos, disminuyendo
éstos cuando hay casos de tangencia entre ellas, pero manteniéndose en general si contamos
multiplicidades. Desarrollaremos la herramienta necesaria para probar este hecho en este caso

que nos interesa.
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4.3.1. Numeros de interseccion

El ntimero de interseccién entre dos curvas es una herramienta algebraica que euristi-
camente informa qué tan tangentes son un par de curvas en un punto comun, si bien la

definicion pudiera resultar muy técnica, contraintuitiva, resulta de gran ayuda rapidamente.

Comenzaremos por definirlos para curvas afines; sean C[xz,y] el conjunto de polinomios

f(z,y)
g(z,y)’

con coeficientes complejos en z, y y C(z, y) el conjunto de funciones racionales r(z,y) =

donde f,g € Clz,y| vy g(x,y) no es estrictamente cero.

Definicién 4.2. El anillo local de un punto. Sea p = (a,b) € A, se define el anillo local de

p como sigue:

O, = {r="14¢C(z,y) | 9(p) # 0}.

Observacion 4.4. O, es en efecto, un anillo, para ello basta escribir la suma y el producto

de dos formas racionales del supuesto anillo respectivamente como % y % y observar

que éstas estan bien definidas por ser g1(p) # 0y g2(p) # 0.

Considérese ahora el ideal generado por dos polinomios fi, fo € Clz,y];

(f1, f2)p == {fair1 + fara | 11,72 € Op}

Vistos estos conjuntos; O, y (f1, f2)p, como espacios vectoriales sobre C, considérese el

espacio cociente

Op/ (1, f2)p-

Estamos listos ahora para definir el namero de interseccion de un par de curvas afines:

Definicién 4.3. Numero de interseccion de 2 curvas afines. Sean C1,Cy C A, curvas afines
con ecuaciones fi(z,y) = 0y fo(z,y) = 0 respectivamente. El nimero o multiplicidad de

interseccion del par de curvas en el punto p estd dado por:

Ip(Ol M OQ) = dlm Op/(fl, f2)p.
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Observaciones 4.5. 1) La definicién anterior es simétrica respecto a las curvas mencionadas.

ii) La definicién depende de las ecuaciones elegidas, es decir, el nimero puede variar por
ejemplo entre tomar f; =0, fo =0y f2 =0, f2 =0. A pesar de que geométricamente

se trate del mismo objeto.

. Qué informacién geométrica se consigue con el uso de este nimero?, quiza el hecho mas

elemental y que debia esperarse es el siguiente:

Proposicién 4.3. Con la notacion de la definicion anterior: I,(C1NCy) > 0 <= p € C1NCs.

Demostracion. Utilizamos el hecho de que dim O,/(f1, f2), = 0 si y sélo si (f1, f2), = O,.
Sip € C1NCy entonces fi(p) = f2(p) = 0, lo que implica r(p) = 0 para cualquier r € (f1, fa2)p,
asi, (f1, fa)p es un subconjunto propio de O,, pues por ejemplo, el polinomio constante 1
esta en O, \ (f1, f2)p. Esto implica dim O,/(f1, f2), > 0.

Si p ¢ Cy N Cy, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p ¢ C, esto es fi(p) # 0.
Entonces 1 = f; - % € (f1, f2)p, asi que para cualquier r € Op; r = 1-1r € (f1, f2)p, por lo que

O, = (f1, f2)p v se sigue que dim O, /(f1, f2), = 0. =
Veamos un ejemplo sencillo:

Ejemplo 4.1. Sean C7 y (5 las curvas con respectivas ecuaciones x = 0 y y = 0, calculemos

I5(Cy N Cy), aqui denotamos por 0 al origen (0, 0):

Figura 4.4: Ejemplo 4.1.
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Como 0 € C} N Cy, tenemos por la proposicién anterior I(C; N Cy) > 1. Sospechamos
que I5(Cy N Cy) = 1, para obtener [5(Cy N Cy) < 1 mostraremos que el polinomio constante
1 genera a O mdd (z,y)g:

Escribiremos a cada elemento 5 € O en la siguiente forma:

;o f(0) h onde b= o(0)F — £(0
7= 90t 7 a0 donde h:= g(0)f — f(0)g. (4.14)

Como h(0) = 0, todos los monomios de h deben contener como factor ya sea a x 6 y.

Luego

h = hix + hayy, con hy, hy € Clz,y], (4.15)

1
9-9(0)
méd (x,y)g, por lo tanto I;(Cy N Cy) = 1.

asi que h - € (x,y)p. De las dos ecuaciones anteriores obtenemos £ = O 1

El ejemplo anterior puede generalizarse de la siguiente forma:

Proposicién 4.4. Dadas dos curvas afines Cy, Cy. I5(Cy N Cy) =1 si y solo si Cy y Cy se
intersecan transversalmente en 0, esto es, son suaves en este punto y con tangentes distintas

en el mismo.

Figura 4.5: Proposicién 4.4.
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Demostracién. Sean f; =0, fo = 0 ecuaciones de C y Cy respectivamente. Como f;(0) = 0,
se tiene f; = ax 4+ by + T, donde a, b son constantes y T denota a los términos de orden
superior; al contener T monomios de grado por lo menos 2, éstos son divisibles ya sea por
2%, y? 6 zy, por lo que existen polinomios ¢1, ¢, € Clz,y| tales que ¢1(0) = ¢2(0) = 0y

T = x¢1 + yoo. Observaciones analogas aplican para f,, de manera que podemos escribir

fi=(a+¢1)r+ (b+ g2)y

fo=(c+v1)x + (d+ )y, (4.16)

donde a, b7 c, deC y ¢1(6) = ¢2(6) = wl((_)) = ¢2(6) = 0.

Supongamos que C; y Cs son transversales en 0, esto es, sus tangentes que tienen ecua-
ciones respectivas ax + by = 0 y cx + dy = 0 se cortan en un solo punto, o sea ad = bc # 0.
Resolviendo ahora el sistema de ecuaciones (4.16) para x y y obtenemos:

(d+19) fi — (b+ ¢2) fo —(c+)fi+ (a+é1)fo

donde A = (a+ ¢1)(d+ 1) — (b+ ¢2)(c + 9n).

De (4.16) vemos que fi, fo € (x,y)5 y como A(0) = ad — bc # 0, obtenemos de (4.17)
que z,y € (fi1, f2)g. Asi concluimos (f1, f2)5 = (z,v)s, que junto con el ejemplo 4.1 implican
IL(CiNCy) =1.

Supongamos ahora que C; y Cy no son transversales en 0, es decir ad — bc = 0; esto implica
que alguna de las ecuaciones de las rectas tangentes es proporcional a la otra, sin pérdida
de generalidad supondremos que cx + dy = k(ax + by) para algin k € C\ 0. Sea J :=
(22,92, 2y, ax + by); el ideal de Oy generado por tales elementos, (4.16) nos permite concluir

entonces que

(f1,f2)o C J.

Escogiendo un polinomio cz+ By no proporcional a ax+by, basta probar que {1, az+ Sy}
es linealmente independiente médulo (f, f2)5 para obtener I5(Cy N Cy) > 2. Supongamos

entonces que existen constantes complejas ¢; y ¢y tales que

c1 + eo(ax + By) € (f1, f2)s-
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Como (f1, f2)s C J, tenemos

re? + sy? + txy + ulax + b
b ool + py) = T e k) (4.18)

donde 7, s,t,u,v € Clz,y] y v(0) # 0. Haciendo x = y = 0 en (4.18) se tiene ¢; = 0.

Ahora multiplicamos por v en (4.18) y tenemos
cov(ax + By) = ra? + sy? + txy + u(az + by).

Los términos lineales de los lados izquierdo y derecho de la ecuacion anterior son respectiva-

mente v (0)(ax + By) y u(0)(ax + by), por lo que se tiene la igualdad:
cov(0)(ax + By) = u(0)(ax + by).

De la ultima expresion concluimos ¢, = 0, pues de lo contrario se contradice el que ax + by

no es proporcional a ax + By. Esto termina la prueba. O

Lo que nos interesa ahora es extender la definicion del nimero de interseccién para curvas
proyectivas para luego probar una version especial del teorema de Bezout para cénicas, para
ello serd necesario un resultado con el que terminaremos esta subseccion, para su demostracion

es necesario el siguiente:

Lema 4.1. Toda ¢ € Oy puede escribirse en la forma ¢ = H + %,’ donde H, K, L € Clz,y],
L(0) # 0 y ord(K) > n para cualquier entero n > 0.

Demostracion. Observemos que dada 1, podemos probar que se tiene la descomposicién

deseada si logramos hacerlo para ki), donde k es cualquier constante, por lo cual si ¥ = 5,

podemos suponer g(0) = 1. Sea entonces t = 1 — g, escribamos ¢ de la manera siguiente:

_ Iy ety L
V=1 =1 (L+t+-+t" )+ -

(4.19)

Como t(0) = 0, ord(t) > 1, porlo cual ord(f- f™) > ny se tiene en (4.19) una descomposicién

como la buscada. O

El resultado calcula el nimero de interseccién en 0 de una curva afin con la curva con
ecuacién y = f(x), donde f € C[z]. Un argumento andlogo prueba el resultado en general

para cualquier punto p de interseccién.



102 CAPITULO 4. LAS CONICAS

Teorema 4.5. Sean C; y Cy curvas afines que se intersecan en 0 con ecuaciones P(x,y) :=
y— f(x) =0y Q(z,y) = 0 respectivamente. Si P 1 Q, entonces hg(x) := Q(z, f(x)) no es

idénticamente cero, vy
I()(Cl N CQ) =N
donde n = ord(hg).

Demostracion. Probemos primero que hg # 0. Consideremos () como un polinomio en y con

coeficientes en Clz| y dividamos entre y — f(x) para obtener

Qr,y) = R(x,y) - (y — f(2)) + ho(). (4.20)

hg(x) se obtiene al hacer en (4.20) y = f(x), de aqui obtenemos debido a que P 1 @ que hg
no es idénticamente cero y que hgo(0) = Q(0,0) = 0, lo cual implica que n = ord(hg) > 0.

Afirmamos ahora lo siguiente:

i) {1,2,2% ..., 2" '} genera Clz,y] méd (P,Q)y
Prueba: Como n = ord(hg), hg(xz) = 2"p(z), donde ¢(x) es un polinomio con ¢(0) # 0.

De la ecuacién (4.20) obtenemos

" =

— RP
QiRe

© (Pv Q)(_)

Luego
™ e (P,Q)g, param > n. (4.21)

Sea H(z,y) € Clz,y|, podemos repetir la division de (4.20) con este nuevo polinomio

para obtener

donde Ry depende de H y
hy(z) := H(z, f(x)). (4.23)

Sea

hu(z) =ag+ax+ -+ a, 12" P+ 7T,
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donde T de nuevo denota términos de orden superior. Entonces de (4.21) y (4.22) obte-
nemos
H=ay+az+ +a, 12" méd (P,Q)g. (4.24)

{1,z,22,...,2" '} genera también Oy mdéd (P, Q)

Prueba: Sea 1 € Og, usemos la descomposicién del lema 4.1 para ¢ con n = ord(hg).
Usando la misma notacién, como hg(x) = K(z, f(x)) y ord(K) > n, ord(f) > 1,
tenemos ord(hg) > n. Entonces por (4.21):

hg =0 méd (P,Q)p. (4.25)

Reemplazando H por K en la divisién de (4.22) y usando (4.25), obtenemos K = 0

méd (P, Q). Por lo tanto también se tiene

}L( =0 méd (P,Q). (4.26)

Las ecuaciones (4.24) y (4.26) implican finalmente

K
w:H+f:ao+a1x+---+anf1l’"+l mod (PaQ)(_)

{1,z,2% ...,2"1} es linealmente independiente mdd (P, Q);
Prueba: Supongamos que existen constantes ¢; tales que Y07 c;2’ = 0 méd (P, Q)p,
esto es, existen A, B,C € C[z,y] con C(0) # 0 de manera que

nz_:lcixi: (y—f)él"‘QB'

=0

Multiplicando por C'y haciendo y = f(x), con la notacién utilizada hasta ahora se tiene:

he(x) - 712_:1 cir' = ho(r)hp(r) = 2"0(x)hp(z). (4.27)

Si no se tuviera ¢; = 0 para todo 4, sea j el indice mas pequenho para el cual ¢; # 0. El
coeficiente de 27 en el lado izquierdo de la ecuacién (4.27) es he(0)c; = C(0)¢; # 0. Como
j < n, el lado izquierdo de (4.27) no es divisible entre 2" mientras que el lado derecho
claramente si lo es, una contradiccién. Concluimos que ¢ =c¢; =---=¢,_1 = 0, lo cual
completa la demostracion del inciso, que junto con el anterior implican la conclusion del

teorema.
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4.3.2. Un caso especial del teorema de Bezout

La definiciéon de nimero de interseccion puede extenderse facilmente a el caso de cuvas
proyectivas convirtiendo coordenadas afines X,Y a coordenadas homogéneas z,vy, 2 de la

siguiente forma:

Sean F'(z,y,z) y G(x,y, z) polinomios homogéneos del mismo grado. Una funcién racional
F(z,y,2)

G(:r’y7z) ’
denotaremos por Cy(z,y, z) resulta tener estructura de campo. Cy(z,y,2) y C(X,Y) pueden

de grado cero es de la forma R(z,y,z) = el conjunto de todas estas funciones que

identificarse mediante las igualdades X = 2 y Y = £,
Si tomamos r = ﬁ € C(X,Y), sean = méax(gr(f),gr(g)); entonces 2" f(£,%) y 2"g(%, %) son

z? z z?

polinomios homogéneos de grado n en z,y, 2 y

fXY)  2"f(5 )
r(X,Y) = = 2= € Co(r,y, 2). 4.28
TS g BETE N 2
Y viceversa, tomando R = & € Co(x,y, 2), si n = gr(F) = gr(G), entonces

F(x,y,z) 2"F(%£,41) F(X,Y,1)
_ — 2020 ) X,Y). 4.2
RQI,y,Z) G(.ﬁlﬁ,y,Z) ZHG(f,%,l) G(Xa Y71) © C( ’ ) ( 9)

De aqui continuamos definiendo de la misma manera que para curvas afines; dado un
punto p € Py, se dice que una funcion R = g € Co(z,y, 2z) esta definida en p si G(p) # 0,
denotamos también por O, al anillo local en p; el formado por todas las funciones racionales
definidas en dicho punto.

Dados dos polinomios homogéneos Fi, Fy en z,y, z, el ideal (Fi, F3), se define de manera

ligeramente distinta;
([, Fy), = {g €O, | F=FH + F,Hy, con H; y Hy polinomios homogéneos },

para llegar a la siguiente:

Definicién 4.4. Numero de interseccion de 2 curvas proyectivas. Sean C y Cy curvas proyec-
tivas con ecuaciones respectivas Fi(z,y,z) = 0y Fy(x,y,2) = 0. El nimero de interseccién

de éstas en un punto p es

Ip<01 N 02) = dim Op/(Fl, Fg)p.
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Observacion 4.6. Mediante las igualdades (4.28) y (4.29), dadas constantes a,b podemos
identificar O(qp,1y con Opy ¥ (F1, F2)(ap1) con (f1, f2)ap); donde f; := Fi(%,%,1) para i =
1, 2. Esto hace coincidir la definicién anterior con la analoga para curvas afines, en los puntos
de la forma (a,b,1).

Observacion 4.7. El nimero de interseccién de la definicién 4.4 es invariante bajo transfor-
maciones proyectivas, es decir, si T es una matriz de 3 x 3 no-singular con entradas complejas,

entonces

L,(Cy N Cy) = Iy (T(Cy) N T(Cy)).

Esto se sigue del hecho de que el cambio de coordenadas homogéneas z = T~ 'y transforma
polinomios homogéneos en x en polinomios homogéneos en y del mismo grado e induce
mapeos biyectivos entre O, y Ory, asi como entre (Fy, F), v (G1,G2)7p; donde F; = 0 es
una ecuacion para la curva C; y G; := F;(T'(y)) es una ecuacién para su transformada bajo

la proyectividad, con i = 1, 2.

El caso particular del teorema de Bezout que mencionamos habla de la suma de los
nimeros de interseccion entre un par de conicas, una de las cuales es suave, si bien el teorema
original es mucho mas general, para nuestros fines sera suficiente la version que a continuacion

presentamos.

Teorema 4.6. Sean C, D C Py conicas con C' suave. La suma de las multiplicidades de los

puntos de interseccion de C' y D es 4.

Demostracion. Sean p € C'y ¢ € C'\ D, por la proposicién 4.2 podemos elegir coordenadas
de manera que p = (0,0,1), ¢ = (0,1,0) y C tenga ecuacién

yz —x? = 0.
Por otro lado sea Q(z,y, z) = 0 la ecuacién de D, donde
Q = ax?® + by? + c2® + dwvy + exz + fyz.

Claramente ¢ es el inico punto al infinito de C', por lo que C'N D debe consistir inicamente

2

de puntos afines (z,y, 1), por estar en C se tiene y = x*, sustituyendo en la ecuacién de D

obtenemos una nueva expresiéon de la forma h(x) = 0, donde
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h(z) == Q(z,2* 1) = ba® + da® + (a + f)a* + ex + c.

El coeficiente principal de h es b = Q(0,1,0) que es no nulo, pues (0,1,0) = ¢ ¢ D por

hipotesis, asi que h es un polinomio de grado 4, factorizandolo tenemos
hz)=a]](x—z)™, a0,

donde x; son los k ceros de h con sus correspondientes multiplicidades m;. Asf, S5 m; =
gr(h) = 4.
Sean p; = (x;,27,1), 1 <14 < k los puntos de interseccién. Por el teorema 4.5, I,,(CND) = m;,

por lo tanto

i=1

k k
=1

Suele llamarsele tipo de multiplicidad al conjunto de multiplicidades o ntimeros de in-
terseccién de un par de cénicas, por el teorema anterior existen tantas como particiones de
4:

[=(1,1,1,1), II=(2,1,1), I[I]=(2,2), IV =(3,1), V =(4).

En la siguiente seccion interpretaremos geométricamente estos casos en términos del haz de
conicas generado por el par dado, en especial nos referiremos a ciertos elementos del mismo,
sus conicas degeneradas.

El primer caso es llamado genérico y se dice que las cénicas estan en posicion general, por
lo que vimos anteriormente, aqui las curvas se intersecan transversalmente en cuatro puntos,
mientras que en el resto de casos, no-genéricos, hay tangencia en los puntos con niimero de
interseccion mayor a 1. El porismo de Poncelet suele enunciarse para dos cénicas en posicion

general, aunque resulta cierto también en los demés casos con ciertas observaciones.
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4.4. Haces de conicas

Dadas dos coénicas distintas con ecuaciones C'(z) = 0 y D(z) = 0, es natural construir
nuevas curvas a partir de ellas simplemente tomando combinaciones lineales para tener ecua-
ciones de la forma aC(z) + bD(z) = 0 con (a,b) € C*\ {0}.

Debido a que un par de formas cuadraticas determinan una misma cénica si y solo si éstas son
proporcionales entre si, cada nueva cénica de la forma aC(z) + bD(z) = 0 es distinta a otra
cC(x) +dD(x) = 0siy sélosi (a,b) y (¢,d) no son proporcionales, esto sugiere al igual que
para los puntos de una recta o las rectas de un haz, asociar a cada elemento de esta nueva fa-
milia de curvas, un valor correspondiente de un r.c.h; en vez de pensar en aC(z)+bD(z) = 0,
podemos tomar AC(z) + D(z) = 0 con A € C, definiendo AC/(z) + D(z) = C(z) para A = .

Basados en lo anterior hacemos la siguiente:

Definicién 4.5. Dadas un par de cénicas distintas con ecuaciones en x = (1, xa, x3); C(z) =

0y D(z) =0, definimos el haz generado por las mismas, denotado por {C, D} como sigue:
{C, D} :={aC(z) +bD(z) = 0| (a,b) € C*\ {0}},
o equivalentemente:

{C,D} = {\C(x)+D(z) =0 | A € C; \C(z) + D(z) = C(z) si A = oo}

Observaciones 4.8. 1. Los puntos C'N D claramente pertenecen a toda cénica de {C, D},

a éstos se les llama puntos base del haz.

2. Si Cy, Dy € {C, D} son dos cénicas distintas, entonces {C, D} = {C1, D }; cada par de

cénicas con tal propiedad es llamado un generador del haz.

Existen haces de conicas formados exclusivamente por conicas degeneradas, por ejemplo
el generado por 2> = 0 y y? = 0. A nosotros nos interesa hablar de poligonos interinscritos
a un par de estas curvas, por lo que consideraremos en adelante solamente haces que no
estén formados unicamente por este tipo de cénicas, tales haces obviamente son llamados

no-degenerados.

Reunimos en la siguiente proposicion algunas de sus propiedades basicas:
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Proposicién 4.5. Sea {C,D} un haz no-degenerado. Entonces:

i) Los puntos base asi como sus nimeros de interseccion son los mismos para cualquier par

de generadores.

ii) Todo punto del plano que no sea punto base estd contenido en precisamente un elemento

del haz.

Por otro lado, si p;, 1 <1 < 4 son puntos en posicion general, el conjunto de conicas que los
contienen forma un haz no-degenerado.

Figura 4.6: Un haz no-degenerado en el plano afin con cuatro puntos base

Demostracion. i) Esto se sigue de que si C, D y Cj, D; son dos pares de generadores,
entonces Cy y Dy como formas cuadraticas son combinaciones lineales de C'y D y
viceversa, por lo que los ideales (C, D), y (Cy, D1), son iguales para cualquier p € P, lo

que implica:
L(CND)=1I1,(CiNCy).

ii) Si p no es punto base, entonces C'(p) y D(p) no son ambas nulas, por lo que la ecuacién
aC(p) + bD(p) = 0 tiene una solucién para (a,b) € C?\ {0} salvo por un factor de
proporcionalidad. Por lo tanto sélo una cénica de {C, D} contiene a p.

Para la parte final, podemos hacer un cambio de coordenadas homogéneas de forma que
p1 = (1,0,0), po = (0,1,0), ps = (0,0,1) y ps = (1,1,1). Sea Q(x,y,2) = 0 una ecuacién
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para una cénica que contenga estos 4 puntos, al ser Q(p;) = 0 para 1 <i < 3, @ debe ser de

la forma
Q = dxy + exz + fyz.

Pero como también Q(py) = 0, tenemos d = —(e + f). Por lo tanto el conjunto de cénicas

que contienen estos puntos esta determinado por las ecuaciones:

ex(z —y)+ fy(z —x) =0, (e, f) € C*\{0}. (4.30)

La familia anterior puede verse como el haz generado por las conicas con ecuaciones x(z—y) =
0y y(z —z) = 0. El determinante asociado a la forma cuadratica definida por (4.30) resulta
%e f(e+ f), por lo que el haz contiene tinicamente 3 conicas degeneradas correspondientes a
loscasos e =0, f =0y e+ f=0. O

4.4.1. Elementos degenerados de un haz

Como se mencion6 al final de la seccion anterior, los tipos de multiplicidad de dos conicas
estan relacionados con las conicas degeneradas del haz que determinan. Terminaremos esta
seccién mostrando la relacién que existe.

En lo subsecuente nos referiremos a la cénica con ecuacién z'Cz = 0 simplemente como C, es
decir, denotaremos por C' tanto a la curva como a la matriz de la forma cuadratica asociada,
quedando claro por el contexto a qué nos referimos.

Como dijimos antes, centraremos nuestra atencion en haces no-degenerados, lo primero que
hay que preguntarse entonces es cuantas cénicas degeneradas pueden contener; si C'y D son
generadores, (podemos suponer det C' # 0 al tratarse de un haz no-degenerado) las posibles

cénicas degeneradas del haz correspondiente deben tener ecuciones de la forma
Ae'Cx + a'Dx = 2'(A\C' + D)z =0, para cierto A € C.

Estas serdn degeneradas siempre que det(AC' + D) = 0, ecuacién que es un polinomio cibico
en \, pues el coeficiente principal es det C' # 0, mismo que tiene por lo menos una y a lo més

3 soluciones. Resumimos lo aqui discutido en el siguiente:

Resultado 4.2. Todo haz no-degenerado contiene por lo menos una y a lo mds tres conicas

degeneradas.
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Vamos a introducir ahora una notaciéon para un par de cénicas suaves C'y D:
CoD:={(pi,m),1<i<k},

donde p; son los puntos de C'N D y m; sus respectivas multiplicidades.

Por otro lado, dados puntos a, b € Py;

= /4 es la recta que une a y b.

= Siae CND esun punto donde las cénicas se intersecan de manera no transversal, t,

denotara la recta tangente comun en dicho punto.

n 2/ es la recta ¢ contada dos veces.

Afirmamos entonces que las conicas degeneradas en {C, D} dependen del tipo de multi-

plicidad y de C'® D, segun la siguiente tabla:

Tipo CoD Conicas degeneradas en {C, D}
I (a,1),(b,1),(c,1),(d, 1) Cap U leg, Loe U by, Lag U Lye
| 1] (@201, | lap U lae, ta U lye H
17 (a,2), (b,2) to Uty, 200
A% (a,3),(b,1) Loy Uty
1% (a,4) 2t,

Figura 4.7: Tabla de tipos de multiplicidad y cénicas degeneradas.

Observacion 4.9. Para el caso genérico, la afirmacion se sigue de la proposicién 4.5 y del
resultado 4.2; en efecto, si C' y D se intersecan en cuatro puntos, éstos estan en posicion
general pues toda linea interseca a una cénica suave en a lo mas dos puntos. El haz que
contiene a dichos puntos entonces es precisamente {C, D}. Como cada uno de los pares de
rectas listados en la tabla contiene a a, b, ¢ y d, por el resultado 4.2 éstos deben ser las cénicas
degeneradas de {C, D}.
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Este y el resto de casos de la tabla se representan simbélicamente en la siguiente figura:

Tipo 111

Tipo IV Tipo V

Para corroborar el resto de casos de la tabla hacen falta algunos resultados, el primero es

una propiedad del par ordenado C'® D que introdujimos anteriormente:

Proposicién 4.6. Sean C' una conica suave y Dy, Dy conicas distintas a C. Entonces Dy €
{C, D1} siy solo si C® Dy =C® Ds.

Demostracion. Si Dy € {C, Dy}, por el primer inciso de la proposicién 4.5 se tiene C'® Dy =
C® D,.

Reciprocamente, sean Dy, Dy conicas distintas a C' con C' ® D; = C ® D,. Podemos
hacer un cambio de coordenadas homogéneas de manera que C' tenga la ecuacién reducida
2?2 — yz = 0 y los puntos de la interseccién C' N Dy, (que son los mismos que C'N Dy) estén
en el plano afin.

Sean D;(z,y,1) = 0 ecuaciones para las partes afines de las cénicas D;, i = 1, 2. Siguiendo la
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demostracion del teorema 4.6, podemos escribir

k
Di(z,y,1) = Di(z,2*,1) = ¢; [[(x — z;)™, ¢ #0, (4.31)
j=1
donde (z;, xJQ-, 1), 1 < j < k, son los puntos de intersecciéon CND; = CN D, de correspondien-
tes multiplicidades m;. Sea D(z,y, z) = Da(x,y,z) — 2D:(x,y, z). Por (4.31) tenemos

D(z,2*,1) =0 para todo z € C. (4.32)

Repitiendo el argumento de la prueba del teorema 4.4, podemos concluir a partir de (4.32)
que existe una constante A de manera que D = Dy — %Dl = AC; por lo tanto Dy = A\C'+ %Dl,
es decir Dy € {C, D1 }. O

Por supuesto también hace falta manejar los nimeros de intersecciéon entre una conica
suave y una degenerada; al consistir esta ultima siempre de una o dos rectas, el problema
es basicamente conocer los posibles nimeros de interseccién entre una cénica suave y una
recta. Por lo discutido en este capitulo sabemos ya que este niimero es cero si tomamos un
punto que no esté en la interseccién de las curvas y que es 1 si el punto se encuentra en la

interseccion y la recta no es tangente a la conica en él.

Para el caso de una recta ¢ tangente a la cénica suave C' en p, siempre es posible aplicar
una proyectividad de forma que p sea el punto afin (0,0) y la ecuacién de la parte afin de C
sea y —z% = 0 (ver la proposicién 4.2). Siendo que £ es tangente a C' en p, debe tener ecuacién
y = 0, asi que aplicando el teorema 4.5 con P =y — 2* y Q = y obtenemos [,(C' N {) = 2.
Hemos probado el siguiente

Resultado 4.3. Dadas una conica C' y una recta £, tenemos para cualquier punto p:
0, sipgCn/t

L(CNt)=4¢ 1, sily C seintersecan transversalmente en p

, si  es tangente a C' en p

Esto nos permitird conocer los ntimeros de interseccién entre una conica suave y una

degenerada:



4.4, HACES DE CONICAS 113

Proposicion 4.7. Si C es una conica suave y D degenerada con D = {1 U ly, donde {1 y l

son rectas no necesariamente distintas, tenemos para cualquier punto p:

L(CND)=L(CN{)+ L,(CN)

Demostracion. Siel punto no estd en la conica, por el resultado anterior se cumple la igualdad,
ambos lados son cero. Pensemos entonces que p € C'y elijamos coordenadas afines de manera
que el punto sea (0,0) y la parte afin de la cénica tenga ecuacién y = x?. Para las ecuaciones

de las rectas ¢; y {5 tomemos respectivamente

Li(z,y) == ap+ a1z +ay =0, Lo(x,y) := by + byx + boy = 0,

con (ay,ay), (by,by) € C*\ {0}.
Asi las cosas D debe tener ecuacién L; - Ly = 0. Sean

hi(z) := Li(z,2*), i=1,2 y h(x)=hy(x)hs(z).

Por el teorema 4.5 tenemos
L(Cne)=ordlh;) i=1,2 y L(CND)=ordh). (4.33)

Como ord(h) = ord(hy) + ord(hsy), la proposicién se sigue en este caso de las ecuaciones
(4.33). O

Para asi poder justificar cada caso incluido en la tabla de la figura 4.7, revisemos por

ejemplo el tipo I11, el resto se verifica de forma andloga:

Usando la misma notacién, sean C'y D con C® D = {(a, 2), (b,2)}, donde {a,b} = CND.

Por la proposicién 4.6 una cénica degenerada D; pertenece al haz {C, D} si y sélo si

C© Dy ={(a,2),(b,2)},

lo anterior equivale a

L(CN D) =L(CND) =2 (4.34)
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Combinando finalmente el resultado 4.3 y la proposicién 4.7, concluimos que D; satisface la
ecuacién (4.34) siy sélo si Dy = t, Uty 6 Dy = 24,4, como se afirma en la tabla; la informacién
de la misma puede usarse para determinar finalmente, el tipo de multiplicidad de dos cénicas

suaves en los términos que estableceremos en el iltimo teorema de esta seccién.

Teorema 4.7. Sean C' y D conicas suaves, M su tipo de multiplicidad y n el nimero de

soluciones distintas de la ecuacion
p(A) :=det(AC + D).

Entonces
I sin=23

M= IT6II sin=2 . (4.35)
V6V sin=1

Ademds los tipos de los casos n =2 yn =1 se deciden como sigue:

i) Sin =2, entonces M = 11 si Rango(AC' + D) = 2 para ambas soluciones de p(A) =0 y
M =111 si Rango(AC + D) toma los valores 1 y 2 en las soluciones de p(\) = 0.

i) Sin =1, entonces M = IV si Rango(AC' + D) = 2 en la solucion de p(A\) =0y M =V
si Rango(AC' + D) =1 en la solucion de p(\) = 0.

Demostracion. Sea m el numero de cénicas degeneradas del haz {C, D}. Segun la tabla de la
figura 4.7 la ecuacién (4.35) se cumple si se sustituye n con m, pero siguiendo el razonamiento
que nos llevo a concluir el resultado 4.2 sabemos que m = n. Los incisos i y ¢ se siguen de

la informacion dada en la tabla mencionada y de las observaciones 4.1. O

4.5. El replanteamiento del porismo de Poncelet

Habiendo estudiado esta generalizacion de las cénicas del plano real, estamos listos para
presentar una version compleja del porismo de Poncelet. Hemos de tener en cuenta las dife-
rencias encontradas; la mas clara, en la versién del plano real teniamos una curva contenida
en el interior de otra. En el plano proyectivo complejo como hemos visto, todo par de conicas
tiene interseccién no vacia, aunque pareciera estar en conflicto con la version real (puede aho-

ra llamarsele también afin), debe resultar claro que en aquella, las extensiones proyectivas de
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las cénicas involucradas se intersecan también, en puntos al infinito.

El extender el concepto de curva de Poncelet a este espacio no es con simple afan de ge-
neralizar lo mas posible lo que hemos estudiado antes, sino profundizar en ello mismo; como
hemos visto, toda cénica proyectiva tiene su parte afin donde tienen validez las ideas y resul-
tados que discutimos en los primeros dos capitulos, sin embargo, las herramientas algebraicas
y analiticas que permiten manejar las cénicas proyectivas complejas son mas poderosas, y
como veremos en los siguientes capitulos, permitiran no sélo entender con mas claridad la
prueba del porismo, sino dar condiciones necesarias y suficientes para que suceda el fenémeno
de que una conica sea n-curva de Poncelet respecto a otra. Asi las cosas, la version moderna

del porismo de Poncelet que ahora estudiaremos es la siguiente:

Teorema 4.8. Porismo de Poncelet en P,.
Sean C' y D dos conicas suaves en posicion general. Si existe un poligono de n lados interins-

crito al par (C, D), entonces D es n-curva de Poncelet respecto a C.

Por supuesto los conceptos de poligono interinscrito y n-curva de Poncelet se definen
de forma idéntica que sus analogos en el plano afin; un poligono de n lados con vértices
D1, P2, - - - Pn € Py estd interinscrito al par (C, D) si p; € C para 1 < i < n y las rectas de-
terminadas por los pares de puntos (pi, ps), (P2, P3), - -, (Pn,P1), Pertenecen a la cénica dual
D*. Por otro lado, D es n-curva de Poncelet respecto a C' si para todo p € C' existe uno de

los poligonos descritos previamente con vértice en p.

Al igual que hicimos en el caso real, es conveniente reformular el teorema 4.8 como sigue.

Sean

Pi={(¢|reCteD reg}

y 0,7 : P — P dadas por

o(z,§) = (@,¢), 7(,&) = (¢, &),

donde 7’ es la otra interseccién de & con C'y £ la otra tangente a D desde z’.
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Los mapeos o y 7 son llamados involuciones (por tener periodo dos; 0 :== oo =707 =

Id) y su composicion:

ni=rtoo, ¢ =(,¢),

que es una biyecciéon de P, nos permite replantear el teorema como sigue.

Replanteamiento del teorema 4.8. 5i n" tiene un punto fijo, entonces " es la iden-
tidad en P.

Figura 4.8: La transformacién .

Llamaremos mapeo de Poncelet a la funcién 7. El objeto que comenzaremos a estudiar

ahora, y al que incluso dedicaremos el capitulo siguiente, es P.

4.5.1. La variedad de Poncelet

El conjunto P suele llamarse correspondencia o curva de Poncelet, para evitar confusién
con el concepto de n-curva de Poncelet, lo llamaremos simplemente como indica esta sub-
seccion. El entender las propiedades de P nos llevara a los objetivos que mencionamos al
principio de la seccién; la comprensién més a fondo de la demostracién del porismo de Pon-

celet y el saber cuando un par de conicas admite un poligono interinscrito.
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Se puede asociar una ecuacion algebraica a la variedad de Poncelet que la deja ver como

una curva en C2. Recordemos que la funcién q(t) de la seccién 4.2 definida como

(1,t,t?) sit# oo
t) = , 4.36
at) {(0,0,1) §it = oo (4:36)
nos permite parametrizar las cénicas C' y D* como sigue:
x=a(r):= Aq(r), reC, (4.37)
¢ =¢&(s) = Bq(s), seC, (4.38)

donde A y B son ciertas matrices no-singulares de 3 x 3 con entradas complejas, las
ecuaciones (4.37) y (4.38) dan biyecciones entre C, y C'y D* respectivamente. Como (x,€) €
P siy sélosix-& = 0, la variedad puede identificarse con la curva v C C2 con ecuacién
P(r,s) =0, donde

P(r,s) = x(r) - &(s) = Aq(r) - Bq(s) = B"Aq(r) - q(s). (4.39)

Sea T = [t;;] := B'A, entonces

2 2

P(r,s) => Ty(r)s', donde T;(r) = > t;r’.

i=0 Jj=0

Los valores de T;(00) y P(r,00) estan dados por (4.36):

P(r,00) = Ty(r), reC. (4.41)
Observaciones 4.10. Nétese que T'q(r) = (To(r), Ti(r), To(r)) y como T es una matriz no-

singular, los tres polinomios 7;(r) no pueden anularse para un r € C en comin. Se sigue que

al menos un polinomio tiene grado 2, de lo contrario, por (4.40), co es un cero comun.



118 CAPITULO 4. LAS CONICAS

Vamos a introducir a continuacién una funcion que sera fundamental mas adelante.

Proposicion 4.8. Con la notacion introducida anteriormente, sea A : C — C la funcion

dada por
A(r) =T2(r) — ATo(r)Ty(r).
Entonces x(r) € CN D siy solo si A(r) = 0.

Demostracion. Siempre que z(r) € C'\ D, existen dos tangentes a D que lo contienen, por

lo que z(r) € C'N D es equivalente a
P(r,s) = (r)-&(s) =0 para un solo valor de s € C. (4.42)
Probaremos que (4.42) es equivalente a A(r) = 0 distinguiendo dos casos:

i) To(r) # 0.

Entonces las raices de P(r,s) = 0 para un 7 fijo estan dadas por

T+ AG)

QTQ(T)

y se sigue la conclusién deseada.

i) Ta(r) = 0.
Entonces A(r) = T(r) y hace falta probar que (4.42) equivale a Ti(r) = 0. Por (4.41)
tenemos ya que P(r,s) se anula para s = oo, si fuera Ti(r) # 0 entonces P(r,s) = 0
también para s = —Ty(r)/T1(r).
Viceversa, si T1(r) = 0, entonces P(r,s) = Ty(r) que es distinto de cero para s # oo,
pues por las observaciones 4.10, los polinomios T;(r), 0 < i < 2, no pueden anularse

todos en un mismo r.

De lo anterior se sigue que A(r) tiene 4 raices distintas, pues C'y D estdn en posicién

general.
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Es claro que la ecuacién de P dada por P(r,s) = 0, depende de las parametrizaciones
elegidas para las conicas C'y D*. Muchas veces detectar la propiedad que nos interesa de cierta
curva depende de dar una parametrizacion adecuada, vamos a mostrar una parametrizacion

que hace que A(r) = kdet(rC + D), para una constante k distinta de cero.

Sean {xg,x1, T2, x3} los puntos base del haz {(C, D)}, al cual describiremos como sigue

—~

D, ={z|rC(z)+ D(x) =0}, reC.

Las lineas &, tangentes a cada conica D, forman un haz dado por las siguientes ecuaciones

—~

r(Cxo-z)+ (Dxg-2) =0, reC.

Sea x(r) la otra interseccion de la recta &, con C', variando r obtenemos una nueva parametrizacién

para C', es decir, existe una matriz A determinada modulo una constante tal que

Figura 4.9: Una nueva parametrizacién para C.

Luego obtendremos la ecuacién de P de la misma forma que antes, afirmando que A(r)

tiene la forma que mencionamos previamente.



120 CAPITULO 4. LAS CONICAS

En efecto, pensemos en los valores de r que corresponden a los cuatro puntos base

Xo, T1, Tz, 3 del haz D,. Como &4 es tangente a D, = C en x(, tenemos
zo = x(00).

Ahora bien, el haz D, contiene las tres conicas degeneradas D, , 1 <1i < 3, donde los r; son
las raices complejas de det(rC + D) = 0. Tales cénicas degeneradas son los tres pares de
rectas que contienen a los puntos base. Numeremos los r; de manera que /;, la recta que une

los puntos z¢ y x;, esté contenida en D,,. Asi las cosas ¢; = &, entonces
r,=ux(ry), 1<i<3.
Sabemos por la proposicion 4.8, que
xz(r) e CND ={xg,...,x3} siysdlosi A(r) =0.

Lo anterior nos deja ver que los polinomios A(r) y det(rC' + D) tienen los mismos ceros,

estableciéndose asi el siguiente resultado.

Resultado 4.4. Las conicas suaves C' y D pueden parametrizarse de forma que

A(r) = det(rC + D).

Observacion 4.11. De lo discutido antes se tiene en general que A(r) = kdet(rC + D) para
cierto k € C, podemos tener £ = 1 si en vez de tomar la matriz A tomamos ﬁA; esto

reemplaza A(r) por £ A(r).

Para entender las propiedades que nos interesan de la variedad de Poncelet, es necesario
utilizar el concepto de superficie riemanniana. Més en detalle, necesitamos visualizar a P de
una manera sencilla; formalizando la idea de isomorfismo entre variedades riemannianas nos
daremos cuenta que la curva P es isomorfa a aquella con ecuacién u? = A(r), que por el

resultado anterior, escogiendo una parametrizacién adecuada, es u® = det(rC + D).

En los siguientes capitulos podremos mostrar finalmente que ciertas funciones (las fun-

ciones elipticas), permiten parametrizar curvas de la forma y* = k det(zC + D). Esto a su vez
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las hace isomorfas a un toro, que es el espacio donde naturalmente opera una funcién eliptica.

Nos acercaremos entonces a una prueba del teorema 4.8 y a las ideas detras de varios de

los trabajos mas recientes acerca del porismo de Poncelet.



Parte 111

Variable Compleja
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Guia para la parte 111

Las subsecciones de cada capitulo estan nombradas de manera que no haya confusién
acerca de dénde se encuentra cada resultado o definicién citado a continuacién, para mas
detalle consultese el indice general.

Al lector avanzado se le sugiere pasar directamente a la seccién 5.4, de ahi pasar
a la seccién 6.5 y continuar hasta el capitulo 7.

Capitulo 5

Objetivo. Exponer el concepto de superficie de Riemann para identificar la
variedad de Poncelet que surgié al final del capitulo 4. Presentar la demostracién
de la version compleja del porismo de Poncelet.

Material expuesto.

1. Superficie de Riemann.

2. La variedad de Poncelet P como superficie riemanniana.
3. Intuicién acerca de por qué P es topoldgicamente un toro.
4. El toro.

a) Construccién y estructura compleja.

b) Caracterizacién de los isomorfismos y automorfismos entre toros.

5. La demostracién del porismo de Poncelet de Griffiths y Harris (1977).
Queda como detalle pendiente mostrar formalmente un isomorfismo entre
un toro y la variedad de Poncelet.

Capitulo 6

Objetivo. Cubrir el detalle pendiente de la demostracién del porismo de
Poncelet del capitulo previo, introducir el teorema de Cayley y cubrir el mate-
rial sobre funciones elipticas necesario para el capitulo 7.

Material expuesto.

1. Definicién de funcién eliptica; propiedades bésicas de ceros y polos.
2. La funcién p de Weierstrass.

3. Determinacién de una funcion eliptica conociendo sus ceros y polos.

4. Ecuacion diferencial de la funcién p.



a) El discriminante modular asociado.

b) El problema de inversién, dado un discriminante no-negativo, existe
una latiz cuya funcién p tiene asociado tal discriminante.

5. Isomorfismo entre el toro y la variedad de Poncelet; curvas elipticas com-
plejas.

6. Los puntos de torsién de una curva eliptica.

7. El teorema de Cayley.

Capitulo 7

Objetivo. Exponer el trabajo de Dominique Hullin [12] (2007) que liga la
version de Griffiths y Harris del porismo de Poncelet con las versiones clésicas
de los casos particulares estudiados por Chaple, Fuss, Steiner, etc. refinando en
cierto sentido el teorema de Cayley presentado al final del capitulo previo.

Material expuesto.

1. El automorfismo en la variedad de Poncelet inducido por la simetria res-
pecto a la linea de los centros en el caso de dos circunferencias.

2. El otro porismo de Poncelet.

3. Las condiciones necesarias y suficientes para que se satisfagan los porismos
de Poncelet.

4. Ecuaciones de recursividad entre los polinomios del inciso anterior.

5. Determinacién de las circunferencias de Poncelet, imagenes de ejemplos.

Bibliografia

El material referente a superficies de Riemann, funciones y curvas elipticas
estd basado en las obras de Apostol [2], Flatto [6] y Lang [13]. El capitulo 7 en
el articulo de Hullin [12].






Capitulo 5

Superficies de Riemann

En muchas ramas de las matematicas es necesario generalizar los objetos que se estu-
dian abstrayendo algunas de sus propiedades e identificarlos entre si mediante funciones que
preserven la estructura que los caracteriza. La variedad de Poncelet introducida al final del
capitulo anterior claramente no es una cénica y por tanto no tenemos informacion suficiente
acerca de ella, es por eso que damos las definiciones de superficie de Riemann y de funciones
analiticas definidas en y entre ellas, con el fin de identificarla con algtin otro objeto geométri-

co que nos sea familiar.

Utilizaremos algunos conceptos basicos de topologia general que suelen presentarse incluso

en un primer curso de andlisis matematico, pueden estudiarse en los primeros capitulos de

5].

5.1. Definiciéon y ejemplos

Definicién 5.1. Un espacio de Hausdorft M es llamado variedad de dimension 2 si cada

punto py € M esta contenido en un abierto U que es homeomorfo a un abierto V' C C.

Sea ¢ : U — V dicho homeomorfismo. Tanto (U, ) como ¢ suelen llamarse cartas
en M o bien coordenadas 6 pardmetros locales respecto a py. Sea zg = @(py). Para r > 0

suficientemente chico, D = {z : |z — 29| < r} C V. Entonces D’ = ¢~ !(D) es un abierto en

125
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M que contiene a py que es llamado un disco paramétrico respecto a py.

Definicién 5.2. Una variedad de dimension 2, M, es llamada superficie riemanniana si para

ella existe una coleccién de cartas (U;, ;) con i variando en algiin conjunto de indices I, que

satisface las siguientes propiedades:

i) M=JU.
i€l

ii) Si U; NV # 0, entonces p; 0 ;' : ¢;(U; N U;) — ¢;(U; N U;) es un mapeo conforme.

iii) La coleccion (U;, ¢;)icr es maximal respecto a las dos propiedades anteriores.

Una coleccién que cumple 1) es llamada una cubierta abierta de M. Si las cartas (U, ¢;)
y (Uj, ;) satisfacen 2) se dice que son analiticamente compatibles y el mapeo ¢; o ¢; Lesla

funcion de transicion entre ellas:

¢i/
1 o
(ﬂiofﬂj

Figura 5.1: Cartas analiticamente compatibles en una variedad

Una coleecién de cartas que satisface las 3 propiedades anteriores es llamada estruc-
tura compleja en M. A veces nos encontramos con colecciones que satisfacen solamente las
primeras 2 propiedades, éstas son llamadas atlas analiticos. Un atlas analitico ® siempre
puede ser aumentado a una estructura compleja & anadiendo todas las cartas analitica-

mente compatibles a las de ®. Se dice entonces que el atlas analitico ® define la estructura
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compleja " en M. Dos atlas analiticos ®; y ®5 definen la misma estructura compleja en M

si y solo si todas las cartas de ®; son analiticamente compatibles a aquellas de ®s.

Dada una superficie M y un subconjunto abierto O C M, la topologia relativa de O
consiste de los abiertos de M contenidos en O. La estructura compleja de O consiste de todas
las cartas (U, ¢) en la estructura de M para las cuales U C O. Asi O puede verse también

como una superficie de Riemann.

5.1.1. Funciones analiticas e isomorfismos

El siguiente paso es definir el concepto de isomorfismo entre superficies, pues entenderemos
la variedad de Poncelet como una superficie de Riemann y debemos identificarla mas adelante
con otra mas facil de manejar. Para ello primero extenderemos los conceptos de funcion

analitica y meromorfa.

Definicién 5.3. i) Sea M una superficie de Riemann. Una funcién f : M — C es

analitica en py € M si para alguna coordenada local ¢ respecto a pg, fo ™! es analitica

en 2o = @(po).

ii) La funcién f del inciso anterior es meromorfa en py si f o ¢~! lo es, (si tiene un polo en

Zo).

Definicién 5.4. Dadas superficies riemannianas M; y M,, una funcién g que mapea M; en
M, es analitica (meromorfa respec.) en py € M; si para algunas coordenadas locales (U, ¢) y

(V, 1) respecto a py y qo = g(po), ¥ o g o ¢~! es analitica (meromorfa) en 2y = p(pp).

Observacion 5.1. En la definicién anterior va implicito el requisito de que exista una vecindad
Uy de po tal que Uy C Uy f(Uy) C V. Podemos satisfacer el requerimiento pidiendo que f

sea continua en pyg.

La composicién w = f o ¢! es llamada representacion de la funcién f en términos de
la coordenada local respecto a pg, ¢. Similarmente, w = 1) o g o =1 es la representacién del

mapeo ¢ en términos de las coordenadas locales ¢ de py y ¢ de qp.

Del hecho de que la composicién de funciones analiticas sea analitica, se tiene que la

definicion de analiticidad anterior no depende de la eleccién particular de las coordenadas



128 CAPITULO 5. SUPERFICIES DE RIEMANN

locales respecto a los puntos py v qo. Asi, uno puede reemplazar las palabras para algunas

coordenadas locales por para todas las coordenadas locales.

Ahora diremos cuando dos superficies son isomorfas entre si.

. o, . . . . . ., g
Definicién 5.5. Dos superficies M; y M; son isomorfas si existe una biyeccion M; — M,
analitica entre ellas. Escribiremos este hecho poniendo M; ~ M,. Los isomorfismos de una

variedad en si misma son llamados automorfismos.

Un resultado clasico de variable compleja:

Teorema 5.1. Sea f(z) analitica en zy € C. Entonces, existen vecindades U de zy y V' de

f(20) tales que U LV es una biyeccion analitica si y sdlo si f'(z9) # 0. Ademds en tal caso,

. ! » .
el mapeo inverso V.—— U es analitico también.

Cuya demostracion puede hallarse en [14].

Algunas consecuencias del teorema anterior son:

1. Si z = z(p) es una coordenada local respecto a un punto pyp € M y f(z) es una funcién
compleja analitica en zy = z(pg) para la que f'(z9) # 0 entonces f o z(p) también es

una coordenada local respecto a py.

2. Se dice que una funcién entre dos superficies M; % M, es un isomorfismo local en
p € M si existen vecindades U de p y V de ¢ = o(p) tales que U % V es un
isomorfismo. Con esa definicién, si z y w son coordenadas locales respecto a p y ¢
respectivamente y w = f(z) es la funcién de representacién de ¢ en términos de las

dw

mismas. Entonces ¢ es un isomorfismo local en p si y sélo si §2(z(p)) # 0.

El teorema 5.1 junto con el hecho de que la composicién de funciones continuas es continua

nos permiten también, darle estructura de grupo al conjunto
A(M):={g: M — M | g es un automorfismo},

de automorfismos en una variedad, con la composicién de funciones. Es claro también que la

isomorfia entre superficies de Riemann es una relacién de equivalencia.



5.1. DEFINICION Y EJEMPLOS 129

Lo que haremos méas adelante serd dar un isomorfismo entre la variedad de Poncelet y
un toro, asi como identificar al mapeo de Poncelet n introducido en la seccién 4.5 con un
automorfismo en dicha variedad, nos interesa por tanto ver qué ocurre al componer uno
de tales automorfismos con un isomorfismo entre superficies, es por ello que probamos el

siguiente teorema.

Teorema 5.2. Sean My y My superficies riemannianas isomorfas, ¢ : My — My un iso-
morfismo. Para f € A(M,), sea f =@ o f o', Entonces

1. f f es un isomorfismo de grupos entre A(My) y A(My). Es decir, una biyeccion que

satisface

fog=fog, vpara f.geA(M).

2. Sea f € A(My). Entonces ¢ mapea puntos fijos de f en puntos fijos de f

Demostracion. 1. f es automorfismo se sigue de que f lo es, ¢ es isomorfismo y la com-

posicién de funciones analiticas es analitica. Ahora,
fog=wpo(foglop™ =(pofop)o(pogop™)=fog.

Finalmente, dado g € A(M>) claramente f := o=t ogop € A(M;), cumple que f=yg
y se tiene la suprayectividad, mientras que si existen fi, fo € A(M;) tales que fi=fo
tenemos

pofiop Tt =pofropTt
y por ser ¢ una biyeccion, podemos cancelar en ambos lados de la ecuacién para tener

fi=fa

2. Sean f € A(My),p € My con f(p) =py q= p(p). Entonces

fl@)=(pofor™)(q) = (eo NHle a)] = ¢lf(p)] = elp) =q.

5.1.2. Ejemplos

Existe una infinidad de ejemplos interesantes no solamente de superficies sino mas general-
mente de variedades riemannianas, (ver [21]). Nosotros requerimos visualizar de esta forma

los objetos que a continuacién citaremos.
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1. El plano complejo C.

C es un espacio conexo de Hausdorff. Podemos definir una estructura compleja simple-

mente tomando el atlas de una sola carta (C, Id).

= Un hecho conocido desde un primer curso de variable compleja es que los auto-

morfismos de C estan dados por funciones de la forma

o(z) =az+b, a#0.

. El plano agujerado C*.

C* := C\ {0}. Dandole a este conjunto la topologia inducida por la topologia usual de
C, podemos tomar como estructura compleja la formada por las cartas de estos abiertos

junto con la funcién identidad.

= Algo quizd menos mencionado son los automorfismos de C*, éstos son funciones

de la forma

©(z) =az, obien ¢(z)= ﬁ’ en ambos casos con a # 0.
z

Demostracion. Es claro que las funciones de la forma citada son automorfismos. Recipro-
camente, sean ¢(z) un automorfismo y ¢ = inf,—; [~} (w)|. Entonces ¢(z) # 0 para
zeD:={z]0<|z] <e}.

Como D es conexo, su imagen bajo ¢ también lo es. Luego, se tiene alguno de los dos

casos siguientes, para z € D:

i) lo(z) <1,
i) |e(2) > 1].

Suponiendo cierto el primer caso, por el teorema de la singularidad removible de Rie-
mann, ¢ tiene una extensién analitica ¢ a C. Probaremos que ¢(0) = 0, ésto implica

que la extension es un automorfismo de C y el resultado se sigue del primer ejemplo.

Supéngase que b := $(0) # 0. Sea {z,}neny € C* una sucesién con lim,, . 2z, = 0.
Entonces w,, = ¢(z,) es una sucesiéon en C* con lim, ., w, = b. Asi, lim, . 2z, =
©~1(b) # 0. Una contradiccidn.

Si se cumple el segundo caso, basta repetir el argumento anterior con ¥(z) = —

p(2)’
para z € C*. Claramente ¢ es también un automorfismo de C* que cumple |¢(z)| < 1

para z € D. Concluimos por lo anterior que ¢ (z) = ¢z en C* para algtin ¢ # 0. Luego
plz) =% a= 1 O

c
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3. La esfera C.
C=CuU {oo}. Si dotamos a este conjunto con la topologia consistente en los abiertos
de C junto con los complementos en C de los conjuntos compactos de C, se convierte
en un espacio de Hausdorff compacto y conexo.
Un ejemplo de un atlas analitico aqui, surge al tomar las dos cartas (U, ¢;)i=1,2. Donde
U =C, ¢i1(z) = 2y Uy = C\ {0}, ¢2(2) = 1. Claramente ¢; es un homeomorfismo
de U; a C para i = 1,2. Por otro lado tenemos (U3 U Us) = @o(U; UU,) = C* y

010yt = %, que como vimos anteriormente, es un automorfismo de C*.

» Es también conocido el hecho de que los automorfismos en C son precisamente las

transformaciones de Mobius

az+b
o(z) = wtad ad — be # 0.

4. Las conicas.
Aqui tenemos una estructura compleja heredada de aquella de C, gracias a la parametrizacion

dada en la seccién 4.2. Esto se sigue del siguiente:

Resultado 5.1. Si f es una biyeccion de la superficie de Riemann M al conjunto
X, podemos equipar a X con la topologia y estructura compleja heredadas via f de la

siguiente forma:

i) U C X es abierto si y sélo si f~*(U) C M lo es.

i) (U, ) es una carta en X siy sélo si (f~1(U),po f) es una carta en M.

Convirtiéndose X en una superficie riemanniana isomorfa a M via f.

De manera que toda conica suave es una superficie de Riemann isomorfa a C.

5. Curvas algebraicas.
En el caso general de curvas algebraicas tenemos la dificultad de no contar siempre con
parametrizaciones adecuadas, sin embargo esto puede resolverse facilmente haciendo

uso del teorema de la funcén implicita.

Sea v C C? una curva algebraica suave con ecuacién P(z,w) = 0. Para cualquier pun-
to (a,b) € v, (P(a,b) = 0). Se tiene ya sea P,(a,b) # 0 6 P,(a,b) # 0. Si se da el
primer caso, por el teorema citado anteriormente, existen vecindades Z y W de a y b
respectivamente y una funcién analitica w = g(z) : Z — W tales que la condicién

(z,w) € U :=~vNZ x W es equivalente a w = g(z). Claramente U es una vecindad del
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punto (a,b) en la curva y el mapeo ¢(z,w) = z es un homeomorfismo de U a Z con

inversa go_l(z) = (2,9(2)).

Andélogamente si P,(a,b) # 0, existen vecindades U’ de (a,b) en vy W' de b tales que
¥(z,w) = w es un homeomorfismo de U’ a W’ con inversa ¢~ (w) = (h(w),w) donde

h es una funcién analitica en W”.

Puede definirse ahora un atlas analitico con cartas de la forma (U, ¢) 6 (U’ ), pues las

funciones de transicién son ya sea la identidad, ¥ o o™ (2) = g(2) 6 o™ (w) = h(w).

Para curvas v C C? basta tomar las mismas cartas que en el caso anterior para los
puntos de v N C? y anadir ciertos pardmetros locales para los puntos al infinito, por
ejemplo:

Supongamos que 7y tiene un punto de la forma (a, 00) con a # co. Podemos transformar

1

v mediante la funcién T : (z,w) — (z,w'), donde w’ = w™', en la nueva curva v con

ecuacion .
m _
w P(Z7 J) - Oa
donde P(z,w) = 0 es la ecuacién de la curva original y n = gr,(P).
T mapea (a,00) a (a,0). Podemos ahora tomar un parametro local ¢ en 7' respecto a
(a,0) y ¢ o T serd un parametro local en 7 respecto a (a,00). Algo similar se puede

hacer para los puntos de las formas (0o, b) e (00, 00).

Una diferencia inmediata topolégicamente entre curvas en C? y en C? es la compacidad.
En el primer caso al tratarse de conjuntos no acotados no se tiene esta propiedad, en
cambio las curvas en C? son compactas, al tratarse de subconjuntos cerrados de un

espacio compacto.

5.2. La variedad P

Nuestro siguiente ejemplo es por supuesto la variedad de Poncelet mencionada al final
del capitulo previo. Recordemos que P es una curva en C? que como veremos primeramente,
es suave cuando las cénicas utilizadas para definirla estan en posicién general. Esto permite

verla como una superficie riemanniana como se indica en el tltimo inciso de la seccién anterior.
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5.2.1. P es suave

Sean C'y D dos cénicas suaves en posicion general y
P:={(z,§) |z €C e D"z et}

la variedad de Poncelet correspondiente, cuya ecuacién P(r,s) = 0, escribiremos utilizando

la notacién del capitulo anterior:
P(r,s) = Ty(r)s* + Ti(r)s + Ty (r),
A(r) = TE(r) — 4Ty (r)Ty(r).

Al igual que en la subseccién 3.3.3, introducimos las funciones auxiliares correspondientes

para trabajar con los puntos infinitos de P:
Q(r',s) =r*P(1/r,s),
R(r,s) = s*P(r,1/s),
S(r',s") =r?s?P(1/r',1/5").

Y vamos a distinguir también a los posibles puntos singulares de la curva, sean
Be :={(z,) e P|lzeCnD}, Bp:={(x,§)eP|{ecC*ND*}y

N
)
N

Figura 5.2: Los conjuntos B¢, Bp+ y F.
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Ahora probaremos la siguiente

Proposicién 5.1. Sea (a,b) € C2. Entonces (x(a),&(b)) € Be si y sdlo si

I) P=P,=0 en (a,b), sia,b# oo,
II) Q=Qs =0 en (0,b), sia=o00yb+# oo,
III) R=Ry =0 en (a,0), sia+# oo yb= o0,

IV) S=8y =0 en (0,0), sia=0b=oc.

Demostracion. Basta probar el caso I), pues los casos 11)—IV') pueden llevarse a I) mediante
los respectivos cambios de variable: ' = 1/r, s’ = 1/s, " =1/ry s’ = 1/s. Por la proposicién
4.8, (z(a),&(b)) € Be siy sdlo si

P(a,b) = A(a) = 0. (5.1)
Veamos que (5.1) es equivalente a I'). Tenemos
P(a,b) = Ty(a)b® + Ty (a)b + Ty(a),

P,(a,b) = 2T5(a)b + T1(a),
de donde
P%(a,b) — 4Ty (a)P(a,b) = Aa).

De esta tltima ecuacién se sigue que I) y (5.1) son equivalentes. ]

Corolario 5.2.1. Una equivalencia andloga se tiene para (x(a),&(b)) € Bp-. Reemplazando

en la proposicion anterior Py, Qs, Ry, Sy, por P.,Q.., R, S, respectivamente.
Demostracion. En la prueba anterior, basta cambiar los papeles de r y s. O]

Para finalizar esta subseccién, recordemos que por lo visto en la secciéon de haces de
conicas, C' y D estan en posicién general si y sélo si F = (. Como F = Be N Bp-, la
proposicién y el corolario anteriores implican que (z(a),£(b)) € F si y sélo si (a,b) es un
punto singular de la curva con ecuacién P(r,s) = 0. Asi, podemos concluir que P es una

curva suave en C2 si y sélo si C'y D estan en posicién general.
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5.2.2. P es un toro (versién intuitiva)

Sean £ C C? la curva algebraica con ecuacién

& ={(z,y) €€ | aw# o0y Thx)# 0}
Puede verificarse que la funcién f : & — P dada por

—T1($)+y>’

flz,y) = (w 2Ty()

es inyectiva y analitica en términos de los parametros locales que indicamos para curvas
algebraicas, mas aun, puede extenderse continuamente a una biyeccion entre las curvas £ y

P tomando los limites correspondientes,

flp) = lim f(z,y),

(z,y)—p

para los puntos de £\ £’. Lo anterior permite utilizar el teorema de la singularidad removible
de Riemann para concluir que f es un isomorfismo entre £ y P.

Formalmente la variedad de Poncelet P es un objeto distinto a la curva v con ecuacién
P(r,s) = 0, sin embargo podemos verla como una superficie de Riemann isomorfa a esta

dltima mediante la funcién m : {(r,s) € C? | z(r) - £(s) = 0} — P, dada simplemente por

m(r,s) = (2(r),&(s)),

donde z(r) y £(s) son parametrizaciones de las cénicas C''y D*, respectivamente. Esta curva
es a la vez isomorfa a € y como observamos en el capitulo anterior, z(r) y {(s) pueden tomarse

de tal forma que

A(r) = det(rC + D).

En adelante, nos referiremos a cualquiera de las curvas isomorfas hasta ahora mencionadas,

como variedad de Poncelet, por ahora, la consideraremos como £ C C? dada por
E={(z,y) € C* | y? = det(zC + D)}
Ademéds, al estar C'y D en posicién general, det(xC' + D), puede escribirse en la forma
det(xC + D) = (x — a1)(z — as)(z — a3),
con ay, as,as € C distintos, asi que consideraremos la ecuacién

y= V(& —a)@—a)(r - as).
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Los puntos (ag,0), (a2, 0), (as,0) y (00, 00) son llamados puntos de ramificacién de €. Ob-
servemos que para cualquier valor z € C\ {ay, as, as, 00}, existen dos valores de y, (negativos
uno respecto al otro), tales que el punto (x,y) pertenece a &, el resto de puntos de la curva
son llamados puntos regulares.

Si definimos 7 : € — C mediante

m(x,y) =z,

podemos observar que para cualquier p, punto de ramificacién, existe un disco paramétrico
D tal que m es un mapeo 2 a 1 en D\ {p}. Por otro lado para cualquier punto regular hay
un disco en el que 7 es un mapeo uno a uno. Se dice que £ es una superficie cubriente de

2 hojas sobre C y suele visualizarse geométricamente como se ilustra a continuacion:

Tomemos los puntos {ay, as, as, o0} y hagamos cortes disjuntos en C, uniendo a; con asy

y ag con oo marcando los dos bordes del corte como muestra la figura:

Figura 5.3: El conjunto D.

Sea D la esfera C menos los cortes. Existen dos funciones analiticas fi, fo : D — C tales

que fi(z) = —fo(x) y para todo x € D:
ff(x) =(r—ay)(x—ag)(r —az), paraj=12.

Cada f; puede extenderse analiticamente a los bordes de cada corte y podemos escribir

{(w,y) € ze Dt = J{(z.f;(2)) | » € D}.

=1
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E imaginamos a £ tomando 2 copias de D, las cuales estiramos de cada corte y rotamos:

Para pegar los bordes + con los correspondientes bordes — de la otra copia, obteniendo

un toro:

q,

En términos de la variedad de Poncelet que consideramos originalmente, podemos decir
que se trata de una doble cubierta ya sea de la cénica C' o de D* cuyos 4 puntos de ramificacion

vienen dados por los cuatro puntos en comin de C'y D o bien las 4 rectas comunes de C* y D*.

Lo que viene a continuacién es idear cémo dar un isomorfismo explicito entre P (o equiva-
lentemente £) y un toro, asi que en la siguiente seccién definiremos formalmente este espacio
y estudiaremos algunas de sus propiedades, indicando el por qué se intuye que seran de ayuda

en la comprensién del problema original de Poncelet.
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5.3. El toro

Existen muchas formas de definir un toro, nosotros lo haremos introduciendo cierta
relacion de equivalencia en el plano complejo, ésto traerd mas adelante la ventaja de poder
utilizar la estructura algebraica de grupo aditivo de C, asi como heredar ciertas propiedades

topoldgicas.

5.3.1. Construccion mediante una latiz

Sean wq, wy € C dos nimeros tales que w; # 0y wy/w; ¢ R, (es decir, tomemos una base

de C visto como espacio vectorial real). Denotaremos por {wy,ws} al conjunto
A = {mw; +nwy | m,n € Z}.

A se conoce como la latiz generada por la base que forman w; y ws.

Figura 5.4: La latiz generada por wy y ws.
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Dada una latiz A, definimos la siguiente relacion ~ en C:
Para cualesquiera 21, 29 € C, 21 ~ 25 si y s6lo si 2o — 21 € A, es claro que ~ es de equivalencia.

Si 21 ~ 29, se dice que ambos nimeros son equivalentes médulo A y se escribe

21 = z3(méd A).

Denotaremos por 7(z) a la clase de equivalencia de z médulo A:

m(z) ={z+w|weA}

El mapeo z — 7(2) suele llamarse la proyeccién natural de C al espacio cociente

C/A = n(2).

zeC

Topolégicamente, el espacio C/A es un toro. Podemos visualizarlo restringiendo a la proyec-
cién natural 7 a uno de los llamados paralelogramos fundamentales, por ejemplo R, formado

por los vértices 0, wy, wa, Wy + wa:

Figura 5.5: Un paralelogramo fundamental.
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Es claro que la restriccion de m a R es suprayectiva en C/A e inyectiva excepto en la
frontera, donde ocurre que m(z1) = w(22) si 21 y 22 estdn en lados opuestos de R y difieren
entre s{ por wy 6 wy. Asi, podemos visualizar a C/A pegando pares de lados opuestos de R,

obteniéndose primero un cilindro y luego un toro:

P>

|
(A — O

5.3.2. La proyeccién natural 7

Cabe hacer algunas observaciones sobre la proyeccién natural que introdujimos anterior-
mente, pues ilustra los conceptos de cubierta y mapeo cubriente.
La funcién 7 tiene claramente la propiedad de que para todo punto z € C/A existe una vecin-
dad U de z tal que 771(U) = U;enV;, donde los conjuntos V; son una cantidad numerable
de abiertos disjuntos de C que m mapea conformemente a U. Este tipo de funciones suelen
llamarse mapeos cubrientes, dado p € C/A, la preimagen 7 !(p) es denominada la fibra
de 7 sobre p, cualquier punto z € 771(p) se conoce como punto sobre p. Puede probarse que
todas las fibras correspondientes a un mapeo cubriente tienen la misma cardinalidad n, que
puede ser finita o infinita. Si n fuera finito la superficie de dominio de la funcién cubriente
se denominaria una cubierta de n hojas de la superficie imagen, en este ejemplo, cada fibra
7~1(p) tiene una cantidad numerable de puntos, se dice entonces simplemente que C es una
cubierta de infinidad de hojas del toro C/A.
Un ejemplo de una cubierta finita surge si consideramos un par de latices A = {wy,wa} y

A = {jwy, kws}, con j y k enteros positivos. Claramente A’ C A. La proyeccién

m:C/N — C/A, dadapor 7(z+A)=z+A,
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es un mapeo cubriente cuyas fibras para cada punto z + A consisten en las j X k := n
clases de equivalencia distintas de la forma z + rws + swy + A’, donde r = 0,1,...,7— 1y
s=0,1,...,k— 1. El toro C/A’ es entonces una cubierta de n hojas de C/A.

5.3.3. Estructura compleja

Una vez definido el toro, nos interesa por supuesto poder verlo como una superficie de
Riemann para posteriormente establecer formalmente un isomorfismo entre éste y la curva P.
Comencemos por observar algunas propiedades topoldgicas heredadas gracias a la proyeccion
.

El toro C/A puede topologizarse estableciendo que O C C/A sea abierto siempre que 7 1(O)
sea abierto en C. Esto hace que 7 sea una funcién continua. C/A es entonces imagen continua
bajo m del paralelogramo R, luego, el toro es un espacio conexo y compacto. Puede verificarse

facilmente que es también de Hausdorff.

Observemos ademas, que 7 es un mapeo abierto, pues dado U C C un abierto, tenemos

~1
™ Hn(U)) = J(z+ ).
zEA
Cada conjunto z+ U claramente es abierto en C, por lo tanto su unién también lo es, asi que

7Y (w(U)) es abierto, luego por definicién 7(U) también.

Ahora, para construir un atlas analitico, sea

0= min |w|.
weA\{0}

Para cada a € C, sea D, = {2z : |z — a] < 0/4}. Obsérvese que cada clase de equivalencia
médulo A interseca a D, en a lo mas un punto, se sigue que 7w : D, — w(D,) es un
homeomorfismo, (es continua y abierta), escribamos U, = m(D,). Sea ¢, el homeomorfismo

inverso; afirmamos entonces que las cartas (U,, ¢,) forman un atlas analitico.

Dados a,b € C tales que U, N U, # (0, sean S = ¢, (U, NUy) y

w:S — C, definida mediante w(z) = ¢y 0 ¢, ().
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Como 7(w(z)) = m(z), si definimos w(z) := w(z) — z tenemos 7(w(z)) = 0+ A, es decir,
w(z) € A para todo z € S.

Sean z1, 29 € S. Entonces z1, 20 € D, y w(z1),w(z2) € Dy, asi que, utilizando la desigual-

dad del triangulo tenemos:
w(z1) — w(z2)] < |wz1) —wlze)| + |21 — 22| <6 (5.2)

Pero como w(z1) — w(z2) € A, se sigue de (5.2) que w(z1) = w(zq). Por lo tanto w(z) es
constante en S y w(z) debe ser de la forma z — z + ¢, para cierto ¢ € C, que claramente es

analitica, lo cual demuestra la afirmacion.

5.3.4. Isomorfismos y automorfismos

Si llegamos a dar un isomorfismo entre la variedad de Poncelet P y algin toro C/A,
digamos ¢ : C/A — P, es claro que las invluciones ¢ y 7 introducidas en la seccién 4.5
induciran correspondientes involuciones ¢’ y 7/ en el toro; 0/ = ¢ tocgo¢p, 7' = ¢ LoT 0.
Nuestra intencién es estudiar con detalle las involuciones del toro, pues en caso de ser éstas
automorfismos, podremos usar el teorema 5.2 para llevar a cabo la demostracion del porismo
de Poncelet en un objeto mucho mas simple que la variedad P, pues recordemos que hemos
hecho un replanteamiento que lo relega a investigar los puntos fijos de la composicion de las

dos involuciones antes mencionadas.

Lo primero que haremos sera identificar de cierta forma los isomorfismos en toros con los

automorfismos del plano complejo, el resultado preciso se presenta en la siguiente:

Proposicién 5.2. Sean T; = C/A;, i = 1,2 un par de toros y 7; las correspondientes proyec-
ciones naturales de C en T; respectivamente. Sudngase que existe un isomorfismo

v Ty — Ty, tal que p(p1) = pa. Sean z; € C puntos sobre p;, i = 1,2. Entonces existe un
tnico automorfismo ¢ de C tal que ¥(z1) = ¥ (22) ¥y

pom(z) =mot(z) VzeC. (5.3)
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Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

c—Y-c

Tl T> TQ.

La prueba requiere algunos resultados previos que pudieran desviar la atencién del objetivo
que estamos persiguiendo ahora, por lo que hemos incluido los detalles en el primer apéndice.
Ahora podemos dar una expresion analitica para los isomorfismos entre toros, y por tanto,

de los automorfismos.
Teorema 5.3. Con la misma notacion que en el resultado anterior, Ty ~ T, si y solo si

Ay = oAy para algin a € C. (5.4)
Los isomorfismos @ : Ty — Ty son de la forma

o(z+ A1) =az+ [+ Ag, (5.5)

donde o cumple la ecuacion (5.4) y (5 es una constante compleja cualquiera.
Demostracion. Dado un ismorfismo ¢, sea ¥ un automorfismo de C que satisface la ecuacion
(A.1) de la proposicién anterior, ¢ es de la forma z +— az + [ para algunas constantes
complejas, con a # 0, (ver primer ejemplo de la subseccién 5.1.2). Esto implica que ¢

satisface (5.5). Veamos que « cumple (5.4):

Tomando primero z € A; y luego z = 0 en (5.5), se obtendra respectivamente:

QO(Al) =z + 5 + A27
w(A1) = B+ As.

Igualando estas expresiones, concluimos que az € Ay, cuando z € Ay, es decir, aA; C As.

Para la otra contencién, apliquese ¢! en ambos lados de (A.1) reemplazando z por

Y~ Yz) = z/a — 3/a. Se tiene entonces

e lom(z)=moy (), zeC.
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De aqui se sigue de manera anédloga que o~ 'Ay C Ay, que es equivalente a la contencién que

necesitabamos probar.

Ahora supongamos que existe a no nula tal que Ay = aA;. Sea ¢ el mapeo definido por

la ecuacién (5.5), es claro que ¢ es analitico, verifiquemos que es también una biyeccién:

1) ¢ es uno a uno. Sea @(z1+ A1) = p(z2+ A1), es decir, az; + 5+ Ay = aze + F+ Az. Como
se cumple (5.4), la ultima ecuacién equivale a a(z; + A1) + 5 = a(ze + A1) + 5, que a su

vez equivale a z; + A1 = 29 + A;.

2) ¢ es sobre. Dado cualquier w € C, claramente p(“=2 + A;) = w + As.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del teorema:

Corolario 5.3.1. Los automorfismos de un toro T = C/A estdn dados por funciones de la

forma
e(z4+A)=az+ [+ A, (5.6)

donde « satisface aA = N y 3 es cualquier constante.

Observacion 5.2. Nos interesan como mencionamos al principio de la seccién, los posibles
puntos fijos de los automorfismos de un toro, de su expresiéon analitica podemos concluir que

aquellos que no fijan ningin punto son exactamente de la forma
elz+A)=z+F+A. (5.7)

Esto es claro por la ecuacién (5.6) del corolario; si se tuviera a # 1, ¢ fijaria % + A. Por
otro lado, un automorfismo como el de la ecuacién (5.7), no fija punto alguno a no ser que

£ =0, en cuyo caso se trata de la funcién identidad.

Hasta ahora la tnica informacién que tenemos acerca de la transformacién o correspon-
dencia n en la variedad de Poncelet, es que esta definida mediante la composicion de dos
involuciones que fijan ciertos puntos, (revisaremos esto en la ultima seccién de este capitu-
lo). El dato mencionado seré suficiente para probar el porismo, en lo que respecta a las

propiedades més basicas de los toros, requeriremos finalmente el siguiente teoremas:
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Teorema 5.4. Si v es un automorfismo de T = C/A con la propiedad v o1 = 1> = Id, (una
involucidn conforme del toro), y con al menos un punto fijo, entonces existe una constante
0 tal que para todo z € C

(iz+A)=—2+05+A. (5.8)

Y viceversa, sit estd dada por (5.8), entonces se trata de una involucion conforme con cuatro

puntos fijos.

Demostracidn. Para la primera parte, por ser ¢ un automorfismo, por el teorema previo se
tiene
t(z+A)=az+[+A, donde « satisface aA = A. (5.9)

Iterando (5.9) obtenemos
Plz4+A) =’z 4+ Ba+1) +A, (5.10)

por ser ¢ una involucién resulta
z=a?z+ B(a+1)(méd A),

se sigue que
f(z) =@ —-1z+B(a+1)eA parazecC. (5.11)

Si se tuviera a? # 1, f serfa suprayectiva en C, lo que contradice f(z) € A, por tanto a = 1.
El caso o = 1 debe descartarse, pues por la observacién al corolario 5.3.1, ¢ no podria fijar
ninglin punto, o bien serfa la funcién identidad. Asi las cosas ¢(z + A) = —z + 3+ A.

Viceversa, dada z + A = —z + 3 + A, se sigue del corolario 5.3.1 que ¢ es un automorfismo

y sustituyendo o = —1 en la ecuacién (5.10), tenemos
Flz+A) =z +A.

Finalmente si A = {w;, wy}, un cdlculo sencillo deja ver que ¢ fija exactamente a los puntos
de la forma )
5(6 + mwy +nws) + A,  (m,n) € {0,1} x {0,1}.

]

Obsérvese que como consecuencia de este ultimo teorema, la composicién de dos involu-

ciones del toro con al menos un punto fijo, es una funcion de la forma
24+ A= z+ 3 +A,

para algun (3’ constante.
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5.4. Demostracion del porismo de Poncelet

Como comentabamos al probar la version del porismo para el plano euclideano, luego
de desarrollada la herramienta necesaria para generalizar los conceptos de conica, segmento
tangente, etc. la idea de la demostraciéon se mantendria. Podemos ahora observar como a
grandes razgos, lo que dice Poncelet puede reducirse al hecho de que una traslacién con un

punto fijo de un toro, es la identidad.

5.4.1. Un breve resumen

Coleccionamos a continuacién algunos resultados vistos hasta el momento:

Un par de coénicas proyectivas suaves C'y D, estan en posicion general si y solamente si

y(x) = det(zC + D) tiene 3 raices complejas distintas.

Si lo anterior ocurre y definimos
P={(z,8) | x € C e D*}.

Existen parametrizaciones z(r) : C — C'y £(t) : C — D*, tales que la funcién

m vy — P, dada por m(r,s) = (z(r),&(s)),
donde v = {(r,s) € C2 | z(r) - £(s) = 0}. Es un isomorfismo entre variedades de Riemann,
siendo v una curva suave que a la vez es isomorfa a la curva

E={(z,y) € C? | y2 = det(zC + D)}.

Tenemos asi un rompecabezas de variedades riemannianas e isomorfismos:
m~1L © ?
P—v5E—C/A.

Con una pieza faltante, aunque hemos observado al menos de forma intuitiva que la curva &€

parece ser un toro.
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Definimos también las involuciones o, 7 de P y su composicién n = 7 o g, (véase seccién

4.5). Podemos conjugar con el isomorfismo m, definiendo

a*:mfloaom, T*:m’loTom,
que resultan involuciones en 7 con por lo menos un punto fijo, (los inducidos ya sea por
alguno de los 4 puntos de interseccién de C'y D para 7, 6 alguna de las rectas comunes de
C* y D* para o,).

De manera similar podemos inducir las correspondientes involuciones en £ y de comple-
tarse nuestra cadena de isomorfismos, en C/A. Debe resultar claro ahora que si verificamos
en alguna de las variedades P, v 6 £, que estas involuciones son automorfismos, podremos

utilizar los teoremas 5.2 y 5.4 para dar una prueba sencilla del porismo de Poncelet.

5.4.2. o0 y 7 son automorfismos

Veremos que las involuciones correspondientes definidas anteriormente en v son automor-
fismos.

Recordemos que se definieron:

Be={(x,6)eP|zeCND} y Bp ={(x,6)eP|EcC*ND*Y}.

Sean entonces B, := m~*(Bc), By := m~Y(Bp:) y mi(r,s) = r, ma(r,s) = s para (r,s) € 7.
Se sigue de lo visto en la subseccion 5.2.1 y la manera en que dimos estructura de variedad

riemanniana a las curvas algebraicas en C2, que:

i) Dado (a,b) € v\ B,; m; (1/m respectivamente) es un parametro local en (a, b) si a # 0o

(a = oo respectivamente).

ii) Dado (a,b) € v\ Bs; ma (1/m; respectivamente) es un parametro local en (a, b) si b # oo

(b = oo respectivamente).

Utilizando estas coordenadas locales es posible probar que ¢* y 7% son automorfismos de ~.
Veremos esto para ¢*, pues puede hacerse lo mismo con la otra involucién de forma anéloga.

Por lo visto en el capitulo de cénicas, resulta evidente que ¢* es una biyeccién en v que deja
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fijos dnicamente los puntos de B;. Sean py = (70, S0), 0 = (74, S0) € 7 \ Bs con 0*(po) = qo.
Por ser 7y una coordenada local, podemos escoger vecindades disjuntas U y U’ de pg y qo
respectivamente asi como una vecindad V' de sq tales que tanto U como U’ son homeomorfas
aV via my. (U,m) vy (U, m2) son entonces cartas respecto a los puntos pg y o y claramente
o* estd representada por la funcion identidad en V' en términos de s, que es analitica.

Por otro lado, * es continua en By, de lo contrario, dado un punto (7., s.) € Bs existirian una
sucesion {(7,, $n) fnen C v y una vecindad V' de (., s,) tales que lim,, oo (7, Sn) = (74, S4)
y (rl,s,) = 0*(rn, s,) ¢ V para todo n € N. Pero como v es una curva compacta, existe
una subsucesién {(r,, , 5n, )} C {(77,, 5n) nen que converge a (1}, s.) € 7, para algin 7, # r,.
Tanto (7, s«) como (7%, s,) estan en la curva, lo cual es imposible pues (ry, s.) € Bs.

Al ser o* analitica en v\ By y continua en B;, se sigue del teorema de la singularidad removible

su analiticidad en ~ y por tanto, que se trate de un automorfismo.

5.4.3. 17 es una traslacion

Una vez sabiendo que ¢* y 7% son automorfismos en ~, (y por tanto ¢ y 7 en P), es
claro que el teorema 5.2 nos permite aterrizar el problema del porismo de Poncelet a algtin
toro, C/A, siempre que podamos hallar un ismorfismo explicito entre esta variedad y &, de

la siguiente forma;

Sea v : C/A — P un isomorfismo, por el teorema 5.2, 1; := 1) Loooth y 1y := 1y LoTo1)
son involuciones conformes del toro con al menos un punto fijo, mismas que por el teorema
5.4 podemos escribir como

t(z+A)=—z+ 01+ A,

t(z+A)=—z+ 0+ A
Queremos probar que si 7 = 7 o o es tal que n™ tiene un punto fijo, entonces 1" es la
identidad en P, (ver el replanteamiento del teorema 4.8). De nuevo el teorema 5.2 hace que
esto sea equivalente a probar lo correspondiente para 7 := 1~ ono1). Pero por las ecuaciones
anteriores

nz4+A)=(e0u)(z+A)=2+b+ A, donde b=, — f.
Por lo cual
" =z+b+b+---+b+A=z+nb+ A

n veces

Ahora, dado zg tal que 7"(z9 + A) = 2o + A, se tiene

ZQ+A:ZQ+nb+A,
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lo cual implica nb = 0(méd A) y
n"(z+A)=z2z+A, VzeC.

De esta manera, hemos probado el porismo de Poncelet, salvo encontrar el isomorfismo )
mencionado anteriormente. La razén por la que hemos escogido este camino para dar una
prueba, es precisamente que construir la funcién ¢ en este contexto nos llevara al estudio de
una familia muy importante de funciones de variable compleja, las llamadas funciones elipti-
cas, y recientemente se descubrié que a través de la aplicacion de algunas de sus propiedades,
uno puede dar condiciones explicitas para la existencia de poligonos interinscritos en el pro-
blema geométrico original.

En el siguiente capitulo desarrollamos la herramienta necesaria para entender esto mas a

fondo.



Capitulo 6

Funciones y curvas elipticas

6.1. Motivacion

Quiza sin darnos cuenta en tales términos, geometria plana elemental, observamos que la

curva v C R? definida como
y=Alz,y) [ 2*+y*=r*r>0}

es isomorfa como variedad de dimension 1 al toro obtenido de la siguiente forma:

Sean a € R\ {0} y A := {a} = {ka € R | k € Z}; definase la relacién r ~ ry si y sélo si
r1—ry € A. Claramente ~ es de equivalencia y el espacio cociente de clases, T' := R/A, puede
visualizarse geométricamente pegando los extremos de cualquier segmento fundamental de la

forma [r,r + a.

Figura 6.1: El 1- toro.

151
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La manera de establecer este hecho (el isomorfismo entre las variedades), implicaba es-
tudiar funciones f : R — R que naturalmente actiian en un espacio de la forma de T'; las

funciones periédicas. En especial nos referimos a las funciones trigonométricas,
f(z) =sinz, g¢g(z)= f'(z)=cosz.

Las cuales satisfacen ademds de ser de clase C*, que f(x) = f(y) si y sblo si x ~ y con
A = {27}, (lo mismo ocurre con f’). Por lo que basta estudiar sus restricciones a alguno de

los segmentos de la forma [r,r + 27).

Sx)

| -
N

Figura 6.2: La gréfica de f.

Entre otras propiedades, se encuentra también la siguiente relacién algebraica entre f y

su derivada,

@)+ [f(2)?=1 VzeR (6.1)

Lo cual claramente sugiere la parametrizaciéon ¢ : R/A — ~, dada por

plz+A) = (- fx),r- f'(x)).

Misma que si se les da estructura de variedad (de manera similar a como lo hemos hecho
con el toro en el capitulo anterior) a R/A y 7, pueden completarse detalles técnicos para

comprobar que se trata de un isomorfismo.

Lo anterior motiva entonces, a introducir funciones cuyo dominio natural sea C mdédulo

una latiz, es decir, funciones con una doble periodicidad (esto se formalizara a continuacién),
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asi como buscar entre ellas ejemplos particulares interesantes y estudiar las relaciones alge-
braicas que satisfagan, analogas a lo visto con las funciones trigonométricas y la ecuacion
(6.1).

6.2. Funciones elipticas

Las funciones elipticas deben su nombre a que histéricamente, los primeros ejemplos que se
encontraron provinieron de estudiar funciones inversas relacionadas con integrales que surgen
de calcular la longitud de un arco de elipse. Daremos la definicién formal y deduciremos sus

propiedades bésicas, témese A = {wy, ws}, la latiz generada por wy, wy con wy/w; ¢ R.

6.2.1. Definicién y propiedades basicas

Definicién 6.1. Sea f(z) una funcién meromorfa en C. f es eliptica con periodos wy, wy si

f(z) = f(z+wy) = f(z +wy), paratodo z € C. (6.2)
Algunos hechos claros que se siguen de la definicién son los siguientes:

1. Las funciones constantes son elipticas.
2. Si f y g son elipticas, también lo son:

i) f£g.
11

iii) Si g no es idénticamente cero, f/g.

1)
i) f
)
)

iv) La derivada f’.

Es claro también que (6.2) es equivalente a
f(z) = f(z+w), paratodoz e Cy todow € A.

Asi, cada elemento de la latiz es un periodo de la funcién y ésta es constante en clases de

congruencia médulo A.
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Recordemos que para o € C, el conjunto

P, = {a+t1w1+tQWQ€(C | 0§t1<1,221,2},

otw

Figura 6.3: El paralelogramo fundamental FP,.

es llamado un paralelogramo fundamental o bien de periodicidad de la latiz A =
{wy,ws} con respecto a tal base. Hemos tomado la desigualdad estricta de los pardmetros
t; a la derecha para tener la ventaja de contar con representantes tinicos de cada clase de
C/A. Cada clase de congruencia médulo A interseca entonces a P, en precisamente un punto,

entonces, f estd determinada por sus valores en P,, o bien en el toro C/A.

De especial interés son los ceros y polos de f. Por definicién, los polos de f no son densos,
luego, sélo puede haber una cantidad finita de los mismos en P,. Lo mismo aplica para los
ceros de f siempre que ésta no sea idénticamente cero.

Cuando hagamos mencién de los ceros y polos de f, pensaremos en un conjunto completo
de los mismos, no congruentes entre si. Esto significa que todo cero de f es congruente con
alguno de los ceros mencionados, los cuales se cuentan junto con sus multiplicidades. Con-
sideraciones similares aplican para los polos. Los conjuntos completos de ceros y polos de la

funcién estan contenidos en cualquier paralelogramo de periodicidad P,.

En el siguiente teorema reuniremos informacion béasica que concierne al tipo de puntos

que mencionamos.

Teorema 6.1. Sea f una funcion eliptica de periodos wy,wy, no-constante. Entonces

i) f tiene polos.
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ii) La suma de los residuos en los polos de f es cero.

iii) f tiene el mismo nimero de ceros que de polos.

iv) Los ceros ay,asg, ..., a, y polos by, be, ... b, de f satisfacen la siguiente congruencia

Zaj EZ ;(moéd A).
j=1

J=1

Demostracion. i) Si f no tiene polos, es continua en la cerradura de P, para algin pa-

ii)

iii)

ralelogramo fundamental, luego, debe ser acotada en este conjunto y por periodicidad,

en todo C. Entonces, por el teorema de Liouville, f es constante, una contradiccién.

Sea P, un paralelogramo de periodicidad de f, P, contiene un conjunto completo de polos
de f. Por el teorema del residuo, la suma de los residuos de f en dicho paralelogramo es
igual a ﬁ Jop, f(2)dz, con OF, orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj.
Sean I';, 1 < j < 4 los aristas consecutivos segin la orientacién mencionada de 0F,,

siendo I'; el segmento que une o con a + w;. Entonces

/8Pa f(z)dz = 24:1/Fj f(2)d=

I'3 se obtiene trasladando I'y con ws y cambiando la orientacion. Entonces, por periodi-
cidad

f / fz4+wy)dz=— [ f(z)dz
'

Algo similar ocurre con I'y y I'y. Por tanto, las integrales a lo largo de lados opuestos de

P, se cancelan y se tiene ii).

Esto se sigue de observar que los ceros y polos de f son precisamente los polos de la
derivada logaritmica f’/f, que es también una funcién eliptica con periodos w; y ws;
supongamos que f tiene un polo de orden k en zy. Entonces existe una vecindad de z

en la cual podemos escribir
f(2) = (2 — 20) "g(2),
donde ¢(z) es holomorfa y no nula, calculando la derivada logaritmica tenemos
f'(2)
f(2)

De aqui se sigue que f'/f tiene un polo simple con residuo —k en zy. Similarmente se

TN o S S ()
= (h(z = 20)g(2) + (2 = 20) V() - T = T

puede ver que si f tiene un cero de orden k en zq, f’/f tiene un polo simple con residuo

k en tal punto. El resultado entonces se sigue aplicando el inciso anterior a f’/f.
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1) _
1)
I'(2)

Del inciso anterior tenemos para zp, un polo de orden k de f, que lim,_., (z — 2p)

f'(z) . .

) = —kzy, es decir, 2%y tiene un polo
simple en zy con residuo —kzy. Una observacion similar se tiene para los ceros de f, asi que
aplicando el teorema del residuo a la funcién z% en el paralelogramo fundamental P,,

—k, de aqui se sigue que lim,_, (2 — 20)z

tenemos

S -3 b = — f: S, (6.3)

P s C2mi =y f(2)

Siguiendo de forma anéloga al segundo inciso

PN O
B R ACEa T T

1 zf’(z) Wa f’(z)
%JL*A}ﬂ@“:‘%inﬂa”

entonces

La integral % Jr, J;,((ZZ)) dz es igual al nimero de vueltas respecto a 0 de la curva f(I'7).
Entonces o 12 f(2)
z2f'(z

— dz = , lgin s € Z. 6.4

" _/Fl + vl T z = swy, para algun s (6.4)

Anélogamente se prueba que

1T 1 2£(2)

— dz = , lgun r € Z. 6.5

5 _/1“2 + ) ) z = 171wy, paraalgun r (6.5)

El resultado se sigue de las ecuaciones (6.3), (6.4) y (6.5).

]

Corolario 6.1.1. Una funcion eliptica no constante toma, en cualquier paralelogramo de

periodicidad, todos los valores el mismo niumero de veces. FEste numero se llama orden de f.

Demostracion. Basta sustituir f por f.(z) = f(z) — ¢ en el teorema anterior, los polos de f

y f. coinciden y los ceros de f. son los puntos preimagen de ¢ de f. O]

6.2.2. La funcion p de Weierstrass

El ejemplo que veremos ahora de una funcién eliptica no constante es fundamental en lo

subsecuente, (nos permitird entre otras cosas, parametrizar la variedad de Poncelet corres-

pondiente a 2 conicas suaves en posicion general). Por el teorema 6.1, tales funciones deben
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tener polos y no pueden ser de orden uno, porque la suma de los residuos es nula. El ejemplo
mas sencillo debe ser entonces, una funcién con un polo de orden 2 en el toro 6 con dos polos
no congruentes modulo la latiz correspondiente. La funcién que definiremos a continuacion

ejemplificara la primer posibilidad.

Definicién 6.2. Dada una latiz A = {w, wsy}, la funcién p de Weierstrass para A estd dada

v =5+ ¥ (=) (6.6)

2
T weAo} w
Para porbar que p(z) converge en los puntos que no estédn en la latiz y posteriormente
establecer las propiedades basicas de la funcién, necesitaremos del siguiente

Lema 6.1. Dada cualquier latiz A,

>

weA\{0}

1

para cualquier real r > 2.
jw]”

Demostracion. Si wy,ws son generadores de A, definanse para cualquier entero k£ > 1 los

siguientes conjuntos:
A = {mw; +nwy | m,n € Z,|m| + |n| = k},

Sk = {zwi1 +ywy | z,y € R, |z| + |y| = k}.

Se tiene

H#(Ar) = 4k, (6.7)

Como Ay C Sk v Sk puede obtenerse multiplicando S; por k, también se tiene

|lw| > ck para w € Ag, donde ¢ =min |z| > 0. (6.8)

z€S

Asi, de las ecuaciones (6.7) y (6.8) obtenemos

1 © 4 ©0
we§{o} wl™ kzmgk |w|r oo g

Asi las cosas, p(z) tiene las propiedades bésicas que se resumen enseguida.
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Teorema 6.2. Sea p(z) la funcién de Weierstrass correspondiente a la latiz A = {wy, wy}.

Entonces
i) La serie que define a p(z) converge uniformemente en cualquier compacto que no inter-
seque a A.
ii) p(z) es analitica en C\ A y cada punto de la latiz es un polo de orden 2.
ii1) ©(z) es una funcidn par, eliptica con periodos wy y we y de orden 2.
i) ¢©'(z) es impar y eliptica de orden 3.

v) p(z1) = p(22) sty solo si zg = £2(mdd A).

Demostracion. i) Supondremos que z ¢ A y w € A\ {0}, tenemos

1 1 22w —2)
(z—w)? w? (z—w)2w?

(6.9)

Consideraremos los w € A con |w| > 2|z|, (para cada z € C \ A el resto de elementos de

la latiz es inicamente una cantidad finita), se tiene entonces que

>
2w — z| < §|w|, |z —w| > —. (6.10)

N[ &

Se sigue pues, de (6.9) y (6.10) que

1 1

< 10|z
(z—w)?  w?

para |w| > 2|z,

wl*’
y podemos usar el lema 6.1 para concluir.

ii) Que p(z) sea analitica en C \ A se sigue del inciso anterior. Lo referente a los polos es

inmediato a partir de la definicion de la funcién y de polo.

iii) p(z) es par se sigue de que si w toma todos los valores de A\ {0}, también lo hace —w,

y se tiene que
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Veamos ahora que p(z) = p(2+w;) = p(2+ws). Derivando directamente en la definicién
dada en (6.6), se tiene para z ¢ A, que

O'(2)=-2% (Z_lw)s (6.11)

weA
Entonces

@/(Z + wj) = -2 ;\ (2 — (wl_ wj))37

Al variar w en toda A, también lo hace w — w;, de aqui que para ambos periodos

o (z+w;) = p(2). (6.12)

Integrando en (6.12) nos permite concluir que existen constantes ¢;, j = 1,2 tales que

para j =1, 2.

oz +wj) = p(2) +¢;.

;“ 2y usamos el hecho de que g es par,

Si en las ultimas ecuaciones hacemos z =
probamos la doble periodicidad.
Finalmente p es de orden 2 por el corolario 6.1.1, ya que tiene un polo de orden 2 en

cada paralelogramo fundamental.

Tenemos, para cualquier w € A:

por otro lado

Derivando estas ecuaciones resulta

(z)=p'(z+w)Vwel v ¢(z)=—¢(-2)
El hecho de que ¢’ sea de orden 3 se sigue de la expresién obtenida en (6.11).

La necesidad se sigue del inciso iii). Viceversa, sean

p(21) = p(z2) == c.
Si ¢ = 00, entonces 21,29 € Ay 21 = 25(mébd A).
Si ¢ # o0, sea f(z) = p(2) — ¢, de manera que f(z1) = f(z2) = 0.
Si 23 Z —z1(méd A), entonces {z1,—z1} es un conjunto completo de ceros de f, por lo
que zo = £2z;(méd A).
Sizg = —z1(mdd A), entonces ¢'(21) = p'(—21) = —¢(21), de donde f'(z1) = p'(21) = 0.
Por tanto, z; es un cero de f de multiplicidad 2 6 mayor, que como f tiene orden 2 al
igual que @, debe ser precisamente 2. Entonces {z1} es un conjunto completo de ceros

de f y se debe tener también en este caso z; = zo(méd A).
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6.3. Otras funciones asociadas a una latiz

En el teorema 6.1 vimos que si f es una funcién eliptica con periodos en la latiz A, sus

Ceros ay, ..., a, y polos by, ..., b, estan relacionados entre si de la siguiente forma:

1

J

n n
Z Q; =
=1 =
Es posible demostrar el resultado reciproco, el cual nos sera 1til mas adelante para probar el
teorema de Cayley, que da una condicién necesaria y suficiente para que un par de conicas
como las que hemos estado estudiando, admita un poligono interinscrito. Esto puede lograrse
introduciendo un par de funciones asociadas a una latiz, definidas de manera similar a la
funcion g y que ademas resultan estar relacionadas con ésta de manera natural, revisaremos

los detalles en esta seccion.

Definicién 6.3. Para una latiz A C C, sean

g(z)=i+ 3 <Zl+1+z>, (6.13)

weA\{0}

o(z)=2 ] (1 - —) euta(@)?, (6.14)

Entonces

Proposicién 6.1. i) ((z) es analitica en C\ A. Los polos de ¢ coinciden con A y son

simples.

ii) o(z) es entera. Los ceros de o son simples y coinciden con A.

Demostracion. i) La prueba es andloga a la del primer inciso del teorema 6.2.

ii) Lo referente a los ceros es claro de la definicién.
Para la analiticidad, basta probar que el producto que aparece en (6.14) restringido a
los w con |w| > 2r converge uniformemente en |z| < r a una funcién analitica sin ceros

en tal region, lo anterior para cualquier real r positivo.

Sea

Buo(z) = (1- 2)eitir,
w
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Para |z| < ry |w| > 2r, sea

z z 1 /2\2
log B, (2) := log (1 - E) + o + 3 <E) ; (6.15)
en donde (=) )k
z > (z/w
log(1——=):==>_ : (6.16)
( w) ] k
Entonces - . ‘ / ’3 o3
z z/w r
|log Ey(2)] < —| = < ) (6.17)
2 ful =T o] < JuP

De esta tltima ecuacién y el lema 6.1 concluimos que 3,2, l0g E,(2) converge uni-
formemente para |z| < r a una funcién acotada y analitica, G,(z).
Como la funcion exponencial es uniformemente continua en cualquier conjunto compacto,

se tiene finalmente que

11 Ew(z):exp< > long(z)>

2r<|w|<N 2r<|w|<N

Gr(

converge uniformemente a e“*(*) para |z| < r cuando N tiende a oo.

6.3.1. Relacién con la funcién p

La relacién mencionada al principio de la seccién se establece en el siguiente teorema:

Teorema 6.3. Para cualquier latiz, las funciones correspondientes (, o y @ cumplen lo

stguiente:

i) ¢'(2) = —p(2).

Demostracion. i) Basta probar el resultado para cualquier disco D contenido en C\ A. Sea
r > 0 tal que el disco D esté contenido en {z € C | |z] < r} y elijanse log z y log E,(2)
analiticas en D para todo w € A\ {0}, donde E,(z) estd dada como en las ecuaciones

(6.15) y (6.16) para |w| > 2r. De la demostracién de la proposicién anterior vemos que

o(z) = exp <10gz + Y log Ew(z)> , z€D. (6.18)

weA\{0}
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Como la serie Y- ,ex joy log By (2) converge uniformemente en D, podemos derivar miem-

bro a miembro en (6.18) para obtener facilmente la derivada logaritmica, (z € D):

weA\{0} weA\{0}

Ahora,

de donde

ii) Esto es claro si se deriva sumando a sumando ((z).

6.3.2. Ceros y polos de una funcion eliptica

El resultado principal de la seccion es el siguiente:

Teorema 6.4. Sean A = {wy, w2} y {a;}1<j<n, {bj}1<j<n tales que

Zaj = Z (moéd A).
=1 j=1

o) d d L, (2)
72 %log( o(z)) = % <logz—|— Z log E,(2) > f—i- Z E(z)

Entonces existe una funcion eliptica de periodos wy,ws, determinada univocamente salvo

producto por una constante, cuyos ceros y polos son respectivamente {a;}1<j<n Y {bjt1<j<n-

Construiremos la funcién utilizando la o(z) correspondiente a la latiz, pero para ello

serd necesario un lema previo:

Lema 6.2. i) Ezisten constantes my y 1o tales que

C(z+w;) =C(2) +n;, J=1,2

ii) La funcion o(z) satisface



6.3.

OTRAS FUNCIONES ASOCIADAS A UNA LATIZ 163

o(z+w;) = —a(z)e”j(”%), Jj=1,2.

Demostracion. i) Como ('(z) = —p(z), tenemos, para z € C\ Ay j = 1,2, que

ii)

d
(Gl ) = () =0,

Integrando estas ecuaciones se prueba el primer inciso.

Sea D un disco que no interseque a la latiz A, de manera que o(2) y o(z +w;), j = 1,2,
no se anulen en D. Témense también log z y log o(z 4+ w,) analiticas en D y sea en este
mismo disco

o(z +wj)

log o(2)

=logo(z +w;) —logo(z), paraj=1,2.

Por el primer inciso de este lema y el teorema 6.3, tenemos que

4 (10 CETw) o Grwy) o)
dz<lg o(2) ) o(z+w;) o(2) C(z+w;) = C(2) =

Integrando en la ecuacion anterior nos lleva a

o(z 4 wy)
log =2~ 97 _ . d.
og () njz + dj,
para algunas constantes d;, j = 1,2. Sean ¢; = e%, entonces
o(z+w;) = c;e"o(z). (6.20)

Por el teorema de continuacién analitica, la ecuacién (6.20) se cumple para todo z € C.

Para concluir, obsérvese que para cualquier latiz, A = —A, por lo cual se sigue de la
ecuaciéon (6.14) que define a o(z), que o(z) = —o(—z2) para todo z € C. Asi, haciendo
z = =3 en (6.20) tenemos WI

¢ = —e 12 J ’

lo que termina la prueba.

Demostracion. (Del teorema 6.4). Podemos suponer que Y7 by, — 7, ar = 0. Proponemos

_ hioio(z — a)

T = o
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Es claro que f tiene los ceros y polos mencionados en el teorema. Ahora, por el inciso ii) del

lema anterior, tenemos para j = 1, 2:

n n (a0
flz+w;) = H’;:l o(z — ax + wj) _ = o(z — az)e! ’“*35' ) _
Hk:l U(Z B bk + /LU]) H;cl:l O'(Z — bk)enj(szkJrTj)

_ Moz —a)en o) s a0z —a) _ [licyo(z —ar) _ f(2).
[Tho10(z — by) [Thoio(z—br)  Ilicio(z —bk)

Por lo tanto f es eliptica de periodos wy, ws.

Por otro lado, si f y g son funciones elipticas (no constantes) con los mismos ceros y polos,

claramente h := 5 es otra funcién eliptica pero sin polos. Por el teorema 6.1 inciso i), h es

constante, esto termina la prueba. O]

6.4. La ecuaciéon diferencial de @

Quiza la propiedad més importante para nuestros fines de la funciéon eliptica de Weiers-
trass, es que satisface una ecuacién diferencial cuya forma sugiere una conexién con la
ecuaciéon algebraica de una curva que hallamos isomorfa a la variedad de Poncelet en el
capitulo anterior de manera analoga a lo que sucede con la funciéon seno y la circunferencia
(ver ecuacién (6.1)). En esta seccion deducimos tal ecuacién y algunas propiedades rela-

cionadas con la misma.

Teorema 6.5. La funcion o asociada a la latiz A = {wy, wy} satisface la ecuacion diferencial

[0/ (2)]* = 4[p(2)] — gap(2) — g3, (6.21)
1 1
Donde g, = 92(/\) =60 Z = Y g3= 93(/\) =140 Z Wb
weA\{0} weA\{0}

Demostracion. Obsérvese primero que por el lema 6.1 las series que definen a las constantes
g2 v g3 convergen absolutamente.
Para establecer (6.21) calculamos a fuerza bruta, las expansiones de Laurent de las funciones
involucradas, comenzemos por tomar para w # 0 la expansion de Taylor siguiente:

1 1 s 2"

Gow)? +n§(” D)=l <lul (6.22)
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Y sustituyendo (6.22) en la ecuacién que define a @, (6.6), después de reagrupar términos
obtenemos la serie de Laurent:

1 o0
p(z) =5+ > a2, 0<|z[ <, (6.23)
< n=1

donde r = minyea\foy |w|, ¥
1
t=(+1) 3 — (6:24)
weA\{0}

Obsérvese que a,, = 0 para todo n impar, pues p(z) = p(—z). Sean entonces

1
weA\{0}

De (6.23) y (6.24) tenemos

1
p(Z) =5 + 3G222 + 5G3Z4 + ...,
z
derivando sumando a sumando:
2
O (2) = == +6Go2 +20G32° + .. ..
z

Ahora calculamos los primeros términos de [¢'(2)]? v [p(2)]3, obteniéndose respectivamente:

, 4 uG
[@(2)]225— 222_80G3+”"
y
1 9G,

[p(z)]3:§+7+15(;3+....
De las expresiones anteriores se sigue que
[0/ () = 4lp(2)]’ + g20(2) = —gs + D a2, (6.25)
k=0
para 0 < |z| < r y ciertas constantes ay, € C.

Sean f1(z) y fa(z) las funciones de los lados izquierdo y derecho respectivamente de (6.25).
Es claro que f; es eliptica y analitica salvo por un posible polo en z = 0, pero por otro lado,
fo es analitica en tal punto y claramente f5(0) = —g3. Esto junto con el teorema 6.1, permite

concluir que fi(z) es idénticamente —gs. O

Nota. A las constantes go y g3 se les llama tnvariantes modulares de la latiz co-

rrespondiente.
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6.4.1. El discriminante modular

La variedad de Poncelet es isomorfa a la curva €& C C? con ecuacién
3
H T — aj),

donde los 3 nimeros a; son las raices (distintas) de det(zC + D).
Por otro lado, el teorema anterior deja ver que los puntos de la forma (x = p(2),y = ¢'(2))

estan en la curva determinada por
y2 = 4a® — g2 — gs.

Surge entonces de manera natural la pregunta: jtiene el polinomio p(t) := 4t> — got — g3 raices
distintas?, y de ser asi, jcémo estan relacionadas con la latiz que define a las constantes gs y

g37. Responderemos estas preguntas a continuacion.

Teorema 6.6. Tomese una latiz A = {wy,wy} C C y sean p(2) y g2, 93 la funcidn eliptica

de Weierstrass y los invariantes modulares correspondientes. Entonces los nimeros

w1 Wo w1+w2
6129(7)7 6229(7)’ 63=@<T)-

Son distintos entre si y son los ceros de p(t) = 4t3 — got — gs.

Demostracion. Sea x cualquiera de los nimeros wy /2, wy/2, (wy + ws)/2. Como @ es impar,

pero x = —x(mdéd A). Entonces ¢/ (—x) = ¢/(x), por tanto

—¢'(x) = ¢'(2),
de donde ¢'(z) = 0. Sustituyendo z = z en (6.21), concluimos que p(p(z)) = 0.
Para ver que los e; son distintos entre si, nétese que el que ©'(%+) = 0, implica que
toma el valor e; al menos dos veces en !, pero p es de orden 2, luego, debe tomar dicho

valor exactamente 2 veces en el paralelogramo fundamental Fy. Se sigue que p(z) # e; para

z =12 WA hor tanto e # ez, e3. Andlogamente se prueba que ey # es. m

Observacion 6.1. Como la funcién @' es de orden 3, los niimeros %, %2 y #1222 forman un

conjunto completo de sus ceros.

A ndmeros como G, 2 y w1+w2 suele llamarseles semiperiodos, éstos son precisamente

LA\ A
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Corolario 6.6.1. i) (%) + (%) + p(M3*2) =e;+ e +e3 =0
i) Sea A = A(A) := g3 — 27g3. Entonces A # 0.
Demostracién. i) Por el teorema 6.6, €1, ez, e3 son los ceros de p(t) = 4t3 — got — g3. El
resultado se sigue entonces de que el coeficiente de t? en este polinomio es 0.

ii) Del mismo teorema, p(t) tiene raices distintas. Esto equivale a que p y p’ no tengan un
cero comtn. Los ceros de p/(t) = 12t? — go son 4=4/g2/12; entonces p y p’ no tienen raices
comunes si y sélo si p(£4/g2/12) = :i:%gg 92/12 — g3 # 0, es decir A # 0.

A la constante A(A) se le llama discriminante modular de la latiz.

6.4.2. El problema de inversion

Motivados por lo que hemos encontrado previamente nos planteamos el siguiente proble-

ma:

Problema. Dados dos complejos z1, 2o tales que z3 — 2722 # 0. ;Existe una latiz A C C

tal que ga(A) = 22 y g3(A) = 23 7.

La respuesta no solo resulta afirmativa, sino que puede probarse ademas, que tal latiz es

unica. Nétese que tal resultado implica lo siguiente:

Teorema 6.7. Sea f(t) es un polinomio cibico de la forma
3
Ft) =4]I(t = a5),
j=1

, . . 3 _ . . ., A
con raices a; distintas y > a;=0. Entonces existe una latiz cuya funcion p satisface

[/ ()] = 4] ] o(2) — ;).

it

<

Hemos incluido la solucién al llamado problema de inversién y la prueba del teorema

anterior en el segundo apéndice, con el fin de no desviar la atencién de lo que viene enseguida.
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6.5. Curvas elipticas

Formalmente una curva eliptica es una curva algebraica suave de género 1 (topoldgica-
mente un toro), en la que hay un punto especifico O. A este tipo de curvas es posible darles
una estructura de grupo abeliano, en la que el punto O sirve como elemento neutro. Tal
definicion esta inspirada en las curvas elipticas sobre el campo de los complejos, el cual o-

bviamente es el caso que nos interesa y revisaremos en esta seccion.

6.5.1. P es un toro (versién formal)

Definiremos este tipo de superficie riemanniana revisando el ejemplo de la curva & C C?

determinada por la ecuacion
v = (z —ar)(z — as)(z — ag),

donde los nimeros a;, 1 < j < 3 son distintos. Recordemos que £ es un modelo algebraico de
la variedad P de Poncelet asociada a dos cénicas suaves en posicion general; es también una
superficie de dos hojas sobre la esfera C con cuatro puntos de ramificacion; los tres puntos
finitos (a;,0);-123 y el punto infinito (oo, 00). El siguiente teorema es la pieza faltante en
la demostracion de la version moderna del porismo de Poncelet que revisamos en el capitulo

pasado y motivara nuestra definiciéon de curva eliptica.

Teorema 6.8. Sea £ = E(ay, as,a3) C C? la curva mencionada anteriormente. Entonces

i) Eriste una latiz A C C tal que € ~ C/A (€ es isomorfa como superficie de Riemann al
toro C/A).

ii) Para toda latiz A, C/A ~ E(ay,ay,a3) para ciertos complejos distintos ay, as, as.

Demostracion. 1) La ecuacién diferencial que satisface la funcién g, sugiere el cambio de

3
j=1

en w? =4 ]'[;?:1(2 —¢;), donde los ¢; = a; — 3 claramente son distintos entre si y suman

: _ s _ w. — 3 2 _
variables © = z+ %, y = §; donde s = 377, a;. Entonces y* = (x —a;) se transforma

cero. Por el teorema 6.7, existe una latiz A cuya funcion o de Weierstrass satisface

o? =41](p —e)). (6.26)

J=1
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Asi las cosas, proponemos ¢ : C/A — &£, dada por

(6.27)

donde ¢ denota la clase de equivalencia de ¢ médulo A.

Debido a la periodicidad de las funciones g y @', ¢ estd bien definida y por construccién
©(t) € & para todo t € C/A. Ahora,

a)

¢ es sobre.

Se tiene ¢(0) = (00, 00). Por otro lado, si (zg,yo) € € es cualquier punto finito de la

curva, como z(t) es par y asume todo valor, existe to tal que

Entonces

por lo que y(ty) = £y, y como y(t) es impar, concluimos que debe tenerse ¢(ty) =
(0, Y0) 6 w(—to) = (0, Yo)-
¢ €es uno-a-uno.

©(t1) = ¢(t2) equivale al par de ecuaciones siguiente:
p(t1) = p(t2), (6.28)

¢ () = ¢'(ta). (6.29)

De (6.28) y el teorema 6.2, inciso v), tenemos t; = £to(mdd A).
Supongase que fuera

Como ¢’ es una funcién eliptica impar, se sigue de (6.29) y (6.30) que @' (t2) = —¢/(t2),
es decir, ¢'(t2) = 0 6 @' (t2) = 0o. Por lo tanto, t5 es un semiperiodo o bien un periodo,
pero en cualquier caso se tendré to = —t2(mdd A), que junto con la ecuacién (6.30)
da t; = ty(méd A), que es £ = t,.

¢ es conforme en C/A.

Sea ¢(ty) = (w0, yo), de acuerdo a la estructura que describimos en el capitulo anterior,
t suficientemente cercano a t, sirve como coordenada local en t,, mientras que z, y
y § sirven como coordenadas locales en (zg,yo) segun sea el caso respectivamente
que dicho punto sea: 1) un punto regular, 2) un punto de ramificacién finito y 3) el

punto de ramificacién infinito. De (6.27) observamos que estos casos corresponden
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respectivamente a que ¢y sea: 1) ni un semiperiodo ni un periodo, 2) un semiperiodo
y 3) un periodo.

En términos de tales coordenadas locales, ¢ se expresa en cada caso como

p(t) + 5

De=p)+5 Dy=gO)f2 3 = TR

Derivando estas ecuaciones en t = ¢, se obtiene

1) 2'(to) = ¢'(to) #0, 2) y'(to) = ¢"(t0)/2#0, 3) (x/y) (te) = —1.

1) y 2) se siguen del que g’ sea de orden 3 con ceros en los semiperiodos de la latiz
y 3) se puede calcular utilizando las expansiones de p y ¢ alrededor de un periodo.

En todo caso observamos que ¢ es conforme localmente.

ii) Sea p(z) la funcién de Weierstrass correspondiente. La prueba del inciso anterior muestra

que C/A es isomorfo a E(p(%), (%), p(342)), donde A = {wy, wo}.

Habiendo exhibido un ejemplo no trivial gracias a las propiedades de la funcién eliptica

de Weierstrass, daremos la siguiente:

Definicién 6.4. Una superficie riemanniana M isomorfa a C/A para alguna latiz A C C, es

una curva eliptica.

Comentario
Las curvas elipticas pues, no son elipses, su nombre estd inspirado precisamente en el hecho

de que en el caso complejo, éstas pueden parametrizarse utilizando funciones elipticas.

Lo que hemos visto sirvio como motivacion para generalizar el concepto y llegar a la
definicion que mencionabamos al principio de la seccion. Pueden definirse por ejemplo, curvas
elipticas en el plano proyectivo real y se demuestra que su parte afin esta determinada por
una ecuaciéon de la forma

v’ =2 +ar+b, abcR.

Aunque no es valido el resultado reciproco, es decir, no toda ecuacién de este tipo determina
una curva eliptica; (si se toman a = b = 0 se tiene una curva singular en (0,0) que no puede

por tanto, ser eliptica).
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- (]
. N

\V

Vv =a3—z-1 =23 —x+1 P =% —2x+1

Figura 6.4: Algunos ejemplos de partes afines de curvas elipticas reales.

6.5.2. La estructura de grupo

En un toro 7' = C/A, podemos definir de manera natural una adicién '+’ herdando la

correspondiente de C. Esto es, dados t;,t, € C, sean t; = t; + A para i = 1,2 y definase

e~ —

51 +t~2 = tl —|—t2

Por ser A una latiz, es claro que la definicién no depende de la eleccion de los representantes
de las clases de equivalencia, asi como que (T, +) es un grupo abeliano con 0 como elemento
neutro. Puede probarse ademés que en términos de coordenadas locales de cualesquiera dos
elementos de T, la suma que hemos definido es una funcién analitica de 2 variables, se dice

en este caso que (7, +) es un grupo analitico.

Ahora, dada una curva eliptica £, existen una latiz A y un isomorfismo ¢ : C/A — &
que nos permiten transportar la estructura de grupo abeliano del toro a £ como sigue. Para

cualesquiera py, ps € C/A, sea

o(p1) + ¢(p2) = ©(p1 + p2). (6.31)

Claramente £ es entonces, un grupo abeliano analitico con elemento neutro (también llamado

origen), ¢(0). Esta estructura es tnica, como muestra el siguiente teorema.
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Teorema 6.9. Sea £ una curva eliptica y elijase un punto especifico v € €. Entonces € puede

equiparse con una unica estructura de grupo abeliano analitico, que tiene a 9 como origen.

Demostracion. Sea v : € — C/A un isomorfismo con p = ¥ (¥#). Por el teorema de carac-
terizacion de automorfismos del toro, la funcién () = # — p es un automorfismo de C/A tal
que <(p) = 0. Entonces ¢ o 1) es un isomorfismo de la curva al toro que mapea 9 en 0. Sea
¢ = (co¢)~! y deffnase la suma como en la ecuacién (6.31). Claramente ¢(0) =¥ y € con
esa adicion, tiene la estructura deseada.

Para probar la unicidad, basta considerar el caso en que &€ = C/A y ¥ = 0; pues si en
una curva eliptica arbitraria £ con un origen también arbitrario ¢, estuvieran definidas dos
estructuras de grupo abeliano analitico teniendo tal origen, puede definirse ¢ como se hizo
anteriormente. Entonces ¢! induce las dos adiciones conmutativas y analiticas mencionadas
en el toro correspondiente con 0 como origen.

Sean entonces + la suma usual en T'= C/A y @ alguna otra para la cual también se cumplie-

ran las hipétesis; (T, ®) es un grupo analitico y abeliano con 0 como origen. Probemos que

t®5=1t+35 paratodost,icT. (6.32)

= Si § =0, el resultado se sigue de que ambas adiciones tienen este elemento como neutro.

= Si § # 0, podemos usar de nuevo el teorema de caracterizacién de los automorfismos
del toro de la siguiente manera: claramente ¢3(f) =t @ 5 es un automorfismo de 7" sin
puntos fijos. Entonces por el resultado citado existe también una constante & # 0 tal

que para todo t € T
¢s(t) =t + 5. (6.33)

Haciendo ¢ = 0 obtenemos en especial
5= ¢3(0) =o0. (6.34)

Asi, (6.32) se sigue de (6.33) y (6.34).

]

Corolario 6.9.1. 57 & y & son dos curvas elipticas con origenes U1 y ¥ respectivamente,
y & — & es un isomorfismo de variedades de Riemann que mapea 91 en 95, entonces

@ también es un isomorfismo de grupos. Es decir, dados cualesquiera a,b € &1,

p(a) + ¢(b) = p(a+b).
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Demostracion. Definimos la siguiente suma analitica en Es:
o(a) ® ¢(b) = p(a+b), Va,beé&.

Tanto @ como la adicién original 4+ de & tienen a 15 como origen y por el teorema anterior,

deben ser idénticas. O

Sea & la curva eliptica dada por
{(e.9) €C |y =40® — gox — ga},

donde A = g3 — 27g2 # 0, y sea p(z) la funcién de Weierstrass de la latiz A determinada
por dicho discriminante. Si tenemos dos puntos p; = (x1,y1), p2 = (%2, y2) € £, nos interesa
ahora obtener una férmula explicita para las coordenadas del tercer punto p3 = (x3,y3) € €
que satisface

DP3 = p1 + po,

con la suma inducida por el isomorfismo ¢ : C/A — &, definido mediante

2= (p(2), ¢/'(2))-

Lo que obtendremos a continuacién tiene una interpretacion geométrica muy bonita en el
caso real, pues resulta que p3 se obtiene tomando la tercer interseccién entre la curva co-
rrespondiente y la recta que une los puntos p; y ps, y reflejandola respecto al eje horizontal,

(salvo en casos especiales) como muestra la siguiente figura:

p
2
/pl@ I
|
\/ |
|
Py

Figura 6.5: p3s = p1 + pe.



174 CAPITULO 6. FUNCIONES Y CURVAS ELIPTICAS

El caso interesante obviamente es para puntos distintos del origen de £ que es p(A).
Sean entonces t1,t; € C\ A tales que go(fj) = pj, j = 1,2; consideremos primero el caso

Toémense a, b complejos tales que
O (t1) = ap(tr) +b

O (t2) = ap(ts) +b,
es decir, y = ax + b es la recta que pasa por p; y ps. Entonces, como la funcion
¢'(2) = lap(z) + 0]

tiene un polo de orden 3 en 0, debe tener también 3 ceros contando multiplicidades; dos de

ellos son t; y ty y si t3 es el tercero, se tiene también

' (t3) = ap(ts) + b,
y por el teorema 6.1, inciso v):
ts3 = —(t2 + t3)(mdd A),
de manera que

p(ts) = p(—(t +t2)) = p(t1 + t2). (6.35)

Ahora, de lo anterior se sigue que la ecuacién
42° — gow — g3 = (ax + b)?, (6.36)

obtenida eliminando y de las ecuaciones de la recta y la curva eliptica, tiene 3 raices contando
multiplicidades. Estas son o(t1), p(t2), p(t3), por lo que el lado izquierdo de (6.36) se factoriza

como sigue
3
j=1

e igualando el coeficiente de z? con el del lado derecho de (6.36) da

3 2
a

t)=—.
:p(]) 4

7=1

Pero de las ecuaciones originales para a y b tenemos

a(p(ty) — p(t2)) = @'(t1) — @' (t2),
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que junto con (6.35) implican finalmente las férmulas de adicién buscadas:

o'(t) — @'(b))Q

p(t1) — p(ta) (6:57)

Pt +t2) = —p(t1) — p(t2) + le (

En términos de las coordenadas de los puntos,
1 - 2
Ig——IL’l—l’Q‘i‘(M)
4 1 — X9

Observaciones 6.2. 1) Sifijamos t; en (6.37), la férmula es valida para todo to # t1(mdd A)
salvo a lo sumo una cantidad finita de tales nimeros, luego, por continuacién analitica

se tiene la validez para todos estos.

ii) Para el caso t; = t5(mdd A), basta tomar el limite en (6.37) cuando t; — ¢, para obtener

o2 =200 + 1 (5 t)

(T

6.5.3. Los puntos de torsion de C/A

Sea T' = C/A, con A = {wy,ws}. Daremos la siguiente definicién, similar a la dada en

teoria basica de grupos:

Definicién 6.5. Un elemento z € T es de orden n si y s6lo si existe un entero positivo n tal
que
nz = 0(méd A),

donde nz denota a z sumado consigo mismo n veces.

Los puntos de orden finito son llamados puntos de torsién del toro 7T. Obsérvese que
dado un entero positivo n, existen precisamente n? puntos de orden n en T'; a saber, las clases

de equivalencia representadas por

”“ZMW, 0<jk<n—1, jkecZ

Hemos probado que la transformacién de Poncelet puede verse como una traslacién en un
toro. Es natural entonces que nos interese caracterizar los puntos de torsion, y de ser posible,
obtener condiciones necesarias y suficientes para que un par de cénicas admita un poligono
interinscrito.

En el caso del toro, mostraremos que los puntos de torsion son un conjunto completo de
ceros de cierta funcién eliptica y esto nos ayudara posteriormente a caracterizar los puntos

de torsién de la curva eliptica £(ay, as, as), eligiendo a su punto (0o, 00) como origen.
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Definicién 6.6. Para un entero positivo n, V,, es el espacio de funciones elipticas con periodos

w1, wa, con al menos un polo de orden menor o igual a n en
R ={zw +ywy | 0 <z,y < 1},

estando éste precisamente en 0.

Para n = 1, definimos V; como el espacio de funciones constantes.

Es claro que V,, es un subespacio vectorial, del espacio de funciones complejas de variable
compleja.
Para n = 1, evidentemente dim V;, = 1; una base para V,, es simplemente por ejemplo, {1},

la funcién constante 1. Si n > 2, tenemos lo siguiente:

Teorema 6.10. Sea 9 = ¢ la funcio’n eliptica de Weierstrass asociada a A = {wy,ws},
parak = 1,2,..., denotemos por ) a la k—ésima derivada de p. Entonces {1, p,¢' ... p" "2}

es una base de Vn.

Demostracion. i) {1,p,¢ ... 9" 2} es linealmente independiente.
De la ecuacién (6.6) que define a la funcién g, obtenemos que en t = 0, p(¢) tiene la

expansion
1

o(t) = = + h(t)

donde h(t) es analitica en t = 0. Derivando esta ecuacién tenemos
PF D) = (=DFk — Dt + 52D @),  k>2. (6.38)

Si el conjunto que proponemos fuese linealmente dependiente, entonces para algin j con
1 <j<n-—1, se tendria

cotcip+ -+l =0, (6.39)

donde ¢o,...,c; € Cy ¢; # 0. Pero por (6.38), la funcién del lado izquierdo de (6.39)

tiene un polo de orden j + 1 en t = 0, lo cual contradice que se trate de la funcion cero.

i) {1,p,¢0...0" 2} genera a V.
Sea f € V,,, por definicién, f debe tener una expansién en t = 0 de la forma

zn: —,’j (6.40)

donde ay, son constantes y g(t) es analitica en t = 0. Como el residuode fen0Oesa; y f

no tiene ningin otro polo en el paralelogramo R, se sigue del teorema 6.1, inciso i) que
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ay = 0. Sea £(t) = f(t) —or_, e (=2 (¢) Por (6.38) y (6.40), £(£) no tiene polos en

(k—1)!
R, lo que implica que es constante y f es una combinacién lineal de 1, p, ¢/, ..., p"2.
]
Asi las cosas, para n > 2 podemos tomar funciones elipticas f1, fa, ..., fn € Vi, que formen

una base. La funcién eliptica que menciondbamos al principio de la subseccién, cuyos ceros

son precisamente los puntos de torsion de orden n, es el wronskiano de fi, ..., fu:
fi oo e
/ /

f(n—l) o f(nq)

1 n

Como se establece a continuacién.

Teorema 6.11. Sean z € C/A, n > 2 y V,, el espacio de funciones elipticas definido ante-

riormente. St f1, fa, ..., fn es una base de V,,, son equivalentes:

i) nz = 0(mdd A).
ii) Eziste f € V,, no-idénticamente 0, con un cero de multiplicidad mayor o igual a n en z.

i) Wiy fo.pa(2) = 0.

Demostracion. Probaremos primero que i) y i) son equivalentes. Supéngase nz = 0(méd A),
por el teorema 6.4 existe una funcion eliptica f cuyos conjuntos completos de ceros y polos
son respectivamente, z y 0 contados n veces. Claramente f satisface ii). Reciprocamente,
si se tiene i7); por el tercer inciso del teorema 6.1, 0 y z contados ambos n veces, forman
conjuntos completos de polos y ceros de f respectivamente. Luego por el cuarto inciso del
mismo teorema, nz = 0(mdd A).

Ahora, #i) significa que f)(z) = 0 para 0 < j < n — 1. Expresando a f como combinacién
lineal de los elementos de la base elegida, obtenemos un sistema de n ecuaciones,

[ =Y af(z) =0, 0<j<n-1, (6.41)
i—1
para ciertas constantes ¢y, co, ..., c,, no todas nulas.
Por lo tanto, nz = 0(méd A) es equivalente a que el sistema (6.41) tenga una solucién no

trivial para las ¢, lo que equivale a #ii). ]
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Observaciones 6.3. 1) La eleccién de la base en el teorema anterior no influye en el resul-
tado, pues si g; = 3 a;;fj, 1 < i < n es otra base de V,,, se tiene det(a;;) # 0 y como

k k
g™ =525 ai £V, tenemos Wy, 4, o = det(ay;) - Wy, sy fo-

ii) Siwu=wu(t) es analiticaen t = z y u/(2) # 0, la diferenciacién respecto a t en el teorema,

puede cambiarse por diferenciacion respecto a wu.

6.5.4. Los puntos de torsion de &

En el teorema 6.8 dimos un isomorfismo ¢ : C/A — &£(ay, as,a3) para el cual p(0) =
(00, 00). Vimos que ¢ induce una unica estructura de grupo abeliano analitico en la curva
eliptica &£ teniendo a (00, 00) como origen, nos interesan ahora los puntos de torsién de £ con

esta adicién.

Tomemos un punto (xg, o) distinto del origen. Notemos primero que la condicién para
que (2o, yo) sea de orden 2, es que (zo,yo) = ¢(2), para algin z € 3\ A. De la ecuacién de ¢,
(6.27), vemos que estos puntos son precisamente los 3 puntos de ramificacién finitos (a;, 0),
j=1,2,3.

Ahora, un punto finito (zo, yo) € € serd de orden n, n > 3, si (2o, yo) = () con z € 2\ 4.
Observamos de nuevo de (6.27), que el hecho de que @’ sea impar, y que z € % \ % equivalga
a—z € % %, implica que los puntos de orden n vienen en pares; esto es, (xg, yo) es uno de
tales puntos si y sélo si (zg, —yo) lo es. Enseguida obtendremos un criterio para caracterizar

a los puntos de orden mayor o igual a 3.

La funcién y = \/(z — a1)(z — az)(z — a3) tiene dos ramas analfticas en o, negativas

entre si. Elijase cualquiera de las dos y sea

Y= Z Ak(SC - l‘o)k7

k=0

su expansion en serie de Taylor. Probaremos lo siguiente:
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Teorema 6.12. Sea n € N, con la notacion introducida anteriormente;

i) Sin=2m+1, m > 1. Entonces (xo,yo) es un punto de orden n de la curva & si y solo
s1
Ay o A
det Cee e =0. (6.42)

Apss oo Ao,
ii) Sin =2m, m > 2. Entonces (xo,yo) es un punto de orden n de la curva € si y solo si

Ay A
det cee e = 0. (6.43)
Aerl s A2m71

Demostracién. Es claro que (zo,yo) = ¢(z) es un punto finito de orden nsiy sélosi z € £\ 2.
Sean x = z(t), y = y(t) las funciones que definen al isomorfismo ¢ en (6.27) y considérese las

siguientes bases del espacio V,, del teorema 6.11:

Paran =2m + 1:

17 T —Toy -, (ZL‘ - xO)mu Y, (l’ - xO)ya ) (ZL’ - ‘,L,O)m—ly.

Y para n = 2m:

)m—2

1,1‘—1‘0,...,(1’—1’0)m;y,(CC—[E())y,...,(ZE—ZL'O Y.

Las listas de funciones que proponemos son bases por tener polos tinicamente en 0 dentro del
paralelogramo R, (de multiplicidades 0,2,3,...,n); hay n funciones en cada lista y la prueba

del teorema 6.10 muestra que son linealmente independientes.

Mostraremos los detalles faltantes para el caso i), pues el segundo es andlogo. Para evaluar
el wronskiano W correspondiente, derivaremos las funciones de la primer base respecto a x
en xg = p(z) + 3. Por las observaciones al teorema 6.11 esto es admisible, pues 2'(z) = ¢'(2)

que no es nula por ser z ¢ % Tenemos entonces

wedet| B (6.44)
O C
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donde A es la matriz diagonal con entradas 1,1,2!,3!,... m!, B es una matriz de (m+1) xm,

O es la matriz cero de m x (m + 1) entradas y

2)1A 2) A

Las descripciones de A y O se obtienen del hecho de que para los enteros j, k > 0, tenemos

d(x_x)k} o sij#k
dxi R - Gl osigj=k.

Y para obtener C, se utiliza

(x —zo)y =D Apj(x—m)F,  0<j<m—1,
k=j
de donde
[(z — xo)jy]g):xo =U1A,_;, m+1<1<2m.

De (6.44) y (6.45) se sigue que W = (det A) - (det C), que es un multiplo escalar no-nulo del

determinante que aparece en (6.42). Entonces, el resultado se sigue del teorema 6.11. Il

Observacion 6.4. Es claro que el teorema anterior es valido también para la curva eliptica

con origen (00, 00), determinada por la ecuacion

Yy = C\/(x —a1)(z — az)(z — az),

donde los a; son distintos entre si y ¢ # 0.

6.6. El teorema de Cayley

Para concluir este capitulo, daremos una condiciéon necesaria y suficiente hallada original-
mente por Cayley para que un par de conicas suaves en posicion general, satisfaga el porismo

de Poncelet.

Sea C'; D un par de tales cénicas, hemos probado que la variedad de Poncelet asociada,

P={(z.f|zeCéeD xek},
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es una curva eliptica, cuya estructura de grupo queda determinada si elegimos un origen
¥ € P. Vimos también que la transformacion de Poncelet 1 : P — P, es una traslacién en

términos de esta estructura. Esto es, existe un b € P fijo tal que:

n(p) =p+0, para todo p € P.

Figura 6.6: n(x,&) = (2/,¢)

Recuérdese que existe un poligono interinscrito de n > 3 lados al par (C, D) si y sélo si
n"(p) = p+nb = p, (de aqui se sigue el porismo de Poncelet) lo que equivale a nb = 1J. Hemos

establecido lo siguiente:

Resultado 6.1. La funcién n™ es el mapeo identidad en P si y sélo si b= n(v) es un punto

de torsion de P de orden n.

Elegiremos como origen de P a alguno de los 4 puntos (¢, &) para los cuales o € C'ND.
Entonces b = (z, f ), donde z( y Z son las intersecciones de & con C'y f es la tangente a D

que pasa por Z. Estos puntos se ilustran simbolicamente en la figura siguiente.
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En la subseccién 5.2.2 dimos un isomorfismo ¢ entre la variedad de Poncelet y la curva

eliptica £ C C? dada por la ecuacion

y =+/det(zC + D).

Utilizando la notacién que se usé en la parametrizaciéon de las cénicas C'y D*; x(r) y £(s)

respectivamente, en la prueba del resultado 4.4 observamos que

x(00) = xg

z(0) = 7.

Esto implica respectivamente, que el isomorfismo ¢ : P — & satisface

(V) = (00,00)

o(b) = alguno de los dos puntos (0, £1/det(0 - C' + D)) = (0, £V/det D).

Nosotros caracterizamos a los puntos de torsion de las curvas elipticas de la forma de £
precisamente utilizando al punto (0o, 00) como origen. Esto sugiere naturalmente, hacer uso
del corolario 6.9.1 y el teorema 6.12 para obtener el ultimo resultado del presente capitulo;
observando finalmente que, al ser no-singular la cénica D se tiene que det(tC'+ D) es no-nula

en t = 0y por tanto admite una serie de Taylor para |¢| suficientemente pequeno, concluimos:

Teorema 6.13. (Teorema de Cayley). Sean C' y D dos conicas suaves en posicion general

y
Vdet(tC 4+ D) = Ag+ Ayt + -+ At + .. ..

Entonces D es una n-curva de Poncelet respecto a C' si y sélo si

A A
det =0, sin=2m+1(m>1),
Apy1 .. Aoy
As . Ana
det =0, sin=2m (m?>2).
Aptr oo Aan

Demostracion. Se sigue de lo visto hasta ahora. O]
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6.6.1. Comentarios

Puede probarse que si las cénicas C'y D no estan en posicién general, (ver los tipos
II-V en § 4.4.1), el porismo de Poncelet sigue cumpliéndose; en los casos II y I1] todos
los n—&gonos interinscritos al par (C, D), son cerrados si es que al menos uno lo es (ndtese
que no se tiene la propiedad de que todo punto en la conica C' es vértice de alguno de los
poligonos). Los casos IV y V' cumplen el porismo por vacuidad, pues se puede probar que no
existen poligonos interinscritos al par (C, D) en tales situaciones. Por supuesto la variedad
de Poncelet generada en estos casos no es una curva eliptica, sin embargo, resulta siempre
una variedad en la que se puede garantizar que la transformaciéon de Poncelet es la identidad,

siempre que ésta tenga al menos un punto fijo.

Mostramos a continuacion algunas imagenes de ejemplos en el plano real:

Figura 6.7: Dos pentdgonos interinscritos a una hipérbola y una elipse.
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Figura 6.8: Dos cuadrilateros interinscritos a una elipse y una parabola.

Figura 6.9: Dos tridngulos interinscritos a una hipérbola y una circunferencia.
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Hemos sido testigos de cémo la intuicién que adquirimos en los primeros dos capitulos
permite comprender las generalizaciones de los conceptos ahi estudiados en espacios aparente-
mente més complicados, (ndtese que el poderio de la teoria de funciones de variable compleja,
asi como la propiedad de cerradura algebraica de C, hace de hecho, mas sencilla la tarea desde
un punto de vista técnico). Sin embargo, fuera del teorema de Cayley, no hemos hecho més que
lo logrado ya en el caso real, es decir, probamos el porismo de Poncelet en el plano proyectivo
complejo utilizando como guia las ideas planteadas en el plano euclideano, que igualmente nos
llevaron a una demostracién en tal caso. Es con esta motivacion que comenzamos el capitulo
siguiente; nos gustaria sacar mas provecho de las herramientas desarrolladas hasta ahora y

obtener mas resultados que dificilmente hubieran sido posibles de hallar anteriormente.



Capitulo 7

Polinomios y circunferencias de

Poncelet

7.1. Introduccion

El porismo de Poncelet suele llamarse, en virtud del teorema de Cayley, teorema de
cerradura de Poncelet. El término porismo se aplica porque en él se establece que en caso
de que cierto problema tenga una solucién, entonces tiene una infinidad de soluciones; el pro-
blema en cuestién (hallar poligonos interinscritos a un par de cénicas), es ademas visualmente
muy atractivo. Nos era interesante pues, por muchas razones, saber explicitamente cuando
existe al menos un poligono interinscrito, y el teorema de Cayley responde a esta pregunta,

al menos tedricamente.

Véanse sin embargo, las formulas de Chaple-Euler y Fuss halladas en el capitulo 1; en
ellas se resuelve el problema de hallar poligonos interinscritos de 3 y 4 lados respectivamente,
a un par de circunferencias de manera explicita en términos de los tinicos 3 parametros que
definen al par de cénicas en cuestién. El teorema de Cayley da una respuesta més general,

pero es dificil de explotar, sobre todo para poligonos con gran nimero de lados.

De manera similar a como nosotros dedujimos las férmulas citadas, Steiner descubrio las
ecuaciones correspondientes para poligonos con el niimero de lados que se cita en la siguiente

tabla, donde R y r son los radios de las circunferencias y a la distancia entre sus centros:

187
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Numero de lados Condicién necesaria y suficiente
n=3 R? —a? = 2Rr
n=4 (R? — a?)* = 2r*(R? + a?)
[ n=>5 | r(R—a)=(R+a)/(R—r+a)(R—r—a)+2R(R—1 —a)] |
n =6 3(R? — a?®)* = 4r}(R? + a®)(R? — a*)? + 16r*R%a?

Quiza observando la complejidad de las expresiones resultantes en las variables R, r
y a, uno pueda tener idea de lo laborioso que resultaron los calculos para llegar a ellas
utilizando el tipo de herramientas que empleamos en el capitulo de introduccién. Esta vez
expondremos como se han utilizado las técnicas de los capitulos 5 y 6, para descubrir tales
ecuaciones, aparecera ademas otro resultado geométrico hasta ahora no mencionado, hermano

del porismo de Poncelet.

7.2. El problema de las circunferencias

En este capitulo consideraremos las conicas del plano afin dadas por las siguientes ecua-

ciones:
C'={(wy) eC | +y’ =R}y D' ={(x,9) € C’ | (x+0a) +¢* =1},

que al tomar parametros reales, representan un par de circunferencias. Las completaciones

proyectivas correspondientes estan determinadas por las ecuaciones
C:x*+y*—R*2*=0, y D:2°4+9y°+ (a®* —rH)2* +2arz =0,

respectivamente, mismas que se intersecan siempre en los puntos al infinito representados por
los vectores (1, £, 0).

Supondremos que existen ademas otros dos puntos de interseccién de aqui en adelante, con
el fin de que las coénicas estén en posicién general y podamos utilizar la teoria desarrollada

en los capitulos anteriores. La variedad

P=A{(x,) e Cx D" |z €}
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es entonces una curva eliptica, en la que la tranformacién de Poncelet n(z, &) = (2/,¢'),
donde z’ es el otro punto de interseccién de £ con C' y & la otra recta tangente a D por
x, es una traslacion. Hemos probado ya que existe un poligono de n lados interinscrito al
par (C, D) siy solo si " = Id, (la funcién identidad). El problema consistirda ahora en lo

siguiente:

1. Probar que para cualquier natural n > 2, la condicion para que la transformacién de

Poncelet satisfaga n™ = Id es polinomial en los parametros a, R, r.

2. Obtener relaciones de recurrencia entre los polinomios resultantes del punto anterior,

que nos permitan encontrarlos facilmente.

Para el segundo inciso sera necesario introducir una nueva funcién o : P — P.

7.2.1. La simetria o

Un automorfismo de P que denotaremos por ¢ y que aparece naturalmente debido a la
simetria en la variable y de las ecuaciones de C' y D en este caso particular, es el inducido

por la reflexion respecto a la recta de los centros de ambas circunferencias, y = 0:

o, E)=(x .E))

Figura 7.1: La simetria o.

Es intuitivamente obvio que ¢ es un automorfismo y ademds una involucién (como

cualquier reflexion), pero sin puntos fijos, omitiremos los detalles técnicos que son similares
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a la prueba para la transformaciéon de Poncelet 7).

Existiendo un isomorfismo ¢ : P — C/A para cierta latiz A, la funcién ¢ = pocgop™?
es una involucién sin puntos fijos en el toro T := C/A. Por el corolario 5.3.1, existe una
constante 3 € C tal que

P(z+AN)=z+0+A,

donde 28 € A, pues »* = Id. Esta simetria es entonces, al igual que la transformacién de
Poncelet, una traslacién. Esto nos permite establecer un resultado analogo al porismo de

Poncelet.

Teorema 7.1. o-porismo de Poncelet. Dadas dos circunferencias C,D C C? cuyas com-
pletaciones proyectivas estan en posicion general, sean P y n la variedad y transformacion
de Poncelet correspondientes y o : P — P la reflexion respecto a la recta de los centros de
C y D. Si existe un natural n > 1 y un punto py € P tales que n™(po) = o(po), entonces
n™(p) = o(p) para cualquier p € P.

Demostracion. Al estar las cénicas en posicion general, P es una curva eliptica. Podemos
entonces definir una suma @ de forma que (P, ®) es un grupo abeliano y por lo visto ante-

riormente, existen elementos a,b € P tales que para todo p € P:
np) =p&a,

o(p) =p@b.

Si para algiin natural n > 1 , existe un punto pg de la curva eliptica tal que

n" (o) = a(po),

tenemos

po®na=po S0,

lo cual implica na = b, es decir, n"(p) = p® b= o(p). ]

Este es el resultado hermano del porismo de Poncelet que mencionamos al principio del
capitulo. Geométricamente en el caso real, con dos circunferencias C' y D, si al tomar un
punto en C'y trazar n+ 1 tangentes consecutivas a D empezando en dicho punto, la tangente
final es simétrica respecto a la recta de los centros de C' y D con la primera, lo mismo

sucedera sin importar la eleccién del punto inicial.
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A continuacién mostramos un ejemplo para n = 2. La primer y tercer tangentes estan
trazadas con rectas punteadas y son simétricas a la recta de los centros, en ambas figuras las

circunferencias C' y D son las mismas.

Nos interesaran simultaneamente las condiciones para las cuales la transformacion de
Poncelet satisface n" = Id y n™ = o, pues las relaciones de recurrencia entre los polinomios
que vamos a encontrar son peculiarmente sencillas si se tiene en cuenta el segundo caso que

recién introdujimos.

7.3. Resultados

A continuacién presentamos en resumen, los resultados que se han encontrado en relacién

al problema que planteamos anteriormente.

7.3.1. Relaciones de recurrencia para los porismos de Poncelet

En primer lugar se introducen los polinomios que intervendran en las condiciones para

que se den ambos porismos, asi como las relaciones de recurrencia que satisfacen.

Teorema 7.2. Existen dos sucesiones de polinomios en tres variables, p,(x,y, 2) y q.(x,y, 2);

n € N, definidos de manera unica por los primeros términos

p=0,q0=1p =12 q =y p= 1Yz’

y para m > n, por las relaciones
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GmtnGm—n = Qe — DoDoy- (7.2)

Que satisfacen las siguientes propiedades: p, y ¢, son homogéneos de grado n* en (x,vy, z),

con

Pn € 2Lzt y*, 2" y qn € yZlaz* y*, 2] para n impar, (7.3)

Y Pn € myzQZ[m4, v, z4] Y ¢, € Z[$4, Yt z4] para n par; (7.4)

ademds, el producto pyq; divide a py en Zx,y, z] (I € N* := N\ {0}) y el cdlculo recursivo

de los polinomios se facilita por las relaciones siguientes: para k,l € N*,

D2 D21
Pkl = Pk (pl,% \/) Y Qki = 4k (pz,CIl, \/> . (7-5)
pia biai

La conexion entre estos polinomios y los porismos de Poncelet se formaliza en el siguiente

teorema.

Teorema 7.3. Sean C' y D dos conicas proyectivas complejas en posicion general con partes
afines dadas respectivamente por las ecuaciones x> +y> = R* y (v +a)* +y> =1r*, P yn la
variedad y transformacion de Poncelet asociadas y o : P — P la involucion inducida por la
simetria respecto al eje x. Entonces, para cualquier eleccion de las raices cuadradas \/a, VR
y 2

0" = Id siy sélo si pu(va, VR, V2r) =0

y 0" = o siy sélosi q,(va, VR, V2r) = 0.

7.3.2. Los polinomios de Poncelet

Debido a que cada porismo se da si y sélo si los polinomios que presentamos, (p,(v/a, VR,V 2r),

¢n(\/@, VR, \/2r)), se anulan, es inmediato interesarse en los posibles factores de los mismos,
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mas alld de factores no significativos como /a y vV/R.

Una primera descomposicion que se intuye naturalmente, surge de observar por ejemplo,
que si para cierto natural n > 2, se tiene p,(1/a, VR, \/?) = 0, entonces " = Id, lo que
implica que la transformacion de Poncelet es de orden finito d para cierto natural d que divide
a n. Esto debe conducir a factores irreducibles del polinomio p,; se puede llegar mas alla en
detalle, y probar que si 7 es de orden par d = 2k, se tiene n* = o; esto sugiere las siguientes

definiciones.

Definicién 7.1. Diremos que la configuracién formada por las dos cénicas C' 'y D es o-
semiperiddica, si existe un natural n € N* para el cual la transformacién de Poncelet asociada
satisface " = o. El o-semiperiodo de 7 es el natural mas chico para el cual n" = o.

Similarmente, la configuracion serd c-estrictamente periddica, si no es o-semiperiddica y
existe un natural n € N* para el cual n” = Id. El o-periodo de 7 sera igualmente, el natural

mas chico con tal propiedad.

Lo anterior, para establecer los siguientes resultados.

Teorema 7.4. Ezxisten dos sucesiones de polinomios homogéneos p,(x,y,2) y ¥n(x,y, 2),
(n € N*), primos entre si dos a dos, con o1 = x, V1 =Yy, 2 = 2%, Y pn, Yn € Z[z*,y*, 2] en

otro caso, y tales que paran > 1 se tienen las factorizaciones:

Pn = <H sod) IT ¢a (7.6)
dln

dln
5 par
&= II va (7.7)
d
i ir|r?par

Corolario 7.4.1. Sean ®,(a, R,r) = p,(v/a, VR, V2r) y V,(a, R,7) = ¥,(v/a, VR, V2r),

para todo n > 2. La configuracién formada por las conicas C' y D, con pardmetros (a, R,r) €
Py (cona,R,r € C*, ya+ R+r #0) serd:

i) o-estrictamente periddica de o-periodo n si y solo si ®,(a, R,r) = 0.

i) o-semiperiddica de o-semiperiodo n si y solo si W, (a, R,1) = 0.

Los polinomios ®,, y ¥,, son los llamados polinomios de Poncelet.



194 CAPITULO 7. POLINOMIOS Y CIRCUNFERENCIAS DE PONCELET

7.4. La conexién con la teoria de funciones elipticas

Utilizaremos la misma notacién que en el capitulo previo; para una latiz A = {wy,wy} C
C, T = C/A es el toro generado, g serda la funcién de Weierstrass correspondiente, ws =

wy +wp y e = p(5) para j = 1,2,3. Los puntos w;/2 son llamados de 2-torsién.

7.4.1. Relaciones de recurrencia

Lo primero que haremos es relacionar las ecuaciones de recurrencia (7.1) y (7.2), con los

valores de la funcion de Weierstrass en los conjuntos siguientes:
Toln] ={ueT |uz0,nu=0(méod A)},
Tin)|={veT|n= %(méd A}

En virtud del teorema 6.4, una suma formal de la forma

N M
= Bibj + Y onay,
j=1 k=1

con oy, B € N* Yoply o = Y00, B v ag, b; € C/A; =320, Bib; + Yal, ajar = 0(méd A).
Determina salvo por una constante multiplicativa, una funcién eliptica con tal latiz de perio-
dicidad. Dada una funcién eliptica f, llamaremos a esta suma formal, (la diferencia entre polos
y ceros por sus respectivas multiplicidades) el divisor de f y lo denotaremos por div(f). Este
concepto resultara extremadamente 1itil para establecer igualdades que parecieran dificiles de
deducir, veamos una aplicaciéon en el siguiente lema que generaliza la formula que hallamos

para p(2z) y ayudard a establecer més adelante las relaciones de recurrencia que nos interesan.

Lema 7.1. Para cualquier n € N*, tenemos

1 Moenw(p() — p(v))
7 Tuern)(9(2) — 9lu))

p(nz) — e =

Demostracion. Sea T[n] = {u € T | nu = 0(mdéd A)}. Las funciones que aparecen en los
lados izquierdo y derecho de la igualdad son claramente elipticas sobre el toro T y tienen

ambas el divisor
(=2) - (T'[n]) +2- (Ta[n]),

por lo que difieren quizéd solamente por una constante multiplicativa, sin embargo, puede

calcularse su desarrollo asintético alrededor del origen para verificar que ambas tienen el

1

mismo término dominante -5, por lo que se tiene la igualdad. O
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Introduzcamos ahora polinomios P, Q,, n € N* (que dependen de la latiz A) de coefi-

cientes complejos definiendo para todo z € C:

i) Para n impar:

Pip(z)) =n* I (p(z) = p(u)) (7.8)

u€Tp[n]

(p(2) —e))@n(p(2)) = I (0(2) — p(v)); (7.9)

v€ET] [n]
ii) Para n par:

(¢'(2)" Pilp(=) =n* T] (p(z) = p(u) (7.10)

u€Tp[n]

Qu(p(2)) = I (p(2) — p(v)). (7.11)

veT][n]

Sean ademas Py =0y Qo = 1.

Observaciones 7.1. Por construccién, estos polinomios no tienen factores multiples. La can-
tidad P, (p(z)) es nula siy sélo si z+ A € T[n] y 2z # 0(méd A), mientras que Q,(p(2)) se
anula si y sélo si z + A € Ei[n] y z #Z % (mdéd A).

Sea ahora d; un complejo tal que d3 = (e5 —e1)(e3 — ;) y elijanse raices cuadradas v/d; y
\/9(z) — e1. Vamos a intruducir para n € N, las cantidades P,(z) y Q,(2) como se muestra

a continuacion:

Para n impar:  P,(z) := \/dTPn(p(z)), Qn(z) = Vp(2) — e1Qn(p(2)).

Paran par:  Py(2) i= Yol ¢/ (2)Pa(p(2)), Qu(2) == Qulp(2).

Mismas que satisfacen ecuaciones andlogas a las mencionadas para los polinomios del

teorema 7.2:
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Teorema 7.5. Se tiene para cualesquiera naturales m,n con m > n, que

Pontn(2) Pmn(2) = Pp(2)Qn(2) — Pr(2)Q(2), (7.12)

Qunn(2) Qun-n(2) = Q(2) (%) — Pr(2)Pr(2). (7.13)

Nota: La inclusién en la definicién de P, del factor v/d; es con el fin de simplificar la

ecuacion (7.13).

Demostracion. Estas identidades se prueban por casos sobre m y n, pero la idea es la misma
en cada uno; por ejemplo, para probar (7.12) cuando m # n, definimos la funcién eliptica en
el toro T, dada por f(z) = p(nz) — p(mz). Tomando el caso en que m y n son pares podemos
usar el lema previo para escribir f en términos de los polinomios P, y @), de las ecuaciones
(7.10) y (7.11), obteniendo

_ 4 PLp()@n(p(2) — Pip(2)@n(9(2)
('(2))° B (p(2)) Pr(9(2)) '

El divisor de f podemos calcularlo directamente de f(z) = p(nz) —p(mz); f(z) = 0siy sélo
si p(nz) = p(mz) siy sélo si mz = £nz(mdd A), lo que equivale a z € T[m +n]UT[m —n].
Por otro lado los polos de o son de orden 2 y estan en cada punto de la latiz de periodicidad,

esto lleva finalmente a
div(f) = (=2) - (TTm]) + (=2) - (Tn]) + (T[m + n]) + (T[m — n]).
Lo anterior permite verificar que los divisores de las siguientes funciones elipticas son iguales:
2= Pr(p(2))@n(p(2) — Pr(p(2)Qn(9(2)),

2 Prin(9(2) Pron(p(2)).

Por lo que son proporcionales, finalmente la ecuacion (7.12) se sigue de observar que las dos
funciones que aparecen (en cada lado de la igualdad) son polinomiales en p(z) con el mismo

término dominante, m? — n? y de la definicién misma de P,(z) y Q,.(2).

Las pruebas en cada caso para la ecuacién (7.13) se hacen auxilidndonos esta vez con la

funcién g(z) = (p(nz) — e1)(p(mz) — e1) — di. El cdlculo del divisor correspondiente que no
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es tan inmediato como el de la funcion f, se puede hacer reescribiendo g; observemos que la

funcién eliptica

2o (p(2) — ez + 5 — ),

no tiene polos, por lo que toma un valor constante para todo z € 7', mismo que podemos

hallar simplemente haciendo z = %2 y resulta g = d?. De aqui se sigue que

9(2) = (p(n2) — 1) (p(mz) — 9 (nz + 21))

de donde, div(g) = (=2) - (T'[m]) + (=2) - (T'[n]) + (T1[m + n]) + (T1[m — n]).
Y se concluye de manera analoga. O

Observaciones 7.2. 1. Para z, € C\ Ay n € N*, las cantidades P, (z0) y Qn(20) se anulan
siy sélo si zg+ A € Tyln] y 20 + A € T1[n| respectivamente.

2. Las sucesiones P, (29), Qn(20), dependen exclusivamente de la latiz A y satisfacen las
mismas relaciones de recurrencia que los polinomios del teorema 7.2, con condiciones
iniciales:

Po(20) =0,  Qo(20) =1, (7.14)

Pi(z0) = Vdi, Qi(z0) = p(z0) — e1 ¥ Palz0) = Vi (20).- (7.15)

7.4.2. La parametrizacion de P

De la misma manera a lo que hicimos para el teorema de Cayley, ahora necesitamos ligar
los conceptos vistos previamente, (referentes a puntos de torsién y 2-torsién de un toro y la
funcién p correspondiente), con la parametrizacién de la variedad de Poncelet asociada al par
de cénicas C'y D que hemos estado manejando, y las transformaciones 1 y o. En el siguiente
teorema establecemos formalmente la relacién entre las cantidades P,,, Q, y los parametros

que definen al par (C, D).
Teorema 7.6. Si las conicas C, D C Py definidas por las ecuaciones
C:ox*+y* —R*2*=0, y D:2°+9y*+(a®* —rH)z* +2arz =0,

estdn en posicion general, P y n son la variedad y transformacion de Poncelet asociadas
respectivamente, y o : P — P la involucion inducida por la reflexion respecto a la recta
de los centros de las partes afines de C' y D; existen entonces, una latiz A = {wy,ws} C C,

un punto zg € C* y un isomorfismo ¢ : P — C/A tales que las transformaciones n y o
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son conjugadas a traslaciones en el toro T" = C/A por los puntos zy y "+ respectivamente.

Ademds, para cualquier n € N*:
n" =1Id siysélosi nz=0méd A) siysolosi Pp(z)=0

yn"=0 siysbélosi nz = %(méd A) siysblosi Q,(z) =0,

las expresiones Pp(z0) y Qn(z0) estdn determinadas por las ecuaciones de recurrencia y condi-

ctones iniciales del teorema 7.5, y las 1qualdades:

2r
i=—, p(z0)—e1=11y @I(ZO)ZE-

Demostracion. Si las conicas estdn en posicion general, sean zo = (1,4,0), 1 = (1, —i,0), 2

y x3 representantes de los cuatro puntos de interseccién.

Las transformaciones 1 y ¢ son ambas traslaciones en la curva eliptica P. Recordemos
que podemos parametrizar a C' con una funcién j : C — C, determinada como sigue: para
t e @, sea L., (tC + D) la recta tangente en xq a la conica del haz generado por C'y D, dada

por la ecuacion
t(a® +y* — R*2%) + 2%+ + (a® —1°)2” + 2022 = 0,

(recordar que para t = oo se define como C' a tal cénica). Entonces

j(t) =L, (tC+D)NnC.

Figura 7.2: Parametrizacién de C.

(Pueden verse para mas detalles la proposicion 4.8 y el resultado 4.4). De tal manera que

cada uno de los puntos x; proviene de un parametro t; € C (1=0,1,2,3), que corresponden a
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cada una de las conicas degeneradas del haz {C, D}; claramente: {y = 0o y t; = —1, mientras

que tq, t3 son las otras dos raices del polinomio

P(t) = det(tC + D);

Al no existir confusion de acuerdo al contexto, denotaremos por C'y D a las cénicas o

bien las matrices simétricas asociadas a las ecuaciones que las definen, es decir

1 0 O

C= 01 0 ,
0 0 —R?
1 0 a

D= 0 1 0

a 0 a®>—1r?

De aqui sabemos que P es isomorfa a la curva v C C determinada por la ecuacién cubica
y? = det(tC'+ D); claramente esta curva es a su vez isomorfa a cualquier otra definida por una
expresion de la forma y? = k det(tC' + D), donde k € C*. Con el fin de simplificar los célculos,
consideraremos entonces al polinomio P(t) = det(C~1)-det(tC + D), que evidentemente tiene

las mismas raices que P, y es:

1 0 0
det(t-Id+C™'D), conC' = 0 1 0 ,

00 —7

10 0 10 a 0 a

tenemos: C'D=| 0 1 0 01 0 = 0 1 0 :
00 —ﬁ a 0 a®>—1r? —% 0 —“2};2”2
por lo tanto P(t) = det 0 t+1 O2 )= (t+1) <t2 + IE t Rz>
&0 -

Consideraremos entonces la curva P’ = {(t,y) € C | y* = P(t)}. De la demostracin del

teorema de Cayley del capitulo anterior, sabemos que existen una latiz A C C e isomorfismos

T=C/ANZP ZEP
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con ¢1(0+ A) = (c0,00). Ahora, n induce en las curvas elipticas Ty P’ traslaciones 7 y
72 respectivamente. Vimos (también en el teorema de Cayley) que 1, estd determinada por
12(00,00) = (0, +/det(0 - Id + C~1D)) = (0,/P(0)) = (0, %). Sea 2y tal que n:(0 + A) = z.

De igual manera la transformacién o induce traslaciones o1 y 09 en Ty P’ respectiva-

mente. Para calcular 01(0 4+ A) y 02(00, 00), sean
p: P — Ca

w:P —C,

las proyecciones dadas por p(z,§) = x y w(t,y) = t. El isomorfismo ¢y hace que el siguiente

diagrama conmute:

DD
wl lp
@?C.

De modo que si y;, ¢ = 0, 1, son los puntos de P tales que p(z;) = y;, es claro que o mapea
Yo & Y1, por lo que gy(00,00) = (—1, P(—1)) = (—1,0). Para calcular la preimagen de (—1,0)

bajo ¢1, basta recordar la forma de este isomorfismo:
2+ AeT = (p(2) +5,0'(2)/2),

donde s = %(tl +ty + t3); con p la funcién de Weierstrass asociada a la latiz A determinada
al resolver el problema de inversién inducido por la cibica que define a P’. Puede verificarse

entonces que
wq
pi(-+A) = (=1,0)

2
asi como
di = (e —er)(es —er) = (ta + D(ts +1) = ?:2,
0(20) — €1 = (p(20) + 5) — (e1 4+ 5) = 1,
y
©'(20) = 2%-

El resto se sigue del teorema 7.5 y las observaciones 7.2. O]
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7.5. Los polinomios de periodicidad y semiperiodicidad

El objetivo de esta seccidn es construir los polinomios p, v ¢, del teorema 7.2; estable-

ceremos un resultado sencillo previo, que liga a los mismos con las cantidades P, y Q,,.

Teorema 7.7. Sean A = {wy,wy} C C una latiz y considérense el toro C/A, el punto de 2-

torsion 5+ asociados y un zy € C\ A. Con la notacion utilizada anteriormente, si nombramos

= Vd1, y1 = \/p(z0) — e1 y escogemos un z; € C tal que y121 = ¢/(20); tenemos entonces
para todo n € N*,

73n(ZO) :pn($1,y1721),
Qn(20) = qul@1, Y1, 21).

Nota. Los indices en 1, y1 y 21 hacen referencia al punto de 2-torsién elegido, w; /2.

Demostracion. Para toda eleccidén de valores iniciales
(IOIO,bO:l y al,bl,cle(C*

existe a lo mds un par de sucesiones de complejos (a,) v (b,), que cumplen las relaciones

siguientes (m > n):

(pueden construirse a partir de las relaciones (2),., (2)n+1n (D)nt1n ¥ (Dnt2n)-

Sabemos del teorema 7.5, que estas sucesiones existen para toda condicién inicial

(a1,b1,¢1) € D = {<\/>1,\/ 20) —61,\/>p (20 )} Cc*)?

w1

asociada al toro T' = C/A, su funcién g y los puntos % y z tal que 2z, ¢ A; baste poner

an = Pn(ZO) y bn - Qn(20>

Una vez construidas de tal forma (a,) y (b,) se ve por tanto (de las unicidades previamente
mencionadas), que para cualquier condicién inicial (aq, by, ¢1) € D, es a,, = pp(aq, by, \/az/(a1by))
y by, = qu(ay, b1, \/as/(a1b1)) para todo n € N.
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Observaciones 7.3. 1. El teorema 7.3 es consecuencia directa de la interpretacion de las

cantidades P, (z0) v Qn(z0) v de los célculos realizados en el teorema 7.6.

2. Si la pareja de sucesiones (a,), (b,) satisface las relaciones de recurrencia que hemos
citado, con (ay, by, ;) € (C*)? y aq # 0; las nuevas secuencias definidas por (a,) := (ag,)
y (bn) := (bgn) verifican también las mismas relaciones (1) ¥ (2)mn, Pero esta vez

con condiciones iniciales
~ g ~ g ~ *.
a0:0,bozlyalzaQ,blzbg,agzmeC,

y se debe tener también a,, = ag, = py(az, be, \/as/(ashs))y b, = by, = Gn(ag, by, \/as/(azhy)).

Observaciones analogas se tienen para todo ¢ > 2 y las sucesiones (a,) := (am) y

(bn) = (bﬁn)-

El teorema y la observacion previos nos seran utiles para demostrar el teorema 7.2:

Demostracion. (del teorema 7.2). Empezaremos por mostrar que a partir de los términos
iniciales
Po=0,q=1,p =z q =y, p=1yz’,

podemos construir recursivamente polinomios p,,, ¢gm € Z[x,y, 22| que satisfacen lo siguiente:

q1 | qar+1 (esto corresponde via el teorema 7.7 al hecho de que zp = % (méd A) =
(2k + 1)z0 = “(md6d A)).

2

q1 | par (via el teorema 7.7: zp = G- (méd A) = 2kzo = 0(méd A)).

p1 | pn (via el teorema 7.7: zop = 0(méd A) = nzp = 0(méd A)).

Satisfacen las ecuaciones (7.1) y (7.2) (salvo un detalle que indicaremos y sera probado

més adelante).

Procederemos distinguiendo la paridad de m.

Comenzando con Qon = 1- Qon = qoq2n — q% - pfl

Para definir ¢s,41 utilizamos la relacién gon11q1 = ¢oy1q2 — Par1Pa. Por recurrencia, ¢

divide a p, 6 a ppi1, v a ¢, 6 a ¢,11. Por tanto ¢o,,11 definido de esta forma serd un polinomio
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divisible entre ¢;.

Definimos a po,,+1 mediante la relacion pon+1p1 = p2.1q2 — p2q>, . Por recurrencia, py | py

para k < 2n + 1, de aqui que ps,11 sea también divisible entre p;.

Por tltimo, para definir los polinomios ps, para n > 2 comenzaremos por p4; calculando

explicitamente ps y q3, tenemos

ps =zt — (vt — 2, @ =yl(yt — 2t — 2t

Podemos constatar luego, que la relacion psps = p3¢? — p?g5 define un polinomio p; €
Zlx,y, z%] divisible entre el producto paqs, a saber, py = pago[dy*zt + 221 +y124 —2(2® —¢®)]).
Asi, los polinomios py, € Z|[x,y, 2%] estdn ya definidos para 0 < k < 2n—1; esto permite definir

[ D4
an(xal%Z) = Pn <p27q27 ) .
P2q2

Obsérvese que p1q; divide a po, por lo que divide también a po,.

Pan € Z[z,y, 2°] haciendo

De lo discutido en la prueba del teorema 7.7, las funciones polinomiales p,, i nPm—n ¥
p2.q2 — p2q3, (asf como ¢inGm-n y ¢4,q> — p2p%,) coinciden en un abierto no vacio de C3. Las

sucesiones (p,) v (g,) satisfacen entonces, las relaciones de recurrencia (7.1) y (7.2).

Es inmediato que los polinomios que recién construimos, son homogéneos de grado n? y
que para n impar se tiene p, € zZ[z*, y*, 2" v ¢, € yZ[z*, y*, 2], mientras que para n par,

pn € zy2?Zzt yt, 2 y g € L]zt yt, 2.

Las ecuaciones indicadas en (7.5) se satisfacen debido a la segunda observacion que hicimos
luego del teorema 7.7. Restarda probar unicamente que los cocientes % que aparecen en
(7.5) son polinomiales en (z,y, z). El objetivo de la siguiente subseccién serd demostrar esta

propiedad.
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7.5.1. Algunas propiedades de los polinomios p, y ¢,

A continuacién se realizan algunos célculos cuyos resultados se escriben en una coleccién
de lemas que llevaran a completar el detalle de la prueba anterior; para [ € N* el polinomio
oy es divisible entre el producto p;q;. La lectura de esta subseccion puede omitirse para pasar

directamente a la construccion de los polinomios ¢, v ¥,.

Lema 7.2. Ezxiste una sucesion de polinomios (g,) € Z[t] tal que, para cualesquieran € N y
0 € R se tiene
gn(cos ) - senf = sen(nd).

Esta sucesion es unica dadas las condiciones siquientes
9o=0,91=1, gao(t) =2t (7.16)

Im4nGm-—n = ggm - 9721- (717)

Demostracion. Estos polinomios pueden construirse facilmente a partir de la ecuacién de
recurrencia citada. La igualdad trigonométrica g, (cos @) - sen § = sen(nf) es consecuencia de
las identidades conocidas

sen(26) = 2sen 6 cos 6

y sen(m + n)fsen(m — n)d = sen?(mf) — sen*(nd).

Ejemplificaremos calculando el siguiente polinomio. Es claro que g;, 0 < i < 2 cumplen las

condiciones del lema, para g3 tenemos

g3 = gay10a-1 = g5 — g1 = 4% — 1,

Ahora, si senf = 0 también se tiene sen(nf) = 0 y la ecuacién que resta por probar es

inmediata, si sen # 0 tenemos
g3(cos 0) sen® § = sen? g3 (cos 0) — g7 (cos 0)] = sen?(26) — sen” § = sen(36) sen 0
y se tiene la conclusion deseada. O]

Lema 7.3. Si definimos para n € N la funcién polinomial f, € Z[x,y,2*] para la cual

pu(x,y, 2) = xfo(z,y, 2), se tendrd para todo t € C

fn(07 1, \/E) = gn(t)'
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Demostracion. Podemos obtener directamente a partir de (7.2):

m+ngdm-n = qznqz - p?npi

y los polinomios iniciales definidos previamente, que ¢»(z,y, z) = y* — 2, de aquf verificamos

que para 0 < n < 2 se tiene para todo s € C
qn(0,1,5) =1

Suponiendo inductivamente que esto ocurre para cualquier £k = 1,...,n con n > 2, tenemos
para n + 1 que

qn+1(07 17 S)Qn—1(07 17 S) - qz(()? 17 S)q%(ou ]-7 8) - pi(ou ]-) S>p%(07 ]-7 S) = quL(Oa ]-7 S) = 17

lo que implica que para cualesquiera n € Ny s € C; ¢,(0,1,s) = 1. Deducimos entonces a
partir de (7.1), que la sucesién de funciones t € C — f,,(0,1,1/2t), satisface las ecuaciones
(7.16) y (7.17) y se tiene el resultado. O

Corolario 7.7.1. Ninguno de los polinomios 22 £ 2y? + 2* puede dividir a p, ni a q,

(n € N*).

Demostracion. Si alguno de los polinomios 222 4 2y? 4 2? dividiera a p,, el lema anterior
implicaria que 1+t divide a g,(t), una contradiccién. Algo similar aplica para g,,, pues recién

vimos que ¢,(0,1,s) = 1. O

Finalmente, realizamos unos calculos utilizando las relaciones de recurrencia de (p,) y

(gn) cuyos resultados serdn ttiles y listamos en el lema siguiente.

Lema 7.4. Sea n > 2. Para cada uno de los polinomios p, vy qn, los términos de grado

mazrimo en x yy estan dados por las siguientes expresiones:

Para n impar:

Para n par:
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Por otro lado, se tienen las simetrias dadas por
an(aja Y, Z) - <_1)n+1p2n(y7 xz, Z)

q2n(x7 Y, Z) = (_l)nq2n(ya xz, Z)
P2n+1($, Y, Z) = <_1)nq2n+1(y7 z, Z)
Por dltimo:

n? n(n
q2n(x7 Y, 0) - <y4 - :LA) ) don+1 (ZL’, Y, 0) = y(y4 - ‘ZA) ( +1)7

n . 4n2+4n+1

p2n+1(l’,0,2) = (_]-> x y Q2n($7072) :x4n2'

Corolario 7.7.2. Para todo naturall > 1, el polinomio py es divisible entre p;q;, con cociente

en Z[x?,y?%, 2%].

Demostracion. En el teorema 7.6, asociamos a cada par de céonicas C' y D con pardmetros
(a,R,7) € (C*)3, (a £ R+r #0), un toro T = C/A (A = {wy,ws}), un punto de 2-torsién

%Ly un punto zy € T para los cuales, utilizando la notacién del teorema 7.7:

(T1,91,21) = <\/g, 1,@) .

Sea @ la funcién eliptica de Weierstrass asociada a A, definimos para n € N* los siguientes
conjuntos
Ag[n] = {p(u) € C | 2u # 0(mdd A), nu = 0(mdéd A)},
Ailn] = {p(v) €C | v # %(méd A), no = %(méd AL,

Luego, del teorema 7.7, tenemos

Pu(T1,y1,21) =1 H (p(20) — @),

a€Ap[n]
(71,1, 21) = H (p(20) — ).
BeA1[n]
Para [ > 1, los conjuntos Ag[l] y A;j[l] son disjuntos y estdn ambos contenidos en Agy[21].

Podemos concluir entonces, por la homogeneidad de los polinomios py, p; ¥ ¢, que el cociente

par/Piqi es no-singular en todo punto del siguiente conjunto:
D = {(z,y,2) € (C")* | 22° £2° £ 2 #0}.

Supongamos ahora, por ejemplo, que [ es impar. Tenemos py € xyz?Z[z,y, z]. Del corolario

7.7.1 y el lema 7.4; los factores irreducibles de los polinomios p;/x y ¢;/y son distintos de z, y,
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2 y de los polinomios 2x? + 2y* + 22. Debe existir entonces un polinomio 7; € Q[z,y, 2] para
el cual py = pygry. El hecho de que 7, tenga coeficientes enteros, se deduce observando (con
ayuda del lema 7.4), que los maximos comunes divisores de los coeficientes de los polinomios
m/xy q/y, son ambos 1 (el méximo comun divisor de los coeficientes de un polinomio de

coeficientes enteros suele llamarse contenido del polinomio). ]

7.5.2. Los polinomios ¢, y ¥,

Finalmente, estableceremos el teorema 7.4, que se deducirda de una proposicién previa.

Nos serd ttil introducir la sucesion (7, ),>1 definida como sigue:

{ P si n = p" es una potencia de un primo p
Tn =

1 en otro caso.

De manera que podamos escribir a cualquer n € N* en la forma

n = H’yd.

dln

Por otro lado, dada una latiz A = {w,w,} en la cual distinguimos al punto - de 2-torsion,
diremos que un punto z + A del toro C/A es de periodo % —estricto n si n es el natural mas

chico con la propiedad
nz = 0(méd A).

Similarmente z serd de G- —semiperiodo n si n es el natural mds chico para el cual
wq ;
nz = 7(mod A).

Proposicién 7.1. Sea A = {wy,wy} C C wna latiz y T = C/A la curva eliptica correspon-

diente (con la suma usual mddulo A). Definanse
Voln] = {p(u) € C | u es de periodo % — estricto n en T'},

Viln] = {p(u) € C | uesde % — semiperiodo n en T'}.

Sea zg € C\ A. Con la notacidon del teorema 7.7 tenemos para todo n > 3:

en(z1,y1,21) = [ (9(20) — @),

aceVp[n]
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Un(21,91,21) = H (p(20) — B)-

BeEVL [n]

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de las ecuaciones (7.6) y (7.7) y del teorema

7.7. [l

Demostracion. (del teorema 7.4). Construiremos recursivamente los polinomios 1, la suce-

sién (p,) que satisface las ecuaciones (7.6) se construye de manera andloga.

Procederemos inductivamente, pongamos ¥, = q; = y. Suponiendo construidos los poli-
nomios ¢, para k < n—1 de tal forma que las ecuaciones (7.7) se satisfagan paral < k < n—1,

mostraremos como construir ,,.

Seguiremos la idea de la prueba del corolario 7.7.2. Apliquemos la proposicion anterior

(con la notacién que venimos empleando) a los polinomios ya construidos, tenemos para

1 <k <n-1laidentidad:
(\/>7 ) V ) ZO) - 6)7
BEVl[k]

que junto con el teorema 7.7 nos permite deducir que:

o) = J oo T (rfR)

5 impar

El cociente de ¢, entre el producto []¢4 que aparece en la expresion anterior, es asi, no-

singular en todo punto del conjunto

D = {(z,9,2) € (C*)* | 22% +2y* £+ 2> # 0}.

Concluimos de esta forma, que tal cociente es un polinomio homogéneo v,, € Z[z*,y*, 24]. Por
construccién, tenemos para k # [, que las cantidades v, < 2 1 %) y ¥ ( & L 2—};) no
se anulan simultaneamente; los polinomios que hemos construido deben ser entonces, primos

entre s{ dos a dos. O
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7.6. Las circunferencias de Poncelet

Hemos alcanzado uno de los objetivos principales del trabajo. Como ya hemos menciona-
do, Poncelet y otros muchos geémetras se interesaron primeramente en el problema de hallar
las que nosotros hemos llamado n—circunferencias de Poncelet respecto a otra circunferencia
y resulto sorprendente el hecho de que fuese mas sencillo demostrar el porismo original que

dar ejemplos concretos del mismo para valores incluso relativamente chicos de n.

No se sabia a ciencia cierta como obtener las formulas que con gran trabajo lograron
Euler, Fuss, Steiner, entre otros; con el paso del tiempo y el consecuente desarrollo de las
matematicas fue posible, como hemos exhibido, observar que la clave para hallar tales férmu-
las estaba en reconocer el que hemos llamado aqui o—porismo de Poncelet, que ligado a la
interpretacion del problema via la teoria de funciones y curvas elipticas, hace que las formu-
las que nos interesan estén relacionadas entre si por ecuaciones de recurrencia peculiarmente

sencillas.

Vamos entonces a concluir mostrando los primeros polinomios de Poncelet ®,, y ¥,, para
2 < n < 7. Un sencillo programa de computo permite luego, construir ejemplos de porismos y
o—porismos, se invita al lector a construir sus propios ejemplos dando valores a los parame-
tros y a observar los diferentes tipos de poligonos que se obtienen en cada caso, nosotros
mostraremos a continuacién los polinomios resultantes y posteriormente algunas imagenes

generadas con los mismos:

oy = 2r.
Uy = (R—a)(R+ a).
b3 = —(a® — 2rR — R*)(a® + 2rR — R?).
Uy = (a* — 2ra — R*)(a* + 2ra — R?).
O, = 41 R* — 2R + 4a*r* + 4a®>R* — 2a*.
U, = (a* +4aRr® — 2a°R* + R")(a* — 4aRr® — 2¢°R* + RY).
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5 = (a® — 2a*rR + 8a*r*R — 3a*R? — 4a*r*R? + 4a*rR® + 3a*R* + 4r*R* — 2rR® — RY)

(a® + 2a*rR — 8a*r*R — 3a*R* — 4a®r*R? — 4a*rR® + 3a*R* + 4r*R* 4+ 2rR® — R®).

U5 = (R® — 2R*a + 8R*r%a — 3R*a* — 4R*r*a* + 4R%*ra® + 3R%*a* 4 4r%a* — 2ra® — a)

(R® 4+ 2R*ra — 8R*r*a — 3R*a® — 4R*r*a® — 4R*ra® + 3R%a* + 4r%a* + 2ra® — a).

O = 4R%r? — 3R® + 164’ R%r* — 4a’R*? + 124*R% — 4a* R*r?

—18R*a* 4 4a%r? + 12a° R? — 3a®.

WU = (R® + 16r°a*R® — 8r%a°R — 4a*>R® + 64" R*
—~16a*R*r* + 16a** R 4 16ar* R* — 8r*aR® — 4a°R* 4 a®)
(R® — 16r*a®R® + 8r*a°R — 4a*R° + 6a*R*
—16a’R*r* — 16a*r*R — 16ar* R® 4+ 8r°aR® — 4a°R?* + o).
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®; = (48a*R°r® + 15a*R® + R — 20R%a*r + 20a® R*r + 40a*R™r — 64a° R*r®
+64a’R*r% — 16a°R*r* — 24a*RSr? + 2448 Rr® + 32a*R*r* — 4a®R*r?
—40a8R°r — 16a*RSr* + 15a®R* — 4a'°Rrr — 4R'*r? + 4Ry — 8R%?
—6a'°R? — 6R"a® 4 a'? — 32a°Rr® + 326> R°r® — 20a° R® 4 16 R®a*r?
+16a° R*r?)

(48a*R°r® — 15a*R® — R — 20R%a®r + 20a®*R*r + 40a*R"r — 64a° R*r®
—64a®R*r% + 1645 R*r* + 24a* R%r? + 240®Rr3 — 32a* R*r* + 4a® R?*r?
—40a°R°r + 16a*Ror* — 15a°R* — 4a' Rr + 4R'"r* + 4Ry — 8RR
+6a'"R? + 6RYa? — a'? — 32a°Rr® + 3242 R°r® + 20a° R® — 16 R%a?r?

—16a° R*?).

U; = (R™ + 16 R*r?a® 4 20r R®a® — 4rR™a + 40rR*a™ + 64R*r%a* — 32r° R°a
—64r3R%® — 40rR%a® + 48r* R*a® + 32r° R%a® — 20r R%a® + 24r3 R%a
—20R%° — 6R%*a" — 6R™a* + 15R*a® + a'* + 15a*R® + 16 R%r%a* — 24R*r?a"
—4R%?a® — 16R*r*a® — 16 R*a® + 32R*r*a* — 8r®a® — 4r?a'® 4 4ra'?)
(R 4+ 16 R*r%a® — 20rR%a® + 4rR'%a — 40rR*a” + 64R*r®a* + 32r°RCa
+64r3R%a3 + 40r R%a® — 48r* R*a® — 32r° R%a® + 20r R%*a® — 2413 R%a
—20R%° — 6R%*a" — 6R™a* + 15R*a® + a'* + 15a* R® + 16 R%r%a* — 24R*r?a"

—4R%?a® — 16R*r*a® — 16 R%*a® + 32R*r*a* + 8r3a® — 4r°a™ — 4ra'!).
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o—porismo de Poncelet, n =2, R —a = 0.

Porismo de Poncelet, n = 3, a®> + 2rR — R? = 0.
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o—porismo de Poncelet, n = 3, a? — 2ra — R? = 0.

Porismo de Poncelet, n = 3, a®> — 2rR — R? = 0.
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Porismo de Poncelet, n = 4, 4r?R? — 2R* + 4a®r? + 4a®>R? — 2a* = 0.

o—porismo de Poncelet, n = 4, a* — 4aRr? — 2a*R?* + R* = 0.
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Porismo de Poncelet, n = 5,
a® — 2a*rR + 8a’r3R — 3a*R? — 4a®r’R? + 4a*rR? + 3a*R* + 4r*R* — 2rR®> — RS = 0.

Porismo de Poncelet, n = 5,
a® + 2a*rR — 8a*r3R — 3a*R? — 4a*r*R? — 4a*rR® + 3a?R* + 4r2R* + 2rR® — RS = 0.
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Porismo de Poncelet, n = 6,
4AR%r? — 3R® + 16a%R?*r* — 4a®R*r? + 1242 RS — 4a*R?*r?
—18R*a* + 4a%r% + 12a°R? — 3a® = 0.
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Porismo de Poncelet, n = 7,

48a* R°r® + 15a" R® + R" — 20R%a*r 4 20a®R*r + 40a" R"r — 64a° R*r?
+64a*R*'r® — 16a° R*r* — 24a* R%? 4 24a®Rr® + 32a* R** — 4a® R?*r?
—40a°R°r — 16a*R%* + 15a®R* — 40 Rr — 4R'r* 4 4R"r — 8R°r®
—6a'"R* — 6R"Ya® + a'? — 32a°Rr® + 32a*R°r° — 20a°R® 4- 16 R%a*r?

+16a°R*r? = 0.
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Porismo de Poncelet, n = 7,

48a*R%r3 4+ 15a*R® + R — 20R%a®r + 20a°R*r + 40a*R7r — 64a°R*r?
+64a’R*r% — 16a° R*r* — 24a* R%r? + 244 Rr® + 32a* R*r* — 4a® R*r?
—40a°R?r — 16a*Rr* + 15a®R* — 4a'°Rr — 4RYr? + ARYy — 8R%r3

—6a'°R? — 6R"a® + a'? — 32a°Rr® + 324> R°r® — 20a° R® + 16 R%a>r?

+16a°R*r? = 0.
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Porismo de Poncelet, n = 7,

48a*R°r® — 15a*R® — R — 20R%a®r + 20a° R’r + 40a*R"r — 64a° R*r®
—64a*R*'r® + 16a° R?r* + 24a* R®r* + 24a®Rr® — 32a* R*r* + 4a®R*r?
—40a°R°r + 16a*R%r* — 15a®R* — 4a'°Rr + 4R'r* + 4Ry — 8R%3
+6a'"R* + 6R"%a* — a'? — 32a°Rr® + 32a*R°r® 4 20a°R® — 16 R®a*r?

—16a°R'r* = 0.
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Porismo de Poncelet, n = 7,

48a*R°r® — 15a*R® — R — 20Ra’r + 20a°R’r + 40a*R"r — 64a° R*r®
—64a*R*'r® + 16a° R*r* + 24a* R®r* + 24a®Rr® — 32a* R*r* + 4a®R*r?
—40a°R°r + 16a*R%r* — 15a®R* — 40 Rr + 4R"r? 4 4Ry — 8Rr?
+6a'"R* + 6R"%a* — a'* — 32a°Rr® + 32a*R°r® 4 20a°R® — 16 R®a*r?

—16a°R*r? = 0.



Parte IV

El rango numeérico

221



Guia para la parte IV

Las subsecciones de cada capitulo estdn nombradas de manera que no haya confusién
acerca de donde se encuentra cada resultado o definicién citado a continuacién, para més
detalle consultese el indice general.

Al lector familiarizado con el concepto de rango numérico se le sugiere omitir
la lectura del capitulo 8.

Capitulo 8

Objetivo. Definir el rango numérico para matrices con entradas complejas,
estudiar sus propiedades bésicas mostrando ejemplos que liguen su estudio con
los objetos geométricos que aparecen en las partes previas de la tesis, cubriendo
el material necesario para comprender el capitulo final en el que se construyen
curvas de Poncelet a partir de fronteras de rangos numeéricos.

Material expuesto.
1. Definicién de rango numérico.
2. Poligonos convexos vistos como rangos numéricos de matrices normales.

3. Circunferencias y elipses vistas como fronteras de rangos numéricos de
matrices de 2 x 2.

4. Propiedades generales basicas del rango numérico.

a) Convexidad.

b) Compacidad para el caso de operadores entre espacios de dimensién
finita.

¢) Contencién del espectro del operador.
d) El radio numérico.

5. Un algoritmo para dibujar la frontera del rango numérico de una matriz
con entradas complejas cualquiera.

Capitulo 9

Objetivo. Utilizar los resultados vistos en el capitulo 8 para construir o-
peradores cuyos rangos numéricos permiten obtener ejemplos diversos de curvas
de Poncelet no-cénicas. Comenzamos con un ejemplo para después hacer una
cosntruccién general, ligando el problema con el contenido de la primer parte
(primeros dos capitulos) y concluyendo asf la tesis.



Material expuesto.
1. Construccién de matrices que definen curvas de Poncelet.

a) Un caso particular para tridngulos y elipses.

b) El caso general de curvas tangentes a los lados de poligonos convexos
inscritos en la circunferencia unitaria.

2. Conexién entre las curvas construidas previamente y la demostracion de
Jacobi del caso real del porismo de Poncelet*.

3. Grado de arbitrariedad para construir curvas de Poncelet dado un poligono
inscrito en la circunferencia unitaria*.

4. Generalizacion de las construcciones para el caso de poligonos no convexos™.

* Estos temas se sugieren como continuacién del estudio para el lector.

Bibliografia

El capitulo 8 estd basado principalmente en el libro [9] de Gustafson y Rao,
mientras que el capitulo 9 es una introduccién al trabajo de Boris Mirman
expuesto en los articulos [16] y [17].



Capitulo 8

El campo de valores de un operador

lineal

8.1. Introducciéon

En esta, la dltima parte de la tesis, saldremos un poco de la linea trazada por los capitulos
previos para dar una breve introduccién a un problema contemporaneo.
Los resultados del capitulo anterior permiten construir ejemplos de circunferencias de Pon-
celet respecto a otra circunferencia dada con poligonos interinscritos de cualquier niimero de
lados; podemos observar informalmente incluso, dado que las transformaciones proyectivas
mapean conicas en conicas y preservan la propiedad de cerradura de los poligonos inter-
inscritos, que es posible a partir de aqui, construir ejemplos de diferentes tipos de conicas
(refiriéndonos a las partes afines de las mismas) que satisfagan las condiciones del porismo
de Poncelet para poligonos con cualquier nimero de lados. ;Sera posible construir este tipo
de ejemplos para otro tipo de curvas mas alld de las cénicas?, sin duda toda la teoria que
utilizamos previamente hace uso constante de propiedades geométricas y algebraicas de las
mismas, de modo que se intuye dificil extender las ideas desarrolladas hasta ahora con el fin

de resolver la pregunta previa.

A principios de este siglo se comenzd a trabajar constantemente en la relacion sorpren-
dente entre las curvas de Poncelet y el llamado campo de valores 6 rango numeérico

de un operador lineal, en el presente capitulo expondremos las propiedades del mismo que

223
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sugieren la relacion que mencionamos para concluir cubriendo el dltimo objetivo del trabajo;

dar ejemplos no-conicos de n-curvas de Poncelet respecto a una circunferencia.

Utilizaremos la notacién empleada en [7] asi como algunos resultados bésicos que suelen

cubrirse en los cursos de dlgebra lineal de la licenciatura.

8.2. Definicion y propiedades basicas

En general el rango numérico suele definirse para operadores lineales A : H — H en un

espacio de Hilbert sobre C separable con producto interior (-,-) como sigue:

Q(A) := {{Az,z) C C | ||z|| = 1}.

Para nuestros fines serd suficiente considerar espacios de dimensién finita (C" médulo
isomorfismo) y supondremos a los operadores, inducidos por la multiplicacién por la izquier-
da por alguna matriz cuadrada con entradas complejas. Puede observarse sin embargo, que

muchos de los resultados basicos que expondremos tienen validez también en el caso general.

En la siguiente proposicion listamos algunas propiedades basicas a partir de la definicién.

Proposicién 8.1. 1. Para cualesquiera o, 3 € C, Q(aA + [Id) = af2(A) + 3.
2. Si A* denota el adjunto del operador A, entonces Q(A*) = {\ | A € Q(A)}.

3. Si U es un operador(matriz) unitario(a), QU*AU) = Q(A).
Incluiremos la prueba del tercer inciso, siendo 1 y 2 inmediatos.

Demostracion. Inciso 3. Dado A € Q(A), existe z con ||z|| = 1 de manera que
A= (UAUz,z),

(U*AUz,x) = (AUz,Uzx) y como U es unitario, ||Uz|| = ||z|| = 1, por lo que A € Q(A).
Viceversa, si A = (Ay,y) € Q(A), (|ly|| = 1), por ser U unitario y en particular invertible,
y = Ux para cierto = con ||z|| = 1 y se tiene andlogamente A = (AUx,Uz) = (U*AUz,x) €
QU AU). O
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8.3. Ejemplos; el lema de la elipse

Nos interesa mostrar ejemplos que relacionen lo antes posible el rango numérico con los

objetos geométricos manejados previamente en este trabajo.

8.3.1. Matrices diagonales

Tomemos primero un operador lineal D : C* — C" diagonalizable respecto a cierta base
v C C", denotaremos por Diag(A, Ag, ..., \,) a [D],, donde

A O 0

0 A 0
[D]'y = ’

0 0 An,

Afirmamos entonces que

Q([D],) = Conv({ A1, Ao, ..., A });

donde Conv(X) denota el casco convexo del conjunto X.

T

Demostracion. Sea A = ([D],z,z) € Q([D],); donde x = | - | € C" es un vector unitario.

Tn

Entonces
n

A= Z )\]'fﬂ‘rj = Z |‘TJ|2)\] € COHV({)\lv )\27 e 7)‘n})7
j=1

Jj=1

pues Y7, [2]* = 1y |2;* > 0 para 1 < j < n.
De igual manera, todo punto de Conv({\1, Ag, -+, A\, }) es de la forma

ZOZJ‘)\]‘, Q; Z 0, Z oy = 1,
j=1

j=1n
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que es:

var | [ va

[lustremos un par de casos particulares:

(D], = Diag(3 — ¢, —1 + 4i,—-2) (D], = Diag(—2,3 —i,4 + 14,3 + 41, —1 + 44, 2i)
1
|
|

8.3.2. Matrices normales y unitarias

Utilizando el ejemplo anterior y el tercer inciso de la proposicién 8.1 tenemos el siguiente

resultado.

Resultado 8.1. El rango numérico de una matriz normal T € M, +,(C) es el casco convero

de sus eigenvalores.

En efecto, pues una matriz normal es unitariamente diagonalizable.

Si tomamos ahora una matriz U € M,,(C), (n > 3) unitaria, tenemos ademds por

el hecho de que sus eigenvalores tienen moédulo 1, que el rango numérico es en este caso
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un poligono convexo inscrito en la circunferencia unitaria. Esto resultard una herramienta
fundamental a la hora de construir curvas de Poncelet respecto a tal circunferencia. En la

siguiente imagen aparece el rango numérico de un operador unitario U : C* — C*.

8.3.3. Circunferencias y elipses

En esta subseccién caracterizaremos los posibles rangos numéricos para matrices A €

M;5(C). Comenzaremos por revisar algunos casos particulares.
0 a
Ejemplo 1. A’ = ( 00 ), la| > 0.

01 0 1
Como A" =a 0 podemos limitarnos a calcular el rango numérico de A = < 0 0 >

para después utilizar el primer inciso de la proposicién 8.1.

[ Ty -| 2 . .
Sea r = I_ € C? un vector unitario, entonces
i) J

. (Ax, ) = T29.
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Observando que

1 1
Az, 2)] < S+ o) = 3
Tenemos Q(A) C {z € C | |z| < i}. La otra contencién también ocurre, si tomamos

z € {z € C||z] < 1}, supongamos en la forma z = re® con 0 < r < 1,0 < 0 < 2m,

tenemos 2r € [0, 1], de modo que podemos tomar « € R tal que sen2a = 2r.

Sea x = { eigzzza } Entonces ||z]| =1y

0 0

(Az,z) = e senacosa = §ez sen2a = re"” = z.
Por lo anterior, el rango de la matriz A’ considerada originalmente es precisamente

laf .

{az | |z| < 3}, un circulo con centro en el origen de radio 5

(0,0)

Figura 8.1: El rango numérico de la matriz A’

Ejemplo 2. A = ( g

—-Tr

),TER,bGC.

Esta vez, dado un v = € C? unitario, utilizaremos una representacién de la forma
| ©2
1 = e cosl, Ty = P sen . En estos términos tenemos

Y

Ao — [ re'® cos f + be'’ sen 0 -I
H J

—re® sen

. b
(Az,z) = 1 cos? 0 + be' P~ cos sen § — rsen® § = 1 cos 20 + 567’(’8_&) sen 26.
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La tdltima expresion puede reescribirse como r cos 260 + %ei(ﬁ_o‘”) sen 26, donde vy = arg(b).
Desarrollando las potencias de e escribiremos (Av,v) en la forma x + iy:

b b

(Av,v) = rcos20 + %sen 20 cos(f — a+ ) + zg sen20sen(f — a+7v) =z +1y.

Pongamos 20 = ¢ y observemos que las partes real = e imaginaria y de (Av,v) satisfacen la
ecuacion
_ o

(x —rcosp)® +1° = e sen” . (8.1)

Por tanto, al variar ¢, x + iy se mueve en una familia de circunferencias, todas contenidas
en Q(A). Para encontrar la curva envolvente de estas circunferencias podemos derivar (8.1)

respecto a ¢ obteniendo

bl*
r(z —rcosy) = — Cos,
de donde
cos T sen” 1 —7‘29:2
o= y sen”p=1- :
r2 4 % (r2 + %)2
Sustituyendo estos valores en (8.1) y simplificando hallamos la ecuacién de la envolvente
buscada:
72 y?

=1.

+
r2 4 ([o]2/4) — (b*/4)
Esta es una elipse con centro en el origen y ejes de longitudes |b| v /472 4 [b[2. Obsérvese

también que sus focos son los puntos reales +r, precisamente los eigenvalores de la matriz

A. En la siguiente imagen se muestra como ejemplo el rango numérico del operador A =

2 1+
0 -2
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8.3.4. Lema de la elipse

Los ejemplos de la subseccion anterior son casos particulares de un resultado simple pero

muy importante que probaremos enseguida.

Lema 8.1. El rango numérico de una matriz A € Mayo(C) es el casco convero de una elipse

con focos en sus eigenvalores.

Demostracion. Por un teorema de Schur (véase [7], pdg. 385), A es unitariamente equivalente
a una matriz triangular superior, luego en virtud del tercer inciso de la proposicién 8.1,

podemos suponer sin pérdida de generalidad que

A= Mo . b\ eC.
0 Mo

De aqui dividiremos el problema en casos:

A—Nd= 00 .
00

Por el ejemplo 1 de 8.3.3, el rango de esta tultima matriz es un circulo de radio % y

1. A1 = Ao = \. Entonces

centro en el origen. Por la proposicién 8.1 Q(A) en este caso es un circulo del mismo

radio pero con centro en A, el inico eigenvalor de la matriz.

2. Sib=0y A1 # A9, A es una matriz diagonal con estos eigenvalores cuyo rango numérico
por lo visto en 8.3.1 es el segmento de recta que une A\; y Ay; una elipse degenerada con

tales focos.

3. Finalmente consideremos Ay # Ag y b # 0. Podemos hacer lo siguiente:

A1+A2> ( Mk )
A—( Id = 2 o).
2 0 /\22>\1

10 _ A1—=Xo
= 32,

Sean r € R tal que re y

B::e‘ie{A—(/\1+>\2>Id}: b
2 0 —r

El resultado para este caso se sigue entonces del ejemplo visto previamente y la proposi-

cién 8.1.
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A continuacién ilustramos algunos rangos numéricos de este tipo con sus respectivas

—1—-2i 3
0 3

matrices:

0 2 1—1 0
0 0 0 -3+

-3 -25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3 35

8.4. Resultados clasicos

La importancia del lema de la elipse se debe a que permite observar la que quiza sea la

propiedad mas conocida de cualquier rango numérico; su convexidad.

8.4.1. Convexidad; el teorema de Toeplitz-Hausdorff

El teorema que establece la convexidad del rango numérico se atribuye a Toeplitz y a
Hausdorft.

Teorema 8.1. El rango numérico de cualquier operador lineal T : H — H es convezxo.

Demostracion. Sean (-, -) el producto interior definido en H, || - || la norma inducida corres-
pondiente y

S:={veH]| v =1}
Dados A, Ay € Q(T), digamos A\, = (Txz,x), Ay = (Ty,y) con z,y € S, obsérvese que
si suponemos que hemos tomado puntos A, Ay € Q(T) distintos, entonces {z,y} debe ser
linealmente independiente sobre C. Sea entonces £ := L¢({x,y}) el subespacio de H sobre
C generado por {z,y} y II la proyeccién ortogonal de H sobre L. IT es entonces un operador

autoadjunto y claramente Ilx = x y Ily = y. Entonces

(TN, x) = (IITz,z) = Tz, I"x) = (Tx,lz) = (Tx, x).
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Lo mismo puede decirse para el vector y: (IIT1ly,y) = (T'y,y), esto muestra que el operador
I[ITTI : £ — L satisface:

QUTI) € UT) y A, A € QIITTI).
Por el lema de la elipse, Q(IITTI) es convexo, entonces
COHV({)\l, )\2}) C Q(HTH) C Q(T)

Por lo tanto €(7') es convexo. O

8.4.2. Compacidad

En el caso de operadores entre espacios de dimensién finita se tiene ademas garantizada
la compacidad del rango numérico correspondiente, al ser éste la imagen continua de la esfera
unitaria en un espacio isomorfo a algin C". Para espacios de dimensién infinita los rangos

numéricos no son en general ni abiertos ni cerrados (para consultar ejemplos véase [9]).

8.4.3. Contencién espectral

Maés alld de sus propiedades geométricas, el rango numérico surgio originalmente como

un auxiliar para estudiar el espectro de un operador lineal

o(T) :={\ € C | existe v € H con Tv = \v}.

Para rangos numéricos de operadores lineales 7' : H — H en general se tiene siempre

que o(T') C QT), (el espectro de T esta contenido en la cerradura de su rango numérico).

Una prueba sencilla de este hecho puede verse en [9], pag. 6.

En el caso que nos interesa (operadores entre espacios de dimensién finita), esta propiedad

es inmediata.

Teorema 8.2. Dada una matriz A € M, ,(C), se tiene

Conv(c(A)) C QA).
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Demostracion. Dado A € 0(A), témese x € C™ unitario tal que Az = \z. Entonces (Az, z) =
x* Az = " x = A||z|| = A, por tanto o(A) C Q(A). El resto se sigue de la convexidad del

rango numeérico. O]

Como hemos observado anteriormente, para matrices normales se tiene también la otra

contencion.

8.5. El radio numérico

Teniendo en cuenta las propiedades expuestas hasta ahora del rango numérico, es natural,
dada una matriz A € M,«,(C), preguntarse por qué tan grande es (A). En concreto nos

interesa el nimero w(A) que definimos a continuacién.

Definicién 8.1. El radio numérico del operador lineal A esta dado por
w(A):=inf{r e R| |\ <r Ve QA)}.

Observaciones 8.1.

w(A) =sup{|A| , A € Q(A)}.

Y tenemos para cualquier vector z € C™:

(Az,2) < w(A)]|z]*

Puede probarse directamente a partir de las propiedades basicas del rango numérico que
w 1 Mpyn(C) — R define una norma, més atin, si denotamos por ||Al| = sup,; [| Az a la

norma usual para operadores lineales, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.3. w(-) y || - || definen normas equivalentes en el espacio M, (C), mds precisa-

mente:

w(A) < [ A]l < 20(A).

Demostracion. Al definir A un operador lineal entre espacios de dimension finita, || Al| es tam-
bién finito. Sea A € Q(A), pongamos A = (Az, z) con ||z|| = 1. Entonces por la desigualdad
de Cauchy-Schwartz

Al < [[Az[[l]] = [|A=]| < [[A]l.



234 CAPITULO 8. EL CAMPO DE VALORES DE UN OPERADOR LINEAL

De donde w(A) < ||AJ|. Por otro lado utilizando una identidad de polarizacién, tenemos para

cualesquiera x,y € C™:
de aqui y las observaciones 8.1:

A[(Az, 2)| < w(A)llz+yl* + llz = ylI* + llz + iyll* + [l —iy]]*]
= dw(A)[llz]* + lyl1*].

Eligiendo ||z|| = ||y|| = 1 tenemos
4(Az, z)| < 8w(A).

Por lo tanto || A|| < 2w(A). O

8.6. Coémo dibujar el rango numérico

En el dltimo capitulo mostraremos cémo construir matrices cuyos rangos numéricos tienen
fronteras que son curvas de Poncelet respecto a la circunferencia unitaria y como hemos
mencionado ya, nos interesa en particular el caso en que éstas no sean cénicas, lo cual excluye
que podamos graficarlas utilizando el material hasta ahora expuesto, por ello nos interesa

tener un método sencillo de dibujar el rango numérico de una matriz cualquiera.

8.6.1. Matrices hermitianas

La idea que expondremos surge de considerar primero un caso muy sencillo, recordemos
que una matriz H € M,4,(C) es llamada hermitiana si H = H*, en el siguiente teorema

reuniremos un par de propiedades de este tipo de matrices.

Teorema 8.4. Dada una matriz H € M,,«,(C) hermitiana:

i) Eziste una matriz unitaria U tal que U*HU es diagonal.

ii) Todos los eigenvalores de H son reales.

Demostracion. Se trata de un resultado clasico de algebra lineal, puede verse una prueba en

el capitulo 6, seccion 4 de [7]. O
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Con la notacién del teorema anterior, el primer inciso se debe basicamente a que H en
particular es una matriz normal, por lo cual sabemos también que Conv(c(H)) = Q(H) v
como ademds Q(H) = Q(U*HU), el segundo inciso nos proporciona un método muy simple

para obtener (2(H) que establecemos a continuacion.

Resultado 8.2. Sean Ay (H), A\(H) los eigenvalores minimo y mdzimo de H (es decir,
Am(H) < X< Ay (H) para cualquier A € o(H)). Entonces

Q(H) = [An, M)

8.6.2. Proyeccion real

Motivados por lo anterior, escribiremos a cualquier matriz A € M,,,,(C) en la forma

A4+ A A- A

A—
5 T3

Denotaremos a las matrices de esta descomposicion, AEA y % como h(A) y s(A) respec-

tivamente. Obsérvese que h(A) es una matriz hermitiana.

Denotemos por Re (X) C R al conjunto de las partes reales de todos los puntos de
un conjunto X C C, como veremos a continuacion, en términos del rango numérico, la
descomposicion que proponemos es lo equivalente a escribir a cada nimero complejo z en

términos de sus partes real e imaginaria z = x + 1.

Proposicién 8.2. Para toda A € M, 5, (C):

Q(h(A)) = Re (©2(A)).

Demostracion. Se sigue de que para cualquier x € C" unitario, tenemos

A+ A* 1
z ) z=3 (z"Ax 4+ 2" A*x) =

(h(A)z,x) = 2*h(A)z = x* (
1 1 -
=3 (" Ax + (2" Ax)*) = 5 (2*Az + 2*Az) = Re (2" Az) = Re (Az, ).
Por el resultado anterior y la convexidad del rango numérico, podemos decir que para

cualquier matriz A, las rectas Re z = \,,(h(A)) y Re z = Apy(h(A)) son lineas soporte de
Q(A).
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8.6.3. Algoritmo

Podemos ahora dar un método para graficar 2(A), en caso de que A € M,»,(C) no sea

una de las matrices especiales que vimos en la seccién 8.3:

1. Témese un angulo § € [0, 27) y, utilizando el hecho de que Q(e?? A) = ¢?Q(A), calcilese
la matriz e A, cuyo rango numérico sera 2(A) rotado 6 radianes.

Imz Imz

2. Calctilense los eigenvalores méximo y minimo de h(eA): Ay (h(eA)) v A (h(e? A))

respectivamente y témense las rectas soporte
Re z = Ay (h(e?A)) vy Rez =\, (h(c?A))
de Qe A).

Imz

i i0
Rez=,1m(h(e'0A)) Rez=2, (h(e" 4))
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3. Apliquese la rotacion inversa

Imz

Rez

4. Repitase el proceso para una coleccién adecuada de angulos 0 < 6 < 0y < --- < O <

2m. La frontera del rango numérico buscado es la envolvente de las rectas obtenidas.

/
T Q4)

PONw

Este algoritmo fue propuesto por Karl Gustafson y Duggirala Rao en [9] y en el apéndice

C incluimos un cédigo de MATLARB escrito originalmente por Dora y Valentin Matache.
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8.6.4. Algunas imagenes

Para concluir esta secciéon, mostraremos rangos numéricos de algunas matrices varias,

construidos con el método que recién discutimos.

2—-5 10 02—z
A= 9—1 0 3+1
T 243 0

L
o
T
1
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0.3 0 —4
A= 0 2—-15 —-1+:
0 0 3+0.8&

o
(&)
T

I

o

3
T
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1 05 0 2.12
. 0 0.5¢ 3.5 0

0 0 50 1-—2

0 0 0 3-0.3
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1-13¢ 2447 3+ —4
0 -53 1—-—4 —-2-2
0 0 11+4 —1
0 0 0 -5 — 061

-10

-12}

~14
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101 10 =12+ T 13
e —5+4+33 T+8& 0 10 + 200
53 —231 2151 19 —821
2.5 —1 0 =18+ 3¢ 0

-20 0 20 40 60 80 100
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38 0 0 0 0
0 12 — 20¢ 0 0 0
A= 0 0 —13 + 201 0 0

—83—-44 —-10—-10¢ 3+ 9 -5 — 81 12
2+ 60 2+ 61 —8-Ti —-8—-T1 =12+ 113
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501 0 0 0 0
0 =20 0 0 0
A= 0 0 20 0 0

0 3—6t 0 —8—-8 3—6¢
3 — 61 0 0 3—-60 8—-&

50 T

40

30

20

10

30 40



Capitulo 9

Curvas de Poncelet

9.1. Introduccion

El capitulo anterior sugiere una conexién entre el problema que nos interesa y las curvas
de frontera de los rangos numéricos, pues hemos visto ejemplos en que estas son circunferen-
cias, elipses y poligonos convexos; en particular observamos que las matrices unitarias tienen
rangos cuyas fronteras son poligonos convexos inscritos en la circunferencia unitaria. En este
ultimo capitulo presentaremos una construccién propuesta por Boris Mirman (1997) en [17]
de matrices obtenidas a partir de una matriz unitaria U cuyo rango numeérico tiene una fron-
tera tangente a cada lado del poligono definido por 92(U) y resultara ser curva de Poncelet

respecto a la circunferencia unitaria.

Figura 9.1: Un ejemplo de una curva de Poncelet obtenida con la construccién de Mirman.
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El objetivo es probar que esta construccion funciona, estudiar algunas de sus propiedades
y extenderla a poligonos no convexos, en el camino serd necesario utilizar algunos resultados
referentes a eigenvalores normales de una matriz, mismos que para no perder la secuencia
que nos interesa, nos limitaremos a citar, si se esta interesado en ver mas detalles sobre los

mismos hemos incluido para ello el apéndice D.

Recordaremos la definicion de que una curva sea n—curva de Poncelet respecto a la

circunferencia unitaria, recuperando la notacién del capitulo 2 pondremos

D={zeC||z] <1}

Recuérdese también que un poligono esta interinscrito al par de curvas (I'1, ') si todos
sus vértices estdn en I'y y todos sus lados estan sobre rectas tangentes a I's.
Para abreviar, llamaremos simplemente circuito convexo a una curva suave, cerrada, simple

y convexa del plano euclideano.

Definicién 9.1. Un circuito convexo I' C Int(D) es n—curva de Poncelet respecto a 9D si
para todo punto p € 9D existe un poligono de n lados interinscrito a (9D, ') con vértice en
.

0.8

0.6

041

0.2f

Figura 9.2: La 4-curva de Poncelet de la figura 9.1.
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9.2. Construccién principal

Antes de dar el teorema general desarrollaremos un ejemplo sencillo, (en adelante, deno-
taremos por €; al j—ésimo vector de la base canénica de C").

9.2.1. Caso particular

Sea U la matriz unitaria Diag(e, e, ¢) con los 0; € [0,27), 1 < i < 3, distintos dos

a dos. U es unitaria (con eigenvalores e”

i correspondientes a los eigenvectores €;) y como
sabemos, la frontera de su rango numérico 9Q2(U) es un tridngulo inscrito en 0D con vértices

en sus eigenvalores:

Figura 9.3: Construyendo un caso particular para tridngulos.

Vamos a construir un subespacio A C C3? conveniente de manera que la proyeccién or-
togonal IT de C? en A sea tal que la matriz T := II'UII = U restringida a A4 tenga un
rango numérico cuya frontera sea un circuito convexo inscrito al triangulo 0Q(U). Es natural
construir .4 con dimensién 2 pues por el lema de la elipse, 9(T') serd una de estas curvas y
de estar inscrita al tridngulo dado, el porismo de Poncelet original garantiza que ésta sera una

3—curva respecto a la circunferencia unitaria.

itario = 53 &,
Sean w el vector unitario 73 25=16 Y

A= Le({w})' = {z € C° | (z,w) = 0},



248 CAPITULO 9. CURVAS DE PONCELET

el complemento ortogonal del subespacio generado por {w}.

La proyecciéon ortogonal en A estd dada por

II:=1d— ww".

Definiendo como menciondabamos, T" = IIUII, es claro que A es un subespacio T'—invariante,

por lo que tiene sentido definir su restriccion

T := f‘_A

—~.

Tenemos por las propiedades del radio numérico, w(T") = w(IIUIIL) < | IUTL|| < |[IL||[|U||||II1]] =
1. Por lo cual Q(T) € D y al ser T una restriccién de 7', tenemos tambien que (7)) es un

convexo dentro del circulo unitario.

Afirmamos que §(7") interseca en exactamente un punto a cada lado del tridngulo 0Q(U).

Demostracion. Probaremos lo anterior para uno de los lados del triangulo, los otros casos
son andlogos. Sea /; el lado de 9Q(U) que une los eigenvalores et y e®: es claro que /;
es precisamente el rango numérico de U restringida al eigenespacio £ := L¢({é1, €>}), como
dim(£) + dim(A) = 2+ 2 = 4 > dimC3, debe existir al menos un v € £ N A, vector
que podemos ademds suponer unitario por pertenecer a la interseccion de dos subespacios.

Tenemos entonces

(Tv,vy = (IIUTTv, v) = (ITUv,v) = (Uv,IT"v) = (Uv,Iv) = (Uv, v).

De manera que §2(T") toca en al menos un punto al lado ¢;. Para ver que esto no ocurre en
ningin otro punto, notemos primero que dado cualquier otro vector v" € L¢({v}) unitario,

es decir v' = av con a € C, |a] = 1 tenemos
UV, V") = (aUv,av) = a- a - (Uv,v) = (Uv,v).

Por lo que el que exista otro punto de interseccion, implica la existencia de algin u € LN A

tal que {u, v} sea linealmente independiente, pero esto implicaria

dim(LNA) = 2.
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Entonces £ = LNA, de donde €}, €; € A. Esto es una contradiccién; obsérvese que (€}, w) # 0,

1 <7 <3, por lo cual el subespacio A no contiene ningin eigenvector de U.

Asf las cosas, por la convexidad de (7'), 0(T") debe ser una curva inscrita a 0Q(U). En
este caso particular podemos usar ademés el lema de la elipse, al poderse ver T' € Msy5(C)
como una matriz de tales dimensiones; si el triangulo que dimos de entrada tiene en efecto, 3
vértices distintos, 92(T") no puede ser degenerada y por el porismo de Poncelet tal como fue
probado en el capitulo 2, tenemos como conclusién que 9Q(T') es una 3—curva de Poncelet

respecto a dD.

Figura 9.4: El rango numérico de la matriz construida 7'

Figura 9.5: La 3—curva de Poncelet de la figura previa.
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9.2.2. Generalizacion

Observando el caso particular recién presentado, es facil notar que gran parte de la cons-
truccion no depende de las dimensiones de la matriz unitaria con la que empezamos. Hemos
utilizado sin embargo, el lema de la elipse y el mismo porismo de Poncelet para garantizar el
hecho de que la curva que obtuvimos como frontera del rango numérico de la matriz constru-
ida, es en efecto una curva de Poncelet. Extenderemos la idea del ejemplo previo tomando
ahora una matriz unitaria U € M, 1)x(nt1)(C), n > 3, comenzando a hacer consideraciones
adicionales que nos permitiran en ultima instancia dejar de lado al lema de la elipse y al

porismo de Poncelet, en otras palabras, a las conicas.

Basados en el trabajo original de Boris Mirman [17], enunciaremos el resultado en forma de
teorema y daremos la idea de la demostracion, senalando detalles pendientes que cubriremos
méas adelante.

Teorema 9.1. Sea U € M(,11)x(n+1) una matriz unitaria con eigenvalores distintos. Con-

sidérese el siguiente espacio vectorial n—dimensional, que no contiene eigenvectores de U :

A={z e C" | (z,w) =0; (€, w) # 0 para cualquier eigenvector & de U, |Jw|| = 1}.

Sea 11 la proyeccion ortogonal Id — ww* sobre A. Entonces la matriz T = TIUII wista
como un operador

T: A— A,

es tal que la frontera de su rango numérico es una (n + 1)—curva de Poncelet respecto a la

circunferencia unitaria .

Demostracion. De manera andloga al caso particular expuesto anteriormente, Q(7") es un

convexo contenido en D.

Debido a que el rango numérico se conserva bajo la conjugacion con matrices unitarias,

podemos suponer también que la matriz U es diagonal
U = Diag(e, e, ... ent1),

La frontera de su campo de valores es un (n+1)—Aagono inscrito en la circunferencia unitaria y

cada uno de sus lados puede ser visto precisamente como el rango numérico de U restringida
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al eigenespacio generado por dos eigenvectores (vectores de la base canénica de C™) con-
secutivos. Afirmamos que (7" interseca a cada uno de estos lados en uno y solamente un
punto, el argumento es exactamente el mismo al utilizado en el caso de los tridngulos pero lo
repetiremos para ganar claridad.

Témese por ejemplo el lado £ que une los vértices et y €2 (los otros lados pueden tratarse

de la misma manera), tenemos
b= Q(U’LC({a,gQ}))a

donde L := L¢({é1,é>}) es el eigenespacio de U generado por los primeros dos vectores de
la base canénica. Como dim(£) + dim(A) = 2+ n > dim(C"*!), existe algiin vector no nulo
veLNAy alser LN A cerrado bajo multiplicacién escalar, podemos suponer que ||v|| = 1,
para tener (T'v,v) € Q(T), (Uv,v) € {1y

(Tw,v) = (IIUMv,v) = (TUv,v) = (Uv,[T*v) = (Uv,llv) = (Uv,v).

Esto muestra que el rango de T interseca en un punto al lado /¢4, si existiera otro punto de
interseccién, deberfa existir un segundo vector unitario v € £ N A con {u,v} linealmente
independiente, lo cual implicaria £ C A, contradiciendo el hecho de que A no contiene eigen-

vectores de la matriz U.

Hemos establecido que Q(T') estd estrictamente en el interior del disco unitario D y toca
precisamente en un punto a cada lado de 9Q(U), a partir de aqui no podemos utilizar las
ideas del caso particular n = 2. Se pueden construir sin embargo, una infinidad de matrices
unitarias Uy € M(;41)x(n+1)(C) cuyos rangos numéricos también son (n -+ 1)—agonos inscritos

en dD y cuyos lados intersecan en uno y solamente un punto a Q(7"), a saber:

U, =U(I — ww* + eTww®).

Tenemos UJU, = Id, es decir U, es unitaria, ademds sus n + 1 eigenvalores deben ser
distintos dos a dos, pues de tener un eigenvalor multiple, el subespacio A de dimensién n
debe contener un eigenvector de U, y por tanto 7' debe intersecar en al menos un punto a
dD, lo cual contradice lo que hemos probado anteriormente.

Se tiene también ITU,II = T, asi que el mismo argumento utilizado para U sirve para mostrar
que 2(7T") interseca en uno y solamente un punto a 9Q(U.,).

Para 0 < |y; — 72| < 27, los poligonos 0Q(U,,) y 92(U,,) no pueden tener todos sus vértices
iguales, pues esto equivale a que tuvieran los mismos eigenvalores y se tendria detU,, =
det U.,,, esto es imposible pues det(] — ww * +eww*) = € y por tanto det U, = e det U.

Mas ain, 0Q(U,,) y 02(U,,) no pueden diferir sélo en algunos vértices, porque circunscriben
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al conjunto convexo €(7T); por cualquier punto fuera de un convexo compacto pasan 2 y sélo
2 rectas soporte.

Al variar v € [0,27), 9Q(U,) describe todos los posibles (n + 1)—agonos interinscritos al
par de curvas (0D, 00(T)) y 0Q(T) resulta una (n + 1)—curva de Poncelet respecto a la

circunferencia unitaria. OJ

Como deciamos antes de exhibir esta construccién, quedan pendientes ciertos detalles
menores en la prueba que cubriremos en las siguientes secciones en las que hablaremos un
poco mas sobre las propiedades de las matrices T' que recién mencionamos, las cuales son

llamadas unitariamente bordeables por obvias razones.

[lustraremos la construccion realizada para un caso con n = 3:

1.- El poligono inicial se construye tomando el rango numérico de una matriz unitaria U

con 4 valores propios diferentes.

Figura 9.6: Un poligono de 4 lados inscrito en la circunferencia unitaria.
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2.- Tomando un vector unitario w € C* no ortogonal a ningin eigenvector U, se construye
la frontera del rango numérico de la matriz T' = IIUII, donde II es la proyeccién ortogonal
Id — ww*.

Figura 9.7: La curva 0Q(T') definida por el poligono y el vector w elegidos.

3.- Las matrices U, generan todos los poligonos de 4 lados interinscritos a (0D, 92(T")).

0.8

0.6

0.41

0.2r

Figura 9.8: Otra 4-curva de Poncelet respecto a la circunferencia unitaria.
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9.2.3. Galeria

En las siguientes imagenes mostramos ejemplos de k—curvas de Poncelet para k = 4,5,6
construidas con la idea recién expuesta. Se incluyen 2 ilustraciones por ejemplo, una con las

curvas y el poligono interinscrito inicial y otra con varios de estos poligonos.

0.8

061

0.4

0.2r

Figura 9.10: k = 4, ejemplo 1(2).
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Figura 9.11: k = 4, ejemplo 2(1).
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Figura 9.12: k = 4, ejemplo 2(2).
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Figura 9.14: k = 4, ejemplo 3(2).



257

9.2. CONSTRUCCION PRINCIPAL
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4, ejemplo 4(1).

Figura 9.15: k

4, ejemplo 4(2).

Figura 9.16: k
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-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 9.17: k = 4, ejemplo 5(1).

Figura 9.18: k = 4, ejemplo 5(2).



9.2. CONSTRUCCION PRINCIPAL

1
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Figura 9.19: k = 5, ejemplo 1(1).

Figura 9.20: k = 5, ejemplo 1(2).

259



260 CAPITULO 9. CURVAS DE PONCELET

Figura 9.21: k =5, ejemplo 2(1).

Figura 9.22: k =5, ejemplo 2(2).
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Figura 9.23: k =5, ejemplo 3(1).

Figura 9.24: k = 5, ejemplo 3(2).
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Figura 9.25: k =5, ejemplo 4(1).
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Figura 9.26: k = 5, ejemplo 4(2).
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Figura 9.28: k = 5, ejemplo 5(2).
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Figura 9.29: k = 6, ejemplo 1(1).

Figura 9.30: k = 6, ejemplo 1(2).
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= 6, ejemplo 2(1).

Figura 9.31: k

Figura 9.32: k = 6, ejemplo 2(2).
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Figura 9.33: k = 6, ejemplo 3(1).

Figura 9.34: k = 6, ejemplo 3(2).
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Figura 9.35: k = 6, ejemplo 4(1).
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Figura 9.36: k = 6, ejemplo 4(2).



268

0.8

0.6

0.4

0.2

CAPITULO 9.

CURVAS DE PONCELET

Figura 9.38: k = 6, ejemplo 5(2).
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9.3. Swuavidad de las curvas

Un detalle de la construccion principal que no es claro es el hecho de que las curvas
obtenidas no contienen puntos singulares. Nos gustaria poder hablar analiticamente de las
tangentes a las curvas de Poncelet en cada uno de sus puntos, por lo que mostraremos en

esta seccion que hemos construido previamente solo curvas suaves.

En lo subsecuente llamaremos a las curvas generadas en la construccion principal, curvas

unitariamente bordeables, abreviadamente curvas U.B.

9.3.1. Puntos afilados

Hablando informalmente queremos ver que una curva U.B. no tiene picos, una manera de

formalizar el concepto de pico es la siguiente:

Definicién 9.2. Sea A una matriz cuadrada con entradas complejas, diremos que un punto
a € 02(A) es afilado, si existen angulos 6,0 € [0,27), 0; < 05, tales que

Re (¢?a) = ee%?@){Re Bl Bee?A)}.

Geométricamente, un punto es afilado si podemos rotar el rango numérico correspondiente
un cierto rango de angulos y dicho punto siempre estd més a la derecha que el resto. En el
caso de matrices normales N por ejemplo, los puntos afilados son precisamente los vértices del
poligono 0Q(N) que coinciden con sus eigenvalores. Esto motiva nuestro siguiente resultado,
en cuya demostracion utilizaremos la notacién de la seccién 8.6 para los eigenvalores maximo
y minimo de una matriz hermitiana y para la descomposiciéon de una matriz cualquiera en

sus partes hermitiana y casi-hermitiana.

Proposicién 9.1. Sea A € M, ., (C). Si v € Q(A) es punto afilado, entonces o € o(A).

Demostracion. Por definicién, o € 2(A) es un punto afilado si y sélo si existe x € C™ unitario
tal que
z*h(e®A)x = Ay (h(e®A))  para todo 6 € (61, 65).

Si denotamos por A, a A\y(h(e®A)), la ecuacién anterior implica

h(e®A)x = N,z  para todo 0 € (6;,6,). (9.1)
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Derivando (9.1) respecto a 6 tenemos

, d
h(ie® A)x = @/\?\ﬂ;, (9.2)
equivalentemente:
, d
s(e? Az = —i@)\?wx. (9.3)
Sumando (9.2) y (9.3), tenemos
e Ax = (NG, — ii/\e Jr = Av=e"\, — ii)\e L
Por lo tanto J
a=x"Axr =e (N, - i@)\?w),
es un eigenvalor de A. m

En el capitulo 8 vimos ejemplos que muestran que el reciproco no es valido en general,
es decir, existen matrices con eigenvalores que no son puntos afilados de su rango numérico.
Vimos también que para matrices normales si resulta equivalente el ser eigenvector y punto

afilado, esto motiva la definicién dada siguiente subseccion.

9.3.2. Eigenvalores normales

Como veremos, un valor propio es normal cuando la matriz correspondiente restringida

al respectivo eigenespacio se comporta como una matriz normal.

Definicién 9.3. Sea A € M,,5,,(C). Un valor propio A € o(A) es normal si

i) Siz es un eigenvector de A correspondiente a A y y cualquier otro vector propio corres-

pondiente a un eigenvalor distinto, entonces (z,y) = 0.

ii) La dimensién del eigenespacio de A correspondiente a A es igual a la multiplicidad de A

en el polinomio caracteristico de A.

De manera equivalente podemos decir que A es un eigenvalor normal de la matriz A, si

ésta es unitariamente equivalente a una matriz de la forma

(22)
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donde D = Diag(A, ..., ), con m la multiplicidad de A, S € M;,—m)x(n—m)(C) una matriz
———

m veces
triangular superior y las O, matrices con todas las entradas iguales a cero.

Lo anterior basta para identificar a los eigenvalores de la frontera de un rango numérico,

como se afirma a continuacion.

Teorema 9.2. Si un eigenvector \ € o(A) estd en la frontera de 02 A), entonces es normal.

Demostracion. Daremos por hecho que A es una matriz de n X n entradas con n > 2.
Supongamos que A no fuera normal, entonces médulo equivalencia unitaria, A tiene una

submatriz en la diagonal principal de alguna de las formas

A A
Alzz(o f) 6 AQ::<0 ;1), con 3,7 # 0.

Claramente Q(A;) C Q(A) 6 Q(Az) C Q(A) segin sea el caso. Pero en ambas situaciones
A pertenece al interior de los rangos numéricos de las submatrices correspondientes, pues
vimos que éstos son ya sea un circulo con centro en A, o una elipse no-degenerada con focos
en Ay A;. Esto contradice la hipétesis de que A € 0Q2(A).

Asi las cosas, si una matriz U.B. tuviera puntos afilados, éstos deberian ser también
eigenvalores normales, por lo que una manera de resolver el problema de la seccién (garantizar
la suavidad de las curvas de Poncelet que construimos) es probar que estas matrices no tienen

valores propios normales. Para establecer esto tltimo, requerimos un lema sencillo.

Lema 9.1. Si A es un eigenvalor normal de una matriz A € My, (C) y x es un eigenvector

correspondiente a \, entonces

Afx = A\zx.

Demostracion. Por hipétesis, Ax = Az y A* Az = AA*x, tenemos entonces
|Az||? = (Az, Ax) = (A* Az, x) = (AA*z, 2) = (A*2, A*z) = || A% 2|2
Ahora, para cualquier ¢ € C tenemos

(A—cld)"(A—cld)x = (A—cld)" (A — cld)x;
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de aqui que para el caso particular ¢ = A\, B := A—\Id tengamos Bz = 0y || Bz| = || B*z| =
0, es decir
|A*x — Az|| = 0.

Por lo tanto A*z = \x. O]

Teorema 9.3. Las matrices unitariamente bordeables de la construccion principal, no tienen

eigenvalores normales.

Demostracion. Utilizaremos la notacion de la generalizacion de dicha construccién. Supon-
gamos que existe A un eigenvalor normal de la matriz unitariamente bordeable 7', entonces

existe un x € A con ||z|| = 1 tal que
Te=Xx y TFz=\z,
es decir
MUz =Xz y HU*z = .

! T *l T A [ Tk *! T* A

Por lo cual
Ur = Xe + (Uz,w)w (9.4)

Uz = \v + (U*z, whw. (9.5)

Como = € A, x no es eigenvector de U ni de U*, de manera que los productos interiores

(Uz,w) y (U*x,w) son no-nulos. Podemos obtener entonces a partir de (9.5):

_ 1 _

Sustituyendo Uz en esta tltima expresién por el valor dado en (9.4):

1 _
Uw = m(m — APz — MUz, w)w).
De aqui se sigue que Uw € L := L¢({x,w}), espacio que ademds es U—invariante. De ma-

nera analoga puede probarse que L£; es también U*—invariante.
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Sea Ly = L1. Para cualesquiera y € Ly y a,b € C, existen a’, b’ € C tales que
(Uy, azx 4+ bw) = (y,U*(az + bw)) = (y,d'z + b'w) = 0,

lo cual prueba que L5 es también un espacio U—invariante y U*—invariante.

De la descomposicién C"! = £, @ L, y del hecho de que en nuestra construccién supon-
gamos que n > 2, podemos garantizar la existencia de vectores no-nulos en el subespacio Lo,
pues dim(L1) = 2, por lo que podemos obtener eigenvectores de U tanto en £; como en L,
(de hecho el polinomio caracteristico de U es precisamente p; - pa, con p; y pe los polinomios
caracterfsticos de U|, y U|, respectivamente). Pero al ser w € £y, tenemos Ly C A, lo cual

contradice que A no contiene eigenvectores de la matriz U. O]

Hemos cumplido asi el objetivo de esta seccion, que establecemos en este corolario.

Corolario 9.3.1. Todas las curvas de Poncelet construidas en la seccion 9.2 son suaves.

9.4. Los poligonos interinscritos

En esta seccién discutiremos acerca de por qué los rangos numeéricos de las matrices
unitarias U, de la construccién principal, son en efecto, todos los posibles (n 4+ 1)—agonos in-
terinscritos a (0D, 9Q(T')), probando ademds que cualquier punto de D es vértice de uno de
estos poligonos, lo cual cubre finalmente los detalles necesarios para concluir nuestra afirma-
cién sobre el hecho de que 9Q(T') es una (n+1)—curva de Poncelet respecto a la circunferencia

unitaria.

Més concretamente, probaremos que el valor de v en U, puede siempre determinarse a
partir de una ecuacion que lo relaciona continuamente con los vértices del poligono inicial
OQ(U) de forma tal que un eigenvalor ¢ de U, se puede colocar en cualquier punto de la

circunferencia unitaria. El resultado preciso esté en el siguiente teorema.

Teorema 9.4. Sean €%, j = 1,2,....n + 1 los eigenvalores de la matriz unitaria U =

Diag(e®, ez ... e?n+1). Si se toma el vector
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entonces un eigenvalor € de la matriz (también unitaria)
U,=U+ (" — 1) Uww*

puede determinarse de la siguiente ecuacion respecto a ¢:

1 n+1 ¢_9j B v
n—i—lj.;COt( 5 >—cot(2).

Demostracion. Sea x = Y'*| x;€; tal que U,z = e*z. Sustituyendo U, = U + (e” — 1)Uww*

y reagrupando términos resulta:

(" — Dw*2Uw = ez — Ux.

Sustituyendo ahora Uw = \/nl? Z;‘ﬂl eie; y Uz = Z;”“ll z;e%i€; tenemos:

] n+1 n+1
(e —

g, = e"z5 i x.e;.
WZ j = JZl )T5€;

Entonces para i < j <n+ 1:

w*x

vn+1

(¢ 1) = (¢ — 1),

de donde

wx( e —1 )_ Ty
n+1\e@ % 1) /n+l’

we Uoe—1 i}
n+1 ; (ei(¢_9j) — 1) -

Claramente w*x # 0, entonces

sumando sobre j:

nd 1
n—i—lZ::(e“i’@)—l)_eiv_l' (9.6)

Ahora,

ﬁconaERes

1 cosa—1—1sena

cosa —1+isena cos?a+sen?a—2cosa+1

cosa—1—1sena 1(1 . osena )

2(1 —cosa) 2 1 —cosa
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Por otro lado

sena  1+cosa \/( 2

; = cot (g)

1 —cosa sen a

coS (%) B cos(

sen a

2(:05(%) sen (

[NJISHINIIS]

Por lo tanto, igualando las partes imaginarias en la ecuacién (9.6), se sigue que

1 n+1 _9
cot (Cb J) = cot (1)
n+1j:1 2 2

Este teorema concluye los detalles pendientes del teorema 9.1.

9.5. Epilogo

Tomemos una matriz unitaria U € M,41)x(n41) con eigenvalores distintos y construyamos
0Q(T) siguiendo el teorema 9.2, una (n + 1)—curva de Poncelet respecto a la circunferencia

unitaria. Imitando lo que hicimos en el capitulo 2 podemos definir una transformacién
J 0D — 0D

con la condicién de que la cuerda que una €™ con J(e¥) sea tangente a 9Q(T'), dejando al

cuerpo convexo 2(7") a su izquierda. Es facil deducir a partir del teorema 9.4 que la funcién

p: 0D — 0D dada por
1

(n + D[ {w, €)|’

ple™) =

donde €, es un eigenvector de U, unitario correspondiente al eigenvalor e (recuérdese que
cualquier punto e € 9D puede verse como un eigenvalor de alguna matriz unitaria de la

forma U, = U + (¢ — 1)Uww*), define una medida buena
p: B(OD) — R*,

a saber:

p(A) = [ ple)av,
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que es J-invariante, y para cualquier 1):

¢ - 27
lZd —
/1;,[)(6 Jdz n+1’

en donde J (e¥¥) = €.

De esta forma podemos repetir los argumentos de la seccién 2.5 para obtener una prueba
analoga de esta nueva version del porismo de Poncelet para fronteras de rangos numeéricos,
concluyendo que las transformaciones J que recién definimos son, como era de esperarse,

27

topologicamente conjugadas a una rotacion por un angulo =% en la circunferencia unitaria.

Creo que este hecho integra en cierto modo este trabajo en todas sus partes, haciendo ver
una vez mas la simpleza de las ideas principales detras de él y propicia un momento ideal para
su conclusién. Considero que en estas paginas el estudiante de licenciatura en matemaéticas
tiene una introduccién razonable al tema particular del porismo y las curvas de Poncelet y
por qué no, a muchas areas del conocimiento matematico interesantes por si mismas que se

involucraron en el estudio especifico realizado.

9.6. Invitacion

Me gusta pensar en todo trabajo de esta naturaleza como una invitacién también, a
continuar el aprendizaje sobre su contenido, por lo que mencionaré finalmente resultados
diversos que el lector interesado puede ahora deducir o investigar facilmente por cuenta

propia, partiendo de lo visto a lo largo de estas paginas.

1. Existen teoremas concebidos como generalizaciones del porismo de Poncelet en el plano

hiperbdlico y en espacios tridimensionales y de dimensién superior.

2. Si bien es intuitivamente obvia la existencia de curvas de Poncelet no cénicas luego de lo
visto en este capitulo, es facil mostrar que dado cualquier poligono de n lados inscrito en
la circunferencia unitaria, pueden elegirse arbitrariamente puntos en el interior de n —1
de los mismos, determinando asi univocamente un n—ésimo, siendo todos suceptibles a

ser puntos de tangencia de una n—curva de Poncelet generada a partir de la construccién
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aqui expuesta utilizando matrices U.B. Obsérvese entonces que en virtud del hecho de
que una cénica en R? queda determinada conociéndose 5 de sus puntos, lo anterior
hace que sea inmediato deducir la naturaleza no-cénica de una infinidad de curvas de

Poncelet.

3. La construccion general que expusimos puede extenderse para poligonos no-convexos;
éstos son manejados formandose con las diagonales de los poligonos convexos genera-
dos de los rangos numéricos de las matrices unitarias y las curvas de Poncelet resul-
tan de hallar las multiples raices de una ecuacién que aparece luego de considerar la

parametrizacién de las curvas frontera de las matrices U.B.

4. Es posible dar una demostraciéon del porismo original de Poncelet (versién real) uti-

lizando exclusivamente las técnicas de algebra lineal y propiedades del rango numérico.

5. A sabiendas de los resultados de los puntos 2 y 3, Hwa-Long Gau, uno de los primeros
matematicos que estudio la conexién entre el porismo de Poncelet y el rango numérico,
conjueturé que toda curva de Poncelet debia ser la frontera del campo de valores de
una matriz unitariamente bordeable, Mirman y Shukla sin embargo, observaron que
existen curvas de Poncelet no-algebraicas y deducen en el articulo [16] de la biblio-
graffa, condiciones necesarias y suficientes para que una curva de Poncelet respecto a

la circunferencia unitaria, sea la frontera de un rango numérico.
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Apéndice A

Automorfismos del toro

En el capitulo 5 establecimos el siguiente teorema, (proposicién 5.2).

Teorema A.1l. Sean T; = C/A;, i = 1,2 un par de toros y m; las correspondientes proyec-
ciones naturales de C en T; respectivamente. Sudngase que existe un isomorfismo

w1y — Ty, tal que p(p1) = pa. Sean z; € C puntos sobre p;, i = 1,2. Entonces existe un
inico automorfismo ¢ de C tal que ¥(z1) = ¥ (22) ¥y

pom(z) =mot(z) VzeC. (A.1)

Es decir, el diagrama

es conmutativo.

Una manera de construir el automorfismo que proponemos es la siguiente. Para z € C,
tomemos cualquier curva v; C C que una z; con z, en ese sentido. Sean v, = m(7]),
Y2 = p(m) y 75 el levantamiento de v, que empieza en zy. Definimos a v (z) como el punto

terminal de 73, (ver figura siguiente).

281
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v
/_\ .
. Y2
Zl 'Yl
’_\ /—\ w2)
z Z2
T T

—

T . ®
: /\ 2

Para probar que @ estda bien definido y es un automorfismo de C, introduciremos el
concepto de curvas en superficies de Riemann y probaremos ciertos lemas relacionados con

levantamientos de curvas en variedades y homotopia entre ellas.

A.1. Curvas en superficies de Riemann

La manera de definir una curva en una superficie es la misma en que se definen estos

objetos en los espacios euclideanos en los cursos de calculo:

Definicién A.1. Sean M una superficie riemannianay f : [0, 1] — M una funcién continua.
La imagen de f es llamada una curva en M. Los puntos f(0) y f(1) son llamados inicial y

terminal respectivamente.
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A.1.1. Homotopia

Definicién A.2. Dos curvas 7y y 1 en una superficie M que unen ambas los puntos p,q € M
son homotdpicas si existe una funcién continua F : [0,1] x [0,1] — M con las siguientes

propiedades:

i) F(t,0) =y F(t,1) =~ parat € [0,1].

ii) F(0,s)=py F(1,s) = q para s € [0,1].

Llamaremos a una de tales funciones F', una homotopia.

Al variar ¢t € [0,1] tomando un s € (0,1) fijo, obtenemos una nueva curva 75 que une

también p con ¢:

Figura A.1: Dos curvas homotépicas en el plano.

Denotaremos esto poniendo vy ~ 71, es claro que la homotopia es una relacién de equi-

valencia.

Observacion A.1. Dadas 7,1 C M; dos curvas homotépicas y ¢ : M; — M, una funcion
continua entre superficies, v, = ©(7) y 71 = ¢(71) son dos curvas homotdpicas en M. (En

efecto, si F'(t, s) es una homotopia entre 7o y 71, claramente G(¢, s) := (¢o F)(t, s) lo es entre

Y%V V1)
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A.1.2. Teoremas de levantamiento

Introduciremos formalmente algunos conceptos mencionados en la seccion 5.3.2.

Definicién A.3. Sean M y M* dos superficies de Riemann y m : M* — M un mapeo
suprayectivo y analitico. Se dice que M™* es una superficie cubriente de M con mapeo de

proyeccion w si para cada p* € M* existen pardametros locales z* y z de p = 7(p*), tales que:

ii) En términos de z y z*, 7 estd representada por z = z*" para algin entero positivo n.

Como z = z*"

es una funciéon n-a-1 de C* en C*, se sigue que 7 es también n-a-1 en
D\ {p*}, para algun disco paramétrico D respecto a p*. Luego, el nimero n no depende de
los pardametros locales elegidos, el punto p* es llamado punto de ramificacion de orden
n—1sin > 1y punto regular para n = 1. M* es llamada cubierta suave de M si
consiste solamente de puntos regulares y cubierta ramificada si contiene uno o mas puntos

de ramificacion. Suele decirse también cuando M* es cubierta suave, que la funcion 7 es suave.

Ejemplo. Sean M = C y M* la superficie dada por la ecuacion
w?= (z—a1)(z —as)(z —az), ai,as,as distintos.

Entonces el mapeo 7 : M* — M dado por 7(z,w) = z es analitico y se pueden dar discos
paramétricos Dy, j = 1,2, 3,4 respecto a cada uno de los puntos p; = (a;,0),1 <j <3y
pi = (00, 00) tales que 7 es 2-a-1 en D; \ {pj}, es decir, estos puntos son de ramificacién de
orden 1. Por otro lado existen también discos respecto al resto de puntos de la superficie para

los que 7 es inyectiva.

Definicién A.4. El mapeo de proyeccién M* = M es un mapeo cubriente si para todo
p € M, existe una vecindad U de p tal que 771 (U) = U,c;V; es una unién disjunta de abiertos

en M*, cada uno de los cuales es mapeado conformemente a U bajo .

Se sigue de la definicién que los mapeos cubrientes son suaves. Recordemos que si 7 es

cubriente de M* a M, para cada p € M, el conjunto 7 !(p) se conoce como la fibra de 7
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sobre p y cada punto de la fibra se denomina punto sobre p.

Ejemplo. Véase el toro en el capitulo 5.

A continuacién probaremos un par de teoremas sobre levantamiento de curvas.

Teorema A.2. Sea 7 : M* — M un mapeo cubriente entre superficies. Tomese una curva
v C M que empiece en p y un punto p* € M* sobre p. St v es la imagen de una funcion
continua f : [0,1] — M, entonces existe una tinica curva

{g(t) € M* |t €[0,1]} que empieza en p* tal que

mog(t)= f(t), tel0,1]. (A.2)

Para probar este teorema utilizaremos el lema del nimero de Lebesgue:

Lema A.1. Si el espacio métrico (X, d) es compacto y {Us}aca €s una cubierta abierta de
X, existe un nimero 6 > 0, (el nimero de Lebesque de la cubierta), tal que todo subconjunto

de X con diametro menor a éste, esta contenido en algun U,

Su prueba puede hallarse en cualquier texto de topologia bésica de conjuntos, (puede

verse por ejemplo [5], pag. 234).

Demostracion. (Del teorema A.2).

Usando el hecho de que 7 es un mapeo cubriente, escogemos una cubierta abierta & de M
tal que para todo U € U, 7~1(U) sea unién disjunta de abiertos V' C M* y 7 mapee cada V
conformemente en U. Nos referiremos a los conjuntos V' como los abiertos sobre U.

Por ser f continua, {f~'(U)}yey es una cubierta abierta del intervalo I := [0,1], al ser I un
espacio métrico compacto, podemos usar el lema del niimero de Lebesgue para construir una
particién 0 =ty < t; < --- < t,, = 1 de I tal que cada subintervalo I; = [t;_1,t;] esté contenido
en f~Y(U), para algiin U € U. Etiquetaremos este conjunto escribiéndolo como U;.

Sean V] el abierto sobre U; que contiene al punto p*, y ¥; la funcién inversa de la restriccién

de 7 a V. Definase
g(t) =10 ft), tel (A.3)

Claramente g es continua en I; y g(0) = p*. Aplicando 7 en ambos lados de la ecuacién (A.3)
se obtiene (A.2) para t € ;. Este procedimiento puede repetirse para definir ¢ inductiva-

mente en I;, 2 < j < n; suponiendo que g esta definida en [0,¢;], escogemos V;.; como el
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abierto sobre U1 que contiene a ¢(t;), luego se define ;1 como la inversa de la restriccién
de m a V; 1 para obtener finalmente, para el intervalo [, 1, la funcién g = ¢;,1 o f. El mapeo
resultante al final del proceso g : I — M™* determina entonces, una curva que empieza en

p* y cumple la ecuaciéon (A.2).

La demostracion de que la curva es unica la haremos también subintervalo a subintervalo
en la particién que construimos anteriormente, escribiéndola solamente para Iy, pues el ar-
gumento para el resto es el mismo. Dada una curva definida por una funciéon g que cumple
(A.2), escéjanse vecindades Uy y V; igual que antes y sea V] la unién de los abiertos sobre

U, distintos a Vi, (que son disjuntos con V7). Por ser f(I;) C Uy y por (A.2), tenemos
g(h) c 7 1 (U) =V, UV,

Como [; es conexo y g es continua, g(I;) también es conexo. Pero p* € g(I;) N'Vj, asi que
debe tenerse g(I;) C Vj. Luego podemos aplicar 1; en ambos lados de (A.2) para obtener
(A.3). O

En el siguiente teorema se presenta un hecho intuitivamente claro acerca de levantamientos
de curvas homotdpicas en una superficie. (Se utiliza la misma notacién que en el teorema

anterior).

Teorema A.3. Sean p,q € M y p* un punto de M* sobre p. Sean v y 2 dos curvas
homotopicas en M que unen p con q y vy, V5 los respectivos levantamientos en M* que

empiezan en p*. Entonces v y 5 terminan en el mismo punto y son homotdpicas entre s.
Demostracion. Sea S =1 x I =[0,1] x [0,1]. Si F': S — M es una homotopia entre ~; y
v, basta construir una funcién continua G : S — M* tal que

moG(t,s) = F(t,s), (t,s)eS, (A.4)

G(0,s) =p", G(l,s)=q", sel. (A.5)

Donde ¢* es algin punto en M* sobre q. Como los levantamientos de las curvas v, y 72 son

unicos, se sigue de las ecuaciones (A.4) y (A.5) que
vi(t)=G(t,i), parai=0,1ytel, (A.6)

y se tendria el resultado buscado. La construccion de la funcién G puede hacerse imitando

la construccion de g en la prueba del teorema anterior. El cuadrado S se particiona en una
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malla de subcuadrados formados por segmentos paralelos a los lados de S. Tomando estos
subcuadrados de un diametro suficientemente chico; G puede definirse inductivamente en la
malla, comenzando por el renglén més bajo, avanzando de izquierda a derecha, siguiendo
al segundo renglén y asi sucesivamente, definiendo siempre G = 7~ o I, para una eleccién

apropiada de 7. O

A.2. Caracterizacion de los automorfismos

Probaremos finalmente el teorema de levantamiento de los isomorfismos entre toros.

Demostracion. (Del teorema A.1). Definiendo ¢ como se indicé en el inicio de este apéndice,

probaremos lo siguiente:

i) 1 estd bien definida, es decir, no depende de la eleccién de la curva 7f. Sea 6 C C
alguna otra curva que una z; con z y definanse las curvas correspondientes d;, 0o y 05.
Como ¢ o 7 es una funcién continua de C en T, que mapea 7 en v, y o7 en ds, se
sigue de la observacién A.1 que 7, ~ d9. Luego, por el teorema A.3, los levantamientos

correspondientes 75 y d3, tienen los mismos puntos terminales.

ii) 1) es una biyeccién de C en C. Para cualquier w € C, sean 74 una curva que una zs con
w, v2 = m2(73) v 11 = ¢ 1(72). Entonces por el teorema A.2 existe una tinica curva ~f
levantamiento de y; que pasa por z; y cuyo otro extremo por construccién es mapeado
bajo 1 a w, esto prueba que 1 es sobre. Ahora, si z,y € C cumplen ¥(z) = ¢(y), el
argumento es analogo al del inciso anterior; tomando las correspondientes curvas 05 y
~5 que los unen con z (se trata de curvas homotépicas en C), por la observacién A.1
la funcién ¢! o m, mapea éstas a curvas homotépicas en 1) cuyos levantamientos que
pasan por zi, por el teorema A.3 son también homotdépicos y tienen los mismos puntos

inicial y terminal, por lo cual x = y, es decir, ¢ es inyectiva.

iii) 7 es entera. Dado z € C, escojamos un disco Dy centrado en 1 (z) tal que 7y sea una
biyeccién de Dy en 152 := mo(D3) y un disco D; centrado en z tal que ¢ o m; mapee Dy
en D,. Para w € Dy, sea A1 la curva de z; a w formada yendo primero de z; a z por
v; v luego de z a w por el segmento rectilineo que los une. Reemplazando ~; por A7,

obtenemos que ¢ (w) € Dy y se tiene

Y(w) =0opom(w), paraw € Dy, (A.7)
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donde 6 es la inversa de la restriccion de m a D;. La ecuacién (A.7) muestra que 1
restringida a D; es una composicién de funciones analiticas. De aqui que ¥ es analitica

en z.

Finalmente la unicidad de v se sigue de la ecuacién (A.1) y del teorema A.2. Reemplazando
z por vi(t) con t € I en dicha ecuacion, se tiene que ¥ (7;7) es el levantamiento de v, que

empieza en @ o m(21). O



Apéndice B
La funciéon modular

En este apéndice trataremos el problema de inversiéon planteado en §6.4.2. La solucién
estd basada en las propiedades de la llamada funcién modular. Recordaremos el problema.

Dada una latiz A = {w;,wy}, se definieron los invariantes modulares

1
weA\{0}

1
weA\{0}

Observandose que el discriminante asociado A = g3 — 27g2, era no nulo. Nos preguntamos
entonces si dadas constantes ¢y, c3 € C con ¢3 — 27¢2 # 0, existird una latiz A’ para la cual
gj(A,) == Cj, j == 2, 3.

B.1. Las funciones ¢, g3

Escribiremos los invariantes modulares mencionados previamente, en funcién de la base

de la latiz A, esto es

1

mw; + nwy)3’

gg(wl, ’wg) =60 Z (
(m,n)€Z\{(0,0)}

1

(mwy + nwy)8"

gg(wl,wQ) = 140 Z
(m,n)€Z\{(0,0)}

289
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Proposicién B.1. Las funciones gi(wi,ws), k = 2,3, cumplen lo siguiente:

i) Para cualquier \ # 0:
gr (w1, wo)

ge(Awy, Mwy) = \2k

ii) Para cualesquiera enteros a,b,c,d con ad — bc = +1:

gr(awy + bws, cwy + dws) = gi(wy, we).

Demostracion. 1) Es inmediato de la definicién.

ii) Sean
wi = aw; + bwy, wy = cwy + dws. (B.1)

Resolviendo el sistema (B.1) para w; y wsy utilizando ad — bc = £1, resulta

wy = £(dw| —bwy),  wy = t(—cw] + awy). (B.2)

Sea A’ la latiz generada por w| y w). Las ecuaciones (B.1) y (B.2) muestran respectiva-
mente que A’ C Ay A C A
Claramente los conjuntos {mw; + nwy} y {mw} + nwh}, con (m,n) € Z*\ {(0,0)}, son

entonces iguales ambos a A\ {0}. Esto termina la prueba.

B.2. La funcion modular J

Denotaremos por H C C al semiplano superior {7 | Im 7 > 0}. Para 7 € H sean
g(7) = ge(L,7), k=12
A(r) = g5(1) = 27g35(7).

Definicién B.1. La funcién modular J : H — C, esta dada por

G
J(1) = AT)

Observacion B.1. J(7) es finita para todo 7 € H por el corolario 6.6.1.
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Teorema B.1. J(7) es analitica en H

Demostracion. Basta probar que las series de go(7) v ¢3(7) convergen uniformemente en H.
Sea T = x-+iy, probaremos que las series mencionadas convergen uniformemente para |z| < a,

y > b; donde a y b son reales positivos arbitrarios. Tenemos
|m + n7)? = m? + 2mnx + m22® + n’y°.

Dados los numeros a, b, elijase d tal que ﬁ < 6% < 1. Reescribimos la ecuacién anterior
como sigue
xn\? 1
Im +n7)? = (1 — 6*)m? + <6m + 7) + {yZ + (1 — 52) xQ} n?,
de donde

1
|m 4+ n7* > (1 —6)m? + {62 + (1 - 52) a?| n?. (B.3)

Como los coeficientes de m? y n? en (B.3) son ambos positivos, para cualesquiera enteros

m,n se tiene |m + n7|* > £2(m? + n?) para € > 0 suficientemente chico. Entonces

1 11
<= : : 0,0). B.4
] S emang 700 (B-4)
Por el lema 6.1,
1
> ———— <00, parar>2 (B.5)
(mmez oy M+ 1l

La convergencia uniforme de las series que definen a las funciones go(7) y g3(7) se sigue de
(B.4) y (B.5). O

B.3. El grupo modular I

Ya en el capitulo 2 habiamos tratado con el siguiente grupo de transformaciones,

G={T:C—C|T(r) =2t ad - bc # 0},

el cual esta formado por funciones conformes y tiene gran importancia en geometria hiperbdli-

ca plana, (para saber mas de esto, puede verse [15]).
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at+b
ct+d’

ad — bc = 1. Multiplicando y dividiendo 7(7) por ¢T + d tenemos

Ahora consideraremos las 7 € G; y(7) = para las cuales a, b, c,d son enteros con

(aT 4+ b)(cT + d) Im 7
1 =1 = .
m (7) m leT + d|? lem + d|?

Esta ecuacién muestra que v mapea conformemente H en si mismo. Es facil ver que el
subconjunto I' C G de este tipo de transformaciones de Mobius es en realidad un subgrupo,

y es llamado grupo modular.

Teorema B.2. La funcion modular J(7) satisface

para cualesquiera T € Hy vy eT.

Demostracion. Sea (1) = Z:IS Como ad — bc = 1 se sigue de la proposicién B.1, para
k=2,3, que
gx(7) = ge(et + d a7 +b) = (c1 + d) " gr(y(1)), (B.6)
de donde
f(7)) = (er + &) f(7), para f = g5 6 g5. (B.7)
El teorema se sigue de (B.7). O

B.4. Region fundamental para I

Debido a que I' es un grupo de transformaciones que preservan H, podemos definir una
relacion de equivalencia en el semiplano poniendo 71 ~ 75 si y sélo si, existe v € I' tal que
v(11) = 7». Las clases de equivalencia médulo esta relacién son llamadas I'-érbitas, estas por

supuesto forman una particién de H.

Por el teorema B.2, la funcién modular J es constante en cada ['-érbita. De manera
analoga a lo que se tiene con los paralelogramos fundamentales y las funciones elipticas,
diremos que una regién (subconjunto conexo por trayectorias) F', es fundamental para I, si
cada I'-6rbita uno y solamente un punto en comun con F'. Nétese que los valores de J en H

son exactamente sus valores en F'.
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Teorema B.3. Sea

F={reH|—3<Rer<ilr|>1}U{reH | —; <Re7 <0,|7| =1}
Entonces F' es una region fundamental para T

Dejaremos un detalle pendiente en la prueba de este teorema que sera cubierto en la
seccién B.6.
En la siguiente figura se muestra la region F, ésta consiste en su interior {7 € H | —% <
Re 7 < 3, |7] > 1} y parte de la frontera.
Las transformaciones T(1) = 7+ 1y G(7) = —1/7 estdn en el grupo modular. 7" mapea el
lado izquierdo de la frontera de F' en su lado derecho y G dobla el lado del fondo respecto al

punto medio ¢. Los puntos p = _1+T‘/§’i, 1y p—+ 1 son llamados vértices de F'.

s p prLTS

-

. o

|- @
N~ @

Figura B.1: La regién fundamental F'.

Demostracién. Veremos primero que toda I'-6rbita interseca a F. Sea 7 = x + iy y (1) =
at+b

otd Entonces

Y
cx +d)* + (cy)*

Fijese 7 y déjese v variar sobre I'. De (B.8) tenemos

Im (1) = ( (B.8)

lim (Im ~(7)) = 0,

méx(|e],|d])—oo
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por lo tanto, Im 7(7) alcanza un valor méximo, digamos, en vo(7). Sea n el entero para el
cual 79 = o(7) satisface —% < ReT1y < % To es un punto de la I'-6rbita de 7 para la cual

Im 7y es maximal, pues Im 75 = Im (7).

Tenemos también 79 > 1, pues de lo contrario

lo que contradice la maximalidad de Im 7. Asi las cosas, 7y es el punto deseado de la I'-6rbita

de 7, a no ser que |19| =1y Re 79 > 0, en cuyo caso —1/7q es el punto buscado.

Falta probar que cada I'-érbita interseca a F' en precisamente un punto. Como men-
cionabamos antes de empezar la prueba, mas adelante veremos que .JJ toma cada valor com-
plejo precisamente una vez en F'; si una I'-6rbita intersecara a F' en al menos dos puntos 77,

7o distintos, tendriamos J(7) = J(72), contradiciendo el resultado que mencionamos. O

Maés adelante requeriremos de la siguiente consecuencia del teorema recién probado:

Corolario B.3.1. Cualquier latiz A tiene una base {wy,ws} tal que el

/
Demostracidn. Empezemos por tomar una base {w{, w)} tal que 7o = =2 € H. Por el teorema

1
previo, existe una fransformacién () = % e I', tal que y(1) € F. Sean

wy = dw) + cwy,
wy = bwy + aws,.
Entonces {wy,wy} es una base de la misma latiz A, pues ad —bc =1,y

wy  aw) + bw}
wy  cwh + dw) 7(7)

B.5. La serie de Fourier de J

Al ser T'(7)

= 7 + 1 una transformaciéon del grupo modular, tenemos por el teorema B.2
que J(7 4+ 1) = J(7), es decir, J es una funcién analitica en H con periodo 1. Esto implica
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(véase por ejemplo [2], teorema 1.17), que J tiene una tunica serie de Fourier

0 .
Z an€27rzn7"

n=—0oo

absolutamente convergente para 7 € H.

El objetivo de esta seccion es evidentemente, estudiar esta expansiéon, pues deduciremos
asi el comportamiento asintético de J cuando Im 7 — 0o que serd necesario para establecer
el resultado referente a los valores de la funcion modular en la region fundamental que pro-
pusimos en la pasada seccion. Requeriremos algunos lemas previos que suelen ser ejercicios

tipicos de un primer curso de variable compleja:

Lema B.1. Para 7 € C\ Z, tenemos

7TCOt7TT:71_+ > ( ! —1>. (B.9)

meznfo} \T T M m

La deduccién de esta férmula puede hallarse, por ejemplo, en [1], pags. 151-152.

Lema B.2.
> 1 T > 1
— = — — B.10
Z:: mt 90’ Z:: mo 5 ( )

Las identidades (B.10) pueden deducirse de (B.9) tomando en ambos lados las series de

Laurent alrededor de 7 = 0 e igualando los coeficientes correspondientes de 73 y 7°.

Finalmente requeriremos:

Lema B.3. Si f(t) = 2, axt® converge para |t| < 1. Entonces
=D ft")
n=1

converge uniformemente en subconjuntos compactos del disco [t| < 1. Se sigue que g es

analitica en tal region; su serie de Taylor puede obtenerse sumando formalmente las series

de f(t), f(t?),..., etc.
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Demostracion. Sea 0 < r < 1. Para |t| < r tenemos

FE < Jaklr™, n>1. (B.11)
k=1

Sumando también sobre n intercambiando el orden de las sumas, tenemos

0o 00 00 k 1 o
St TENS NICRPES AV
El lema se sigue de las ecuaciones (B.11) y (B.12). 0

Notacién. Haremos ¢t = e?™7. ¢ como funcién de 7, mapea el semiplano H en el disco

agujerado dado por 0 < || < 1.

Teorema B.4. Para 7 € H, tenemos
J(T) ! + i " (B.13)
= Troor Anl -, :
T Imest T &

donde la serie es convergente para |t| < 1.

Demostracion. Para probar (B.13), primero deduciremos las series de Fourier de las funciones
g2 v g3. Noétese que si en la ecuacién (B.6) se hacen a = b =d =1y ¢ = 0, se observa que

tanto go como g3 son funciones analiticas en H y 1 es un periodo de ambas.

Ahora, de la identidad

. et el t41
CO =1 . =1
= Vi — 1 T

obtenemos la serie
meot T = —mi(1 42t + 262 +...). (B.14)

Igualando (B.14) con (B.9) y derivando 3 y 5 veces respecto a 7, se obtienen respectivamente

1
6 =167t + 82 +...), (B.15)
me%\:{o} (1+m)4

1
120 = 64T (t + 322 + ... (B.16)
me%{o} (1 +m)s
Podemos reescribir la formula que define a la funcién gs;

1

(mwy + nws)3’

gg(wl, wz) =60 Z
(m.n)eZ2\{(0,0)}
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para wi; = 1 y wy = 7, como sigue
> 1
=60 (2 — 2 : B.17

La primer férmula del lema B.2 junto con las ecuaciones (B.15) y (B.17), nos dan

4

ga(7) = 60 <Z5 16; i(t”+8t2”+...)>. (B.18)

De esta ulltima férmula y el lema B.3 llegamos finalmente a
4 (4
Go(T) = §—|—320t—|—... .
Partiendo de la ecuacién (B.16) y utilizando el mismo procedimiento, se puede verificar que

gg(T):WG(g—mt—f-...).

Por lo tanto
A(T) = g5(T) — 2793(7) = 7'2(4096t + . ..). (B.19)

Como J = g3 /A, las expresiones que obtuvimos para g y A implican (B.13). n

Observacion B.2. Si 7 =z 4 yi, donde x € R, y > 0. Se tiene

1 1
1m = 1m § Capt"t ) = ——
iy, tJ(@ +iy) = I (1728 2t ) 1728’

uniformemente en x, pues recuérdese que

2mix

e2my

B.6. Los valores de J

Como mencionamos en la prueba del teorema B.3, la funcién modular tiene la siguiente

propiedad:

Teorema B.5. J(7) toma todos los valores complejos precisamente una vez en la region

fundamental F .
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Demostracion. Sea ¢ € C arbitrario, probaremos de forma equivalente que f(7) := J(7) — ¢
tiene precisamente un cero en F.

Del teorema B.4 observamos que J(7) tiende a oo uniformemente cuando 7 — oo en F' C H,
por ello, podemos elegir una recta horizontal debajo de la cual deben de estar todos los ceros
de J en F.

En la siguiente figura, etiquetamos esta recta con el nimero 5. Sea C' el contorno formado

por los 4 lados 1,2, 3,4, 5 ilustrado en dicha figura, orientado positivamente:

-—+ik 5 ~+ik

p prl

Figura B.2: El contorno C.

Para obtener el ntimero de ceros de f en F, calcularemos el cambio en el argumento
de f conforme C' es recorrido en direccién positiva. Sea N este nimero de ceros (contando

multiplicidades). Considerando primero el caso en que f no tuviera ceros en C. Entonces
1 5
N=—>» A, B.20
27T Jz:; R ( )

donde A; es el cambio en el argumento de f a lo largo del lado j del contorno. Como
f(r) = f(r+1), laimagen bajo f del lado 4 se obtiene cambiando la direccién de la respectiva

imagen del lado 1. Entonces

Similarmente, pero esta vez por ser también f(7) = f(—1/7), tenemos

Ay = —As. (B.22)

2miT

Sea k la coordenada imaginaria de los puntos del lado 5. Entonces ¢t = e mapea 5 a la

—27k

circunferencia |t| = e , orientada en contra de las manecillas del reloj. Se sigue de la
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observacion B.2 que, para k suficientemente grande, f mapea el lado 5 a un contorno que

rodea a 0 una vez en sentido contrario a las manecillas. Luego
A5 = 2m. (B.23)

De las ecuaciones (B.20),...,(B.23), obtenemos N = 1.

Considérese enseguida el caso en que f tiene ceros en C, pero no en sus vértices. Estos ceros
deben venir en pares y ser simétricos respecto al eje imaginario. Modifiquemos el contorno C'
para obtener C"; esquivando los ceros con arcos circulares de forma que las transformaciones
T y U mencionadas en la seccién de la regién fundamental F', lleven los arcos de 1 en los de

4 y los de 2 en los de 3 respectivamente. Demos también a C’ la orientacién positiva:

T

Figura B.3: El contorno modificado C".

Utilizando el mismo argumento que en el caso anterior, reemplazando C' con C’ se obtiene

también en este caso N = 1.
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Finalmente, si f tiene ceros también en algunos vértices de C' podemos modificarlo de

nueva cuenta, introduciendo arcos circulares de radio r alrededor de sus vértices:

Figura B.4: La modificacién del contorno C' en el tltimo caso.

Argumentando como en los casos anteriores, tenemos, para r suficientemente chico,

3
No=1+ =Y A@C), (B.24)
21 3
donde Ny es el ntimero de ceros de f en F \ {p,i}, contados con sus multiplicidades, y
A(C;) es el cambio en el argumento de f a lo largo de C;. Sean m,, m;, m,; las respectivas
multiplicidades de f en p,i,p 4+ 1. Como f(7) = f(7 + 1), tenemos m, = m,1. El angulo
que subtiende el arco 'y tiende a m conforme el radio de (5 tiende a 0, y aquellos de C; y C3

tienden a 7. En p, 4, p+1, f magnifica d&ngulos por los factores m,, m;, m, 1, respectivamente.

Entonces
1111(1) A(Cy) = —mmy, (B.25)
lim A(Cy) = lim A(Cy) = _gmp. (B.26)
Haciendo tender r a cero, concluimos por (B.24), (B.25) y (B.26), que
No + % + % ~1. (B.27)

Como [ tiene ceros en algunos de los vértices de C, tenemos m; > 0 o bien m, > 0. Por

tanto las soluciones para (B.27) son
(]V(]7 my;, mp) = (0, 2, 0), (O, O, 3)

Se sigue que f = 0 en solamente un punto de F' y que este punto es, ya sea ¢ 6 p. Por lo que

una vez mas se tiene N = 1. O
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En la iltima seccién requeriremos conocer algunos valores de las funciones ¢o, g3 v J que

calcularemos enseguida.

Teorema B.6. Tenemos

Demostracion. La equivalencia es inmediata, por ser J = e f’§7g2.
2 3
Ahora,
1
weA,\{0}

donde A, es la latiz generada por la base {1, p}. Por ser pA, = A,, tenemos

92(P) =60 Z

1 4
=p "g92(p),
weioy (Pw)!

lo cual implica g»(p) = 0, pues p~* # 1.

También se tiene
) 1
g3(i) =140 > —

wen\{oy W

donde A; = {1,i}, y como iA; = A;, se obtiene

s = ().

g3(i) =140 Y

weA;\{0}

lo cual nos lleva a g3(i) = 0. O

B.7. Solucién al problema de inversién

Resolveremos el problema planteado en el capitulo 6.

Teorema B.7. Sean cy, c3 constantes tales que c3 —27c¢% # 0. Entonces existe una unica latiz

A para la cual
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Demostracion. Por el corolario B.3.1, cualquier latiz A tiene una base w,wr, con w # 0 y

7 € F. Reescribimos la ecuacién (B.28) como

ge(w,wr) =c, k=23 (B.29)
Para buscar soluciones con w # 0 y 7 € F. Consideraremos por separado los casos co, c3 # 0,
co=0yc3=0:
l) Co, C3 7é 0.

Haciendo algunas manipulaciones, (B.29) es equivalente a
gg(w7 wT) _ Cg gg(w, wT) — Cj (BBO)

g3 (w, wt) — 27g3(w, wT) - 27 go(w,wr) o

Por la homogeneidad de las funciones g9, g3; las condiciones de (B.30) a su vez equivalen

a
3

c s C2g3(T)
b w? — , B.31
c3 — 273 Jw c392(T) ( )

Por el teorema B.5, (B.31), inciso a), tiene una tnica solucién 7y € F. Como ¢z, ¢3 # 0,

a) J(1) =

debe tenerse J(7y) # 0,1, que equivale a go(7), g3(7) # 0. Se sigue que para T = 7, el
lado derecho del la ecuacién (B.31), b), es no-nulo y tiene dos raices cuadradas; sean +wy
dichas raices. Entonces las bases {wq, woT} v {—wo, —woT} generan una misma latiz Ag

que es la tnica solucién de (B.28).

i) ¢y =0.

Claramente se debe tener c3 # 0y (B.29) se transforma en el par de ecuaciones

a) g2(7) =0, Db)w (1) = cs. (B.32)
Por los teoremas B.5 y B.6, 7 = p es la tinica soluciéon en la region fundamental F
a (B.32), a). Haciendo 7 = p en (B.32), b), obtenemos como soluciones para w a las
seis raices sextas de %;) # 0. Puede verificarse sin embargo que si w es cualquiera de
estas raices, {w, wp} genera una misma latiz A que es la tinica solucién en este caso del
problema de inversion.

iii) c3 = 0.

En este caso debe tenerse entonces c; # 0y (B.29) es ahora equivalente a

a) g3(7) =0, Db)w tg(r)=c. (B.33)

Y de nueva cuenta, los teoremas B.5 y B.6 implican que 7 = i esta vez es la tinica solucién
en I a (B.33), a) mientras que si w es cualquiera de las 4 raices cuartas de gi—g) #0; la

latiz A = {w,iw} es la unica solucién para (B.28).
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Programa para graficar el rango

numeérico de una matriz

En este apéndice incluimos el cédigo de un mfile de MATLAB que permite encon-
trar graficamente el rango numérico de una matriz, las variables de entrada de la funcion
nrange(A,P,C,F) son la matriz A € M,,,(C), el nimero de puntos P € N que se desea
graficar en la frontera de Q(A), el color C que se desea utilizar en la imagen de acuerdo a la

tabla siguiente:

Valor de entrada | Color del grafico
T’ rojo
‘m’ magenta
'y’ amarillo
[e o |
'’ azul agua
b’ azul marino
'k’ negro

El valor preestablecido es 'b'.

Finalmente F puede tomar los valores 'y 6 'n’ en caso de que se desee o no, colorear el

interior del rango con el color seleccionado. El valor preestablecido es "y’ (si).

303
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C.1. Cédigo

function [rerange, imrange, nradius] = nrange(A, P, C, F);
% Copyright:
% Dora Matache and Valentin Matache
% University of Nebraska Omaha
% Department of Mathematics
% Year 2001
if nargin == 1
P = 500;
C ="b%
F="y;
end
if nargin == 2
C ="b%
F="y;
end
if nargin ==
F="y

end

[m, n] = size(A);
ifm =n
error('Debes dar una matriz cuadrada.’);
end
count = 1;
for theta=0:P
T=(cos(theta*2*pi/P)+i*sin(theta*2*pi/P))*A;
ReT=.5*(T+T");
lambda=max((eig(ReT)));
[eigvec,eigval|=eig(ReT);
for j=1:n
value=eigval(j,j);
if value>=lambda;
u=eigvec(:,j)/norm(eigvec(:,j));
z=u*A*y;
x(count)=real(z);
y(count)=imag(z);
count = count + 1;
end
end
end

rerange = x(1:count-1);



C.2. EL RADIO NUMERICO

imrange = y(1l:count-1);

disp(El radio numérico es:’);
nradius = max(sqrt(z.2 + y.2))

if F=="'n

if A == A(1,1)*eye(n)
plot(real(A(1,1)),imag(A(1,1)),C);
else

plot(rerange, imrange, C);

axis equal

end

else

if A == A(1,1)*eye(n)
plot(real(A(1,1)),imag(A(1,1)),C);
else

fill(rerange, imrange, C);

axis equal

end

end

C.2. El radio numérico

305

El programa calcula ademas el llamado radio numérico de la matriz A, este real no negativo

se define como

(Véase la seccion 5 del capitulo 8).

sup{|A| , A € Q(A4)}.
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