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Summary

In this thesis we construct a simple model for describing the diffusion process perpendic-
ular to cellular membrane, when the interior cytoplasm behaves as a Maxwell fluid. This
behavior of citoplasm is confirmed by several experimental observations found in litera-
ture. We also have assumed that the system is near critical conditions, which generate
large fluctuations in cytoplasm’s viscosity and long range correlations in several measur-
able quantities of the system, such as mean square displacement (in transversal direction)
of a particle rigidly attached to the membrane. The existence of this critical state has
been suggested recently and at present more professionals alien to biology area have paid
attention to this field, because in order to study this problem is useful and sometimes
even necessary to apply techniques used in other fields, such as statistical mechanics.

In order to perform this analysis, it was necessary to study the rheology of the sys-
tem, in particular to construct the hydrodynamical equations for a Maxwell fluid and
subsequently to embody membrane’s effect through frontier’s conditions. Assuming that
the membrane is impermeable its transversal velocity is equal to the velocity of the sur-
rounding fluid. This way we find the deterministic equation that describes transversal
displacements of the membrane.

As next step we included the effect produced by system’s criticality. To achieve this
we used a classical approach and substituted a deterministic coefficient (dependent on
the viscosity of cytoplasm) for a random one, that accounts for the fluctuations of fluid’s
viscosity in nearly critical conditions. This way we transform the deterministic equation
into a non-Markovian Langevin equation with a multiplicative noise, which was modeled
as a non Markovian Ornstein-Uhlenbeck process.

In order to obtain a different physical situation to compare with, we also analyzed the
problem when the system is away from critical conditions. In this case, the multiplicative
term was substituted with an additive Gaussian force, which correlation satisfies the
fluctuation-dissipation theorem.

The results obtained from this analysis show a transition from sub-diffusive to supra-
diffusive behavior of the scaling of mean square displacement of a particle joined to
the membrane, from a temporal dependency proportional to t2/3 when the system is
away from critical conditions to a regime where this dependency is proportional to t6/5

near critical conditions. This suggests that the diffusion process is enhanced when the
cytoplasm is modeled as a critical rheological fluid.

Moreover, we find that range and magnitude of displacement correlation function are
greater in critical case, which agrees to our interpretation of the criticality of the system.
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Resumen

En esta tesis se ha construido un modelo simple para describir el proceso de difusión
transversal de una part́ıcula ŕıgidamente unida a la membrana celular, a través del cito-
plasma, cuando dicho medio es modelado como un fluido de Maxwell. Lo cual está respal-
dado por diversas observaciones experimentales reportadas en la literatura. Además de
esto, hemos supuesto que el citoplasma se encuentra cerca de condiciones cŕıticas, las
cuales generan grandes fluctuaciones en su viscosidad, aśı como correlaciones de largo al-
cance en diversas cantidades medibles del sistema, como lo es el desplazamiento cuadrático
medio de la part́ıcula unida a la membrana. La existencia de dicho estado cŕıtico ha sido
sugerida en años recientes y en la actualidad son cada vez más los profesionales ajenos
a la bioloǵıa, que han volcado su atención hacia sistemas con estas caracteŕısticas, pues
para estudiarlos no sólo es útil, sino en ocasiones necesario hacer uso de las técnicas y
herramientas desarrollas por otras ciencias, en particular, las de la f́ısica estad́ıstica.

Para efectuar este análisis, fue necesario estudiar la reoloǵıa del sistema, lo cual nos
permitió construir las ecuaciones hidrodinámicas para un fluido de Maxwell y posteri-
ormente incorporamos el efecto de la membrana a través de condiciones de frontera.
Suponiendo que la membrana es impermeable y su velocidad transversal es idéntica a la
velocidad del fluido que la rodea. De esta manera, encontramos la ecuación diferencial
determinista que describe los desplazamientos transversales de la membrana.

El paso siguiente, fue incorporar el efecto producido por la criticalidad del sistema.
Para ello utilizamos un punto de vista clásico y se remplazó un coeficiente determinista
(dependiente de la viscosidad del citoplasma), por uno aleatorio, que toma en cuenta las
fluctuaciones en la viscosidad del fluido, cuando este se encuentra cerca de condiciones
cŕıticas. De esta manera, transformamos la ecuación determinista, en una ecuación de
Langevin no Markoviana y con un ruido multiplicativo, donde este último fue modelado
como un proceso no Markoviano de Ornstein-Uhlenbeck.

Por otra parte, para tener una situación f́ısica diferente con la cual comparar, también
analizamos el problema cuando el sistema se encuentra lejos de condiciones cŕıticas. En
dicho caso, el término multiplicativo fue sustituido por una fuerza aditiva y Gaussiana,
cuya correlación satisface el teorema de fluctuación-disipación.

Los resultados obtenidos de este análisis muestran una transición sub-difusiva a supra-
difusiva en el escalamiento del desplazamiento cuadrático medio de una part́ıcula unida a
la membrana. Pasando de una dependencia temporal que va como t2/3, cuando el sistema
se encuentra lejos de condiciones cŕıticas, a un un régimen en el que dicha dependencia
es aproximadamente t6/5, cerca de condiciones cŕıticas. Esto indica que el proceso de
difusión se ve favorecido cuando el citoplasma se modela como un fluido reológico cŕıtico.

ix



x

Por otra parte, encontramos que tanto el alcance como la magnitud la función de
correlación de desplazamientos es mucho mayor en el caso cŕıtico, lo cual concuerda con
nuestra interpretación acerca de la criticalidad del sistema.
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Introducción

Sin lugar a dudas, el estudio de la vida es una de los retos mas fascinantes y complejos
que debe afrontar la ciencia de nuestros d́ıas. El éxito de esta tarea dependerá en gran
medida del trabajo coordinado entre los profesionales de distintas áreas del conocimiento,
como la medicina, la bioloǵıa, la qúımica, las matemáticas y la f́ısica.

Desde hace siglos, médicos y biólogos se han abocado a estudiar este problema de
una manera más o menos descriptiva. Sin embargo, con el advenimiento de las nuevas
tecnoloǵıas y la enorme cantidad de información surgida de éstas, se ha vuelto necesario
hacer uso de las técnicas y herramientas desarrolladas por otras ciencias, en particular, las
de la f́ısica. Esto, con la finalidad de conformar una ciencia más sólida e interdisciplinaria,
capaz de formular teoŕıas que predigan el comportamiento de los sistemas y procesos
biológicos.

En los últimos años se han publicado una gran cantidad de art́ıculos [[1],[2],[3],[4]] que
reportan la tendencia de diversos sistemas biológicos para operar en un estado cŕıtico,
donde pequeños cambios o perturbaciones del sistema, generan grandes respuestas [[5]].
La evolución hacia dicho estado, ocurre en ausencia de agentes externos, y tiene su ori-
gen (exclusivamente) en la dinámica interna del sistema, por este motivo, dicho estado
se conoce como un estado de complejidad auto-organizada. Un ejemplo de este compor-
tamiento se observa al construir una pequeña montaña de arena. Al principio la pila
luce casi plana, y los granos de arena permanecen cerca de la posición en la que caen,
de manera que su dinámica puede ser descrita en términos de las propiedades f́ısicas de
cada part́ıcula. Sin embargo, al seguir depositando más y más capas, la pila se vuelve
más inclinada y algunos granos comienzan a deslizarse por los bordes (como se muestra
en la figura (1), donde la barra de la derecha indica la magnitud del desplazamiento (en
pixeles) sufrido por las part́ıculas en el momento en que la pila comienza a derrumbarse),
hasta que eventualmente los deslizamientos son tan intensos y numerosos, que la pila se
derrumba. Alcanzado este punto, la pila de arena se convierte en un sistema complejo,
cuya dinámica únicamente pude ser entendida en términos del comportamiento colectivo
de las part́ıculas que lo conforman.

Otro ejemplo de esta situación, que ha sido sugerido en años recientes, es que algu-
nas de las propiedades y funciones más fundamentales del cerebro son posibles gracias a
que este se encuentra cerca de un estado cŕıtico auto-organizado, en el que existen una
gran cantidad de estados metaestables, fácilmente accesibles desde el punto de vista en-
ergético [[6]]. En este contexto y en analoǵıa con lo ocurrido para la montaña de arena,
un pensamiento puede ser visto como un est́ımulo originado por una pequeña señal de
entrada, como un estimulo visual u otro pensamiento. La señal de entrada debe ser capaz
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2 ÍNDICE GENERAL

Figura 1: Avalancha en una montaña de arena.

de estimular una respuesta dentro del cerebro, lo cual implica que este no puede estar en
un estado sub-cŕıtico, pues en dicho caso únicamente se tendŕıa acceso a una cantidad
limitada de información (los granos de arena permanecen cerca de la posición en la que
caen). Sin embargo, el cerebro tampoco puede encontrarse en un estado súper-cŕıtico, pues
entonces cualquier entrada generaŕıa una respuesta aleatoria (donde la pila se derrumba).
Lo anterior ha llevado a sugerir la hipótesis [[6]] de que el cerebro puede ser estudiado
como un sistema complejo en la vecindad de un estado cŕıtico, donde la información se
pueda propagar de manera óptima (avalanchas).

En el contexto de la f́ısica, este comportamiento se parece mucho al que ocurre en
una transición ferromagneto-paramagneto, donde un material ferromagnético pierde su
magnetización espontánea en ausencias de campos externos, cuando se sobrepasa cier-
ta temperatura cŕıtica conocida como temperatura de Curie. A bajas temperaturas, los
momentos magnéticos del sistema está bien ordenado a lo largo de escalas espaciales rel-
ativamente grandes, y dicho estado es prácticamente invariante en el tiempo. En el otro
extremo, cuando las temperaturas son demasiado elevadas, la orientación de los espines
cambia de forma continua y completamente aleatoria, tanto espacial como temporalmente.
Además su correlación es de muy corto alcance. En el punto cŕıtico surgen grandes es-
tructuras dinámicas, a pesar de que las interacciones entre los diferentes elementos del
sistema sean de corto alcance [[7],[8]]. Por lo tanto, en dicho punto, el sistema exhibe un
estado altamente correlacionado.

En años recientes, la gran cantidad de datos extráıdos de los experimentos llevados a
cabo con sistemas biológicos, han hecho posible la construcción de modelos f́ısicos cuya
finalidad es ayudar a entender los procesos que tienen lugar en dichos sistemas. El objetivo
de este trabajo, es precisamente construir un modelos simple, capaz de describir (al menos
de forma cualitativa) el fenómeno de difusión transversal, a través del citoplasma celular,
de una part́ıcula ŕıgidamente unida a la membrana. Para ello, el primer paso es entender un
poco acerca de la estructura y conformación de las membranas celulares. Estas membranas
están compuestas por una mezcla compleja de ĺıpidos y protéınas. Los ĺıpidos forman
una estructura de dos capas, que separa el citoplasma del exterior de la célula [[9]].
Además de este rol estructural, las membranas está implicadas en una gran cantidad
de funciones celulares, como el transporte de solutos a través de los canales de iones,
el movimiento y adhesión celular, la transducción de señales dentro y fuera de la célula,
etcétera. Consecuentemente, desde el punto de vista de la f́ısica estad́ıstica, las membranas
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celulares son sistemas fuera o alejados del equilibrio termodinámico. Por este motivo, una
descripción más o menos realista debe incluir estos aspectos.

Figura 2: Algunos de los principales constituyentes de las membranas celulares.

El proceso de difusión a través del citoplasma celular es un fenómeno cuyo origen f́ısico
aún es tema de debate [[10]]. Si bien es cierto que las fluctuaciones de origen térmico deben
jugar un papel importante en dicho proceso, existen muchos otros factores inherentes a
la estructura de la membrana misma, aśı como del medio que la rodea, que pueden mod-
ificar la dinámica del sistema de manera importante. Como se mencionó anteriormente,
en los últimos años se ha sugerido que el comportamiento de los sistemas biológicos, debe
ser estudiado cerca de condiciones cŕıticas, pues en dichos estados, su regulación es más
sencilla y eficiente [[11], [12], [13], [14]]. Ejemplos de lo anterior son los trabajos de M.
Ya. Azbel, quien utilizó el modelo de Ising para describir las posibles correlaciones de
los nucleótidos en el ADN [[15]], o el modelo de H. Berry [[16]] para el proceso de co-
municación celular, donde la densidad de part́ıculas mensajeras sufre una transición de
fase para cierto valor cŕıtico en la probabilidad de transición entre el estado receptor y
el estado de asimilación del mensaje (durante el cual la célula no puede ser estimulada
por las part́ıculas mensajeras), al termino del cual, la célula produce una nueva part́ıcula
mensajera.

Este trabajo esta fuertemente basado y es una extensión del art́ıculo de R. F. Ro-
dŕıguez et. al. [[17]]. Nuestro objetivo fundamental es estudiar la forma en que se ve afec-
tado el proceso de difusión transversal a través del citoplasma celular, para una part́ıcula
ŕıgidamente unida a la membrana, cuando el citoplasma se encuentran cerca de condi-
ciones cŕıticas. Esta condición se verá reflejada en la naturaleza de las fluctuaciones de
las variables macroscópicas que definen al sistema, como la resistencia que opone la mem-
brana a ser doblada (modulo de curvatura) o la densidad del citoplasma, lo cual, a su vez,
se verá reflejado en fluctuaciones de su viscosidad. Para ello, construiremos un modelo
en el que las fluctuaciones transversales de la membrana se acoplan con la dinámica del
citoplasma a través de las condiciones de frontera y con ayuda del tensor de interacción
hidrodinámica (tensor de Oseen). De esta manera obtendremos una ecuación de Langevin
no Markoviana y con ruido multiplicativo, para describir los desplazamientos transversales
de la membrana. Sin embargo, debido a la crudeza biológica del modelo, no pretendemos
que nuestro trabajo arroje resultados cuantitativos que puedan ser cotejados de forma
directa con futuros resultados experimentales, realizados bajo condiciones similares a las
aqúı descritas (de los cuales, hasta la fecha, no tenemos conocimiento). Nuestra intención
es reflejar, de manera cualitativa o semi-cuantitativa, algunas caracteŕısticas dinámicas
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del proceso de difusión celular ante diferentes condiciones f́ısicas. Pero sobre todo, quer-
emos mostrar la manera en que pueden ser utilizadas las herramientas desarrolladas por
la f́ısica, y en particular las relacionadas con la mecánica estad́ıstica de sistemas fuera de
equilibrio, para estudiar el comportamiento de los sistemas y proceso biológicos.

Para alcanzar nuestros objetivos de una manera coherente y amena, hemos estruc-
turado esta tesis de la siguiente manera:

Caṕıtulo 1. Comenzamos con un repaso de los conceptos básicos de la teoŕıa de
probabilidades y procesos estocásticos. Abordando temas que van desde la definición
de una variable aleatoria y un proceso Gaussiano, hasta la definición de procesos
Markovianos y no Markovianos y su relación con el fenómeno de difusión para una
part́ıcula Browniana. Además, estudiamos algunos resultados publicados reciente-
mente [[18],[19]], relacionados con la validez el teorema de fluctuación-disipación
y su relación con el proceso de difusión en sistemas no Markovianos. Finalmente,
utilizamos métodos funcionales bien establecidos en la literatura [[23],[24]], para
obtener las ecuaciones de Fokker-Planck, para las funciones de distribución de prob-
abilidad de uno y dos puntos, asociadas a una ecuación de Langevin con ruido multi-
plicativo, a través de una expansión en series de potencias del tiempo de correlación
del ruido. Estos métodos constituyen una parte medular de nuestro trabajo, pues a
través de su aplicación es como obtendremos las expresiones para el desplazamiento
cuadrático medio de la part́ıcula unida a la membrana.

Caṕıtulo 2. En la primera sección estudiamos algunos aspectos básicos de hidro-
dinámica. Primero examinamos aquellas propiedades del flujo que no dependen
de la naturaleza del fluido: las leyes de conservación de la masa, la cantidad de
movimiento y la enerǵıa. Para ello, se definen los dos sistemas coordenados más
comúnmente utilizados para efectuar dicha descripción (Lagrangianos y Eulerianos)
y se estudia la relación existente entre ambos (teorema de transporte de Reynolds).
Posteriormente, se estudia el caso particular en el que el tensor de esfuerzos de corte
es proporcional al tensor de tasa de deformación (fluido Newtoniano), y en dicho
caso, se encuentra la expresión para la ecuación de continuidad y se deducen las
ecuaciones de Navier-Stokes. En la segunda sección se analiza la relación constitutiva
de un tipo especial de fluidos visco-elásticos, conocidos como fluidos de Maxwell.
En particular, se estudia la respuesta que presentan este tipo materiales bajo la
acción de un esfuerzo constante y una deformación espontánea. Este modelo se
utilizará para hacer un descripción macroscópica del citoplasma y como se verá en
caṕıtulos posteriores, su dependencia temporal en el tensor de esfuerzos, dará origen
a los efectos no Markovianos en la descripción dinámica de la membrana.

Caṕıtulo 3. En primer lugar, se presentan algunos conceptos básicos de geometŕıa
diferencial, enfocándose en la obtención de la expresiones para las curvaturas media
y Gaussiana de una superficie en la representación de Monge. En segunda instancia,
se estudian las propiedades estructurales de las membranas biológicas, resaltando
la diferencia entre las conformaciones tipo monocapa y las de tipo bicapa. Con base
en lo anterior, se construye un modelo simple constituido por cadenas de resortes
idénticos y se calcula la enerǵıa libre de curvatura asociada a dicha estructura. Pos-
teriormente, se hace uso de los resultados presentados en el segundo caṕıtulo, para
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construir las ecuaciones de movimiento que describen la dinámica de un fluido de
Maxwell en el régimen de bajos números de Reynolds, y se obtiene un solución
formal para el campo de velocidades del fluido en términos de las fuerzas externas.
Estas últimas, se calculan a partir de la enerǵıa libre de curvatura. El resultado de
este proceso es la obtención de una ecuación diferencial, no Markoviana y determin-
ista, que describe la dinámica de los desplazamiento transversales de un part́ıcula
ŕıgidamente unida a la membrana.

Caṕıtulo 4. En el caṕıtulo previo se derivó la ecuación de movimiento para la mem-
brana considerando únicamente el caso en el que la fuerza que actúa sobre el sistema
es completamente determinista. Sin embargo, en un situación real, la dinámica del
sistema debe estar mediada por una fuerza mucho más compleja, en la que además
de existir la componente determinista, también puedan existir fluctuaciones térmicas
que den origen a una fuerza estocástica. En este caṕıtulo se estudian dos situaciones
distintas que incorporan dicha componente. En primer lugar, se estudia un modelo
en el que las fluctuaciones son tales que dan origen a una fuerza fluctuante de tipo
aditivo, y en dicho sentido, no modifican sustancialmente las propiedades de fluido
que rodea a la membrana. Esta situación fue modelada a través de una ecuación
de Langevin no Markoviana y con un ruido aditivo, cuya correlación satisface el
teorema de fluctuación-disipación. En el segundo caso, suponemos que el fluido se
encuentra cerca de condiciones cŕıticas, en las que sus propiedades se ven fuerte-
mente modificadas. Para modelar este comportamiento, se remplazó un coeficiente
determinista por uno estocástico, que toma en cuenta las fluctuaciones en la vis-
cosidad del fluido, cuando este se encuentra cerca de condiciones cŕıticas. De esta
manera, transformamos la ecuación determinista, en una ecuación de Langevin no
Markoviana y con un ruido multiplicativo, donde este último fue modelado como un
proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Finalmente, se hace uso de las técnicas funcionales
presentadas en el primer caṕıtulo, para construir la ecuación de Fokker-Planck aso-
ciada a dicha ecuación de Langevin. A partir de las soluciones para la ecuación
de Fokker-Planck se calcula el desplazamiento cuadrático medio y la función de
correlación de desplazamiento, para una part́ıcula unida a la membrana.

En la sección final de este caṕıtulo se presentan las conclusiones de nuestro trabajo.
La primera de ellas es que existe una transición sub-difusiva a supra-difusiva en
el escalamiento del desplazamiento cuadrático medio de una part́ıcula unida a la
membrana. Pasando de una dependencia temporal que va como t2/3, cuando el
sistema se encuentra lejos de condiciones cŕıticas, a un un régimen en el que dicha
dependencia es aproximadamente t6/5, cerca de condiciones cŕıticas. Esto indica que
el proceso de difusión se ve favorecido cuando el fluido reológico se encuentra en la
vecindad de un estado cŕıtico. Además, la función de correlación de desplazamientos
es mucho mayor en el caso cŕıtico, lo cual concuerda con nuestra interpretación
acerca de la criticalidad del sistema.



Caṕıtulo 1

Procesos Estocásticos

1.1. Variables Aleatorias

Una variable aleatoria X es un objeto abstracto definido por un conjunto de valores
posibles I (los cuales pueden ser continuos o discretos), y una distribución de probabilidad
P (x) sobre dicho conjunto, de manera que la probabilidad de que X tome valores entre
x y x + dx esta dada por P (x)dx [[25]]. Una propiedad que se exige a la distribución
de probabilidad es que esté normalizada, lo cual, en el caso continuo, se expresa de la
siguiente manera

1 =

∫
I

dxP (x). (1.1)

Entonces, el valor esperado de cualquier función f(X) definida sobre I estará dado por

〈f(X)〉 =

∫
f(x)P (x)dx. (1.2)

En particular, el valor esperado de Xn, al cual denotaremos por µn ≡ 〈Xn〉, se conoce
como el n-ésimo momento de X.

La función caracteŕıstica de X se define como

GX(k) = 〈eikX〉 =

∫
I
eikxP (x)dx. (1.3)

Esta función contiene la misma información que la distribución de probabilidad, y por lo
tanto provee una descripción completa la variable aleatoria. Además, si existe el n-ésimo
momento de X, entonces

〈µn〉 = −in dn

dkn
GX(k)

∣∣∣∣
k=0

, (1.4)

y GX(k) es también la función generadora de momentos de X.
Una distribución de probabilidad frecuentemente utilizada para describir variables

aleatorias, es la distribución Gaussiana, que es una distribución continua y simétrica

7
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cuyos valores tienden a concentrarse alrededor del valor medio. Para una sola variable
aleatoria X, la manera más general de representar esta distribución es

P (x) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 , (1.5)

donde µ es el primer momento o valor medio y σ2 es la varianza, la cual es una medida
del ancho de la distribución y está dada por σ2 = µ2

2−µ2. Algunas de las propiedades de
esta distribución son:

Si X y Y son dos distribuciones Gaussianas, entonces su suma Z = X +Y también
es una distribución Gaussiana.

Posee momentos de todos los ordenes.

Los momentos centrales, definidos como 〈(X − µ)n〉, están dados por

〈(X − µ)n〉 =

{
0 n par
σn(n− 1)!! n impar,

(1.6)

donde !! representa el producto de todos los números pares entre n y 1. En este
sentido, se puede decir que una distribución Gaussiana queda definida únicamente
por sus dos primeros momentos.

Muchas son las razones por las que esta distribución juega un papel fundamental en la
descripción estad́ıstica de diversos sistemas, una de ellas es la gran cantidad de resultados
anaĺıticos que pueden ser obtenidos para esta distribución debido a su simplicidad, otra
se obtiene como resultado directo del teorema del ĺımite central, de acuerdo con el cual
(bajo ciertas condiciones) la suma de un gran número de variables aleatorias se distribuye
aproximadamente como una distribución Gaussiana

Las conceptos presentados en esta sección pueden ser fácilmente generalizadas al caso
en que X es una variable con r componentes X1, X2, ..., Xr. La distribución de proba-
bilidad común a las r variables aleatorias se conoce como distribución de probabilidad
conjunta y se denota por P (X1, X2, ..., Xr). Dado un subconjunto de s < r variables
X1, X2, ..., Xs, la probabilidad de que éstas tomen los valores x1, x2, ..., xs, sujetas a la
condición de que las variables restante Xs+1, Xs+2, ..., Xr adquieran valores espećıficos
xs+1, xs+2, ..., xr, se conoce como distribución de probabilidad condicional y se denota
por

Ps|r−s(x1, x2, ..., xs|xs+1, xs+2, ..., xr) (1.7)

Con los segundos momentos asociados a una variable aleatoria, es posible construir la
denominada matriz de covarianzas, definida de la siguiente manera

〈〈XiXj〉〉 = 〈(Xi − 〈Xi〉) (Xj − 〈Xj〉)〉 = 〈XiXj〉 − 〈Xi〉〈Xj〉, (1.8)

los elementos diagonales de esta matriz son las varianzas y los elementos fuera de la
diagonal se conocen como covarianzas. Se dice que las variables Xi y Xj no están correla-
cionadas cuando su covarianza es nula.
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1.2. Procesos Estocásticos

Una vez que se ha definido una variable aleatoria X, es posible construir una infinidad
de variables aleatorias adicionales Y , definidas como función de la primera, aśı como de
un parámetro adicional t, a través de la siguiente relación

YX(t) = f(X, t). (1.9)

A esta cantidad se le conoce como proceso estocástico, es decir; un proceso estocástico es
simplemente una función de dos variables, una de las cuales es determinista y usualmente
es el tiempo t, y la otra es una variable aleatoria X. De manera que seleccionando uno
de los valores posible para X se obtiene una función ordinaria de t

Yx(t) = f(x, t), (1.10)

llamada función de prueba o realización del proceso. En el ámbito de la f́ısica se considera
un proceso estocástico como un ensamble de funciones de prueba [[26]].

Dada la distribución de probabilidad PX(x) para un proceso estocástico, se puede
construir el valor esperado de YX de la siguiente manera

〈Y (t)〉 =

∫
Yx(t)PX(x)dx. (1.11)

De forma más general, dados n valores, no necesariamente distintos, para t, el n-ésimo
momento de Y estará dado por

〈Y (t1)Y (t2) · . . . · Y (tn)〉 =

∫
Yx(t1)Yx(t2) · . . . · Yx(tn)PX(x)dx. (1.12)

Una cantidad de interés fundamental en el estudio de procesos estocásticos y en sus
aplicaciones f́ısicas es la función de correlación entre variables aleatorias para dos difer-
entes tiempos o puntos espaciales,

C(t1, t2) ≡ 〈〈Y (t1)Y (t2)〉〉 = 〈Y (t1)Y (t2)〉 − 〈Y (t1)〉〈Y (t2)〉. (1.13)

Esta cantidad puede medirse utilizando diferentes espectroscoṕıas, como dispersión de luz,
sonido, neutrones, etc. Las correlaciones pueden ser utilizadas para determinar el grado
de coherencia de campos electromagnéticos, la velocidad de difusión de part́ıculas ligeras
en suspensión, información sobre la periodicidad de señales eléctricas y sus frecuencias
caracteŕısticas, etc. En particular, para ciertos procesos es posible definir un tiempo de
auto correlación τc, como aquel para el cual C(t1, t2) es despreciable si |t1 − t2| � τc.

Con la finalidad de clarificar los procedimientos que serán utilizados más adelante,
analicemos con un poco de detalle el sistema f́ısico comprendido por un gas encerrado
en un recipiente con un pistón móvil que se encuentra en contacto con un baño térmico.
Desde el punto de vista de la mecánica clásica la descripción de este sistema se sigue de las
leyes de Newton, una vez conocidas las posiciones y velocidades de todas y cada una de
las moléculas del gas para un instante de tiempo dado. En este sentido, el sistema es com-
pletamente determinista, sin embargo, la experiencia nos muestra que el comportamiento
de las moléculas es complicado e irregular. Pese a esto, también se observa que el valor
promedio de ciertas cantidades macroscópicas, como el volumen y la presión, se rige por
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una ley relativamente simple. Desde el punto de vista microscópico tenemos que el valor
instantáneo de la fuerza ejercida sobre el pistón vaŕıa rápida e impredeciblemente, sin em-
bargo, cuando dicha interacción es integrada sobre un intervalo de tiempo suficientemente
grande, el resultado obtenido es precisamente la ley de Boyle (ley macroscópica).

En general, efectuar dichos promedios sobre intervalos de tiempo adecuados es un
procedimiento dif́ıcil y poco práctico, por este motivo, usualmente se recurre a una
metodoloǵıa alternativa, en la que la función estocástica dependiente del tiempo es reem-
plazada por un ensamble de funciones, es decir; es reemplazada por un proceso estocástico.
Para llevar a cabo esta reformulación se puede observar el movimiento de un gran número
de part́ıculas y promediar los resultados obtenidos, lo cual representa una de las realiza-
ciones posibles del ensamble, o bien, se puede observar a la misma part́ıcula durante un
intervalo de tiempo y seccionar su trayectoria en subintervalos temporales mas pequeños,
tales que la dinámica a lo largo de un subintervalo dado no tenga influencia sobre la
dinámica en el siguiente intervalo. Si esto ocurre, el promedio temporal es equivalente al
promedio sobre el ensamble, y se dice que el sistema es ergódico.

1.3. Procesos Markovianos

Se define un proceso Markoviano como aquel que para cualquier conjunto de n tiempos
sucesivos t1 < t2 < ... < tn, satisface la siguiente condición

P1|n−1(yn, tn|y1, t1; y2, t2, ..., yn−1, tn−1) = P1|1(yn, tn|yn−1, tn−1), (1.14)

es decir, la probabilidad de que la variable Y tome el valor yn al tiempo tn, habiendo
adquirido el valor yn−1 al tiempo tn−1, no depende de los valores adquiridos a tiempos
anteriores. En otras palabras, un proceso de Markov, es un proceso sin memoria.

Uno de los procesos Markovianos mejor entendidos es el movimiento Browniano [[27]],
que consiste en estudiar la dinámica de una part́ıcula macroscópica, cuyo tamaño t́ıpico
es del orden de una micra, inmersa en un fluido compuesto por moléculas mucho más
ligeras, que colisionan con la primera de una manera aleatoria.

Para estudiar este sistema, consideremos la ecuación de movimiento para una part́ıcula
Browniana inmersa en dicho fluido

m
d

dt
u(t) = F, (1.15)

donde m es la masa de la part́ıcula Browniana, u(t) es su velocidad y F es la fuerza que
el fluido ejerce sobre ésta. Dicha fuerza puede descomponerse en dos partes, la primera es
la fricción determinista, que se opone al movimiento y que es proporcional a la velocidad,
siendo γ el coeficiente de fricción. La segunda es una fuerza aleatoria ζ(t) producida por
las colisiones de las moléculas del medio con la part́ıcula Browniana. Entonces, podemos
reescribir la ecuación anterior como

m
d

dt
u(t) = −γu(t) + ζ(t). (1.16)

Dado que la fuerza aleatoria es producida por una gran cantidad de colisiones entre las
moléculas del fluido y la part́ıcula Browniana, el teorema del ĺımite central nos permite
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aproximar a ζ(t) como un proceso Gaussiano. Además, la masa de la de la part́ıcula
Browniana es mucho mayor que la de las moléculas del fluido, el tiempo caracteŕıstico
asociado al movimiento de estas últimas será mucho menor que el correspondiente a una
part́ıcula Browniana. Si esto ocurre, es permisible efectuar la idealización donde el tiempo
caracteŕıstico entre dos colisiones sucesivas, es infinitesimalmente pequeño. Por lo tanto,
ζ(t) puede ser caracterizada de la siguiente manera

〈ζ(t)〉 = 0 (1.17)

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = 2Bδ(t− t′) (1.18)

con B una medida de la intensidad de la fuerza fluctuante y donde los momentos centrales
de orden superior pueden obtenerse a partir de estas dos cantidades de acuerdo con (1.6).
En esta expresión, los paréntesis angulares representan un promedio sobre las realizaciones
del ruido y también implican promediar sobre un ensamble de condiciones iniciales de las
part́ıculas. Un proceso estocástico que satisface estas propiedades se conoce como ruido
blanco de promedio cero.

La ecuación 1.16 junto con las condiciones 1.18 conforman un modelo estocástico
conocido como la ecuación de Langevin Markoviana, lineal y aditiva.

La ecuación de Langevin es un prototipo de ecuación diferencial estocástica. Ésta
define a u(t) como un proceso estocástico Markoviano para ciertas condiciones iniciales
u(0) = u0, y su solución formal es

u(t) = u0e
− γtm +

1

m
e−

γt
m

∫
e
γt′
m ζ(t′)dt′. (1.19)

Promediando sobre un subensamble de part́ıculas Brownianas cuyas condiciones iniciales
están definidas por un ensamble en equilibrio termodinámico, se encuentra

〈u(t)〉 = u0e
− γtm y 〈u2(t)〉 = u2

0e
− 2γt

m +
B

γm

(
1− e−

2γt
m

)
. (1.20)

Dado que en equilibrio térmico la velocidad cuadrática media debe satisfacer el teo-
rema de equipartición de enerǵıa, se tiene que

ĺım
t→∞
〈u2(t)〉 =

B

γm
=
kBT

m
→ B = γkBT , (1.21)

lo cual relaciona la intensidad B del término fluctuante con el coeficiente de fricción.
Esta es la forma más sencilla de un resultado muy importante conocido como teorema de
fluctuación-disipación, que entre otras cosas es responsable de que el esquema de Langevin
sea tan exitoso, pues establece una conexión directa entre el carácter mesoscópico del
sistema (intensidad del ruido) y el carácter macroscópico (coeficiente de fricción), y en
este caso refleja que es el mismo mecanismo f́ısico a saber, las colisiones, el responsable
de la existencia de las fuerzas que actúan sobre la part́ıcula Browniana.

El punto clave detrás de este esquema es la competencia entre el término de amor-
tiguamiento que tiende a desaparecer la dinámica del sistema (fricción) y el término fluc-
tuante, que la mantiene viva, pero de una manera completamente desordenada. Siendo el
balance entre ambas tendencias, lo que produce la distribución de equilibrio.
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Para construir la ecuación de Langevin (1.16) hemos supuesto que el coeficiente de
fricción depende únicamente del valor instantáneo de la velocidad al tiempo t, sin embargo,
pueden existir sistemas para los que dicho coeficiente dependa de la historia de la velocidad
para tiempos s < t, es decir; la fricción puede tener memoria (proceso no Markoviano).
En dicho caso, es necesario remplazar a γ por una función de memoria Γ(t) [[28]], de
forma tal que la fuerza de fricción al tiempo t se verá modificada de la siguiente manera

− γu(t) → −
∫ t

−∞
Γ(t− s)u(s)ds, (1.22)

donde el ĺımite inferior de esta integral refleja el hecho de que la fuerza de fricción depende
de la historia completa de la part́ıcula. Esta modificación da origen a la denominada
ecuación de Langevin generalizada

d

dt
u(t) = −

∫ t

−∞
Γ(t− s)u(s)ds+ ζ(t). (1.23)

En caṕıtulos posteriores se estudiarán diferentes maneras para trabajar con este tipo
de ecuaciones. De momento únicamente mencionaremos que si un sistema descrito por
esta ecuación, tiende a un estado de equilibrio, entonces es necesario modificar el teorema
de fluctuación-disipación [[29]] de la siguiente manera

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = kBTΓ(|t− t′|). (1.24)

Lo cual indica que el ruido deja de ser blanco, pues el tiempo de correlación del mismo es
muy pequeño pero finito. Es decir, Γ(t− t′) ya no es una delta de Dirac como en (1.18).
En otras palabras, su transformada de Fourier deja de ser una constante y se convierte
en un ruido de color.

1.4. Teorema de Fluctuación Disipación

En la sección anterior estudiamos como es que la existencia de un estado de equilibrio
para el desplazamiento cuadrático medio de una part́ıcula Browniana, implica una relación
entre la componente disipativa (γ) y la componente estocástica (Γ) de la fuerza que el
fluido ejerce sobre la part́ıcula. A este resultado se le conoce como el segundo teorema de
fluctuación-disipación de Kubo [[29]]. Una pregunta natural que surge al estudiar sistemas
más complicados, es la existencia de un resultado equivalente, lo cual, como veremos en
esta sección, no siempre ocurre. Para mostrarlo, consideremos un sistema descrito por la
ecuación (1.23)

d

dt
u(t) = −

∫ t

0

Γ(t− s)u(s)ds+ ζ(t). (1.23)

donde ζ(t) esta caracterizada de la siguiente manera

〈ζ(t)〉 = 0 (1.25)

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = u2
eqΓ(t− t′). (1.26)
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Dada la forma de (1.23), es de esperar que para ciertas formas funcionales de Γ, u2(t)
tienda a un valor de equilibrio

ĺım
t→∞
〈u2(t)〉 = u2

eq. (1.27)

Sin embargo, como se verá a continuación, esta relación no se satisface para el caso de
una dinámica supra-difusiva. Para mostrarlo, definamos la siguiente cantidad

y(t) =

∫ ∞
0

u(t′)dt′, (1.28)

sobre la cual supondremos que presenta el siguiente comportamiento asintótico

ĺım
t→∞
〈y2(t)〉 ∼ tα. (1.29)

Para estudiar las condiciones bajo las cuales se satisface la expresión (1.27), hagamos uso
de la función de correlación normalizada, definida por

R(t) =
C(t)

C(0)
con C(t) = 〈u(t)u(0)〉. (1.30)

La ecuación de movimiento para esta cantidad se obtiene directamente de (1.23)

d

dt
R(t) = −

∫ t

0

Γ(t− t′)R(t′)dt′. (1.31)

Tomando al transformada de Laplace con respecto a t encontramos

R(z) =
1

z + Γ(z)
. (1.32)

Si ahora tomamos la transformada de Laplace de (1.23) y hacemos uso de la expresión
para R(z) obtenemos

u(z) = u(t = 0)R(z) +R(z)ζ(z), (1.33)

que en el espacio t se reduce a lo siguiente

u(t) = u(t = 0)R(t) +

∫ t

0

R(t′)ζ(t− t′)dt′. (1.34)

Haciendo uso de (1.26), encontramos

〈u2(t)〉 = u2(t = 0)R2(t) + 2u2
eq

∫ t

0

[
R(s)

∫ s

0

R(s′)Γ(s− s′)ds′
]

ds, (1.35)

con la ayuda de (1.31) se reduce a lo siguiente

〈u2(t)〉 = R2(t)
[
u2(t = 0)− u2

eq

]
+ u2

eq. (1.36)

Esto implica que (1.27) se satisface si u2(t = 0) = u2
eq o si ocurre que
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0 = ĺım
t→∞

R(t) = ĺım
z→0

zR(z) = ĺım
z→0

1

1 + Γ(z)
z

, (1.37)

donde en la segunda igualdad se ha utilizado el teorema del ĺımite central.
Si ahora consideramos el ĺımite asintótico [[18],[19]]

ĺım
z→0

Γ(z) ≈ czν , (1.38)

y hacemos uso de la relación α = ν+ 1, demostrada por Morgado et. al. [[20]], obtenemos

ĺım
z→0

1

1 + czα−2
= 0. (1.39)

Como consecuencia de esto, Costa et. al. demostraron que el teorema de fluctuación
disipación se satisface para procesos con difusión normal y sub-difusión. Pero su validez
no está garantizada para procesos supra-difusivos, en los que ĺımz→0 Γ(z) = 0 y la ecuación
(1.37) se reduce a

ĺım
t→∞

Γ(t) =

[
1 + ĺım

z→0

∂

∂z
Γ(z)

]−1

(1.40)

1.5. Ecuación de Fokker-Planck

Hasta el momento hemos trabajado con ecuaciones estocásticas en las que el ruido es
de tipo aditivo, sin embargo, más adelante veremos que los efectos inducidos por la crit-
icalidad del citoplasma darán lugar a una ecuación diferencial estocástica en la que el
ruido es de tipo multiplicativo. Trabajar directamente con dicha ecuación puede resultar
complicado, aśı que para resolverla adoptaremos un esquema distinto que consiste en con-
struir una ecuación diferencial parcial no estocástica para la distribución de probabilidad
P (q, t) de encontrar a una part́ıcula en el punto q(t) al tiempo t. La ecuación determinista
asociada a dicho proceso, se conoce como ecuación de Fokker-Planck. Para construir esta
ecuación consideremos un proceso definido por una ecuación diferencial estocástica, no
lineal y de primer orden en el tiempo

d

dt
q(t) = v(q(t)) + g(q(t))ζ(t), (1.41)

donde, en general, v(q(t)) y g(q(t)) son funciones no lineales de q(t) y ζ(t) es un pro-
ceso Gaussiano de promedio nulo. El caso particular en el que g(q(t)) es una constante,
se conoce como caso aditivo, mientras que la situación general, donde g(q(t)) es una
arbitraria de q(t), es llamado caso multiplicativo [[21],[22]].

Si consideremos un ensamble de sistemas en el espacio q, que satisfacen (1.41) para una
realización dada de ζ(t) y diferentes condiciones iniciales. Este ensamble puede ser repre-
sentado por una densidad ρ(q, t) cuya evolución temporal está dictada por una ecuación
de continuidad, que no es más que una expresión para la conservación del número de
sistemas en el ensamble:
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∂

∂t
ρ(q, t) = − ∂

∂q
[(v(q) + g(q)ζ(t)) ρ(q, t)] . (1.42)

Esta expresión representa las variaciones temporales de ρ para un valor fijo de q, por lo
tanto, en este esquema v(q) y g(q) son funciones dadas e independientes de ζ(t), mientras
que ρ(q, t) es una funcional de ζ(t) definida a través de (1.42).

La ecuación diferencial no estocástica para la densidad de probabilidad P (q, t) se
obtiene promediando (1.42) sobre las realizaciones del ruido (P (q, t) = 〈ρ(q, t)〉) [[23]],
entonces

∂

∂t
P (q, t) = − ∂

∂q
[v(q)P (q, t)]− ∂

∂q
[g(q)〈ζ(t)ρ(q, t)〉] . (1.43)

Si consideramos que el promedio sobre condiciones iniciales es independiente de las
realizaciones de ζ(t), podemos identificar a ρ(q, t) con el promedio sobre condiciones
iniciales de δ(q(t)− q), donde q(t) es una solución formal de (1.41) para una determinada
realización de ζ(t), por lo tanto, podemos reescribir (1.43) de la siguiente manera

∂

∂t
P (q, t) = − ∂

∂q
[v(q)P (q, t)]− ∂

∂q
[g(q)〈ζ(t)δ(q(t)− q)〉] . (1.44)

El promedio que aparece en esta expresión puede ser evaluado bajo la suposición de
que ζ(t) es un proceso Gaussiano de promedio nulo, pues de acuerdo con la formula de
Novikov, para un proceso de este tipo se satisface lo siguiente:

〈ζ(t)φ[ζ(t)]〉 =

∫ t

0

γ(t, t′)

〈
δφ[ζ]

δζ(t′)

〉
dt′, (1.45)

donde φ[ζ] es un funcional de ζ y γ(t, t′) = 〈ζ(t)ζ(t′)〉. De esta manera, podemos reescribir
(1.44) como

∂

∂t
P (q, t) = − ∂

∂q
[v(q)P (q, t)]

− ∂

∂q

[
g(q)

∫ t

0

γ(t, t′)

〈
δ [δ(q(t)− q)]

δζ(t′)

〉
dt′
]
. (1.46)

Ahora notemos que

δ [δ(q(t)− q)]
δζ(t′)

=

(
δq(t)

δζ(t′)

)
∂

∂q(t)
δ(q(t)− q)

= −
(
δq(t)

δζ(t′)

)
∂

∂q
δ(q(t)− q). (1.47)

Haciendo uso de la identidad

f(y)
∂

∂x
δ(y − x) =

∂

∂x
[f(x)δ(y − x)] , (1.48)

obtenemos
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δ [δ(q(t)− q)]
δζ(t′)

= − ∂

∂q

(
δq(t)

δζ(t′)

∣∣∣∣
q(t)=q

δ(q(t)− q)

)
. (1.49)

Sustituyendo esto en (1.46)

∂

∂t
P (q, t) = − ∂

∂q
[v(q)P (q, t)] (1.50)

+
∂

∂q

[
g(q)

∂

∂q

∫ t

0

γ(t, t′)

〈
δq(t)

δζ(t′)

∣∣∣∣
q(t)=q

δ(q(t)− q)

〉
dt′

]
.

El problema en esta expresión es evaluar la función de respuesta δq(t)/δζ(t′), lo cual, en
general es imposible, por este motivo es necesario hacer uso de alguna aproximación, la
cual depende del tipo de ruido utilizado.

Antes de hacer cualquier aproximación notemos que una solución formal de (1.46)
está dada por

q(t) = q(0) +

∫ t

0

[v(q(s) + g(q(s))ζ(s))] ds, (1.51)

Tomando la derivada funcional de esta expresión encontramos

δq(t)

δζ(t′)
= g(q(t′)) +

∫ t

t′

δq(s)

δζ(t′)

[
∂

∂q
v(q(s)) + ζ(s)

∂

∂q
g(q(s))

]
ds, (1.52)

y diferenciando con respecto a t

∂

∂t

(
δq(t)

δζ(t′)

)
=

δq(t)

δζ(t′)

[
∂

∂q
v(q(t)) + ζ(t)

∂

∂q
g(q(t))

]
. (1.53)

Resolviendo para las condiciones iniciales

δq(t)

δζ(t′)

∣∣∣∣
t=t′

= g(q(t′)), (1.54)

encontramos

δq(t)

δζ(t′)
= g(q(t′))e

∫ t
t′

δq(t)

δζ(t′) [
∂
∂q v(q(s))+ζ(s) ∂∂q g(q(s))]ds. (1.55)

Esta es únicamente una solución formal, pues una solución expĺıcita requiere cono-
cer la solución para q(s), sin embargo, resultará de utilidad al momento de efectuar las
aproximaciones en (1.50). Evidentemente, dichas aproximaciones dependerán del tipo de
ruido ζ(t) involucrado en el problema. Para el caso particular en que ζ(t) es un proce-
so Gaussiano y blanco, caracterizado por una intensidad D, tenemos que la correlación
está dada por

γ(t− t′) = Dδ(t− t′), (1.56)
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lo cual implica que la única contribución a la función de respuesta será cuando t = t′,
entonces, haciendo uso de (1.55) tenemos que (1.50) se reduce a la ecuación de Fokker-
Planck para la densidad de probabilidad P (q, t)

∂

∂t
P (q, t) = − ∂

∂q
[v(q)P (q, t)] +D

∂

∂q

{
g(q)

∂

∂q
[g(q)P (q, t)]

}
. (1.57)

Para el caso en que ζ(t) es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck tenemos que la función
de correlación está dada por

γ(t− t′) =
D

τ
e−
|t−t′|
τ , (1.58)

donde D es la intensidad del ruido y τ es su tiempo de correlación.

En la vecindad del ruido blanco (τ � 1), γ(t− t′) decae muy rápidamente, de manera
que la principal contribución a la función de respuesta se obtendrá para t ' t′. Por lo
tanto, es posible obtener una buena aproximación expandiendo la función de respuesta
alrededor de t ' t′ y considerar únicamente las contribuciones hasta primer orden

δq(t)

δζ(t′)
' δq(t)

δζ(t′)

∣∣∣∣
t′→t

+
d

dt′
δq(t)

δζ(t′)

∣∣∣∣
t′→t

(t− t′), (1.59)

donde la derivada temporal de la función de respuesta se obtiene a partir de (1.55),
encontrando

d

dt′
δq(t)

δζ(t′)
= −g2(q(t))

∂

∂q

(
v(q(t))

g(q(t))

)
. (1.60)

Haciendo uso de las dos expresiones anteriores en (1.50) y despreciando los términos
transitorios, lo cual se consigue extendiendo el ĺımite de integración a infinito, encontramos
la ecuación de Fokker-Planck asociada a este proceso

∂

∂t
P (q, t) = − ∂

∂q
[v(q)P (q, t)] +D

∂

∂q

{
g(q)

∂

∂q
[h(q)P (q, t)]

}
, (1.61)

donde

h(q) = g(q)

{
1 + τ

∂

∂q

[
v(q)

g(q)

]}
. (1.62)

Mediante un procedimiento similar [[24]] es posible obtener la ecuación de Fokker-
Planck para la distribución de probabilidad de que el sistema adquiera el valor q al
tiempo t, y el valor q′ al tiempo t′ (P (q, t; q′, t′)) [[26]]. Dicha distribución de probabilidad
usualmente se conoce como probabilidad conjunta. Si consideramos el caso particular
definido por

v(q, t) = a(t)q + b(t) y g(q, t) = 1, (1.63)

la ecuación de Fokker-Planck resultante es la siguiente
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∂

∂t
P (q, t; q′, t′) = − ∂

∂q
[(a(t)q + b(t))P (q, t; q′, t′)] +D(t)

∂2

∂q2
P (q, t; q′, t′)

+ D′(t, t′)
∂2

∂q∂q′
P (q, t; q′, t′), (1.64)

donde

D(t) =

∫ t

0

γ(t, t1)e
∫ t
t1
a(s)ds

dt1 (1.65)

D′(t, t′) =

∫ t′

0

γ(t, t1)e
∫ t′
t1
a(s)ds

dt1, (1.66)

la cual es valida para cualquier elección de γ(t, t′).
Por otra parte, cuando ζ(t) es una proceso de Ornstein-Uhlenbeck y v(q) y g(q) son

funciones arbitrarias pero independientes del tiempo, la ecuación de Fokker-Planck para
P (q, t; q′, t′) es la siguiente

∂

∂t
P (q, t; q′, t′) = − ∂

∂q
[v(q)P (q, t; q′, t′)]

+ D
∂

∂q

{
g(q)

∂

∂q
[h(q)P (q, t; q′, t′)]

}
(1.67)

+ De−
|t−t′|
τ

∂

∂q

{
g(q)

∂

∂q′
[h(q′)P (q, t; q′, t′)]

}
,

donde

h(q) = g(q)

{
1 + τ

∂

∂q

[
v(q)

g(q)

]}
. (1.68)

En esta sección hemos hecho uso de los métodos funcionales desarrollados por Sancho
y San Miguel para construir una ecuación de Fokker-Planck aproximada, para las dis-
tribuciones de probabilidad de uno y dos puntos, asociadas a una ecuación de Langevin
de la forma (1.41). Esencialmente, dicha aproximación se basa en una expansión en series
de potencias del tiempo de correlación del ruido. Sin embargo, existen otros métodos para
construir una ecuación de Fokker-Planck a partir de una ecuación diferencial estocástica
de Langevin. Por ejemplo, el método de integrales de trayectoria [[22]], o los desarrollos en
cumulantes [[26], [30]], donde el punto de partida para pasar de una ecuación diferencial
estocástica a una ecuación diferencial determinista para la densidad de probabilidad, se
basa en el uso de la ecuación de Liouville y el empleo del lema de van Kampen.



Caṕıtulo 2

Hidrodinámica de Fluidos
Viscoelásticos

El campo de estudio de la dinámica de fluidos se basa en la solución simultánea de ciertas
ecuaciones, que representan diferentes leyes f́ısicas, las cuales pueden ser agrupadas en
dos categoŕıas. La primera corresponde a leyes válidas para cualquier tipo de material,
conocidas como leyes de conservación. Por ejemplo: las leyes de conservación de la materia,
el momento lineal, el momento angular y la enerǵıa. El segundo grupo corresponde al
comportamiento de un tipo espećıfico de materiales. Estas leyes están representadas por
las ecuación de estado termodinámica, la ecuación constitutiva, que relaciona los esfuerzos
internos con las variables cinemáticas; la ecuación constitutiva para la propagación del
calor, que relaciona el flujo de calor con la distribución de temperaturas.

El propósito de este capitulo es estudiar la forma que adquieren estas ecuaciones
cuando el fluido en cuestión pertenece a una familia de fluidos no Newtonianos conocidos
como fluidos viscoelásticos.

2.1. Leyes de Conservación

Existen dos sistemas de coordenadas básicos que pueden ser utilizados para escribir las
ecuaciones hidrodinámicas de un fluido. El primero, es el denominado sistema Euleriano
[[31]], en el que las coordenadas de un elemento de fluido se determinan con respecto al
sistema de referencia del laboratorio. Las coordenadas espaciales y el tiempo son con-
sideradas variables independientes de un elemento de fluido. Para formular las leyes de
conservación en este sistema, se hace uso de un volumen de control a través del cual circula
el fluido. El otro es el sistema Lagrangiano, que consiste en estudiar la evolución temporal
de un determinado elemento de fluido desde un sistema de referencia que se mueve con él.
En este sistema, las coordenadas espaciales y el tiempo dejan de ser variables independi-
entes, pues sabiendo que al tiempo t0, el elemento de fluido se encontraba en las posición
(x0, y0, z0), es posible calcular la posición que ocupará en un tiempo posterior, siempre y
cuando se conozcan las componentes (u, v, w) de su velocidad. Para ver la forma en que
se relacionan ambos sistemas, analicemos el comportamiento de una variable local α(r̄, t)

19
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del fluido (que bien puede ser la densidad ρ, la temperatura T , etc). Si estudiamos un
elemento de fluido a lo largo de un intervalo de tiempo δt, tendremos que

δα

δt
=

∂

∂t
α+

∂

∂x
α
δx

δt
+

∂

∂y
α
δy

δt
+

∂

∂z
α
δz

δt
, (2.1)

donde el lado izquierdo de esta expresión, representa el cambio neto de la cantidad α
durante el intervalo de tiempo δt, visto en el sistema Lagrangiano (sistema que se mueve
con el fluido) y el miembro derecho representa la misma cantidad pero en el sistema
Euleriano. En el ĺımite cuando δt → 0, el cociente δα/δt, es justamente la derivada
de α con respecto a t (en el sistema Lagrangiano), a la cual denotaremos por Dα/Dt.
Aśı mismo, δx/δt es vuelve la componente de la velocidad en la dirección de x (en el
sistema Euleriano). Haciendo uso de la convención de Einstein sobre ı́ndices repetidos,
podemos reescribir la ecuación anterior de la siguiente manera

D

Dt
α =

∂

∂t
α+ uk

∂

∂xk
α. (2.2)

Por lo tanto, esta expresión representa la razón de cambio Lagrangiana, de una cantidad
α, expresada en términos de derivadas Eulerianas.

Los principios de conservación serán aplicados sobre un volumen de control V , dentro
del cual se encuentra el elemento de fluido estudiado∫

V

LαdV = 0, (2.3)

donde L es un operador diferencial y α es la densidad local de la cantidad f́ısica en
cuestión. Haciendo uso del teorema de transporte de Reynolds, podemos reescribir esta
expresión en una forma que involucre derivadas Eulerianas

D

Dt

∫
V

αdV =

∫
v

[
∂

∂t
α+

∂

∂xk
(αuk)

]
dV. (2.4)

Si consideramos un elemento especifico de fluido, que ocupa un volumen V y posee
una densidad ρ, podemos expresar el principio de conservación de la masa, en el sistema
Lagrangiano, de la siguiente manera [[32]]

D

Dt

∫
v

ρdV = 0. (2.5)

Con ayuda del teorema de transporte de Reynolds, adquiere la siguiente forma∫
V

[
∂

∂t
ρ+

∂

∂xk
(ρuk)

]
dV = 0, (2.6)

y dado que el elemento de volumen puede ser elegido de forma arbitraria, el integrando
debe anularse, entonces

∂

∂t
ρ+

∂

∂xk
(ρuk) = 0, (2.7)

Si además de ello consideramos que el fluido es incompresible, i. e., su densidad es con-
stante, el resultado anterior se reduce a
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∂

∂xk
uk = 0. (2.8)

La expresión para la ley de la conservación de la cantidad de movimiento, puede ser
obtenida como una aplicación directa de la segunda ley de Newton, sobre un elemento de
fluido, en el sistema Lagrangiano. Para ello, denotemos por f , a las fuerzas externas por
unidad de masa, que actúan sobre el fluido, y por P a las fuerzas superficiales que actúan
sobre el mismo. Entonces podemos escribir la segunda ley de Newton, para el elemento
de fluido, de la siguiente manera

D

Dt

∫
V

ρudV =

∫
S

PdS +

∫
V

ρfdV. (2.9)

Ahora notemos que la fuerza superficial P esta dada por Pj = σijni, donde σij es el
tensor de esfuerzos y ni es la i-ésima componente del vector normal a la superficies S.
Por lo tanto, podemos reescribir la expresión anterior como

D

Dt

∫
V

ρujdV =

∫
S

σijnidS +

∫
V

ρfjdV. (2.10)

Utilizando los teoremas de Reynolds y de la divergencia, se reduce a∫
V

[
∂

∂t
(ρuj) +

∂

∂xk
(ρujuk)

]
dV =

∫
V

∂

∂xi
σijdV +

∫
V

ρfjdV. (2.11)

Dado que este resultado debe ser válido para un volumen arbitrario, entonces

∂

∂t
(ρuj) +

∂

∂xk
(ρujuk) =

∂

∂xi
σij +

∫
V

ρfj . (2.12)

Si ahora expandimos los términos entre paréntesis y hacemos uso de (2.7), obtenemos la
ecuación para la ley de conservación de la cantidad de movimiento

ρ
∂

∂t
uj + ρuk

∂

∂xk
uj =

∂

∂xi
σij + ρfj . (2.13)

El miembro izquierdo de esta ecuación representa la razón de cambio de la cantidad de
movimiento de un elemento de fluido, donde el primer término es la aceleración temporal,
mientras que el segundo es una aceleración convectiva que toma en cuenta las aceleraciones
locales (alrededor de obstáculos) incluso cuando el flujo es estacionario. En el lado derecho,
el primer término representa la fuerza producida por el gradiente de esfuerzos de corte,
y el segundo termino representa las fuerzas de cuerpo, como lo puede ser la la fuerza de
gravedad.

Para obtener la ley de conservación de la enerǵıa es necesario aplicar la primera ley
de la termodinámica sobre un elemento de fluido. Sin embargo, recordemos que esta ley
solo puede aplicarse a sistemas en equilibrio, y desde el punto de vista termodinámico, un
fluido en movimiento es un sistema fuera de equilibrio. Para superar esta dificultad se hace
uso de la hipótesis de equilibrio local, que establece que localmente, o sea, en la vecindad
de cada posición de un elemento de fluido, existe el equilibrio termodinámico. Entonces se
considera que la enerǵıa instantánea del fluido está compuesta por dos partes: la enerǵıa
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interna por unidad de masa (e) y la enerǵıa cinética por unidad de masa (ρu · u/2). De
manera que la aplicación de la primera ley de la termodinámica es efectuada sobre la
suma de estas dos. Teniendo esto en mente, seguimos un procedimiento análogo a los
utilizados anteriormente y encontramos la siguiente ecuación para la conservación de la
enerǵıa interna por unidad de masa

ρ
∂

∂t
e+ ρuk

∂

∂xk
e = σij

∂

∂xi
uj −

∂

∂xj
qj , (2.14)

donde q es un vector que denota el flujo de calor convectivo de sale del volumen de control.
El lado izquierdo de esta ecuación representa la razón de cambio de la enerǵıa interna,

donde el primer término es el cambio temporal y el segundo es el cambio convectivo.
La leyes de conservación expresadas a través de (2.7), (2.13) y (2.14), conforman un

conjunto de cinco ecuaciones escalares con diecisiete incógnitas escalares, dadas por: la
densidad ρ, la enerǵıa interna e, las tres componentes de la velocidad u, las tres compo-
nentes del flujo de calor q y las nueve componentes del tensor de esfuerzos σij . A este
conjunto pueden adicionarse las ecuaciones de estado térmicas y calóricas, lo cual nos deja
con un conjunto de siete ecuaciones. Para poder obtener un conjunto completo y cerrado,
es necesario especificar la forma del tensor de esfuerzos y del vector de flujo de calor. Lo
cual se consigue a través de las denominadas ecuaciones constitutivas, que relacionan al
tensor de esfuerzos con el tensor de tasa de deformación y al vector de flujo de calor con
el gradiente de temperatura. Esta última identificación se obtiene con la ayuda de la ley
de conducción de Fourier, según la cual

qj = −k ∂

∂xj
T, (2.15)

donde k es la conductividad térmica del fluido y T es su temperatura.
Para establecer la ecuación constitutiva restante, necesitamos conocer la propiedades

del tipo de fluido involucrado en el proceso. Este es precisamente el objeto de estudio
de la siguiente sección, pero antes de ello analizaremos el caso particular de un fluido
Newtoniano. En este caso, existe una relación lineal e instantánea entre el tensor de
esfuerzos σij y el tensor de tasa deformación ε̇ij , el cual se define de la siguiente manera

ε̇ij =
∂

∂xj
ui = Ωij + γij , (2.16)

con

Ωij =
1

2

(
∂

∂xj
ui −

∂

∂xi
uj

)
Tensor de vorticidad, (2.17)

γ̇ij =
1

2

(
∂

∂xj
ui +

∂

∂xi
uj

)
Tensor de tasa de deformación. (2.18)

Para poder establecer la relación constitutiva de este tipo de fluidos, supondremos que
σij satisface las siguientes condiciones

Cuando el fluido está en reposo, la presión ejercida por éste es la presión ter-
modinámica.
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σij depende únicamente de ε̇ij y dicha dependencia es lineal.

No existen esfuerzos de corte durante una rotación.

No existe una dirección privilegiada en el fluido (el fluido es isotrópico).

La primera condición requiere que el tensor de esfuerzos sea de la forma

σij = −pδij + τij , (2.19)

donde τij es el tensor de esfuerzos de corte. La segunda condición, es la caracteŕıstica
distintiva de un fluido Newtoniano, y de ella se infiere que en general

τij = αijkl
∂

∂xl
uk. (2.20)

donde αijkl es un tensor de cuarto rango. De la tercera condición, junto con (2.16),
encontramos que la expresión anterior puede ser reescrita de la siguiente manera

τij =
1

2
βijklγ̇kl. (2.21)

De la última condición tenemos que βijkl debe ser un tensor isotrópico. La forma más
general de representar un tensor isotrópico de cuarto rango es

βijkl = εδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) + γ(δikδjl − δilδjk), (2.22)

donde ε, µ y γ son escalares. Además de eso, la condición 3, implica que βijkl debes ser
un tensor simétrico, con lo cual, podemos escribir τij de la siguiente manera

τij = εδij
∂

∂xk
uk + µγ̇ij . (2.23)

Entonces, la ecuación constitutiva para un fluido Newtoniano será de la forma

σij = −pδij + εδij
∂

∂xk
uk + µγ̇ij . (2.24)

En esta expresión µ representa la viscosidad dinámica del fluido y ε es el denominado
segundo coeficiente de viscosidad, el cual está relacionado con la transferencia de enerǵıa
entre los modos transnacionales, vibracionales y rotacionales de las moléculas que confor-
man el fluido [[33]]. Ambos parámetros pueden ser determinados de manera experimental.

Por lo tanto, para un fluido Newtoniano y de densidad constante, la ecuación para
la conservación de la cantidad de movimiento se reduce a la denominada ecuación de
Navier-Stokes

ρ
∂

∂t
uj + ρuk

∂

∂xk
uj = − ∂

∂xj
p+ µ

∂2

∂xi∂xi
uj + ρfj . (2.25)

Además, para un fluido con estas caracteŕıstica, la ecuación para la conservación de
la enerǵıa se reduce a lo siguiente
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ρ
∂

∂t
e+ ρuk

∂

∂xk
e =

∂

∂xj

(
k
∂

∂xj
T

)
+
µ

2

(
∂

∂xj
ui +

∂

∂xi
uj

)2

. (2.26)

Estas dos ecuaciones, junto con la ecuación de continuidad (2.8) y la ecuación de estado
calórica conforman, un sistema completo de ecuaciones para la presión p, la enerǵıa interna
e, la temperatura T y las tres componentes de la velocidad u. Nótese que si la viscosidad
es independiente de la temperatura, entonces, tanto la ecuación de continuidad como las
ecuaciones de Navier-Stokes, estarán desacopladas de la ecuación para la conservación de
la enerǵıa, en el sentido de que esta última puede ser resulta de manera independiente
una vez que se haya obtenido el campo de presiones y velocidades [[34]]. En este sentido,
podemos decir que las ecuaciones de Navier-Stokes junto con la ecuación de continuidad,
constituyen un sistema de ecuaciones completo para la presión y la velocidad.

2.2. Fluidos no Newtonianos

En la sección anterior presentamos las leyes de conservación que debe satisfacer cualquier
fluido, sin importar su naturaleza espećıfica. Sin embargo, como se vio en el caso particu-
lar de un fluido Newtoniano, para poder efectuar la descripción del sistema, es necesario
conocer la manera en que se relacionan los esfuerzos y las deformaciones. Dicha relación se
expresa a través de una relación constitutiva, que depende de las propiedades espećıficas
de cada material. Para un fluido Newtoniano, el tensor de esfuerzos de corte τij es directa-
mente proporcional al tensor de tasa de deformación γ̇ij , y en dicho caso, la constante de
proporcionalidad es la viscosidad volumétrica µ del fluido. Para un fluido no Newtoniano,
la relación entre estas dos cantidades pude ser no lineal y depender expĺıcitamente del
tiempo [[35]].

En esta sección estudiaremos la relación constitutiva de un fluido de Maxwell, el cual
pertenece a la familia de fluidos no Newtonianos conocidos como fluidos viscoelásticos.
Como su nombre lo indica, estos materiales se caracterizan por poseer propiedades tanto
viscosas como elásticas, cuando son sometidos a la acción de una fuerza.

A grandes rasgos, los materiales viscosos se caracterizan por presentar una deformación
lineal en el tiempo cuando se les aplica un esfuerzo, mientras que los materiales elásticos
se deforman de manera instantánea y recuperan su configuración inicial un vez que el
esfuerzo es retirado. Por lo tanto, las deformaciones en un material viscoelásticos, serán
dependientes del tiempo.

Para estudiar la respuesta visco elástica de un material, podemos hacer uso de un
modelo mecánico [[36]], en el que la parte elástica se representa a través de un resorte o
sólido Hookeano perfecto, cuya ecuación constitutiva es τ = Gγ, donde G es una constante
de proporcionalidad, comúnmente llamada modulo de corte y γ es la deformación del
sistema (γij = ∂di/∂xj). Mientras que la parte viscosa se representa por un pistón, cuyo
interior es ocupado por un fluido Newtoniano, con una relación constitutiva dada por τ =
µγ̇, donde µ es la viscosidad del fluido. En este modelo, la deformación será simplemente
la variación longitudinal del sistema conformado por el pistón en serie con el resorte.

Una condición importante que debe satisfacer este modelo es la respuesta lineal de
ambos elementos ante la aplicación de cualquier esfuerzo. De manera que al aplicar un
esfuerzo constante τ0, el resorte responderá de manera instantánea hasta alcanzar una
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Figura 2.1: Modelo de Maxwell para un material viscoelástico.

deformación de equilibrio γ, en la cual permanecerá mientras el esfuerzo no sea retirado,
y cuando esto suceda, recuperará su forma original de manera instantánea. Además, al
duplicar el esfuerzo, la deformación también se duplicará. De igual manera, la aplicación
espontánea de un esfuerzo constante τ0 sobre el pistón, ocasionará que este se contraiga
conforme transcurre el tiempo, de acuerdo con la relación γ = (τ0/µ)t, y al duplicar el
esfuerzo, la pendiente de la recta ”deformación vs tiempo“ también se duplicará [[36]].

Para obtener la relación constitutiva de este sistema notemos que tanto el resorte
como el pistón transfieren el esfuerzo de forma integra, de manera que bajo la aplicación
de un esfuerzo τ sucederá lo siguiente

τ = τresorte = τpiston. (2.27)

Además, la deformación total del sistema estará dada por la suma de las deformaciones
de cada elemento, por lo tanto

γ = γresorte + γpiston. (2.28)

Diferenciando esta expresión con respecto al tiempo y notando que γ̇piston = τ/µ y
γ̇resorte = τ̇G, obtenemos la ecuación constitutiva para el modelo de Maxwell, que es
una ecuación de relajación para el tensor de los esfuerzos y que relaja al ĺımite de fluido
Newtoniano

τ = µγ̇ − µ

G
τ̇ = µγ̇ − λτ̇ , (2.29)

donde λ = µ/G se conoce como el tiempo de relajación del material.
Ahora analicemos la respuesta de un material Maxwelliano con la ayuda de dos pruebas

que son comúnmente aplicados a sistemas poliméricos. El primero de ellos se conoce como
test de creep y consiste en la aplicación instantánea de un esfuerzo constante τ0, el cual
origina una deformación dependiente del tiempo. La deformación resultante, una vez que
deja de aplicarse el esfuerzo, se conoce como recuperación de creep [[37],[38]].

Como se muestra en la figura [fig2.2], la aplicación espontánea de dicho esfuerzo, com-
primirá al resorte de manera instantánea hasta que éste alcance la longitud de equilibrio
τ0/G. Mientras que el pistón se comprimirá de acuerdo con la relación γ(t) = (τ0/µ)t, lo
cual indica que un material Maxwelliano se comporta como un fluido, pues continúa de-
formándose mientras el esfuerzo actúe sobre él. De esta manera, tenemos que la respuesta
de creep para un material de este tipo está dada por

γ(t) =
τ0
G

+
τ0
µ
t. (2.30)

Cuando el esfuerzo es removido al tiempo ts, el resorte recupera su configuración original
de manera instantánea, lo cual no ocurre con el pistón, esto da como resultado una
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Figura 2.2: Respuesta de un fluido de Maxwell bajo la acción de un esfuerzo constante.

deformación permanente de magnitud (τ0/µ)t. Este tipo de comportamientos se observan
en algunos materiales viscoelásticos reales, aunque evidentemente, no presentan cambios
tan abruptos en su deformación.

Otro test importante consiste en aplicar una deformación espontánea sobre el material
y estudiar el comportamiento temporal del esfuerzo mientras la deformación permanece
constante. Cuando esto ocurre, la respuesta inicial provendrá únicamente por parte del
resorte, el cual soportará un esfuerzo de magnitud Gγ0, donde γ0 es la deformación
aplicada. Una vez que el resorte haya alcanzado su máxima elongación, comenzará a
contraerse, pero dicha contracción será, en cierta medida, contrarrestada por el pistón.
Conforme el resorte se acerque a su longitud de equilibrio (original) la fuerza restauradora
será cada vez menor, lo cual, a su vez, disminuirá su velocidad de relajación. Teniendo
esto en cuenta, podemos resolver la ecuación constitutiva para un fluido de Maxwell (2.29)
con γ̇ = 0, para las condiciones iniciales τ = Gγ0 al tiempo t = 0.

τ(t) = Gγ0e
− t
λ . (2.31)

de aqúı tenemos que λ es el tiempo requerido para que el esfuerzo decaiga a un factor de
1/e ≈ 37 % de su valor inicial [fig:2.3]. Además esto muestra que el esfuerzo tiende a cero
conforme el resorte se aproxima a su longitud de equilibrio.

Figura 2.3: Respuesta de un fluido de Maxwell bajo la acción de una deformación
espontánea.
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La solución general de la ecuación (2.29) es

τ(t) =

∫ t

0

η(t− s)γ̇(s)ds, (2.32)

donde

η(t) =
µ

λ
e−

t
λ (2.33)

es la denominada función de memoria para un fluido de Maxwell. Esta solución indica
que el tensor de esfuerzos, no depende exclusivamente del valor instantáneo de la tasa
de deformación al tiempo t, sino de todos lo valores adquiridos por dicha cantidad para
tiempos anteriores. Por lo tanto, la relación constitutiva para un fluido de Maxwell es no
Markoviana, o en otras palabras, los fluidos de Maxwell tienen memoria.

Finalmente, se debe resaltar que cualquier fluido reológico, en su proceso de relajación
hacia el ĺımite de fluido Newtoniano, se comporta como un fluido de Maxwell. Por lo tanto,
este modelo es realista en ciertas escalas de tiempo propias de cada fluido.



Caṕıtulo 3

Membranas

3.1. Geometŕıa Diferencial

La descripción matemática de una superficie puede hacerse, esencialmente, de dos formas
distintas. Una de ellas es la descripción paramétrica, en la que dados dos parámetros u y
v, el vector de posición de cualquier punto sobre la superficie está dado por

r̄ = r̄(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = r̄(u, v), (3.1)

Una parametrización particularmente útil es la denominada parametrización de Monge
[[9],[39],[40]], en la que x(u, v) = u, y(u, v) = v y z(u, v) = h(u, v) = h(x, y). En este caso
el vector de posición será simplemente r̄ = (x, y, h(x, y)) (lo cual únicamente es válida
para superficies univaluadas).

En cada punto de la superficie, es posible definir un par de vectores tangentes de la
siguiente manera r̄u = ∂r̄/∂u y r̄v = ∂r̄/∂v. Estos vectores definen un plano tangente a
la superficie, cuya ecuación es n̂ · r̄(u, v) = 0, donde n̂ es el vector normal a la superficie
en el punto r̄(u, v).

La otra forma de representar a una superficie es a través de una expresión de la forma
F (x, y, z) = 0, que en la representación de Monge se reduce a z − h(x, y) = 0. En esta
representación, podemos definir el vector normal a la superficie en el punto (x, y, z) de la
siguiente manera

n̂ =
∇F
|∇F |

=
ẑ − hxx̂− hy ŷ√

1 + h2
x + h2

y

. (3.2)

Con la ayuda del plano tangente, podemos definir la distancia entre los puntos r̄(u, v)
y r̄(u+ du, v + dv), dada por

ds2 = dr̄2 = (r̄udu+ r̄vdv)2

= Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 (3.3)

con E = r̄2
u, F = r̄u · r̄v y G = r̄2

v.

29
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Si consideramos una curva sobre la superficie, podemos definir su curvatura normal
como

κ = r̄′′ · n̂, (3.4)

donde r̄′ = dr̄/ds. En términos de las derivadas de u y v, podemos expresar

r̄′′ = u′′r̄u + v′′r̄v + (u′)2r̄uu + (v′)2r̄v + 2u′v′r̄uv. (3.5)

Recordando que r̄u · n̂ = r̄v · n̂ = 0 y haciendo uso de (3.3) y (3.5) podemos reescribir la
expresión para κ como

κ =
Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2
, (3.6)

donde L = n̂ · r̄uu, M = n̂ · r̄vu y N = n̂ · r̄vv. Si ahora diferenciamos las expresiones n̂ · r̄u
y n̂ · r̄u, podemos identificar L = −n̂u · r̄u, M = −n̂u · r̄v = nv · r̄u y N = −n̂v · r̄v, por lo
tanto, podemos reescribir

κ = −dr̄ · dn̂
dr̄ · dr̄

. (3.7)

Esta expresión también puede obtenerse haciendo uso de la representación impĺıcita
F (x, y, z) = 0. para ello, hay que notar que el cambio en el vector normal, debido a un
desplazamiento dr̄ a lo largo de la superficies, está dado por

dn̂ = dr̄ ·Q. (3.8)

En esta expresión, Q es un tensor cuyas componentes están dadas por la derivada de (3.2)

Q =
1

γ

[
Fij −

Fiγj
γ

]
, (3.9)

donde γ = |∇F | y Fi = ∂F/∂ri. Tomando el producto punto de (3.8) con dr̄ obtenemos
(3.7). Esta expresión muestra que κ está directamente relacionada con la traza del tensor
Q, y por lo tanto es conveniente expresarla en términos de los invariantes de Q, que son:
su traza, la suma de sus menores principales y su determinante.

Haciendo uso expĺıcito de (3.9) se puede demostrar que uno de los eigenvalores de Q
es nulo, lo cual implica que su determinante es cero. Los otros dos eigenvalores se conocen
como curvaturas principales (κ1 y κ2) y los eigenvectores correspondientes, se denominan
direcciones principales. Debido a lo anterior, la traza de Q es igual a dos veces la curvatura
media, denotada por H (2H = κ1 +κ2), mientras que la suma de los menores principales
es igual al producto de las curvaturas principales y se conoce como curvatura Gaussiana
(K = κ1κ2). Haciendo uso de (3.9) podemos expresar estas cantidades de la siguiente
manera

H =
1

2γ3

[
Fxx(F 2

y + F 2
z )− 2FxFyFxy + P1

]
(3.10)

K =
1

γ4

[
FxxFyyF

2
z − F 2

xyF
2
z + 2FxzFx(FyFyz − FzFyy) + P2

]
, (3.11)
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donde los términos P1 y P2 indican que hay que añadir las dos permutaciones restantes
de cada término, y donde

γ =
√
F 2
x + F 2

y + F 2
z . (3.12)

En la representación de Monge, y en el ĺımite de pequeñas deformaciones (hx � 1 y
hy � 1) estas expresiones se reducen a lo siguiente

H =
1

2
(hxx + hyy) (3.13)

K = hxxhyy − h2
xy (3.14)

3.2. Membranas Flexibles

La gran mayoŕıa de las membranas biológicas están constituidas por una clase de molécu-
las que presentan tanto propiedades hidrof́ılicas (solubles en agua) como lipoĺıficas (sol-
ubles en grasas o aceites), y son conocidas como moléculas anfif́ılias. El grupo lipof́ılico
de éstas moléculas está conformado por largas cadenas de hidrocarburos, mientras que
el grupo hidrof́ılico se compone de estructuras polares pertenecientes a algún grupo fun-
cional. Debido a esto, dichas moléculas pueden conformar estructuras más complejas
cuando se encuentran suspendidas en algún solvente. Cuando el solvente está compuesto
por soluciones acuosas y grasas (solución mixta), las anfif́ılias tienden a formar una inter-
fase de una sola capa en la que la parte polar de las moléculas tiene contacto directo con
la parte acuosa, mientras que las cadenas de hidrocarburos están en contacto con la solu-
ción grasas. Si por el contrario, la solución está compuesta únicamente por una sustancia
acuosa, las anfif́ılias conformarán una peĺıcula de dos capas en la que los hidrocarburos
de ambas monocapas estarán en contacto directo [fig:3.1], al centro de la membrana
[[42],[41],[43]].

Figura 3.1: Configuraciones posibles para una membrana, dependiendo del tipo de solución
en que se encuentran inmersas las moléculas anfif́ılicas.
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El comportamiento de este tipo de estructuras puede ser estudiado desde un punto de
vista muy general en el que la cantidad f́ısica importante es la contribución a la enerǵıa
interna, debida a las deformaciones de la membrana [[9]].

Si la membrana estuviese restringida a moverse en un plano, la única contribución a
la enerǵıa interna seŕıa la correspondiente al cambio de área por molécula. Sin embargo,
dado que la membrana puede sufrir deformaciones transversales a dicho plano, existe un
conjunto adicional de modos, a los que llamaremos modos de curvatura. En general, estos
modos involucrarán dos tipos de deformaciones; las que no modifican el volumen total
de la membrana (deformaciones de curvatura), es decir; aquellas en las que el volumen
total de la membrana permanece constante, aunque pueden existir compresiones y elon-
gaciones locales, y otras en las que el volumen total de la membrana es modificado. En
la mayoŕıa de los sistemas, las deformaciones que involucran cambios en el volumen de
la membrana, corresponden a procesos altamente energéticos y pueden ser ignoradas al
analizar los efectos producidos por fluctuaciones térmicas. Teniendo esto en mente, con-
sideremos una situación en la que determinada concentración de moléculas anfif́ılicas se
encuentran suspendidas en una solución mixta. Si la concentración de moléculas es muy
pequeña, estas permanecerán diseminadas en toda la solución y no formarán ninguna in-
terfase. Al incrementar la concentración, el costo energético por permanecer diseminadas
será demasiado alto y las moléculas tenderán a acumularse en la frontera entre ambos
ĺıquidos y eventualmente conformarán una membrana.

Si se continua incrementando la concentración de anfif́ılias en la solución, éstas seguirán
acumulándose en la membrana, de manera que el área accesible a cada molécula (Σ) dis-
minuirá hasta alcanzar un valor Σ = Σ0 (estado de equilibrio), para el cual, la enerǵıa de
empaquetamiento sea mı́nima. Después de este punto, el sistema tenderá a permanecer
cerca del estado de equilibrio, de manera que la adición de más moléculas a la solución,
no se vera reflejada en una modificación al valor de Σ ∼ Σ0, sino que la membrana
comenzará a crecer (deformarse) para dar cabida a dichas moléculas. Por lo tanto, como
una primera aproximación, tendremos que una vez alcanzado el estado de equilibrio, las
contribuciones a la enerǵıa interna se deberán únicamente a los modos de curvatura de
la membrana.

Para analizar estas contribuciones, haremos uso de un modelo en el que la membrana
es representada por una monocapa de cadenas, compuestas por resortes de constante ks
y cuya longitud de equilibrio es ls. Además, supondremos que las cadenas conforman una
estructura incompresible en la que el área por molécula en la superficie de la membrana
permanece constante y es igual al valor de equilibrio Σ0 [[9]].

Figura 3.2: Monocapa modelada por medio de resortes de constante ks y longitud de
equilibrio ls.
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Entonces, tendremos que la enerǵıa por molécula, para este sistema será simplemente

f =
1

2
ks(l − ls)2. (3.15)

Además, la condición de incompresibilidad implica que el volumen por molécula (v0)
permanece constante y por lo tanto, debe satisfacerse la siguiente relación

v0 = Σ0l

(
1 + lH +

1

3
l2K

)
. (3.16)

con H es la curvatura media y G es la curvatura Gaussiana. Resolviendo para l obtenemos

l = l0 + l1H + l2H
2 + l3K, (3.17)

donde l0 = v0/Σ0, l1 = −l20, l2 = 2l30 y l3 = −l30/3. Nótese que para una membrana
completamente plana, la condición de incompresibilidad obliga a que el espesor de la
membrana sea igual a l0 = v0/Σ0, lo que en general, es distinto de la longitud de equilibrio
del resorte ls, que es justamente la longitud que minimiza la enerǵıa de compresión de la
membrana. Por lo tanto, la configuración plana no es (en general) el estado de mı́nima
enerǵıa del sistema, lo cual implica que para una monocapa debe existir una curvatura
espontánea, relacionada con la diferencia entre l0 y ls.

Haciendo uso de (3.17) encontramos que para el caso en que c0l0 � 1, la expresión
para la enerǵıa interna por cadena se reduce a

f =
ksl

4
0

2

[
(H − c0)2 − 2c0l0

3
K

]
, (3.18)

donde se ha definido la curvatura espontánea c0 de la siguiente manera

c0 =
v0 − lsΣ0

Σ0l20
. (3.19)

Finalmente, notemos que para el caso de una interfase compuesta por dos monocapas,
la enerǵıa libre de curvatura se obtiene sumando las enerǵıas de curvatura de cada mono-
capa. Pero para ello hay que tener presente que si bien la magnitud de las curvaturas en
ambas monocapas es la misma, su dirección es contraria. Entonces, para el caso en que
la curvatura espontánea de ambas monocapas se anula, tendremos que la enerǵıa libre de
curvatura por unidad de superficie, de una bicapa estará dada por

fc =
κ

2
(κ1 + κ2)2, (3.20)

donde κ es el módulo de curvatura de la membrana. De manera que haciendo uso de
(3.13) podemos expresar la enerǵıa libre de la membrana como

F =

∫
fc(x, y)dxdy =

κ

2

∫
[∇2h(x, y)]2dxdy. (3.21)

Haciendo uso de la siguiente definición para la transformada de Fourier

h(x, y) =
1

(2π)2

∫
h(qx, qy)e−i(xqx+yqy)dxdy, (3.22)
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podemos reescribir la expresión anterior de la siguiente manera

F =
1

(2π)2

κ

2

∫
q4h2(qx, qy)dqxdqy. (3.23)

3.3. Ecuación de Dinámica para una Membrana Flex-
ible

En esta sección deduciremos las ecuación de movimiento para una membrana inmersa en
un fluido acuoso, de manera que las moléculas anfif́ılicas tenderán a agruparse en una
estructura tipo bicapa, donde las moléculas lipof́ılicas estará orientadas hacia el interior
de la membrana. Para ello, analizaremos la dinámica del fluido y acoplaremos el efecto
de la membrana a través de las condiciones de frontera [[40]].

En lo que sigue haremos uso de las siguientes definiciones para la transformada de
Fourier de un vector A(r), y la transformada de Laplace de una función escalar B(t)

A(q) = F{A(r)} =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−iq·rA(r)dxdydz (3.24)

B(w) = L{B(t)} =

∫ ∞
0

e−wtB(t)dt. (3.25)

Además, haremos uso del teorema de la convolución para ambas transformadas, el cual
establece que para dos funciones arbitrarias f(t) y g(t), se satisface lo siguiente

G{f ∗ g} = G
{∫

R

f(t− t′)g(t′)dt′
}

= G{f}G{g}, (3.26)

donde G puede ser cualquiera de las transformadas F o L, y R es el dominio correspon-
diente a éstas.

Con ayuda de la transformada de Laplace, encontramos la siguiente solución para el
tensor de esfuerzos de corte de un fluido de Maxwell (2.29)

τij(r, t) =
µ

λ

∫ t

0

U(t− t′)e−
t−t′
λ γ̇ij(r, t

′)dt′, (3.27)

donde U(t) es la función de Heaviside definida como

U(t) =

∫ t

∞
δ(t)dt. (3.28)

Por lo tanto, podemos escribir la ecuación constitutiva como

σij(r, t) = −pδij +

∫ t

0

η(t− t′)γ̇ij(r, t′)dt′ con η(t) =
µ

λ
U(t)e−

t
λ . (3.29)

En el ĺımite de números de Reynolds bajos (pequeños), es posible despreciar los térmi-
nos inerciales en la ecuación para la conservación de la cantidad de movimiento (2.25).
Entonces, las ecuaciones de movimiento para este tipo de fluido, se reducen a lo siguiente
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∂

∂rj
σij(r, t) = −ρfj (3.30)

∂

∂ri
ui(r, t) = 0. (3.31)

En este contexto, consideraremos que la única fuerza externa fj que actúa sobre el fluido,
es la producida por la membrana, y esta será obtenida a partir de la enerǵıa libre de
curvatura.

Haciendo uso de la condición de incompresibilidad (3.31) y la ecuación constitutiva
(3.29) podemos reescribir la ecuación para la conservación de la cantidad de movimiento
(3.30) de la siguiente manera

− ∂

∂ri
p(r, t) +

∫ t

0

η(t− t′) ∂2

∂rj∂rj
ui(r, t

′)dt′ = −ρfi(r, t). (3.32)

Si ahora tomamos la transformada de Fourier con respecto a r y la transformada de
Laplace con respecto a t, ésta ecuación adquiere la siguiente forma

− iqip(q, w)− q2η(w)ui(q, w) = −ρfi(q, w). (3.33)

Por otra parte, de la transformada de (3.31) tenemos que qiui(q, w) = 0. De manera
que multiplicando la expresión anterior por qi y haciendo ρ = 1 obtenemos

p(q, w) = − iqi
q2
fi(q, w). (3.34)

Sustituyendo este resultado en (3.33) y despejando para ui(q, z) tenemos

ui(q, w) =
1

η(w)q2
[δij − q̂iq̂j ]fj(q, w) = O(q, w)fj(q, w), (3.35)

donde O(q, w) es la transformada tridimensional de Fourier del siguiente tensor

O(r, w) =
1

8πη(w)r
[δij − r̂ir̂j ], (3.36)

conocido como tensor de Oseen. Para entender su significado f́ısico, imaginemos una
colección de part́ıculas suspendidas en un fluido. En general, la fuerza aplicada sobre
una part́ıcula provocará el movimiento del fluido a su alrededor, lo cual afectará al resto
de las part́ıculas. Esta interacción de largo alcance (∼ r−1), mediada por el movimiento
del fluido en el que se encuentran suspendidas las part́ıculas, se conoce como interac-
ción hidrodinámica, y como veremos más adelante, sera la responsable de la no localidad
espacial, en al ecuación dinámica para la membrana.

Dado que estamos interesados en obtener la ecuación de movimiento en el régimen de
pequeños desplazamientos transversales (alrededor del plano z = 0), es conveniente tomar
la transformada de Fourier de la velocidad y la fuerza, a lo largo del plano paralelo a la
membrana, las cuales estarán dadas por las siguientes expresiones
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u(k, z, w) =

∫
e−ix·ku(r, w)dx (3.37)

f(k, z, w) =

∫
e−ix·kf(r, w)dx, (3.38)

(3.39)

donde r = (x, z) = (x, y, z). Ahora, podemos expresar estos vectores en sus componentes

ẑ, k̂ y m̂

u(k, z, w) = uz(k, z, w)ẑ + uk(k, z, w)k̂ + um(k, z, w)m̂ (3.40)

f(k, z, w) = fz(k, z, w)ẑ + fk(k, z, w)k̂ + fm(k, z, w)m̂ (3.41)

donde m̂ es un vector perpendicular a k̂ y ẑ. Usando estas expresiones en (3.35) encon-
tramos

uz =
1

4η(w)k

∫ ∞
∞

e−k|z−z
′|[(1 + k|z − z′|)fz(k, z′, w) + ik(z − z′)fk(k, z′, w)]dz′

uk =
1

4η(w)k

∫ ∞
∞

e−k|z−z
′|[(1− k|z − z′|)fk(k, z′, w) + ik(z − z′)fz(k, z′, w)]dz′

um =
1

4η(w)k

∫
2e−k|z−z

′|fm(k, z, w)dz′.

Dado que la componente a lo largo m̂ no está acoplada con el desplazamiento transversal,
podemos ignorarla de aqúı en adelante. Además, en el régimen de pequeños desplazamien-
to, podemos suponer que la fuerza actúa en el plano z = 0, lo cual nos permite escribir
la expresión para la fuerza como

f(k, z, w) = δ(z)[fz(k, w)ẑ + fk(k, w)k̂]. (3.42)

Esto desacopla de manera automática las componentes ẑ y k̂ de la velocidad

uz(k, 0, w) =
1

4η(w)k
fz(k, w) (3.43)

uk(k, 0, w) =
1

4η(w)k
fk(k, w). (3.44)

Si suponemos que la membrana es impenetrable, entonces su velocidad transversal
debe ser igual a la componente ẑ de la velocidad del fluido. Haciendo uso del teorema de
la convolución para la transformada de Laplace obtenemos

∂

∂t
h(k, t) =

1

4k

∫ t

0

J(t− t′)fz(k, t)dt′, (3.45)
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donde J(t) es la transformada inversa de Laplace de 1/η(w). Además, en este modelo, la
fuerza esta dada simplemente por la derivada de la enerǵıa libre de curvatura (3.23), es
decir

fz(k, t) = − δ

δh
F = −κk4h(k, t). (3.46)

Por lo tanto, tomando la transformada inversa de Fourier (3.45) y usando el teorema
de la convolución, encontramos la ecuación de movimiento para la membrana

∂

∂t
h(x, t) = −κ

∫ (∫ t

0

Λ(|x− x′|, t− t′)∇4
x′h(x′, t′)dt′

)
dx′2, (3.47)

donde

Λ(x, t) =
J(t)

8πx
, (3.48)

es lo que se conoce como el kernel de interacción hidrodinámica [[44],[45],[46]].
En este punto es necesario hacer una observación importante relacionada con la no

localidad espacial para la ecuación de movimiento de la membrana. Para ello, ignoremos
por un momento la naturaleza reológica del citoplasma, lo cual es equivalente a reemplazar
η(t) por la viscosidad µ de un fluido Newtoniano. En dicho caso, el tensor de Oseen (3.36)
se reduce a lo siguiente:

O(r) =
1

8πµr
[δij − r̂ir̂j ], (3.49)

de manera que haciendo uso de (3.46) podemos reescribir la ecuación de movimiento
(3.45) como:

∂

∂t
h(k, t) =

1

4µk
fz(k, t) = −

(
1

4µk

)
κk4. (3.50)

En ausencia de interacción hidrodinámica el término entre paréntesis es igual a la
identidad y en dicho caso la ecuación de movimiento adquiere la siguiente forma (después
de tomar la transformada inversa de Fourier)

∂

∂t
h(x, t) = −κ∇4h(x, t), (3.51)

la cual es una ecuación local en x. Sin embargo, al tener en cuenta los efectos inducidos
por la presencia del fluido encontramos

∂

∂t
h(x, t) = − κ

8πµ

∫ [
1

|x− x′|
∇4h(x′, t)

]
dx′2, (3.52)

lo cual refleja que la no localidad espacial en (3.47) se debe a la presencia del fluido, ó más
espećıficamente, a la existencia de interacciones hidrodinámicas.



Caṕıtulo 4

Proceso de Difusión
Transversal

En el caṕıtulo anterior derivamos la ecuación de movimiento de la membrana con-
siderando únicamente el caso en el que la fuerza que actúa sobre el sistema es comple-
tamente determinista. Sin embargo, en un situación real, la dinámica del sistema debe
estar mediada por una fuerza mucho más compleja, en la que además de existir la com-
ponente determinista, existan fluctuaciones térmicas que den origen a una componente
estocástica para la fuerza. En este caṕıtulo estudiaremos dos situaciones distintas que
incorporan dicha componente. En primer lugar, analizaremos un modelo en el que las
fluctuaciones son tales que dan origen a una fuerza fluctuante de tipo aditivo, y en dicho
sentido, no modifican sustancialmente las propiedades de fluido que rodea a la membrana.
Mientras que en el segundo caso, supondremos que el fluido se encuentra cerca de condi-
ciones cŕıticas, en las que sus propiedades se ven fuertemente modificadas, lo cual, como
veremos, puede ser simulado a través de una fuerza estocástica de tipo multiplicativo.

4.1. Caso Aditivo

En este caso supondremos la presencia de una fuerza estocástica Gaussiana, de promedio
nulo y cuya correlación satisface el teorema de fluctuación disipación

〈ζ(r, t)〉 = 0 (4.1)

〈ζ(r, t)ζ(r′, t′)〉 = kBTΛ(|r− r′|, t− t′). (4.2)

Entonces, podemos escribir la ecuación de movimiento para la membrana [3.47] como

∂

∂t
h(r, t) = −κ

∫ (∫ t

0

Λ(|r− r′|, t− t′)∇4
r′h(r′, t′)dt′

)
dr2 + ζ(r, t). (4.3)

Esta es una ecuación de Langevin generalizada, semejante a la presentada en el segundo
caṕıtulo. Para poder resolverla haremos uso de una transformación originalmente utilizada

39
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por Adelman en [[47]], con la cual podremos reescribirla como una ecuación de Langevin
sin memoria. Para ello tomemos la transformada de Fourier con respecto a las coordenadas
espaciales y la transformada de Laplace con respecto al tiempo, con lo cual podemos
reescribir la expresión anterior de la siguiente manera

wh(k, w)− h(k, t = 0) = −κk4Λ(k, w)h(k, w) + ζ(k, w). (4.4)

Reagrupando términos obtenemos

h(k, w) = h(k, t = 0)χ(k, w) + ζ(k, w)χ(k, w), (4.5)

donde hemos definido

χ(k, w) =
1

w + κk4Λ(k, w)
. (4.6)

Tomando al transformada inversa de Laplace con respecto a w encontramos la siguiente
solución para h(k, t)

h(k, t) = h(k, t = 0)χ(k, t) +

∫ t

0

χ(k, t− t′)ζ(k, t′)dt′. (4.7)

Si ahora despejamos h(k, t = 0) de (4.5), sustituimos en esta expresión y tomamos la
derivada parcial con respecto al tiempo, obtenemos lo siguiente

∂

∂t
h(k, t) =

1

χ(k, t)

[
h(k, t)−

∫ t

0

χ(k, t− t′)ζ(k, t′)dt′
] [

∂

∂t
χ(k, t)

]
+

∂

∂t

[∫ t

0

χ(k, t− t′)ζ(k, t′)dt′
]

= χ(k, t)
∂

∂t

[
1

χ(k, t)

∫ t

0

χ(k, t− t′)ζ(k, t′)dt′
]

+
h(k, t)

χ(k, t)

[
∂

∂t
χ(k, t)

]
. (4.8)

De manera que definiendo

β(k, t) = − 1

χ(k, t)

∂

∂t
χ(k, t) (4.9)

φ(k, t) = χ(k, t)
∂

∂t

[
1

χ(k, t)

∫ t

0

χ(k, t− t′)ζ(k, t′)dt′
]
, (4.10)

podemos reescribir (4.3) como una ecuación de Langevin ordinaria

∂

∂t
h(k, t) = −β(k, t)h(k, t) + φ(k, t), (4.11)
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donde el ruido φ(k, t) sigue siendo Gaussiano y de promedio nulo, aunque su correlación
no es igual a la correlación de ζ(k, t). Este resultado es importante, pues nos permi-
tirá hacer uso del resultado (1.36), obtenido por Costa et al para el teorema de fluc-
tuación-disipación.

Haciendo uso de (3.29) y (3.48), encontramos que para un fluido de Maxwell

Λ(k, w) =
1

4k

[
1 + λw

µ

]
. (4.12)

De manera que (4.6) se reduce a lo siguiente

χ(k, w) =
1

w + κk4
[

1+λw
4kµ

] =
4µ

w (4µ+ λκk3) + κk3
. (4.13)

Tomando la transformada inversa de Laplace de esta expresión con respecto a w encon-
tramos

χ(k, t) =
4µ

α(k)
e−

κk3t
α(k) con α(k) = 4µ+ λκk3. (4.14)

En este caso, (4.9) y (4.10) estarán dadas por

− β(k, t) =
1

χ(k, t)

[(
− κk3

α(k)

)
4µ

α(k)
e−

κk3t
α(k)

]
= − κk3

α(k)
(4.15)

φ(k, t) = χ(k, t)
∂

∂t

[∫ t

0

e
κk3t′
α(k) ζ((k, t′))dt′

]
=

4µ

α(k)
ζ(k, t). (4.16)

Lo cual nos permite reescribir (4.11) como

∂

∂t
h(k, t) = − κk3

α(k)
h(k, t) +

4µ

α(k)
ζ(k, t). (4.17)

Esta ecuación puede ser resuelta fácilmente con ayuda de la transformada de Laplace

h(k, t) = α(k)ψ(k, t)h(k, t = 0) + 4µ

∫ t

0

ψ(k, t− t′)ζ(k, t′)dt′, (4.18)

donde ψ(k, t) está definida a través de la transformada inversa de la siguiente expresiones

ψ(k, w) =
1

wα(k) + κk3
. (4.19)

Con ayuda de esta expresión podemos calcular el desplazamiento cuadrático medio,
el cual se define como la transformada inversa de Fourier con respecto a k de la siguiente
cantidad

〈∆h2(k, t)〉 = 〈[h(k, t)− h(k, 0)]
2〉

= 〈h2(k, 0)〉+ 〈h2(k, t)〉 − 2〈h(k, t)h(k, 0)〉. (4.20)
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Si el sistema ha sido preparado de tal manera que su estado inicial es un estado de
equilibrio termodinámico, entonces el valor cuadrático medio de h(k, t = 0) debe satisfacer
al valor obtenido a partir de una distribución de equilibrio, el cual esta dado por el teorema
de equipartición de enerǵıa

〈h2(k, t = 0)〉 =
kBT

κk4
, (4.21)

Para evaluar la función de correlación al tiempo t, notemos que (4.3) es una ecuación
de la forma (1.23), donde

Γ(w) =
κk3(1 + λw)

4µ
, (4.22)

la cual satisface

ĺım
w→0

w

w + Γ(w)
= ĺım
w→0

w

w + κk3(1+λw)
4µ

= 0. (4.23)

Por lo tanto es válido el resultado (1.27)

〈h2(k, t)〉 =
kBT

κk4
; (4.24)

es decir, el decir, el valor esperado de h2(k, t) tiende a un valor de equilibrio.
Finalmente, resta evaluar la correlación a tiempos distintos, la cual se obtiene multi-

plicando (4.18) por h(k, t = 0)

〈h(k, t)h(k, t = 0)〉 = α(k)ψ(k, t)〈h2(k, t = 0)〉 = α(k)ψ(k, t)
kBT

κk4
. (4.25)

Que con ayuda de (4.19) puede reescribirse de la siguiente manera

〈h(k, t)h(k, t = 0)〉 =
kBT

κk4
e
− κk3

4µ+λκk3 . (4.26)

Lo cual indica que la función de correlación de alturas dependiente del tiempo, decae
exponencialmente a partir de su valor de equilibrio.

Por otra parte, el desplazamiento cuadrático medio estará dado por

〈∆h2(k, t)〉 =
2kBTA

κk4
[1− α(k)ψ(k, t)]. (4.27)

Tomando la transformada de Laplace de esta expresión con respecto al tiempo encon-
tramos lo siguiente

〈∆h2(k, w)〉 =
2kBT

κk4

[
1

w
− α(k)ψ(k, w)

]
=

2kBT

κk4

[
1

w
− α(k)

wα(k) + κk3

]

=
kBT

2µkw2

 1

1 +
κk3λ( 1

λ+w)
4µw

 . (4.28)
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Formalmente, esta expresión es la solución del problema, pues lo único que resta es
tomar las transformaciones inversas para obtener 〈∆h2(r, t)〉 = F−1{〈∆h2(k, t)〉}. De-
safortunadamente, no es posible invertir esta expresión de manera anaĺıtica haciendo uso
de las condiciones de frontera usuales, por este motivo, consideraremos condiciones de
frontera circularmente simétricas, con lo cual obtendremos una solución independiente
de las coordenadas espaciales, es decir, todos los puntos dentro de la membrana serán
equivalentes [[45]]. Teniendo esto en cuenta, encontramos lo siguiente

〈∆h2(w)〉 ≈ kBT

2µkw2

∫ ∞
0

 1

1 +
κk3λ( 1

λ+w)
4µw

 2πkdk

=
22/331/3kBT

18κ1/3µ2/3λ1/3

[
1

w5/3
(

1
λ + w

)1/3
]
. (4.29)

Tomando la transformada de inversa de Laplace con respecto a w

〈∆h2(t)〉 =
kBT

33/2(2κ)1/3

[
e−

t
λ tH

{[
5
3

]
, [2] , tλ

}
λ1/3µ2/3

]
, (4.30)

donde H es la función hipergeométrica confluente [[48]], dada por

H{[n], [d], z} =

∞∑
j=0

zjP (n, j)

j!P (d, j)
, (4.31)

y P (s,m) representa a la función de Pochhammer [[48]], definida de la siguiente manera

P (s,m) = s(s+ 1) · . . . · (s+m− 1). (4.32)

El lema de Watson [[49]] establece que si z � 1, entonces H puede ser aproximada
por

H{[a], [b], z} ∼ 1

Γ(b− a)
eiπaz−a

∞∑
0

P (a, j)P (1 + a− b, j)
j!

(−z)−j

+
Γ(b)

Γ(a)
ezza−b

∞∑
j=0

P (b− a, j)P (1− a, j)
j!

z−j . (4.33)

Si a > 0, podemos despreciar completamente el primer factor en el ĺımite cuando z →∞.
Además, la única contribución importante del segundo factor será la correspondiente a
j = 0 y por lo tanto

ĺım
z→∞

H{[a], [b], z} ∝ ezza−b. (4.34)

Haciendo uso de esta súper-simplificación encontramos que (4.30) se reduce a lo sigu-
iente
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ĺım
t�λ
〈∆h2(t)〉 ∝ te− t

λ

[
e
t
λ t5/3−2

]
= t2/3 . (4.35)

Lo cual indica que el proceso de difusión de una membrana inmersa en un fluido de
Maxwell y para una fuerza estocástica aditiva, como la definida por (4.1) y (4.2) es de tipo
subdifusivo. Además este resultado asintótico coincide con lo encontrado por Rodŕıguez
et. al. [[17]], en el caso de un fluido Newtoniano, lo cual tiene sentido, pues en el ĺımite de
tiempos grandes en comparación con el tiempo de relajación del fluido (t� λ), el fluido
de Maxwell debe comportarse como un fluido Newtoniano.

4.2. Caso Multiplicativo

Para construir la ecuación de movimiento en este caso, es necesario hacer uso de la forma
espećıfica de Λ(r, t) para un fluido de Maxwell. De la ecuación (3.29) tenemos

1

η(w)
=

1 + λw

µ
. (4.36)

Tomando la transformada inversa de Laplace de esta expresión encontramos

J(t) = L
{

1

η(w)

}
=

(
1

µ

)[
δ(t) + λ

d

dt
δ(t)

]
. (4.37)

De manera que tomando la transformada de Fourier de (3.47) con respecto a r y ha-
ciendo uso de (3.48) podemos escribir la ecuación de movimiento (determinista) para la
membrana de la siguiente manera

∂

∂t
h(k, t) = −κk

3

4µ

∫ t

0

J(t′)h(k, t− t′)dt′

= −κk
3

4µ

∫ t

0

[
δ(t′) + λ

d

dt′
δ(t′)

]
h(k, t− t′)dt′

= −κk
3

4µ

[
h(k, t) + λ

∂

∂t
h(k, t)

]
. (4.38)

Reagrupando términos y definiendo

β(k) =
κk3

4µ+ λκk3
, (4.39)

podemos reescribir la expresión anterior como

∂

∂t
h(k, t) = −β(k)h(k, t). (4.40)

Cuando el fluido que rodea a la membrana se encuentra cerca de condiciones cŕıticas,
es de esperar que ocurran fluctuaciones intensas y de gran magnitud en la densidad, lo
que su vez, se verá reflejado en la fricción que experimenta la membrana al fluctuar con el
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fluido. Dado que β(k) depende de la viscosidad, ésta cantidad también fluctuará alrededor
de su valor promedio (determinista), es decir

β(k)→ β(k) + ζ(t). (4.41)

Ahora supondremos que el ruido sigue siendo Gaussiano y de promedio nulo, pero es no
Markoviano. Más espećıficamente, supondremos que su función de correlación es de la
forma

〈ζ(t)ζ(t′)〉 =
DOU

τ
e−
|t−t′|
τ . (4.42)

donde τ es su tiempo de correlación y DOU es su intensidad. En general, el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck [[50], [26]] corresponde a un ruido de color, en el sentido de que su
transformada de Fourier con respecto al tiempo no es una constante, lo cual únicamente
ocurre en el ĺımite cuando τ → 0. En dicho caso se obtiene ruido blanco y Gaussiano.

Lo anterior nos permite reescribir la ecuación de movimiento para las oscilaciones
transversales de la membrana, cuando el fluido se encuentra cerca de condiciones cŕıticas,
como la siguiente ecuación estocástica multiplicativa

∂

∂t
h(k, t) = −β(k)h(k, t) + h(k, t)ζ(t) . (4.43)

Resolver exactamente esta ecuación no es en general posible o puede resultar de-
masiado complicado. En vez de ello, obtendremos la expresión para el desplazamiento
cuadrático medio de h, haciendo uso de la ecuación de Fokker-Planck asociada a dicho
proceso.

Antes de proseguir con nuestro estudio, debemos resaltar que de acuerdo con lo ex-
puesto en el primer caṕıtulo, no es obvio que exista dicha ecuación para proceso no
Markoviano. Los resultados presentados a continuación, deben ser entendidos como una
aproximación a primer orden en un desarrollo en potencias del tiempo de correlación del
ruido; es decir, sólo se considerará la primera corrección debida al carácter no Markoviano
de la ecuación (4.43). Una vez hecha esta aclaración, encontramos que, de acuerdo con
(1.61), la ecuación de Fokker-Planck para la distribución de probabilidad de un punto
será

∂

∂t
P (h, t) = − ∂

∂h
[−β(k)hP (h, t)] +D

∂

∂h

[
h
∂

∂h
(Θ(h, t)P (h, t))

]
, (4.44)

donde D = DOU/A, con A el área de la membrana y

Θ(h, t) = h

[
1 + τh

∂

∂h

(
−β(k)h

h

)]
= h. (4.45)

Sustituyendo en la ecuación de Fokker-Planck encontramos

∂

∂t
P (h, t) = [β(k) +D]P (h, t) + [β(k) + 3D]h

∂

∂h
P (h, t)

+ D
∂2

∂h2
P (h, t). (4.46)
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Multiplicando por h e integrando sobre todo el dominio

∂

∂t

∫
hP (h, t)dh = [β(k)D]

∫
hP (h, t)dh

+ [β(k) + 3D]

∫
h2 ∂

∂h
P (h, t)dh

+ D

∫
h3 ∂

2

∂h2
P (h, t)dh, (4.47)

y recordando que
∫
hP (h, t)dh = 〈h〉, obtenemos la siguiente ecuación diferencial para el

primer momento de h

〈h(k, t)〉 = −[β(k)−D]〈h(k, t)〉, (4.48)

cuya solución es

〈h(k, t)〉 = h0e
−[β(k)−D]t. (4.49)

Procediendo de manera análoga, encontramos la siguiente ecuación diferencial para el
segundo momento de h

∂

∂t
〈h2(k, t)〉 = −[2β(k)− 4D]〈h2(k, t)〉. (4.50)

Cuya solución es

〈h2(k, t)〉 = h2
0e
−[2β(k)−4D]t. (4.51)

Para poder evaluar el desplazamiento cuadrático medio de h, es necesario conocer la
función de correlación de alturas, la cual se puede obtener a partir de la ecuación de
Fokker-Planck para la función de distribución de probabilidad de dos puntos (1.67), que
obedece la siguiente ecuación

∂

∂t
P (h, t;h′, t′) = β(k)

∂

∂h
[hP (h, t;h′, t′)] +D

∂

∂h

[
h
∂

∂h
[hP (h, t;h′, t′)]

]
+ De−

|t−t′|
τ

∂

∂h

[
h
∂

∂h′
[h′P (h, t;h′, t′)]

]
. (4.52)

Multiplicando esta expresión por hh′ e integrando sobre todos los valores posibles para ca-
da variable, obtenemos la siguiente ecuación de movimiento para la función de correlación
de alturas

∂

∂t
〈h(k, t)h′(k, t′)〉 = −[β(k)−D]〈h(k, t)h(k, t′)〉

+ Dα2(k)e−
|t−t′|
τ 〈h(k, t)h(k, t′)〉, (4.53)

e integrando esta expresión obtenemos la función de correlación de alturas, dada por
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〈h(k, t)h(k, t′)〉 = 〈h2(k, t′)〉e
−[β(k)−D](t−t′)+Dτ

[
1−e−

|t−t′|
τ

]
. (4.54)

Haciendo uso de esta expresión, junto con la correspondiente al segundo momento de
h, encontramos que el desplazamiento cuadrático medio estará dado por

〈∆h2(k, t)〉 = h2
0

[
1 + e−[2β(k)−4D]t

− 2e
−[β(k)−D]t+Dτ

[
1−e−

t
τ

]]
. (4.55)

Del teorema de equipartición de enerǵıa sabemos que

h2
0 =

kBT

κk4
, (4.56)

y por lo tanto

〈∆h2(k, t)〉 =
kBTA

κk4

[
1 + e−[2β(k)−4D]t

− 2e
−[β(k)−D]t+Dτ

[
1−e−

t
τ

]]
. (4.57)

Desafortunadamente, la transformada inversa de Fourier con respecto a k, no puede ser
evaluada de manera anaĺıtica, ni siquiera usando la misma simplificación que en el caso
aditivo. De manera que analizaremos su comportamiento en el espacio real, con ayuda de
la inversión numérica y bajo las mismas condiciones de frontera que en el caso aditivo.

Por otra parte, haciendo uso de (4.56) encontramos que la correlación (4.54) para los
tiempos t y t′ = 0 se reduce a lo siguiente

〈h(k, t)h(k, 0)〉 =
kBT

κk4
e
−[β(k)−D]t+Dτ

[
1−e−

t
τ

]
. (4.58)

Al igual el caso aditivo, ésta cantidad decae a partir de su valor de equilibrio, aunque en
este caso la dependencia temporal es mucho más complicada, debido al carácter multi-
plicativo del ruido. Además, para un tiempo fijo, esta expresión crece rápidamente con-
forme k → 0. Por lo tanto, en el espacio (r, t) las correlaciones son de largo alcance, lo
cual concuerda con nuestra interpretación acerca de la criticalidad del sistema.

4.3. Resultados

Para poder comparar el efecto producido por la criticalidad del sistema (caso multiplica-
tivo) en relación a lo ocurrido en ausencia de ésta (caso aditivo), aśı como la influencia
que tienen las propiedades viscoelásticas del citoplasma sobre el proceso de difusión del
sistema, hemos hecho uso de los siguientes parámetros, extráıdos de diferentes fuentes
experimentales. Esto con la finalidad de darnos una vaga idea del orden de magnitud
t́ıpico de dichas cantidades. Sin embargo, se debe aclarar que no tenemos conocimiento
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de ningún trabajo experimental relacionado con el proceso de difusión transversal a la
membrana, y en presencia de un fluido viscoelástico con las caracteŕısticas utilizadas en
esta tesis. Por lo tanto, nuestros resultados únicamente pretenden dar una descripción
cualitativa de la dinámica del sistema, bajo dos condiciones f́ısicamente distintas, que
pudieran tener lugar en la célula.

Parámetro Descripción Valor Referencia

kB Constante de Boltzmann 1.38× 10−23Kg·m2

s2·K [51]
T Temperatura Corporal 309K [52]
a Espesor t́ıpico de la membrana 2.5× 10−9m [54]

A Área de la membrana 2.5× 10−9m2 [53]
µ̄ = µ/kBT Viscosidad del citoplasma 1.0× 1010a−3 · s [55]
κ̄ = κ/kBT Modulo de curvatura 4.0× 101 [56]
D = DOU/A Coeficiente de difusión 3.3× 10−11s−1 [57]

τ Tiempo de correlación del ruido 1.0× 10−1s []
λ Tiempo de relajación del fluido 1.0× 10−6 a 1.0s []

Cuadro 4.1: Parámetros utilizados para obtener los resultados mostrados a continuación.

En la siguiente figura se muestran las gráficas para el desplazamiento cuadrático medio
dado por la transformada inversa de (4.57) y la ecuación (4.30), para diferentes valores
de λ.

Como se puede apreciar, el desplazamiento cuadrático medio se ve enormemente magnifi-
cado cuando el fluido que rodea a la membrana se supone cerca de condiciones cŕıticas
(caso multiplicativo). En el régimen de tiempos grandes, en comparación con el tiempo
de relajación del fluido y el tiempo de correlación del ruido, ambos casos se comportan
como una ley de potencias, y a primera vista el exponente correspondiente al caso cŕıtico
es dos veces mayor que el del caso aditivo. Otro aspecto notable es que en este régimen no
existe ninguna diferencia apreciable entre las curvas correspondientes a diferentes valores
de λ para cada caso, lo cual sugiere que para tiempos grandes, el carácter viscoelástico
del citoplasma deja de ser significativo, y la dinámica del sistema se rige únicamente por
las caracteŕısticas del ruido.

Por otra parte, para escalas temporales cercanas al tiempo de relajación del citoplas-
ma, se observa un comportamiento cualitativamente distinto, en relación con la influencia
de las propiedades viscoelásticas de dicho fluido, pues al menos para el caso aditivo, se
distingue una pequeña diferencia entre las curvas correspondientes a λ’s distintas. Lo cual
sugiere que la reoloǵıa de dicho medio, debe jugar un papel importante en el proceso de
difusión del sistema para tiempos pequeños. Para apreciar esto con más detalle, en la
siguiente figura se muestran los mismos resultados que en el caso anterior pero en una
escala más conveniente.

En estas gráficas se aprecian claramente los efectos inducidos por la reoloǵıa del cito-
plasma. En general, podemos afirmar que tanto en el caso multiplicativo como en el
aditivo, el proceso de difusión se ve favorecido para tiempos de relajación menores que
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Figura 4.1: Desplazamiento cuadrático medio vs tiempo.

Figura 4.2: Desplazamiento cuadrático medio vs tiempo.

el tiempo de correlación del ruido. Otro aspecto notable es que para el caso multiplica-



50 CAPÍTULO 4. PROCESO DE DIFUSIÓN TRANSVERSAL

tivo existe una clara transición en el escalamiento de las curvas, que ocurre para t ∼ τ
independientemente del valor de λ, pasando de un escalamiento que va como ∼ t1.9 a
otro que va como ∼ t1.2 y a partir de dicho punto ambas curvas se vuelven prácticamente
indistinguibles. Una transición similar, aunque menos marcada y para tiempos un poco
mayores, ocurre en el caso aditivo. Además, en este caso existe una mayor dependencia en
λ para tiempos menores al tiempo de transición, pues para λ = 1.0×10−6s el escalamiento
permanece casi constante e igual a t0.66, mientras que para λ = 1.0×100s el escalamiento
pasa de t0.99 a t0.66, lo cual coincide con el resultado anaĺıtico (4.35). Estos resultados
muestran que el proceso de difusión se ve favorecido cuando el sistema se encuentra cerca
de punto cŕıtico, pasando de un régimen sub-difusivo en ausencia de criticalidad a uno
supra-difusivo en presencia de la misma. Además se encuentra que en escalas de tiempo
menores que el tiempo de correlación del ruido, el proceso de difusión es más eficiente
para λ’s pequeñas, es decir; el carácter viscoelástico del citoplasma tiende a entorpecer la
difusión.

Otra cantidad importante para caracterizar el proceso de difusión es la función de
correlación de alturas para diferentes tiempos, la cual, en el caso aditivo está dada por
(4.26), mientras que (4.54) es la expresión correspondiente para el caso multiplicativo.
En la siguiente figura se muestran las gráficas de estas cantidades para λ = 1.0s y t =
1.0× 104s.

Figura 4.3: Función de correlación de alturas vs k.

Como se puede apreciar, el alcance de las correlaciones para distancias grande (k’s
pequeñas) es mucho mayor en el caso multiplicativo, lo cual concuerda con nuestra inter-
pretación acerca de la criticalidad, pues un sistema con dichas caracteŕısticas, se distingue
por la presencia de correlaciones de largo alcance (k’ pequeñas), lo cual es consistente con
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lo mencionado en la introducción.

4.4. Conclusiones

En este trabajo construimos un modelo simple para analizar el proceso de difusión
transversal de una part́ıcula ŕıgidamente unida a una membrana celular, a través del
citoplasma. Para ello, analizamos la hidrodinámica del citoplasma y construimos una ex-
presión que relaciona el campo de velocidades (v) del fluido y las fuerzas externas (f) que
actúan sobre él, a través del tensor de interacción hidrodinámica (tensor de Oseen), el
cual, como vimos, es responsable de la no localidad espacial en la ecuación de movimien-
to para una part́ıcula ŕıgidamente unida a la membrana. Para construir ésta ecuación,
supusimos que la única fuerza externa que actúa sobre el fluido es la debida a las defor-
maciones de la membrana, y construimos una expresión para dicha cantidad a partir de
la derivada funcional de la enerǵıa libre de curvatura de la membrana. Además de ello,
supusimos a la membrana como una estructura impermeable, de manera que al imponer
la condición de no deslizamiento, fue posible identificar la velocidad del fluido con la de
la membrana misma. De esta manera encontramos una ecuación diferencial determinista,
que describe la dinámica de los desplazamiento transversales de la membrana, en función
de la enerǵıa libre de curvatura y el tensor de interacción hidrodinámica.

El siguiente aspecto clave de nuestro modelo consistió en incorporar el efecto de las
fuerzas estocásticas que deben tener lugar en un medio tan complejo como lo es el cito-
plasma celular. Para ello, analizamos dos situaciones f́ısicamente distintas, la primera de
ellas, es un análogo de lo ocurrido con el movimiento de una part́ıcula Browniana, donde
se suponen la presencia de una fuerza estocástica de promedio nulo y con una correlación
que satisface el teorema de fluctuación disipación, superpuesta a la fricción determinista.
Esta situación es lo que denotamos como caso aditivo. En el segundo caso, al que deno-
tamos como caso multiplicativo, supusimos la existencia de una viscosidad fluctuante, lo
cual ha sido reportado en la literatura, aunque el origen f́ısico de dicho comportamiento
aún es tema de debate. Una posible explicación, está relacionada con la idea intuitiva de
criticalidad, aśı como la tendencia que muestran muchos sistemas biológicos para operar
en la vecindad de un punto cŕıtico, donde su regulación es más sencilla, debido a la exis-
tencia muchos estados metaestables que son favorablemente accesibles desde el punto de
vista energético. La incorporación de estas fuerzas estocásticas en el modelo determinista
nos permitió construir una ecuación diferencial estocástica para describir la dinámica de
los desplazamiento transversales de la membrana.

Después de resolver las ecuaciones estocásticas correspondientes a cada caso encon-
tramos que la suposición de que la célula se encuentre cerca de un estado cŕıtico, modifica
drásticamente el proceso de difusión del sistema (al menos para fluctuaciones transver-
sales), pasando de un régimen sub-difusivo, donde el desplazamiento cuadrático medio
crece como t2/3 en ausencia de criticalidad, a un régimen supra-difusivo en el que dicha
cantidad es proporcional a ∼ t6/5. Por otra parte, nuestra interpretación acerca de la
existencia de un estado cŕıtico, se ve apoyada por el largo alcance que presenta la función
de correlación de alturas, en relación con el valor adquirido por esta cantidad en ausencia
de un estado cŕıtico.

Otra conclusión es que para escalas de tiempo menores que el tiempo de correlación
del ruido, la difusión se ve favorecida conforme menor sea el tiempo de relajación del
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citoplasma, o en otras palabras, las propiedades viscoelásticas de dicho fluido, tienden a
apantallar el fenómeno de difusión.

Finalmente, encontramos que para escalas de tiempo mayores que el tiempo de cor-
relación del ruido, el desplazamiento cuadrático medio se rige exclusivamente por las
propiedades del ruido, es decir; resulta independiente de la reoloǵıa del citoplasma.
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[36] S.L. Rosen, Fundamental Principles of Polymeric Materials.: (John Wiley & Sons,
New York, 1993) 1a edición.

[37] J. D. Ferry, Viscoelastic Properties of Polymers.: (John Wiley & Sons, New York,
1980) 3a edición.

[38] C. T. Lim, E. H. Zhou, S. T. Quek, J. Biomechanics 39 (2006) 195.

[39] M. Doi, S.F. Edwards, The Thoery of Polymer Dynamics.: (Claredon Press, Northern
Ireland, 1994).

[40] U. Seifert, Adv. In Phys. 46 (1997) 13.

[41] B. Alberts, A. Johnson, J. Lewis, M. Raff, K. Roberts, P. Walter, Molecular Biology
of the Cell.: (Garland Science, New York, 2008) 5a edición.

[42] T. Heimburg, Thermal Biophysics of Membranes.: (Wiley-VCH, Germany, 2007).

[43] D. Basu, Introduction to Molecular Biophysics.: (CRC Press, USA, 2003) 1a edición.

[44] A.G. Zilman, R. Granek, Phy. Rev. Lett. 77 (1996) 4788.

[45] R. Grannek, J. Phys. II France 7 (1997) 1761.

[46] R. Granek, Soft Matter 7 (2011) 5281.

[47] S.A. Adelman, J. Chem. Phys. 64 (1976) 124.

[48] M. Abramowitz, I.A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions with Formulas,
Graphs, and Mathematical Tables.: (Dover Publications, New York, 1972).

[49] J. Pearson, Computation of Hypergeometric Functions., Master Thesis, Oxford Uni-
versity (2009).

[50] C.W. Gardiner, Handbook of Stochastic Methods.: (Springer-Verlag, Berlin, 1990) 2a
edición.

[51] http://en.wikipedia.org/wiki/Boltzmann constant

[52] http://en.wikipedia.org/wiki/Normal human body temperature

[53] http://en.wikipedia.org/wiki/Cell %28biology %29

[54] R.M. Hochmuth, C.A. Evans, H.C. Wiles, J.T. McCown, Science 1 220 (1983) 101.

[55] S. Bicknese, N. Periasamy, S.B. Shohet, A.S. Verkman, Biophys. J. 65 (1993) 1272.

[56] E.A. Evans, Biophys. J, 43 (1983) 27.

[57] J.T. Mika, B. Poolman, Current Opinion in Biotechnology 22 (2011) 117.


	Portada
	Índice General
	Introducción 
	Capítulo 1. Procesos Estocásticos 
	Capítulo 2. Hidrodinámica de Fluidos Viscoelásticos 
	Capítulo 3. Membranas 
	Capítulo 4. Proceso de Difusión Transversal 
	Bibliografía 



