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Introduccion

Los resultados de la presente tesis giran en torno a los espacios de configuraciones de
puntos. Un espacio de configuraciones de puntos es un espacio topologico cociente de
un producto cartesiano de espacios afines, o de espacios proyectivos, construidos de
manera que reflejen dos caracteristicas: la nociéon intuitiva de cercania entre conjuntos
de puntos coloreados en el espacio afin o proyectivo, y la equivalencia entre conjuntos
bajo el grupo de las transformaciones afines o proyectivas, respectivamente.

Como antecedente directo de esta tesis, esta el estudio de las relaciones entre las configu-
raciones de puntos y la transversalidad en conjuntos coloreados en el cual se tiene el mis-
mo enfoque acerca de los espacios de configuraciones que el articulo de Gelfand et al. !

Aunque existen varios resultados sobre la topologia de los espacios de configuraciones, en
la mayoria de los casos no se tiene una descripcion de su geometria . Es en este contexto
que surge la idea de estudiar una relacion relativamente natural entre los espacios de
configuraciones afines y proyectivos, con el fin de ampliar la gama de resultados sobre
estos espacios, y aclarar su geometria.

Es hecho conocido que en un espacio proyectivo se pueden construir modelos del es-
pacio afin de su misma dimension. Para ello, s6lo se requiere escoger un hiperplano y
las transformaciones proyectivas que lo fijen. A dicho hiperplano seleccionado se acos-
tumbra llamarlo hiperplano al infinito, ya que desde el punto de vista de la geometria
afin estos puntos son distingidos y no pueden ser transformados en mas que en pun-
tos del hiperplano al infinito. Es decir, se puede pensar que cualquier conjunto en el
espacio afin tiene un conjunto geométricamente equivalente en el espacio proyectivo,
que no contiene puntos del hiperplano al infinito, aunque en el espacio proyectivo los
puntos que eran considerados infinitos no se distinguiran de cualquier otro. En el caso
de tener un conjunto de puntos coloreados la situacion es anéloga; es decir, a cada
conjunto de puntos coloreados en el espacio afin se le puede asociar de manera natural
un conjunto de puntos coloreados de la misma cardinalidad en el espacio proyectivo.
Esta relacion basica entre la geometria afin y la proyectiva permite definir una funcion
entre un espacio de configuraciones afines y un espacio de configuraciones proyectivas.

El objetivo de esta tesis es definir y estudiar un ejemplo de dicha funcion: la inducida
por una inclusiéon de la recta afin en la recta proyectiva. Los espacios de configuraciones
en los cuales estard definida la funcion serén: el espacio de configuraciones de cuatro
puntos ordenados en la recta afin y el espacio de configuraciones de cuatro puntos
ordenados en la recta proyectiva. De estos dos espacios de configuraciones se conoce
bien su geometria y, por lo tanto, el analisis de dicha funcion es mas sencillo.

El programa a seguir para esta tesis es el siguiente:

Wer Gelfand et al [5]
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En el primer capitulo abordamos los preliminares. A lo largo de este texto asumire-
mos que se tiene un conocimiento general de algebra lineal y topologia, asi como de
geometria en el espacio euclidiano multidimensional; a partir de ello daremos defini-
ciones y resultados basicos de geometria afin y proyectiva que seran relevantes para el
desarrollo del texto.

El segundo capitulo contiene la definicion de los espacios de configuraciones de puntos
proyectivos y afines. Ademas se da la descripcion geométrica de los espacios de confi-
guraciones de cuatro puntos coloreados en la recta afin y proyectiva, ya que éstos seran
los espacios que utilizaremos en el tltimo capitulo de este trabajo.

Por ltimo, en el tercer capitulo desarrollamos la construccién de una funciéon entre
los espacios descritos geométricamente en el capitulo dos y describiremos su compor-
tamiento, el cual esta relacionado con la familia de cénicas que pasan por cuatro puntos
en el plano proyectivo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios afines

Comenzaremos dando una serie de definiciones y resultados sobre espacios afines que,
desde el punto de vista de esta tesis, son en esencia un espacio real con un grupo especial
de transformaciones actuando en él.

NOTACION 1. A lo largo de este texto denotaremos como R" al espacio real de dimension
n, consistente en todas las n-adas de numeros reales. También utilizaremos la notaciéon
GL (n,R) para referirnos a los automorfismos lineales de R™, o bien a las matrices
invertibles de n X n con entradas reales.

DEFINICION 2. Sea £ C R™ un espacio lineal de dimension m; definimos un subespa-
cio afin de dimension m como el conjunto | ;= {x +a € R": x € L, a € R"}. Al caso
particular de subespacios afines de dimensiéon 1 le llamamos rectas. A los subespacios
afines de dimensién n-1 les llamamos hiperplanos.

DEFINICION 3. Decimos que {z1,...,xx} C R™ estan en posicion general si para

cualquier subconjunto {:ckl,...,a:kj} C Az1,..,x,} con j < n + 1, entonces

{ku — Ty s ey Thy — 33k1} C R™ es un conjunto linealmente independiente.

Esta definicion es simplemente la manera formal de expresar la idea geométrica de que
un conjunto de puntos puntos esta en posiciéon general: no hay tres puntos en una sola
recta, no hay cuatro puntos contenidos en un plano, no hay cinco en un subespacio de
dimension 3, etcétera.

DEFINICION 4. Definimos una transformacion afin de R™ como una funcion de la forma:
T:R" — R" T(x):=L(z)+b

donde L € GL (n,R) y b € R™.

OBSERVACION 5. Cualquier transformacion afin es biyectiva.

PROPOSICION 6. FEl conjunto de las transformaciones afines de R™ es un subgrupo del
grupo de funciones biyectivas de R™.

DEMOSTRACION. Sea T un transformacion afin de la forma T (z) = L (z) + b.

» [d(xz) = Id(z) + 0 para todo = € R" y como Id € GL (n,R), entonces Id es

una transformacion afin.
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» Sea T"(x) = M (z) + ¢ otra transformacion afin, entonces 7" (T (x)) =
M(L(x)4+b)+¢c= MolL(zx)+ (M()+c),es decir 7" o T es una transfor-
macion afin.

= Sea T7'(z) := L7 (x) — L™ (), entonces T~' en una transformacion afin y

T oT = Id.

O

NOTACION 7. En adelante denotaremos como Af (n) al grupo de transformaciones
afines de R"™.

OBSERVACION 8. Notemos que una transformacion afin de Af (n) manda subespacios
afines de dimension £ en subespacios afines de dimension k, ya que todo automorfismo
lineal y toda translacion preserva subespacios afines.

TEOREMA 9. Sean x1,...,x,11 € R" vy y1, ..., yns1 € R™ dos conjuntos de n + 1 puntos
en posicion general, entonces existe una unica T € Af(n) tal que T(x;) = y; donde
ie{l,..,n+1}.

DEMOSTRACION. Como los puntos se encuentran en posicion general, entonces
{zg— 21, ., xpi1 — 21} Yy {¥2 — Y1, -, Yns1 — y1} son dos conjuntos linealmente inde-
pendientes en R™; siendo asi, podemos encontrar un automorfismo lineal L tal que
L(x; —x1) =y;—y; para 1 <i <n+ 1. Ahora consideremos T' € Af (n) definida para
todo € R" como T (z) := L (z) + (y1 — L (x1)) entonces para 1 <i < n+ 1 tenemos:

T (i) =L(z;) + (yr — L(z1)) = L2 —21) +y1 = (Y —91) + 41 = i

Por lo tanto T es la transformaciéon afin buscada.

Para demostrar la unicidad tomemos otra 7" € Af (n) de la forma 7" (z) = M (x) + ¢
tal que T"(z;) = y; i € {1,...,n + 1}. Primero notemos que 7" (x) —c¢ = M (x); entonces
para 1 < <n+4 1 tenemos que:

M (2 — 1) = M (2;) =M (21) = (T" (2;) — )= (T" (x1) —¢) =T (2:) =T (x1) = yi—n

ello que significa que M (x; —z1) = L(y; —y1) y por lo tanto M = L ya que ambas
son transformaciones lineales y los puntos z; e y; se encuentran en posiciéon general. Por
altimo 7"(z;) = y; = T (x;) entonces:

T'(x1) = T(w) =
M (x)+c¢ = L(x)+ (y1 — L(x1)) =
L(x))+c = (xl)—i—( — L(zy)) =
c = — L (xy)

Y por lo tanto T = T". O
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Finalmente, veremos una manera de expresar el grupo de transformaciones afines como
matrices de niimeros reales. Primero definamos al conjunto:

A" = {(l’l, ...,$n+1) c Rn+1 P Tpl = 1}

Notemos que este conjunto, con las operaciones (z1,...,%,, 1) + (Y1, .y Yn, 1) =
(1 + Y1,y Ty + Yy 1) ¥y M1,y 0y Ty 1) := (A2, ..oy Ay, 1), es isomorfo a R™. Ahora

podemos definir una funcion del grupo afin a las matrices invertibles de n +1 x n + 1:
Af(n) — GL(n+ 1,R)

a1 a2 ... aip by
b a1 Qe ... G2, by
T(e) = M(x) + b —s ( o ) _

0 0O ... 0 1

@11 A2 ... Qip by

a a ... Qo b

donde M = _21 _22 _ 2 yb= ?

Ap1 Apo ... Gpn b,

No es dificil ver que esta funcién es un monomorfismo, por lo cual:

a;r a2 ... aip, b
921 A9 ... QAap bg
Af(n) = : e GL(n+1,R)
p1 Qp2 ... Apn bn
0 0o ... 0 1

a1 12 ... Qrp b1
€
921 929 ... Qon bg
: = (T (x1,...,2,),1)
Ty
Qp1 Ap2 Qpn bn 1
0 0 0 1

Resumiendo, tenemos el conjunto R™ y el grupo de transformaciones Af (n) de que acttia
en ¢l , a los cuales podemos identificar respectivamente con A” C R**! y un subgrupo
de GL (n + 1,R) que, abusando de la notacion, también denotaremos como Af (n) pues
son equivalentes para fines geométricos. Asi, a partir de ahora no haremos distincion
entre ellos, usando A" o R" con su respectivo grupo de transformaciones segiin nos
convenga; y los denotaremos indistintamente como A", llaméandole en adelante espacio
afin de dimension n, y a su grupo de transformaciones Af (n).



1.2. ESPACIOS PROYECTIVOS 12

1.2. Espacios proyectivos

En esta seccion daremos las definiciones y resultados basicos sobre los espacios proyec-
tivos que consideraremos, de manera analoga a los espacios afines, como un conjunto
y un grupo de transformaciones. Comencemos con la definiciéon de espacios proyectivos
reales.

DEFINICION 10. Definimos a P el espacio proyectivo real de dimension n como:

P = (R {0}) /~
donde x ~ y si & = Ay para algin A € R\ {0}.

NoTA 11. En adelante omitiremos el adjetivo “real” real en el nombre de los espacios
proyectivos reales. También denotaremos como [z] a la clase de equivalencia de P™ a
la que pertenece x € R"\ {0}, y le denominaremos simplemente punto proyectivo.
Ademés llamaremos recta proyectiva y plano proyectivo a P!y P? respectivamente.

Como siguiente paso natural, introduciremos un sistema de coordenadas adecuado para
manejar los espacios proyectivos.

DEFINICION 12. Tomemos una base 8 de R™! y [z] € P". Sea x = (21,...,Zn11)
la expresion de x € R™™ \ {0} en la base 8. Definimos la expresion en coordenadas
homogéneas de [z] en la base 8 como [z] = [21 : ...t Tppa]y.

Notemos que un punto de P tiene tantas coordenadas homogéneas como represen-
tantes; sin embargo este problema no es grave ya que, si tenemos dos puntos x, y en
R™\ {0} que estan en la misma clase de equivalencia entonces [x] = [y] y por defini-
cion [zy @ ... : :Un+1:|5 = [y1:...: ynﬂ]ﬁ; pero esto ocurre si y solo si x; = Ay; para
i=1,..,n+1yalgin A € R\ {0}.

NoTA 13. En adelante sb6lo escribiremos explicitamente la base de las coordenadas
homogéneas cuando sea relevante qué base estemos usando.

Antes de continuar sera util observar que en un espacio proyectivo P"” podemos tomar
de cada clase inicamente los representantes de norma uno; el resultado seran todos los
puntos de la esfera S™ pero identificados por antipodas. Esta forma de ver un espacio
proyectivo sera la que utilizaremos para representar algunas de las figuras de objetos en
P! y P2 a lo largo de este trabajo; la otra forma que usaremos para representar a P? sera
considerarlo como R? unido a una recta “al infinito”, esta forma de verlo es justificada
por los resultados que se veran en la Seccion 1.3. Retomando la idea de representar los
espacios proyectivos por medio de una esfera, observemos que al identificar las antipodas
de S! volvemos a obtener a S'y eso implica que topologicamente P! = S,

DEFINICION 14. Sea £ C R™*! un espacio lineal de dimensiéon m-+1; definimos un subes-
pacio proyectivo de dimension m como el conjunto [ := {[z] € P" : z € L\ {0}}. Al caso
particular de subespacios proyectivos de dimension 1 le llamamos rectas proyectivas.
A los subespacios proyectivos de dimension n-1 les llamamos hiperplanos proyectivos.
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DEFINICION 15. [z1], ..., [zx] € P™ estéan en posicidn general si cualquier subconjunto
de sus representantes {zy,,...,xx, } C {z1,...,zx} CR"™ con j <n+ 1 es un conjunto
linealmente independiente.

No es dificil ver que la definicién anterior no depende de los representantes.

TEOREMA 16. Sean [x1], ..., [Zn12] € P™ una coleccion de puntos en posicion general,
entonces existe una base B C R™ en la cual [x;] = [0y : ... 0 0;1 : 150 05pq 1 o Onﬂ]ﬁ
cuando i <n+ 2, y [Tpgo] = [11: 12 1ot Lyl

DEMOSTRACION. Como los puntos estan en posicion general entonces
ﬂ/ = {[L’l, ...,In+1} es una base para R™*! tal que r; = (01, ...,Oi_l, 11‘,02‘4_1, ...70n+1)6,
cuando ¢ < n + 2; ademés x,,0 = rr; + ... + rp112,41 para algunos r; € R distin-
tos de cero. Ahora consideremos el conjunto = {r1xy, ..., 7 +12,41}. Este conjunto es
base ya que (' lo es, ademéas r;z; = (01,...,0;_1, 1;,0;41, ---70n+1>5 cuando i <n+2y
Tpao = (19,19, ..., 1”+1)6‘ Por lo tanto 8 es una base con la forma deseada. [

DEFINICION 17. Definimos al grupo de transformaciones proyectivas de P" como el
conjunto cociente PGL(n + 1,R) := GL(n + 1,R)/., en donde L ~ M si y solo si
L = MM para algin A € R\ {0}. A un elemento de PGL(n + 1,R) le llamaremos
transformacion proyectiva y lo denotaremos como [L] donde L es un representante de
la clase de equivalencia.

Todo automorfismo lineal puede representarse en forma de matriz con respecto a una
base, por lo tanto toda transformacion proyectiva tiene una representacion en forma de
matriz. Asi, dos matrices representaran la misma trasformacion proyectiva si y so6lo si
una es un miltiplo escalar no cero de la otra.

Una transformacion proyectiva [L] € PGL(n+1,R) define una funcion en [L] : P* — P
de la siguiente forma: [L][z] := [L(x)] . Esta definiciéon no depende del represen-
tante de los puntos; si z,y € [z] son dos representantes distintos de la clase, entonces
r = Ay para algiin nimero real A distinto de cero. Por lo tanto, [L][z] = [L(x)] =
[L(A\y)] = [A\L (y)] = [L (y)]. Tampoco depende del representante de la funcion ya que si
L,M € [M] entonces L = MM para algiin nimero real A’ no cero; por lo tanto,
(L] [z] = [L (2)] = (N M)(2)] = [N(M(x))] = [M ()] = [M] [z].

OBSERVACION 18. Las transformaciones proyectivas son funciones biyectivas y su inver-
sa es un elemento de PGL(n + 1,R). Una transformaciéon proyectiva manda cualquier
subespacio proyectivo de dimensién k a un subespacio proyectivo de esa misma dimen-
sion, ya que todo automorfismo lineal preserva los subespacios lineales de cualquier
dimension.

TEOREMA 19. Sean [11], ..., [Tny2] € P" ¥ [th], ..., [Unt2] € P* dos conjuntos de n + 2
puntos en posicion general, entonces existe wun unico automorfismo lineal
[L] € PGL(n + 1,R) tal que [L] [x;] = [y;] © €{1,...,n+2}.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 16 podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que [z;] = [0p:..:0;21:1;:0;41:...:0,41] cuando @ < n + 2, y [Tp42] =
[1; : 15 : ... 1,,44]. Consideremos a L’ como la matriz que tiene por columnas los vec-
tores y; y notemos que esta matriz define un a tranformacion proyectiva tal que

Y1, Y2, v Yn+1,
)= T e =
y1n+1 y2n+1 e yn+1n+1

para i < n—+2. De la definiciéon de posicion general deducimos que los vectores columnas
y; que componen la matriz son linealmente independientes, y por lo tanto [L'] esta en
PGL(n+1,R). Como son linealmente independientes existen r; € R no cero tales que
r1Y1+ -+ 1Yni1 = Yns1. Ahora, podemos considerar una nueva matriz L con vectores
columnas r;y;, entonces [L] € PGL(n+ 1,R) y

Y1, T2Y2, oo TnllUn+ly
"Y1, T2Y2, - Tnt1Yn+ls
[L] [$n+2] = . . . . [$n+2] = [?Jn+z] .
"Y1y T2Y2,400 7 Tnt1Un+ i,
Ademas, para i < n + 2,
Yy, T2Y2, - T'n+1Yn+1,

e A R

T1y1n+1 r2y2n+1 e 7ﬁ’r7/+1y774+1n+1

Entonces [L] es la transformacion proyectiva que buscamos.

La unicidad la obtenemos de que una otra transformacion proyectiva [L'] de matriz

representante L’ con entradas [}, tal que [L'][z;] = [y;] cuando ¢ < n + 2, hace que
nesesariamente se cumplan las igualdades [I}; : l;:...: I/ ,;;] = [y], y por lo tanto
(.0« i Uyy;) = siy; para algunos s; € R distintos de cero . Pero ademds, como

(L] [ns2] = [Ynaz], tenemos que [L'] [z, 0] = [s1y1 + - + Sns1Yni1] = [Una2]. Entonces
t(s1y1 4 - + Snt1Yni1) = Yni2 con t € R no cero, es decir ts1y1+ ... +tSp11Yns1 = Ynio-
Pero los vectores y; son una base, por lo tanto ts; = r; y entonces tL' = L es decir
[L'] = [L]. O

1.2.1. Cénicas en P?. El estudio de las propiedades de las conicas proyectivas es
bastante amplio; sin embargo, para el resto de la tesis nos interesaran s6lo unos cuantos
resultados. Asi que daremos un breve resumen de las propiedades destacadas para los
fines de este trabajo, en algunos casos sin demostracion.

DEFINICION 20. Llamamos cdnica proyectiva al lugar geométrico definido por:
¢.= {[:E:y:z]ﬁ GPQ:Ax2+By2+C’Z2+ny+Exz+Fyz:O}

donde no todos los coeficientes son cero.
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Notemos que el conjunto anterior esta bien definido ya que la condicién en la definicion
de conica no depende del representante dex : y : Z]B € P2, pues si una terna x,y, z
satisface la ecuacion, al ser ésta homogénea de grado 2, cualquier miltiplo Az, Ay, Az
también la satisface. Ademas, una conica proyectiva no tiene una tunica ecuaciéon aso-
ciada, todos los multiplos escalares no cero de su ecuacién definen a la misma conica.
Mas atin, al escoger una base diferente para las coordenadas, la ecuacion de la conica
varia, pero siempre en una ecuacién homogenea de grado dos y por lo tanto tambien
define una cénica.’

En adelante nos referiremos a una cénica simplemente por la ecuaciéon que la define,
sobrentendiendo que nos referimos a un subconjunto de P2

TEOREMA 21. Sean cinco puntos distintos en P? con al menos cuatro de ellos en posi-
cion general, entonces existe una unica conica que pasa por ellos.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 16 podemos suponer que los cuatro puntos en
posicion general tienen coordenadas [1:0:0], [0:1:0], [0:0:1] y [1:1:1]. Sea
[a: B : 7] el punto restante, entonces los cinco puntos se encuentran en una tnica conica
si podemos encontrar coeficientes para una ecuacion de una coénica Ax? + By? + C2% +

Dzxy + Ezxz + Fyz, que se anule en los cinco puntos que tenemos; es decir, si existen
A, B,C,D,E, F € R no todos cero tales que

A
B =
C =
A+B+C+D+E+F =
Acd? + BB* + Cy* + Daf + Eay+ FpBy =

simplificando tenemos

o o o o o

D+E+F =0

Daf+ FEay+ Fpy = 0
Este sistema claramente tiene soluciones no triviales, por lo cual existe al menos una
conica que pasa por los puntos. Para que la conica sea tinica necesitamos que todas las

soluciones sean un multiplo escalar de una solucion particular diferente de cero. Esto
ocurre si y solo si la matriz

1 1 1
(1.2.1) (aﬁ o ﬁv)

tiene rango 2.

Para demostrar esto, bastard con ver que los dos renglones de esta matriz son lineal-
mente independientes. Primero, el segundo rengléon no puede ser cero ya que esto im-
plicaria que al menos dos de las coordenadas de [« : 3 : 7] serfan cero, por lo que seria
igual a alguno de los otros cuatro puntos restantes, contradiciendo las hipotesis. Ahora

Wer Bracho [2]
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supongamos que los dos renglones son linealmente dependientes, como (af, ay, 8) no
es cero; entonces A (1,1,1) = (af, a7, fv) para algin A € R distinto de cero, por lo
tanto:

A=aB,A=ayyA=py = af =ay=py

Como al menos dos de los niimeros «, 3,y son diferentes de cero, entonces

a=f=v#0
Pero esto significaria que [av: 8 :~] = [1:1: 1] contradiciendo la hipotesis de que los
cinco puntos son diferentes. Por lo tanto la matriz 1.2.1 tiene rango 2. 0

DEFINICION 22. Sean dos conjuntos A, B C P", decimos que son proyectivamente equi-
valentes si existe f € PGL(n + 1,R) tal que f (A) = B.

Con base en esta definicion, se pueden identificar los conjuntos proyectivamente equi-
valente a una conica cualquiera.

Las conicas son proyectivamente invariantes; es decir la imagen de una conica bajo
una transformacion proyectiva es también una cénica. Aunque la ecuacion de la conica
resultante varia, es posible determinarla por medio de la transformacién proyectiva
aplicada y la ecuacion de la conica original. De hecho, basiandose en ello, se puede
hacer una clasificacion proyectiva de conicas resultando cuatro tipos proyectivamente
diferentes, si excluimos al conjunto vacio.?

\ Conica \ Ecuacion canonica \ Puntos en posicion general \
No singular | 2% +y* — 22 =0 | Puede tener més de cuatro
Par de rectas 2> —y? =0 Maximo cuatro
Recta doble 2 =0 Méximo dos
Punto 2 +132=0 MAaximo uno

Si tomamos cuatro puntos fijos a,b,c,d € P? en posicién general, el Teorema 21 nos
garantiza que al seleccionar cualquier punto diferente y € P? tendremos una tnica
conica €, tal que a,b,c,d,x € €,. Por otra parte, la unicidad de esta conica nos
garantiza que al escoger cualquier otro x’' € P? distinto a nuestros cuatro puntos fijos,
la nueva conica € es tal que &, = &, 6 €, NE&, = {a,b,c,d}. Esto significa que
esta familia de conicas nos da una particion de P2\ {a,b, ¢, d} , la cual ilustramos en la
Figura 1.2.1.

Esta familia de conicas consta de conicas no singulares y tres pares de rectas asociadas
a las ecuaciones xy —xz =0, vy —yz = 0y vz — yz = 0 que son las conicas singulares
de la familia.

2Ver Rees [9]
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FIGURA 1.2.1. Cénicas por cuatro puntos en [P?

1.2.2. La razén cruzada. La razon cruzada es uno de los temas centrales del
estudio clasico de la geometria proyectiva; en la presente seccion daremos un resumen
de algunos resultados bésicos en la mayoria de los casos sin demostracion, que nos
permitira definir la razén cruzada en el caso de haces de rectas en P2.

DEFINICION 23. Sean a, b, ¢, d € P! distintos y sea p € PGL(2,R) tal que ¢(a) = [1 : 0],
o) = [0:1] y p(c) = [1:1].* Definimos a la razén cruzada de a, b, ¢ y d como
¢(d) € P; a la cual denotaremos como (a, b; ¢, d).

OBSERVACION 24. Notemos que en la defincion anterior (a,b;c,d) depende del orden

de los puntos a, b, ¢, d € P!, aunque algunas permutaciones de ellos no alteran la razon
4

cruzada.

Si tomamos las coordenadas homogéneas de cuatro puntos distintos a = [a; : as],
b =1[by:bs], c = [c1:c) yd=[ds:dy] tendriamos que la expresion de la transfor-
macién proyectiva ¢ de la Definicion 23 sera

bg (CLQCl — CL102> —b1 (agcl - alcg)
a9 (bQCl — blcg) —Qaq (b201 — blCQ)

3La existencia y unicidad de ¢ esta garantizada por el Teorema 19
4Ver Efimov [3]
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Por lo tanto, tenemos que

(2 ([dl . dg]) = [(bgdl — bldg) (CLQCl — 0,162) . (CLle — (Ildg) (bgCl — blcg)] .

Si deshomogenizamos las coordenadas de este punto, obtenemos

(b2d1 — bldg) (CLQCl — alcg)
(CLle — aldz) (bgCl — b1C2)’

el cual es un niimero en los reales extendidos® que corresponde a una definicién mas usual
de la razon cruzada.® En adelante usaremos indistintamente la razon cruzada definida
como un punto de la recta proyectiva o como numero real extendido, y podemos pasar
de una expresion a otra por medio de la siguiente biyeccion:

[a:b] — %sibes distinto de 0

la:0] — oo

Notemos que de la definicion de razon cruzada y del Teorema 19 se deduce que para
dos cuartetas de puntos diferentes a,b,c,dy a’,V',c,d en P!, existe una transformacion
proyectiva ¢ tal que ¢ (a) =d, ¢ (b) =V, ¢ (c) =y ¢(d) =d siy sblosi (a,b;c,d) =
(' U;c,d).

Aunque dimos la definicion de razon cruzada para P!, se extiende de manera natural a
cuartetas de puntos alineados en cualquier espacio proyectivo: cualquier recta proyectiva
en P" estd determinada por un subespacio lineal de dimension 2 en R™*!; por lo tanto,
existe un sistema de coordenadas, determinado por una base de dos elementos, para
ese subespacio, consistente en pares de niimeros reales el cual, al homogenizarlo, da un
sistema de coordenadas homogéneas para dicha recta proyectiva.

DEFINICION 25. Decimos que un conjunto de rectas {I; CP?:i=1,2,...,n} es un haz
de n rectas si existe p € P? tal que ;N 1; = {p} para todo i # j, y llamamos vértice del
haz al punto p.

Ahora enunciaremos, sin demostracion, los resultados de la razén cruzada que nos per-
miten extender la definicion a haces de cuatro rectas en el plano proyectivo.

TEOREMA 26. Sean {l; C P?:i=1,2,3,4} un haz de cuatro rectas del plano proyectivo
y m,n C P? dos rectas distintas que no pertenecen al haz. Si consideramos los puntos
de interseccion x; € l; "'m y i € [; \n de las rectas del haz con las respectivas rectas
m y l, entonces (x1,x2; x3,x4) = (2], xh; x5, 7).

SConsideramos los ntimeros reales extendidos como RU {00}, donde las operaciones que involucran
o dan como resultado oo se definen por medio de un limite.
Ver Rees [9]
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Este teorema, cuya demostracion se obtiene al proyectar a m en n desde p, implica la
definicion de razon cruzada para un haz de cuatro rectas.”

DEFINICION 27. Sea {l; CP?:7=1,2,3,4} un haz de cuatro rectas en P? y sean
x; € ;N'm los puntos de interseccién con una recta cualquiera m C P? que no pertenez-
ca al haz. Definimos la razdn cruzada del haz de cuatro rectas como (1, xq;x3,74) y la
denotamos como (ly, l2;13,14).

El siguiente teorema nos indica que la razon cruzada de un haz de cuatro rectas es un
invariante proyectivo.

TEOREMA 28. Sea {l; CP?:i=1,2,..,4} un haz de cuatro rectas en P? y
¢ € PGL(3,R), entonces (I1,lz;13,11) = (0 (1), 0 (I2) ;0 (I3) , 0 (14)).B

1.3. Los encajes de A" en P".

Una vez que hemos presentado el grupo de trasformaciones afin y el grupo proyectivo por
medio de matrices, podemos analizar una relacion importante entre el espacio proyectivo
y el espacio afin.

Tomemos un hiperplano proyectivo [ (de dimensiéon n — 1) en P". Podemos encontrar
una base de R"™! tal que la expresion en coordenadas homogéneas de este hiperplano

sea | = {[z1:29: ... 1 2y1] €P": 2,1 = 0}.7 Entonces, existe un homeomorfismo de
A™ en P™\ [ dado por la funciéon
(1.3.1) (1, oy ooy ) — [T1 2 Tt iy 2 1]

No es dificil ver que esta funcién es un encaje. Notemos ademés que, en principio, esta
funcién depende del hiperplano [ y de la base escogida para nuestro sistema de coorde-
nadas. Pero esto no es un inconveniente para el estudio de las propiedades geométricas
de P" ya que cualquier funcién de este tipo, se puede convertir en otra similar por medio
de una transformacion proyectiva.

LEMA 29. Todos los encajes de A™ en P" de finidos como en 1.3.1 son proyectivamente
equivalentes.

DEMOSTRACION. Sean dos encajes 7,4, : A" — P" determinados por los respec-
tivos hiperplanos [,m C P" y sean «, 5 un par de bases adecuadas o = {ay, ..., a,11} v
B ={b1,...,b,41} de R que permitan definirles como en 1.3.1. Ahora, existe un tnico
automorfismo lineal L tal que L(a;) = b;. Sabemos que L es invertible y, por lo tanto,

"Para una demostracion del teorema ver Efimov [3]

8Para una demostracion ver ibidem [3]

9Por ejemplo podemos tomar n + 1 puntos en posicion general, de los cuales s6lo n estén con-
tenidos en [ y encontrar una base de R"*! tal que las coordenadas de estos puntos sean [1:0: ... : 0],
[0:1:...:0],.... [0:0:...:1:0] para los que se encuentren en [y [0:0: ... : 1] para el restante.
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estd en GL(n+1,R); entonces, L es el representante de una matriz [L] € PGL(n+1,R).
Ahora sea (x1, z9, ..., z,) € A". Entonces

(L] ody(x1, g, ..., xn) = [L][x1 2oty 2 1], = [L(x1, 29, ..., T, 1)4]
le(a1)+a ) +an<an) + L(an-i-l)]
Q31b1—|—, ey —l—xnbn + bn+1]

T1:Tg iy 1]ﬁ = lp(T1, 2o, ..., Tp)

0

El lema anterior implica que, para fines del plano proyectivo y su geometria, todos los
encajes definidos de esta forma son esencialmente el mismo; por lo tanto, de ahora en
adelante nos referiremos a ellos como un encaje canénico de A™ en P" y no haremos
distincion del hiperplano y la base que lo definen a menos que sea necesario.

Los encajes canodnicos del espacio afin en el proyectivo son relevantes para el estudio
de las relaciones entre estos dos espacios, y se usan, entre otras cosas, para demostrar
teoremas geométricos del espacio afin con herramientas del espacio proyectivo. Esto es
posible gracias a que la relacion establecida por un encaje canénico induce un monomor-
fismo del grupo de transformaciones afines en el proyectivo. De hecho esto es un poco
més general, no necesitamos explicitamente el encaje sino tinicamente del subespacio [
que lo define.

TEOREMA 30. Sea | C P™ un hiperplano y G el conjunto de todas las transformaciones
proyectivas que fijan a l, entonces G es isomorfo a Af(n,R).

DEMOSTRACION. Tomemos una base a = {ay,...,a,11} adecuada para que [ =
{ly 2o : s xyq]) € P" 2 = 0}, sin perdida de generalidad supongamos que las
coordenadas  homogéneas de [a] = 01 :09: 2051 : 15 0441 0 o2 Opaq]-
Sea [M] € PGL(n + 1,R) tal que [M][z] € [ siy solo si [z] € [. Ahora, como
[M] [a;] = [ma; e ma; © ...t Mpy14], que es la i-esima columna de la matriz M, entonces
(M cmo; t oo impyi] € 1sii < n+1y [Mipe1:Mapg1: et Mpsins1] € L por lo
tanto, m;p1 =0sit<n+1y m,ii1,01 # 0. Esto quiere decir que

mi; My - min4+1
mo1 Moy -+ man4+1
[M] =
0 0 o Mpyin4l

Por otra parte, es claro que si [M]| € PGL(n + 1,R) tiene esta forma, entonces
(M) [zy 2y i 2, : 0] €1

para cualquier punto que este en [. Asi, tenemos que
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mi1 Mg - m1n+1
G =< [M] e PGL(n+ 1,R) : [M] = 21 22 2. 1
0 0 - Mpsinm

Ahora tomemos un representante adecuado para cada elemento de G, que sera dividir
entre la coordenada m,, 1 ,.1 y asi obtendremos un conjunto isomorfo deshomogenizado

N1 Mz - Miptl
No1r M2z -+ MNapt1
G2{ [N eGLn+1,R):[N]=| . . "
o 0 --- 1
donde n;; = m;j/my,41,41 . Pero este conjunto es exactamente la representacién con
matrices del grupo afin, por lo cual G = Af(n,R). O

Para concluir esta seccion, introduciremos una notacion util. Dado [, un hiperplano
proyectivo en P, podemos definir un encaje canénico ¢ de A" en P” y a su vez podemos
definir un isomorfismo, que denotaremos como i, del grupo afin correspondiente en el
subgrupo de transformaciones proyectivas que fijan a [, que consiste en deshomogenizar
como se vio en el teorema anterior.



Capitulo 2

Espacios de configuraciones

2.1. Espacios de configuraciones afines de puntos: A{

El primer tipo de espacios de configuraciones que abordaremos seré el de los espacios
de configuraciones de puntos en espacios afines. Comencemos con unas definiciones
auxiliares.

NOTACION 31. Para un conjunto X denotaremos como X* al producto cartesiano con-
sistente en todas las k-adas ordenadas de elementos de X.

DEFINICION 32. Dado (z1,...,2;x) € XF¥; definimos su soporte como el conjunto
{z1,...,2} C X y lo denotamos como sop (21, ..., x).

DEFINICION 33. Decimos que un conjunto finito de puntos {z1,...,z;} C A™ fijan a A™
si para toda f € Af(n) tal que f(zg) =z con k= 1,...,7 se tiene que f = Id.

OBSERVACION 34. Notemos que del Teorema 9 se deduce que un conjunto de puntos
en posicion general zq, ..., x; fijan a A" si y solo si i > n + 1.

Ahora introduciremos la nocién de espacio de configuracion de puntos coloreados en
A". En primer lugar necesitamos considerar un conjunto finito de puntos coloreados en
A" esto con la intencion de diferenciarlos. Asi, por ejemplo, podriamos tomar el punto
(0,0, ...,0) con color rojo y, para nuestros fines, seria distinto de (0,0, ...,0) amarillo. La
manera en la que formalizaremos esto serd pensar los colores como subindices de nues-
tros puntos. Asi, asignaremos un ntiimero a cada color; en el ejemplo anterior tendriamos

que (0,0,...,0), # (0,0, ...,0),.

Si fijamos un ntimero k de colores, podemos dar a k puntos coloreados de distinto co-
lor, un orden; es decir, si acomodamos los colores siempre en el mismo orden tendremos
conjuntos ordenados de k puntos de A™. Dicho de otra manera podemos considerar sim-
plemente que k puntos coloreados 1, xg, ..., xx son un elemento (xy, z, ..., zx) € (A”)k.
Asi, en adelante, la idea geométrica que manejaremos sera la de k puntos coloreados
pero formalmente estaremos considerando una k-ada de (A™)*,

DEFINICION 35. Definimos un conjunto de k puntos k-coloreados u ordenados de A™
k o

como un elemento (1, xq, ..., xx) € (A™)"; llamamos colores a cada uno de los subindices

y los denotaremos (1, xa, ..., Zx) 0 1, T, ..., T cuando no hagamos énfasis en su orden.

22
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Usaremos la definicion de soporte (Definicion 32) para poder pasar de un conjunto
coloreado de puntos (1, xs, ..., T ), a considerar simplemente esos puntos como un sub-
conjunto {xy, T, ..., 1}, en el cual no diferenciaremos el color ni el orden. Por ejemplo,
el soporte de los puntos coloreados (0,0, ...,0);, (0,0,...,0), es el conjunto que solo
contiene al punto (0,0, ...,0).

Ahora tenemos una manera formal de tratar a los conjuntos de puntos k-coloreados de
A™; pero este espacio, como todas las geometrias, tiene una manera de definir cuando
dos conjuntos son indistintos en términos de su geometria. Gracias al grupo de transfor-
maciones Af(n) podemos identificar si dos conjuntos de puntos son equivalentes desde
el punto de vista afin simplemente si podemos encontrar un elemento de este grupo
que mande un conjunto al otro. Ademas, en el caso de conjuntos coloreados les pedi-
remos que mantengan la coloracion (o el orden, si lo consideramos como un conjunto
ordenado).

DEFINICION 36. Dados (21,9, ..., xk) , (Y1,Y2, .., Yk) € (A”)k, decimos que son afin-
mente equivalentes si existe f € Af(n) tal que (f (z1), f (z2), ..., [ (xx)) = (Y1, Y2, -, Yk)-

PROPOSICION 37. La relacion definida como (x1,x9,....xx) ~ (Y1,Y2, ..y Yr) Si
(1, T2, ..., 1) es afinmente equivalente a (y1,Ya, ..., Yx), €s de equivalencia.

DEMOSTRACION. Sean (Z1,Za, ..., %), (Y1, Y2, -, Yk) s (21, 22, ..., 2k) € (A”)k y

frg € Af(n).

» Para demostrar la reflexibilidad basta observar que idy» € Af (n) entonces es
claro que (xy1, z9, ..., x1) ~ (21, Ta, ..., Tp).

» Para la simetria observemos que si (f (x1),f (z2), ..., f(xx)) = (Y1, Y2, -, Ur)
entonces como f~' € Af(n) tenemos que (f~'(y1),f (y2), .., [ () =
(x1, 9, ...,xx) , y por lo tanto (y1, Yo, ..., Yr) ~ (1, T2, ..., Tg)-

» Finalmente, para la transitividad tenemos que, si (f (z1), f (z2),..., f () =
(1,92, u8) Yy (9(W1),9(W2)s9(ys)) = (21,%2,...,2) entonces
(go f(z1),g90f(w2),..,g0f(wr)) = (21,22,...,21), como go f € Af (n) te-
nemos que (1, To, ..., ) ~ (21, 22, .., 2)-

O

Con estos elementos podemos definir ahora los espacios de configuraciones.

DEFINICION 38. Definimos el espacio de configuraciones de k puntos k-coloreados en
A™ como

b= {($1,£E2,...,l’k) e (A" : sop (x4, ..., 2) fija aA”} [~

Donde (z1,Z2,...,xx) ~ (Yy1,Y2, .--sYr) Si (21, T9,...,7x) es afinmente equivalente a
(Y1,Y2, -, yk) vy A} estard dotado de la topologia cociente inducida por la topologia
usual de (A”)k A los elementos de A} les llamaremos configuraciones de puntos y los
denotaremos como (x1, xa, ..., Tg) 4, = (21,22, ..., 1)) 4, 0 simplemente (1,2, ..., x), si
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no hay lugar a confusion; estamos suponiendo, por supuesto, que (x1, Za, ..., %) € (A")
serd cualquier representante de su clase de equivalencia.

La topologia cociente que tiene A}, refleja la nocién intuitiva de que tenemos cercania
en conjuntos de puntos en A". Es decir, intuitivamente dos configuraciones estaran
cercanas en A} si hay dos representantes de cada clase cercanos en (A”)k Lo cual
quiere decir que, viéndolos como conjuntos k-coloreados de puntos, cada punto estara
cerca del otro punto con su mismo color; o existird un conjunto afinmente equivalente

en el cual los puntos si lo estén.

En la definicion de espacios de configuraciones, iinicamente consideramos los conjuntos
de puntos que fijan al espacio; si no fuera asi nuestro espacio resultante seria mas com-
plicado en el sentido de que no seria un espacio Hausdorff. Por ejemplo, consideremos
los puntos coloreados (0,0),,(0,0),,...,(0,0),, claramente no fijaran a A? puesto que
cualquier automorfismo lineal L del plano esta en Af(2) y L (0,0) = (0,0). Si tomamos
unos puntos coloreados arbitrarios (z,y),, (z,v)y, ..., (¥,¥),, la imagen de ellos bajo un
automorfismo lineal del tipo Ly, (z,y) := = (x,y) con m € N representarfa la misma
configuracion afin; pero para un m adecuado nuestra configuracion se encontraria tan
cerca como desearamos de (0,0),,(0,0),,...,(0,0),. En este caso, si permitiéramos con-
figuraciones que no fijen a A2, tendriamos al menos un punto que estaria arbitrariamente
cerca de cualquier otro en nuestro espacio de configuraciones.

Desde luego habria que garantizar que con esta condicion basta para obtener un espacio
Hausdorff. De hecho existe un resultado que garantiza que los espacios de configura-
ciones afines son variedades topologicas, dando homeomorfismos entre éstos y las grass-
manianas. Y aunque no lo demostraremos en esta tesis, si daremos la demostracion de
un caso particular que serd A}, ya que este espacio lo usaremos en nuestro resultado
principal. Enunciemos el teorema general.

NOTACION 39. Denotamos como G(k,n) a la grassmaniana consistente en todos los
subespacios lineales de dimension k£ de R™.

TEOREMA 40. A%, |, = G(n—d,n).

En la siguiente secciéon analizaremos con detenimiento A} y demostraremos el caso
particular del teorema anterior. Para ello concluimos esta secciéon con una definicion
util en las descripciones de configuraciones.

DEFINICION 41. Sea (21, xg, ..., Tj, ..., Tg) € (A”)k, decimos que tiene una aglomeracion
de m puntos si x;, = x;, = ... = x;, = x;. Como el hecho de tener una aglomeracion es
invariante respecto a transformaciones afines, definimos que (xi, 2, ..., %;, ..., xx) € A}
tiene una aglomeracion de m puntos si en cualquier representante (z1, g, ..., T, ..., Tg)
de ella Tip = Ljy = .. = X4, = T4

m

"La demostracion puede ser consultada en Colin [4] o Strausz [12].
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Desde luego, esta definicion no depende del representante elegido. Ademas, puede haber
varias aglomeraciones en alguna configuracion. Esta definicion es ttil en la descripcion
geométrica de los espacios de configuraciones, y es un caso particular de una definicion
mas general que abarca aglomeraciones de diversas dimensiones.?

2.2. Al

En esta seccion analizaremos con detenimiento la geometria de A]. Por el Teorema 40
sabrfamos que Al = G(2,3), y considerando la dualidad que existe en R? entre un plano
y su recta ortogonal sabemos que G(2,3) = G(1,3), ademas dado que las rectas en R?
son justamente las clases de equivalencia que forman el plano proyectivo tenemos que
Al = G(1,3) = P3. Sin embargo en esta seccion demostraremos esto de otra forma,
yva que nos sera util dar una descripcién geométrica por medio de celdas de diferentes
dimensiones. Ademas daremos explicitamente un sistema de coordenadas homogéneas
para cada configuracion de Al. Comencemos por esto altimo, y para ello nos bastaré
dar una demostracion particular del Teorema 40.

2.2.1. Coordenadas para Aj.

TEOREMA 42. A} =~ P?

DEMOSTRACION. Sea una configuracion (1, zo, 3, 74) € A}; ésta tiene un repre-
sentante de la forma (21, 2, x4, 0) para algunos z; € R con i = 1,2, 3, ya que para toda
configuracion podemos encontrar una translacion 7" € Af (1) que cumpla T'(xz4) =0y
definimos z := T'(z;). Por otro lado como sop ((x}, r, 24,0)) fija a A debe contener al
menos dos puntos diferentes, lo que implica que existe al menos un x; # 0. Esto quiere
decir que las configuraciones (), x5, 2%,0) con 2 € R i = 1,2,3 donde algtin ) # 0,
parametrizan a Al. Ahora sea otro representante (y4, y2, y3,0) € (2}, %, x5, 0), entonces
existe una transformacion afin que la hace afinmente equivalente a (2}, x4, 2%, 0); pero ya
que el cuarto punto de ambas configuraciones es cero, entonces las dos configuraciones
son afinmente equivalentes si y solo si existe un automorfismo lineal de R que lleve los
puntos de una a la otra (Ver Teorema 9); es decir, si y solo si x, = A\y; para algin
A € R*. Por lo anterior podemos definir el homeomorfismo

A} — P?
<.Z'1,.172,.f173,334> — [xll : xl2 : ‘Ié]

Entonces tenemos que A} = P2 Ademés tenemos la forma explicita de asociar coorde-
nadas homogéneas a las configuraciones, ya que a una configuracion (x, zo, x3,14) =
(x), 24, %, 0) € A} le corresponden las coordenadas homogéneas [z} : o, : z%] en P2. O

2Ver Mavois [7]
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Considerando el resultado anterior usaremos indistintamente dos nomenclaturas para
los puntos de Al: por su clase de equivalencia (i.e. (xy, 9,73, 24)), y por la parame-
trizacion de A} por medio de coordenadas homogéneas vistas en el teorema anterior

(ie. [x:y:z]).

2.2.2. Al como n-celdas. Describamos ahora A} por medio de pegado de celdas
de diferentes dimensiones. Esto complementara la descripcién que ya tenemos de este
espacio.

Tomemos cuatro puntos coloreados 1, T2, T3, x4 en A! tales que fijen a A'. Buscaremos
los diferentes tipos de configuraciones posibles con base en su soporte y su orden de
coloracion inducido por el orden lineal de® Al

X1:. X2= (0] X2= o X3= Q
Tipo 3-1 Tipo 2-2
XXy Xq2X34”
Tipo 2-1-1 Tipo genérico
- ) O oO——» -0 O O o—
XypXzX4> Xq X X3 Xy

FIGURA 2.2.1. Los tipos de configuraciones de A}

Tipo 3-1: Las configuraciones con una aglomeracion de 3 puntos. El soporte de
estas configuraciones son dos puntos de la recta afin y por lo tanto cualquier
configuracion de este tipo con la misma coloracion es afinmente equivalente.
Asi, esta configuracion parametriza un solo punto de A} por cada coloracion
diferente. De hecho podemos caracterizar cada uno de estos puntos por el color
que no esta en la aglomeracion de 3 puntos, por ello la denotaremos (z, z;) donde
1 es dicho color. De esta manera tenemos 4 puntos diferentes de este tipo.

Tipo 2-2: Las configuraciones con dos aglomeraciones de 2 puntos. Al igual que en
el caso 3-1 su soporte son dos puntos. Asi que en total tenemos 3 configuraciones
de este tipo con distinta coloracién que representan el mismo niimero de puntos
de A]. Denotaremos a esta configuracion de la siguiente manera (z;;, rx) donde
los subindices representan los colores en cada una de las aglomeraciones.

3Recordemos que A' = R, por lo cual podemos utilizar el orden usual de los reales para definir un
orden en la recta afin.
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Tipo 2-1-1: Las configuraciones que tienen una sola aglomeracion de 2 puntos. En
este caso tendremos que su soporte de tres puntos representado en la recta real
se vera como tres niimeros a, b, ¢ € R tales que a < b < ¢. Si en A! tomamos tres
puntos en esta disposicion, cualquier transformacion afin f preservara o invertira
el orden?, es decir f(a) < f(b) < f(c) o f(c) < f(b) < f(a); por lo tanto
podemos llevar una configuracion cualquiera a una afinmente equivalente, donde
a =0,y ¢ =1; de tal manera que b se encontrara en el intervalo (0,1); y con
ese punto parametrizaremos todas las configuraciones de tipo 2-1-1 afinmente
equivalentes y con la misma coloracion en A}, debido a que dos puntos fijan a
Al. Estas configuraciones parametrizan dieciocho intervalos abiertos de A}, uno
por cada posible 4-coloracion de la configuracion donde su soporte es de la forma
a < b < ¢. Usaremos como notacion (z;,z;, xx) o (;, g, ;) dependiendo de
donde se dé la aglomeracion de puntos de este tipo.

Tipo genérico: Las configuraciones que se encuentran en posicion general. De-
notemos a cuatro puntos en posicion general en A! por 1, x5, 73, 74. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que z; < xs < x3 < x4; andlogamente al caso
2-1-1 una configuracion de este tipo es afinmente equivalente a una donde x5 y
x3 estén en el intervalo (0,1) y x; = 0,24 = 1, entonces dos puntos en (1,0) que
cumplen x5 < x3 parametrizan a las configuraciones con un orden de coloracion
dado, por lo tanto por cada orden tenemos un tridngulo abierto. En total ten-
dremos doce tridngulos, uno por cada posible coloracion diferente de los cuatro
puntos. Denotaremos a cada tridngulo por el orden lineal de sus colores en el
soporte de alguna de sus configuraciones, asi por ejemplo si los cuatro puntos
del soporte cumplen que 1 < 9 < x3 < x4 , lo denotaremos como 1,2,3,4 6
4,3,2,1, ya que las reflexiones invierten el orden en R.

Los triangulos abiertos formados por las configuraciones de tipo genérico son nuestras
celdas de mayor dimension, asi que un andlisis de las degeneraciones en la frontera de
uno de ellos nos dard la informacion requerida para reconstruir A}.

Iniciemos el analisis de un solo tridngulo formado por configuraciones genéricas con un
solo orden en su coloraciéon, y encontremos sus posibles degeneraciones en configuracio-
nes de otros tipos. Sea (xy, o, 3, 4) € A} una configuracion de tipo genérico. Tenemos
3 posibles degeneraciones en configuraciones del tipo 2-1-1 (19, x3, T4), (T1, T3, T4) ¥
(1, T9,34). A su vez estas configuraciones del tipo 2-1-1 pueden degenerar en una
configuracion del tipo 2-2 (x5, x34) y en dos del tipo 3-1 (z,x4), (z1,z). Ademas una
configuracion del tipo 2-1-1 en la frontera puede venir también de degenerar una configu-
racion de un tridngulo adyacente; de tal manera sabemos que los tridngulos adyacentes a
los lados (una frontera del tipo 2-1-1) son (&9 @1, x3, T4), (T1.23, T2, Ta) ¥ (T1,Ta, Ty, T3).
Este anédlisis es analogo en cada triangulo, asi sabemos como se componen sus fron-
teras y que son adyacentes los triAngulos con una coloracion que sea el resultado de la
transposicion de dos de sus colores; con lo cual reconstruimos el plano proyectivo.

4Una transformacion afin de A® es de la forma ax + B con a, B € R por lo cual preserva o invierte
el orden dependiendo del signo de a.
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X= X=@ x3=o x4=O

X1 =X2
X=y

X1 =X3
X=z

X3™Xy
z=0

Xy=Xg
y=z

FIGURA 2.2.2. Representacion de A}

Por ultimo, parametrizaremos algunas configuraciones usando las coordenadas homogé-
neas [z : y: z| de A} definidas en la Seccion 2.2.1, en las cuales para cada configuracion
se buscaba un representante tal que x; = 0. Asi, la configuracion (z,z;), en donde
xo = x3 = x4 = 0y 21 # 0, tiene como coordenadas [z : 0: 0] que es equvalente a
[1:0:0]. De manera andloga podemos determinar las coordenadas de los restantes pun-
tos de tipo 3-1 resultando que: (x,2;) =[1:0:0], (x,22) =[0:1:0], (z,z3) =[0:0:1]
y (z,x4) = [1:1:1]. Ahora, en la configuracion (xys,x34) caracterizada por un repre-
sentante con aglomeraciones x; = x5 # 0y 1 = x4 = 0, las coordenadas homogeneas
que le corresponden son [z7 : x; : 0] = [1:1:0]. Procediendo analogamente tendremos
las coordenadas de todos los puntos de tipo 2-2, resultando: (xi9,234) = [1:1:0],
(r13,024) = [1:0:1] y (x14,723) = [0:1:1]. Ademas observemos que los puntos
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tipo 2-1-1 quedan contenidos en seis rectas proyectivas. La descomposicion celular ex-
plicita de P2, con las coordenadas homogéneas de las celdas de dimension cero y las
ecuaciones en estas coordenadas que determinan las celdas de dimensién uno, se en-
cuentra representada en la Figura 2.2.2.

2.3. Espacios de configuraciones proyectivas de puntos: P¢

En esta seccion definiremos los espacios de configuraciones proyectivas. El desarrollo es
analogo al de los espacios afines; pero usando los espacios proyectivos y sus grupos de
trasformaciones respectivos.

DEFINICION 43. Decimos que un conjunto finito de puntos {zy,...,z;} C P" fijan a P"
si para toda f € PGL(n + 1,R) tal que f(xy) =z, k= 1,...,7 entonces f = Id.

OBSERVACION 44. Notemos que del Teorema 19 se sigue que unos puntos en posicion
general xq, ..., z; fijan a P" si y s6lo si i > n + 2.

DEFINICION 45. Definimos k puntos coloreados en P" como un elemento (z1, s, ..., Tx) €

(P™)"; llamamos colores a cada uno de los subindices y, si no hay confusion, los deno-
taremos simplemente como x1, Ta, ..., Ty .

DEFINICION 46. Sean (z1,xa, ..., %), (Y1, Y2, -, Y) € (P“)k, decimos que son proyecti-
vamente equivalentes si existe f € PGL(n + 1,R) tal que (f (1), f (z2),.... f (zx)) =

<y17y27 ayk‘)

PROPOSICION 47. La relacion definida como (x1,Za,...,xx) ~ (Y1,Y2y--, Yk) Si
(1,9, ..., x1) €s proyectivamente equivalente a (yi, Yo, ..., Yx), €s de equivalencia.

Omitiremos esta tultima demostracion ya que es andloga a la mostrada en la Proposi-
cion 37. Continuemos con la definiciéon de espacios de configuraciones.

DEFINICION 48. Definimos al espacio de configuraciones de k puntos coloreados en P
como:

Py = {(ml,xg, xy) € (P 2 sop (24, ..., 1) fija aIP’"} [~

Donde (x1,z9,...,xx) ~ (y1,Y2, .-, Y) Si (1, e, ..., k) es proyectivamente equivalente
a (y1,y2, ..., yr) y P} estard dotado de la topologia cociente inducida por la topologia
usual de P". A los elementos de P} les llamaremos configuraciones de puntos y los
denotaremos como ((x1, 2, ..., ) p, (T1,%2,...,Tk) p O simplemente (1, o, ..., xx), si
no hay confusion; en donde (z1,zo,...,x) € (P”)k serd cualquier representante de su
clase de equivalencia.

DEFINICION 49. Sea(xq,xa, ..., T;, ..., ) € P, decimos que tiene una aglomeracion de
m puntos si x;, = x;, = ... = x;, = x;. Como el hecho de tener una aglomeracion es
invariante respecto a transformaciones proyectivas, definimos que (z1, za, ..., ;, ..., T) €
P} tiene una aglomeracion de m puntos si en cualquier representante (xy, o, ..., Tj, ..., Tr,)
de ella Tiy = Ljy = .. = X4, = T4

m
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A diferencia de los espacios de configuraciones afines, en los espacios de configuraciones
proyectivos la definicién no garantiza que sean espacios de Hausdorff. Existen resultados
para identificar qué tipo de configuraciones corresponden a puntos no Hausdorff y dar
reglas para restringir las configuraciones permitidas para obtener un subespacio de
Hausdorff compacto.® Dejaremos al margen de este trabajo el tratamiento general de
dicho problema y daremos una descripcion directa de P1.

2.4. P!

Ahora daremos la descripcion geométrica de P4, con la cual notatemos que este espacio
es basicamente S' con tres pares de puntos no Hausdorff. Ademas veremos como tratar
a los puntos no Hausdorff para tener un espacio mas manejable que serd simplemente

St

Primero recordemos que se necesitan tres puntos para fijar a P*. Por lo tanto el soporte
de cualquier configuracion de P} debe tener al menos tres puntos, asi tendremos un solo
tipo de degeneracion: aglomeracion de dos puntos, que denotaremos como (x;;, Ty, )
cuando z; = x;.

Tomemos una configuracion (zy, Te, r3, r4) en P} y consideremos los puntos coloreados
T1, Ty . T3, T4 en P! que la representan. Supongamos que 1, o y x5 son puntos dife-
rentes, por el Teorema 19 existe una tunica ¢ € PGL(2,R) tal que ¢ (x;) = [1:0],
@ (x3) = [0:1], p(z3) = [1:1], entonces ¢ (x4) es el tnico punto en P! tal que
(w1, 9,23, 24) = ([1:0],[0:1],[1:1],p(z4)); es decir, los puntos en P* = S nos
parametrizan todas las configuraciones de P} donde zy,7o y 73 sean diferentes, in-
cluyendo las tres configuraciones donde x4 = x; donde i« = 1, 2,3 respectivamente, es

decir las correspondientes a (14, T3, x3), (T1, Tog, T3) ¥ (X1, To, T34).

Notemos que ademés de las configuracioes descritas en el parrafo anterior nos falta
contemplar las configuraciones en las que 1, x5 v x3 no son diferentes para considerar
todo P}; estas serdn: (wys, T3, 24), (T1,T93,74) ¥ (T13, T2, 24), definidas por z; = o,
To = T3, ¥4 = T3, respectivamente. Ubiquemos estos tres puntos en la descripcion
de P} por medio de su cercania a otras configuraciones. Si tenemos una sucesion de
configuraciones (z1,, T, , T3,, x4, ) donde 1, = [1:0], zo, == [0:1], 23, :=[1:1] ¥

T4, = [1 : 1] — [1:0] = z3,, cada elemento de esta sucesion se puede mandar me-

k k k—o00
1

0
0 k
(Y1,, Y2, Y3y, Ys, ) donde y;, = ¢ (z;,). La transformacion ¢y hace que y;, = [1: 0],
Yo, = [0:1], yy, = [1: 1] y manda @3, a ys, = [1: k] = [+ : 1] que tiende a [0: 1] =y,
cuando k£ — oco. Asi tenemos, para todo k, que (z1,, %2, ,T3,,Ta,) = (Y15 Y2,s Y3rs Yai )
y entonces (xy,,Ta,, T3, T4,) €S Una sucesion que tiende a (z14, T2, z3) y (T1, Tog, T4);
esto implica que las configuraciones (x4, xo,x3) y (1, Ta3, x4) son puntos no Hausdorff

diante la transformacion proyectiva ¢, = a otro proyectivamente equivalente

Ver Arocha et al. [1]
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que comparten vecindades en P}. De manera analoga nos podemos dar cuenta de que
(X1, Toy, x3) con (T13, T, Tq) y (T1, T2, T34) con (X9, T3, x4) comparten vecindades.

Introduzcamos una nomenclatura para los dos tipos de puntos de Pj:

Tipo degenerado: Le llamaremos asi a las configuraciones de cuatro puntos tales
que sus representantes en P! no estén en posicién general; es decir los seis puntos
no Hausdorff (x4, 29, x3), (21, %23, T4), (1, Tog, x3), (T13, T2, Ta) , (T1, T2, T34) ¥
(9312,1E3,$4>-

Tipo genérico: Seran las configuraciones de cuatro puntos tales que sus represen-
tantes en P! estén en posicion general. Las configuraciones de este tipo forman
tres intervalos abiertos, corespondientes cada uno al orden ciclico en P! de los
repesentantes de sus configuraciones.

Representamos estos dos tipos en la Figura 2.4.1.

X1=. x2=. x3=0 x4=.

Tipo degenerado Tipo genérico

<X12,X3,X4> <X1,X2,X3,X4>

FIGURA 2.4.1. Las configuraciones de P}

Con ello podemos completar la descripcion de P, obteniendo a S' con tres pares de
puntos no Hausdorff que comparten vecindades. Representamos dicha descripcion en la
Figura 2.4.2 a la izquierda, en ella unimos con una linea punteada las configuraciones
degeneradas que comparten vecindades, ademas denotamos en los arcos entre ellos el
orden ciclico correspondiente a las configuraciones que se encuentran en él.
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Por tltimo definamos un espacio cociente de P} que utilizaremos en el siguiente capitulo.
Tomemos la relacién de equivalencia en la cual cada punto Hausdorff esté relaciona-
do so6lo con él mismo, y los puntos no Hausdorff estén relacionados por pares, cada
uno con el punto que comparte vecindades. Luego, haciendo el espacio cociente ba-
jo esta relacion, tendremos un espacio de Hausdorff y homeomorfo a S', en el cual:
<1314713271173>:<£U1,SC23,SU4>, <$1,$24,$3>:<5613,$27134> y <$1,$2,$34>:<$12,$3,$4>- En ade-
lante denotaremos este espacio como P} y lo representamos en la Figura 2.4.2 a la
derecha.

X1=. X2=. X3=° x4=.

P! <X12:X3.X4> P}
<X X3, Xg>=<Xq Xy, X3,>

<X1,X24,X3> <X14,X2,X3>

<Xp3.X5. X, >=
o <X1X24:X3>

<Xq4.X5Xg>=
<X1X23%4> @

FIGURA 2.4.2. P}y P}



Capitulo 3

F:A, — P

Como ya vimos anteriormente, en la Secciéon 1.3, el espacio afin esta contenido en el
espacio proyectivo de la misma dimension. Mas atn, el grupo de transformaciones de
la recta proyectiva contiene como subgrupo al grupo afin de dimension 1. Vamos a usar
esta propiedad para definir una funcion de Al a P},

Consideremos (r) € Al y sea i : Al — P! un encaje candnico de la recta afin en la
recta proyectiva. Teniendo en cuenta que un punto en A} es una clase de equivalencia
de cuartetas de puntos de A', podemos considerar un representante de dicha clase
y aplicarle a cada punto nuestro encaje a P! manteniendo la misma coloraciéon del
punto y su imagen. Luego, para definir F', consideramos la clase correspondiente a esta
configuracion en P. Es decir:

"FiAp =P F((2),) = (i(@)p”
Donde si © = (x1,x2,23,74) es un representante de la clase, entonces i(z) :=

(i(21),i(za),(x3), i(24)).

F1GURA 3.0.1. La definicion intuitiva de F.

Esta es la idea general para construir la funcién que deseamos; pero tenemos que de-
mostrar que estd bien definida. De hecho veremos que dicha regla de correspondencia
no esta definida para algunos puntos de A}. Sin embargo, a partir de conocer los puntos
en los que no podemos definirla, encontraremos una nueva funcion (en un subconjunto
de A}) que sera el objeto de nuestro estudio.

33
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3.1. Los puntos que no saben a dénde ir.

Tenemos en esencia un problema para definir la funcién F' como deseamos: las configu-
raciones en A} cuyo soporte es una dupla en A, i.e. los que tienen aglomeraciones de
tres puntos y aquellas que vienen de un par de aglomeraciones de dos puntos.

Veamos qué sucede y como evitar este tipo de puntos. Siguiendo la filosofia de nuestro
bosquejo de definicion para F' analicemos lo que ocurre: estos tipos de configuracion
tienen como soporte dos puntos en A', asi que al aplicarles i tendremos dos puntos
de P!; pero en P! necesitamos al menos tres puntos para fijarlo. Entonces estas duplas
de puntos no tienen una representacion en Pj (ver 2.3). La modificacion necesaria de
nuestra funcion seré redefinirla tomando su dominio a un subconjunto A} C Al definido
de la siguiente forma A} := {(x) € A} : |sop ((x))| > 2}; es decir, tomamos A} menos
siete puntos: las cuatro duplas que tienen una aglomeracion de tres puntos, y las tres
que contienen dos aglomeraciones de dos puntos.

3.2. Definiendo F: A} — P}

Procedamos a la definicion formal de F'. Como primer paso demostraremos que esta
bien definida como funcién.

DEFINICION 50. Sea (w1, 22, 23, 14) € A} = {{(x1, 22,3, 24) € A : |sop ((z))| > 2} v sea
i : A — P! un encaje de la recta afin en la recta proyectiva, definimos la funciéon F
como:

F Azll — P}L F (<(x17 L2, T3, x4)>A) = <(Z (33‘1) ol (xQ) ai<x3) 7i(x4)>>P

PROPOSICION 51. F estd bien definida.

DEMOSTRACION. Sea (zy,%o,73,74) € A y tomemos dos representantes
(71, 72,73, 74), (Y1, Y2, Y3, Ya) € (T1,To, T3, 24). Tomando el encaje i : A' — Plque define
a nuestra funcion F demostraremos que (i (x1),i(x2),i(x3),i(ze)) =
(i (y1),i(y2),7(ys3),i(ys)). Para ello basta con probar que existe una elemento
¢ € PGL(2,R), tal que

(i (21) i (22) i (23) i (24)) ~ p; (i (1), (y2) i (y3) , i (ya))
sabemos que existe una transformacion afin ¢ que hace que
(xb Ta, T3, I4) ~ <y17 Y2, Y3, y4) )

ahora aplicamos el operador 7 inducido por el encaje i entre Af(1) y PGL(2,R) a ¢
para definir ¢ := i(y). Por las propiedades vistas de ¢ (ver Seccion 1.3) sabemos que
)

(1(331)’7;(372)#'(933),@'(3?4))’q\;(i(yl) i (Y2),i(y3) i (va)

es decir (i (z1),1 (z2),7 (x3),4 (z4)) = (i (y1), 1 (y2),7 (y3) i (ya))- O
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La proposicion anterior nos garantiza que, dada ¢, podemos definir una funciéon F,
por lo cual seria adecuado denotarla como Fj. Sin embargo en la siguiente proposicion
demostraremos que en realidad la funcion F; no depende del encaje i.

PROPOSICION 52. Una funcion F; definida como en la Definicion 50 no depende del
encaje 1.

DEMOSTRACION. Consideremos dos encajes 4,j : A' — P! y sus respectivas fun-
ciones Fj, Fj definidas como en la Definicion 50. Ahora sea () € A} y tomemos un
representante x € (x), ahora por el Lema 29 existe ¢ € PGL(2,R) tal que i(z) ~ j(x)

y por lo tanto (i(x)) = (j(x)). O

Gracias al resultado anterior denotaremos simplemente como F' a dicha funcién.

3.3. El comportamiento de F.

La demostracion del Teorema 58 nos dara informacion precisa sobre la imagen inversa
de un punto en P} bajo F, y por lo tanto nos describira su comportamiento geométrico.
Pero antes de demostrarlo nos sera tutil probar algunos resultados que nos propor-
cionaran informacion adicional sobre F'.

OBSERVACION 53. F' es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Sea (y1, %2, Y3, y4) € PL, tomemos un punto y, € P! tal que y, ¢
{y1,Y2, Y3, ya}, ahora tomemos el encaje canonico i,, de A' en P* que esta definido por el
subespacio proyectivo {yo} C P! (ver Seccion 1.3). Como el conjunto {41, y2, y3, ya} esta
en la imagen de i,, entonces podemos usar su funcion inversa para obtener el conjunto

{i;ol (y1) ,z';ol (y2) ,i;ol (y3) ,i;)l Ya } € A', por lo tanto
< (y1)7 Lyo (yQ)a Lyo (y3)7 Lyo ( 4)> S Aéll
1

ya que i, es biyectiva y ello implica la cardinalidad del soporte de un conjunto es el
mismo que el de su imagen bajo i;ol. Entonces:

F (i () s (92) 5 () s () ) =
F,, <<i;01 1) iy (y2) iy (ys) iy, (ya)) ) —

= (iyy (i (1)) sy (e (12)) vige (g (43)) iy (i (4a))) p = (U1, Y2, Y3, Ya) p
]

LEMA 54. Si (x1,m9,73,24) € A} es una configuracion de tipo genérico, entonces
. . L. 1
F ((x1, 29, x3,24)) es una configuracion de tipo genérico en Py
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DEMOSTRACION. Si (1, %9, x3,74) es de tipo genérico entonces el soporte
{x1, 9, 3,24} de esa configuracion tiene cuatro puntos. Ahora sea i un encaje canonico
de la recta afin en la recta proyectiva, entonces i ({1, 2,73, 74}) es un conjunto en P!
de cuatro puntos, mas ain sop (i (x1),i(22),i(x3),i(24)) = i ({21, T2, T3, 24}); pero
las tnicas configuraciones de P} con este soporte son las de tipo genérico. Por lo tanto
F ({(x1, 29,23, 24)) = ((i (z1) ,7 (22) ,3 (x3),i (z4))) es de tipo genérico. O

LEMA 55. Si Al es parametrizado con el sistema de coordenadas homogéneas de la
Seccion 2.2.1, y F : A} — P} es la funcion de la Definicion 50; entonces:

Fle:y:2) = (1], [y 1], [z 1],[0: 1)p

DEMOSTRACION. Sea [z :y: 2] € A] expresado en coordenadas homogéneas. En-
tonces, por como asociamos las coordenadas, tenemos que [z : y : z| = (z,y, z,0), donde
el segundo término esta expresado como una clase de configuraciones de puntos orde-
nados. Ahora

Flziy:2) = F ({9,200, = (i (£) i (1) (), 0))p
donde i es el encaje canénico de A! en P!; pero

{i(x),i(y),i(2),i(0)} ={lz:1],[y:1],[z:1],[0: 1]}
Por lo tanto:
F({z,y,2,0),) =([z:1],[y:1],[z:1],[0: 1])p,

O

Antes de probar el teorema central de este capitulo, extenderemos la funcién F'; para
ello tendremos que cambiar su codominio! por P}.

OBSERVACION 56. F se extiende de manera continua a los puntos de tipo 2-2 en A}

Cada punto del tipo 2-2 esta contenido en dos rectas proyectivas formadas de puntos
del tipo 2-1-1. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el punto en cuestion es
(212, x34). En una vecindad adecuada de (z12,234) solo hay configuraciones del tipo
genérico (en celdas de dimension 2) y del tipo 2-1-1 de la forma (1, x9, x34) ¥ (212, T3, T4)
(contenidas en dos rectas proyectivas). Por la definicion de F y de P} sabemos que
F ((x1,29,234)) = F ({212, x3,24)). Por otro lado, las configuraciones de tipo genérico
en la vecindad de (zy2,x34) son cercanos a las dos rectas de tipo 2-1-1 y por lo tanto
sus imédgenes bajo F seran cercanas al punto (1, T, 234) p = (12,23, 24)p en Pj. Por
lo cual la manera natural de extender la funcién serd enviar el punto (z12,x34), a

<$17$27$34>p = <$127$3,$4>p .

1En realidad es un abuso de notacién conservar la nomenclatura F para la funcién durante el
argumento de la Observacién 56, ya que cambiamos su codominio; pero como P} es un espacio cociente
de P} conservaremos la misma notacion para indicar la funcién inducida por F a dicho cociene durante
el argumento de la observacion.
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DEFINICION 57. Sea A} := A} U {(zij,zn) € A} :4,5,k,1 € {1,2,3,4}}. Definimos
F: Al — P} como:

(T3, 25, ) p = (Tijs Ty 1) p - S1(T) 4 = (Tijs Tha) 4

F((z),) = {F(<5U>A) si (z) 4 no es de tipo 2-2

TEOREMA 58. La imagen inversa de un punto en P} bajo F', es una conica en A} (= P?);
en la familia que pasa por cuatro puntos fijos en posicion general, y estos puntos son
aquellos en donde F no estd definida.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, supongamos que los cuatro puntos
fijos por los que pasa nuestra familia de conicas son: [1:0:0], [0:1:0], [0:0:1] y
[1:1:1]. Ahora siguiendo el procedimiento de la Seccion 2.2.1 tendremos unas coorde-
nadas homogéneas de A} en las que los cuatro puntos de tipo 3-1 tienen las coordenadas:
(x,x1) =[1:0:0], (z,29) =[0:1:0], (x,z3) =[0:0: 1]y (z,24) =[1:1:1].

Procedamos por casos. Sea (X) € P}

CAso 1. (X) no es de tipo genérico, es decir (X) solo puede ser alguno de los tres
puntos (Y14, Y2, ys)= (Y1, Y23, Ya), (Y1, Y24, Y3)= (Y13, Y2, Y4) 0 (Y1, Y2, Y34)= (Y12, Y3, Ya)-

Supongamos que (X) = (Y14, Y2, ys) = (Y1, Yas,ya) ¥ tomemos [z : x5 : 3] € A] tal que
F([zy : 29 x3]) = (X)), entonces por el Lema 54 [zq : x5 : 23] no es de tipo genérico.
Esto significa que s6lo puede ser una configuracion de tipo 2-2 6 2-1-1, que son los
tipos restantes en A}. Mas atn, si consideramos la expresion de F en coordenadas
homogéneas (ver Lema 55) tenemos que si

F([xl B $3]) = <yl47y2,y3> = (yl,yzg,y4>,

entonces, de la definicion de F, deducimos que: [zy:ap:a3] = [0:a9:a3] 0
[Ty 29 a3] = [w1: @9 20) O X120 wg] = [0:1:1]. Es decir, [x1:29: 23] es la
union de de las rectas proyectivas [ = {[xl Xy X3 € flﬁ txr = O} y
m = {[azl DX a3 € fl}l DTy = xg}. Por iltimo notemos que [ U m es exactamente
la parte que se encuentra en A} de la conica dada por la ecuacion xy — rz = 0, que es
una de las conicas degeneradas de nuestra familia.

Anélogamente se demuestra que F1 ((y1, Y24, 93)) = F1 ((y13, Y2, y4)) es la intersec-
cion con A} de la conica zy —yz = 0,y F~' ((y1,92,934)) = F~' ((¥12,¥3,94)) es la
interseccion con Al de la conica zy — 2z = 0.

CASO 2. (X) es de tipo genérico, es decir su soporte consta de cuatro puntos distintos.

Sean [xq: @91 x3],[y1 Yot ys] € AL tales que F ([yr:yn:ys]) = F([v1:29:23]) =
(X).
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De la definicién de F'y el Lema 54 se tiene que [z : oy @ 73] ¥ [y1 Y2 ¢ ys] son de tipo
genérico; como en los puntos de tipo genérico tenemos que F' = F', podemos trabajar
solo con F. Ahora como F' ([zy : 23 : x3]) = F ([y1 : Y2 : y3]) entonces:

(lon = 1) [ 2 1) g 2 1] [0 W) p = (fyn 1), [y = 15 [ys = 1] [0 1)

’ ] € PGL(2,R)

. . ., . a
pero esto ocurre si y solo si existe una transformacion proyectiva { c

tal que:

a b 0| |0 a b Ti | _ | Y
N M HE HE R
para ¢ = 1,2, 3. De hecho, como ambas son configuraciones del tipo genérico, cualquier
representante de sus imagenes bajo I consta de cuatro puntos de P! en posicion general;

) . . a b .
asi que, de encontrar una matriz proyectiva ¢ g |aue cumpla las ecuaciones de 3.3.1,

necesariamente estard en PGL(2,R). Ahora de la primera igualdad de 3.3.1 podemos
deducir que [b: d] = [0 : 1] y entonces b = 0. De esto y de las otras igualdades obtenemos
que las igualdades de 3.3.1 ocurren si y s6lo si:

ax; | Y
cr; +d | |1
& ar; =y (cv;+d) < ax;—cryy; —dy; =0

Las ultimas igualdades plantean el sistema de ecuaciones:

ary — cr1y; — dy; = 0,
ary — cTays — dys = 0,
axs — crsys — dys = 0.
Sus soluciones distintas de cero, si existen, seran las entradas que se necesitan para la

.| a b o ., , .
matriz . . De no ser asi la tinica solucion tendria que ser la matriz cero que no

d
pertenece a PGL(2,R) y no cumple las ecuaciones de 3.3.1. Pero esto ocurre si y solo
si:

Ty —ITiyhr —W%
Ty —Xaya —Yy2 | = 0
T3 —I3Y3 —Y3

(3.3.2) & wi(Teyays — T3ysya) — T2(T1y1ys — T3ysy1) + 3(T1y1y2 — Toyoyr) =0

Por otra parte, supongamos que € es una conica de la familia que pasa por los puntos
[1:0:0/,[0:1:0[,[0:0:1] y [L:1:1]. Entonces, si

Az? + By* + C2* + Day + Exz + Fyz =0
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es la ecuacion general de €, al evaluarla en los cuatro puntos anteriores tendremos:

A =0
B =0
c =0

A+B+C+D+E+F = 0

Por lo cual deducimos que la ecuacion general de € es de la forma Dzy+ Ezz+ Fyz =0
con D+ E+ F=0.

Entonces [z1 : @ : 23], [y1 : y2 : y3] € € siy solo si ambos satisfacen la ecuacion general
de €; es decir, si y solo si

D+E+F = 0
Diyys + Eyiys + Fyays = 0,
Dxixo + Exixs + Fasxrs = 0.

Pero esto es posible si y sélo si existen soluciones no triviales para los coeficientes D, F
y F'. Esto ocurre si y solo si el determinante del sistema de ecuaciones es cero; es decir,
si y solo si

1 1 1

Y1y2 niys yoys | =0
T1Ty9 T1T3 T2T3

S TaT3Y3yY1 — T1T3Y3Y2 + T1TaYaly3 — T3T2y2y1 + T3T1Y1Y2 — T2x1Y1y3 = 0
que es exactamente la ecuaciéon 3.3.2.

Ast, F([y1:y2 : ys)) = F (w1 20 : 23]) = (X) siy solosi [ : @y 3], [y1 1 y2 @ y3) € €.
De esto tultimo, y de que F' es sobreyectiva, concluimos que la imagen inversa de una
configuracion de tipo genérico es una conica que pasa por [1:0:0], [0:1:0],[0:0: 1]
y[1:1:1]. O

Con la informacion proporcionada por el teorema previo, podemos saber cuales puntos
de Al tienen la misma imagen bajo F. Considerando a A} como P? con cuatro puntos
fijos y la familia de conicas que pasan por ellos como en la Figura 1.2.1, cada coénica
tiene un mismo punto como imagen bajo F. Asi, viendo a A} como celdas de varias
dimensiones, dos triAngulos compuestos por configuraciones del tipo genérico se mapean
en un mismo intervalo de configuraciones genéricas de P} si el orden de los colores que
caracteriza a uno se obtiene de permutar ciclicamente a la coloracion caracteristica del
otro tridngulo. Representamos esto en la Figura 3.3.1. Adicionalmente este tiltimo resul-
tado nos indica el comportamiento de nuestra funcion original F : Aj — P} ya que en los
puntos genéricos el comportamiento es idéntico a F; y en los puntos restantes tenemos
que cada una de las seis rectas de las conicas degeneradas se mapean respectivamente
en uno de los seis puntos no Hausdorff en P} de acuerdo su coloracion caracteristica.
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FIGURA 3.3.1. Representacion de A} como dominio de F

Notemos que el Caso 2 del Teorema 58 es la parte fundamental en la demostracion de
la descripcion del comportamiento de F'. Enunciaremos este caso del teorema ahora
como un corolario, ya que para concluir este capitulo demostraremos su equivalencia
a un teorema conocido de la geometria proyectiva. Para demostrar dicha equivalencia
daremos una interpretacion geométrica de la funcion F' auxilidndonos en la relacion de
las configuraciones proyectivas con la razon cruzada.

COROLARIO 59. Sea Gen := {(z) € A} : (x) es de tipo genérico} entonces la imagen
inversa de un punto genérico en P} bajo F|gen es una conica no degenerada en A} (= P?)

de la familia que pasa por cuatro puntos fijos en posicion general, y estos puntos son
los cuatro de tipo 3-1.

Ahora daremos una definicion que nos permitird enunciar un teorema equivalente.
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DEFINICION 60. Sean cinco puntos a,b,c,d,xz € P? en posicion general; definimos la
razon cruzada de a, b, ¢ y d proyectados desde x como la razéon cruzada (I, ly; L., l4) del
haz {l,,ly,l., 14} (ver Seccion 1.2.2) que tiene como vértice a = y formado por cada una
de las rectas pasan por a, b, ¢ y d respectivamente. Denotamos la razon cruzada de los
cinco puntos como (a,b;c,d),.

Notemos que, de la definicion y del Teorema 28, se deduce que esta razéon cruzada esta
bien definida y es un invariante proyectivo. Adicionalmente notemos que la condicion
de pedir los puntos en posicién general implica que (a,b;c,d), € R\ {0, 1}.

TEOREMA 61. Sean a,b,c,d € P? en posicion general y X € R\ {0,1}, el conjunto
{x € P?: (a,b;c,d), = A} es la conica que pasa por a, b, ¢, d y x , sin los puntos a, b,
cyd.

Podemos encontrar una demostracion del teorema anterior en libro de Graustein?:
nosotros lo probaremos al mostrar la equivalencia entre éste y el Corolario 59.

Ahora veamos qué relacion tiene la razon cruzada con nuestras configuraciones proyec-
tivas de cuatro puntos y como a partir de ella se puede reinterpretar la funcién F.

OBSERVACION 62. Dada la forma en que definimos la razén cruzada (ver Definicion 23)
como un punto de P! que indica cuando cuatro puntos con orden son proyectivamente
equivalentes a otros cuatro puntos ordenados, podemos deducir que en el caso de cuatro
puntos en posicion general las definciones de configuraciéon y de razén cruzada coinciden;
es decir, si a,b, c,d € P! son cuatro puntos distintos entonces (a, b, c,d) = (a,b; ¢, d).

A continuacién definiremos una funcién nueva que, como se vera en la siguiente proposi-
cion, es una definicion alternativa de F'y que ilustramos en la Figura 3.3.2.

DEFINICION 63. Sean a,b, ¢,d € A} (=2 P?) con coordenadas: a = [1:0:0],b=1[0:1:0],
c=100:0:1yd=[1:1:1], definamos
G : Gen — P!
G(z:y:z]):=(a,b;cAd)

[ziy:2]

en donde (a, b; ¢, d) es la razon cruzada de a,b,c y d proyectados desde [z : y : z].

[x:y:2]
PROPOSICION 64. Para todo [x:y:z] € Gen C A} se tiene que G([z:y:z]) =
F([z:y:2z])

DEMOSTRACION. Sea [z :y: 2] € Gen. Calculemos G ([z :y: 2]) = (a,b;¢,d),,.,
en términos de una razon cruzada de puntos en una recta. Para ello consideremos
la recta proyectiva [ := {[a; : g : 3] € P? 1 3 = 0} con un sistema de coordenadas
homogéneas dado por f := {(1,0,0),(0,1,0)} ; asi, para todo [a; : s :0] € [ sus
coordenadas en la base [ seran [o; : ag]ﬁ. Ahora, al igual que en la Definicion 60,

2Ver Graustein [6]
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\UAAL;\ o [0:0:1]

g
g
o

K
S
2
o)

Ficgura 3.3.2. La funcién G

tomemos el haz de rectas {l,, 1y, 1., 14} con vértice [x : y : z], encontremos los puntos de
interseccion de cada recta del haz con I. Yaque a=1[1:0:0]yb=1[0:1:0], entonces
[Nl ={[1:0:0]} yInil ={[0:1:0]}. Ahora, como todo punto en l. y l; queda
determinado por las siguiente ecuaciones de planos en R3:

) p.arseR

le: r(x,y,2)+s(0,0,1
(3.3.3) 1,1,1) p.at,uelR

s
la: t(z,y,2)+u(l,1,

Para encontrar las intersecciones de [ con [. y [; se deben cumplir las igualdades:

re+s = 0
tz+u =
entonces,
s = —-rz
u = —tz

Sustituyendo en 3.3.3 resulta:
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INle=A[rz:ry:rz—rz]}={lr:y:0]} = {[x:y]ﬁ}
lﬂld:{[tx—tz:ty—tz:tz—tz]}:{[x—z:y—z:0]}:{[x—z:y—z]ﬁ}
Resumiendo, por la Definicion 60, la definicion de razéon doble de un haz de cuatro

rectas (ver la Definicion 27) y los resultados del parrafo anterior, tenemos que para
todo [z :y: 2] € Gen:

G(r:y:z) a,b;¢,d) ..

(
= (la, lcald)
([1:0:0/,0:1:0];[x:y:0],[r—2z:y—2:0])

_ ({1:0]57[0:1]ﬁ;[x:y]5,[x—z:y—z]5>

Por otra parte, gracias a la Observacion 62 podemos expresar F en términos de la razon
cruzada para obtener

Fleiy:2) = (a1, 0y: 1,02 10,00 1) = (fa: 1], [y s [ 1, [0: 1))

Asi para demostrar que G ([z :y : z]) = F ([x : y : z]) basta probar que:

(10500, 10: Ui [yl — 2y = 2)y) = (s 1],y s 15[z 10,0 1)

Demostraremos esto ultimo exhibiendo directamente la equivalencia proyectiva de am-
bos conjuntos:

oo { (y* — zy) —($2—zw)y}

(> —2y)  — (2 — zx)
entonces:
(('[00<[11j)0] [—[gy — zyg (y 2(—2 zy)] = ) [x[ 1] :
(,0 . = LTJ — 2T xr y :
(3:3.4) ¢ ([z:y]) = [yPa® — zya® — 2%y + zay® - xy® — zyx — ya* + zyx]

= [z (e — a%) : (ay? —a%y)] = [z ]
en donde (y? — zy), (z? — zx) y (zy® — 2%y) son todos distintos de cero, ya que de no
ser asi tendriamos:

V—2y=0= 1=y => y=12

o =0= =20 => =2

oy -ty =0= a2y =2y = y==2x
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lo cual no puede suceder, porque z, y y z son necesariamente diferentes entre si y distin-
tosde ceroyaque [z :y : 2] € Gen. Como {[1:0],[0:1],[z:y|}y{[x:1],[y:1],[z:1]}
son conjuntos de puntos en posicion general, entonces ¢ € PGL (2, R).

Por ultimo:

p(lr—z:y—2]) =
[(y? = 2zy) (2% — zz) — (2® — 22) (Y* — 2y) - (Y° —2y) (x — 2) — (2% — 22) (y — 2)] =
[0:1]

De esta ultima igualdad, de 3.3.4, y la Definiciéon 23 tenemos que:

(150,00 s lwsgly o =20y = 2]) = (1, [y 130221, 00+ 1))
que es lo que queriamos demostrar. (]

De la proposiciéon anterior se deduce directamente la equivalencia entre nuestro resultado
principal y el teorema de geometria que mencionamos antes, asi tenemos el siguiente
corolario:

COROLARIO 65. El Teorema 61 y el Corolario 59 son equivalentes.



2]
[3]
[4]

[5]

Bibliografia

AROCHA, J. L., BRACHO, J., AND MONTEJANO, L. Configurations of flats i: Manifolds of points
in the projective line. Discrete & Computational Geometry 34(1) (2005), 111-128.

BRACHO, J. Introduccion analitica a las geometrias. Fondo de Cultura Econémica, 2009.
Erimov, N. V. Geometria superior. Editorial Mir, 1984.

GARrciA CoLIN, N. La combinatoria de cinco puntos en el plano. Tesis de licenciatura, Facultad
de Ciencias, UNAM, 2003.

GELFAND, I. M., GORESKY, R. M., MACPHERSON, R. D., AND SERGANOVA, V. V. Combina-
torial geometries, convex polyhedra and schubert cells. Advances in Mathematics 63(3) (1987),
301-316.

GRAUSTEIN, W. C. Introduction to Higher Geometry. Macmillan, 1952.

Mauvois ROMERO, M. Espacios de configuraciones. Tesis de licenciatura, Facultad de Ciencias,
UNAM, 2001.

RAMIREZ, A. 1., AND SEADE, J. Introduccion a la geometria avanzada. Las Prensas de Ciencias,
2002.

REEs, E. G. Notes on Geometry. Springer-Verlag, 1988.

RoOSEMAN, D. Elemetary Topology. Prentice Hall, 1999.

RyaN, P. J. Euclidean and non-Euclidean Geometry: An analytic approach. Cambridge University
Press, 1986.

STRAUSZ SANTIAGO, R. Separoides: el complejo de radon. Tesis de maestria, Facultad de Ciencias,
UNAM, 2001.

Esta tesis fue elaborada con los programas Lyz y Geogebra.

45



	Portada

	Índice General

	Introducción

	Capítulo 1. Preliminares

	Capítulo 2. Espacios de Configuraciones

	Capítulo 3. F: A14 --> P14 

	Bibliografía


