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Prefacio

Nuestro interés en este trabajo es mostrar los resultados de investigacion obtenidos durante
los afios de estudio de doctorado, ésto dentro del area de las Ciencias de la Computacidn. Particu-
larmente los problemas que aqui se proponen son de interés en la rama de la Geometria Compu-
tacional, por tanto, creemos pertinente plantear como primera pregunta lo siguiente: ;Qué es la
Geometria Computacional?

En general, la Geometria Computacional es un area que trabaja con un conjunto de objetos
geométricos en un espacio euclideano. Por un lado, es de interés para el area el calcular propieda-
des geométricas entre dichos objetos; por ejemplo, dada una recta / y un punto p, ambos en R?,
una pregunta cldsica que surge es si p se encuentra por debajo, por arriba o sobre la recta /. En otro
sentido, la Geometria Computacional se ocupa también del disefio y analisis de algoritmos para
resolver problemas geométricos; mas atin, es de interés para el area la complejidad computacional
de los algoritmos para resolver estos problemas, ya sea que se consideren factores comunes como
tiempo y espacio, u otros como el saber cudndo un algoritmo es mas propenso a errores numéricos.

La Geometria Computacional es vista actualmente como una rama joven dentro de las Ciencias
de la Computacion. Varios cientificos computacionales consideran que el 4rea surge a partir de la
presentacion de la tesis doctoral de Michael Shamos [64] en 1978, o inclusive unos afios antes,
cuando Shamos publica en 1975 su articulo Geometric Complexity [63]. Algunos otros consideran
como afio de inicio 1968, en el cual Robin Forrest presentd su tesis doctoral [32], o quiza con
alguno de sus articulos subsecuentes, como [33] y [34].

Muchos de los problemas que se estudian en Geometria Computacional representan situacio-
nes que surgen en el mundo real, y es natural que hoy en dia, dichos problemas se encuentren
agrupados de acuerdo al tipo de elementos y/o técnicas involucradas. Asi por ejemplo, existen
problemas en los que se requiere la Ubicacion de Puntos, o usar un Diagrama de Voronoi, la
Triangulacién de Delaunay, Estructuras de datos geométricas, Arreglos (de rectas, circulos, etc.),
Griaficas de Visibilidad, por sélo mencionar algunas.

Los resultados mostrados a lo largo de este trabajo se encuentran dentro del 4rea que se conoce
como Separacion o Clasificacion Geométrica, la cual puede ejemplificarse en su forma mas simple
al considerar el siguiente problema: Supongamos que tenemos dos conjuntos disjuntos de objetos
en algin espacio, clasificados como objetos de tipo A u objetos de tipo B. jExistira una superficie
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de algutn tipo especifico, a la que llamaremos separador, la cual excluya o separe los objetos del
tipo A de los del tipo B? La pregunta anterior puede plantearse para diferentes objetos geométricos
y separadores en espacios de cualquier dimension, e inclusive puede generalizarse para cuando se
cuenta con mas de dos tipos de objetos.

Dentro de la literatura, es vasta la atencién que se le ha dado al problema de encontrar super-
ficies separadoras para conjuntos de puntos. Este interés surgi6 principalmente por la necesidad
de clasificar datos en areas distintas a la Geometria Computacional, tales como el Procesamiento
de Imégenes y la Estadistica, donde es util contar con alglin separador geométrico. La separacién
geométrica puede considerarse bajo distintos paradigmas, inducidos principalmente por distintas
aplicaciones en las distintas areas y en este documento sefialamos y trabajamos con algunos de
ellos.

Con el fin de establecer la amplia variedad de problemas en el area de la Separcion Geométrica,
en el Capitulo 1 hacemos una pequefia revision de algunos resultados previos. Estos resultados son
representativos de los paradigmas de separacidon que trataremos y que por tanto forman parte de
los antecedentes de nuestro trabajo. Mientras tanto, en el Capitulo 2, describiremos un problema
que involucra puntos de tres tipos distintos, y deseamos separar dichos puntos lo “mejor posible”
por medio de dos rectas paralelas. Por otro lado, en el Capitulo 3, planteamos un problema de
separacion entre puntos de dos tipos al hacer uso de la menor cantidad posible de circulos.

En el Capitulo 4, nuestro interés sera localizar, de un conjunto de puntos de dos tipos distintos,
un subconjunto de puntos de un mismo tipo que cumpla una funcién de optimizacion en particular.
Ya en el Capitulo 5, deseamos separar al menos k puntos, uno de cada tipo, del resto de los
elementos por medio de un corredor con forma de L, ésto también con base en una funcién de
optimizacion.

Para tres de los cuatro problemas principales que se proponen a lo largo de este trabajo, se
logré plantear algoritmos que nos permiten obtener una solucién en tiempo polinomial. Sin em-
bargo, para el problema restante fue posible plantear una demostracion de su NP-dureza.

Comencemos entonces a desmenuzar los detalles de nuestros resultados, esperando que lo
aqui mostrado sea de interés y utilidad para el lector.

Publicaciones

La investigacién desarrollada durante el doctorado surge como consecuencia directa de la
interaccion que se genera dentro del grupo que ha formado mi tutor, el Dr. Jorge Urrutia, con
sus estudiantes de posgrado y otros investigadores. Cabe mencionar que la mayor parte de los
resultados obtenidos pertenecen al tema central de este trabajo, que es la Separacion Geométrica,
aunque también se colabord en problemas de otras areas como lo es la Geometria Combinatoria.

A continuacién mencionamos las publicaciones logradas, tanto en revistas como en actas de
congresos internacionales, y en las que se presentan los resultados de nuestra investigacion docto-
ral.
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Estado del Arte

1.1. Introduccion

Hoy en dia, existen varias areas de estudio en las que se necesita hacer una separacion de
los objetos con los que se trabaja. Tal vez dicho estudio se ve motivado en parte por uno de los
problemas fundamentales de clasificacion en el area de Aprendizaje Automatico, en el que, dados
dos conjuntos de objetos (conjuntos de prueba), se desea determinar un estimador que permita
hacer una clasificacion rapida de nuevos objetos que pertenezcan a uno de los dos conjuntos. Otra
area en la que se puede apreciar el interés de separar es la Mineria de Datos, donde se requiere
seleccionar, de un conjunto de datos, prototipos (subconjuntos) que representen diferentes tipos de
informacién.

Varias técnicas estadisticas se han desarrollado para el problema de clasificaciéon, como por
ejemplo las Maquinas de Vectores Soporte [15, 43]. Este problema también ha sido atacado des-
de el punto de vista combinatorio, particularmente en Geometria Computacional, con el fin de
desarrollar algoritmos correctos y eficientes. Esta rama de estudio se conoce como Separacion o
Clasificacion Geométrica.

Nuestro objetivo en este primer capitulo es plasmar algunos resultados previos referentes al
concepto de separacion geométrica. Mencionaremos algunos enfoques que se le han dado a este
concepto, asi como algunos ejemplos.

Consideremos como inicio la siguiente idea: Dada una coleccion ¥ de conjuntos convexos, un
elemento F € ¥ y una subcoleccion S de 7, decimos que una linea ¢ separa a F de S si es que
F esta contenido en uno de los semiplanos cerrados inducidos por ¢, mientras que todo conjunto
de S yace en el otro semiplano cerrado. Observemos que, en principio, ningln elemento de ¥ se
considera de algtn tipo en particular; no obstante, el considerar este atributo para cada elemento
serd de nuestro interés en este capitulo.
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1.2. Separacion Fuerte

El concepto mas simple dentro del area de Separacion Geométrica es el que se conoce como
separacion fuerte, el cual se puede definir formalmente de la siguiente manera: Sean Ay, Ay, ..., A,
objetos en R?, tal que A; N A ;=0,i # j.Decimos que un conjunto finito de objetos geométricos
S forma un separador fuerte para los conjuntos A;,i = 1,...,r, si cada componente conexa en
R4 — §(S) contiene solamente objetos de uno de los conjuntos A;, donde d(S) denota la unién de
las fronteras de los objetos en S.

Asti, para el caso en el que la separacion fuerte sea posible, podemos decir que cada compo-
nente conexa inducida por el separador S es monocromadtica.

A continuacién, mencionaremos algunos problemas en los que se requiere de una separacion
fuerte, ésto al hacer uso de distintos objetos geométricos como separadores. En particular, nos
ubicaremos en R?, y tomaremos dos conjuntos finitos de puntos, By R. Nos referiremos a B como
el conjunto de puntos azules, mientras que R representard a un conjunto de puntos rojos.

1.2.1. Separacion lineal

La nocién mas natural de separacién en el plano considera una linea recta £ como separador;
cuando esto es posible, decimos que R y B son linealmente separables. Observemos que By R son
linealmente separables si y sdlo si sus cierres convexos no se intersecan [67]. Ver Figura 1.1.

a. separables b. no separables

Figura 1.1: En (a), Los cierres convexos de R y B no se intersecan, mientras que en (b) no es
posible separar los conjuntos linealmente.

Supongamos que |B| = n, |R| = my que N = méx{n, m}. En [65] se muestra que el problema
de decision para la separacion lineal, dados R and B, puede resolverse en O(N log N) tiempo. De
hecho, en dicho articulo se conjetur6, erroneamente, que esta complejidad era dptima. No obstante,
afios después se demostrd en [57] que este problema puede resolverse en @(/N) tiempo haciendo
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uso de programacion lineal.

Cabe mencionar que, en los casos en que Ry B son conjuntos de circulos, poligonos o inclusive
segmentos de recta, el problema de separacion lineal puede resolverse en la misma complejidad,
O(N) tiempo [47].

Asi también, para un par de conjuntos de puntos linealmente separables, es posible determinar
el conjunto de todas las soluciones posibles en ®(N) tiempo [62]. Esto se logra de la siguiente
manera:

= Supongamos que By R son linealmente separables por una recta vertical. Podemos calcular
en O(N) tiempo las lineas soporte interiores de ambos conjuntos de puntos, sin necesidad de
calcular sus cierres convexos, ya sea usando un algoritmo de podado y bisqueda, descrito
en [39], o por medio de programacion lineal en dos variables.

= Calculamos el intervalo de pendientes definido por las lineas de soporte . La pendiente de
cualquier linea separadora para R y B esta dentro de dicho intervalo (Figura 1.2).

Figura 1.2: Intervalo de pendientes inducido por las lineas soporte interiores de By R.

Mas atn, cuando B y R son conjuntos de puntos, segmentos de recta o poligonos, se puede
afirmar lo siguiente: Dada una pendiente m, podemos determinar todas las lineas separadoras con
pendiente s en O(N) por medio de lo siguiente:

= Sin pérdida de generalidad, supongamos que s es la pendiente vertical. Proyectemos los
puntos de B U R sobre una recta horizontal / y supongamos que todas las proyecciones de
los puntos azules estan a la izquierda de todas las proyecciones de los puntos rojos.

= Encontramos la proyeccion del punto azul con la mayor abscisa y la proyeccién del punto
rojo con la menor abscisa. Entonces, podemos determinar el intervalo de [ que se encuentra
entre dichos puntos. Por tanto, cualquier linea separadora para B y R, con pendiente s, pasa
por un punto de este intervalo.
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1.2.2. Separacion por una cuia

Otro problema de separacion fuerte dentro de la literatura refiere a la cuila como superficie se-
paradora de un par de conjuntos en el plano [49]. Decimos que B = {by,...,b,} YR ={r1, ..., 1}
son separables por una cufa si es que existe una cufia que contiene Gnicamente a todos los puntos
de uno de los conjuntos.

Supongamos que n,m > 3, ademds que R y B estin en posicién general, es decir, no existen
tres 0 mas puntos colineales en alguno de los conjuntos. Si los cierres convexos de By R, CH(B)
y CH(R) respectivamente, no se itersecan, entonces estos conjuntos son linealmente separables y
por tanto también existe una cufia que los separa.

Observemos que una condicién necesaria para la separacion, por medio de una cufia, es que el
cierre convexo de uno de los conjuntos sea monocromatico, es decir, que sélo contenga puntos de
un sélo color. Podemos obtener el cierre convexo de cada uno de los conjuntos en O(N log N), y
también verificar si alguno de ellos es monocromético. De no cumplirse esta condicién, podemos
afirmar que dichos conjuntos no son separables por medio de una cufia.

Supongamos ahora que B y R no son linealmente separables y sin pérdida de generalidad,
digamos que el cierre convexo de B es monocromatico. Dado un punto p en el plano, podemos
decidir en O(n) si By R son separables por una cufia cuyo apice sea p de la manera siguiente:

= Por medio de programacioén lineal, podemos decidir si p y B son linealmente separables. En
caso de que ésto ocurra, calculamos las lineas soporte entre p y CH(B), ésto por ejemplo,
calculando las pendientes de las rectas que pasan por p y cada punto b; € B, quedandonos
al final con los extremos.

= Verificamos que la cufa inducida por las lineas soporte del punto anterior no contenga
ningin punto rojo (Figura 1.3).

En [49], también se establecen los resultados siguientes sobre la separacion de dos conjuntos
de puntos por medio de una cuifia.

Teorema 1.1. Sean B y R dos conjuntos disjuntos de puntos en el plano, con n y m elementos
respectivamente. Decidir si dichos conjuntos son separables por una cuiia y calcular la region en
el plano de puntos p, tal que p es dpice de una cuiia separadora para B y R, puede hacerse en
O(N log N) tiempo.

Proposicion 1. Sean B y R dos conjuntos disjuntos en el plano separables por una cuiia, con n
y m puntos, respectivamente. Supongamos que ya se ha calculado la region del plano inducida
por los dpices de las posibles cuiias separadoras, entonces las cuiias con menor y mayor dngulo
pueden encontrarse en O(N) tiempo.

De hecho, estos mismos resultados se han enunciado para cuando B y R son conjuntos de
circulos. Asi también, el teorema es véalido cuando R y B son conjuntos de poligonos y segmentos
de recta; sin embargo, para éste Gltimo caso de segmentos de recta, el resultado presentado en la
Proposicion 1 cambia ligeramente:
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Figura 1.3: Cuiia inducida por un punto p y CH(B).

Proposicion 2. Sean B y R dos conjuntos disjuntos en el plano separables por una cuiia, con
n'y m segmentos de recta, respectivamente. Supongamos que ya se ha calculado la region del
plano inducida por los dpices de las posibles cuiias separadoras, entonces las cuiias con menor y
mayor dngulo pueden encontrarse en O(Na(N)) tiempo, donde a(-) denota la funcion inversa de
Ackerman.

Otros separadores geométricos han sido también objeto de estudio desde el punto de vista
de la separacion fuerte, tales como la banda, la doble cufia o una poligonal con giro de tamaiio
constante. Sin embargo, no es nuestra intencion en este trabajo presentar una recopilacién de este
tipo de resultados. Para mas detalles sobre este paradigma de separacion, la referencia [62] es un
excelente punto de inicio.

1.3. Separacion débil

Los primeros resultados referentes a problemas de separacion en Geometria Computacional
lidian con encontrar un separador que aisle completamente los objetos de una misma clase de
los de otras clases, como se describid en la seccion anterior. No obstante, hablando en términos
practicos, es muy probable que los conjuntos de objetos en cuestion no sean completamente se-
parables, ésto a causa de, por ejemplo, errores de muestreo, redondeo o algtn factor de ruido. En
dicho escenario, algoritmos como los mostrados en la Seccion 1.2 simplemente reportarian que el
conjunto de objetos no se puede separar y terminarian su ejecucion.

Recordemos, de la seccién anterior, que contamos con dos 0 mas conjuntos disjuntos de obje-
tosen R?%: Aj,...,A,. Asi también, S representa un conjunto finito de superficies. En esta seccién
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consideramos el caso en el que la separacion fuerte no siempre es posible, esto es, que forzosa-
mente se generen componentes conexas en RY — S que no sean monocromaticas.

Decimos que una componente conexa es de la clase A;, si la mayor cantidad de objetos en el
interior de dicha componente pertenece al conjunto A;. Un objeto en una componente de la clase
A; estd mal clasificado si dicho objeto pertenece a algin conjunto A, j # i. Entonces, diremos que
S forma un separador débil para dos o mas conjuntos disjuntos de objetos, si en cada componente
conexa en RY — S se minimiza el nimero de objetos mal clasificados.

Con el fin de describir algunos problemas de separacion bajo este paradigma, retomemos nue-
vamente el conjunto R de puntos rojos y el conjunto B de puntos azules, ambos en R?.

1.3.1. Separacion lineal débil

Observemos que siempre es posible construir un conjunto RU B de n puntos, de manera que no
exista una linea recta que separe fuertemente a los puntos rojos de los azules. En este caso, seria
deseable determinar una recta ¢ que separe lo mejor posible al conjunto de puntos, es decir, que
cada uno de los semiplanos inducidos por ¢ contenga la mayor cantidad de puntos de una sola de
las clases crométicas (Figura 1.4).

Figura 1.4: Linea separadora débil para R U B. Hay tres puntos mal clasificados.

Para una k dada, en [12] se presenta un algoritmo que en O(nk log? n) tiempo encuentra los
separadores con a lo mas k puntos mal clasificados. Ya en [46], se plantea un primer algoritmo que
en O(n?) tiempo permite encontrar una recta £ que separa débilmente a R de B. Cabe mencionar
que este ultimo algoritmo hace uso de la dualidad punto-recta para representar los puntos en B
y R; el arreglo de rectas obtenido se explora por medio de un barrido topoldgico de recta para
encontrar la solucion.

Posteriormente en [28] se propuso un algoritmo sensible a la salida para este mismo problema.
Asi, el algoritmo de dicha propuesta, sin pérdida de generalidad, encuentra una recta ¢ tal que la
mayor cantidad de puntos azules quede en el semiplano superior inducido por £, mientras que la
mayor cantidad de puntos rojos se encuentre en el semiplano inferior. El resultado que se establece
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es el siguiente:

Teorema 1.2. Sea B un conjunto de n puntos azules, mientras que R representa un conjunto de n
puntos rojos; ambos en el plano. Es posible encontrar una recta que separa débilmente a B de R
en O(nmlogm + nlog n) tiempo, donde m representa el niimero de puntos mal clasificados.

De igual manera en [28], se propone un algoritmo que permite encontrar una recta que separa
débilmente un conjunto de poligonos convexos rojos de un conjunto de poligonos convexos azules.

Para cerrar esta subseccion, mencionaremos que en [11] se propone un algoritmo que ademas
de ser sensible a la salida, maneja un enfoque aleatorio para dar solucién al problema de la se-
paracion lineal débil. Este algoritmo trabaja en O((n + m?) log n) tiempo. Otro dato interesante es
el que se demuestra en [60], donde se establece que el problema de la separacion lineal débil es
3-suma-duro [37], es decir que el mejor algoritmo que se conoce para solucionarlo toma ®(n?)
tiempo, o mas, en el peor caso.

1.3.2. Separacion débil con dos rectangulos isotéticos

Sea S = R U B un conjunto de puntos rojos y azules en el plano en posicion general, con
IS| = n. En esta subseccidon describimos algunos detalles para el siguiente problema: encontrar
el subconjunto de S de mayor cardinalidad, tal que éste pueda ser cubierto por la unién de dos
rectangulos isotéticos (lados paralelos a los ejes) Ry B, no necesariamente disjuntos, de tal manera
que B (respectivamente R) contenga solamente puntos azules (respectivamente rojos); ver Figura
1.5.
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Figura 1.5: La soluciéon con dos rectdngulos isotéticos en este caso tiene n — 4 puntos.

Este problema fue introducido por primera vez en [14], donde se propone un algoritmo de
O(n?) tiempo y espacio para resolverlo. En [13], en cambio, se da una mejora al mostrar que este
problema puede resolverse en O(n? log n) tiempo y O(n) espacio. El algoritmo propuesto en [13] se
basa principalmente en resolver la version dindmica del problema de la subsecuencia consecutiva
de suma mdxima, propuesto por Bentley en [6]. Para lograr dicha complejidad, los autores hacen
uso de una estructura de datos, a la cual denominan drbol MCS, para representar y operar los datos
de interés que se encuentran de manera implicita en el conjunto S .
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En contraste con la separacidn fuerte, la separacion débil ha sido mucho menos estudiada; no
obstante, podemos agregar a los dos problemas de separacién con puntos mal clasificados descritos
anteriormente otros resultados, tales como [48], en el que el objeto separador en cuestion es una
esfera, mientras que en [42] se trabaja con un conjunto de hiperplanos que optimizan una funcién
particular con respecto a los puntos.

1.4. Separacion por cubrimiento

El paradigma de separacién por cubrimiento puede verse como una version que surge a partir
de la separacion fuerte; a diferencia de este ultimo enfoque, en la separacién por cubrimiento el
interés se centra totalmente sobre una sola clase cromética en un conjunto bicoloreado de puntos.
Este paradigma puede expresarse de manera general en R” como sigue.

Sea S = RU B un conjunto de puntos rojos y azules en posicion general en el plano. Decimos
que un conjunto finito de objetos Ay, A, ..., A, forman un separador por cubrimiento o cubren
una clase cromética, digamos R, si m es el minimo nimero de elementos tal que todo punto rojo
esta contenido en algin A; y todo A; no contiene ningtn punto azul, con 1 < i < m.

En realidad no hay muchos resultados que abordan este enfoque de separacidn, pero mencio-
naremos algunos que son representativos en la siguiente seccion.

1.4.1. Separacion por cubrimiento con rectangulos isotéticos

Un ejemplar dentro del paradigma de separacion por cubrimiento es el problema que requiere
el uso de rectangulos para llevar a cabo la separacién: dado S = R U B, deseamos encontrar un
conjunto de cardinalidad minima R de rectangulos isotéticos y abiertos, tal que cada uno de sus
elementos no contenga puntos azules en su interior y cada punto rojo esté cubierto por al menos
un rectangulo de R; ver Figura 1.6.
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Figura 1.6: Separacioén por cubrimiento haciendo uso de rectangulos isotéticos.
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En [7] se ha demostrado que este problema es N P-duro, ademés de plantearse un algoritmo de
aproximacion logaritmica para dar una solucion, es decir, un algoritmo cuya solucién al problema
es a lo mas logaritmo veces mds grande que la solucidn exacta. Asi también se muestra que la
version en la que sdlo se usan cuadrados isotéticos admite un algoritmo de aproximacién con
un factor constante. De hecho, en dicho trabajo se tratan distintas versiones de separacién por
cubrimiento inspiradas por el uso de rectangulos, y una de las pocas que puede resolverse en
tiempo polinomial, ademas de ejemplificar algunas de las técnicas que se utilizan al resolver este
tipo de problemas, se comenta a continuacion.

1.4.2. Separacion por cubrimiento con bandas

Los tipos de objetos con los que se desea separar la clase roja de la azul, en esta version
propuesta también en [7], son bandas horizontales o verticales y semi-planos alineados a los ejes
coordenados, los cuales son llamados también bandas para simplificar la notacion. Sea R* el con-
junto formado por todas las bandas méas anchas que no contienen puntos azules en su interior y
cuyos lados pasan por puntos azules o estan en el infinito, como es el caso de un semi-plano. Ob-
servemos que si una banda participa en una solucion para nuestro problema, entonces ésta puede
hacerse mas ancha hasta que cada una de las rectas que definen la banda contengan al menos un
punto azul, es decir, cualquier solucién al problema puede puede verse como un subconjunto de
R*; véase la Figura 1.7.

Figura 1.7: Tipos de bandas que participan en una version de separacion por cubrimiento.

Sea |R| = ry |B| = b. Los puntos en S = R U B pueden ordenarse por coordenada x y y en
O(rlogr + blog b) tiempo, una vez hecho ésto R* puede obtenerse en tiempo lineal.

Observemos que hay una solucién para este problema si y sélo si para cada punto rojo existe
una recta, paralela a algin eje coordenado, que pase por dicho punto rojo y no contenga ningtn
punto azul. Esto puede verificarse en tiempo lineal.

Supongamos entonces que una instancia dada tiene solucion. Si un punto rojo y uno azul yacen
sobre una misma recta horizontal (respectivamente vertical), entonces dicho punto rojo puede
cubrirse por una sola banda en R*. Agregamos este tipo de bandas a nuestra soluciéon y removemos
los puntos rojos que fueron cubiertos. Esto puede hacerse también en tiempo lineal. Cada uno de
los puntos rojos que permanece en nuestro conjunto puede cubrirse por dos bandas en R* y como
resolver la seleccion de una de ellas puede hacerse de la siguiente manera.

Sea G = (V, E) la gréafica cuyo conjunto de vértices es el conjunto de bandas en R* que cubren
al menos un punto rojo, y donde hay una arista entre los vértices que representan a las bandas R
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y R, siy solo si Rj N R, contiene un punto rojo. No es dificil ver que G es una grafica bipartita
con O(b) vértices y O(r) aristas, y ademas puede construirse en O(r + b) tiempo.

Ya que cada punto rojo se cubre por exactamente dos bandas, el problema se reduce a encon-
trar una cubierta de vértices de cardinalidad minima en G [38]. Sin embargo, cuando la grafica en
cuestion es bipartita, el problema de la cubierta de vértices es equivalente al problema del aparea-
miento mdximo (teorema de Konig), y éste tltimo puede ser resuelto en O(V[V] |E]) = O( Vb r)
tiempo [45]. Asi, se concluye el siguiente resultado:

Teorema 1.3. El problema de separacion por cubrimiento con bandas isotéticas puede ser resuel-
t0 en O(rlogr + blogb + Vb r) tiempo.

De hecho, el planteamiento de los problemas en estas dos Gltimas subsecciones esta inspirado
en un problema clésico en el drea de Mineria de Datos que se conoce como el problema de la
cubierta de clase [10, 18, 55], donde el separador por cubrimiento estd formado por un conjunto de
circulos. En [10] se demuestra que este problema es N P-duro, y ademéas se presenta un algoritmo
que obtiene una (1 + In n)-aproximacion para espacios métricos en general. Ya en particular, para
puntos en R? con la métrica Euclideana, se proporciona un esquema de aproximacién de tiempo
polinomial (PTAS).

Por otro lado, en [2] se plantea también un problema con el paradigma de separacion por cu-
brimiento, pero en éste se requiere del menor nimero de tridngulos disjuntos. En dicho trabajo
se demuestra que este problema resulta ser también NP-duro, ademas se muestra que se puede
encontrar en tiempo polinomial un conjunto de O(K, log K,,) tridngulos ajenos que cubren al con-
junto de puntos rojos sin cubrir ninguno azul, donde K, denota el niimero de tridngulos en una
solucion optima.

Un ultimo ejemplar de este paradigma de separacion puede consultarse en [58]. En esta ver-
sion, el objetivo es calcular un poligono simple en el plano con el menor nimero de vértices, de
tal manera que dicho poligono separe a la clase roja de la azul. En particular se proporciona un
algoritmo que en tiempo polinomial obtiene una aproximacion logaritmica para este problema.

1.5. Separacion k-cromatica

La separacion k-cromatica es el altimo de los paradigmas relacionados con los resultados
desarrollados en este trabajo. Este enfoque surge como una version natural después del trabajo
hecho en la separacion fuerte o débil, sumado a resultados previos que requieren separar, de un
conjunto de n puntos sin colores, un subconjunto de k puntos que cumplan con una funcién de
optimizacion. Este paradigma puede describirse de la siguiente manera.

Sea§ =S5, US,U...US un conjunto de n puntos k-coloreado, es decir, cada punto tiene
asociado un Unico color i y pertenece a S;,con 1 < i < k. Decimos que un objeto A es k-cromadtico
con respecto de S si A contiene al menos un punto de cada S;. Si ademas A satisface una funcién
de optimizacion, entonces A forma un separador k-cromdtico en S .
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Los resultados que existen sobre este paradigma son realmente recientes, de inicios de la déca-
da pasada. De la misma manera que en las secciones anteriores, describiremos un par de resultados
representativos y citaremos otros de interés a continuacion.

1.5.1. Circulo k-cromatico de radio minimo

Bajo este paradigma de separacion, uno de los problemas que surgen de manera natural es
el preguntarse por el circulo de radio minimo k-cromético en el plano; ver Figura 1.8. En [50]
se muestra que dicho circulo puede encontrarse al hacer uso del siguiente concepto. Dado un
conjunto S = {py1, p2,. .., Pn} de puntos en R?, el Diagrama de Voronoi de S es la descomposicién
del plano en celdas (de Voronoi), Cy, ..., C,, tal que cada celda C; contiene a los puntos en R? cuya
distancia euclideana a p; es menor o igual que su distancia a cualquier otro punto en S . Definimos
la superficie de Voronoi de S como la grafica de la siguiente funcion,

f(x) = mind(x, p;), xeR?
Di€S

donde d(-, -) denota la distancia euclideana entre un par de puntos.

Figura 1.8: Circulo k-cromético de radio minimo.

Ahora, sea § = §1 U ... U S, un conjunto k-coloreado. Denotamos por f; la superficie de
Voronoi del conjunto S ;. La envolvente superior de estas superficies es (la grafica de) la funcidn

FO9 = mix i)

Lo que hay que observar en este punto es que F(x) proporciona la distancia mas grande de
un punto x a sus k vecinos mas cercanos, uno de cada color. Estamos interesados en los minimos
locales de F'(x), ya que ahi es de donde podemos obtener una solucion para el problema del circulo
k-cromatico de radio minimo. En particular, se demuestra en [S0] que estos minimos locales son
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vértices o aristas de la envolvente superior, donde un vértice es un punto en el cual tres superfi-
cies de Voronoi se intersectan. Se muestra también cudl es la complejidad combinatoria (nimero
de vértices y aristas) de la envolvente superior, asi como un algoritmo para obtenerlos y cuya
complejidad esta dada por el siguiente teorema :

Teorema 1.4. La envolvente superior de un conjunto de k superficies de Voronoi puede calcularse
en O(knlog kn) tiempo.

Entonces, al construir la envolvente superior, se pueden revisar los vértices y las aristas para
determinar el mejor minimo local sin costo extra.

1.5.2. Banda k-cromatica de ancho minimo

Dado un conjunto k-coloreado de n puntos en el plano, el objetivo en uno de los problemas
estudiados en [1] es buscar dos rectas paralelas (banda), de tal manera que haya al menos un punto
de cada color entre el par de rectas y ademas la distancia entre ellas sea minima.

Notemos que la banda solucion debe tener tres puntos en su frontera, todos de distinto color,
ya que si fuesen so6lo dos o se repitiera un color, podria obtenerse una nueva banda més angosta al
hacer una rotacion.

Un primer intento para obtener una solucién es el siguiente. Consideremos las O(n?) rectas
definidas por dos puntos de distinto color y ordenémoslas por pendiente, lo cual puede hacerse en
O(n? log n) tiempo. Dada una de las rectas, £, podemos proyectar sobre ella el resto de los puntos,
ésto de manera perpendicular a £. Al ordenar los puntos proyectados y recorrerlos, podemos en-
contrar una solucién en O(n log n) tiempo, cuyas dos rectas tienen pendiente 6 + 7 y donde 6 es la
pendiente de ¢; Figura 1.9

Asi, en cada cambio de direccién, es decir, cuando escogemos la siguiente recta dada por el
orden de pendientes, lo Gnico que necesitamos es actualizar el orden de los puntos proyectados, lo
cual puede hacerse en O(1) tiempo, y recorrerlos nuevamente en O(n) tiempo para encontrar una
nueva solucién para esta nueva direcciéon. Entonces, este algoritmo trabaja en O(n°) tiempo.

Cuando la direcciéon cambia, el conjunto de puntos que forman parte de la solucién 6ptima
puede ser completamente distinto. Esta es la razén por la cual en [1] se decide no abordar una
nueva manera de actualizar la soluciéon. Como alternativa, se hace uso de algunas técnicas como
la inversion circulo-rectas y la envolvente exterior, ésto para dar un mejor algoritmo, como lo
establece el siguiente resultado.

Teorema 1.5. Dado un conjunto k-coloreado de n puntos en el plano, es posible hallar en
O(n*a(k) log k) tiempo la banda k-cromdtica mds angosta, donde a(-) denota la funcion inver-
sa de Ackerman.

Por lo tanto, el algoritmo descrito anteriormente toma O(n? log n + n*a/(k) log k) tiempo, en to-
tal, para encontrar una solucién al problema de la banda k-cromatica mas angosta. Posteriormente,
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Figura 1.9: Dada la linea ¢, podemos obtener la banda k-cromética mas angosta que es perpendi-
cular a ¢.

en [16], se estudié nuevamente este mismo problema, obteniéndose una mejora al proponer un
algoritmo que toma O(n” log n) tiempo para hallar una solucion.

Con respecto a otros objetos que han sido estudiados bajo este mismo paradigma de separa-
cién, encontramos los siguientes. En [1] se estudia el problema de encontrar el rectdngulo isotético
k-cromatico de minima 4rea o perimetro, y se plantea un algoritmo de O(n (n — k) log® k) tiempo
para encontrarlo. Nuevamente en [16], se retoma este problema y se obtiene una mejora al pre-
sentarse un algoritmo de O(n (n — k) log k) tiempo para resolverlo. Mas atin, en dicho articulo se
proporciona también un algoritmo para encontrar en O(n> log k) tiempo el rectdngulo k-cromatico,
no necesariamente isotético, de menor area.

Una version dindmica del problema de identificar la banda k-cromatica mas angosta se estudia
en [17], donde un nuevo punto puede agregarse al conjunto original y la banda solucién en la
instancia resultante puede reportarse en O(k n(a(n))? log k) tiempo.

Por dltimo, s6lo mencionaremos que los resultados presentados en la subseccién 1.5.1 se ge-
neralizan en [50] para usar otro tipo de métricas distintas a la euclideana. Asi, al hacer uso de la
métrica Manhattan, es posible encontrar el cuadrado k-cromético de minima 4rea en O(kn log kn)
tiempo.

De esta manera, damos por terminada la descripcién de todos los paradigmas de separacion
que son de nuestro interés, ésto para presentar los resultados de investigacion obtenidos durante el
doctorado en los capitulos subsecuentes.






Separacion débil con bandas

2.1. Introduccion

Uno de los principales problemas de clasificacion en el area de Aprendizaje Automdtico (Ma-
chine Learning) es el siguiente: dados dos conjuntos de objetos, que se conocen como conjuntos
de prueba, se desea establecer un criterio que facilite la clasificacion de un nuevo objeto, ésto al
considerar ciertos parimetros que se presentan en los conjuntos de prueba. De hecho, esta pro-
blemaética es uno de los motivos que fomento el estudio de problemas de separacion geométrica.

Como mencionamos en el Capitulo 1, el paradigma de separacion débil puede ser de mucha
utilidad cuando no es posible separar totalmente las distintas clases de objetos involucrados. Esta
imposibilidad puede tener varios origenes, por ejemplo, una fuerte similitud entre los datos ob-
tenidos. En otros casos, los conjuntos de prueba pueden poseer datos erroneamente obtenidos o
contienen valores fuera de rangos permitidos, lo cual ocurre en casos como en el analisis de datos
médicos [41]. En este tipo de situaciones, puede ser ttil la eliminacién de algunos datos de entrada
con el fin de obtener una mejor clasificacién, por lo que seleccionar el minimo niimero de estos
datos es importante para no perder mucha informacion.

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posiciéon general, tal que S = RU B U G.
Supondremos que los elementos en R tienen asociado Gnicamente el color rojo, mientras que los
elementos en B poseen sdlo el color azul y los elementos en G sélo el color verde. Diremos
entonces que S es un conjunto 3-coloreado. Dado X C §, denotamos como Ro(X), Az(X) y Ve(X),
respectivamente, al nimero de puntos rojos, azules y verdes en el conjunto X. Sean ¢; y £, un
par de rectas paralelas en el plano, las cuales dividen R? en tres componentes conexas o bandas.
Denotamos por S, 5> y S35 alos conjuntos de puntos de S que yacen en la banda izquierda, centro
y derecha, respectivamente.

Sea Q una de las bandas inducidas por €; y €,. Si el nimero de puntos rojos contenidos en Q es
mayor que el nimero de puntos azules y verdes, entonces diremos que la banda Q es de color rojo.
Mas atin, diremos que los puntos azules y verdes en Q estan mal separados o mal clasificados .

En este capitulo nos enfocaremos en trabajar con el problema de separacion débil ordenada
con tres bandas. Dado un orden especifico de tres colores, por ejemplo rav (rojo-azul-verde), este
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problema consiste en encontrar dos rectas paralelas ¢} y {5, tales que los conjuntos S1,S2 y S3,
contenidos en cada una de las bandas inducidas, maximicen el valor de:

RO(S 1) + AZ(SQ) + Ve(S3)

entre todo par de rectas paralelas; ver Figura 2.1.

Figura 2.1: Solucién al problema de separacion débil con tres bandas, dado el orden rav.

En otras palabras, nuestro problema consiste en encontrar dos rectas paralelas £; y ¢,, de tal
manera que minimizemos el nimero de puntos mal clasificados de acuerdo al orden de color
impuesto.

La motivacion de este problema proviene principalmente de aplicaciones en el area de Ubica-
cion de servicios, en la cual generalmente se desea ubicar de manera Optima algin servicio, como
lineas de gas, agua o fibra Optica, de acuerdo a restricciones impuestas por elementos previamente
observados en el terreno en cuestion. Asi, una interpretacién de nuestro problema en dicha area
seria la siguiente: Una compafiia farmaceutica requiere decidir la posicion de dos lineas principa-
les, una de gas y una de agua, de tal manera que el mayor nimero de estaciones de trabajo que
requieren de ambos elementos para llevar a cabo sus procesos queden entre ambas tuberias, mien-
tras que la mayor parte de las que s6lo requieren de gas o agua queden en los costados. Todo ésto
con el fin de elaborar un plan de ahorro al hacer la conexion de las estaciones con las lineas de
distribucion.
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2.2. Bandas paralelas al eje y

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicion general, tal que S es un conjunto 3-
coloreado. Dado un orden de tres colores, denotamos como m al maximo niimero de puntos que
podemos clasificar correctamente por medio de las bandas inducidas por dos rectas €| y £;, ambas
paralelas al eje y.

En esta seccion describiremos un algoritmo que en O(nloglogn) tiempo nos permite deter-
minar la posicién de las rectas £; y {, con la garantia de que se minimiza el nimero de puntos
mal clasificados, de acuerdo a un orden de color predeterminado. Sin pérdida de generalidad, de
aqui en adelante, asumiremos en todo momento que el orden de color impuesto para una solucién
es rojo-azul-verde.

Un elemento que serd fundamental para nuestra solucién es el de la subsecuencia creciente
madas larga de una secuencia de nimeros, por lo que dedicaremos un breve espacio a continuacién
para introducir los conceptos necesarios.

2.2.1. Subsecuencia creciente mas larga

Consideremos una secuencia a = (aj, dp, ..., da,) de n nGmeros (no necesariamente distintos).
Una subsecuencia creciente de a, (a;,, dj,, . . .,aiq), satisface que a;, <a;, <... < ai,, donde i} <
ir <...<i,. Elentero g,con 1 < g < n, representa la longitud de la subsecuencia creciente.

Uno de los primeros articulos en los que se requeria determinar la subsecuencia creciente mas
larga surgi6 a principios de los afios 60 [61]. Sin embargo, en dicho trabajo no era de particular
interés el establecer la complejidad del algoritmo inducido por los resultados mostrados. Fue hasta
casi quince afos después que en [36] se planted un algoritmo que en O(nlog n) tiempo permitia
establecer Gnicamente la longitud de dicha subsecuencia. Ambos articulos basan sus resultados en
el uso de una estructura que se conoce como Young tableau, la cual es un arreglo de columnas
y renglones de tal manera que los nimeros en cada renglén (columna) forman una secuencia
creciente.

Anos después, en [22, 19] , se planted otro algoritmo que en el mismo tiempo, y usando un
paradigma de Programacién Dindmica, obtiene los elementos de una subsecuencia creciente mas
larga. Posteriormente, en [59] se publicé una modificacién al algoritmo propuesto en [36], el cual
también permite determinar una solucién pero con una complejidad distinta. Este Gltimo algoritmo
es de hecho bastante simple y puede apreciarse en el Listado 2.1.

Listado 2.1: Obtencidn de una subsecuencia creciente mas larga en una secuencia

1 Entrada. La secuencia a=(aj,a,...,a,). La secuencia b y la pila P;, ambas
inicialmente vacias;

3 Procedimiento.
4 i:=1; Colocar a; en el tope de la pila P;, y también como primer
elemento de b;
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6 /% Alinicio de cada iteracion en el siguiente ciclo, las pilas P, ..., P, son no vacias. La secuencia
b consi;te de m elementos a;,, . . ., a;,, los cuales ocupan los topes de las pilas By, ..., By,
respectivamente x|

7 mientras (i<n) {

8 i:=i+1;

9 Si a;<a;,, entonces r:=r+1; a;, :=a; y creamos una nueva pila B,
con a;, en el tope; creamos el apuntador a; «a;, , ;

10 De lo contrario, encontramos el minimo j tal que a; <a;;

remplazamos @; por a; en b y metemos a; en el tope de la pila P;
; creamos el apuntador a; < a;_;

13 /% Para obtener una subsec. crec. mds larga +/
14 Tomar un elemento en B, y seguir la secuencia de apuntadores.

La complejidad en tiempo del algoritmo anterior estd dada por el siguiente teorema, cuya
demostracién puede consultarse en [59]:

Teorema 2.1. El algoritmo del Listado 2.1 permite extraer en O(nlog m) tiempo una subsecuencia
creciente mds larga, «, de la secuencia de entrada a, dénde m representa la longitud de o .

Intuitivamente hablando, la complejidad de O(nlog m) tiempo se sigue del hecho que el ciclo
en la linea 7 se ejecuta n veces, mientras que el paso en la linea 10 requiere de O(log m) tiempo.

Un mejor algoritmo con O(nlog log n) tiempo puede consultarse en [8], y aunque dicho algo-
ritmo tampoco es dificil de seguir, creemos que los pasos del Listado 2.1 ilustran de manera mas
intuitiva cdmo obtener una subsecuencia creciente mas larga.

Sean ey, ey,...,e los k elementos distintos en la secuencia a, tal que ¢; < ¢;sii < j. Es
importante observar que si k es constante con respecto a la longitud de a, entonces el paso en
la linea 10 del listado anterior puede hacerse en tiempo constante, ésto al hacer uso de k& — 1
apuntadores que indiquen la columna con menor indice en la que aparece el elemento ¢; en el tope
de la pila correspondiente, con 2 < i < k. Por tanto, en este caso, la complejidad del algoritmo
seria de O(n) tiempo.

2.2.2. Nuestro algoritmo

Después de recordar el concepto de la subsecuencia creciente mas larga en la seccion anterior,
veamos como ésto nos ayudara a solucionar nuestro problema.

Sea S ={pi1,p2,...,pn}unconjunto de puntos 3-coloreado, de tal manera que los puntos estan
ordenados por su coordenada x y no hay dos de ellos con la misma abcisa. Pensemos en este orden
como una proyeccion de los puntos en S sobre el eje x. Dada esta proyeccidn, junto con el orden
de color impuesto (rav), podemos obtener una secuencia de acuerdo a la siguiente asignacion:
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1 si p; esrojo,
sec(p;) =42 sip;esazul,y
3 sip;esverde

Tomemos como ejemplo al conjunto de puntos mostrado en la Figura 2.2. Ahora, nuestro
conjunto de puntos esta representado por una secuencia de enteros a, y trabajaremos con ella para
proponer una solucién a nuestro problema.
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Figura 2.2: Representacion de un conjunto 3-coloreado por medio de una secuencia.

Sea o’ una subsecuencia creciente mas larga de la secuencia a. Claramente, esta subsecuencia
estd formada por tres bloques de elementos con valores 1, 2 y 3 respectivamente. Inducimos la
posicion de la recta {;, paralela al eje y, como la recta que pasa por el punto cuyo elemento
asociado en a’ es el altimo del primer bloque. Analogamente, posicionamos ¢, fijandonos en el
altimo punto del bloque 2; ver Figura 2.3.

Dicha posicién de las rectas permite establecer un nimero de puntos mal clasificados en nues-
tro conjunto y supongamos que este nimero no es el minimo. No es dificil darse cuenta que si
pudiéramos clasificar de manera correcta un punto mas, es decir disminuir al menos en uno el
nimero de puntos mal clasificados, entonces a contendria una subsecuencia creciente de mayor
longitud ala de o, lo cual nos lleva a una contradiccion. Por tanto, podemos establecer el siguiente
resultado:
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b 2

3 2M223W3R2 1323232 22 B/1[

Figura 2.3: La subsecuencia creciente mas larga determina la posicion de £} y £5.

Teorema 2.2. Dado un conjunto 3-coloreado de n puntos en el plano en posicion general, y un
orden de los tres colores, podemos determinar en O(n) tiempo las 3 bandas paralelas al eje y que
separan a los puntos en S , minimizando el niimero de puntos mal clasificados de acuerdo al orden
dado.

2.3. Actualizacion dinamica de la subsecuencia creciente mas larga

En esta seccion describimos la herramienta base que nos ayudard a resolver el problema de se-
paracion débil ordenada con tres bandas en O(n? log ) tiempo. En la seccién anterior mostramos,
haciendo uso de la subsecuencia creciente mas larga, como podemos resolver nuestro problema
con una orientacion fija. Nuestra idea para resolver el problema general es reducirlo al cilculo
dinadmico de la subsecuencia creciente mas larga.

Recordemos que para nuestro problema, dada una orientacidon, podemos inducir una secuencia
a = (aj,a,...,a,),la cual usa tres elementos distintos y representa al conjunto de puntos S . Lo
que haremos ahora es describir la construccion de un arbol binario balanceado que nos permite
representar a la secuencia a junto con una de sus subsecuencias crecientes mas largas. Sin pérdida
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de generalidad podemos asumir que n es potencia de dos, ya que en caso contrario podemos
agregar al final de la secuencia elementos 0 para cumplir con dicha condicion.

Cabe mencionar que la técnica usada a continuacién se describe de forma general en [60].
Nuestra construccidn es una adaptacion particular del arbol que ahi se establece y por tanto, las
complejidades en tiempo se siguen como consecuencia.

Las hojas del arbol que construimos representan a cada uno de los elementos de la secuencia
a, de tal manera que la k-€sima hoja del arbol, de izquierda a derecha, representa a;. Cada nodo
interno v representa a la subsecuencia de elementos consecutivos formada por las hojas que son
descendientes de v. Ahora, en cada uno de los nodos v del arbol, guardaremos algunos datos que
nos serdn de utilidad:

» /(v): La subsecuencia formada por todas las hojas que son descendientes de v.

s (I1(v), [3(v)): La pareja ordenada que representa el nimero de elementos 1 y 3 contenidos
en I(v).

= [(v): Lalongitud de la subsecuencia creciente més larga contenida en /(v).

= (U(v),D(v),T(v)): La tripleta ordenada que representa el nimero de elementos 1,2 y 3 en
la subsecuencia creciente méas larga contenida en /(v).

m (Lip(v), Ly3(v)): Las longitudes de las subsecuencias crecientes mas largas contenidas en
1(v), formadas solamente por elementos 1-2 y 2-3, respectivamente.

Sea u un nodo interno en el arbol y sean v y w los hijos izquierdo y derecho de u, respectiva-
mente. Podemos darnos cuenta que si ya tenemos los valores 1(v), I(w), Iy (v), [;(w), I3(v) e Izs(w),
entonces podemos obtener en tiempo constante los valores de I(u), 11 (u) e I3(u). Observemos que
el conjunto de elementos 2 que forman parte de la subsecuencia creciente més larga en /(v) cumple
con uno de los tres casos siguientes: dicho conjunto esta totalmente contenido en el subarbol iz-
quierdo o traslapa simultaneamente el subarbol izquierdo y el derecho o esta totalmente contenido
en el subarbol derecho; estos casos se ilustran en la Figura 2 .4.

Supongamos que ya tenemos todos los datos de los nodos v y w. Entonces, considerando los
tres casos mencionados anteriormente, la longitud de la secuencia creciente mas larga en el nodo
u esta dada por:

L(u) = max {L(v) + 3(w), L1o(v) + Laz(w), I1(v) + L(w)},

por lo que también el valor de L(u) puede calcularse en tiempo constante. Los valores de Li>(-) y
L»3(+), para cualquier nodo interno, pueden obtenerse de manera andloga, restringiendo la subse-
cuencia creciente mas larga a dos elementos distintos. Claramente, para una hoja a; en el arbol,
todos sus datos pueden calcularse en tiempo constante, lo cual implica que si llevamos a cabo
un recorrido transversal de los nodos del arbol, de abajo hacia arriba, podemos calcular en O(n)
tiempo la informacién de todos los nodos. Por lo tanto, la subsecuencia creciente mas larga de la
secuencia a puede ser extraida del nodo raiz del arbol.
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L1112 3 \
L1 2 |13
| 1 [12]13]

Figura 2.4: Los tres casos posibles para la subsecuencia creciente mas larga en el nodo u.

Observacion 1. Si el valor de I(g;) cambia, entonces en O(log n) tiempo podemos actualizar la
longitud de la subsecuencia creciente mas larga de a, ésto al recorrer la trayectoria en el arbol que
va desde la hoja a; hasta el nodo raiz.

Particularmente, la propiedad del arbol mencionada en la observacién anterior, serd usada
ampliamente por nuestra solucion para el problema principal de este capitulo, que es justamente
lo que trataremos en la siguiente seccion.

2.4. Bandas sin orientacion fija

Trabajemos ahora con el caso general del problema de separacién débil ordenada con tres
bandas, en el que requerimos encontrar la orientacién y separacién del par de rectas paralelas que
nos garantizen el minimo nimero de puntos mal clasificados en un conjunto 3-coloreado.

Hasta este punto, hemos descrito como solucionar el problema para una orientacion fija, y
ahora usaremos ésto como base para encontrar una solucioén al cambiar de orientacién. La idea a
seguir es mantener actualizada dindimicamente la subsecuencia creciente mas larga al ir conside-
rando orientaciones distintas.

Recordemos que nuestro conjunto S estd en posicién general y que no hay dos puntos con la
misma abcisa. Supongamos también, sin pérdida de generalidad, que cualesquiera dos segmentos
de recta entre puntos de S no son paralelos. Dado que S es finito, podemos encontrar un circulo
C que contenga a todos los puntos de S en su interior. Sea ¢ una recta paralela al eje x, tal que
{ es tangente a C, y digamos que ¢ tiene una orientacion hacia la derecha. Si proyectamos los
puntos de S sobre ¢, y consideramos la orientacién de la recta, entonces obtenemos la secuencia
a ={p1, p2,...,pn} que contiene a los puntos ordenados por abcisa de manera creciente. Al rotar
¢ en contra de las manecillas del reloj y manteniéndola tangente a C, se darad un primer momento
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en el que dos puntos p; y pi+1 se proyecten en el mismo punto sobre £. Inmediatamente después
de dicho momento, p;;| se encontrard antes que p; en la secuencia a; ver Figura 2.5a.

Si continuamos girando la recta £, los elementos de a irdn permutando, de hecho, un cambio
siempre ocurre entre dos elementos consecutivos de a. Cuando la recta haya girado 180° en total,
a estara formada por los puntos de S ordenados decrecientemente de acuerdo a su abcisa, es decir,
el orden de los puntos se invierte totalmente; Figura 2.5b. Notemos que dos puntos durante este
recorrido de ¢ intercambian su posicién una sola vez y ademas, se consideran todas las posibles
pendientes entre cualesquiera dos puntos.

b1 p2 DP3Paps  Pe P7 D8
| | [
|

|

a b

Figura 2.5: (a) Primer instante en el que dos puntos se alinean en la proyeccion sobre €. (b) Después
de 180°, los puntos se proyectan en orden decreciente.

El conjunto de las distintas permutaciones o configuraciones de a, durante el recorrido de £, se
conoce como el medio periodo de una secuencia circular [40]. Observemos que el encontrar dicha
secuencia circular, equivale a efectuar un barrido con una recta vertical en el arreglo de rectas dual
asociado a S, donde el intercambio de dos puntos se interpreta como la interseccion de sus rectas
duales; ambos procesos pueden hacerse en O(n?) tiempo.

Ahora, retomando nuevamente nuestra asignacion de enteros de acuerdo al color de cada pun-
to, 1 =rojo, 2 = azul y 3 = verde, podemos obtener las distintas permutaciones bajo esta asigna-
cidn al obtener la secuencia circular asociada a nuestro conjunto de puntos. El nimero de permu-
taciones distintas es del O(n?), ya que se consideran todas las pendientes inducidas por cada par
de puntos.

Con base en lo anterior, podemos considerar a la secuencia circular como el espacio discreto
de busqueda para una solucién de nuestro problema de separacion débil ordenado, ya que dentro
del intervalo de pendientes inducido por dos permutaciones consecutivas, la proyeccion de los
puntos de S sobre £ es la misma, y por ende también su subsecuencia creciente mas larga.

Por tanto, si a; representa la subsecuencia creciente mas larga de la permutacion q;, entonces
podemos obtener en O(log n) tiempo la subsecuencia creciente méas larga de la permutaciéon a;,
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ésto al hacer dos actualizaciones en la estructura de datos que describimos en la seccion anterior.

Podemos establecer entonces el siguiente resultado:

Teorema 2.3. Dado un conjunto 3-coloreado de n puntos en el plano en posicion general, y un
orden de los tres colores, podemos determinar en O(n*>logn) tiempo la orientacion y posicion
de dos rectas paralelas que separan a los puntos en S y minimizan el niimero de puntos mal
clasificados de acuerdo al orden dado.

2.5. Mas de tres colores

Nuestros problemas en las secciones anteriores involucraban Gnicamente tres colores, pero
(qué podemos decir cuando el nimero de colores k es mayor a tres?

Observemos que el espacio de bisqueda que proponemos para nuestro problema con tres ban-
das no cambia a causa del aumento en el nimero de colores, por lo que podemos usar el mismo
algoritmo de O(n?) tiempo para obtener las distintas permutaciones. Ademds, es posible gene-
ralizar de manera directa la técnica, al hacer uso del arbol binario balanceado, para mantener
dinamicamente la subsecuencia creciente mas larga conforme obtenemos una nueva permutacion.

Para el caso de k = 3, hay que notar que en cada nodo interno de la estructura de datos que
proponemos, se hace uso de informacién que involucra a los tres colores a la vez, pero también
la que sélo involucra dos o un sélo color. Entonces, cuando el nimero de colores aumenta, ne-
cesitaremos usar una cantidad mayor de informacién para poder mantener lo que nos interesa: la
longitud de la subsecuencia creciente mas larga. En realidad, la informacion que se requiere para
cualquier valor de &, en cada uno de los nodos internos u de nuestro arbol, puede verse como una
matriz triangular de dimensidn k X k, la cual tiene la siguiente forma:

Lhw) Db LW - Ii(u)
Lip(uw)  Loz(uw) -+ Li_(u)
Lips(u) -+ Li—pp—1x(u)

L('u)

Cada valor en el primer renglon de la matriz guarda la longitud de la subsecuencia creciente
mas larga que considera un sélo elemento, es decir, mantiene el nimero de apariciones de un
elemento en la secuencia que representa el nodo u. En general, el i-ésimo renglon mantiene las
longitudes de las subsecuencias crecientes mas largas que hacen uso de i elementos consecutivos
en el orden de colores dado. Ademads de esta matriz, necesitamos mantener también el valor para
I(u), la subsecuencia que representa el nodo u, y la k-tupla que contiene en su j-ésima entrada el
nimero de elementos jen la subsecuencia creciente mas larga del nodo u.

Recordemos nuevamente que en [60] se describe esta estructura de datos en forma general,
en la cual toma O(k) tiempo el hacer las modificaciones necesarias en cada nodo, ya que una
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entrada por cada uno de los k renglones de la matriz puede necesitar una modificacién. Por lo
tanto, para el caso general del problema de separaciéon débil ordenada con bandas, tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 2.4. Dado un conjunto k-coloreado de n puntos en el plano en posicion general, y un
orden de los k colores, podemos determinar en O(n*klog n) tiempo, usando O(nk*) espacio, la
orientacion y posicion de k — 1 rectas paralelas que permiten separar a los puntos en S minimi-
zando el niimero de puntos mal clasificados de acuerdo al orden dado.

2.6. Otro enfoque

En esta seccién describiremos un paradigma distinto para mantener actualizada dindmica-
mente la subsecuencia creciente mas larga, ésto al ir generando las distintas permutaciones en la
secuencia circular correspondiente al conjunto S . La diferencia principal con respecto al enfoque
mostrado en la Seccion 2.4, es que aqui podemos mejorar ligeramente la complejidad para obtener
una solucién al problema de separacion débil ordenada con bandas; no obstante hay varios casos
a considerar.

Definamos primeramente algunos conceptos que usaremos para nuestra descripcion. Sea a =
(a1, ay,...,a,) una permutacion de longitud n en la que aparecen k enteros distintos y sea a’ una
subsecuencia creciente mas larga de a. Decimos que o induce una particion de a en k bloques de
la siguiente manera. Sea j la posicién en a del primer elemento ien a’,con 1 <i<kyl < j<n.
El bloque a,_; termina en la posicién j — 1, mientras que el bloque a; comienza en la posicién j.

Sea q; el i-ésimo bloque de a inducido por a’, 1 < i < k. Supongamos que a; comienza en la
posicion jy termina en la posicion j+m—1,con 1 < m < n. A los elementos que ocupan estas dos
posiciones los denominamos como elementos extremo, mientras que diremos que s es un elemento
interno de q; si es que s no estd en la posicién j ni en la posicién j+ m — 1. Asi mismo, decimos
que s es un elemento propio del bloque q; si es que s = i. Observemos entonces que un bloque
inducido a;, con 2 < i < k, inicia siempre con un elemento propio del bloque.

Para fines de este nuevo enfoque haremos uso de un preprocesamiento, el cual nos ayuda a
organizar cierta informacién de una permutacién a que serd de utilidad mas adelante. Dada a,
construimos un arbol binario de busqueda AVL por cada uno de los enteros distintos i que a posee,
con 1 <i < k.Lallave de cada nodo para el i-ésimo 4rbol es la posicion que guarda un elemento i
en a. Se sabe que un arbol de este tipo, representando a una permutacion de m elementos distintos,
puede construirse en O(mlogm) tiempo [35]. Por tanto, este preprocesamiento toma O(kn log n)
tiempo y usa O(n) espacio.

El siguiente resultado muestra cuando podemos asegurar que dos permutaciones consecutivas
en la secuencia circular, asociada a nuestro conjunto de puntos, tienen la misma subsecuencia
creciente mas larga.

Lema 1. Sea a una permutacién de longitud n con k elementos distintos, y sea &' una subsecuencia
creciente mds larga de a. Sean a; y aj. dos elementos consecutivos e internos de un bloque «;.
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Si b representa la permutacion que resulta de intercambiar de posicion los elementos a;y aji1,
entonces o' es también una subsecuencia creciente mds larga de b.

Demostracion. 3 casos son posibles:

= a;y aj, son elementos propios. Esto significa que ambos elementos pertenecen a a’ y por
tanto, la subsecuencia creciente mas larga sigue siendo la misma para b.

= So6lo uno de los dos elementos es propio. El elemento propio, después del intercambio, sigue
perteneciendo a a’, mientras que ¢l otro elemento continda siendo interno y no propio, por lo
que la longitud de la subsecuencia creciente mas larga no aumenta. Entonces, a sigue siendo
vélida para b.

= Ambos elementos no son propios del bloque. Esto quiere decir que ambos elementos no
estan en o/, ademas después del intercambio, ambos elementos conservan sus caracteristi-
cas de internos y no propios. Esto no permite incrementar la longitud de la subsecuencia
creciente mas larga en b y por tanto, se sigue el resultado.

Ahora, podemos establecer una relacion entre dos bloques consecutivos de una permutacion:

Lema 2. Sean qa; y a,, dos bloques consecutivos de a inducidos por su subsecuencia creciente mds
larga o’ . En estos bloques se cumple, respectivamente, lo siguiente:

w Sean ly y Iy los dos tiltimos elementos propios del bloque ;. Entonces, existe a lo mds una
ocurrencia de un elemento m entre 1| y [,.

= Sean my y my los dos primeros elementos propios del bloque «,,. Entonces, existe a lo mds
una ocurrencia de un elemento l entre m; y m,.

Demostracion. Veamos el primer caso. Supongamos que hay mas de un elemento m entre /; y [,.
En particular, [, es un elemento propio del bloque a;, por lo que éste pertenece a a’. Si eliminamos
I, de o', entonces su longitud disminuiria en una unidad, pero si ademdas agregaramos las ocurren-
cias de los elementos m que se encuentran entra las posiciones de /; y [, entonces la longitud de
esta nueva subsecuencia creciente aumentaria en al menos dos unidades, por lo que estariamos
generando una subsecuencia creciente de longitud mayor a la de o’, lo cual es una contradiccion.

El otro caso se demuestra de manera anéloga. [

Con estos dos resultados en mente, los tnicos casos en los que nos interesa fijarnos son aque-
llos en los que uno o ambos elementos que permutan son extremos de bloque. Asi, sean [ y r dos
elementos adyacentes en la permutacién a, que al intercambiar de posicidn, originan la permuta-
cion b. Hay que tener en mente que cada vez que dos elementos permutan, necesitamos actualizar
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a lo més dos de los arboles AVL que construimos en el preprocesamiento, cada uno en O(log n)
tiempo.

La subsecuencia creciente mas larga de a se ve afectada de acuerdo a alguno de los siguientes
casos:

Caso 1. [y r son elementos propios y extremos.

Si se da alguno de los casos descritos en el Lema 2, digamos el primero, entonces podemos
generar una subsecuencia creciente mas larga para b de la siguiente manera. Eliminamos /
de o’ y en su lugar agregamos la aparicion del elemento r que aparece antes del elemento
que acabamos de omitir. Este elemento r se encuentra en el intervalo comprendido entre las
posiciones de los dos dltimos elementos propios del bloque a;, y podemos hallar su posicién
en O(log n) tiempo al hacer uso del correspondiente arbol AVL.

Si dicho elemento r existe, la longitud de esta nueva subsecuencia creciente mas larga b’ es
igual que la de o’. La inclusion de un nuevo elemento r ocasiona que los bloques inducidos
por b’ en b sean distintos a los que induce a’ en a. Para actualizarlos, lo Gnico que tenemos
que hacer es trasladar el inicio del bloque a, hasta la posicién del elemento r que acabamos
de introducir; ver Figura 2.6.

L r

a=(232113321121212323213)

21323213)

b=(232113321121

Figura 2.6: Dos elementos propios permutan y la longitud de la subsecuencia creciente mas
larga se mantiene.

En dado caso que no se presente una instancia descrita en el Lema 2, entonces la longitud de
b’ seria una unidad menor que la de o’, pues s6lo podriamos mantener como propio a uno de
los elementos que permutan, mientras que el otro tendria que eliminarse de a’. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que el elemento que conservamos es el menor; ver Figura 2.7.
La nueva posicién del bloque S; puede calcularse también en O(log n) tiempo.

L ‘
a=(23211332112311232321/3)

b=(232113321123121323213)

Figura 2.7: Dos elementos propios permutan, pero la longitud de la subsecuencia creciente
mas larga disminuye.

Caso 2. [y r son elementos extremos, pero solo 7 es un elemento propio de bloque.
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Supongamos que a,, es el siguiente bloque a la derecha de a,. Si [ # m, entonces a’ si-
gue siendo una subsecuencia creciente mas larga para b (Figura 2.8) y el nuevo inicio del
bloque a, estd una posicion a la izquierda, lo cual puede actualizarse claramente en tiempo
constante.

l r | |

a=(232113321121142323214)

2432132 14)

b=(2321133211211

Figura 2.8: S6lo un elemento de los que permuta es propio y a’ es valida para a y b.

Veamos qué pasa para cuando [ = m. Si el nimero de elementos m en el bloque a, es menor
al nimero de sus elementos propios menos uno, entonces a’ continda siendo valida para
b. En caso contrario, es decir, cuando el nimero de elementos propios de a, menos uno es
igual al nimero de elementos m, la longitud de una subsecuencia creciente mas larga para
b es mayor en una unidad a la longitud de «’. Esta subsecuencia creciente mas larga para b
puede construirse con base en a’, ésto al mover el inicio del bloque a,, justo a la posicion
que tenia r antes de la permutacion. Para cualesquiera dos bloques adyacentes, el saber la
cantidad de elementos m que hay en el bloque a, puede obtenerse al momento de construir
la permutacion a y actualizarse en O(1) tiempo al considerar el desplazamiento ya descrito;
ver Figura 2.9.

[ r ‘

a=(232113321123121323213)

b=(2321133211231212

Figura 2.9: En este segundo caso, puede suceder que la subsecuencia creciente mas larga
aumente en una unidad.

Caso 3. So6lo uno de los elementos es extremo del bloque.

Un andlisis combinado de los Casos 1 y 2 permite resolver esta situacion, por lo que se ha
optado por omitir el analisis para este caso.

Observemos que en cualquiera de los casos anteriores, cuando ocurre una permutacion, podria
originarse un nuevo bloque. Esto puede ser controlado facilmente, pero hay que tenerlo en cuenta.
Con base en este analisis de casos es que podemos establecer el tltimo de los resultados de este
capitulo.

Teorema 2.5. Dado un conjunto k-coloreado de n puntos en el plano en posicion general, y un
orden de los k colores, podemos determinar en O(n* log n) tiempo, usando O(n) espacio, la orien-
tacion y posicion de k — 1 rectas paralelas que permiten separar a los puntos en S minimizando
el niimero de puntos mal clasificados de acuerdo al orden dado.
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2.7. Comentarios finales

Una version distinta al problema principal que se presenta en este capitulo, y que surge de
manera inmediata, es la siguiente: Determinar la orientacion y posicion de k£ — 1 rectas paralelas
en el plano, las cuales permitan separar a los puntos de S al minimizar el nimero de puntos mal
clasificados, ésto independientemente de un orden de colores.

Podriamos dar una solucion a este nuevo problema al usar el algoritmo presentado anterior-
mente. Sin embargo habria que considerar, en principio, los k! ordenes de colores posibles en el
conjunto k-coloreado, dando lugar a un algoritmo con complejidad exponencial. Entonces, una
linea de trabajo pendiente seria el estudiar esta nueva version, tanto para determinar su compleji-
dad como para dar un algoritmo.

Por supuesto, es también de interés el poder mejorar la complejidad de nuestro algoritmo para
la version ordenada y habria, por tanto, que considerar enfoques distintos a los ya presentados.






Cubierta para una clase con circulos

3.1. Introduccion

En areas como el Aprendizaje automatizado, la Mineria de datos 'y el Reconocimiento de patro-
nes, se requiere con frecuencia el seleccionar un conjunto pequefio de ejemplares que representen
una coleccion de datos [10, 18, 21, 55]. Con el fin de trabajar con dichos datos, éstos pueden
transformarse a conjuntos de puntos. Asi por ejemplo, si Ay C representan dos conjuntos ajenos
de puntos en el plano, uno puede preguntarse por el poligono simple P con el menor niimero de
vértices, de tal manera que en su interior estén todos los puntos de A y ninguno de C. Se cono-
ce que este problema de clasificaciéon es NP-duro [30], y en [58] se proporciona un algoritmo de
aproximacion logaritmica para dicho problema que corre en tiempo polinomial.

Otro problema relacionado, con el cual trabajaremos, se define formalmente a continuacion.
Sean B y R dos conjuntos disjuntos y finitos de puntos en el plano, tal que B = {by,...,b,}y
R = {ry,...,r,}. A lo largo de este capitulo, nos referiremos a B como el conjunto (o clase) de
puntos azules, y diremos que R es el conjunto (clase) de puntos rojos. El problema de la cubierta
para una clase en particular, digamos B, consiste en encontrar una colecciéon de cardinalidad
minima de circulos abiertos C = {C,...,Cy}, denominada cubierta, tal que las siguientes dos
condiciones se cumplan:

k
= todo punto azul se encuentra en el interior de algin circulo C;: B | JC; .,y
i=1

k
= ningln C; contiene un punto rojo en su interior: R N (|J C;) = 0 ; ver Figura 3.1.
i=1

No estd de mas observar que este problema es asimétrico en el sentido que no es lo mismo
establecer una cubierta para la clase azul que para la roja.

Una interpretacion de este problema en el area de la Ubicacion de servicios es la siguiente.
Supongamos que una cadena comercial tiene que decidir la ubicacién de un conjunto de servicios
en una region, ésto con el objetivo de cubrir una demanda especifica, representada por puntos
azules, sin cubrir otra, denotada por puntos rojos. Por lo tanto, el objetivo es ubicar servicios, de
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Figura 3.1: Cubierta para los puntos azules con circulos.

tal manera que el cliente azul mas lejano a una de estas ubicaciones se encuentre mas cerca que
cualquier cliente rojo. Como se puede apreciar, lo que se desea hacer es separar los puntos azules
de los rojos por medio de un criterio geométrico.

Existe diversas variantes de este problema, dependiendo de las condiciones impuestas sobre
los radios y los centros de los circulos que conformarian una cubierta:

= Una cubierta restringida para una clase requiere que los centros de los circulos se ubiquen
en puntos b; € B.

= Una cubierta para una clase se denomina heterogenea si no se requiere que todos los radios
de los circulos sean iguales.

La version restringida y heterogenea del problema de la cubierta para una clase ha sido la més
estudiada y los primeros resultados se encuentran en [10]. Particularmente, los autores de dicho
trabajo demuestran que esta version del problema es NP-dura. En [55] se plantea un algoritmo de
aproximacion a esta variante utilizando un enfoque de digraficas.

En este capitulo investigamos la variante no-restringida y heterogenea del problema de la
cubierta para una clase, a la cual llamaremos a partir de ahora el problema de la cubierta para una
clase con circulos arbitrarios o el problema CCA. En particular, demostramos mas adelante que el
problema CCA es también NP-duro y ademés comentamos algunos resultados que pueden usarse
para hablar sobre algoritmos de aproximacion.

3.2. El problema CCA es NP-duro

Para poder demostrar que el problema CCA es NP-duro, hacemos uso de una reduccién del
problema 3-SAT plano. Por tal motivo, empezamos esta seccion dando algunos conceptos referen-
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tes a dicho problema.

Una instancia del problema 3-SAT ([38]) es una férmula ¢ en forma normal conjuntiva, la cual
usa r variables booleanas, a las que llamaremos xi, ..., x;, en s clausulas, Cy,...,C,. Cada una
de las clausulas C; consta de tres literales, ¢;1,cj,c;3, donde ¢;jes xp 0 X, 1 <i< 5,1 < j<3,
1<k<r.

m
= /\(Cil Ve Ves)
i=1

El problema 3-SAT consiste en decidir si existe una asignacion de valores de verdad a las
variables de ¢ que hagan verdadera la férmula. Ahora, una instancia del problema 3-SAT es plana
si la grafica que representa a la formula ¥, G(¢) = (V, E) es plana. Dada la férmula ¢, los vértices
y las aristas de G(i) se definen de la siguiente manera:

V={x,....,x}U{Cy,...,Cy}
E={(x,C)|xi€eCjoXx€Cj}

Un ejemplo de la grafica asociada a una férmula i se muestra en la Figura 3.2.

x3

Te

Figura 3.2: Grafica correspondiente a la formula yy = (3 A x; A xp) V(X3 A X1 A Xg) V (X3 A Xp A
X6) V(X3 Axg Ax5)V (X3 AXg AXg) V(X3 A X5 A Xp).

La demostracion de que el problema 3-SAT plano es NP-duro puede consultarse en [54]. Dado
ésto y basandonos en una de las pruebas dadas en [2], procederemos entonces a demostrar el
siguiente resultado:

Teorema 3.1. El problema CCA es NP-duro.

Demostracion. Decimos que un poligono P con vértices azules V(P) = {vp,...,Vx-1} €S un
poligono variable si éste satisface las siguientes condiciones:
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1. P tiene un nimero par de vértices,
2. Las aristas de P tienen longitud constante, cp, y

3. Ladistancia entre cualquier par de vértices no adyacentes de P es al menos cp + €.

Dado un poligono variable P, definimos Dp = {Dy, ..., D1} como un conjunto de circulos,
tal que D; tiene radio %P + € y cuyo centro es el punto medio de la arista de P que une los puntos
viyvit1,1 =0,...,k—1; la suma se hace médulo k y € es lo suficientemente pequefia. Podemos
asociarle a P un conjunto Rp de O(k) puntos rojos, cuya posicion esta lo suficientemente cerca a la
unioén de los & circulos de Dp, de tal manera que cualquier otro circulo que contenga dos vértices
no adyacentes de P, contenga al menos uno de estos puntos rojos.

Observemos que el conjunto de todos los circulos D;, con i par (impar respectivamente), for-
man una solucién para el problema CCA que tiene como conjunto de puntos V(P) U Rp. Estos
dos subconjuntos de circulos son las tnicas soluciones y ambas hacen uso de k elementos. Ahora,
asignemos a D; el color F si i es par, en caso contrario, lo coloreamos de color 7'.

Dada una instancia ¢ del problema 3-SAT plano, con r variables y s clausulas, obtenemos
primeramente un encaje plano geométrico, G, de la grafica G(). Si un vértice de G representa una
clausula de ¢, lo coloreamos de azul.

Ahora, consideremos la estrella S;, formada por un vértice de G que representa una variable
x; de y, junto con las aristas de G que lo unen a los puntos que representan las clausulas de .
Es posible reemplazar S; por un poligono variable P(i), el cual usa un nimero par de vértices, de
manera que:

= Cada P(i) tiene un nimero polinomial (sobre r + s ) de vértices, al cual denotamos como #;,

= El conjunto de poligonos P(i), generados por las variables x; de ¢, no se intersecan, 1 <i <
r,

= Ningin circulo D, que contenga dos vértices azules de P;, contiene en su interior un vértice
de otro poligono variable P(j),i # j,y

= Un vértice de G, que representa una clausula C; de ¢ en la cual aparece la literal x; (x;
respect.), pertenece exactamente a la frontera de un circulo en Dp;, y dicho circulo tiene
color T (F respectivamente).

Definimos como B = {{Cy,...,Csf U V(P(1)) U ... UV(P(r))} yaR = {Rpqy U ... U Rpg}
(Figura 3.3).

Supongamos que existe una asignacion de valores de verdad para las variables de la férmula v/,
de tal manera que al evaluar ¢ con estos valores, la formula se satisface. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que X, ..., X; son verdaderas, mientras que x¢41, ..., X, son falsas. Entonces, la unién
del subconjunto de circulos de Cpy;, coloreados de color 7', junto con el subconjunto de circulos
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color T' - color F'

X1

€3

Figura 3.3: Instancia del problema CCA generada a partir de la formula y = (x; VXa V x3) A (2 V
X3V Xx4).

de Cpyj), coloreados de color F/, 1 <i < ¢ < j<r,forman una solucién al problema CCA para el
conjunto B U R, la cual contiene exactamente };’_, % circulos.

La solucion propuesta es Optima, ademds si para ¢ no existe una asignacion de valores de
verdad que la satisfagan, entonces cualquier solucién para el problema CCA para BU R necesitaria
mas de )_, 3 elementos. Por lo tanto, el resultado queda demostrado.

3.3. Algoritmos de aproximacion

En esta secciéon mencionaremos algunos resultados de aproximacién respecto al problema
CCA, ésto como complemento a la seccion anterior en donde se mostré que dicho problema es
NP-duro.

Sea S un conjunto de puntos en posicion general en el plano, tal que no existen 4 puntos
cocirculares. Una triangulaciéon de S es un conjunto de tridngulos 7~ = {T, ..., T;} con interiores
disjuntos, tal que los vértices de cualquier tridngulo en 7 estan en S, 7 U ... U T; es el cierre
convexo de S y ninglin punto en S esta en el interior de algin tridngulo de 7.

La triangulacion Delaunay de S, D7 (S) = {T,,...,T,}, es una triangulacion de S, tal que el
circulo D; definido por los vértices de cualquier tridngulo 7; en D7 (S) no contiene puntos de S en
su interior. A este tipo de circulos los llamaremos circulos de Delaunay de S . Ahora, las aristas de
los tridngulos de D7 (S ) son llamadas aristas de Delaunay. Se sabe que si un circulo D contiene a
dos puntos p, g € S en su frontrera, y en su interior no contiene puntos de S, entonces el segmento
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de recta que une a p con g es una arista de Delaunay de S. A cualquier circulo D como éste lo
llamaremos circulo semi-Delaunay.

Sea B U R un conjunto bicromético de puntos, tal que |B| = m y |R| = n. En lo que resta de
esta seccidn, asumiremos que B U R esta en posicion general y ademads, que no hay cuatro puntos
cocirculares. Esta suposicion nos asegura que D7 (R) estd bien definida. Podemos hacer entonces
la siguiente observacion:

Observacion 2. Sea C = {Cy,C»,...,C} un conjunto de circulos que forma una solucién al
problema CCA para B U R. Es posible sustituir cada circulo C; por otro circulo C?, tal que todo
punto azul en el interior de C; también esté en el interior de C7, ademas C; contiene al menos dos
puntos rojos en su frontera, es decir, C; puede sustituirse por un circulo semi-Delaunay.

Definimos como C* al conjunto de todos los circulos de Delaunay de R unién los circulos
semi-Delaunay de R que tienen un punto azul en la frontera (Figura 3.4). Entonces, cualquier
solucioén al problema CCA es un subconjunto de C*. Notemos que |C*| = O(mn).

Figura 3.4: Diferentes tipos de circulos en C*.

Cabe mencionar que en los resultados mencionados a continuacion, se hace uso de las mis-
mas técnicas que en [7], articulo en el que también se plantea un problema de cubierta para una
clase, aunque a través del minimo niimero de rectangulos abiertos con lados paralelos a los ejes
coordenados. Por tal motivo, nuestros resultados de aproximacion obtenidos son similares.

Sea X un conjunto finito de objetos y sea R una coleccion finita de subconjuntos de X; diremos
que la pareja (X, R) forma un sistema finito de conjuntos.

Definimos R, como el conjunto de todos los subconjuntos en R que contienen al elemento
x € X. Entonces, dado un sistema (primal) finito de conjuntos (X, R), se puede asociar un sistema
dual de conjuntos [9], (R, X*), donde X* = {R,|x € X}.

Dado el sistema de conjuntos (X, R), el problema set cover' [38] busca el subconjunto D c R
de cardinalidad minima tal que todo elemento de X esté en algiin elemento de D, es decir, D cubre
a X. El problema dual de set cover es el problema del hitting set', en el cual se requiere de un
conjunto P C X de cardinalidad minima tal que la interseccion de P con cada elemento de R sea
distinta del vacio. Observemos entonces que el problema del set cover en el sistema primal se
convierte en el problema del hitting set en el sistema dual y viceversa.

Ya que no existe una traduccion esténdar para este término, decidimos conservar la escritura en inglés.
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El problema del set cover es NP-duro y el mejor factor de aproximacién que se conoce, dado
por un algoritmo polinomial, es de In |X|+ 1 [29, 38]. Dicho algoritmo sigue un paradigma glotén,
es decir, mientras haya elementos en X que no estén cubiertos, se agrega a la solucion el conjunto
en R que contenga el miximo nimero de elementos de X no cubiertos.

Ahora bien, el problema CCA es una instancia del problema set cover en el sistema (B, C").
Por tanto, el algoritmo glotén que mencionamos nos proporciona el mismo factor logaritmico de
aproximacion para el problema CCA:

29

Proposicion 3. Un algoritmo con paradigma “gloton
cion de O(log m) para el problema CCA.

proporciona una solucion con aproxima-

Bronnimann y Goodrich [9] proporcionaron un método general para encontrar una solucion
aproximada para el problema hitting set en sistemas de conjuntos. Este método se aplica a espacios
de conjuntos con dimension VC finita [9, 44, 69] y se basa en encontrar, como candidatos a hitting
set, conjuntos de cardinalidad pequefia llamados redes-¢.

En términos de nuestro problema, para un sistema primal de conjuntos, una red-¢,0 < & < 1,
es un subconjunto B” C B tal que cualquier circulo en C* que contiene &|B| puntos, cubre un
elemento de B’. Si hablamos de un sistema dual, una red-& es un subconjunto C € C* que cubre
todo punto de B,y tal que un punto p € B es cubierto por por al menos £|C*| circulos de C*.

La dimensién VC de un sistema (X, R) se define como la cardinalidad maxima de un subcon-
junto Y C X tal que cualquier subconjunto de Y es la interseccion de Y con alglin elemento de R.
Si la dimensiéon VC de un sistema es d, entonces la dimension VC del sistema dual asociado es
a lo mas 29%1 [9, 69]. Observemos que la dimensién VC de nuestro sistema (B,C*) es a lo més
tres, ya que en cualquier subconjunto W C B con al menos cuatro puntos, existe un subconjunto
W’ c W que no puede separarse de W \ W’ con un circulo en C*; ver Figura 3.5.

Figura 3.5: Los conjuntos {«,3,v} y {a, 5}, respectivamente, no pueden separarse de su comple-
mento por ningtn circulo en C*.

Dicho método de Bronnimann y Goodrich para sistemas con dimensiéon VC finita, reporta un
hitting set de tamafio a lo méas un factor de O(logc) con respecto del tamafio 6ptimo ¢, y este
hitting set induce una cubierta de conjuntos para el problema CCA con el mismo tamafio, es decir,

Proposicion 4. Para el problema CCA existe un algoritmo de aproximacion de O(log c), donde ¢
es el tamariio de una cubierta optima.
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El resultado de Bronnimann y Goodrich [9] se basa en el hecho de que, para cada sistema de

conjuntos con dimensién VC finita d, existe una red-& de tamaio O (% log %) [44]. En general, si

el sistema de conjuntos tiene dimensiéon VC constante, y existe una red-& de tamafio O (é 0] (é)),
su método encuentra un hitting set de tamafo O(¢(c)c), donde c es el tamafio de una solucién

Optima.

Por otro lado, Matousek et al. [56] probaron la existencia de redes-¢ de tamaiio 0(%) para
sistemas (X, R) donde R son subconjuntos de puntos o discos. Debido a ésto, y sumando la técnica
de Bronnimann y Goodrich, podemos establecer lo siguiente:

Proposicion 5. Existe un algoritmo de aproximacion de O(1) para el problema CCA.

Hay que resaltar que fuera del algoritmo de aproximacién gloton para el problema CCA, los
demas resultados son del tipo tedrico existencial, por lo que los pasos de los algoritmos que per-
mitirian obtener las aproximaciones mencionadas no estan totalmente definidos.

3.4. Comentarios finales

Claramente, el problema de establecer un algoritmo que proporcione una solucién como la
especificada en la Proposicion 5 permanece abierto, aunque probablemente éste sea un problema
bastante desafiante.

Hay que mencionar que la demostracion de NP-dureza que presentamos en este capitulo, para
la version no-restringida y heterogenea del problema de la cubierta para una clase, bien podria
adaptarse para cuando requerimos que los circulos que conformen la cubierta sean todos del mis-
mo radio. No obstante hay que revisar con cuidado algunos detalles respecto a la realizabilidad del
conjunto bicoloreado propuesto con base a los poligonos que representan las variables involucra-
das en una férmula dada.

Otra linea de investigacion por explorar seria el considerar patrones geométricos diferentes
al circulo, para asi obtener resultados como los presentados aqui y en [7], donde se consideran
rectangulos con lados paralelos a los ejes coordenados.
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4.1. Introduccion

Desde hace dos décadas aproximadamente, se han estudiado cada vez mas problemas
geométricos y algoritmicos en conjuntos bicromaticos de puntos en el plano. Uno de los primeros
problemas que se abordaron refieren a la existencia de trayectorias simples y alternantes de co-
lor, cuyos vértices son precisamente puntos de un conjunto bicoloreado [3]. Otro problema, por
ejemplo, se estudia en [68], donde se requiere encontrar dos arboles generadores monocrométicos,
uno por cada color en el conjunto de puntos, de tal manera que las intersecciones entre ellos sean
pocas.

Denotemos como S a un conjunto de puntos en el plano, los cuales estan en posicion gene-
ral. Es de conocimiento general que el cierre convexo de S, CH(S), es el conjunto convexo mas
pequefio en el plano que contiene a S. A lo largo de este capitulo, los elementos de S estardn
nuevamente divididos en dos clases, cada una identificada por un color: puntos rojos y puntos
azules.

Un concepto que se usara con frecuencia en este capitulo es el siguiente. Sea / un subconjunto
de puntos de § . Diremos que / forma una isla de S si CH(I) NS = I (Figura 4.1). Asi también,
diremos que una isla de S es monocromatica si todos sus elementos tienen asignado el mismo
color. Dado ésto, una isla monocromaética de S podrd ser llamada roja o azul, dependiendo del
color de sus elementos.

Muchos de los problemas en conjuntos bicrométcos de puntos pueden describirse como pro-
blemas de particién. En dichos problemas, se requiere dividir al conjunto S en conjuntos de islas
disjuntas con propiedades particulares. Por ejemplo, supongamos que un conjunto de puntos S
contiene kn puntos rojos y n puntos azules. Se desea dividir $ en un conjunto de » islas disjun-
tas, cada una conteniendo k puntos rojos y s6lo un azul, y cuya unién sea précisamente S. Una
recopilacion importante de este tipo de problemas puede consultarse en [52] .

El problema que estudiaremos en este capitulo puede describirse de la siguiente manera: en-
contrar la isla monocromdtica mds grande que posee un conjunto bicromético de puntos S, esto es,
encontrar la isla monocromatica de mayor cardinalidad; ver Figura 4.2. A lo largo de este capitulo
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o L]

a. isla b. no isla

Figura 4.1: Los puntos negros en (a) forman una isla en el conjunto, mientras que en (b) no es asi.

nos referiremos a este problema como el problema IMG, para el cual se logr6 establecer un al-
goritmo que en O(n’) tiempo, usando O(n?) espacio, nos permite dar solucién a dicho problema.
Este algoritmo representa una mejora a un resultado previo [31], cuyo algoritmo propuesto toma
O(n® log n) tiempo para resolver la misma problemitica.

Figura 4.2: Isla azul de mayor cardinalidad en el conjunto de puntos bicromético.

Mas adelante también veremos que, haciendo pequefias modificaciones al algoritmo principal
propuesto en este capitulo, se pueden resolver versiones del problema /MG en las que se involucran
puntos con pesos (usualmente valores enteros). En estas versiones, el objetivo es encontrar islas
de S con miximo peso. Observemos que cuando las etiquetas o pesos asociados a los puntos de
S se escogen cuidadosamente, podemos resolver problemas que aparentemente no tienen relacion
alguna. Por ejemplo, encontrar una isla de S con méixima discrepancia, esto es, una isla en la que
el valor absoluto de la diferencia entre el nimero de puntos rojos y azules se maximiza [23], se
puede obtener al resolver dos instancias del problema de maximo peso: Primero, asignamos peso
1 (1) a todo punto azul (rojo) y encontramos una isla con maximo peso. Segundo, asignamos
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peso —1 (1) a todo punto azul (rojo) de S y encontramos una isla con maximo peso. La solucién
con maximo peso entre los dos problemas es en realidad la isla de S con maxima discrepancia.

La motivacion para estudiar este problema proviene de aplicaciones en areas como Mineria
de Datos, Agrupamiento Estadistico (Statistical Clustering), Reconocimiento de Patrones o Com-
presion de Datos. Asi por ejemplo, en Mineria de Datos y problemas de clasificacion, un método
natural para el andlisis de la informacion es el seleccionar prototipos que representen diferentes
clases de datos. Una técnica comun para hacer dicha seleccion es el anélisis de cimulos sobre los
datos [24], los cuales pueden obtenerse al usar figuras geométricas simples, como en [25], donde
se consideran circulos y rectangulos con lados paralelos a los ejes. En el trabajo descrito en este
capitulo, particularmente, se hace uso de poligonos convexos. En el 4drea de Reconocimiento de
Patrones, los cierres convexos se han considerado para medir la separacion entre clases [53]. De
hecho, se ha estudiado también la relacién entre los cierres convexos y otros objetos, como las
maquinas de vectores soporte (SVMs) [5].

4.2. Laisla azul mas grande

En esta seccion, describiremos un algoritmo de O(n*) tiempo que nos permite encontrar, en
un conjunto bicromdtico de puntos S, la isla azul més grande. Al ejecutar una segunda vez el
algoritmo, pero considerando el color rojo, se podra determinar la solucién del problema IMG.
Entonces, sin pérdida de generalidad de ahora en adelante, supondremos que la isla monocromatica
mas grande en S es de color azul. Cabe mencionar que nuestro método se basa en el algoritmo
propuesto por Fischer en [31] y cuya complejidad de tiempo es del O(n® log n).

4.2.1. Muchas soluciones

Antes de comenzar con el algoritmo, observemos que existen configuraciones de puntos rojos
y azules que poseen un nimero exponencial de soluciones al problema IMG. Para ejemplificarlo,
tomemos la siguiente construccion: sea Py un poligono regular de k lados y cuyos vértices son
vi,V2,..., V. Para cada vértice v; de Py, coloquemos un conjunto S; de 2k puntos sobre una curva
convexa C, k rojos y k azules, de tal manera que puntos adyacentes sean de distinto color, como se
muestra en la Figura 4.3.

Observemos que cualquier isla azul mas grande en el conjunto de puntos S = S| U ... U Sy,
tiene exactamente k elementos. Més aiin, estas islas pueden obtenerse ya sea al seleccionar un
punto azul de cada subconjunto S;, o al seleccionar todos los puntos azules de algtn §;. Haciendo
el conteo correspondiente, podemos ver que existen kX + k islas azules con dichas caracteristicas.

4.2.2. Algoritmo

Pasemos ahora a definir algunos conceptos y terminologia que nos seran utiles al describir el
algoritmo. Asumiremos sin pérdida de generalidad, de ahora en adelante, que cualesquiera dos
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Figura 4.3: Una instancia del problema IMG que consiste de k grupos de 2k puntos cada uno. La
instancia tiene k* + k soluciones y los puntos unidos por segmentos de recta forman una de ellas.

puntos en S tienen distinta coordenada y. Denotemos como pg al segmento de recta que une a
los puntos p y g. Ahora, dado un segmento de recta pg y un punto r fuera del segmento, A(r, pq)
denotard al tridngulo cuyos vértices son los puntos p, g y r. Asi también, dado un conjunto de
puntos X, Az(X) representa el nimero de puntos azules en X. Entonces, Az(A(r, pg)) denota el
nimero de puntos en A(r, pq).

Sea pun punto y e = gr, ¢’ = rs dos segmentos, cuyos extremos son puntos azules. Decimos
que e y ¢’ son p-compatibles si se dan las siguientes tres condiciones (Figura 4.4):

= A(p,e)y A(p, €’) no contienen puntos rojos en su interior,

s A(p,e)y A(p, €’) tienen interiores disjuntos, y

= A(p,e) U A(p, ) forman un poligono convexo

Figura 4.4: Dos segmentos de recta p-compatibles.

Sea P un poligono convexo con vértices en S,y sea p el vértice de # con ordenada més grande.
Diremos, indistintamente, que # tiene ancla en p o que P estd anclado en p. La idea base para el



4.2 LA ISLA AZUL MAS GRANDE

47

algoritmo sera el encontrar, para cada punto azul p € S, la isla azul mas grande B de S tal que el
poligono convexo determinado por su cierre convexo esté anclado en p, es decir, buscaremos la
isla azul mds grande en S anclada en p.

Supongamos que B es una isla azul anclada en un punto p. Asumamos también que los vértices
de CH(®) estan etiquetados como p, py,, . . ., Po, » €Sto €n el sentido contrario a las manecillas del
reloj a lo largo de la frontera de CH($). Dado lo anterior, diremos que $ termina en el segmento

pO'k_lpUk'

Denotemos como £, a la recta horizontal que pasa a través de p, y sean p; y p; dos puntos
azules de S que estan por debajo de . Observemos que si A(p, p;p;) contiene puntos rojos de S
en su interior, entonces el segmento p;p; no serd nunca una arista de una isla azul anclada en p.
Por tanto, estaremos interesados en segmentos p;p; tales que A(p, p;p;) no contiene puntos rojos.
Asociemos un peso w(p;p;) a una arista p;p; como sigue: w(p;p;) es igual al valor Az(8), donde
B es la isla azul més grande anclada en p que termina en la arista p;p;.

Entonces, encontrar la isla azul méas grande en S, anclada en p, se reduce a encontrar la arista
pipj con maximo peso. Para lograr ésto, haremos uso de la técnica de programacion dindmica y la
propiedad que nos permitird implementar este paradigma se encuentra en la siguiente observacion:

Observacion 3. Sea B una isla azul anclada en p; sean p, p,, ..., ps, los vértices de la frontera de
CH(8), etiquetados en orden contrario a las manecillas del reloj. Denotamos como BD 1 <i<k,
a la isla cuyos vértices de la frontera de CH(8B®) son p, py,, ..., Po,- Podemos ver que Az(B)

satisface lo siguiente:

sii=1

Az(BY) = .
&) AZ(BEDY + Az(A(p, poo Do) =2 sil <i<k

Notemos entonces que la arista p., p,,, y la arista ps,, ps.,,,» ambas en B, son compatibles,
i=1,...,k=2.

La observacidn anterior nos permitira encontrar la isla monocromatica mas grande, anclada en
p, de la siguiente manera: haremos un barrido radial de los puntos azules que se encuentran por
debajo de la recta A, ésto en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor de p, e iremos
uniendo conjuntos de aristas p-compatibles, es decir, conjuntos de tridngulos con vértices azules,
donde uno de ellos es p, tal que sus interiores son disjuntos, no contienen puntos rojos, y su unioén
forma un poligono convexo anclado en p. Ver Figura 4.5.

La diferencia principal entre el algoritmo introducido en este capitulo y el presentado en [31],
yace precisamente en la forma en que se decide como unir las aristas compatibles. El uso de la
estructura de datos prefix-maximum en [31], no permite evitar hacer una biisqueda binaria para
seleccionar la mejor solucién en cada paso.

En la siguiente seccién mostraremos como calcular la isla azul més grande anclada en p, en
O(n?) tiempo y espacio, de tal manera que ésto nos permita establecer un algoritmo de O(n?)
tiempo para resolver el problema /MG en S .
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Figura 4.5: Unidn de aristas compatibles para hallar la isla azul mas grande anclada en el punto p.

4.2.3. Preprocesamiento

Comencemos esta seccion presentando un resultado de [27], el cual nos ayudara mas adelante
a determinar las aristas p-compatibles:

Teorema 4.1. Sea P un conjunto de n puntos en posicion general en el plano. Es posible hacer
un proceso previo sobre P que toma O(n?) tiempo y espacio, de tal manera que para cualquier
triangulo T con vértices en P, se pueda determinar en tiempo constante el niimero de puntos de P
enT.

La idea detras de este resultado es calcular, para cualquier par de puntos p, g € P, el nimero
de puntos que yacen en la banda vertical por debajo del segmento de recta pg, denotado como
s[p,q]. Asi, el nimero de puntos que contiene un tridngulo Apgr, cuyo punto més a la izquierda
es p y cuyo punto més a la derecha es r, puede calcularse simplemente como el valor absoluto de
s[p,ql + slg,r] — s[p, r] (Ver Figura 4.6).

p

Figura 4.6: Nimero de puntos en un tridngulo Apgr.

Veamos cdmo calcular todos los valores posibles de s[*, x]. Sin pérdida de generalidad, trate-
mos a todos los segmentos de izquierda a derecha, de acuerdo a su extremo derecho; los segmentos
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de recta con el mismo extremo derecho los ordenaremos en sentido de las manecillas del reloj. Se
puede plantear entonces el algoritmo del Listado 4.1.

Listado 4.1: Ntimero de puntos por debajo de cada segmento de recta en P.

1 Inicializar todos los elementos [%,%] a cero.

> Ordenar los puntos de P por abcisa, de izquierda a derecha. Sea
Pi,...,pn dicho orden.

3 Por cada punto p;e P, ordenar todos los puntos a la izquierda de p;,
en sentido de las manecillas del reloj alrededor de p;. Sean

pi.py....p., las secuencias obtenidas.
4 Para i=2 hasta n
5 Para j=2 hasta i-1
6 Si p’] esta a la izq. de pj.fl, entonces
7 slp'» pil = slp'_y» pil + slp, Py 1+ 1
8 Si P} estd a la der. de pi_, . entonces

o slp's pid = stpl_y. pil = spls Py

Ya que los puntos pi. se encuentran en orden radial con respecto a p; y el punto p; es el
sucesor de pj._l en dicho orden, el tridngulo A(p;, p;_l pj.) debe ser vacio. Por tanto, s[pi., pil se
puede calcular como la suma (linea 7) o la diferencia (linea 9) de s[pi._l, pily s[p;, pi._l]. En el

primer caso (linea 7), el 1 adicional que aparece en la suma, corresponde al punto p;_l . Maés adn,
observe que el cilculo de algiin elemento s[x*, ] s6lo hace uso de valores previamente calculados.
Mas detalles pueden consultarse [27].

Dj

Dj1 Di

Figura 4.7: Casos presentados en el Listado 4.1, lineas 7 y 9 respectivamente.

Observemos que es posible hacer modificaciones sencillas al algoritmo presentado en el Lis-
tado 4.1, de manera que podamos resolver los siguientes problemas:

» Para cada tridngulo T con vértices en P, encontrar en tiempo constante el nimero de puntos
rojos y azules contenidos en 7.

= Si los elementos de P tienen pesos asociados, calcular en tiempo constante la suma de los
pesos de los elementos de P contenidos en algtin 7.



50 4 ISLAS OPTIMAS

4.2.4. Calculo del peso de una arista p;p;

Sea S, el conjunto de puntos azules en S que se encuentran por debajo de la recta h,,, la
cual pasa por p € S y es paralela al eje x. Supongamos que los elementos de S , tienen etiquetas
P1,---» Pk, ésto con base en el orden radial alrededor de p. Observemos que, usando el resultado
del Teorema 4.1, podemos descartar, en tiempo constante por elemento, todas las aristas p;p; tales
que A(p, p;p;) contiene al menos un punto rojo (Figura 4.8).

Figura 4.8: La arista p;p;.» es descartada, dado que A(p, p;pi+2) contiene un punto rojo.

Antes de describir como son procesadas el resto de las aristas, hagamos algunas considera-
ciones, las cuales pretenden hacer més transparentes las ideas planteadas. Si i < j, orientaremos
la arista p;p; como p; — pj, con lo cual obtenemos una digréfica aciclica, G, cuyo conjunto de
vértices son los puntos en §,, 1 < i < j < k. Porcada 1l < i < k, re-etiquetemos el conjunto
de aristas de entrada y salida de p;, ésto como A; = {a;1,...,ai4} y Bi = {b;1,...,b;,} respecti-
vamente; A; y B; estan ordenadas radialmente con respecto de p;, como se muestra en la Figura
4.9. Para todo punto p € S, el orden correspondiente de puntos en S, p1,..., pk, asi como los
conjuntos ordenados A; y B;,i = 1,...,k, pueden obtenerse en tiempo y espacio cuadréticos [26].

p

O

hy

i

Qi1
.2 bi
bi 2
A; . /
./' 9 '
Qj q

Figura 4.9: Orden de las aristas en A; y B;.

Mostremos entonces como calcular w(p;p ;) recursivamente para todo 1 < i < j < k. Recorde-
mos que para calcular w(b; ), | < m < r, debemos encontrar una arista a; ; que sea p-compatible



4.2 LA ISLA AZUL MAS GRANDE

51

con b,y cuyo peso sea lo mas grande posible. Para ésto, la idea serd manejar las listas A; y B;
de tal manera que el peso de todas las arista de salida de p;, se calcule en tiempo lineal.

Asignamos a toda arista p;p; un apuntador, el cual identificamos como prev(p;p;) y cuyo valor
inicial es null. Notemos que cada arista p; p; tiene asignado el peso Az(A(p, p1p;)). Supongamos
ahora que todas las aristas p,pg ya tienen pesos asignados, 1 < @ < f < k,a < i < k. A
continuaciéon mostramos como asignar los pesos a todas las aristas p;p;,i < j < k.

Para toda 1 < ¢ < g, sea z({) el entero méis pequeno tal que w(a;yp) =

max{w(a;),...,w(ar)}. Los valores z(1),...,z(g) pueden calcularse en O(g) tiempo de la si-
guiente manera: z(1) = 1 y para ¢ = 2,..., g podemos aplicar la siguiente férmula,
4 si i0) > (O
20) = . w(ai ) > w(@ize-1))
2—=1) siw(aie) < wW(aize-1))

En este punto, es importante observar lo siguiente:

Observacion 4. Sea s el indice més grande tal que a; ; es p-compatible con b; ,,. Entonces, a; ;s
es p-compatible con b;,, y tiene peso méiximo sobre todas las aristas en A; que son compatibles
con b; .

Dado lo anterior, podemos asignar a w(b; ,,) el valor de w(a; o)) + Az(A(p, bin)) — 2, mientras
que prev(b; ) = a; s)-

El procedimiento general que nos permite calcular w(-) y prev(-), para toda arista b;,, en la
lista B;, es el siguiente:

Param = 1,...,r, encontrar el indice s, mas grande tal que a;, y b, son p-compatibles.
Si p; no posee una arista de entrada que sea p-compatible con b;,,, hacemos s,, = 0. Si s, = 0,
entonces w(b; ;) = Az(A(p, bim)); de lo contrario w(b; ) = w(ais,)) +AzZ(A(p, bim))—2. Dado que
51 < S2<..<s,» S€ sigue que podemos calcular w(-) y prev(-) para todo elemento de B; en una sélo
iteracion sobre A; y B;. Asi, este procedimiento toma O(n) tiempo, por lo que podemos establecer
el resultado siguiente:

Lema 3. El peso de toda arista p;pj que yace por debajo de h,,, puede calcularse en O(n?) tiempo.

Para obtener una isla azul 8 anclada en p, encontramos una arista p;p; con maximo peso; para
calcular el cierre convexo de B, simplemente seguimos los apuntadores prev(-) recursivamente.
Al repetir el procedimiento descrito previamente en todos los elementos azules de S obtenemos:

Teorema 4.2. Sea S un conjunto bicromdtico de n puntos en posicion general en el plano. La isla
monocromdtica azul de mayor cardinalidad puede calcularse en O(n) tiempo, haciendo uso de
un pre-procesamiento de O(n*) tiempo y espacio.
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4.3. Generalizaciones

El algoritmo presentado en la seccidn anterior puede usarse para resolver una coleccién de
problemas de optimizacion. Para ver €sto, supongamos que tenemos una funciéon f : £ — R,
donde % es el conjunto de poligonos convexos.

Definicion 1 ([27]). Decimos que una funcién f : P — R es descomponible si existe una funcién
g : RxR xR?xR?> - R, la cual puede calcularse en tiempo constante, tal que para cualquier
poligono P = {p1, p2,..., px) € Py cualquier indice 2 < i < k,

f(P) = g(f((pla""pi>)’f(<p1api""’pk>)’p1api)

donde g puede calcularse en tiempo constante.

En términos simples, la definicién anterior puede verse de la siguiente manera. Sean Py y P;
dos subpoligonos de un poligono P, los cuales se obtienen al cortar P a lo largo de una de sus
diagnonales e, la cual une los vértices p; y p;. Una funcién f es descomponible si f(P) puede
calcularse en tiempo constante a partir de f(Py), f(P,) y alguna informacién acerca de e. Por
ejemplo, la funciéon H que cuenta el nimero de puntos de S que estdn en el interior o en la
frontera de un poligono convexo P es descomponible, ya que H(P) = g(x,y, p1,pi) = x+y — 2,
donde H(Py) = xy H(Py) = y.

Podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 4.3. Sea S un conjunto bicromdtico de n puntos en posicion general en el plano, y sea
una funcién monotona descomponible. El problema de calcular la isla que maximiza (minimiza)
f puede resolverse en O(n® + G(n)) tiempo, donde G(n) es el tiempo que se requiere para calcular
f para el O(n?) tridngulos en S .

Demostracion. El algoritmo es el mismo que el descrito en la Seccion 4.2, pero con la siguiente
modificacion en la Observacion 3:

f(ppo;) sii=1

(B(i)) — _ .
/ {f(B("”) + f(&(P. Py Pe) — f(PPo,) sil<i<k

Observemos que es esencial para que el algoritmo sea correcto el que f sea una funcién
mondétona descomponible. La complejidad en tiempo se sigue naturalmente.

No es dificil ver que funciones como el area, el perimetro o la discrepancia son mondétonas
descomponibles, y que G(n) puede calcularse en O(n*) tiempo para cualquiera de ellas.
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Supongamos ahora que le asignamos pesos a los elementos de S, y para nuestros fines pen-
semos que dichos pesos son valores enteros. Observemos que la suma de los pesos de los puntos
en el interior de un tridngulo puede calcularse en tiempo constante por tridngulo. Asi también, la
suma de los pesos es una funcién mondtona descomponible para valores enteros. De lo anterior,
la prueba del siguiente corolario se sigue.

Corolario 1. Los problemas de encontrar la isla con mdximo (minimo) perimetro, drea, discre-
pancia o peso, pueden resolverse en O(n®) tiempo.

Concluimos esta secciéon mencionando algunas generalizaciones de nuestros problemas sobre
conjuntos de puntos bicromaticos, ésto al considerar ahora conjuntos de puntos cuyos elementos
estan coloreados con k colores. Consideremos que S es un conjunto de puntos k-coloreado y sea P
un poligono convexo con vértices en S . Decimos que P es un hoyo de S si P no contiene elementos
de S en su interior. El problema de encontrar un hoyo monocromatico P en S, ya sea con el mayor
nimero de vértices o de mixima (minima) drea o perimetro, puede resolverse en on?) tiempo al
hacer modificaciones simples al algoritmo presentado en la Seccién 4.2: En cada punto p € §,
unimos Gnicamente aristas p-compatibles cuyos vértices son puntos en S , con el mismo color que
el de p.

Un problema abierto en este escenario de k colores es el siguiente: Encontrar, si existe, una
isla heterocromaética de S' con k elementos, es decir, una isla cuyos k puntos son todos de distinto
color; claro, tomando en cuenta también alguna funcién de optimizacion. Otro problema abierto
serfa encontrar, si existe, una poligonal convexa y heterocromatica o una poligonal mondtona y
heterocromatica de longitud minima.

No obstante, si restringimos que los elementos de la poligonal convexa, o de la poligonal
mondétona, aparezcan en orden predeterminado, entonces si se puede decir algo al respecto. Su-
pongamos que se desea que los colores aparezcan en orden 1,2,...,k; la poligonal mondtona
y heterocromética (con orden) de menor longitud puede calcularse en O(n log2 n) tiempo ([20]),
mientras que la poligonal convexa puede calcularse en O(n?) tiempo al hacer uso de nuestro al-
goritmo: La idea seria ahora localizar aristas p-compatibles que sigan el orden de colores y que
consideren la optimizacion deseada.

4.4. El problema de cubierta de clase con islas

En esta seccidn proponemos usar el algoritmo que calcula la isla monocromatica mas grande,
ésto con el fin de aproximar la region que abarca una clase por medio de una coleccién de conjuntos
convexos. Varios objetos geométricos, como rectangulos o circulos, se han usado en 4reas como
Aprendizaje Automdtico y Reconocimiento de Patrones para separar un conjunto bicromatico de
puntos [23, 24, 25]. No obstante, como se sefala en [53], el nimero de cierres convexos que
se necesitan para aproximar la regién de una clase es menor, por ejemplo, que el nimero de
rectangulos necesarios para aproximar la misma region. Asi, el uso de los cierres convexos de un
conjunto de islas puede ser méas adecuado para aproximar la region de una clase, en vez de hacerlo
con un conjunto de rectangulos.
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Dado un conjunto S de dos clases distintas, digamos puntos rojos y azules, se puede plantear un
problema de clasificacion, el cual se conoce cominmente como el problema de cubierta de clases.
En este problema se requiere encontrar un pequefio nimero de conjuntos que cubran (contengan)
puntos de una clase sin cubrir ningtin punto de la otra. El problema se introdujo en [10] y en él se
busca un conjunto de cardinalidad minima C de circulos del mismo radio, de tal manera que ningin
elemento de C contenga punto rojo alguno y que todo punto azul en S se encuentre contenido en
al menos un elemento de C.

En este capitulo consideramos una variante del problema de la cubierta de clase, la cual de-
nominamos como el problema de la cubierta de clase con poligonos convexos o problema CCPC.
En esta version requerimos cubrir, de igual manera, los puntos azules del conjunto pero usando el
minimo nimero de poligonos convexos no necesariamente disjuntos. Primero que nada, mostrare-
mos la complejidad de este problema y posteriormente propondremos una aproximacion.

Demostraremos la NP-dureza de nuestro problema al hacer una reduccion a partir del problema
3-SAT plano [38], el cudl también es NP-duro. Tomamos ventaja de la construccién hecha en [2],
la cual se usa para probar la NP-dureza del problema de la particion plana y bicromadtica, el cual
se define de la siguiente manera: Dados n puntos rojos y m puntos azules en el plano, encontrar el
minimo niimero de tridngulos, disjuntos dos a dos, tal que cada punto azul esté cubierto por algin
triangulo y ningtn punto rojo se encuentre en el interior de algin tridngulo.

Esencialmente, los autores de [2] toman cualquier instancia del problema 3-SAT plano y la
transforman en una grafica plana encajada en el plano. A partir de dicha grafica se construye un
conjunto de puntos rojos y azules, de tal manera que una solucién al problema de la particién plana
y bicromatica existe en este conjunto de puntos si y s6lo si existe una solucién a la instancia inicial
del problema 3-SAT plano.

En particular, el conjunto de puntos rojos y azules que se construye en [2] tiene la siguiente
propiedad: Cualquier poligono convexo que contiene s6lo puntos azules en su interior, contiene
a lo mas tres puntos, por lo que un poligono como éstos puede remplazarse por un triangulo.
Entonces, cualquier algoritmo que resuelva el problema de la cubierta de clase con poligonos
convexos resolvera también el problema de la particiéon plana y bicromatica. Observemos que,
aunque la solucién para el problema de la particién plana y bicromatica consiste de un conjunto
de tridngulos ajenos dos a dos (poligonos convexos), la reduccién sigue siendo valida. Por tanto,
podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 4.4. El problema de la cubierta de clases con poligonos convexos es NP-duro.

A continuacién mostraremos un algoritmo de aproximacion basado en el problema /MG. No-
temos que podemos asumir que los vértices de los poligonos son puntos del conjunto dado, es
decir, los poligonos convexos son los cierres de los subconjuntos de puntos azules. Asi, la idea
clave para nuestra aproximacion es observar que nuestro problema es una instancia del problema
geométrico de cubierta de un conjunto (set cover) [38]. El enfoque glotén de este problema, el
cual permite generar una aproximacién de O(logn) con respecto a su solucién dptima, puede ser
aplicado al problema CCPC de la siguiente manera: Calcular recursivamente la isla azul de mayor
cardinalidad de S, removiéndola en cada paso; repitimos lo anterior hasta que no haya méas puntos



4.4 EL PROBLEMA DE CUBIERTA DE CLASE CON ISLAS

55

azules en S; ver Figura 4.10.

Figura 4.10: Enfoque gloton para cubrir la clase azul por medio de poligonos convexos.

Podemos establecer entonces el siguiente teorema, basados en el proceso gloton descrito hace
un momento.

Teorema 4.5. Existe un algoritmo de O(n*) tiempo que porduce una solucién aproximada con
factor O(log n) para el problema de la cubierta de clases con poligonos convexos.

Demostracion. Observemos que los cierres convexos de las islas azules que se obtienen del pro-
ceso gloton pueden intersecarse. De hecho, este proceso requiere O(n) iteraciones en el peor de
los casos, lo cual ocurre cuando todas las islas resultantes tienen cardinalidad constante. Por tan-
to, el algoritmo glotén requiere O(n*) tiempo en total para producir una coleccién de conjuntos
convexos, la cual tiene cardinalidad de un factor de O(log n) con respecto de la solucién 6ptima.

Comentemos como tltimo punto que en aplicaciones dentro de dreas como la Mineria de Datos
y el Aprendizaje Automatico, el objetivo principal es separar puntos azules de rojos. Entonces, es
posible que si se consideren como parte de una solucién islas que se traslapen y por tanto se
utilize el método descrito anteriormente. En otras aplicaciones, de areas como la Visualizacién o
la Graficacién por Computadora, el cilculo de piezas disjuntas es de interés.

Un método glotén similar podria ser usado para aproximar la regién de una clase al usar
conjuntos convexos disjuntos. Desafortunadamente, la condicién de que las piezas sean disjuntas
dos a dos hace imposible el aplicar dicho procedimiento glotén para la cubierta de un conjunto,
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como se establece en [51]. Mas alin, podemos mostrar que un procedimiento glotén podria dar una
solucion con cardinalidad arbitrariamente grande comparada con la obtenida cuando se permite
que las islas se intersecten. Por ejemplo, sea S el conjunto con 2k puntos (k rojos y k azules) como
se muestra en la Figura 4.11. Claramente, los k£ puntos azules, con k > 4, pueden cubrirse con a
lo mas tres islas que se intersectan (dos islas si k es par). Sin embargo, si requerimos islas azules
con cierres convexos ajenos, no podemos cubrir los k& puntos azules con menos de [%J + 1 islas
disjuntas.

Figura 4.11: Islas disjuntas (lineas solidas) e islas no disjuntas (punteadas) para cubrir a los puntos
azules.

4.5. Comentarios finales

Los resultados presentados en este capitulo nos permiten establecer algunos problemas abier-
tos. El mas obvio serfa reducir el tiempo de ejecucion del algoritmo para nuestro problema base,
el de calcular una isla monocromaética maximal.

Una segunda pregunta abierta es el encontrar, si existe, una isla heterocromética en un con-
junto con k colores, es decir, una isla con k puntos tal que todos sus elementos tengan distinto
color. Hasta donde es de nuestro conocimiento al escribir esta tesis doctoral, no se conoce de com-
plejidad alguna respecto de este problema. Para el problema de la cubierta de clase con islas, un
problema practico interesante es disefiar cuidadosamente métodos de aproximacién bastante efi-
cientes (de tiempo polinomial con bajo grado). Mas atin, el encontrar heuristicas eficientes con un
buen desempefio parece un problema dificil para la mayoria de los problemas de cubierta de clase
y requiere de mas trabajo en el futuro.

Finalmente, otra direccion interesante para el trabajo a futuro es el de poder extender nuestros
resultados a espacios con dimension més alta.



L-corredor k-cromatico

5.1. Introduccion

Los problemas en los que se trabaja con conjuntos de puntos de mas de dos colores han sido de
interés desde hace ya varias décadas. No obstante, el enfoque que busca extraer un subconjunto de
puntos que contenga cada uno de los colores, bajo cierto criterio, es relativamente nuevo. Asi por
ejemplo, se ha planteado el problema de encontrar una poligonal de longitud minima que visite to-
dos los colores. Se sabe que este problema es N P-duro, ya que es una generalizacién del problema
del agente viajero (TSP). En [20], sin embargo, se muestra que al considerar ciertas restricciones
sobre la poligonal, el problema puede ser resuelto en tiempo polinomial.

Sea S un conjunto de n puntos en posicién general en el plano. Diremos que S es un conjunto
k-cromadtico, o k-coloreado, si cada uno de sus elementos tiene asociado un tnico color, digamos
i,con 1 < i < k.Dado p = (a,b) un punto en en el plano, le asociamos el siguiente conjunto
0, = {(x,y) : a < x, b < y}. Dado un punto ¢ = (c,d) en el interior de Q,, definimos el
L-corredor L(p, q) de la siguiente manera:

Lp,g) ={(x,y) :a<x, b<y<d}U{(x,y) :a<x<c b<y}

A lo largo de este capitulo, llamaremos a w, = c—a el x-ancho del L-corredor L(p, q), mientras
que wy, = d — b denotara su y-ancho. Cuando w, = w, = w, diremos que L(p, g) tiene ancho w, en
cuyo caso L(p, g) serd denotado como L,,(p).

El subconjunto C; € S que contiene todos los puntos de color i es llamado la i-ésima clase
cromadtica de S . Diremos que un L-corredor L(p, g) es k-cromatico, si L(p, g)NS contiene al menos
un punto de cada C;, 1 <i < k; véase Figura 5.1.

En este capitulo estudiamos como problema principal el encontrar un L-corredor k-cromatico
de minimo ancho, para el cual proporcionamos un algoritmo de O(n?) tiempo que nos permite en-
contrar una solucion. Este algoritmo representa una mejora a un resultado previo que presentamos
en [4], donde el algoritmo propuesto toma O(n? log k) tiempo para dar una solucion.

Asi también, es de nuestro interés un L-corredor k-croméitico que minimize la suma de su
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Figura 5.1: L-corredor k-cromatico inducido por los puntos py q.

Xx- y su y-ancho. Para encontrar un corredor solucién con estas caracteristicas, establecemos un
algoritmo de O(n*k) tiempo.

Otra version que estudiaremos al final es el encontrar un L-corredor k-cromatico de minimo
ancho bajo rotaciones del plano. Siendo mas precisos, dado un dngulo 6, con 0 < 6 < 2, llamamos
S ¢ al conjunto de puntos al que se mapea S cuando rotamos el plano 8 grados alrededor del origen.
Para una 6 en particular, denotamos como Lg(p) al L-corredor k-cromético de minimo ancho en
Sy, mientras que wy denota el ancho de Lg(p). Planteamos un algoritmo de o’ a(n) a(k) log k)
tiempo para encontrar un angulo 6 tal que wy es minimo, donde a(-) denota la funcién inversa de
Ackerman.

La motivacion original de los problemas bajo el paradigma de separacion k-cromética pro-
viene de situaciones que se presentan, principalmente, en el area de la Ubicacion de Servicios.
Supongamos que existen k tipos de servicios distintos en una poblaciéon, como mercados, farma-
cias, escuelas. Estos pueden ser modelados como un conjunto k-coloreado de n puntos en el plano.
Un criterio, que puede ser importante, para seleccionar la ubicacion de un nuevo fraccionamiento
de viviendas, es que se tenga al alcance en el posible vecindario al menos un representante de cada
uno de los servicios disponibles. Cabe hacer notar que, el uso de diferentes objetos geométricos
que separan al menos k puntos, uno de cada color, es lo que da sentidos distintos a que un servicio
esté al alcance.

5.2. Minimo ancho

En esta seccion, nos dedicaremos a describir el algoritmo que en O(n?) tiempo nos permite
solucionar el problema de encontrar un L-corredor k-cromatico de minimo ancho, ésto dentro de
un conjunto S que esta k-coloreado.



5.2 MINIMO ANCHO

59

Comencemos dando algo de notacion que nos sera de utilidad en el resto del capitulo. Conside-
remos un punto p = (a, b) y el conjunto Q,,. La frontera de Q,,, denotada como dQ,, es el conjunto
de puntos (x,y) € O, tal que x = a 0y = b. Como consecuencia, la frontera de un L-corredor
L(p, q) es la unién de 0Q, y 0Q,. Los conjuntos 0, y 00, seran llamados, respectivamente, la
frontera exterior e interior de L(p, q).

Diremos que un punto r € S en la frontera de L(p, q) es esencial, con respecto de L(p, q), si
no existe otro punto de S en el interior de L(p, g¢) con el mismo color que el de r. En el resto de
esta seccidn, asumiremos que el x- y el y-ancho de todo L-corredor considerado son iguales.

El siguiente lema caracteriza una solucion para nuestro problema.

Lema 4. Sea S c R? un conjunto k-coloreado de puntos en el plano. Existe un L-corredor
k-cromdtico de minimo ancho, L,,(p), que satisface las siguientes propiedades:

i) Cada uno de los rayos que forma parte de la frontera exterior de L,,(p) contiene un punto
esencial, y

ii) hay un punto esencial en la frontera interior de L,,(p).

Demostracion. Sea L,,(p) un L-corredor k-cromético de minimo ancho de S, tal que p = (a, b).
Supongamos que ninglin punto de S yace en el rayo horizontal »” de la frontera exterior de L,,(p).
Entonces, podemos trasladar p verticalmente y hacia arriba hasta que r’ toque un elemento p’ de
S. No es dificil ver que el L,,(p) inducido sigue siendo un objeto k-cromatico de S y con ancho w.

Si p’ es un punto esencial de L,,(p), entonces permanecemos ahi, ya que hemos encontrado un
L-corredor con un punto esencial sobre 7. Si p’ no es un punto esencial, continuamos desplazando
p hacia arriba e ignoramos los puntos en S que toquen r’ y que no sean esenciales de L, (p).
Observemos que eventualmente, 7’ pasara por un punto de S que sea esencial. De manera similar,
podemos probar que podemos trasladar L,,(p) horizontalmente y hacia la derecha, hasta que el
rayo vertical de su frontera exterior contenga un punto esencial con respecto de L,,(p).

De manera directa podemos ver que si la frontera interior de L,,(p) no contiene un punto
esencial, entonces al trasladar dicha frontera hacia p, podemos obtener un L-corredor k-cromatico
con un ancho menor a w, lo cual implicaria una contradiccién.

Dado un punto p = (a,b) en el plano, tomemos un punto r = (f,g) en Q,. Definimos
d(r,Qp) = f—ay dyr,Qp) = g — b, ala cuales llamaremos, respectivamente, la x- y y-
distancia del punto r a la frontera de Q,,. Asi, definimos también la distancia de r a la frontera de
0, como min {d,(r, Qp), dy(r, Qp)}y la denotaremos como d(r, Q).

Tomemos un punto en el plano p, tal que cada conjunto C; = C;N Q,, es distinto del vacio, con
1 <i < k. Podemos mostrar de manera sencilla como encontrar en tiempo lineal el minimo ancho
w tal que L,,(p) es k-cromético. Para cada C l’ , encontramos el elemento m; € C l’ que minimiza su
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distancia, d;, a 0Q,,. Notemos que si w = max {d,d>, ..., d; }, L,,(p) es el L-corredor k-cromatico
de minimo ancho contenido en Q,,.

Dado lo anterior, podemos obtener facilmente un algoritmo de O(n?) tiempo para encontrar un
L-corredor k-cromatico en §. Para cada par de puntos p;, p; € S, sea p el punto de interseccion
de la linea horizontal que pasa a través de p; con la linea vertical que pasa por p;, o la recta
vertical que pasa por p; y la recta horizontal que pasa por p;, de tal forma que p; y p; pertenecen
a Q,. Entonces, como primer paso, en tiempo lineal podemos averiguar si Q, contiene al menos
un elemento de cada clase cromética en S, y en caso afirmativo en tiempo lineal encontramos el
minimo w tal que L,,(p) es k-cromatico; en caso contrario, simplemente ignoramos el conjunto
Q). Al repetir este proceso por cada par de puntos en S encontraremos el L-corredor deseado.

Nuestra intencién a continuacion serd el describir como podemos generar y procesar todos los
conjuntos Q, inducidos por pares de puntos en S, de tal manera que en O(n?) tiempo podamos
encontrar una solucioén a nuestro problema.

Dado p € RZ2, retomemos nuestros conjuntos le = CiNnQp,conl <i < k. Recordemos
que si para alguna i, C; = 0, Q) no contiene un L-corredor k-cromético. Supongamos entonces
que C; # () para toda i. Sea p,(; el punto en C; con minima x-distancia a Q,, mientras que
Pp(i) Tepresenta al punto en C; con minima y-distancia a Q,. Para cada conjunto Q,, que podemos
inducir, mantendremos las listas V), = {pg1) ..., Py} Y Hp = {Pp(1)- - -» Ppty}- Para cada C7,
si dy(poiiy» Qp) < dy(ppiy» Qp), entonces m; = py(;), de lo contrario m; = p,;). Mantendremos

también la lista M), = {my, ..., m}.

5.2.1. Numero discreto de conjuntos Q,

Sea u = (a,b) un punto en S y S, el subconjunto de puntos de S contenidos en el semiplano
cerrado inducido por la linea horizontal que pasa por u. Supongamos que los puntos en S, estan
etiquetados como py, pa,..., ps tal que sii < j, entonces la coordenada x de p; es mayor que la de
pj- Notemos que el punto u es algin p;, 1 <i<t.

Barramos el plano de derecha a izquierda con una recta vertical £, y detengamonos en cada
punto p; = (x;,y;) en S,. En cada una de estas paradas, podemos determinar un conjunto Q,, tal
que p = (x;, b). Por supuesto, para cada uno de estos conjuntos Q,,, podemos inducir sus listas H,,,
V, y M), correspondientes. Observemos que para dos puntos consecutivos p; y pj;1, Sus respectivas
listas M), pueden ser drasticamente distintas; ver Figura 5.2.

De hecho, las listas H,, V,, y M, se ven afectadas debido a dos tipos de eventos, los cuales
pueden ocurrir cada vez que nos detenemos en un nuevo punto p; € S,, con color j, durante el
barrido con la recta vertical ¢:

Tipo I: Cuando ¢llega a p;, este punto se convierte en el punto més cercano de color j a la frontera
del conjunto inducido Q,, por lo que debe estar en M,,. Claramente, p; debe estar también
en V), y posiblemente en H,.

Tipo II: Supongamos que cuando ¢ se detiene en p;_, el punto de color ¢ # jen V, N M, es p;.
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Figura 5.2: M, difiere drasticamente de pg a pyo.

Sea también p, el punto en H,, con color ¢,con r < s < i, y supongamos que d,(p,, Q) = d.
El punto pg no serd parte de V, N M, en la parada p;, si x; — x; > d. Notemos que este
tipo de evento ocurre debido a que d.(p;, Qp) se vuelve cada vez més grande conforme
¢ se desplaza a la izquierda en el barrido, mientras que d,(p;, Q,) permanece igual. Asi,
asociamos al punto real ps un punto artificial de color t, p’, = (x; —d, y,), el cual representa
el momento exacto donde un evento de este tipo se sucita.

Diremos que un punto artificial p de color jesta inactivo si hay un punto real p, # p;, también
de color j, tal que x; < x, < x;; en caso contrario diremos que p; esté activo. Entonces, a causa de
estos dos tipos de eventos, si el barrido de recta considera los puntos reales y los puntos artificiales
activos, podemos observar lo siguiente:

Observacion 5. Sean py, p2,..., p; los puntos reales y artificiales activos en S, etiquetados en
orden decreciente de acuerdo a su coordenada x. Entonces, las listas H,, V), y M, en p; difieren a
lo méas en un elemento de su configuracion en el punto p;, .

Ahora podemos demostrar el resultado siguiente:

Lema 5. Dado u = (a,b) € S, sea R = {p1,p2,...,p:} la lista de puntos en S, ordenados
decrecientemente por su coordenada x. Es posible construir en O(n (log n+k)) tiempo lo siguiente:

a) La lista A de puntos artificiales asociados a los puntos reales en S ,,, ordenados por su coorde-
nada x; particularmente los que son activos.
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b) Para cada punto real o artificial activo, sus listas V, y H,, cuyos elementos estan ordenados
por su coordenada x y su coordenada y, respectivamente.

c) Si existe, el L-corredor k-cromdtico de minimo ancho, L,,(p), tal que u es un punto esencial en
su frontera exterior.

Demostracion. Mostraremos que las estructuras de los incisos a) y b) pueden obtenerse conforme
iteramos sobre los elementos de R. Entonces, supongamos que en p; = (x;,y;) € R, la lista A
que contiene los puntos artificiales p; = (x},y)) asociados a los puntos p;, con [ < i, han sido ya
calculados; los puntos en dicha lista estan ordenados por coordenada x. k de los elementos de A
estan identificados por apuntadores a(j), 1 < j < k, los cuales representan el tltimo punto de color
J que fue insertado. Supongamos también que ya tenemos las listas H,, y V,, de cada punto real y
cada punto activo con coordenada x mayor o igual que x;.

Sea ps = (e, f) el punto activo en A con la coordenada x mas grande, tal que e < x;. Si
Xiy1 < e, entonces podemos construir las listas H, y V), asociadas a p, sin ningin problema,
como veremos un poco mas adelante.

Por el contrario, si e < x;;1,ademds de construir para p;;1 € C; sus listas H, y V,,, necesitamos
considerar un poco de trabajo extra. El punto a(j) = (¢, d) se marca como inactivo si ¢ < x;;1. El
punto artificial asociado a p;4; se calcula al consultar el punto de color jen la lista H, de p;, ya
que éste representa el punto de dicho color con minima y-distancia en el conjunto inducido Q,, en
pi; este nuevo punto artificial se marca como activo y es insertado en A en O(log n) tiempo.

Con el fin de construir las listas H,y V), para un punto de color j, en cualquiera de los dos
casos anteriores, hacemos lo siguiente. Sea s = (g, m) el punto de color jen la lista H, asociada a
pi. Debido a la Observacion 5, para el caso cuando vemos el punto real p;,;, podemos hacer una
copia de la lista H,, asociada a p; en O(k) tiempo. Si y; < m, entonces eliminamos s de la copia
e insertamos p;.1 en O(log k) tiempo. Dicha lista resultante es precisamente la lista H, de p;y1;
ademds podemos asegurar que p;+ 0 s no participan en H, N M,,. Ahora, con respecto a la lista
V), para p;;1, una vez mas podemos hacer una copia de la lista V,, de p;, eliminamos su punto de
color j e insertamos p;41 como el nuevo punto de dicho color que participa en V,, N M,,.

Si el punto p, es considerado, en lugar de eliminar s del duplicado de la lista H,, de p;, solo
lo marcamos como miembro de H, N M,. Entonces, podemos asignar dicha lista H, a p,. Para
su lista V), simplemente copiamos la lista V,, de p; y se la asignamos a p,, asegurando que su
elemento de color j no participa en V, N M,,.

Después de que hemos construido ambas listas, H, y V), nos movemos hacia adelante en A
para buscar el siguiente elemento activo, que sera el proximo elemento p4 a considerar. Notemos
que una vez que un elemento en esta lista es procesado, nunca es considerado otra vez.

El tiempo total para construir todas las listas H, y V,,, para cada punto real o punto artificial
activo, toma O(nk) tiempo.

Sélo resta mostrar como podemos generar el L-corredor k-cromético L,,(p) de minimo ancho,
tal que u es un punto esencial que se encuentra en su frontera exterior. Una vez que hemos generado
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las listas H, y V, para un punto, real o activo, podemos usar un max heap para representar cada
una de estas listas. El heap que representa a H, nos proporciona el elemento en H, N M, con la
coordenada y mas grande, ésto en O(log k) tiempo. Lo mismo puede ser hecho para V,, pero en
este caso obtenemos el elemento en V, N M), con la coordenada x més grande. El maximo entre
estos dos valores arrojados por los heaps, llamado max, se asocia también al punto en turno.

Asi, al final, podemos iterar nuevamente sobre los puntos de R, y mantenemos el punto cuyo
valor de max es el més pequefio, ya que éste garantiza que hemos encontrado el L-corredor con
minimo ancho. Esta nueva iteraciéon toma O(n) tiempo, por lo tanto el resultado se sigue.

El uso del Lema 5 en cada punto de S implica inmediatamente un algoritmo de O(n?(log n+k))
tiempo para obtener una solucidén a nuestro problema. No obstante, un analisis mas cuidadoso
puede llevarse a cabo para lograr una nueva mejora. Sean u = (uy,uy) y v = (Vy,vy) dos puntos
consecutivos en S de acuerdo a su coordenada y, y supongamos que v es el punto con la ordenada
mas grande. Al aplicar el Lema 5 sobre u, podemos disponer de todas las listas. Mostraremos a
continuacién cémo podemos actualizar éstas estructuras para obtener una soluciéonen S, = S, \{u}.

Notemos que los puntos reales en S, y S, son los mismos, excepto por supuesto por u; lo que
necesitamos considerar con cuidado es como se afecta la lista de puntos artificiales. Sea A, la lista
de puntos artificiales en S, y sea d = v, — u,. Podemos observar lo siguiente:

Observacion 6. Dos situaciones surgen cuando nos movemos de u € C; hacia v:

1. Dado un punto artificial en A, cuyo color es distinto de j, podemos obtener su nueva posi-
cion en la lista de puntos artificiales A,,de S, al incrementar su coordenada x en d unidades.
Mas atin, todos los puntos artificiales de color distinto a j, preservan el mismo orden relativo
al que tienen en A,; los puntos con estatus de activo en A, conservan su condicién en A,.

2. Todos los puntos artificiales en A, de color j y coordenada x mas pequefia que u,, dependen
de u. Entonces, sus coordenadas x necesitan ser recalculadas de manera particular.

Dado lo anterior, estamos listos para demostrar lo siguiente:

Lema 6. Sean u € C; y v dos puntos consecutivos en S, de acuerdo a su coordenada y, donde
v es el punto con ordenada mds grande. Dada la lista de puntos artificiales en S, A,, podemos
obtener en O(n) tiempo la lista de puntos artificiales A, en S ,.

Demostracion. Podemos calcular, por la Observacion 6, el punto artificial asociado a cada punto
en S, de color distinto de j en tiempo lineal. Hay que notar que algunos de los puntos artificiales
inactivos en S, pueden convertirse en activos en S ,. El determinar cuéles de ellos caen en dicho
caso puede hacerse en tiempo lineal, ésto al barrer el plano de derecha a izquierda con una recta
vertical y deteniéndonos en cada punto de §,.
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La lista ordenada de puntos artificiales de color j en S, puede obtenerse también en tiempo
lineal con la misma idea del barrido de derecha a izquierda. Si un punto en dicha lista es activo o
no, puede determinarse a lo largo del barrido.

Por tanto, A, puede obtenerse al mezclar las dos listas ordenadas de puntos artificiales descritas
arriba, lo cual claramente toma O(n) tiempo.

Algo que nos serd de utilidad més adelante es el asumir que la lista H),, asociada a un punto
inactivo p! de color j, siempre existe. Este tipo de lista serd una copia de la lista H, asociada al
primer punto real g € C; a la izquierda de p;, €l cual determina el estatus de inactivo del punto p;.
De hecho, la construccién de todas las listas de este tipo puede hacerse conforme construimos las
listas H,, en el Lema 5, sin ninglin costo extra.

Observemos que tnicamente las listas H), asociadas a puntos reales o a puntos artificiales en
S ., con coordenada x a lo més u,, contienen el punto u. Existe un nimero lineal de dichas listas y
necesitamos modificarlas cuando nos movemos de u a v.

El siguiente lema introduce una idea clave, la cual es usada para actualizar cada lista H, en
S ., ésto para que su informacién quede acorde a §, = §, \ {u}, reflejando el hecho de que todos
los conjuntos Q,, considerados en S, tienen al punto u en su frontera exterior.

Lema 7. Sean u € C;y v dos puntos consecutivos en S de acuerdo a su coordenada y, donde v es
el punto con la ordenada mas grande. Cuando nos movemos de u a v, toma O(1) tiempo el insertar
al punto apropiado z # u, de color j, en cada H), de S, que contiene a u.

Demostracion. Sea z el punto de color j en la lista H, asociada al punto g que se encuentra
inmediatamente a la derecha de u en S ,,. La primera lista que necesitamos modificar es la asociada
al punto ¢’ # u, cuya coordenada x es la més grande y a lo mas u,.

La presencia de u en la lista H, de ¢’ puede eliminarse en tiempo constante, simplemente
extrayendo el punto de color j en la lista. La insercién de z, el nuevo punto de color j en H,,
puede hacerse de la manera siguiente: sean /'y I’ los colores de los puntos que estan justo antes y
después de z en la lista H,, de g. Podemos obtener los puntos r y r’ en la lista H, asociada a ¢’,
de colores [ y I’ respectivamente, en tiempo constante. A causa de la Observacion 5, al realizar a
lo mas tres comparaciones entre las coordenadas y de z, r y 1, es posible determinar la posicién
exacta en la lista H, de ¢’ donde se debe insertar a z. Podemos aplicar este mismo argumento de
manera iterativa en el O(n) listas a la izquierda.

Como ya lo mencionamos, v es el punto de su color més cercano a cada cuadrante O, que es
considerado en S, lo cual puede reflejarse en cada lista H, de un punto con coordenada x a lo
més v, en tiempo constante. u

Cuando nos desplazamos de u a v, necesitamos considerar también la nueva posicion de cada

punto artificial p! para actualizar algunas listas H),. Teniendo en cuenta la Observacion 6, el punto
, . . C ,

p; intercambia su posicion con cada punto real que yace entre la posicion inicial de p’ en A, y su
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posicion final en A,. En cada uno de estos intercambios, algunos cambios deben hacerse en la lista
H, del punto real en turno, pero también a la lista H,, de p!.

Sea p; € C,, el punto real al cual p’ esté asociado, con m # j. Si p/ es activo en A,, pero no en
A, ,entonces eso significa que existe un primer punto real ¢, de color m, a la derecha de p;. Ya que la
lista H), asociada a p! es una copia de la lista H,, de ¢, los tinicos puntos reales en los que estamos
interesados son los que se encuentran en el intervalo abierto (g, p}). El siguiente lema muestra
el tiempo requerido por cada uno de estos cambios de posicion para hacer las actualizaciones
correspondientes.

Lema 8. Las listas afectadas por un intercambio entre un punto artificial p; y un punto real r,
cuando nos movemos de u a v, pueden actualizarse en O(1) tiempo, donde p; y u tienen distinto
color.

Demostracion. Sea r’ el siguiente punto real a la derecha de r. Podemos obtener en tiempo cons-
tante el punto z en la lista H, de r’, que tiene el mismo color que el de r, y también los dos colores
de los dos puntos alrededor de z en dicha lista H,. Entonces, debemos eliminar r de la lista H,, de
p; € insertar z en la posicion correcta; ambas operaciones pueden hacerse en tiempo constante al
usar la misma técnica que se describe en el Lema 7. También marcamos a p; como miembro de
H, N M, enlalista H, de r. Por tanto, se sigue el resultado.

Observacion 7. Siu € C;, pero v ¢ C;, entonces los puntos artificiales de color j, asociados a los
puntos reales cuya coordenada x es a lo més u,, se desplazan a la izquierda. Las actualizaciones
necesarias (inserciones, desactivaciones, etc.) pueden hacerse al usar las mismas ideas descritas
en el lema anterior, pero en este caso, de derecha a izquierda.

Establecemos ahora el teorema siguiente, ya que al barrer el plano de abajo hacia arriba, con
una recta horizontal, podemos hacer un niimero lineal de paradas al considerar cada punto de S .

Teorema 5.1. Sea S un conjunto k-coloreado de n puntos en el plano en posicion general. Es
posible encontrar un L-corredor k-cromdtico de ancho minimo, L, (p), en O(n?) tiempo.

Demostracion. Sea u el primer punto de S en el cual se detiene un barrido de recta de abajo hacia
arriba. Por el Lema 5, es posible saber el L-corredor k-cromético de minimo ancho L,,(p), tal que
u es un punto esencial en su frontera exterior.

Lo que necesitamos entonces es contar el nimero de actualizaciones que puede haber durante
el resto del barrido de abajo hacia arriba. Cuando la recta pasa al siguiente punto, llamémoslo v, el
Lema 6 nos garantiza que la nueva lista ordenada de puntos reales y puntos artificiales (activos) en
v se obtiene en O(n) tiempo. Asi, un barrido de izquierda a derecha, que se detiene en cada punto
de esta lista, puede realizarse.

Las listas V,,, cuyos puntos estan ordenados por coordenada x, pueden actualizarse sin ningin
problema. La clave para lograrlo reside en que la x-distancia de un punto al conjunto Q, en turno
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siempre aumenta conforme el barrido se desplaza a la izquierda. Cuando un punto real se conside-
ra, s0lo necesitamos hacer un borrado y una insercion de un elemento en V,; ambas operaciones
pueden hacerse en tiempo constante. Para el caso en que nos detenemos en un punto activo de color
i, s0lo necesitamos establecer que el punto de dicho color en V), no es un miembro de V,NM,,. Cla-
ramente, el punto en V,, con maxima x-distancia se puede mantener también en tiempo constante
a lo largo de este barrido de derecha a izquierda.

Por el Lema 7, en cada parada del barrido de abajo hacia arriba, necesitamos gastar O(n)
tiempo con el fin de eliminar la presencia del punto anterior en que nos detuvimos de las listas H,.
Notemos que el nimero de intercambios, es decir, el nimero de actualizaciones adicionales que se
hacen a las listas H), no es el mismo para cada parada del barrido de abajo hacia arriba. Entonces,
podemos usar el siguiente argumento amortizado para contar el nimero total de intercambios que
se sucitan durante todo el barrido. Sea ¢ € C; un punto en S, por el Lema 8 y la Observacion 7,
un punto artificial p; € Cy, con j # m, intercambia su posicion con g a lo méds dos veces. Asi,
el nimero de veces que ¢ intercambia de posicién con un punto artificial, de cualquier color, es
menor que Zi.‘: 1 2IC;| = 2n. Entonces, el ntimero total de intercambios al final del barrido de abajo
hacia arriba es de O(n?), ya que ¢ puede ser cualquiera de los # puntos en S .

Como consecuencia, el L-corredor k-coloreado de ancho minimo, tal que un punto v es un
punto esencial en su frontera exterior, pude determinarse en tiempo lineal después de haberse
actualizado todas las listas H), y V), en cada parada v del barrido de abajo hacia arriba.

Por lo tanto, al final del barrido de abajo hacia arriba, obtenemos en O(n?) tiempo el L-corredor
k-cromatico de ancho minimo en § .

5.3. Suma de w, y w, con minimo valor

En esta seccion tratamos con un problema de optimizacién distinto: encontrar el L-corredor
k-cromatico L(p, q), tal que la suma de sus anchos es minima.

El siguiente lema caracteriza una solucion para este problema y su prueba se deja al lector, ya
que ésta es practicamente igual a la del Lema 4.

Lema 9. Sea S un conjunto k-coloreado de n puntos en el plano en posicion general. Entonces,
existe un L-corredor k-cromdtico que minimiza la suma de sus anchos y satisface lo siguiente:

i) Cada uno de los rayos que pertenece a la frontera exterior de L(p,q) contiene un punto
esencial.
ii) Cada uno de los rayos que forman parte de la frontera interior de L(p, q) contiene un punto

esencial.

El algortimo propuesto para resolver este problema usa las misma ideas bésicas descritas en
la Seccién 5.2: dado un conjunto Q,,, encontramos un conjunto Q, que nos permita generar un L-
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corredor k-cromatico con las caracteristicas deseadas. Asi, llevaremos nuevamente a cabo un doble
barrido con rectas, uno vertical y otro horizontal, ésto con el fin de procesar todos los posibles
conjuntos Q,, inducidos por pares de puntos en S .

Usamos una vez mas las listas H,, y V,, pero en este caso sus elementos estidn ordenados en
orden creciente de acuerdo a su coordenada y y x, respectivamente. Sea A; el i€simo elemento de
H,,con 1 < i < k; definimos H;, = {hy,..., h;}. Andlogamente, sea V;, el conjunto que contiene
los primeros i puntos de V). Podemos ver, de manera directa, que la Observacion 5 sigue siendo
vélida para el problema que tratamos en esta seccion.

Supongamos que hemos encontrado un L-corredor solucién L(p, g). La propiedad ii) del Lema
9 nos dice que hay dos puntos, h; € H, y v; € V,, cuyos colores son diferentes y definen el
conjunto Q,. Entonces, no existe un punto en H;, con el mismo color del punto v;, y también

no hay un punto en Vf,I con el mismo color del punto 4;. Notemos que HL U VIJ7 es un conjunto
k-coloreado.

Dado un conjunto Q,, nuestro algoritmo itera sobre cada elemento de V,,, comenzando con el
tultimo. Para cada v;, encontramos un punto /; € H,, aquel con minimo indice tal que V}, U H,J,.
es un conjunto k-coloreado. Asi, asumamos que al estar en v;, su elemento correspondiente es
hj, lo cual nos permite definir un conjunto Q,. Observemos que cuando pasamos al punto v;_p,
no necesitamos revisar nuevamente los elementos /4; con [ > j. Por tanto, esta iteracion sobre V),
toma O(k) tiempo amortizado. Realizamos también este tltimo proceso, pero iterando sobre H), en
orden decreciente. Conforme consideramos distintos conjuntos Q,, preservamos la mejor opcion.

Con todo lo anterior, este resultado se sigue inmediatamente:

Teorema 5.2. Sea S un conjunto k-coloreado de n puntos en el plano en posicién general. Es
posible encontrar un L-corredor k-cromdtico L(p, q), el cual minimiza w, +w,, en O(n’k) tiempo.

5.4. Version no orientada

En esta seccion, una vez mas estamos interesados en encontrar un L-corredor k-cromatico con
minimo ancho en un conjunto k-coloreado S de puntos en el plano. No obstante, en contraste
con los resultados presentados en la Seccidén 5.2, aqui abordamos este problema considerando
rotaciones del plano.

Dado un 4ngulo 6, con 0 < 6 < 2, llamamos S¢ al conjunto de puntos al cual se mapea S
cuando rotamos el plano 6 grados alrededor del origen. Ly(p) denotard un L-corredor k-cromatico
de minimo ancho para Sy, wg denota su ancho , y an, representa su frontera exterior. El algo-
ritmo que presentamos a continuaciéon encuentra un angulo 6 tal que wy se minimiza, ésto en
O(n’a(n) a(k)log k) tiempo.

Notemos que el Lema 4 es véilido también para una solucién Lgy(p) de este problema. Entonces,
a partir de ahora, supondremos que cada uno de los rayos de la frontera exterior de un L-corredor
solucién pasa a través de un punto esencial diferente. Los resultados presentados mas adelante
pueden ser modificados facilmente para el caso cuando estos dos puntos son el mismo.
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Seanr,r’ € S los puntos esenciales en cada uno de los rayos de (9Qf, de un L-corredor solucién
Lg(p). El punto p debe estar en uno de los semicirculos cuyos extremos son r y r’; véase Figura
5.3.

Figura 5.3: Un L-corredor k-cromético de ancho minimo .

Asi como lo hicimos antes, la idea detras de nuestro algoritmo para encontrar una solucién es
considerar diferentes conjuntos Qf,. Dados dos puntos g y ¢’,ambos en S, sea Qf] un conjunto cuya
frontera pasa a través de ¢ y ¢’. Conforme movemos el punto p sobre uno de los semicirculos con
extremos en g y ¢, los puntos en S pueden entrar, permanecer o salir del conjunto Qf, inducido.
En cada instante, necesitamos saber, para cada clase cromaética, cuél es el punto mas cercano a
8Q§, en el interior de Qf,. Si supiéramos estos puntos, entonces una posible solucion estaria dada
por el punto del color mas lejano que minimiza su distancia en todo el circuito hecho por p desde
q hasta q’.

Con el fin de encontrar dichos puntos mds cercanos a dQ?, usamos la dualidad geométrica
punto-recta: dado un punto p y una recta £, denotamos como p# y * sus duales, respectivamente.
Asi, sea D el arreglo de rectas duales asociadas a los puntos en el conjunto S'; sean también X y y
las dos rectas que contienen la frontera de un conjunto Q% el cual pasa por gy ¢'.

Observemos que el movimiento de p, desde ¢ hacia ¢’, equivale a barrer el espacio dual con
dos rayos verticales, los cuales empiezan a moverse a partir de X y y* y su distancia relativa es
5. No obstante, no barreremos el espacio dual con dichos rayos, en su lugar, construimos una
subestructura de O para obtener la informacion necesaria.

Denotemos como m(X) a la pendiente de la recta X. Dado un conjunto 0%, no es dificil ver que
cada punto s € S entra y sale de Qf] a lo més una vez. Considerando este hecho, asociamos a cada
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punto s el conjunto r*:

r‘={(@b)es+ |mx)=a = sEQIO,}

Entonces, para cada color i, con 1 < i < k, podemos construir un arreglo Af, el cual consiste
de todos los conjuntos r* asociados a los puntos de color i en S. Observemos que cada arreglo
A7 contiene O(n) segmentos de recta; el punto de color i més cercano al rayo X en el interior
de Q7, cuando X tiene pendiente a, estd dado por la envolvente inferior de los elementos en Al
Andlogamente se puede definir el conjunto Alyf , ésto al considerar como referencia el rayo y.

Asi, nuestro objetivo es traslapar los dos subarreglos, A} y Aly. , de tal manera que la envolvente
inferior del arreglo resultante, A;, nos proporcione el punto de color i més cercano a an), ésto en
cada instante dell movimiento que realiza p desde ¢ hacia ¢’. Con el fin de lograr este traslape, es
necesario obtener dichos subarreglos A7y Alyf en el espacio dual, al establecer g y ¢’, respectiva-
mente, como el origen del espacio primal. Por tanto, si s es el punto de color i més cercano a la
frontera de Qf, para una orientacién 6 del rayo X, entonces el punto en s* con abcisa a es parte de
la envolvente inferior de A;.

Se sabe que la envolvente inferior de un arreglo cuyos elementos son segmentos de recta,
como es el caso de A;, puede obtenerse en O(nlog n) tiempo [66] (Corolario 6.6). La complejidad
combinatoria de dicha envolvente superior es O(n a(n)) (Corolario 2.17), donde a(-) denota la
funcidn inversa de Ackerman. Sea (A el arreglo formado por todas las envolventes inferiores L(4;),
con 1 < i < k. El punto mas cercano del color mas lejano a an, se obtiene entonces al determinar
el minimo de la envolvente superior de A. El arreglo A se puede ver como un arreglo con k cadenas
poligonales, cuyo nimero total de segmentos en O(n a(n)), entonces su envolvente superior puede
calcularse en O(n a(n) a(k) log k) tiempo.

Consecuentemente, al aplicar el algoritmo previo para cada par de puntos en S, podemos
establecer el resultado siguiente.

Teorema 5.3. Sea S un conjunto k-coloreado de n puntos en el plano en posicion general. Pode-
mos encontrar en O(n’a(n)a(k) log k) tiempo un dngulo 6, tal que el L-corredor k-cromdtico Lg(p)
tiene ancho minimo.

5.5. Comentarios finales

La investigacion que puede iniciarse directamente, con base en los resultados presentados a
lo largo de este capitulo, bien podria ser el encontrar algiin detalle o idea clave que nos ayude
a mejorar cualquiera de las complejidades de los algoritmos mostrados, tal y como fue el caso
del algoritmo final que se presentd en la Seccidn 5.2. Probablemente, en el caso no orientado
de minimo ancho y en el orientado que minimiza la suma de sus anchos es donde existan mas
posibilidades de hacer dicha mejora.

También seria deseable el establecer una cota minima de complejidad para alguna de las ver-
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siones aqui estudiadas; inclusive, se podria plantear y estudiar la variante no orientada de un L-
corredor k-cromético que minimice la suma de sus anchos.

Como se menciond al inicio de este capitulo, el estudio de objetos k-cromaticos bajo ciertas
restricciones es un area relativamente nueva. Por tanto, hay todavia mucho que investigar al res-
pecto y tal vez para comenzar, uno podria preguntarse por el tridngulo k-cromatico de area minima
en un conjunto de puntos.
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