GERSDD NAC‘ONALAUTONOMABMEX/CO
=) ﬁzj

Maestria en Docencia
para la Educacién Media Superior

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

MAESTRIA EN DOCENCIA PARA LA EDUCACION
MEDIA SUPERIOR

FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES ACATLAN

Propuesta para la comprension y
aplicacion del concepto de limite de una
funcién en la materia Matematicas V del

Colegio de Bachilleres del Estado de

México

T E S [ S

QUE PARA OBTENER EL GRADO
DE MAESTRO EN DOCENCIA
PARA LA EDUCACION MEDIA
SUPERIOR, EN MATEMATICAS

P R E S ENT A

Lic. Mat. Lazaro Villa Valdin

Tutor: M.Il. Victor José Palencia Gomez

Noviembre de 2011



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



RESUMEN:

La operatividad tradicional algoritmica algebraica del limite no
lleva a los alumnos a la conformacién del concepto en el Colegio
debido a la dificultad de los signos, sin embargo al trabajar con la
visualizacion de las gréficas de las funciones se crea una
alternativa de aprendizaje, ya que el registro grafico es una
ayuda en la construccién del concepto.

ABSTRACT:

The traditional work algoritmic-algebraic of the boundary
doesn’t carry the students to conform the concept in the College
because there is a difficult of the signs, however in the work with
the vision of the graphic function it gives another way of
learning, because the graphic sign involve a helping in the
construction of the concept.
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INTRODUCCION.

El aprendizaje del concepto de limite en las aulas es un proceso que no es sencillo, es
un tratamiento natural del desarrollo conceptual del Célculo, que debido a la diversidad
de contenidos crea una problematica de asimilacion de ideas en los alumnos.

El Algebra, la Geometria Plana, la Geometria Analitica, Funciones y el Célculo
Diferencial e Integral, son los ejes de estudio medulares en Matematicas en el Colegio
de Bachilleres del Estado de México, Plantel 09, Huixquilucan, en ellas existe un
proceso de desarrollo de ideas hacia una estructura matematica.

La problemética de aprendizaje del limite que se imparte en el curso de Matematicas
V de Célculo Diferencial del Colegio, consiste en la poca o nula generaciéon y desarrollo
de esquemas de ideas mateméaticas y se debe a la dificultad de operacion basada en
un lenguaje algoritmico algebraico propio del Célculo.

Los alumnos en el proceso de aprendizaje se confrontan con una situacién poco
alentadora debido a que una caracteristica basica de las matematicas es su
abstraccion. Las primeras abstracciones se realizan a partir del mundo material, y
mediante una reconstruccién conceptual se produce un modelo de ella.

Al permitir el andlisis y percibir las generalidades de las manifestaciones propias de
una realidad, la abstraccién abre el camino hacia un conocimiento mas profundo y
permite un mayor logro de estructuracion y desarrollo de modelos matematicos.

Las relaciones de los procesos del pensamiento que los alumnos llevan a cabo en una
perspectiva epistemoldgica del concepto de limite, no se construyen de manera
inmediata debido a las dificultades de asimilacion de los contenidos.

Para los alumnos no constituye una estructura de interpretacién y conocimiento,
porque no logran operar bajo un lenguaje algebraico correctamente.

Las concepciones matematicas se formaron como resultado de un complejo vy
prolongado proceso social e intelectual.

Es decir, en la produccion de ideas matematicas se da una secuencia gradual de
niveles de abstraccion.

Los alumnos no logran relacionar un alto grado de correspondencia entre sus
operaciones y la realidad de la estructura algebraica que se modela en el estudio del
limite.

Las acciones se organizan en esquemas. Los alumnos no realizan una reflexion sobre
la produccion de un conocimiento que ya no se refiere a un conocimiento de objetos
materiales, sino a operaciones en un conocimiento de objetos matematicos. Lo que
hace que los alumnos tengan poca alternativa de operacion debido a que las acciones



de las estructuras algebraicas se relacionan con estructuras mas abstractas y llevan a
un nivel profundo de conceptualizacion.

Para verificar si un modelo y su teoria reflejan la realidad hay que confrontarlo con
ella. Al considerar las acciones como procesos de operatividad en el proceso de
construccion del conocimiento, desde el punto de vista ontogenético la accion precede
al conocimiento. Para conocer la realidad hay que operar sobre ella. Las reflexiones
sobre las acciones producen un conocimiento “l6gico matematico”. Este proceso de
reflexion se conoce como abstraccién reflexiva. Con un tratamiento filogenético se
aprecia esta interiorizacion de las acciones mediante una reflexion consciente de ellas.

La parte de las mateméticas dedicada al estudio de las funciones es el andlisis. El eje
de estudio en Calculo Diferencial es el tema de funciones. El tratamiento de los
contenidos del concepto de funcién constituye una actividad principal de estudio que los
alumnos deben conectar y explorar como parte importante en la fundamentacion del
proceso de asimilaciéon y acomodacion en el aprendizaje del concepto de limite.

La situacion actual sobre la ensefianza de limite en el curso, se centra en el modelo
tradicional de transmision de conocimientos consistentes en abordar los temas bajo un
esquema de un analisis de vecindades, lo que conduce a una trasmisién de ideas muy
rigidas y esto ocasiona un conflicto cognoscitivo al operar en términos de conjuntos
abiertos.

El programa oficial que rige la trasmision de conocimientos en el Colegio para el curso
de Célculo Diferencial, en el apartado de Limites, establecido por el programa oficial de
Bachillerato de la SEP es el siguiente:

Temal: Limite de Funciones Constantes.
Tema2: Limite de Funciones Racionales.
Tema3: Limites Laterales.

Tema4: Estudio de la no existencia del limite.

En ella y como parte de la planeacién de los contenidos se dispuso de 3 semanas
para cubrir estos temas de limites, distribuidos en 8 sesiones de 50 minutos, en 3
sesiones por semana.

La filosofia del Colegio apunta en la transmision de conocimientos y como parte de la
formacion de los alumnos, donde se logren identificar como Institucion, con valores
apoyados en el aprovechamiento y exigencias de los recursos que la Escuela les
brinda para elevar la calidad de su Educacién; sin embargo, consciente sobre el
espiritu de los contenidos matematicos, esto no es suficiente porque no se ha logrado
gue los alumnos desarrollen un aprendizaje significativo, o que ha sido motivo de
inquietud y en parte es la problematica que se aborda con el desarrollo de actividades.

Las dificultades de aprendizaje observadas en las aulas se deben en parte en que se
presenta en tan solo tres semanas de clases, segun lo marca el calendario oficial de la



SEP, lo cual resulta ser insuficiente debido al tratamiento algoritmico algebraico que se

le da.

El desarrollo de una clase tradicional esta basado en la Planeacion del Avance
Programatico que emite la Secretaria de Gobernacién y es el siguiente:

PLAN CLASE. ASIGNATURA: CALCULO DIFERENCIAL

TEMA: LIMITE DE FUNCIONES RACIONALES.

Sesion 8

27/08/2010

OBJETIVO DEL TEMA: El alumno estudiara el limite de funciones racionales.

OBJETIVO DEL SUBTEMA: El alumno calculara

funciones racionales.

el limite de expresiones algebraicas de

APRENDIZAJES A LOGRAR: Calcular el limite
de funciones racionales cuando x tiende a cero, a

infinito y cuando tiende a un valor numeérico

CONOCIMIENTOS PREVIOS: Propiedades
de campo de los nimeros reales, sucesiones,

trigonometria, funciones, ecuaciones.

establecido.
ACTIVIDADES
Fase de apertura
TECNICA: Verbal y simbolica.
Socializacion de Objetivos TIEMPO 5/5 | MATERIAL: Marcador y pizarron.
1.- Los alumnos discutiran los contenidos sobre las estructuras del RECOMENDACIONES: Inducir a la

calculo del limite.

creatividad y pensamiento critico.




1. Explicacion de limite de funciones TIEMPO 5/10

racionales

TECNICA: Verbal y simbolica.
MATERIAL: Marcador y pizarron.

RECOMENDACIONES: Hacer

Proposito de la actividad: Describir un esquema general de los

contenidos matematicos de limites de funciones racionales.

dibujos sobre los conceptos de limite.

Fase de desarrollo

2. Presentacion y Estudio de los limites TIEMPO

de funciones racionales en forma 10/20

matematica.

Propdsito de la actividad: Presentacion de los contenidos matematicos de los

limites de funciones racionales.

TECNICA: Verbal y
simbdlica.

MATERIAL: Pizarrony
marcadores.

RECOMENDACIONES:

Explicar las operaciones

algebraicas.

3. Ejercicios por parte del profesor TIEMPO

10/30

Propdsito de la actividad: Desarrollar ejercicios tipicos en el calculo de limites

de funciones racionales.

TECNICA: Verbal, y
simbodlica.

MATERIAL: Cuaderno y
marcador.

RECOMENDACIONES:

Los alumnos identifican las

soluciones de un ejercicio.




4. Ejercicios por parte de los alumnos.

TIEMPO 5/35

TECNICA: Simbodlica.
MATERIAL: Papel y lapiz.

RECOMENDACIONES

Propoésito de la actividad: Los alumnos calculan los limites de funciones | Hacer la transferencia

racionales que se les solicita como un proceso de construccién de contenidos y [ simbdlica de los

conceptos.

contenidos matematicos.

5. Monitorear la solucién de los alumnos TIEMPO 5/40

TECNICA: Simbdlica.
MATERIAL: Cuaderno y

lapiz.

Propdsito de la actividad: Verificar y ayudar al alumno para aclarar dudas en la | RECOMENDACIONES:

solucion que ellos generan.

Atender a los alumnos en
su lugar para observar el

avance de sus soluciones.

Fase de cierre

6. Analisis de resultados

TIEMPO 5/45

Propdsito de la actividad: Presentar la solucion de todos los

ejercicios y presentar como fase final de la clase una sintesis y

retroalimentacion de los contenidos matematicos

de limite en las

TECNICA: Simbdlica'y mapa
conceptual.
MATERIAL: Cuaderno y lapiz.

RECOMENDACIONES: Elaborar

una lista de los contenidos




funciones racionales. matematicos mas relevantes en

estudio.

TECNICA: Simbélica y simbolica
7. Tarea TIEMPO 5/50 MATERIAL: Cuaderno y lapiz.

RECOMENDACIONES: Proponer

Propdsito de la actividad: Dejar ejercicios para realizarlos en casa. ejercicios semejantes.

En el desarrollo de una clase tipica de limite en el Colegio, el profesor hace la
siguiente presentacion simbdlica algoritmica algebraica:

DEFINICION: El limite de f(x) cuando x tiende a xo es L, y se escribe

lim f(x)= L
X=>Xo

si paratodo ¢ >0 3 d>otalquesi/f(x)-L/<e — 0</X-Xq/ <O.
Este tratamiento propio de un lenguaje especializado de contenidos de vecindades del

Calculo Diferencial no es comun para el alumno y en consecuencia el operar bajo este
medio simbdlico resulta dificil la inferencia del concepto de limite.

Fxok €

{txep £) A .
L)
Xo- 0, Xot+ O

Fig.1



El trabajar en términos de vecindades tiene un esquema de desarrollo de ideas en
conjuntos abiertos, conceptos fundamentales, pero esto el alumno no lo entiende.

Bajo este modelo de ensefianza se hace una presentacion de los contenidos en forma
terminada lo que ocasiona una dificultad de aprendizaje y con ello los alumnos esperan
a recibir informacion y no se propician actividades previas hacia la construccion de
ideas que lleven a desarrollar el pensamiento lateral como parte del proceso para
entender el concepto de limite.

Por esta via tradicional, el alumno s6lo espera que el profesor sea el conductor de los
saberes, pero al alumno no se le da la alternativa de ser un constructor del
conocimiento.

Los alumnos entran en dificultades por desconocer y tener una nula operacién con
este lenguaje simbolico propio del andlisis de vecindades. Ademas el operar en forma
algoritmica no despierta un aprendizaje significativo.

La problematica del aprendizaje de los alumnos esta relacionada con el modelo de
ensefianza tradicional que se imparte en las clases de Calculo Diferencial del Colegio,
en estas circunstancias a llevado a los alumnos, en la mayoria de los casos a operar
mecanicamente y esta problematica es relacionada con la dificil operatividad de los
signos y simbolos propios del lenguaje en términos de vecindades, en esta transmision
de conocimientos el problema cognoscitivo que se observé en alumnos presenta dos
situaciones que son relevantes. Una es la falta de asimilacion de los conceptos y la
otra como proceso de aprendizaje, la generacion, acomodacion e inferencia de ideas
matematicas, no dan una fluidez 6ptima en la transmision de conocimientos.

Los contenidos mateméaticos desde la perspectiva del profesor son buenos, este
tratamiento por lo general es una presentacion terminada del conocimiento, pero es
importante hacer una reflexién sobre todos los proceso que articulan la construccién de
las ideas que estan en juego y por lo general no se entienden. No permiten un
desarrollo de ideas desde una perspectiva sintética.

El trabajo que se oper6 en forma axiomatica, cre6 una dificultad en el proceso de
aprendizaje. Debido a que en este proceso de construccion del concepto del limite, se
observé, que no todos los alumnos asimilan, interpretan, representan y entienden de la
misma manera, en esta perspectiva de operar con los simbolos algebraicos existe una
dificultad simbdlica para el aprendizaje, debido al desarrollo de operaciones con
simbolos y signos en la generacion de conceptos.

Como parte del proceso de ensefianza tradicional la atencibn se centra en la
presentacion de los contenidos de definiciones, teoremas y solucién de ejercicios
algoritmicos algebraicos, y con esto se propicia una poca o nula generacion de ideas,
reflexiones y generaciones del concepto de limite.



Lo que dificulta el proceso de adquisicion, comprension y tratamiento de los
contenidos, se observa una fuerte complicacion cognoscitiva en la incorporacion de los
elementos hacia la estructura del concepto del limite.

El proceso de aprendizaje en los 8 Ultimos afios consistié en una sustitucion numeérica
en el mejor de los casos, pero se observé muy frecuente que los alumnos no lograban
entender el concepto formal de limite.

El tratamiento numérico por sustituciones, no propicia la inferencia de descubrir el
comportamiento tendencial y no los llevo a establecer patrones de comportamiento en
las imagenes del limite de una funcién, esta situacion que se esperaria que se
desprendiera de las actividades que se realizan al operar con sucesiones, con este
analisis, no se logra la idea intuitiva del concepto de limite.

Estas actividades se ejecutan a nivel de memoria a corto plazo y no desarrollan
esquemas de ideas, es decir, no se relacionan estas operaciones con ideas del
comportamiento tendencial en desarrollo de ideas que permiten incorporar hacia una
estructura e inferir el concepto del limite, en estas circunstancias result6 complicado
calcular un limite para los alumnos.

Estas circunstancias se observaron porque los profesores so6lo crean un ambiente
repetitivo de contenidos, pero no se crea un ambiente reflexivo, donde el profesor
ponga en juego aquellos elementos que son significativos y permitan hacer referencia al
concepto de limite.

No se resuelven problemas de limites, solo ejercicios. En esta situacion, los alumnos
solo tienen una repeticibn mecanica de contenidos y consisten en resolver ejercicios
similares a los que el profesor ejercita, lo que no genera un aprendizaje 6ptimo. El
operar con algoritmos no propicia el entendimiento de las estructuras matematicas.

Los alumnos obtienen en el calculo de limites resultados como:
0/0, 1/0, 1/=.
Y generalizan el valor de 1,0 e <« para estos casos.

La presentacién axiomatica genera un bloqueo en la generacion y desarrollo de ideas
matematicas y se debe también que los profesores han seguido el mismo tratamiento
formal en cursos anteriores de Algebra, Geometria Plana y Trigonometria, Geometria
Analitica y Funciones; al desarrollar las clases en forma analitica, da como resultado
un contenido de conocimientos reducidos a operar de manera algoritmica con signos.

En este sentido, el aprendizaje se olvidd, porque no se logré incorporar a una
estructura significativa.

En lo que respecta a estos cursos en el Colegio, en pocas ocasiones se hacen o
emplean relaciones figurales de los contenidos estudiados con la estructura algebraica
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como parte de la solucion y al pasar al tema de limites, con la notacion simbdlica, los
alumnos no logran relacionar los contenidos estudiados, se enfrentan a una situacion
gue rompe con su paradigma de estudio tradicional.

El desconocimiento de estructuras genera una dificultad en el aprendizaje, pero la
parte fundamental de estudio consistié en hacer notar que mientras se sigan repitiendo
las operaciones mecanicas, en hacer ejercicios similares que el profesor ha resuelto
esto no propiciara un desequilibrio en el aprendizaje del alumno y no se lograra un
aprendizaje significativo, pues al no poder hacer variaciones sobre la identificacion de
aguellas estructuras que permanecen invariantes no se logra un avance representativo.

El aprendizaje es significativo en la medida que el alumno se le crea la capacidad de
enfrentar y resolver problemas de limites, estas actitudes constituyen en el ejercicio de
la labor docente el procrear el desarrollo de habilidades y valores para el estudio. En el
Colegio no se resuelven problemas de limites solo operaran sobre la repeticién de
ejercicios.

Lo que es relevante mencionar segun lo observado al final de la primera semana es
gue los alumnos no podian dar una respuesta a ejercicios solicitados. En esta medida
es la preocupacion sobre el desarrollo del concepto de limite. Hasta antes de los tres
altimos cursos, no se hacia uso del recurso de la computadora en la solucion de
problemas como un refuerzo en la busqueda y elaboracion de contenidos.

Se observd que la nula operatividad del lenguaje algebraico sobre los conceptos
causa a los alumnos una dificultad de aprendizaje debido a una falta de comprensién
de los contenidos, i. e, no se logra un nivel propio de significacion.

En este sentido, el interés del estudio consisti6 en proponer una alternativa para
observar como el operar bajo el respaldo de un medio visual como proceso de apoyo
ante un problema de aprendizaje de limite, el alumno logra un grado de confiabilidad y
progreso en sus calculos y que esto permite generar confianza en su analisis de las
funciones, debido a que cuando se trabaja por la via tradicional a lapiz y papel no se
tiene una via de solucion més que la operatividad con el lenguaje simbdlico algebraico y
esto es un obstaculo en su aprendizaje.

El trabajo consistio en desarrollar un estudio mediante la visualizacion del limite,
interpretando gréficas ejecutadas por una computadora en el programa Derive con
actividades basadas en las clases que marca el avance programatico que se imparte en
la Unidad Il de Calculo Diferencial del Colegio de Bachilleres del Estado de México,
Plantel 09 Huixquilucan Sur, del Sistema de Ensefianza del Bachillerato Federalizado.

Ante estas circunstancias se desarrolld una perspectiva apoyada en un respaldo
visual para mejorar su aprendizaje y en los momentos de confrontacion la parte
algoritmica algebraica al ser respaldada con una grafica crea un refuerzo que une la
relacion con la inferencia del céalculo del limite; esta generacion de actos de reflexion
consisten en conectar con un grado de significacibn mejor para su entendimiento y no
solo poner:



0/0=0,
1/0=0,
1/c0=c0

En el problema cognoscitivo de generacion de ideas, el alumno al tener un respaldo
grafico es un medio alterno que vincula el proceso de aprendizaje en el orden de
generacion de ideas matematicas. Sus actividades, sobre un registro grafico las
conectan unas a otras. La misma confrontacion y desequilibrio logré respaldar lo que
antes solo se trabajé con un medio algoritmico algebraico.

De aqui surgio la inquietud de la propuesta al estar convencidos que el alumno al
tener y trabajar sus actividades con un recurso figural es de gran apoyo como parte
importante del proceso de estudio y en la medida que avanza se crea una seguridad en
la generacion y respaldo de construccion de ideas matematicas, debido a que se crea y
modifica una conducta en sus operaciones mentales, esta generacion de conductas son
acciones para crear también habitos de estudio diferentes que representan un avance
en el estudio del concepto del limite.

Las graficas de funciones permiten para su tratamiento el manejo de contenidos de
dominio, contradominio, asintotas y comportamiento tendencial de imagenes patrones
de la funcién, con ello se buscé generar un proceso de integracibn como recurso
didactico en el proceso de aprendizaje.

Al recurrir a un medio figural y grafico permitié integrar las unidades significativas de
la grafica de la funcidén, ademas se tuvo una potencialidad en la solucion, ya que las
actividades al ser asistidas en todo momento por la computadora, el recurso figural
permite integrar y pasar del registro grafico al simbdlico algebraico y en este sentido
aporta significacion del concepto.

La introduccion y asistencia del alumno por graficas generadas por una computadora
es importante porque es una herramienta de trabajo que agiliza, integra, ayuda y aporta
una potencia en la generacion y tratamiento de ideas visuales.

El tratamiento de la informacién obtenida de una grafica constituye la parte importante
en la solucion de un problema, el mismo Polya (1992) menciona que un problema debe
dividirse en partes para analizar parte a parte.

Vygotski (2003) dice que los signos son herramientas que sirven como mediacién para
generar acciones que nos lleven a la construccion del conocimiento y se desarrollan a
través del medio sociocultural como parte fundamental del proceso de generacion y
construccion del conocimiento.

Segun Duval (1990), sobre el tratamiento de las representaciones, el recurso figural en
la solucién de un problema es parte fundamental. El estudio tiene como fundamento en
observar y mostrar como los alumnos generan ideas matematicas a través de un apoyo
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grafico como parte de la seguridad en la generacion de una idea en el pensamiento y al
mismo tiempo es una motivacion para despertar una conducta de confianza como
refuerzo fundamental y se logre un interés en el desarrollo de sus actividades.

El estudio contempla el tratamiento de graficas de funciones que son relevantes
vinculadas con el célculo de limites, dado que los contenidos permiten para su mejor
comprension un acercamiento hacia las ideas, simbolos, signos y conceptos y como
parte importante se espera un mejor acercamiento en el entendimiento de los dificiles
objetos matematicos, proponiendo:

La visualizacion como una alternativa en el estudio de los objetos matematicos en
contraste con la presentaciéon de los mismos que se imparten en forma algoritmica
algebraica, ya que en el saldén de clases soOlo se resuelven ejercicios y no propicia la
resolucion de problemas donde se crea el aprendizaje significativo en los alumnos.

Esta propuesta didactica nace del interés de hacer una mejora en la ensefianza del
limite, primero se trabaja con el registro gréfico y luego se articula con el registro
algebraico.

La Tesis de trabajo es: Si los alumnos realizan actividades para el estudio de limites
asistidos por un recurso grafico entonces las unidades significativas de la misma

ayudaran a entender la inferencia intuitiva del concepto en el curso de Matematicas V
del Bachillerato del Estado de México.

Los objetivos que justifican el trabajo son:

1.-Que los alumnos logren el aprendizaje del concepto de limite.

2.-Que los alumnos logren entender el concepto de limite mediante un tratamiento pri-
mero visual y posteriormente analitico algebraico.

3.-Desarrollar un esquema de ideas matematicas que permitan al alumno transitar en
un ambiente de seguridad en sus célculos mediante el respaldo visual.

Un alumno demuestra haber aprendido el concepto de limite en la medida que opera
correctamente sus calculos.

Como justificacién de lo anterior, y en parte ubica el objetivo, al solicitar a los alumnos
calcular el
lim sen(1/x)
X->0

en sus operaciones escribieron lo siguiente:
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lim sen(1/x)

Fig. 2

Se observd una operacion mecanica de los valores con desarrollo
matematicas incorrectas.

Dentro de sus operaciones para encontrar el limite sélo hacen operac
sustitucion del valor cero cuyas estructuras y operaciones son erroneas.
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También se observo en primera instancia que existe una dificultad para obtener la
solucion, primero el cuestionamiento de 1/0 al no estar definido, no logran relacionar el
sen(1/x) con el sen(x). Ya que el problema se observé en el argumento de la funcion.
No se sabia por dénde estaba el valor a calcular, lo que se encontré que el calculo del
limite solicitado no es inmediato. Se obtuvieron valores como cero igual a infinito.

Estas circunstancias austeras permitieron recurrir al recurso figural para apoyar el
desarrollo de estas ideas matematicas con la asistencia de una grafica, como parte
fundamental del aprendizaje del concepto de limite.

Al estar asistidos por una computadora, se obtuvo la grafica de la funcion:

f(x)=sen(1/x)

-2

A

Fig.3
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Se observo, que al obtener las graficas se generd un respaldo de seguridad para los
alumnos, descubrieron los elementos constitutivos de una gréfica, la numeracion, la
imagen, los ejes de coordenadas y se obtiene un proceso de integracion.

0.8 0.6 0.4 0.2 ‘ j 0.2 0.4 0.6 0.:

Fig. 8

Con la visualizacion de la grafica los alumnos pueden establecer sus acciones y
operaciones en base a desarrollar ideas visuales a partir de lo que observan, el grado
de significacion es alto ya que de la gréfica, los alumnos pudieron relacionar los valores
que se tienen en una vecindad cerca del cero, con el siguiente analisis.

Dan valores a la funcién cerca del cero y evaltan:

Para x=1/2 se tiene sen(1/1/2)=sen(2)=0.90.
Para x=1/3 se tiene sen(1/1/3)=sen(3)=0.14.
Para x=1/4 se tiene sen(1/1/4)=sen(4)=-0.75.
Para x=1/5 se tiene sen(1/1/5)=sen(5)=-0.95.
Para x=1/6 se tiene sen(1/1/6)=sen(6)= -0.27.
Para x=1/7 se tiene sen(1/1/7)=sen(7)= 0.65.

Para x=1/10 se tiene sen(1/1/10)=sen(10)= -0.54.
Para x=1/100 se tiene sen(1/1/100)=sen(100)= -0.50.
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1.5

Fig. 9

Este comportamiento tendencial permiti6 a los alumnos dar un grado de
significatividad a los contenidos. Con el analisis de los valores anteriores, los alumnos
pudieron establecer la relacién siguiente: a medida que toma valores muy cercanos al
cero en la funcién sen(1/x), por ser el reciproco del argumento, para estos valores
cercanos, toma los valores del sen(x) en los valores hacia el infinito y como la funcién
sen x toma valores positivos y negativos , los alumnos finalmente conjeturan con una
significacion sobre la estrucutura de la funcion cerca del cero; los valores empiezan a
oscilar y entonces, se establecié el grado de significacion mejor debido a que el limite
de la funcion oscila; con ello pudieron conjeturar que al tener valores diferentes el limite
de la funcion no existe.

El desarrollo de ideas visuales permitio en el contexto del alumno, establecer una
conexion de los aspectos mas relevantes de los valores de la funcion sen(x). Pero esto
se observoé y se logré a medida que visualizan la grafica y permitié recordar la funcion
sen(x). Por otro lado se observd que al operar unicamente en la forma tradicional
simbolica no existe la posibildad de establecer una significatividad de los contenidos y
no se establecié una argumentacion de las estructuras conceptuales del aprendizaje
del limite.

Para el calculo del limite es relevante mencionar lo primero que observaron es la
oscilacion de la funcién en cero, este hecho reforzé la potencialidad de emplear la
visualizacion en el célculo de limites.

Los alumnos llegaron a concluir que debido al fendmeno presentado, la funcion toma
una cantidad infinita de valores en una vecindad cerca del cero y mas aun en el cero se
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forman rayas asintéticas, lo que permitié inferir que el limite de una funcion es Unico
concluyeron que el limite no existe en cero.

Con el aprendizaje apoyado en un medio visual se proporcioné una linea de apoyo
didactico tanto en metodologia como en el disefio de estrategias y actividades que
permiten un mejor acercamiento a la construccion del concepto de limite de una
funcién. Por otro lado, en la manera tradicional no se agiliza el concepto de limite ni en
la medida que lo realizan y construyen.

La necesidad de un argumento es parte fundamental en el proceso del aprendizaje.

Con la generacién de ideas matematicas a partir de usar las unidades significativas de
una grafica propicié una reflexién sintética, en contraste con en el tratamiento de los
contenidos que a lapiz y papel se desarrollan con una operacién basada en un lenguaje
algoritmico algebraico donde no se propicia el aprendizaje.

La ayuda visual en la grafica permite no solo hacer calculos numéricos sino que estos
mismos forman parte fundamental en el desarrollo de ideas matematicas en la
construccion del concepto del limite.

Sin embargo, el trabajar mediante un respaldo visual ayudé a los alumnos a operar y a
construir su propio aprendizaje en el calculo de limites de funciones mediante la
exploracién y manejo de informacién en una grafica.

La importancia en la construccién del concepto del limite relacionado con el proceso
del aprendizaje, consiste en saber si un alumno finalmente entiende el concepto y esto
se observé en la medida que operé correctamente en la soluciébn de ejercicios y
problemas, mediante una evaluacion de sus procesos y resultados, con solo lapiz y
papel se restringen las posibilidades de la comprension del concepto. Piaget (1990).

El estudio contempla el tratamiento de graficas de funciones que son relevantes
vinculadas con el célculo de limites, dado que los contenidos permiten para su mejor
comprension un acercamiento hacia las ideas, simbolos, signos y conceptos y como
parte importante se espera un mejor acercamiento en el entendimiento de los dificiles
objetos matemaéticos, proponiendo:

La visualizacion como una alternativa en el estudio de los objetos matematicos en
contraste con la presentacion de los mismos que se imparten en forma algoritmica
algebraica, ya que en el salén de clases soOlo se resuelven ejercicios y no propicia la
resolucién de problemas donde se crea el aprendizaje significativo en los alumnos.

Esta propuesta didactica nace del interés de hacer una mejora en la ensefianza del
limite, primero se trabaja con el registro grafico y luego se articula con el registro
algebraico.

En el Capitulo I, se hace un analisis del marco teorico sobre la importancia de la
situacion actual del Colegio vinculada con los escasos o0 nulos procesos de asimilacion
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y acomodacion en la generacion de ideas matematicas en el curso de Matematicas V
donde se estudia el limite en el Colegio de Bachilleres del Estado de México.

En el Capitulo Il se estudia la problematica existente en la poca operacion y al no
contar con un respaldo mas que el algoritmico algebraico para el estudio del limite.

En el Capitulo 11l al desarrollar una serie de actividades asistidas por un medio visual
para el estudio, llevaran a los alumnos a estar en mejores posibilidades de desarrollar
ideas intuitivas del limite y contrastar con la ensefianza tradicional.

Por ultimo se anotaran las conclusiones, resultados y las argumentaciones a favor
con el analisis de los resultados obtenidos en la posibilidad de tener una situacion
idonea en el estudio para los alumnos en el concepto del limite, un Anexo | de las
actividades con la forma tradicional y la bibliografia.
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CAPITULO |
MARCO DE REFERENCIA Y MARCO TEORICO

1.1.- MARCO DE REFERENCIA

De manera natural, una de las formas en el proceso de construccion del conocimiento
matematico es iniciar por la percepcion de las cosas; para formar una idea, en principio,
se hace una liga con las formas que existen en la realidad, las cosas son inteligibles, ya
gue tienen esencia a través de la fenomenologia del pensamiento matematico. En la
fenomenologia del conocimiento se parte de manera légica al hacer una descripcion y
enumeracion de los conceptos y generar juicios en una funcion mental e intelectual.
Los procesos intelectuales estan basados en un procesamiento de informacion,
apoyados en representaciones mentales que constituyen la base del conocimiento.

El desarrollo de la propuesta de la tesis es analizar como las imagenes visuales
constituyen un potencial en la construccion de ideas matematicas, en el desarrollo y
tratamiento de conceptos en funciones que son relevantes y que permitira introducir el
concepto de limite.

Estas formas de intuicion, operaron como mediacién bajo un registro de copias de
imagenes visuales, y consistié en desarrollar un proceso de inteligencia en un registro
de memoria, i. e, el proceso de construccién del concepto de limite mediante la
abduccién e inferencia de las unidades significativas que estan presentes en una
grafica.

El estudio se realizé en el Semestre V 2010-B en el Colegio de Bachilleres del Estado
de México. Plantel 09, Huixquilucan Estado de México, del Sistema Federalizado.

La poblacién de estudiantes actualmente en Quinto Semestre contamos con el 75% de
mujeres y el 25% de hombres debido a que este filtro se va sesgando hacia las mujeres
a medida que transcurren los semestres.

80
70 A
60 -
50 A
40
30 A
20
10

mujeres hombres

Fig.10
Poblacién de estudiantes en Quinto Semestre 2010-B del Colegio.
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Las edades en promedio son el 90 % entre 17 afios, el 9% entre 18 afios y el 1% mas
de 18 afios.
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Fig.11

El nivel socioecondbmico de Ilos alumnos en términos medios es:
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Fig. 12
correspondientes a la zona Sur, Poniente y Norte de Huixquilucan y Poniente de
Naucalpan.
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Los promedios de calificaciones registrados siguiendo el modelo de aprendizaje
tradicional, para los afios 2003, 2004, 2005, 2006 y 2007 del Primer Examen Parcial

donde se preguntan nimeros reales, continuidad y limites fueron, para los grupos 505,
506 y 507.
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3.517
317
2.5 I GRUPO 505
241 B GRUPO 506
1.517 O GRUPO 507
1177
0.5
0.

A
1

ANO 2003 ANO 2004 ANO 2005 ANO 2006 ANO 2007

Fig.13

Segun la prueba Enlace que realiza el Gobierno Federal se ocupa uno de los ultimos
lugares de aprovechamiento del concepto de limite segun la media nacional.
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Fig. 14

Nivel de aprovechamiento en Matematicas V en el Colegio de Bachilleres. Plantel 09
Huixquilucan, Estado de México. Prueba Enlace S.E.P. Mayo, 2008.
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1.2 ANALISIS DEL APRENDIZAJE BAJO EL CONSTRUCTIVISMO.
1.2.1.- PIAGET. ASIMILACION Y ACOMODACION.

Segun Piaget (1990), existen diferentes maneras de construir el conocimiento. En lo
que €l nos heredo6 dice: Para observar como el alumno genera un aprendizaje, consiste
en observar sus acciones y operaciones a medida que manipula los objetos. En este
sentido, las herramientas que utiliza como funciones mediadoras son que los signos
gue constituyen procesos de representaciones y son la base en la generacion de
esquemas de ideas matematicas, las imagenes visuales son una alternativa que
sustenta uno de los procesos de construccion de conceptos matematicos.

Primero esta por discutir si las operaciones mentales que el alumno hace son intuitivas
0 son estructuralmente adquiridas y si son adquiridas como las adquiere.

Segun Piaget (1990), establece que las Acciones -Operaciones constituyen en el
proceso cognoscitivo, el proceso de la construccion del conocimiento, i. e, para que un
individuo aprenda sobre los conceptos matematicos es necesario que los opere y
manipule y de esta forma llegue a entender los objetos matematicos. Es relevante el
proceso de las operaciones mentales, bajo el siguiente esquema:

OPERACIONES = ACTO COGNoOscITIVO

OPERACIONES MENTALES

v

ACCIONES CONOCIMIENTO

Signos

Simbolos
Definiciones
Objetos matemaéticos

Fig. 15

La representacion del concepto de limite en la forma tradicional se hace con un
lenguaje rigido y en un plano discursivo simbolico propio de las matematicas y el
proceso cognoscitivo resulta complicado.

La importancia de estudiar los procesos cognoscitivos que se escinden a la luz de las
operaciones mentales que el alumno empieza a desarrollar fueron basadas en acciones
gue corresponden a las primeras ideas de relacionar simbolos con imagenes mentales
con los conceptos de estudio.

En un principio, sobre el analisis de las operaciones y acciones, no se sabe de los
procesos mentales, como son al ser interiorizados, qué o como ocurren en el interior del
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pensamiento, solo se sabe que son interiorizados bajo esquemas de signos como una
herramienta del proceso del conocimiento; en lo que respecta al limite, se justifica que
el alumno ya tiene un aprendizaje significativo cuando puede operar y calcular de
manera correcta un limite, si lo hace bien entonces diremos que se ha logrado un
proceso significativo. Ausubel (1991).

Los procesos de significacion del limite de una funcién estan fundamentados en:

LA EQUILIBRACION Y EL PROCESO DE
CONSTRUCCION DE LAS ESTRUCTURAS MENTALES:

ASIMILACION — pEeseQuILIBRIO —> ACOMODACION

T Copias-visualizacion
Operaciones

Nuevos datos <«—— EQUILIBRIO

Conflicto cognoscitivo
Fig.16
La Semiosis es un proceso de inferencia a partir las operaciones de simbolos y
signos y forma parte esencial en el proceso del conocimiento. Pierce (1996). La
inferencia es analitica de los signos de las ideas que tenemos de las cosas. La
inferencia es inductiva de los signos de las cosas segun el término medio que ocupen
en las figuras.

El limite es un signo visto como una operacion.

PROCESO

VISUALIZACION — OPERACIONES:

PERCEPCION —» ABSTRACCION ——»CONCEPCION
Fig. 17
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El alumno al operar sus procesos mentales al inicio del aprendizaje de un limite, si la
memoria se realiza a lapiz y papel, su campo de operacion es pobre, pero si interactia
con un respaldo figural genera un medio en la asimilacion y acomodacion de ideas y
esquemas en el calculo de limites.

La asimilacion y acomodacion sobre las acciones y operaciones en sus contenidos
del limite permiten para su comprension un mejor desarrollo.

El aprendizaje del limite es un campo de estudio amplio y en el Colegio en las
actividades que nos ocupan consistieron en observar, que en el célculo del limite no se
logra la inferencia del mismo; es en esta parte, la problematica de aprendizaje en los
procesos de cognicion que los alumnos presentan.

Al inicio, como parte del proceso de la construccion del conocimiento, al calcular un
limite, existe una gran dificultad por la diversidad de contenidos matematicos que
involucra este concepto, en este proceso de tratamiento el alumno entra en un
desequilibrio, pero al recibir ayuda visual de las representaciones graficas de las
funciones que corresponden a los limites, el alumno tiene una ampliacion hacia el
conocimiento del limite, porque a base de exploraciones e incorporaciones de
elementos que visualiza, estas mediaciones nuevas constituye un proceso de enriquece
su contexto y le permite referir elementos a su conocimiento.

A través de los argumentos de las graficas se comprende lo que las funciones
representan. Estos argumentos se enlazan con imagenes visuales que constituyen la
comprension del objeto de estudio del limite.

Asi la visualizacion es una funcion mediadora de la realidad existencial une un
proceso de acomodacion, es decir el alumno incorpora un nuevo conocimiento el cual
reside en la abduccion de la visualizacién, deduccién o inferencia que asimila y
acomoda en un proceso natural de retroalimentacion, como proceso natural del
conocimiento del estudiante y en base a estas acciones le permite deslindar y avanzar
hacia un camino o método alterno de solucién, dando paso posteriormente en parte a
un método légico formal. Une signos en el proceso de la construccion del conocimiento,
es una herramienta mediadora del conocimiento que relaciona acciones—operaciones y
con ello el alumno puede incorporarlos hacia una estructura matematica. Vygotski
(2003).

Los aspectos del limite los introducimos en este estudio para observar primeramente
cuales fueron las reacciones que los estudiantes manifestaron respecto a los
contenidos de las clases.

En el Colegio sobre la ensefianza del limite, hace falta enfrentar a los alumnos a
identificar puntos del dominio y contradominio para que transfieran las propiedades de
los nimeros reales en forma sintética y tener un tratamiento del concepto de funcion
con que los alumnos mas o menos estan familiarizados.
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Los alumnos resolvieron los limites, en los cuales estuvo presente la problematica del
calculo del limite y al presentar los contenidos en forma tradicional, los alumnos no
buscan o no tienen los medios para generar ideas, porque no operan bajo un
aprendizaje significativo, solo operan algoritmicamente y la primera problematica
encontrada es que estos ejercicios de problemas de limites tienen que ver con las
propiedades de los numeros reales, la tarea fue llevarlos a que los realicen, e inducirlos
a hacer calculos a partir de lo que ya saben, a que generen sus propios calculos,
teniendo en cuenta que en un problema por alguna parte se debe empezar. Es
importante dentro de las actividades que se desarrollaron la justificacion de sus
respuestas, siendo parte importante en el desarrollo de generacion de esquema de
ideas, para lograr un aprendizaje significativo por una parte y complementando con el
reforzamiento de las propiedades de los numeros y su linealidad con las estructuras de
los limites poniendo especial cuidado en el tratamiento de los contenidos matematicos
en estudio, analizar y justificar el papel que juegan el entendimiento de las propiedades
de los numeros reales en el desarrollo del célculo de limites. Esto no lo hacen.

El contexto que los alumnos tienen, de las propiedades de nameros reales aprendidas
en su formacién académica no las utilizan y debido a ello no pueden calcular un limite,
son importantes estas propiedades porgque justamente aqui es en este proceso
operacional donde el limite opera como parte del proceso de la construccion del
concepto. Pero las propiedades de los numeros no las saben o no las aplican
correctamente.

1.2.2. DUVAL. TEORIA DE REGISTROS.

Las representaciones constituyen un medio por el cual se conoce y es parte del
proceso del aprendizaje, es una accién consciente y objetiva y lleva una intencion; en
las graficas se encuentra un significante a través de una aprehension y percepcion en la
medida que la significacion es aprehendida, constituye un acto de consciencia, lo que
desencadena una posibilidad de reproducir y hacer un aprendizaje.

En las gréficas el tratamiento de los contenidos permiti6 un acercamiento gréfico,
numerico y posteriormente algebraico, en este sentido, es una forma de operar con el
concepto de limite asi se realizé bajo esta intencion. En una asociacion de registros.

Las representaciones desprenden actividades cognoscitivas porque constituyen
elementos relevantes; para el caso de las graficas, contienen caracteres que se quieren
mostrar para ensefiar, pues la formacién con signos son codigos icénicos propios del
comienzo de la estructura semiodtica del aprendizaje del céalculo y constituyen unidades
fundamentales que implica la seleccion de caracteres para su descripcién, en el
proceso de estudio del limite.

Para la construccion del concepto de limite, por un lado, estan las operaciones con
Piaget (1990) y los contenidos en representaciones que conforman los objetivos de las
operaciones mentales. Estas se organizan, operan y se desarrollan bajo el siguiente
esquema:
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ACCIONES - OPERACIONES - VISL'JALIZACI(')N DE
l GRAFICAS

DESARROLLO

l

ESQUEMA DE IDEAS VISUALES- IDEAS Y ESTRUCTURAS

MATEMATICAS
Fig. 18

El tratamiento consiste en transformar una representacion inicial con una final. La
operacion semidtica es una imagen mental por la cual permite entender y expresar a
base de simbolos y signos. En este sentido se integran y desarrollan actividades de
manera logica y ordenada del conocimiento, desde la codificacion de los contenidos de
la gréfica en una conversion, transposicion, interpretacion de la figura, representacion y
su significado y significante.

Las representaciones semidticas cumplen la funcibn de comunicacion y son un
soporte de las representaciones mentales.

En este estudio se hace referencia a las representaciones que constituyen un
elemento importante en todo proceso de comunicacion de ideas matematicas.

Los registros de representacion semiotica, son el medio por el cual se forma una
imagen mental para exteriorizar el conocimiento y debido a que hay una diversidad de
registros de representacion semidtica, se empieza con la generacion de ideas en
esquemas; i. e., organizar un conjunto de ideas sobre el entendimiento de objetos
matematicos; para este tratamiento, es natural que el proceso pase primero por un
registro figural, algebraico, geométrico; porque las actividades que los alumnos realizan
permite conectar las estructuras del algebra y su congruencia con la geometria que
relaciona con lugares geométricos del plano cartesiano. De aqui se tiene que es
importante también para este tratamiento las partes que ayudan a plantear un problema
y que el proceso nace por una necesidad de los alumnos de resolver problemas de
aprendizaje, es un medio donde la heuristica, el lenguaje natural y el especializado de
las matematicas conectan las propiedades figurales con los axiomas basicos y
propiedades de numeros para conformar los conceptos matematicos.

El lenguaje tiene que hacer uso de representaciones consistentes en figuras,
simbolos, signos-conceptos Wittgestein (2007); se observdo que pasar del registro
algebraico al geométrico es el tratamiento mas econdémico, sin embargo el paso inverso
es complicado porque se tienen que relacionar unidades figurales significativas que
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lleven a descubrir patrones en una ecuacion, sin embargo este tratamiento es el que
aporta mas riqgueza en la comprension de conocimientos para la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas. Este tratamiento es el que se deberia ensefar en el
bachillerato, pero es muy poco lo que se ve en la solucidon de problemas porque se
enfoca mas a resolver ejercicios que problemas. El empleo del lenguaje por ser un
medio para la construccion del conocimiento juega un papel muy importante en el
aprendizaje del estudiante, el lenguaje es un mediador que sirve para expresar su
entendimiento sobre los procesos y los conceptos, poco a poco el estudiante va
incursionando al dificil lenguaje simbdlico especializado o formal del lenguaje
matematico que esta formado desde una serie axiomatica hasta objetos mateméaticos
donde entra el razonamiento l6gico deductivo y las leyes de la I6gica matematica. Trata
de enumerar o describir las caracteristicas y propiedades que rigen las leyes del
pensamiento matematico.

Como una aplicacion de lo anterior, siguiendo la perspectiva de las representaciones,
segun Piaget (1990), el desarrollo del conocimiento se realiza de forma gradual,
pasando por los estadios preoperacional, concreto y finalmente el formal, a base de
acciones y manipulaciones de objetos concretos e inferencias, pero para Duval (1990)
el operar desde el uso de gréficas y abstraer de ella lo que le es significativo ayuda a
resolver un problema, esta es la relevancia en el proyecto de tesis.

Las representaciones son figuras que reproducen una leyenda y la abduccion
constituye una aprension operatoria y de esta manera, el alumno construye su
conocimiento a partir de operar con la figura y no con simbolos como comunmente lo
hace; para ello, consiste en capturar y descomponer en subfiguras para hacer de la
figura aquello que sirve para responder a las unidades significantes, que deben utilizar
como una congruencia entre el registro figural, el simbdlico y posteriormente el
axiomatico o formal propio del lenguaje matematico; donde para llegar a este lenguaje
estd de por medio el lenguaje discursivo que contiene las unidades significativas
figurales a las que conectan propiedades basadas en definiciones, axiomas Yy
postulados relacionadas con teoremas que constituyen los objetos matematicos de un
discurso figural.

Para la comunicacién en matematicas, utilizamos las representaciones semiéticas, es
decir, graficos, figuras geométricas, simbolos y enunciados en lenguaje natural.

Es relevante en la ensefianza de los contenidos de calculo, el usar y operar en un
medio visual como proceso cognoscitivo y las acciones-operaciones sobre una grafica
son condiciones de signos y simbolos que finalmente ayuda a construir un conocimiento
matematico ya que proporciona un panorama general de los contenidos que estan en
juego y que en la mayoria de veces so6lo se opera algebraicamente.

Segun Duval (1990), un alumno va a aprender mas siempre que se puedan tener mas

graficas de representaciones y registros y cuando se integran y facilitan la construccién
de un concepto.
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El proceso ciclo aprendizaje se realiza bajo el siguiente esquema:

CONCEPTUALIZACION

(Conceptos, teorias y principios).

LT N

INDUCCION REPRESENTACION DEDUCCION
Aprendizaje por -Imagen mental-
Descubrimiento. (Redes, registros, signos, simbolos y Aprendizaje
mapas conceptuales). Receptivo.

/

PERCEPCION

(Hechos, ejemplos y experiencias).
Fig.19

Puede haber un mejor entendimiento entre el paso de un registro grafico y un
algebraico si estos registros son mas congruentes.

En el proceso de construccion del conocimiento, en el Tratado de la Razén, se
justifica uno de los procesos de la construccion de un concepto y se refiere a la parte
significativa, que segun Kant (1979), es la categoria que le da sentido la significacion;
en este caso, se emplea como las unidades significativas que le da sentido de pasar
del registro grafico al simbdlico algebraico y esta idea la relacionamos con una cantidad
representada en la grafica y que el mismo alumno descubre por comprension y las
utiliza. Ausubel (1991).

Se dice que un alumno comprende el concepto de limite cuando le encuentra sentido
a sus operaciones y entiende el significado, cuando aprende a operar sobre los
contenidos por comprension. Ausubel (1991).

1.2.3 LA IMPORTANCIA DE LA VISUALIZACION.

Segun Bishop (1993), por mas de cien afios, una de las preocupaciones de los
educadores en matematicas ha sido desarrollar representaciones visuales de ideas
matematicas en el estudio de los educandos y en el proceso de ensefanza.

Esta ayuda visual se contempla en el conocimiento, es una manera de introducirse en
la dificil matematica abstracta.
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El nombre de visualizacion se define primero como sustantivo dirigido al objeto, al por
qué de la visualizacién, a la imagen visual, en seguida analizamos que al darle accién,
operacion, se tiene el de visualizar, crear y desarrollar imagenes, un proceso de
visualizacion.

Ambos aspectos estan relacionados con un tercero en la manera de educar la
visualizacion, el proceso de aprendizaje, las instalaciones del salén de clases y el
medio ambiente.

La visualizacion se da de manera personal, existe un rango amplio de imagenes
visuales como parte del proceso de aprendizaje de las estructuras matematicas.

La importancia del uso de la tecnologia en el aprendizaje consiste en un medio
asistido por graficadoras y tienen la estrategia de integrar los tres registros de estudio:
el registro gréfico, el numérico y el algebraico.

En esta alternativa se propuso emplear la VISUALIZACION como una estrategia para
descubrir los elementos que estan en juego para identificar y descubrir el
comportamiento de las imagenes de las gréficas.

La computadora es una herramienta inmediata en la produccién de imagenes visuales:

Dreyfus y Eisemberg (1987), Zehavi, Gonen, Omer y Taizi (1987) y Noonon (1987)
dan una caracterizacién de que hay una facilidad y beneficio general de las imagenes
visuales generadas por la computadora en el desarrollo y entendimiento de ideas
algebraicas.

Se utiliza el sustantivo de visualizacion como lo utilizan Zimmerman y Cunninghan
(1991) visualizacion es lo que describe los procesos de produccion de representaciones
graficas o geométricas de conceptos, principios o problemas matematicos, siempre que
sean trazados a papel y lapiz o generados por una computadora. Zimmerman (1991) ha
desarrollado trabajos sobre la importancia de usar las representaciones graficas en la
solucion de problemas en la Universidad de Jena, Alemania.

Para el caso de Cunnighan y Souwarzono en la Universidad de Tel Aviv, Israel.

Aqui en nuestro pais, la importancia de realizar el aprendizaje mediado por la
asistencia de contenidos que se estudian en una representacion grafica apoyados por
la visualizacion se encuentran los trabajos de la Dra. Elfriede Wenzelburger (1992), en
nuestra Universidad y los trabajos hasta hace 10 afios del Dr. Fernando Hitt (1992) en
el CINVESTAYV, entre otros. Existe la Tesis de Licenciatura en la Facultad de Ciencias
de la UNAM vy en la Maestria en CINVESTAV bajo el nombre: La visualizacion de la
Serie de Fourier. Bosquez (1998).

Presmeg (1986) en su estudio menciona cinco clases diferentes de imagenes visuales,
gue en la mente de los alumnos se construyen en el proceso de aprendizaje:
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1. Imagenes Concretas. Son imagenes ilustradas (dibujos en la mente). Como
antecedente se necesita el medio ambiente y lo que se logra captar con la
imagen.

2. Imégenes de esquemas (relaciones entre retratos y esquemas visuales
espaciales). Son simbolos y signos de un lenguaje. Imagenes patrones.

3. Memoria de imagenes de formulas. Son imagenes que ya se encuentran en un
registro de una estructura matematica lista para poder usarse.

4. Imagenes Kinoestésicas. Son imagenes de movimiento.

5. Imagenes Dinamicas. La mente del individuo se encarga de generar copias para
crear en el pensamiento un movimiento.

Al momento de operar el alumno genera un aprendizaje. La construccion del
conocimiento, por la experiencia, se debe a la cantidad de operaciones y tratamiento de
los contenidos que el alumno logra desarrollar, la problematica del aprendizaje en gran
parte se debe a que no se obliga a generar habitos de estudio y no se forma una
disciplina de estudio, entonces, si desarrolla mas actividades se genera mas
aprendizaje. Al desarrollar un tratamiento visual, como parte del proceso del
aprendizaje del limite se logré desarrollar y generar un aprendizaje en el proceso de
ensefianza de estas ideas. La nocion total de “ayudas visuales” estd basada en el
conocimiento, tal que:

1.-Las representaciones visuales ofrecen una introduccién poderosa para las abstrac-
ciones complejas de las ideas matematicas.

2.-Las “manipulaciones”, “incorporaciones concretas” y “artificios de intuicion”, son
parte de los recursos utilizados por el maestro.

En principio, se reconoce una distincién importante entre el “sustantivo” visualizacion,
el cual llevd la atencion al producto, a la actividad, a la destreza, el como de la
visualizacion, el principal punto de interés es que las visualizaciones constituyen un
tema individual, pues hay un amplio rango de imagenes visuales usado por los
individuos, incluso cuando se les restringe a la actividad en matematicas.

Otras investigaciones, al igual que Presmeg (1986), concluyen que los que aprenden
tienen poca dificultad para generar imagenes visuales, lo cual sin duda es una
conclusién fuerte por si misma para la practica educativa.

Usualmente las visualizaciones son Uutiles y de hecho con frecuencia los son. Sin

embargo, se suelen presentar otros aspectos de las visualizaciones refiriéndose a un
marco de obstaculos que pueden crear.
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El término visualizacion es un proceso que va dirigido a un objeto grafico y a partir
de ahi crear imagenes visuales para posteriormente construir conceptos dentro del

contexto de limite.

Las visualizaciones son procesos complejos, es necesario que los educadores
comprendan para dar mayor importancia a la naturaleza individual de este proceso y
recientemente se ha desarrollado un fuerte interés por hacer investigacion con alumnos
que sobresalen en ello. Quienes realizan representaciones mentales, aquellos que al
resolver problemas prefieren utilizar bien, el proceso visual, se han convertido ahora en
un grupo bien estudiado. Y quienes se han evocado a esta area de investigacion
afirman que la visualizacion es una herramienta muy 0til en el aprendizaje de ideas
matematicas, se crea una manera de visualizacion:

1.- El “tipo geométrico” de Krutetskii (1976), sentia una necesidad de interpretar visu-
almente una expresion de alguna relacion mateméatica abstracta y demostraba u-
na gran ingenuidad a este respecto.

2.- La medida de Moses (1979) del “grado de visualizacién” esta basada en el nUmero
de procesos visuales de solucion (es decir, cuadros, gréficas, listas, tablas) pre-
sentes en las soluciones escritas.

3.- La medida de visualizacién de Suowarzono (1982) era alta “si se obtenia la respu-
esta correcta y el razonamiento estaba basado en un diagrama” (dibujado por el

estudiante).

La memoria esta basada en imagenes y es parte del conocimiento y para esto se
definen tres tipos de memoria:

1.-Memoria a corto plazo.- Es aquella imagen que es instantdnea y luego por alguna
razén se olvida.

2.-Memoria a mediano plazo.-Es aquella en que esta entre la variacion de imagenes
pero es retenida.

3.-Memoria a largo plazo.- Es aquella que es invariante ante la variacion y permane-
ce siempre en la estructura del conocimiento.

Es importante tener en cuenta los siguientes aspectos respecto al paquete Derive y la
computadora como herramientas en la produccion de representaciones graficas:

1.-Crea un ambiente dindmico para el alumno, el interactuar con un medio tecnoldgico,
ya que despertd el interés y a la vez constituye un sistema innovador.

2.-Se organiza la informacion como un sistema integrador ya que el derive proporciono
los tres medios de trabajo: el grafico al proporcionar las graficas, el algebraico, al
manipular la sintaxis algebraica se obtienen las diferentes graficas y el numérico
gue funciona también como un respaldo en los calculos numéricos de aproximacion.
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3.-El uso de colores en las imagenes crea contrastes para facilitar la localizacién de
elementos y unidades significativas en una grafica de estudio.

1.3 LA METODOLOGIA.

En parte, debido a la probleméatica observada, existié la necesidad de desarrollar la
metodologia de estudio en el calculo del limite asistido por las graficas de la funciones
que proporciona el Derive y emplear la visualizacion; se propusieron seis aspectos en
el tratamiento figural para establecer y desarrollar ideas visuales que llevaron a
establecer un esquema mas elaborado en la construccion y calculo de limites basados
en:

1.- Desarrollar las actividades asistidas por las graficas de la funcion.

2.-Visualizar las graficas de la funcion.
3.-Transferir las unidades significativas del registro grafico al algebraico.

4.- Estar en mejores posibilidades de realizar el analisis de las propiedades de los
nameros reales en el calculo de un limite.

5.-Observar como los alumnos aprenden el concepto del limite al observar como
operaron en la solucién de los problemas al desarrollar sus actividades.

6.- Poder contrastar los resultados y obtener las conclusiones.

Los materiales de trabajo son el disefio de un cuestionario en donde se desarrollaron
las preguntas relevantes que constituyen el tratamiento de las ideas basicas sobre el
estudio del dominio, rango, continuidad, asintotas verticales y horizontales,
acercamientos, alejamientos tanto locales como tendenciales de una grafica de
funciones, el empleo de colores y estas actividades constituyen el proceso de
aprendizaje del concepto de limite.

El Software que se usé es el Derive y como parte integradora de este proceso los
alumnos desarrollaron sus destrezas y habilidades en el tratamiento de la informacion al
hacer acercamientos, alejamientos y en general una exploracién de contenidos que
enriquece y agiliza el proceso de asimilacion y acomodacion del concepto.

Desde el afio 2003 se trabajé bajo el modelo tradicional y en los tres ultimos afos se
implemento el modelo figural.

El primer estudio mediado por la visualizacion se realizo con Alumnos del 5to
Semestre del Afio 2008, el segundo estudio se realizé con Alumnos del 5to Semestre
del Afio 2009 y el reciente estudio se realizd con Alumnos del 5to Semestre del Ao
2010 y los resultados se presentan en este trabajo. En el Colegio solo existen 3 grupos
de Célculo Diferencial.
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Se estudiaron dos grupos, el 505 con 30 alumnos, el 506 con 32 alumnos a los cuales
se aplicaron las actividades sin el respaldo grafico y al grupo piloto el 507 de 33
alumnos en el cual se trabajaron las actividades asistidas en todo momento por la
visualizacion. El estudio se desarrolldo en 3 semanas en 8 sesiones de 50 minutos cada
una, de 3 por semana.

Las actividades desarrolladas son una de las formas de trabajar el aprendizaje del
limite y de manera natural, no esta terminado; se formaron 6 equipos, 5 de 6 personas
y un equipo de personas restantes, donde los equipos se formaron sin ninguna
clasificacion ni preferencia de ninguna naturaleza, con el firme objeto de no alterar el
escenario de estudio, i.e., se pudo observar el estudio del limite en conjunto, la
interaccion con los demas compafieros como una forma de integracion y la convivencia
con otros compafieros es de gran utilidad en el proceso de aprendizaje, las
circunstancias de conducta que se manifiestan al integrarse con un grupo de
comparferos modifica la estructura cognoscitiva del alumno. Segun Vygotski(2003), los
alumnos operan sobre signos, estos signos y simbolos modifican las operaciones y se
genera un aprendizaje, como resultado de una integracion de los conocimientos
desarrollados basados en un esquema social y cultural de aprendizaje. Para este
estudio, el proceso es rico en observar como los alumnos desarrollaron su aprendizaje
en conjunto, ya que existe un beneficio individual en la generacion de ideas.

1.4 TEORIA DE LIMITES.

Los axiomas y teoremas en el estudio disciplinario de la Teoria de Limites que se
presentan en las clases del Bachillerato del Colegio desde una perspectiva formal, son
el eje de estudio de manera tradicional que marca el Avance Programéatico de la
asignatura. El desarrollo conceptual del Célculo comprende los siguientes tratamientos.
Leithod (1967).

DEFINICION DE LIMITE: Sea f(x) una funcién definida en todo nimero de algln
intervalo abierto que contenga a Xxo excepto, posiblemente, en el nUmero xo, mismo. El
limite de f(x) cuando x tiende a xpes L, y se escribe

lim f(x)= L
X=>Xo

si paratodo ¢ >0 O d6>0otalquesi/f(x)-L/<e — 0</x-Xq/<0.




La definicion establece que los valores f(x) tienden a un limite L conforme x tiende a
un numero Xo Si el valor absoluto de la diferencia entre f(x) y L se puede hacer tan
pequefio como se quiera, tomando x suficientemente cercano a Xp, pero no igual a Xo.

El limite si existe es Unico, i.e., para lograr esto se propone otro y se llega a que es
también igual.

Limite de una suma y diferencia de funciones. La suma de dos funciones
convergentes es una funcion que converge a la suma de los limites de estas funciones.

Limite del producto de dos funciones. El producto de dos funciones convergentes es
una funcién convergente y su limite es igual al producto de los limites de las funciones
dadas.

Limite del cociente de dos funciones. El cociente de dos funciones convergentes tiene
un limite igual al cociente de sus limites, bajo la condicion que todos los términos y el
limite mismo de la funcién denominador, sean diferentes de cero.

Los limites cumplen la linealidad:
lim (A+B) = lim A+ IimB
X—Xo X—Xo X—Xo

[imcA =climA
X—Xo X—Xo

DEFINICION EN TERMINOS DE VECINDADES ABIERTAS:
LIMITE DE UNA FUNCION. El ntimero L recibe el nombre de limite de una sucesion
X1, X2, vuvy Xny vun o
limx, =1L,
n->e
si paratoda ¢ >0 existe un nimero N=N(¢) tal que

[Xn-L/< ¢ paratodan >N

Fig.21
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Para la definicidén y la existencia del limite se procede con la idea siguiente: Dada una
vecindad abierta para cada punto de la sucesion existe un abierto tal que el limite de la
sucesion si existe, debido a que existen un numero finito de términos que quedan
posiblemente fuera de la vecindad, pero a partir de un nimero grande de la sucesion
existe una infinidad de términos que ya quedan enteramente contenidos en la vecindad
alo mas de radio ¢> 0y en este sentido queda bien definido el concepto de limite.

En estas explicaciones que se desarrollan en la clase en nuestro Colegio solo es
cumplir con los contenidos que el programa de estudios ordena, pero ninguna de estas
ideas se logra desarrollar con facilidad debido a que son definiciones con una
simbologia propia del tratamiento de limites de funciones en vecindades abiertas. Y los
alumnos las retienen en memoria de corto plazo y posteriormente se olvidan. Si las
operaciones que realizan en ejercicios sobre el célculo de limites son erréneas, el
operar bajo esta simbologia no se tiene ninguna certeza de entender los procesos del
limite en términos de vecindades.
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CAPITULO I
LA PROBLEMATICA EN EL APRENDIZAJE DEL LIMITE EN EL COLEGIO DE
BACHILLERES DEL ESTADO DE MEXICO.

2.1.- ENFOQUE TRADICIONAL: MECANICO ALGORITMICO EN EL COLEGIO.
TRATAMIENTO DE CASOS.

La problemética que se estudia consiste en que el alumno al seguir operando
mecanicamente los ejercicios de limites bajo un sistema de ensefianza tradicional no se
logra una mejora en su aprendizaje.

El estudio del concepto de limite en el curso de Matematicas V del Bachillerato no es
facil, debido a que se centra en un tratamiento de contenidos sintéticos que
corresponde propiamente a estructuras matematicas, pero el alumno no ha estado
familiarizado y le cuesta trabajo interpretar la simbologia que el profesor escribe, las
vecindades de las funciones no le es claro, lo que ocasiona un medio dificil y oscuro en
el proceso de conformar una integracion y construccion del conocimiento.

Lo anterior no se logra porque no pueden transferir la significacion del limite mas alla
de operar en un medio algoritmico algebraico por el desconocimiento de las estructuras
matematicas. La desventaja observada es que el profesor en la mayoria de las veces
sblo resuelve ejercicios y esto lleva a que no existe la capacidad por parte de los
alumnos una preocupacion por entender e interpretar el concepto de limite como parte
de su proceso de aprendizaje.

Las clases en el Colegio, se han impartido siguiendo el modelo tradicional que
consiste en un estudio analitico muy rigido de contenidos; bajo esta hipétesis, es
importante que el profesor en su proceso de ensefianza del concepto de limite tenga
desde una perspectiva sintética, recurra a caminos alternos como un proceso de
integracion de contenidos y en las clases se propicie una reflexion mas detallada sobre
el entendimiento del concepto en términos de vecindades ya que en la transmision de
conocimientos esto permite mejorar sus explicaciones para ser lo mas claro posible,
debido a que las ideas que giran alrededor del concepto de conjunto abierto juegan un
papel importante como proceso de la construccion en el concepto de limite. Porque el
concepto de limite no se adquiere de manera rapida. El conocimiento del profesor, en
forma rigida tradicional explica la idea del limite de la siguiente manera: siempre que
existe un abierto, existe una vecindad abierta lo suficiente pequefia enteramente
contenida en el conjunto donde un nuamero finito de términos quedan posiblemente
fuera de la vecindad pero a partir de un N>No el ndmero infinito de términos en el
proceso infinito ya quedan enteramente contenidos en la vecindad abierta de radio a lo
mas épsilon y como épsilon es suficiente pequefio, esto garantiza la introduccion del
paso a la frontera del conjunto, quedando asi la definicion formal de limite, lo que
resulta para el entendimiento del alumno dificil y oscuro.

Es importante el tratamiento de ideas en la formacion del profesor ya que esto lleva a
transferir con mayor certeza el analisis del calculo de funciones.

37



Como parte del proceso de la construccion del concepto de limite, partiendo de la
experiencia que se ha tenido con los alumnos, se logro identificar la problemética en
base a las situaciones que presentamos en los siguientes ejercicios; primero las ideas
de interiorizacion no se logran, debido que al operar algebraicamente, y con valores
aritméticos, no se llegan a darle la significacion de estructura matematica.

En el desarrollo de las clases de Calculo Diferencial y para el tratamiento del los temas
de limite, se hace la presentacion de los contenidos en forma rigida tradicional.

Se dispone de tres semanas para explicar los temas de limites de funciones
polinomiales, racionales, trigonométricos y exponenciales. La no existencia de limites
se estudia lo menos posible, por los tiempos de encuadre del avance programatico.
Partiendo de estas circunstancias, la dosificacion de los tiempos ha llevado a
desarrollar el modelo de ensefianza tradicional y los aspectos mas sobresalientes se
describen a continuacion.

Se escribe y se explica en forma algoritmica algebraica, las definiciones y las gréaficas
en términos de vecindades, que el alumno no entiende.

En la parte operacional el profesor anota la definicion de limite de una funcion y esto
se ha repetido todo el curso.

DEFINICION DE LIMITE: Sea f(x) una funcién definida en todo nimero de algun
intervalo abierto que contenga a Xo excepto, posiblemente, en el nimero X, mismo. El
limite de f(x) cuando x tiende a xpes L, y se escribe

lim f(x)= L
X=>Xg

si paratodo ¢ >0 3 d0>otalquesi/f(x)-L/<e — 0</Xx-Xo/<d.

A

—n
~~

X

f

(32)

\—
7_X
i
v

A
Xo' 6, Xo+ 5

Fig 22

Hace la grafica para hacer referencia a la explicacion de las vecindades que se
analizan en el proceso del limite.
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El profesor opera con contenidos dificiles de vecindades tanto en el dominio como en
el contradominio, es claro que el profesor explica y explica bien, pero no se logra una
buena transposicion didactica.

Las operaciones simbdlicas resultaron dificiles de entender, debido a que las
estructuras matematicas no se aprenden. Bajo este modelo de aprendizaje se hace una
presentacion de los contenidos en forma rigida algebraica y simbolica. Primero por los
simbolos, luego cuesta trabajo asimilar los contenidos.

Los aspectos mas relevantes que se presentaron al estudiar el limite, se realizaron
con el siguiente tratamiento, desarrollado en todo momento bajo un esquema de ideas
rigidas tradicional, algoritmico algebraico.

En los tres ultimos afios se contrastd el curso formal tradicional con la introduccion de
la visualizacion. El trabajo que se presenta corresponde al estudio que se realizo en el
Semestre 2010-B.

Un cuestionario diagnostico de 7 ejercicios sirvid para identificar las operaciones y
desarrollo de ideas matematicas que los alumnos generan, estas actividades se
aplicaron al grupo 505 y 506 de 30 y 32 alumnos respectivamente, divididas en 8
sesiones de 50 minutos, en tres semanas.

Este cuestionario didactico es parte importante del tratamiento de los contenidos de
las funciones, ya que las preguntas que se les plantearon a los alumnos ayudan a
relacionar conceptos e ideas con el concepto de limite, el desarrollar estas actividades
forma parte del mismo proceso de ensefianza, pero al alumno le cuesta trabajo operar
de manera analitica, lo que dificulta su aprendizaje, por el desconocimiento y mala
operacion de las propiedades de los nimeros reales y sus estructuras matematicas. La
descripcion de las actividades en la forma tradicional se incluye en el Anexo |.
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CAPITULO Il

LA IMPORTANCIA DEL ESTUDIO DEL CONCEPTO DE LIMITE MEDIADO POR
LA VISUALIZACION.

3.1 LA VISUALIZACION DEL LIMITE. TRATAMIENTO DE CASOS.

Como se ha tenido la problematica sobre el entendimiento del limite de funciones, el
interés bajo estas circunstancias llevo a plantear hacer una mejora en el aprendizaje de
los alumnos.

No habia un respaldo para realizar un analisis, solo los enfrenta en forma simbdlica en
el tratamiento de estructuras matematicas.

La visualizacion juega un papel muy importante, pero esto no lo realizaban.
Las representaciones graficas refieren los contenidos del limite de una funcién.

La visualizacion como fundamento de los procesos mentales constituye, la asimilaciéon
y acomodacién de imadgenes mentales como parte de la interiorizacion de ideas.

En este orden de ideas, como parte previa al uso del paquete Derive en una sesion
previa como parte importante de la visualizacion, el grupo 507 hizo una exploracion de
graficas como la parte de adaptacion al uso del paquete Derive, hicieron acercamientos
y alejamientos de las graficas, el uso de colores y acercamientos locales, este proceso
es previo y es parte de la familiarizacién del paquete. Las graficas mas comunes que
elaboraron son rectas, parabolas, polinomios, racionales y trigonométricas.

Una actividad previa al resolver los cuestionarios, fue la familiarizacion del paquete
Derive, para tener de manera accesible las graficas. Las graficas se desplegaron en
colores y esto a los alumnos los motivo ya que el impacto que se causa constituye una
fuente de interés para resolver sus actividades.

Es natural que se propicie el desarrollo del conocimiento basado en la cantidad de
operaciones y acciones que el alumno logré desarrollar

La importancia de mencionar la visualizacion del limite, segun Tall (1980), dice que la
falta de interaccion se puede dar en casos donde un individuo puede tener una
definicion muy general de un concepto y una imagen conceptual desligada de la
primera.

El estudio principal consiste en disefiar actividades asistidas por la visualizacién cuyos
contenidos reflejen la construccion y aprendizaje del concepto de limite de una funcion.

Para observar como se da el aprendizaje del concepto de limite, en la escuela por
medio de la visualizaciobn se han disefiado actividades estructuradas en un formato
consistente en identificar los elementos que permitan deslindar los tratamientos del
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dominio, imagen, asintotas verticales y horizontales, cuya idea basica de exploracion de
las graficas permitié a los alumnos desarrollar un esquema de ideas mateméaticas
alrededor del concepto de limite de una funcién. La propuesta se centra en elaborar
problemas y actividades donde el alumno debe estar consciente que todo el trabajo de
aprendizaje lo tiene que resolver él, la atencion se centra en el alumno, dejando por un
lado lo tradicional donde el profesor sélo resolvia ejercicios numeéricos, se consideré
gue de seguir asi no se lograria lo ideal; en base a lo anterior se han disefiado las
actividades, desde problemas relevantes, ejercicios, cuestionarios, materiales vy
recursos graficos que al interactuar en un proceso de integracion nos llevaran a
aprender el concepto del limite en condiciones mas ideales y de beneficio que por la via
tradicional no se han logrado.

El estudio consisti6 en dar seguimiento a las actividades que se trabajaron en el
capitulo anterior con los mismos grupos; el cuestionario y el desarrollo de las
actividades haciendo el contraste por un lado, el estudio de las funciones aplicando sélo
la parte operacional algoritmica algebraica, i. e., el alumno se tiene que desarrollar en
un lenguaje propiamente algebraico lo que permitié ver mediante sus calculos como es
que se presentan las dificultades del aprendizaje de concepto que se estudio y
contrastarlo con el tratamiento de las mismas actividades, desde un respaldo visual, i.
e., empleando el uso de las graficas de las funciones.

Empleando la visualizacion, los alumnos proceden bajo el siguiente esquema de
actividades y al mismo tiempo se pueden observar el avance en la generacion de ideas
visuales y mateméticas.

Se trabajaron las mismas preguntas con la visualizacion con el grupo 507 de 33
alumnos. Se disefid la siguiente actividad.

DESARROLLO DE ACTIVIDADES EMPLEANDO LA VISUALIZACION

A manera otra vez de esquema general de los contenidos a estudiar, son de manera
natural, los que cominmente se trabajan en el estudio de una gréfica de una funcién.

1.-¢,Cual es el dominio?.

2.-¢Cual es la imagen?.

3.-¢ Cuales son las asintotas verticales?.

4.-¢ Cuales son las asintotas horizontales?.

5.-¢ Cudl es el limite en x=07. ¢, En infinito?. ¢ En menos infinito?.

ACTIVIDAD No. 1
Sea la funcion

f(x)=
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Empleando el cuestionario y la visualizacion, los alumnos procedieron bajo el siguiente
esquema de actividades:

ACTIVIDAD No 1 .- Calcular

[im 1
X—> 0

1.-El valor de la imagen en cero es:

2.-La funcion es continua o discontinua. ¢ Por qué?.

3.-El denominador x°+1, ¢ Qué valores toma?.

4.-Para x=10. ¢Qué valor toma la imagen?.

5.-Para los valores positivos, ¢Se crea una funcion creciente o decreciente?, ¢Por
que?.

6.-¢ Cual es el valor de la imagen para valores de x suficiente grandes?.

7.-De la pregunta anterior, ¢, Toma el valor cero?, ¢ Por qué?.

8.-¢,Cual es el limite cuando x tiende a infinito?.

Para resolver el cuestionario, los alumnos se apoyaron en el respaldo visual, en el
siguiente orden, como parte del proceso de construccion del concepto:

a) Los alumnos obtienen la gréfica.

El primer paso de la actividad, al estar asistidos por una computadora, se obtuvo la
gréfica de la funcién.
1
f(x)=

X+1




Los alumnos hicieron diferentes acercamientos y alejamientos locales.

Z

Fig. 24

Se observé, que se pueden obtener las graficas con mayor velocidad y en colores, lo
gue generd un respaldo de seguridad para los alumnos, descubren los elementos
constitutivos de una grafica, la numeracion, la imagen y los ejes de coordenadas.

y

20 -15 -10 -5 5 10 15 20

Fig. 25
b) Los alumnos exploran la gréfica.
Es importante sefialar que los alumnos al comenzar el estudio del limite de una
funcion se centran en la exploracion de los elementos que se desplegan al construir una

grafica por un medio visual, lo que representa el desarrollo de ideas matematicas,
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comienzan desde ideas simples pero profundas. Operando con este medio se define
como las acciones-operaciones de visualizacion que el alumno conlleva en su campo
cognoscitivo para realizar un esquema de ideas de limite y se vincula con el trabajo que
realiza bajo la argumentacion de las gréficas.

Lo primero que se analizé es la forma de la figura: la imagen de la funcion para los
alumnos tiene el siguiente significado que ellos contextualizan segun sus
interpretaciones.

-8 -6 -4 -2 2 4 6 ]

-1

-3

-4
Fig.26
Los alumnos lograron la inferencia de la estructura algebraica en

1
f(x)=

x2+1

que la funcién es continua y siempre positiva. Los alumnos observaron que la imagen
no se rompe y transfiere estas ideas, al mover el cursor cerca del cero por la derecha y
por la izquierda, por los positivos y los negativos; ademas el cursos tiene una ayuda
porque en la imagen se desplegan los valores de las respectivas evaluaciones, con una
x>0 se observo que la funcion decrece. Lo mismo por la izquierda lo que lo llevé a
relacionar con la estructura matemética del cuadrado de un namero.
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25 -
20
15 [ es continua
0 -
104 es positiva
[ va hacia cero
5 |
0 |
507
Fig. 27

La exploracion de la grafica permitio el estudio de argumentos para tener un respaldo
de integracion de los elementos vistos como un proceso de solucién; las actividades al
ser asistidas por un medio visual se trabajaron con recurso figural como una alternativa.

Como parte importante se observd, que el alumno le da una relevancia a las
unidades significativas de la gréafica y los transfiere a un analisis reflexivo en el célculo
del limite y puede operar con estas ideas visuales al registro algebraico como parte del
proceso de la solucion del problema.

De la gréafica:

1.5

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Fig. 28
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Su trabajo consistio en hacer evaluaciones en su cuaderno y se pide realizar las
siguientes evaluaciones para verificar los valores observados con los numeéricos
obtenidos, de esta manera evalua en:

1
f(x)=
x%+1
x=1, 1/2
x=2, 1/5
X=3 1/10
x=10 1/101

Estas operaciones constituyen acciones que permitieron desarrollar un esquema de
ideas cognoscitivas en el limite, ya que la actividad gener6 un trabajo de construccion y
permitid identificar un registro grafico, ligarlo y verificarlo con un registro algebraico.

Si  x=10, de lo anterior si x tiende a ser grande, es decir x>0 entonces con los
célculos numéricos se infiere que el cociente 1 / x*+1 es pequefio , pero si x es tan
grande que tienda a infinito esto nos permite entender que 1/ x?+1 tiende a ser muy
pequefio cada vez mas y si continlan de esta manera, llegaria un momento en que esta
cantidad se parece al cero pero no es, pero precisamente es en este momento en que
se logro introducir la idea del limite cero; lo que llevo a relacionar, representar y
reproducir esta idea a partir de la visualizacion de la grafica; como parte de uno de los
tantos medios y herramientas para construir un concepto de limite.

c) Los alumnos desarrollan la visualizacién de las unidades significativas.

La parte central del desarrollo de las actividades, la visualizacion de la gréfica,
permitio, en un proceso de abduccién, con los simbolos y signos desarrollaron ideas
cognoscitivas, fue un proceso de significacidbn ya que al integrar y articular en una
funcion el dominio, el contra dominio y las asintotas, establecieron patrones de
unidades significativas en el tratamiento del calculo de un limite.

Se visualizo la grafica y con el descubrimiento de las unidades patrones cuya tarea
primordial es en estas actividades, permitieron al alumno encontrar una significacion y
se logré cuando transfiere desde sus representaciones mentales, lo que visualiza, es
relevante con un valor numérico, dando como paso importante en estas actividades
didacticas transferir el concepto de limite. Las mas importantes que trabajaron son las
siguientes graficas de la funcion.

f(x)=
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Fig. 29
Para x=1, se identifico con la imageny = %.

Para x=2, se identificé con la imagen y=1/5.

1.5

-20 -15 -10 -5 5 10 15 20

-2

Fig.30

Para x=10, obtiene y= 1/101.

Con estas operaciones, se logro la identificacion y asignacion al establecer la unidad
significativa, corresponde a un valor muy pequefio a medida que x tiende a ser muy
grande es decir, se ogra un mejor acercamiento en la estructura:
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Si x>0 y muy grande entonces 1/ x*+1 es muy pequefio.

Estos tratamientos en el analisis de las unidades significativas permitieron al alumno
transferir del comportamiento gréfico visual al numérico y asi desarrollaron una
plataforma de ideas mas solidas en un proceso de retroalimentacion en la adquisicion y
construccion de ideas mateméaticas, como parte del proceso de aprendizaje de los
alumnos. Se observlo desde el punto de vista de las operaciones en un proceso de
construccion del conocimiento del limite lo siguiente: antes de pasar al aspecto formal
del calculo de limites, los alumnos desarrollaron las habilidades o acciones previas en
sus ideas kinoestésicas que son fundamentales en los procesos cognoscitivos.

Los resultados observados para la funcion, cuando la x tiende a ser grande,
encontramos los siguientes valores.

301
O el valor decrece
251
20- M el valor es pequefiio
15- [ una sucesion
decreciente
101 O el limite es cero
5-
[ |
0-4
507
Fig.31

Las operaciones que se realizaron en la trasferencia de contenidos, permitieron
observar como este tratamiento de contenidos llevo a establecer como un proceso de
aprendizaje del limite desde esta alternativa de la visualizacion, los aspectos didacticos
observados y de siendo de relevancia la transferencia y el tratamiento de las unidades
significativas fueron:

De la grafica fue decisivo para la construccion de una idea kinoestésica en la
construccion de una sucesion decreciente.

Si se toman n, m>0 en ese orden entonces 1/n < 1/m vy, esto se aplicé a la
estructura 1 / x*+1.

48



Se creo6 al inicio del estudio un desequilibrio para 1/n, pero a medida que opero las
con graficas se obtuvo una acomodacion cuando asocia en la funcién

1
f(x)=
x+1

con los valores del dominio y se obtuvieron los valores en la imagen de la funcion y se
pudo medir de manera visual al sefialar en la grafica.

Estas ideas son relevantes en un proceso de significacién, porque ademas permitio
mediante estas ideas, desarrollar el concepto de limite a medida que pudo por este
proceso conjeturar para inferir el valor del limite y establecer que un limite no se
encuentra en una funcion si no que como su nombre lo indica esta en la frontera de la
funcién y este paso de buscar en la funcién crea dificultades en los alumnos, por este
motivo la visualizacion es importante en el tratamiento del concepto de limite.

Por medio de la visualizacion de un alejamiento de la funcion y por el tratamiento

numerico el analisis visual es importante en la mediad que se tiene la necesiada de
establecer un patron general para el proceso infinito y acomdar la idea formal del limite.

1+

-40 -30 -20 -10 10 20 30 40

Fig.féz
Los alumnos identifican que al tomar n>m en el dominio de la funcion, a medida que

alejan las respectivas imagenes siempre van a ser mas pequefas y pueden inferir de la
imagen de la grafica de la funcion en este valor cuando tiende a infinito el limite es cero.
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Se pudo verificar la propiedad:

Si n>m, entonces
1/n <1/m

Con las operaciones anteriores se logréo acomodar un aprendizaje formal: si n>m con
n y m tendiendo a infinito entonces sus respectivos inversos tienden a ser muy
pequefios y en un proceso infinito tiende a ser cero por lo que el limite de la funcién
1/x*+1 es cero cuando la x tiende a infinito.

Lo que se compard que el estudio asistido por el programa Derive en el disefio de
actividades encaminé a comprender mejor el concepto de limite, debido a que en el
inicio se observaron las siguientes situaciones cognoscitivas de los alumnos:

30
[ no sabe
25 -
201 B por intuicion
responde cero
15- P
10- [1da valoresy
responde a un
5 - valor aproximado
[ infiere el valor
0- infinito a partir
grupo de la estructura
507
Fig.33

Después de reflexionar sobre los contenidos y mediados por la visualizacibn como
parte del proceso de construccion y estudio del limite mediado por las graficas se
observaron los siguientes avances:
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251
201
[ se obtienen valores
15 1 pequeios
M se obtienen valores
10 positivos
[ el limite es cero en
51 infinito
0 i
507
Fig. 34

Lo que fue significativo para el proceso de conocimiento del concepto de limite del
alumno.

De lo anterior como reforzamiento en el tratamiento de los contenidos para esta
funcién se logra entender de manera formal que en

1
f(x) =

X°+1
Una primera observacién que se hizo es que siempre se obtenian valores positivos.

También se detecté que estos valores estaban comprendidos entre el cero y uno, ya
que el valor méas grande es uno cuando x=0.

Con el andlisis anterior de las actividades el cuestionario qued6 elaborado de la
siguiente manera:

ACTIVIDAD No 1 .- Calcular

[im 1
X0
x2+1

1.-El valor de la imagen en cero es:
R.-1: 33.
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2.-La funcion es continua o discontinua. ¢,Por qué?
R.- Claramente es continla, porque asi se observa: 33.

3.-El denominador x°+1, ¢ Qué valores toma?.
R.- Toma valores positivos y negativos: 33

4.-Para x=10.¢Qué valor toma la imagen?.
R.- Un valor pequefio: 22.
Un valor menor que uno: 11.

5.-Para los valores positivos. ¢Se crea una funcion creciente o decreciente?, ¢Por
quée?.
R.- Decreciente, porque se observa una imagen que va de bajada: 33.

6.-¢,Cuales el valor de la imagen para valores de x suficiente grandes?.
R.- Pequefio, muy grande: 3.
Tiende a cero: 30.

7.-De la pregunta anterior. ¢ Toma el valor cero?, ¢Por qué?.
R.- No lo toca, porgue siempre es pequeiio: 30.

8.-¢,Cual es el limite cuando x tiende a infinito?.
R.- Es cero: 33.

Se observaron, las inferencias del concepto del limite estudiado:

25 -
20 -
O valores positivos
15 - pequefios
@ no alcanza el cero
10
O x tiende a
5. infinito,lim 0
0 |

507

Fig. 35

Lo que garantiza que existe un mejor aprendizaje del limite.
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ACTIVIDAD No. 2

Sea la funcion
X-1
f)=(____ )~

x+1

Las actividades consistieron en resolver en una sesion el siguiente cuestionario y
operan en un esquema de desarrollo de ideas en todo momento asistidos por la
visualizacion:

ACTIVIDAD No. 2
x-1
Calcular el lim  ( )
X—>e0 x+1

1.-¢,Cual es el dominio?.

2.-¢,Cual es el patron de la grafica?.

3.-¢,Cual es la imagen de la funcidon?.

4.-; Donde es continua la funcion?.

5.-¢,Cual es el limite de la funcion en x=07?. ¢ Por qué?.

6.-¢,Cual es el limite de la funcion en x=«~?. ; Por qué?.

El estudio de limite, mediante la visualizacion, es una alternativa donde la gran
potencialidad de contenidos de las graficas ayuda a formar el concepto del limite de una
funcién que por la via algoritmica algebraica es muy oscura, y, en estas condiciones el
desarrollar un pensamiento lateral llevé a los alumnos a tener una alternativa en el
tratamiento de la informacién de un problema como parte del proceso de la solucion.

Se resalté que en la medida que el alumno interactué mas con la visualizacion de
gréficas, en este sentido, se desarroll6 cada vez una secuencia gradual de actividades
que en conjunto es una virtud en su formacién de estudiante porque desarroll6 una
motivacion de trabajo y tiene una aportacion de las partes significativas de los
contenidos de estudio y los hace propios, en la medida que trabaja con ayuda de la
visualizacion de graficas como una herramienta de mediacion y también como forma
de disciplina y trabajo.

En base a lo expuesto anteriormente los alumnos exploraron y trabajaron con la
asistencia de la grafica, donde la comunicacion entre ellos amplia las formas de
tratamiento de la informacion, en este sentido los patrones y contenidos que interpretan
desde las gréaficas, las variaciones poco a poco las van asimilando y se llegé a una
interpretacion y acomodacion de unidades significativas, debido a que las variaciones
son parte de la transferencia visual en el desarrollo de ideas matematicas. Debido a la
diversidad de conocimientos previos de los alumnos este desarrollo no es gradual, pero
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fue importante observar como los alumnos pudieron obtener las unidades significativas
invariantes y los incorporaron hacia un analisis, ya que con la ayuda visual se pudieron
interpretar mejor las estructuras algebraicas y formaron parte de su aprendizaje
basadas en las mismas actividades desarrolladas con la asistencia de la visualizacion;
ademas la interaccion en grupo nos permitio observar una forma rica en los alumnos
en intercambio de ideas, construccion, descubrimiento, complemento y sobre el
analisis, que se logré desarrollar, sobre los contenidos que se solicitaron en el
cuestionario como proceso de construccion de los conceptos y lo que constituye el
proceso de aprendizaje del limite.

Los alumnos exploraron la grafica de la funcion:

x-1
f)=(___ )"
X+1
Fig. 36

Los acercamientos, alejamientos y andlisis locales que los alumnos realizaron fueron:

0.6

-0.8

Fig.37
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20 -15 -10 -5

Fig.38

5 10 15 20

Con esta ayuda visual los alumnos transfirieron las unidades significativas de la gréafica
de la funcién y se observo el intercambio de ideas, este constituyd una asimilacién de
ideas mateméticas en grupo. Las ideas y operaciones que conformaron al contestar

sus cuestionarios fueron las siguientes:

ACTIVIDAD No. 2
X-1
Calcular el lim ( )
X—>e0 x+1

1.-¢Cual es el dominio?.
R.- De 0 a infinito: 30,3.

2.-¢,Cual es el patron de la grafica?.
R.- Una exponencial, en ambos lados: 28, 5.

3.-¢ Cudl es la imagen de la funcion?.
R.-De 0 a 1: 21.
Positiva y pequeia: 12.

4.-; Doénde es continua la funcion?.
R.- De 0 a infinit0: 30, 3.

5.-¢,Cual es el limite de la funcion en x=0?. ¢ Por qué?
R.- 1: 33. Porque en x°=1.

6.-¢,Cual es el limite de la funcién en x=«~?. ; Por qué?
R.- Es positivo: 26,7.

En especial cuidado los alumnos tuvieron la preocupacion y necesidad de aclarar el
calculo del limite cuando x tiende a infinito ya que de la visualizacion, la grafica de la
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funcidn tiende a ser pequefia pero positiva, por lo que los alumnos tienen que manipular
la informacion de la estructura algebraica para calcular correctamente y obtener el valor
del limite ya que una primera aproximacion y con la ayuda de la grafica se observé que
el limite es una cantidad pequefia pero positiva.

Con la ayuda del profesor porque este calculo requiere de mayor grado de dificultad se
procedi6 a calcular el limite de la funcion.

X1 x-1 -2 lim -2x/x+1
lim ()X =lim (1+( ~1))* = lim( (1+( ) i R - o2
X  X+1 X=> 0 x+1 X=> 00 X+1

Los resultados que se obtuvieron en los alumnos al calcular el
x-1

lim () X
X0 x+1

mostraron una mejoria dando como resultado un mejor aprendizaje en la asimilacion y
acomodacion de estructuras algebraicas como parte del proceso.

Los alumnos del grupo 507 obtuvieron los siguientes resultados:

30

251

201

O es positivo

15 .
M tiende a cero

O

507

Fig.39
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ACTIVIDAD No 3.

Sea la funcion: x2-1
f(x) =
X+1

Se procedio a trabajar con el cuestionario bajo un esquema de ayuda visual como
parte del proceso del calculo aprendizaje del concepto del limite, para esta funcion.

ACTIVIDAD No 3:
Calcular x%-1
[im
X—-1 x+1

1.-¢,Cual es el domino de la funcién?.

2.-¢,Cuanto vale la funcion en x=17.

3.-¢,Cual es la imagen?.

4.-¢,Cudl es el grado de la funcion?.

5.-¢Como es la grafica?.

6.- Calcular x--1
[im
x—-1 X+1

Con el uso de las graficas se logré una potente informacién, lo primero que hicieron
es desplegar gréficas de la funcién.
x>-1
fo=____




Con acercamientos y alejamientos

-2

-6

Fig.41

El recurso figural como proceso de integracién permiti6 a los alumnos responder el
cuestionario como un respaldo en el desarrollo de ideas matematicas.

1.-¢,Cual es el domino de la funcién?.
R.- x# 1.

2.-¢,Cuanto vale la funcion en x=17.
R.- No esta definida.

3.-¢,Cual es la imagen?.
R.- Todos los valores, excepto -2.

4.-¢,Cudl es el grado de la funcion?.
R.- Es un patrén impar.

5.-¢Como es la grafica?.
R.- Una recta con un punto de discontinuidad.

6.- Calcular
x*-1
[im
x—-1 x+1
R.-
X y
-2 -3
-1.5 -2.5
-1.4 -2.4
-1.1 2.1
-1.01 -2.01
-1.001 -2.001

58




-1.001 -2.001

-0.999 -1.999
-0.99 -1.99
-0.9 -1.9
-0.5 -15

De acuerdo con la pregunta 6 y apoyandose en las ideas de la pregunta 1, sobre el
dominio de la funcién, se logro relacionar la operatividad sobre una vecindad, se
estudid que en este punto el dominio no existe, i.e., los valores que se aproximan al
valor -1 por la derecha, la imagen toma los valores en una funcién decreciente
siguiente:

f(-0.9)=-1.9
f(-0.99)=-1.99
f(-0.999)= -1.999

f(-0.99999999) = -1.99999999

Con esta idea, se pudo inferir que el limite existe pero el valor no forma parte de
conjunto es decir, el valor al que se quiere llegar esta en la frontera. Se infiere que no
esta definida en -1, pero al tomar una vecindad, estan los valores acercandose a -2.
Solo falta pegarle el -2

La importancia de la visualizacion tiene un potencial didactico en la construccion del
limite, ya que la grafica permitié observar que la funcion es discontinua en la imagen del
-1, con este ejercicio relevante se intrroduce el concepto de limite como el punto que
esta en la frontera, ya que nunca lo alcanza, por esta razon en la didactica, de la
gréfica se cierra. Los alumnos desarrollan el pensamiento lateral al formar una idea en
movimiento en su pensamiento, forman una imagen al cerrar intuitivamente una
vecinadad tan cerca para puntos proximos a la discontinuidad; i.e., desarrollan una
imagen kinoestésica Yy lograron cerrar el proceso al concluir que el limite es -2 . Se
visualiz6 que el limite tiene que ser -2. Como parte de la integracién de contenidos.

a
y

3

2




Fig. 43.

A través del uso de las unidades significativas de la grafica los alumnos pudieron

calcular el limite.

Fig. 44.
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Los resultados que observamos en el calculo de
x>-1
lim
x—-1 X+1

los muestra la gréfica.

12,

10

O cercano a dos

M es dos

O solo falta el dos

507

Fig. 45

Antes del limite hay un proceso, que el respaldo gréafico permitié el desarrollo de ideas,

tiene un papel significante debido a que integra en el proceso, las unidades
significativas, el grado, el dominio, los valores y el analisis del comportamiento
tendencial de la imagen de valores permitié al alumno introducir el concepto de limite.

Segun Piaget para darnos cuenta sobre el aprendizaje de los alumnos como
entienden el concepto del limite, es necesario observar como operan en sus calculos,
lo que constituye el desarrollo de sus ideas y en la medida que calculen bien, estaran
en una mejora de aprender el concepto del limite.

ACTIVIDAD No.4.

Sea la funcion X
f(x)=

NI
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En esta actividad se present6 a los alumnos resolver las siguientes actividades en el
cuestionario como parte del proceso de construccion del limite.

ACTIVIDAD No.4 Calcular.

[im
x—>1

NPT

1.-¢ Cual es el dominio?.

2.-¢,Cual es el grado de la funcién?.

3.-¢,Cuales son las asintotas verticales?.

4.-; Cuales son las asintotas horizontales?.

5.-¢,Cual es el

X
lim
x>1" WNxi-1 Y
X
?.
lim
Xx>1 Wxi-1
6.-¢,Cual es el
X
?. ¢Por qué?.
lim
X-> o0 Nxi-1

Los alumnos desplegaron
necesarios.

las graficas con los alejamientos y acercamientos
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-2

El cuestionario se resolvi6 con la ayuda visual y las respuestas encontradas a

continuacion se presentan.

-4

-6

R

Fig.47
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ACTIVIDAD No.4 Calcular

[im
x->1 WNxP-1

1.-¢Cual es el dominio?.
R.- Todos los valores, quitando x?-1=0: 33.

2.-¢ Cudl es el grado de la funcién?.
R.- Lineal: 26.
R.- Impar: 7.

3.-¢, Cudles son las asintotas verticales?.
R.- x=-1y x=1: 33.

4.-; Cuales son las asintotas horizontales?.
R.- Infinito y menos infinito: 33.

5.-¢Cudl es el

X
?,
[im
x->1* Nxi-1
R.- Infinito: 33
X
y lim
x->1 Nx-1
R.-Menos infinito: 33.
6.-¢,Cudl es el
X
?. ¢Por qué?.
[im
x>1 Nx-1

R.- No existe: 30.
Porgue se obtienen dos valores diferentes.
1: 1.
-1: 2.

De las preguntas anteriores se pidi0 desplegar la funcion y se visualizaron los
contenidos que son relevantes y sirvid para hacer la justificacion de las unidades
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simbdlicas significativas, i. e., se validé por medio de la asistencia de la gréfica lo
siguiente: que el dominio es x>~ 1 > 0, que al resolver la ecuacién se tienen que quitar
los puntos solucion, lo anterior con la ayuda de la grafica se agilizan los calculos y se
tiene un respaldo de seguridad y generd confianza en los calculos al interactuar con
gréfica - alumno y no como se trabaja, s6lo simbolos y maestro.

El calculo del limite se logro la inferencia del concepto importante cuando no existe en
x=1, ya que en base a los limites laterales se logré visualizar que:

X

[im

x>1" Wxi-1 Y
X

[im

x>1 Wx%-1

De donde se infirid que al obtener dos valores diferentes no puede existir el limite en
ese punto.

Luego de la estructura de la grafica se visualizO que tiene un comportamiento
tendencial de funcién impar, es decir empieza por abajo imagina que lo cruza y sale por
arriba y establece una retroalimentacion de la construccion de la gréfica de la funcion.

X grado impar
f(x)=

Wx*-1  grado par

Se relacion6 el grado con la operacion de los exponentes y se establecidé una funcién
patrén o comportamiento tendencial.

Con la ayuda visual del dominio de la funcion se logr6 establecer la asintota vertical y
se conecto con la siguiente propiedad de numeros con el calculo del limite.

X
lim
x>1F
Wxi-1

No existe para el punto en uno porque el denominador se hace cero y la justificacién
es que para valores cerca del uno por la derecha el numerador es mayor que uno y se
divide entre un nimero cada vez mas pequefio tendiendo a cero; de aqui la importancia
de pasar del registro grafico con las unidades significativas en el calculo del limite y del
concepto de limite.
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Una vez establecida esta idea, se procedi6 a partir de la visualizacion el
comportamiento tendencial para la construccion de las asintotas horizontales que
permitieron calcular el limite en el infinito.
X
lim =

X—>
Nx-1
Se infiri6 que el numerador tiende a infinito con mayor cantidad, mientras el

denominador lo hace en forma menor y por lo tanto se puede inferir que el cociente se
dispara a infinito.

Los resultados observados para el calculo de este limite se muestran en la siguiente
gréfica:

O NO EXISTE
1
0O-1

507

Fig.48
ACTIVIDAD No 5.

Las actividades consistieron en contestar mediante la asistencia de la visualizacion
de la gréfica de la funcion, i. e., los alumnos interactian en todo momento con la grafica
de la funcion.
X?-3X +2
f(x)=
[ x2 [

Los alumnos obtuvieron la gréafica e hicieron los siguientes alejamientos y graficas de
colores.
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-1

-2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Fig. 50

Lo que fue relevante en este proceso, los alumnos identificaron las unidades y
elementos significativos de la grafica como parte del proceso de la construccion del
concepto del limite. Procedieron a contestar las siguientes preguntas:

ACTIVIDAD No 5
Calcular
lim X2-3X +2

X—>2 | X2/

1.-¢, Cudl es el dominio de la funcion?.
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2.-¢,Cual es el grado de la funcién?.

3.-¢,COmo es el patrén de la grafica de la funcion?.

4.-¢,Cuél es laimagen de la funcién?.

5.-¢Es la funcion continua en x=22.

6.-¢ Qué importancia tiene el valor absoluto en el comportamiento de la funcién?.

7.-¢ Por qué la imagen de la funcion es reflejada?.

8.-¢ Por qué son importantes los limites laterales?.

9.-¢ Por qué es importante la factorizacion en la grafica de la funcion?.

10.-¢,Cudl es el lim X2-3x +2 2

X—>2 | X2 ]

Con la asistencia de la visualizacion de la gréfica de la funcion, los alumnos tuvieron
un camino de ayuda hacia la construccion de objetos matematicos, que por si solos no
lo construyen, o no lo hacen.

Siguiendo con el desarrollo de las actividades los alumnos desplegaron las gréficas de
la funcion.
X?-3X +2
f)=
[ x-2]

a

3

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Fig. 51
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1.5

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Fig.52

Se logro la articulacién del registro grafico al registro algebraico, como en ejercicios
anteriores, existe una gran potencialidad en el aprovechamiento de la informacion que
la grafica despliega, en este proceso el alumno primero observa el dominio, la imagen
de la funcién vy tiene una primera interpretacién del comportamiento de la funcién, con
los respectivos acercamientos y alejamientos tiene un panorama de accion y operacion
mayor y mediante esquemas desarrolla ideas para establecer una estructura mas
clara y completa de la funcion.

Los aspectos mas relevantes que desarrollaron los alumnos en sus acciones como
parte de sus operaciones y proceso de aprendizaje mediante las actividades asistidas
por la visualizacibn se gener6 un aprovechamiento, analisis y transferencia de las
unidades significativas de la grafica. En un primer paso, que es de relevancia, los
alumnos observaron que la grafica de la funcién tiene un cambio de pendiente, en este
hecho los alumnos lograron conectar de las unidades significativas de la grafica, como
el cambio de pendiente obedece necesariamente con la estructura algebraica del valor
absoluto, es decir se logro establecer esa relacion.
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En este mismo hecho se analizdé que el rompimiento de la funcion tiene una relacion
sobre la restriccion del dominio de la funcién, debido a que en el valor del denominador
de la funcion, en x=2 no esta definido. El resolver el cuestionario significa una parte
importante del proceso de estudio del concepto de limite, pues es una forma natural,
en un proceso inicial de estudio del problema del concepto del limite; a manera de
ejemplo de disciplina que sustentan el proceso de estudio, el maestro de las
matematicas Euler (1994) en su gran mayoria de estudios se observa que a través de
una gran cantidad de ejercicios y de manipular los elementos que constituyen un
problema llega a encontrar patrones de explicacion; quedando ciego los ultimos afios
de su vida.

Con la ayuda de la visualizacién, los alumnos aprendieron a resolver los contenidos
del cuestionario. Lo que fue relevante en el cambio de pendiente en la grafica, los
alumnos les nace la preocupacion de relacionar este cambio con la definicién de la
funcién de valor absoluto y en el analisis de la gréfica.

Al observar el cambio de pendiente, se sintieron obligados a hacer un analisis mas
detallado; en este desequilibrio surgié de manera natural en el proceso de aprendizaje
el reacomodo y desarrollo de ideas y fue una necesidad de aclarar porque hasta antes
del punto menor que 2 la grafica es descendiente, i. e, la imagen de la funciéon con
pendiente descendiente tiene que ver con el registro grafico descendiente.
Piaget(1990). Duval (1990).

Con la inquietud los obligd a entender sobre el andlisis de la definicion y sobre la
pregunta 7. Es decir, se relacion6 un analisis sobre la definicion de la funcién del valor
absoluto.

X, Si x>0.
f(x)=/x/= 0, six=0.
-X, Si x<0.

Con el analisis del comportamiento de la segunda parte de la gréfica, la pendiente
ascendente se relacion6 con la grafica.




El hecho anterior sirvio de enlace para responder de manera consciente el
cuestionario. Debido al analisis y estudio de la grafica permitié6 a los alumnos, como
parte importante del estudio, tener una via de solucion segura en el proceso de
construccion de conceptos a base de una ayuda de exploracion.

De la visualizacién de la gréfica las respuestas mas comunes que se encontraron el
grupo 507 son las siguientes:

ACTIVIDAD No 5
Calcular
lim X2-3X +2

Xx->2 | x2]

1.-¢, Cual es el dominio de la funcion?.
R.- De menos infinito a dos y de dos a infinito.
Todos menos el dos: 33.

2.-¢ Cudl es el grado de la funcion?.
R.- No es claro: 30.
1: 3.

3.-¢,Como es el patrén de la grafica de la funcién?.
R.- Son rectas: 20.
Es lineal: 13.

4.-¢,Cudl es laimagen de la funcién?.
R.- Una recta positiva y otra negativa que se cortan: 33.

5.-¢ Es la funcién continua en x=22.
R.- No es continua: 33.

6.-¢,Qué importancia tiene el valor absoluto en el comportamiento de la funcion?.
R.-“ Lo rompe y lo refleja”: 33.

7.-¢,Por qué la imagen funcion es reflejada?.
R.- “Por el valor absoluto”.

8.-¢ Por qué son importantes los limites laterales?.
R.- Por los rompimientos: 21.
Porque no es continua: 11.

9.-¢Por qué es importante la factorizacion en la gréafica de la funcién?.
R.- Para poder cancelar: 11.
Para formar un cociente igual: 21.

10.-¢Cuél es el lim X>-3x +2  ?

X—>2 | X2/
R.- No existe: 30.
ly-1:2.
1:1.

En la pregunta 8,9 y 10 se registraron las siguientes observaciones, el hecho de tener
una grafica y preguntas que articulan una estructura matematica; en las actividades
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por medio de la exploracion de contenidos los alumnos enfrentaron un proceso
cognoscitivo al tener una necesidad de relacionar el comportamiento del cambio de
pendiente de la grafica y su justificacion con la estructura algebraica, este hecho es
importante como un proceso de asimilacion, acomodacion y generacion de un esquema
de desarrollo de ideas matematicas a través de aclarar mediante una motivacion,
necesidad y la preocupacion, en un proceso de transferencia de las unidades
significativas de la grafica, como proceso de construccién del concepto de limite y como
consecuencia hacia el dificil entendimiento de los objetos matematicos, ya que en el
caso del limite no es inmediato.

La justificacion la realizaron de la siguiente manera:
La parte de la grafica con pendiente descendiente.
Del andlisis del denominador y teniendo presente la definicion del valor absoluto, con
la condicion, si

X-2<0

X<2.
Esta propiedad de nimeros debe llevar a la factorizacion siguiente.

X?-3X +2 (x-2)(x-1)

= =-(x-1) = -x+1.
- (x2) - (x2)

Para la parte de la gréfica con pendiente descendiente.

z
¥y

1.5

-1

-1.5

Fig. 55
Se tiene lo siguiente:

si x-2>0
x>2

72



Con esta condicién debido a la definicion de valor absoluto se hace la siguiente
factorizacién de la estructura algebraica de la funcién.

X?-3X +2 (x-2)(x-1)
= = (x-1) = x-1.
(x-2) (x-2)

Al conjuntar las dos situaciones anteriores se visualiza que la funcion
X2-3X +2
f=
[ x-2]

tiene cambio de pendiente.

-1

-2

Fig. 56

De manera natural, al conjuntar los dos resultados anteriores se obtienen los dos
limites laterales. El analisis por la izquierda fue:

X2-3x +2 (x-2)(x-1)
i).- lim = lim = lim—(x-1)=-2+1=-1
X222 [ x2] X>2" -(x-2) X>2°
Los alumnos concluyeron que en este caso el limite lateral por la izquierda se alcanza
en menos uno aunque no pertenece a la imagen de la funcién porgue en un principio la
funcién no se encuentra definida en ese punto, este punto esta en la frontera.

El analisis por la derecha fue:
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X2-3X +2 (x-2)(x-1)
ii).- lim = lim = limx-1=2-1=1
x>27 | x-2| X527 -(x-2) x>2"

Este limite se alcanza en 1, ahora se tiene un valor positivo, pero como esta en la
frontera del conjunto de puntos donde este valor no pertenece a la funcién inicial
estudiada. Con estas ideas, los alumnos del grupo 507 presentaron los siguientes
resultados.

30+
251
201
B NO EXISTE
15-
m1y-1
104 D1

507

Fig. 57

Como parte de la intervencion del profesor como parte del proceso de la construccion
de significados el profesor interviene y ayuda al alumno a concluir que debido a que
existen dos limites laterales distintos, segun la definicion sobre la existencia del limite
este debe ser Unico y por lo tanto se concluye que el limite no existe.

ACTIVIDAD No 6.

Sea la funcion f(x)=(-1)"
Calcular el lim (-1)*
X->0
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El cuestionario que se trabaj6 para estudiar los contenidos sobre este limite, mediados
por la visualizacion es el siguiente:

ACTIVIDAD No 6
Calcular
lim (-1)*
X->eo

1.-¢Cudl es el valor para un nimero par y este sea 207?.

2.-¢,Cuando x es muy grande que sea 501, es impar?.

3.-¢,Cuando x es muy grande?.

4.-¢ Tiene sentido hacer la sustitucion en infinito?. ¢ Qué opinas?.

5.-¢,Se puede calcular el limite en infinito?.

6.- ¢ En este caso, el limite existe?. ¢ Por qué?.

7.-¢ Es continua la funcion?.

Se procedi6 a obtener la grafica de la funcién
f(x)= (-1)

con un acercamiento y un alejamiento.

1.5

ES
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f(x)= (-1)"

y

Fig.59

Se observo que la funcién toma valores positivos y negativos, para las evaluaciones
pares se obtienen siempre el valor positivo uno que lo relacionan con la potencia par y
para la potencia impar el valor es negativo.

Se encontr6 que las sustituciones de conectar las imagenes de la gréafica, con la
visualizacion, se logré descubrir el comportamiento tendencial y con el tratamiento de la
generacion de ideas matematicas, esta ayuda visual logré construir la idea hacia el
paso del concepto del limite, pues al observar la oscilacion en la grafica, estan en
posibilidades de argumentar los resultados observados.

Se logr6 darle significacion a los valores de la tabla mediante las siguientes
operaciones de valores. Se encontré que las preguntas sobre la operatividad numérica
las relacionaron con un descubrimiento del comportamiento tendencial de lo que
pueden observar de la gréfica.

Al resolver el cuestionario de preguntas los alumnos relacionaron los valores de la
imagen aplicando la definicibn de potencia par e impar para el -1, obteniendo las
siguientes interpretaciones y respuestas:

ACTIVIDAD No 6
Calcular
lim (-1)*
X—>0
1.-¢ Cual es el valor para un numero par y este sea 207?.
R.- 1: 33.
2.-¢,Cuando x es muy grande que sea 501, es impar?.

76



R.- -1: 33.

3.-¢Cuando x es muy grande?.
R.- 1:33.

4.-¢ Tiene sentido hacer la sustitucién en infinito?, ¢ Qué opinas?.
R.- Estamos en el caso anterior.

5.-¢,Se puede calcular el limite en infinito?.
R.- Se obtienen valores 1y -1, porque son pares e impares: 33.

6.- ¢ En este caso, el limite existe?, ¢ Por qué?.
R.- No existe, porque hay dos valores diferentes: 33.

7.-¢ Es continua la funcion?.
R.- La funcién no es continua: 30.
Solo es de puntos: 33.

Con la visualizacion se adquieren elementos con significacién relevante, porque a
simple vista de la estructura algebraica no se visualizan en el pensamiento, pero al
obtener la gréfica de la funcion, la gran cantidad de contenidos que muestra una grafica
son un potencial en el proceso de aprendizaje de los alumnos. En estos momentos los
alumnos se motivan y desarrollan habilidades en el mismo trabajo de las actividades.

Los alumnos sobre la significacién de estos valores infirieron los siguientes resultados
sobre la existencia del limite.

201
18-
16+
14+
12+
10-

O1ly-1
B no existe
O

507

Fig. 60
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El desarrollo de actividades llevd a los alumnos al aprendizaje del limite de una
funcion. Es decir, el desarrollo de actividades asistidas por la visualizacion constituye un
proceso de aprendizaje del limite. En esta actividad se solicitd a los alumnos del grupo
507 que calcularan el limite, considerando que en la uUltima semana del estudio de
limite, con las actividades previas que se habian desarrollado, se observo que se habia
ya tenido una evolucién en la generacion de estructuras de ideas de limites. Con estos
antecedentes los alumnos estaban en posibilidades de tener una mejora en el célculo
de limites asistidos mediante la visualizacion de graficas.

Finalmente, en parte como un proceso validacion del proyecto para observar que la
generacion de ideas matematicas en los alumnos, primero tienen variaciones de
asimilacion, representacion, interpretacion y finalmente diferentes acomodaciones,
porque al ser alumnos con caracteristicas individuales, i.e, se observé que no todos
procesan la informacién de la misma manera, pero lo que resulté importante es que en
este proceso de interaccion los alumnos al intervenir en equipo, la misma comunicacion
y el lenguaje que utilizan para comunicar sus ideas los llevé a una incorporacién a una
estructura matematica que es lo que se esperaba como proceso de su aprendizaje de
limite, ya que la interaccion, la comunicacion forman parte de sus operaciones y
acciones y es parte del proceso.

ACTIVIDAD No 7

Siguiendo con la operatividad del limite, el cuestionario estudia los contenidos que
estan en juego sobre el tratamiento de la estructura matematica cuando se presenta la
oscilacion de valores en una vecindad.

Sea la funciéon
f(x)= sen(1/x)

Calcular
lim sen(1/x)=
x—>0

Se trabaj6 el cuestionario empleando la visualizacion:

ACTIVIDAD No 7
Calcular

lim  sen(l/x)=
x-0

1.-El valor de la imagen en cero es:

2.-La funcion es continua o discontinua. ¢ Por qué?.

3.-El argumento en cero. ¢ Qué valores toma?.
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4.-Para x=1.¢Que valor toma la imagen?.

5.-Para los valore positivos. ¢ Se crea una funcion creciente 0 decreciente?.

6.-¢,Cual es el valor de la imagen para valores de x suficiente pequefios?.

7.-De la pregunta anterior. ¢ Toma el valor cero?. ¢ Toma el valor 1 6 -1?. ¢ Siempre?.
¢ Por qué?.

8¢ Cual es el limite cuando x tiende a cero?. ¢ El limite existe cuando x tiende a cero?.

Los alumnos procedieron bajo el esquema siguiente de ideas:
a)Los alumnos obtienen la grafica.
El primer paso de la actividad, al estar asistidos por una computadora, se obtuvo la

grafica de la funcion
f(x)=sen(1/x)

Fig. 61

Los alumnos trabajaron diferentes acercamientos y alejamientos locales para tener un
analisis mas elaborado y detallado de la funcion.

_ _ _ A
e e e

Fig. 62
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Se observé, que pueden obtener las graficas con mayor velocidad, la construccion en
colores es total y esto genera un respaldo de seguridad para los alumnos al construir
las graficas, descubrieron los elementos constitutivos y relevantes del comportamiento
de la funcion, la numeracion, la imagen, los ejes de coordenadas.

-3

_a

Fig. 63

Lo primero que observaron para su sorpresa ,es la oscilacion de la funcién cerca del
cero, este hecho refuerza de la potencialidad de emplear la visualizacién en el calculo
de limites.

¥

-1.5
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Fig. 65

Fig. 67




IR l # J :
W 1

Fig.68
De la grafica anterior, en el analisis que se tuvo, se logré transferir las unidades

concluir que debido al fenomeno presentado de que la funciéon toma una cantidad

Fig. 69.



Los resultados como parte del proceso del aprendizaje de los alumnos constituyen sus
operaciones y acciones que se lograron observados en el cuestionario como parte de
su trabajo de aprendizaje del concepto del limite y son los siguientes:

ACTIVIDAD No 7.
Calcular
lim  sen(1/x)
x->0

1.-El valor de la imagen en cero es:
R.- Oscilante: 12
1 y-1:21

2.-La funcion es continua o discontinua. ¢,Por qué?.
R.- Continua, porque no se rompe: 33

3.-El argumento en cero. ¢ Qué valores toma?
R.- 1y-1:33

4.-Para x=1. ¢ Qué valor toma la imagen?
R.- Un valor positivo: 25.
Un valor positivo menor que 1: 8

5.-Para los valore positivos. ¢, Se crea una funcién creciente 6 decreciente?
R.- Creciente y decreciente: 33.

6.-¢,Cual es el valor de la imagen para valores de x suficiente pequefios?
R.- Siempre toma los valores entre 1y -1: 33.

7.-De la pregunta anterior. ¢ Toma el valor cero?. ¢ Toma el valor 1 6 -1?. ¢ Siempre?.
¢ Por qué?.

R.- Siempre toma los valores entre 1y -1: 33.

Por que oscila siempre.

8¢ Cual es el limite cuando x tiende a cero?. ¢ El limite existe cuando x tiende a cero?.
R.- Se observa que el limite no va a ningun valor fijo: 33

La gréfica muestra los resultados obtenidos en el tratamiento de la informacion sobre
el estudio de limite.

35
30
25
20
15
101

O No existe
(]
()

507

Fig. 70
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La visualizacion es una herramienta en el proceso de aprendizaje de los alumnos que
constituyé una mediacion en el estudio, para la generacion de un esquema de
asimilacion y comprension de ideas matematicas, basadas en signos y simbolos que
permitieron al alumno articular los registros gréficos simbdlicos al algebraico,
conformando un medio alternativo en el dificil estudio del limite, ya que cuando se
trabajo por la via mecanica algoritmica sélo se tuvo una sustitucion numérica y no se
logré la idea intuitiva del concepto de limite. Este estudio, sélo es un proceso de tantos,
como parte del estudio del limite y sus observaciones y mejoras no estan terminadas ya
que el desarrollo conceptual del célculo contindia. Entonces, los caminos de aprendizaje
son deseables a una mejora.

Por otro lado, como parte de trabajo en el Colegio, existen proyectos para mejorar la
educacién, uno de ellos es que estas actividades forman parte de un cuadernillo que se
tiene en un banco de ejercicios y reactivos sobre un Capitulo Il del tema de Limites; en
el Capitulo | se disefié sobre el tema de los NUmeros Reales, junto con estructuras de
Algebra y Aritmética como parte del sustento de este proyecto que se esta realizando,
con lo que los alumnos pueden tener un respaldo de actividades cuando lo soliciten en
el laboratorio para trabajar; como parte de las estrategias y proyectos que el Gobierno
del Estado de México tiene en la educacion del Bachillerato para aumentar la calidad de
la educacion.

Es importante sefialar que lo que se pretende con este proyecto es que no sélo los
alumnos logren desarrollar el conocimiento analitico, i.e; del algebraico a la solucién, lo
que es comun en el Colegio, lo que se espera con este proyecto es el espiritu de
Aprendizaje para lograr que los alumnos logren desarrollar una capacidad para
conectar, asimilar y reproducir ideas del concepto de limites y también que logren
interpretar y resolver problemas de limites que en el Colegio no se hace y con ello no se
toca este tipo de ensefianza y la justificacion en parte, en los Ultimos 8 afios so6lo 3
alumnos han logrado ingresar a la UNAM e IPN, porque no se les ha dado este
desarrollo sobre la solucién de problemas. La solucién de problemas no es tratada en el
Colegio.
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CONCLUSIONES.

1.-Con la visualizacion, como alternativa en el calculo del limite, se integran las
unidades significativas del registro gréfico, los alumnos identifican estas unidades y las
transfieren a una estructura algebraica, lo que permiti6 desarrollar ideas sobre la
construccion del concepto de limite y esto a su vez generd una mayor facilidad calcular
el limite, ya que los alumnos les permiti6 hacer los célculos por aproximaciones y
pudieron inferir el valor del limite y al mismo tiempo sirvié para construir el concepto del
limite.

2.-La visualizacion de graficas tiene una potencialidad de informacion ya que permitio
relacionar el registro grafico con el algebraico y el numérico lo que abrié un camino en
la generacion de esquemas de ideas matematicas de manera segura.

3.-El uso del paquete Derive no so6lo es una herramienta que ayuda a agilizar los
calculos numéricos, sino que estos mismos forman parte importante en la generacion y
construccion de ideas y conceptos matematicos.

4.- De manera natural en el proceso de aprendizaje los contenidos permiten para su
tratamiento la construccién de conceptos, la visualizacion, esta alternativa s6lo es una
forma de aprender el concepto de limite y el proceso no esta acabado y no es Unico; es
parte del proceso del conocimiento, seguird teniendo sus mejoras. Lo que si estoy
seguro es que ayuda a calcular el limite.
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ANEXO |

DESARROLLO DE ACTIVIDADES EN EL CALCULO DE LIMITES EN FORMA
TRADICIONAL.

En cada limite, en una primera parte de actividades se presentan preguntas basicas
sobre la funcién para tener un esquema general de ideas y de manera particular se
tiene el cuestionario que sirvié de eje de estudio.

ACTIVIDAD No.1.
Lo primero es observar como los alumnos operan bajo un esquema rigido simbdlico:

Sea la funcion: 1
f(x)=

x+1

Los alumnos al calcular el limite sélo con operaciones simbdlica-algebraicas, en estas
circunstancias, los argumentos importantes sobre el tratamiento de los contenidos que
llevaron a observar el célculo del limite se apoyaron en el tratamiento de las siguientes
actividades que relacionan los elementos relevantes de la funcion.

Basicamente, a manera de introduccién al calculo de limite y en un esquema general
en los 7 ejercicios, se tuvieron las siguientes preguntas que son relevantes en el estudio
de una grafica de una funcion.

1.-¢,Cual es el dominio?.

2.-¢,Cudl es la imagen?.

3.-¢, Cudles son las asintotas verticales?.

4.-; Cuadles son las asintotas horizontales?.

5.-¢ Cudl es el limite en x=07?, ¢, En infinito?, ¢ En menos infinito?.

En forma particular el disefio de las actividades sin el apoyo grafico consistio en
preguntarles basicamente lo siguiente:

ACTIVIDAD No 1 .- Calcular

[im 1
X-> 0

x2+1

1.-¢El valor de la imagen en cero es?.

2.-¢La funcion es continua o discontinua?, ¢ Por qué?.

3.-El denominador x°+1, ¢Que valores toma?.
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4.-Para x=10, ¢Qué valor toma la imagen?.

5.-Para los valores positivos, ¢Se crea una funcion creciente o decreciente?. ¢ Por
quée?.

6.-¢ Cudl es el valor de la imagen para valores de x suficiente grandes?.

7.-De la pregunta anterior, ¢ Toma el valor cero?, ¢ Por qué?.

8.-¢,Cual es el limite cuando x tiende a infinito?.

En el desarrollo de las actividades, para el Grupo 505 y 506 se observaron los
siguientes resultados:

ACTIVIDAD No 1 .- Calcular

[im 1
X-> o0
X“+1

1.-El valor de la imagen en cero es:
R.- 1/0 +1 =1/1=1: 22, 23.
1/0=1:4,6.
1/0=0: 4, 3.

2.-La funcion es continua o discontinua. ¢ Por qué?.
R.- Continua: 10, 12
No saben: 20, 22.

3.-El denominador x“+1, ¢Que valores toma?.
R.- 1: 24, 28.

Enterosde 1, 2, 3,4,..., :2, 1.

No saben: 6, 3.

4.-Para x=10. ¢ Qué valor toma la imagen?.
R.- 11: 16, 22.

101: 10, 8.

1/101: 4, 2.

5.-Para los valores positivos, ¢Se crea una funcién creciente o decreciente?. ¢ Por
qué?.
R.- No saben: 28, 29.

Creciente: 1, 2.

Decreciente: 0, 0.

Toma un valor pequefio: 1, 1.

6.-¢,Cual es el valor de la imagen para valores de x suficiente grandes?.
R.- Infinito: 25, 28.

Toma un valor positivo: 2,1.

No saben: 3, 3.

7.-De la pregunta anterior, ¢ Toma el valor cero?, ¢ Por qué?.
R.- No saben: 30,32. No explican nada.
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8.-¢, Cual es el limite cuando x tiende a infinito?.
R.- Infinito: 20 ,24.

1:5,3.

No saben: 5, 5.

Se observo que los alumnos en este calculo del

[im 1
X—>
X>+1

No pudieron establecer el patron regulador de la estructura algebraica, debido a que
el operar de manera mecénica sobre una sustitucion numérica, no los llevo a encontrar
la significacion sobre el aprendizaje, el no haber desarrollado habitos de interés por
lograr una comprension de contenidos. Los alumnos no operaron correctamente sobre
el cuadrado del denominador y con la falta de comprension y entendimiento de los
valores resultantes, los alumnos no descubrieron un comportamiento tendencial y no
infieren los valores. Esta falta de operatividad obstaculiza el aprendizaje por no tener un
dominio de los contenidos, los alumnos al no tener seguridad sobre sus célculos, trae
como consecuencia una falta de interés en el aprendizaje, lo anterior es propiciado por
la poca operacion efectiva de los célculos numéricos. Lo que no permite el desarrollo de
calculos efectivos y certeros en el proceso del célculo del limite.

1
lim
X—> 0 x>+1
La falta de comprension de las propiedades de los niumeros racionales y sobre las
estructuras, los alumnos en sus operaciones solo los comprenden en la mayoria de los
casos como casos particulares, hasta este momento se observé que los alumnos no

pueden establecer los invariantes de las estructuras, o que hace o dificulta el proceso
de aprendizaje.

No se logr6 el paso para establecer una posible igualdad en la estructura algebraica
en el tratamiento de

= 1/5,

2%+1
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1
=1/10
3%+1

No se pudo establecer un analisis sobre la estructura algebraica, i.e, no es claro que
mientras la cantidad x sea mayor, por estar elevado al cuadrado en el numerador, el
cociente llevara mas rapido a establecer cada vez con mayor velocidad un nimero cada
vez mas pequefio y en este orden de ideas los alumnos se les dificulta establecer que
este desarrollo de ideas conforman el célculo del limite buscado.

El hecho que se observa es que los alumnos por iniciativa propia no logran desarrollar
una capacidad de inferencia. No desarrollan ideas intuitivas a partir de la operatividad
algebraica debido a la dificultad de analisis de contenidos en las vecindades.

La dificultad de operar sobre una estructura algebraica y que gran parte del andlisis se
hace bajo el tratamiento en una vecindad seguir una estructura en términos de y=f(x) .

' R
f(Xo#-£).
7 *|\ R
f(Xol- €)
1 o~ 0, Xot
Fig. 1

El establecimiento del patrén mediador argumenta a favor de la estructura del proceso
hacia el concepto de limite.

En este sentido de aprendizaje se ha observado que el alumno ante estas dificultades
requiere de un mayor esfuerzo, sus actividades requieren establecer una relacién con
sus conocimientos sobre las propiedades de los numeros reales en un analisis del
dominio, rango y continuidad de la funcion.

Lo que no permitio argumentar a favor del entendimiento del limite, debido a que los
alumnos no estan en posibilidades de desarrollar ideas intuitivas porque la estructura de
un punto de acumulacién es que a partir de una coleccion finita de puntos que se
guedan fuera de una vecindad y establecer el aprendizaje para argumentar que en la
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existencia del limite de una funcién el niumero infinito de términos ya distan en una
vecindad del limite a lo méas de epsilén y por lo tanto en este proceso infinito el limite
existe. Este proceso no es asimilado.

+++ L
<4

Fig. 2

Los resultados que se observaron en el célculo del limite en los grupos 505 y 506
fueron:

25 -

20-
[ infinito

15+ Hes 1
[] es positivo

10+ [] es pequeio
Bl es cero

> [ no sabe

505 506

Fig.3

Se observo que no existe un analisis previo, no operaron correctamente sobre las
propiedades de los numeros racionales, no pudieron comparar las cantidades del
numerador con las del denominador y mas aun en el calculo de mantener fijo en
numerador y variar el denominador se dificultdo la observacion del comportamiento
tendencial, sus calculos mas relevantes fueron observar que es infinito,
debido a que en las variaciones y calculo de las propiedades de los racionales no
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pueden controlar ambas cantidades y se dificultd la inferencia del comportamiento
tendencial.

No se logro pasar del calculo numérico, a la inferencia del valor del limite.

ACTIVIDAD No. 2.

Sea la funcion
X-1
f)=(____ )"

x+1

El cuestionario trata en la generacion de ideas las siguientes preguntas como parte de
un esquema basico general del limite.

ACTIVIDAD No. 2
x-1
Calcular el lim ( )
X2  X+1

1.-¢ Cual es el dominio?.

2.-¢ Cudl es el patron de la gréfica?.

3.-¢,Cual es la imagen de la funcion?.

4.-; Donde es continua la funcion?.

5.-¢,Cual es el limite de la funcién en x=07?. ;Por qué?.

6.-¢,Cual es el limite de la funcion en x==7?. ; Por qué?.

Las siguientes actividades se trabajaron con un medio tradicional y se observaron en
los grupos 505 y 506 las siguientes acciones y operaciones:

ACTIVIDAD No. 2

Calcular el lim (___ )*
X—>o  xX+1

1.-¢Cudl es el dominio?.
R.- No saben: 32,33.

2.-¢,Cual es el patrdn de la grafica?.
R.- No contestan nada: 32, 33.
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3.-¢,Cual es la imagen de la funcién?.
R.- 1,2,3,4,5,6:25, 29.
Todos los nimeros: 7, 4.

4.-; Dbénde es continua la funcion?.
R.- Todos los valores: 28, 26.

5.-¢Cual es el limite de la funcion en x=0?. ¢Por qué?.
R.- 1;12,15. (-1)°
No saben: 20,17.

6.-¢,Cual es el limite de la funcion en x==7?. ¢Por qué?.
R.- «:30,31. Porque «“=x,
1: 2,2

En la medida que se avanza hacia el célculo de limites, se encontraron con un grado
de dificultad que de acuerdo con lo observado, sin la ayuda visual los alumnos no
tuvieron una ruta de inicio en la solucién del calculo del limite, debido a que no existe
una certeza al operar de una manera simbolica algebraica porque con sus escasos
antecedentes de funciones, no lograron incorporar las estructuras algebraicas con los
conceptos; en este orden de ideas, el proceso de estudio del limite de una funcién es
complicado y en algunas veces se requiere mayor trabajo, en esta experiencia, el
proceso no es inmediato en la generacion y asimilacion de ideas para el calculo, ya que
el tratamiento de las estructuras algebraicas requiere de un andlisis mayor, este es un
proceso natural de estudio, la mayoria de los estudiantes tiene problemas cognitivos en
el desarrollo y generacién de ideas matematicas.

La problematica observada en los alumnos para este tipo de limites al operar sélo por
la via algoritmica, no pudo inferir, asociar y relacionar el comportamiento de la gréfica
porque en sus estructuras cognoscitivas la falta la asimilacién y el corto tiempo de
estudio de gréafica de funciones todavia no existe la maduracion en la asociacién de
una variedad de graficas de funciones, sin embargo, lo que hace necesario es una
existencia y ampliacion como parte del proceso de conocimiento en el estudio de mas
graficas de funciones, lo que llevara a enriquecer el contexto del alumno. Pero por
ahora esto no lo realizan.

Sélo se oper6 de manera automatica, al hacer una simple sustitucion de valores, no se
logré en la sustitucion numérica entender los valores exactos 0 correctos que
corresponden a los valores de la estructura algebraica, este calculo equivocado no lleva
a entender la idea intuitiva del concepto del limite en estudio de la funcion.

Los resultados encontrados para esta funcion al operar mecanicamente, fueron:
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18-
16
14-
12-
10-

O No saben
M infinito
O1

O N & O ®

505 506

Fig.4
ACTIVIDAD No 3.

Sea la funcion:
x2-1
f(x) =
x+1

El cuestionario constituye el instrumento de operaciéon en el proceso del célculo del
limite. Sirvio para relacionar ideas que son importantes en el aprendizaje del concepto.

ACTIVIDAD No 3:
Calcular
x>-1
lim
X—-1 x+1
1.-¢,Cuadl es el domino de la funcién?.
2.-¢,Cuanto vale la funcién en x=17.
3.-¢,Cual es la imagen?.
4.-¢Cuél es el grado de la funcion?.
5.-¢Como es la gréfica?.
6.- Calcular
x>-1
lim
X—-1 x+1
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Para este ejercicio las preguntas se trabajaron con en el tratamiento algoritmico
algebraico y se observad lo siguiente.

ACTIVIDAD No 3:
Calcular
x%-1
lim
Xx—-1 x+1
1.-¢,Cudl es el dominio de la funcion?.
R.- No saben; 20, 23.
x# 1: 12,10.
2.-¢, Cuanto vale la funcién en x=-12.
R.- 0/0=: 20, 23
0: 2,3.
Infinito: 4,2.
No saben: 6, 4.
3.-¢,Cual es la imagen?.
R.-No saben: 30, 28.
Todos los valores: 2,4.
4.-¢Cudl es el grado de la funcién?.
R.-No saben: 32,33.
5.-¢Como es el patron de la gréfica?.
R.-No saben argumentar: 32,33.
6.- Calcular
x%-1
lim
Xx—-1 x+1
(-1)%*1 1-1
lim =lim =0/0=0: 20,23.
x—-1 -1+1 X—-1-1+1
0: 2,3.
Infinito: 4,2.
No saben: 6, 4.

Existe una evidencia notable en las operaciones que los alumnos realizaron al resolver
el limite analizan sélo la sustitucion numérica, esto no propicia un analisis significativo.
La siguiente hoja muestra las operaciones aritméticas que desarrollaron y sélo eso. Se
observo el desarrollo de estructuras numéricas erroneas.
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El andlisis numérico que los alumnos hicieron en este caso muy particular, referente al
tipo de estructura algebraica que se estudid, para el limite de funciones racionales, se
observo la evaluacion y sustitucion del valor -1 como parte del proceso del calculo del
limite, en estas circunstancias se relaciond un valor numérico incorrecto al calculo del
limite.

No se pudo inferir que el limite es -2.

Bajo estas circunstancias, se desprendid que las actividades realizadas y las
afirmaciones que se obtuvieron por escrito son relevantes porque ellas reflejaron que
existe una dificultad en el aprendizaje del concepto de limite.

Las observaciones en el desarrollo de las actividades mostraron que no se logré
operan bajo estructura y que al mismo tiempo la dificultad de inferencia del concepto
estéa relacionada con los procesos de asimilacion de ideas.

Del célculo de

x>-1
lim
x—-1 x+1
En el andlisis de la estructura algebraica:
x>-1
X+1

Los contenidos son estudiados en forma simbdlica siguiendo la teoria de limites, este
lenguaje basado en un tratamiento propio y especializado no ha llevado a la idea
intuitiva del limite.

En la operatividad de los alumnos se observé al menos una dificultad: no existe un
esquema de referencia 6 un respaldo para que os alumnos puedan lograr una certeza
de apoyo en el inicio de sus calculos. Ya que al operar en forma simbdélica no existe en
este proceso una familiarizacion en el tratamiento de contenidos de una vecindad
abierta para que pueda incorporar estas ideas hacia una estructura matematica.

Sobre la asintota vertical no se conforma la vecindad para tener una idea de frontera.

Existe un hecho que no ocurre, no existe una inferencia del concepto, por el mismo
desconocimiento de la estructura se crea una barrera en el proceso. Este grado de no
inferencia crea un obstaculo en el aprendizaje del concepto de limite.

La operatividad sobre una vecindad en los puntos cerca de la discontinuidad crea una
dificultad de entendimiento del limite.

Sobre la operatividad simbdlica, los alumnos no le encuentran significado al desarrollo
de ideas que se estudian en términos de vecindades, aqui se observé que los alumnos
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no tienen ningun concepto sobre vecindades. Y operar en un lenguaje propio de
vecindades no hay aprendizaje, a los alumnos les cuesta trabajo entender la notacion
del limite.

»
»

R
\__JT
v

.
o
/g6

Fig.7

Sobre la operatividad numérica en la solucibn de ejercicios no se propicid una
comprension sobre los contenidos, los alumnos no pudieron intuir el comportamiento
tendencial en el proceso del limite de las estructuras numéricas y esto se debe a dos
situaciones observadas.

La falta de operatividad con una conexion intuitiva de las propiedades de los nimeros
reales, lleva a obstaculizar el proceso de aprendizaje porque no existe una comprension
de contenidos.

La falta de memoria sobre los aspectos mas relevantes del estudio previo que se hizo
de funciones en los semestres anteriores.

Este esquema de ideas es pobre en cuanto a contenidos, ya que las ideas que se
relacionan con el dominio, imagen, rango, grado de la funcion, asintotas horizontales y
verticales son elementos que ayudan a generan un esquema de ideas intuitivas sobre el
calculo de limites.

El andlisis de las estructuras algebraicas se hizo en la medida que se resolvio el

cuestionario y comprende las relaciones de las actividades sobre el analisis de la
funcion en estudio:
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El desarrollo de actividades comprendio en contestar los reactivos del cuestionario.

Sobre el dominio, algunos alumnos no pudieron identificar que para el punto x=-1 la
funcién no esta definida. No la relacionan con la estructura que no esta definida.

x/0
No esta definido.

Sobre el grado de la funcidon no lo asimilan como una factorizacion. Es decir no
pudieron relacionar el cociente de una funcion.

No relacionan x>-1 (x+1) (x-1)
= = x-1

X+1 x+1

Si los alumnos realizaran un analisis de atencion mas consciente y se centraran en
desarrollar un analisis mas local, los elementos que conforman estos conceptos
finalmente pudieran ser comprendidos.

En lo anterior no existe una comprension del dominio de la funcion y de manera
consecuente no existe una seguridad sobre los valores del rango de la funcion. Los
alumnos no pudieron generar una idea clara sobre los puntos cercanos a la
discontinuidad. Esta falta de generacion de ideas sobre los puntos locales en una
aproximacion hacia el punto de discontinuidad no crea un esquema de ideas sobre la
inferencia del concepto de limite de la funcién en el punto x=-1. Esta generacion de
ideas es el punto clave para el andlisis de los limites de una funcion y lo cual no se
comprendio por la falta de un recurso figural que permitiera estar en mejor posibilidad
de lograr la inferencia intuitiva.

La falta de operatividad de las propiedades de los nimeros reales crea una pobre
incorporacion hacia la estructura algebraica y genera un poca intuicion del concepto
de limite.

El profesor traza la siguiente funcion.
Y A

v

Fig. 8
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Hasta el momento sobre los procesos mentales no es claro, pero se observo la falta
de operatividad de las estructuras algebraicas, las cuales nos permitirian establecer en
el cociente de funciones el grado de la funcidén y asi establecer los comportamientos
tendenciales de la funcion.

Estos hechos no permiten retener, formar y desarrollar ideas sobre una estructura
conceptual. No se desarrolla un aprendizaje gradual.

La falta de significatividad sobre los signos complica el desarrollo analitico al no poder
operar sobre las estructuras algebraicas y su comportamiento tendencial. Esta dificultad
reside en no poder desarrollar el analisis sobre los puntos cercanos hacia el punto de
discontinuidad. Esta inferencia donde el limite si existe pero no forma parte del
conjunto. No se logra intuir. No se logra una idea conceptual sobre la existencia del
limite.

De
x>-1
,conx #-1
X+1
No se logro inferir que
x>-1
lim = lim x-1
x—-1 x+1 x—-1

No se conect6 este valor por la discontinuidad. Este aprendizaje es dificil, por el
analisis en la generacién de ideas sobre la sucesion de puntos cercanos hacia donde el
punto no esta definido. No existe una asimilacién sobre los contenidos en una vecindad
del punto y=-2; cuesta trabajo hacer una reflexién sobre una idea conceptual del limite.

En este proceso se observo que es dificil el aprendizaje del concepto de limite debido
a que no se logré conectar los puntos de estudio con las estructuras algebraicas y por
lo que es dificil conformar el concepto de limite. Cuesta trabajo inferir el concepto de
limite.

El proceso de solucion que los alumnos realizaron se observd su poco nivel de
desarrollo de conocimientos sobre el calculo del limite, la falta de operatividad sobre
ideas algebraicas es un desconocimiento de las funciones como estructuras de eje de
estudio del célculo, el desarrollo de un esquema de ideas es de mayor dificultad en los
alumnos.

En esta situacion, el nivel de operatividad no permite inferir el concepto de frontera. La
grafica ilustra el porcentaje de alumnos que solo opera a nivel aritmético.
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25 -

Eo0/0

B0

L1 INFINITO
[ NO SABEN

505 506

Fig. 9

En estas operaciones se identifico6 que sélo a nivel aritmético, existe una gran
dificultad de operar correctamente las propiedades de los ndmeros junto con las
algebraicas, lo que obstaculiza el desarrollé hacia un nivel de inferencia de concepto.

ACTIVIDAD No.4.

Sea la funcion X
f(x)=

Wax-1
Se presentd una funcién racional con exponente racional y se not6 que los
contenidos a estudiar no son inmediatos por el grado de dificultad que se tienen ya que
aumenta en forma gradual. Se present6 el cuestionario de contenidos.

ACTIVIDAD No.4 Calcular

lim
x->1 NxP-1

1.-¢,Cual es el dominio?.

2.-¢,Cual es el grado de la funcion?.

3.-¢, Cudles son las asintotas verticales?.
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4.-; Cuales son las asintotas horizontales?.

5.-¢Cudl es el

X
lim
x>1" WNxi-1 Y
X
?.
lim
Xx>1 Wxi-1
6.-¢,Cual es el
X
?. ¢ Por qué?.
lim
x->1 Wxi-1

La actividad consistié en resolver los siguientes problemas que nos ayudan a observar
como operan los alumnos en la solucion de los problemas presentados en el siguiente
cuadro de actividades sin apoyo grafico y observamos las siguientes operaciones.

ACTIVIDAD No.4 Calcular

lim
x->1 NxP-1

1.-¢,Cuél es el dominio?.
R.- -1 ainfinito: 12,19.
No saben: 20,14.

2.-¢ Cuél es el grado de la funcién?.
R.- No saben: 32, 33.

3.-¢, Cudles son las asintotas verticales?.
R.- No saben: 32, 33.

4.-¢; Cuales son las asintotas horizontales?.
R.- 0; 6,10.
No saben: 26,23.

5.-¢,Cudl es el

lim
x->1" WNxi-1 Y
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R.- 1/0=0: 23,26.

1/0=1:7,5.
No sabe: 2,2.
X
?.
lim
X>1 Wxi-1
R.- 1/0=0: 23,26.
1/0=-1:7,5.
No sabe: 2, 2.
6.-¢,Cual es el
X
?. ¢Por qué?.
lim
x->1 Wxi-1

R.-0,1y-1: 30,31.
No saben: 2,2.

La grafica muestra los resultados siguientes.
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En estas actividades se pudo notar el desconocimiento de las estructuras matematicas
y con ello la poca generacion de ideas matematicas porgue no existe un sentido de los
contenidos lo que no lleva a una comprension en un proceso de significacion

Lo que se resaltd en esta actividad fue la no operatividad sobre los comportamientos
tendenciales en los puntos de discontinuidad, no se relacioné el estudio de los limites
laterales; los alumnos no pudieron conectar el limite cuando x tiende a uno por la
derecha y cuando x tiende a uno por la izquierda, con el punto de discontinuidad.

Debido a que la estructura algebraica del limite es complicada, no se logré la
operatividad cuando x tiende a infinito y con ello no se logré la inferencia de la no
existencia del limite.

ACTIVIDAD No 5.

Siguiendo con el trabajo, para la actividad cinco, en una primera sesion se estudio la
funcion:
X?-3X +2
fo=
[ x-2]

Con la asistencia del cuestionario como parte del desarrollo de actividades se solicitd
contestar las preguntas mas relevantes en el estudio de la funcién, debido a la
importancia de tener un acercamiento de estudio de los elementos relevantes como
dominio, contra dominio, rango, asintotas horizontales y verticales, consideramos que
esta parte constituye una forma natural de introducir el alumno al estudio del limite. Se
empez6 con el estudio de la funcion:

X2-3X +2
)=
| x-2 |

El objetivo central de estas actividades consiste en dar una revision de las
propiedades y definiciones mas relevantes que son necesarias tales como valor
absoluto, factorizacion; actividades que refuerzan para posteriormente incorporarlos en
una estructura matematica.

ACTIVIDAD No 5.
Calcular
lim X2-3X +2

X—>2 | X2/
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1.-¢ Cual es el dominio de la funcién?.

2.-¢,Cual es el grado de la funcién?.

3.-¢ Como es el patrén de la grafica de la funcién?.

4.-¢,Cudl es la imagen de la funcién?.

5.-¢ Es la funcién continua en x=22.

6.-¢ Qué importancia tiene el valor absoluto en el comportamiento de la funcion?.

7.-¢Por qué la imagen de la funcion es reflejada?.

8.-¢ Por qué son importantes los limites laterales?.

9.-¢Por qué es importante la factorizacion en la grafica de la funcion?.

10.-¢Cudl es el X%-3X +2
lim
X—>2 | X2/

El cuestionario se resolvié sélo por la via algoritmica y se encontraron las siguientes
operaciones.

ACTIVIDAD No 5
Calcular
X2-3X +2
lim
X—>2 | X2/

1.-¢,Cudl es el dominio de la funcion?.
R.- x# 2

2.-¢,Cual es el grado de la funcién?.
R.- No saben: 28,30.
2:4,3.

3.-¢,Como es el patrén de la gréafica de la funcion?.
R.- “4Y el valor absoluto?”: 12, 8

“Parece ser dos™: 8, 7.

No saben: 12, 18.

4.-¢Cual es laimagen de la funcion?.
R.- Una parabola: 30,28.
Una recta: 2,5.

5.-¢ Es la funcién continua en x=22.
R.- No: 32,33.

6.-¢,Qué importancia tiene el valor absoluto en el comportamiento de la funcion?.
R.- No saben: 32, 33.

7.-¢,Por qué la imagen de la funcion es reflejada?.
R.- No saben: 32,33.

8.-¢Por qué son importantes los limites laterales?.
R.- “No saben™ 22,19.
“‘No entiendo la pregunta”: 10, 14.
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9.-¢ Por qué es importante la factorizacion en la gréafica de la funcion?.
No saben: 32, 33

10.-¢,Cuél es el X>-3x +2  ?
lim
Xx>2 [ x2]
R.- 0/0=0: 26,23.
0/0=: 2, 5.
0/0=w: 45,

Como parte del desarrollo de ideas matematicas, estas actividades relacionan el
proceso de aprendizaje que consiste en un primer hecho de tener una serie de
preguntas sobre los aspectos relevantes de la funcién en estudio.

Lo que en un principio hace en su proceso de pensamiento al alumno un desequilibrio,
el tener que resolver el cuestionario crea un panorama hacia la incorporacién de
elementos como parte del proceso de estudio de la funcién y constituye el proceso de
aprendizaje.

Las preguntas analizadas son elementos que el alumno relaciona hacia un conjunto de
desarrollo del proceso. Sin embargo el desconocimiento de las estructuras matematicas
relaciona la deficiencia de los alumnos en no poder generar un aprendizaje, en este
sentido es un obstaculo para poder generar un esquema de ideas, debido a que su
conocimiento es muy pobre y se ha debido a que estan acostumbrados a repetir
mecanicamente y por sustitucion numeérica los procedimientos que el profesor hace en
los ejercicios que expone, esta via algoritmica no los ha llevado a generar un
aprendizaje significativo, pues en cuanto se enfrentan a una estructura mas complicada,
sélo sustituyen de manera numérica y operan sobre los coeficientes y exponentes que
son visuales en ese momento, sin tener un actos de reflexion para dar una posible
respuesta, y no se genera una necesidad de hacer una exploracion a detalle de los
contenidos. Siempre que se encuentran con una estructura dificil los alumnos no tienen
la capacidad de reflexion y tratar de conjeturar los contenidos para generan un avance
en el célculo de un limite. El problema del valor absoluto los meti6é en dificultades de
contenidos sobre el analisis de las cantidades y con ello no se procedié a realizar una
factorizacién algebraica. Porgue no tienen una seguridad sobre sus razonamientos.

No existié un respaldo de seguridad en sus célculos y no hay una generacion de ideas
0 una via de acceso para poder relacionarlas.

Los resultados observados en el calculo del
X2-3X +2
[im
Xx->2 [ x-2|
son mostrados en la grafica:
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ACTIVIDAD No.6.
Sea la funcion f(x)=(-1)"
Calcular
lim (-1)*
X—>

Se trabajo el siguiente cuestionario bajo la operacion tradicional.

ACTIVIDAD No 6.
Calcular
lim (-1)*
X0

1.-¢ Cual es el valor para un niumero par y este sea 207?.

2.-¢,Cuando x es muy grande que sea 501, es impar?.

3.-¢,Cuando x es muy grande?.

4.-¢ Tiene sentido hacer la sustitucion en infinito?. ¢ Qué opinas?.

5.-¢,Se puede calcular el limite en infinito?.

6.- ¢ En este caso, el limite existe?. ¢ Por qué?.

7.-¢ Es continua la funcion?.
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Al resolver el cuestionario de preguntas los alumnos tienen dificultades para operar
con el desarrollo de una potencia.

Mas de la mitad de alumnos, no pueden operar con certeza sobre un célculo elemental
basico en desarrollar:

(-1)°=(-1)(-1)(-1)

Y preguntan si el resultado es -1. Muestran en un principio una falta de seguridad. No
pueden avanzar sin preguntar en todo momento por sus resultados con el profesor.

ACTIVIDAD No 6
Calcular
lim (-1)*
X—>

1.-¢Cudl es el valor para un numero par y este sea 207?.
R.- 1. 25,28.

2.-¢ Cuando x es muy grande que sea 501, es impar?.
R.- -1: 30,32.

3.-¢,Cuando x es muy grande?.
R.- 1:32,32.

4.-¢ Tiene sentido hacer la sustitucidon en infinito?. ¢ Qué opinas?.
R.- No: 29,27.
“Es un valor muy grande”: 3,6.

5.-¢ Se puede calcular el limite en infinito?.
R.- No: 30,30.

6.- ¢ En este caso, el limite existe?. ¢ Por qué?.
R.- %es 17:12, 14.
“es-17:16, 11.
No saben: 4,8.

7.-¢ Es continua la funciéon?.
R.- No saben: 32,33.

Con estos valores los alumnos argumentan que se tienen dos valores siempre y
cuando se pregunto, ¢ Cual es el limite?. No contestaron nada. Esto llevo a observar lo
siguiente: Con los resultados de las operaciones aritméticas los alumnos no muestran
una capacidad de inferencia del concepto, porque su nivel de operacion esta vinculado
con la sustitucion numérica y no sobre un acto de conciencia, no se mostro un acto
reflexivo de inferencia.

Al realizar las respectivas actividades, se observo que en el proceso existe una nula 6
poca operatividad de construccion de ideas sobre el concepto.
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Los alumnos relacionaron los valores de la imagen aplicando la definicién de potencia
par e impar para el -1; solo se obtuvieron las siguientes interpretaciones de contenidos,
pero no de manera correcta ni estructurada. i. e., no se logré pasar hacia la idea
intuitiva del limite.

Es un nivel de sustitucibn numérica y no va mas all4 en la generacion de esquemas de
ideas matematicas. La grafica muestra los resultados obtenidos.
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Fig.12

ACTIVIDAD No 7.

Sea la funcion:
f(x)= sen(1/x)
Calcular
lim sen(1/x)
x->0

El cuestionario y las actividades se realizaron para observar e identificar las
dificultades en el aprendizaje y calculo del limite desde la perspectiva algoritmica,
cuando se presenta la oscilacion de valores en una vecindad.

Las preguntas relevantes que los alumnos tuvieron que contestar constituyen una

integracion de contenidos como parte del proceso de aprendizaje sobre el limite
estudiado.
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ACTIVIDAD No 7.
Calcular
lim  sen(1/x)
x->0

1.-El valor de la imagen en cero es:

2.-La funcion es continua o discontinua. ¢ Por qué?.

3.-El argumento en cero. ¢ Qué valores toma?.

4.-Para x=1.¢Que valor toma la imagen?.

5.-Para los valore positivos. ¢ Se crea una funcién creciente 6 decreciente?.

6.-¢,Cual es el valor de la imagen para valores de x suficiente pequefios?.

7.-De la pregunta anterior. ¢ Toma el valor cero?.;,Toma el valor 1 6 -1?. ¢Siempre?.
¢Por qué?.

8¢ Cual es el limite cuando x tiende a cero?. ¢ El limite existe cuando x tiende a cero?.

El andlisis de los contenidos que se observaron, en las actividades son los siguientes:

ACTIVIDAD No 7
Calcular

lim  sen(1/x)

x->0
1.-El valor de la imagen en cero es:
R.- 0: 25,20.
©:1213.

2.-La funcion es continua o discontinua. ¢,Por qué?.
R.- Es continua, porgue el seno de x es continua: 12,9.
No esta segura: 20, 24.

3.-El argumento en cero. ¢ Qué valores toma?.
R.- «:18,21.
0: 14,12.

4.-Para x=1.¢Que valor toma la imagen?.
R.- 1: 31,30.
0:1,3.

5.-Para los valores positivos. ¢ Se crea una funcion creciente 6 decreciente?.
R.- Creciente: 19, 23.
No sabe: 13, 10.

6.-¢ Cudl es el valor de la imagen para valores de x suficiente pequefios?.
R.- Pequeiios: 27,29.
0:54.

7.-De la pregunta anterior. ¢ Toma el valor cero?. ¢ Toma el valor 1 0 -1?. ¢Siempre?.
¢ Por qué?.
R.- 0, porgque sen(1/0) es cero: 26,23.

« porque sen(1/0) es «: 4 7.

No sabe: 2, 3.
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8¢, Cual es el limite cuando x tiende a cero?. ¢ El limite existe cuando x a cero?.
R.- Sen(1/0) es 0: 28,31.
No saben: 5, 2.

Con los resultados obtenidos se observo la existencia sobre la nula operatividad sobre
las estructuras algebraicas y el desconocimiento de los contenidos:
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Se observd la existencia de una dificultad en entender los valores que toma el
argumento para esta funcién, ya que los alumnos no pudieron calcular los valores
cuando se sustituyen en la funcion sen(1/x), al no tener control sobre estos
razonamientos los alumnos concluyeron mediante una generalizacion que la imagen de
la funcion toma los valores del sen x vy lo relacionaron con los valores en 0 ,J]Ty
multiplos de [T, pero no llegaron a inferir que el limite no existe.
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