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Capítulo 1
Introdu

iónEs difí
il 
on
ebir el mundo a
tual sin robots. Ha
e algunas dé
adas sólo se en
on-traban en algunas fábri
as realizando tareas altamente repetitivas en ambientes 
ompleta-mente ade
uados para su fun
ionamiento. Hoy en día, los robots se en
uentran en todos losámbitos de la vida humana, 
reando bienestar en la mayoría de los 
asos.Este desarrollo ha sido 
onse
uen
ia del perfe

ionamiento de otras dis
iplinas alo largo de la historia de la humanidad y en parti
ular de los últimos dos siglos. A su vez,el desarrollo de la robóti
a ha 
ontribuido al 
re
imiento o in
luso al surgimiento de otrasáreas del 
ono
imiento humano.A
tualmente los robots ya no están supeditados a permane
er en
errados en fábri-
as o laboratorios, 
ada vez es mayor su presen
ia en el mundo exterior. Desde las aspiradorasrobóti
as de uso domésti
o, hasta los robots astromóviles para la explora
ión espa
ial, el usode los robots se extiende día 
on día a los lugares menos imaginables.Se pueden en
ontrar otras mu
has razones para a�rmar que la robóti
a es ya unaparte importante de la vida del hombre y que seguirá en 
re
imiento por mu
hos años más.Por ello, es importante la investiga
ión y el desarrollo en esta área, que a su vez ne
esitaráy nutrirá a otras áreas no sólo de la 
ien
ia y la ingeniería. Pero 
onforme aumentan lasapli
a
iones y los ambientes de opera
ión, también aumenta la so�sti
a
ión y la 
omplejidadpara 
rearlos y 
ontrolarlos. El tema del presente trabajo trata sobre esto último e intentaresolver un problema parti
ular utilizando teoría de 
ontrol, desarrollada en su mayor partedurante el siglo XX.La 
omplejidad del problema a resolver en este trabajo se debe a la intera

iónde un robot 
on un ambiente no estru
turado. Para que un manipulador pueda intera
tuar



8de manera segura 
on su entorno de opera
ión es ne
esario garantizar la estabilidad de ésteante perturba
iones y además es ne
esario dotarlo de alguna fuente de informa
ión que lepermita 
ono
er este entorno.Diversos enfoques se han utilizado para resolver el problema planteado en estetrabajo, 
on diferentes grados de éxito y 
ada uno 
on sus ventajas y desventajas, por lo que elresultado de esta investiga
ión se presenta 
omo una alternativa a di
hos enfoques. En otraspalabras, aún no existe un método de�nitivo, por lo que su apli
a
ión depende de la ne
esidadde quién lo utili
e. Así mismo, a lo largo de este texto se ha
en diversas suposi
iones sobre
iertas 
ondi
iones que deben de 
umplirse para el fun
ionamiento 
orre
to de la solu
iónque aquí se plantea.1.1. Planteamiento del ProblemaEl problema que se plantea a resolver en este trabajo es el siguiente: Dado un robotmanipulador de n grados de libertad 
uyo movimiento se en
uentra restringido a perma-ne
er en un plano del espa
io 
artesiano y una super�
ie rígida perpendi
ular al plano demovimiento del robot, seguir simultáneamente una traye
toria tanto en fuerza 
omo en posi-
ión en un ambiente no estru
turado, apoyado en la informa
ión de los sensores de fuerza,posi
ión arti
ular y un sistema de visión 
omputa
ional.Se 
onsiderará que el 
onta
to del manipulador 
on la super�
ie es puntual y quela fuerza que ejer
e sobre ésta se en
uentra sobre la 
omponente normal a la misma.Las apli
a
iones de este problema son vastas, 
omo ejemplos se men
ionan:Corte de materiales industriales.Pulido de super�
ies.Limpieza de vidrios.Sellado de objetos.Cirugía médi
a, et
.Además, se requiere que la solu
ión propuesta sea robusta ante perturba
ionesexternas e in
ertidumbres en los parámetros que es ne
esario 
ono
er para apli
ar di
hasolu
ión.



91.2. Estado del ArteEl problema planteado en este trabajo es en realidad la 
onjun
ión de dos problemas
ono
idos en el 
ontrol de robots: el 
ontrol de fuerza el y 
ontrol servovisual. Cada uno porsí mismo representa un reto y ha dado lugar a diversos métodos y �losofías de 
ontrol. Enlas siguientes se

iones, primero se hará una revisión de las investiga
iones más relevantesen 
ada una de estas dos áreas y luego se estudiarán los trabajos en los que se ha llevado a
abo el 
ontrol servovisual 
onjuntamente 
on el 
ontrol de fuerza.1.2.1. Control de FuerzaEl problema de 
ontrol de fuerza en robots manipuladores se remonta al trabajorealizado por Goertz [Goertz y Bevila
qua, 1952℄, en el que se utiliza un 
ontrol de fuerzaretroalimentado para re�ejar la fuerza de un robot teleoperado del tipo maestro-es
lavodurante el manejo de sustan
ias radioa
tivas. Desde enton
es esta línea de investiga
ión seha desarrollado 
ontinuamente hasta nuestros tiempos. Una revisión históri
a del 
ontrolde fuerza de robots manipuladores hasta 1985 se puede en
ontrar en [Whintey, 1985℄. Añosmás tarde, en 1993, Arimoto, Liu y Naniwa proponen un esquema basado en el prin
ipiode ortogonaliza
ión [Arimoto et al., 1993b℄ y un 
ontrol adaptable basado en el modelo nolineal 
ompleto del robot manipulador utilizando di
ho prin
ipio [Arimoto et al., 1993a℄.En general existen dos 
ategorías para el 
ontrol de robots intera
tuando 
on elambiente [Si
iliano y Villani, 1999℄: el 
ontrol de fuerza dire
to y el 
ontrol de fuerza in-dire
to. En el 
aso del 
ontrol dire
to, se estable
e un lazo de retroalimenta
ión de fuerzapara llevar a 
abo la tarea, mientras que en el 
ontrol indire
to, la intera

ión 
on el mediose ha
e a través úni
amente del 
ontrol de movimiento del manipulador. En el 
aso de laintera

ión indire
ta los esquemas más 
omunes son el 
ontrol por 
omplian
ia y el 
ontrolpor impedan
ia [S
iavi

o y Si
iliano, 1996℄. A la 
ategoría de 
ontrol dire
to pertene
en el
ontrol híbrido y el 
ontrol paralelo [Si
iliano y Villani, 1999℄. Con respe
to a esto último,la 
ombina
ión del prin
ipio de ortogonaliza
ión y el 
ontrol híbrido dio 
omo resultado eltrabajo de Parra-Vega, Rodríguez-Ángeles, Arimoto y Hirzinger [Parra-Vega et al., 2001℄apli
ado al 
ontrol de fuerza de robots 
ooperativos.En los últimos años, la tenden
ia en la investiga
ión del 
ontrol de fuerza de robotsse ha vol
ado ha
ia la elimina
ión de sensores de fuerza y velo
idad 
omo se reporta en eltrabajo de Queiroz [de Queiroz et al., 1996℄ y en el de Martínez-Rosas, Arteaga-Pérez y



10Castillo-Sán
hez [Martínez-Rosas et al., 2006℄, en el que se trata el 
ontrol des
entralizadode robots 
ooperativos. También los esfuerzos en esta área se han 
entrado en pres
indir delmodelo dinámi
o del manipulador y de la 
inemáti
a inversa, 
omo se reporta en el trabajode Arteaga-Pérez y Rivera-Dueñas [Arteaga-Pérez y Rivera-Dueñas, 2007℄.1.2.2. Control Servovisual de RobotsLa in
lusión de un sistema de visión en el lazo de 
ontrol tiene 
iertas ventajasimportantes. La primera de ellas es la posibilidad de obtener informa
ión del ambiente enel que se desenvuelve el robot sin ser invasivo. Esto permite planear tareas sin 
ono
imientoestru
turado de di
ho ambiente, lo que aumenta enormemente la �exibilidad del robot. Otraventaja es la de permitir la supresión de algunos de los sensores 
omúnmente utilizados para
ontrol de robots 
omo los en
oders, ta
ómetros o sensores de fuerza.Uno de los primeros esfuerzos para aprove
har las ventajas de la retroalimenta
iónpor medio de sistemas de visión fue llevada a 
abo en 1973 por Shirai e Inoue [Shirai y Inoue,1973℄, donde se des
riben las ventajas obtenidas 
on respe
to a los sistemas que 
are
en deinforma
ión visual en el lazo de 
ontrol. Estos primeros enfoques se basaban en el llamado�mirar y moverse�, que 
onsistía en tomar una imagen, obtener la informa
ión ne
esaria paraplanear la traye
toria y eje
utar el algoritmo de 
ontrol de posi
ión para llevar a 
abo estatarea, después de la 
ual se tomaba otra imagen y se repetía el pro
eso. Fue en 1979 
uandoHill y Park [Hill y Park, 1979℄ introdujeron el término visual servoing (o 
ontrol servovisual),para distinguir el 
aso en el que la informa
ión del sistema de visión es in
luida dire
tamenteen el lazo de 
ontrol, de los anteriores basados en �mirar y moverse�. Este enfoque in
rementala pre
isión del 
ontrol de posi
ión, por lo que los esfuerzos en investiga
ión se han 
entradoen él durante los últimos años, lo que también es 
onse
uen
ia del avan
e en los sistemas
omputa
ionales a nivel de hardware, permitiendo obtener y pro
esar la informa
ión visualmás rápido, ha
iendo 
on ello posible el 
ontrol servovisual en tiempo real.Otra 
uestión importante 
uando se trabaja 
on visión es la 
olo
a
ión de la 
á-mara. Existen dos posibilidades:Con�gura
ión de Cámara Fija. La 
ámara se en
uentra en algún punto �jo 
on respe
toal sistema 
oordenado de la base del robot 
omo se muestra en la Figura 1.1.Con�gura
ión de Cámara en Mano. La 
ámara se monta sobre alguna parte del robot,
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omúnmente el efe
tor �nal y se mueve junto 
on éste, 
omo se muestra en la Figura1.2Ambas 
on�gura
iones tienen sus ventajas y sus desventajas, 
omo se expli
a en [Hut
hinsonet al., 1996℄.En ese mismo trabajo se trata sobre la 
lasi�
a
ión de los tipos de 
ontrol servovi-sual 
onforme al diseño de la tarea, llegando a de�nir dos esquemas bási
os:Control Servovisual Basado en Posi
ión. La informa
ión del sistema de visión se uti-liza para estimar la posi
ión del efe
tor �nal y del entorno 
on respe
to al sistema
oordenado de la 
ámara, 
on lo que se forma el error en el espa
io 
artesiano queluego se utiliza en el algoritmo de 
ontrol.Control Servovisual Basado en Imagen. En este 
aso la tarea se diseña en términos delas 
oordenadas de imagen, por lo que el error de seguimiento se obtiene también enel espa
io de imagen. En otras palabras, dado un 
onjunto de parámetros de imagendeseados, se 
al
ula la ley de 
ontrol para que, mediante el movimiento del robot, estosparámetros deseados en
ajen 
on los parámetros dete
tados por el sistema de visión,
on lo que �nalmente se logra el 
ontrol de la pose (posi
ión y orienta
ión) del robot.La prin
ipal ventaja del 
ontrol servovisual basado en imagen sobre el basado en posi
ión esla mayor robustez de este último 
on respe
to a in
ertidumbres en la 
alibra
ión de la 
áma-ra, lo que siempre ha representado un gran problema al trabajar 
on visión 
omputa
ional.Dentro de esta 
ategoría se en
uentran enfoques interesante 
omo el de 
ampos de velo
i-dad, ini
iado por Li y Horowitz en 1999 [Li y Horowitz, 1999℄ 
on resultados satisfa
toriosobtenidos por Kelly, Moreno y Campa en 2004 [Kelly et al., 2004℄. Este mismo enfoque se
Figura 1.1: Con�gura
ión de 
ámara �ja.
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Figura 1.2: Con�gura
ión de 
ámara en mano.utiliza en Arteaga, Bueno-López y Espinosa en 2009 [Arteaga et al., 2009℄, donde ademásse pres
inde del 
ono
imiento de los parámetros de la 
ámara y del modelo del robot.Una revisión más amplia de las té
ni
as de 
ontrol servovisual se en
uentra enel tutorial de Chaumette y Hut
hinson [Chaumette y Hut
hinson, 2006℄, [Chaumette yHut
hinson, 2007℄.1.2.3. Control de Fuerza 
on Retroalimenta
ión VisualEl problema de 
ontrol servovisual 
uando se in
luye simultáneamente el 
ontrolde fuerza es un gran reto desde los puntos de vista tanto teóri
o 
omo prá
ti
o. Ademásde los problemas inherentes a 
ada 
aso por separado, se suman otros problemas 
omola 
onjun
ión de la informa
ión de todos los sensores disponibles y la utiliza
ión de lasredundan
ias existentes en esta informa
ión para mejorar el desempeño general del sistema.La literatura en esta área no es tan extensa 
omo en los 
asos parti
ulares, aunque se harealizado un gran esfuerzo por obtener algoritmos e�
ientes durante las últimas dé
adas.Uno de los primeros trabajos que lidia 
on el 
ontrol simultáneo de posi
ión y fuerzain
luyendo las ventajas de la retroalimenta
ión visual es el realizado por Ishikawa y Kosugeen 1991 [Ishikawa y Kosuge, 1991℄, donde se maneja la 
onmuta
ión entre los algoritmos defuerza y de visión para resolver ambas tareas, aunque esto no se ha
e simultáneamente. En1996, Nelson y Khosla [Nelson et al., 1996℄, presentan un método para aprove
har las diversasseñales de retroalimenta
ión disponibles (visión, sensor de fuerza, posi
ión) pero el tipo de
ontrol es intermitente, dándole prioridad a una u otra dependiendo de las 
ondi
iones delrobot y de la tarea a realizar. Por su parte, en 1998, Hosoda, Igarashi y Asada [Hosodaet al., 1998℄, desarrollan un 
ontrolador adaptable para resolver este problema, sin embargo,las 
ondi
iones propuestas son muy restri
tivas, puesto que suponen 
onstante el mapeodel espa
io arti
ular al espa
io de imagen, lo que ha
e que el robot ne
esite moverse muy



13lentamente para 
umplir 
on esta suposi
ión.En el año 2000, Xiao [Xiao et al., 2000℄ propone un algoritmo que es 
apaz delidiar 
on un ambiente no 
alibrado, aunque supone 
ono
ida la 
inemáti
a y la dinámi
adel robot manipulador, además de requerir una 
alibra
ión del sistema fuera de línea. Dosaños más tarde, Baeten [Baeten et al., 2002℄ presenta un interesante enfoque basado enel formalismo referente a la tarea, mediante el que se pueden mejorar los algoritmos para
ontrol servovisual y de fuerza. Posteriormente Carelli, en 2004 [Carelli et al., 2004℄, exponeuna apli
a
ión industrial de 
ontrol visual y de fuerza en un robot tipo SCARA mediante
ontroladores de fuerza tanto híbridos 
omo por impedan
ia, en ambientes par
ialmenteestru
turados. Dos años más tarde, Leite [Leite et al., 2006℄ ofre
e un esquema adaptablepara lidiar 
on la in
ertidumbre en la 
alibra
ión de la 
ámara, sin embargo, supone 
ono
idala dinámi
a del manipulador.En el mismo año, el trabajo realizado por Dean-León y Parra-Vega [Dean-Leónet al., 2006℄, resolvió el problema de la in
ertidumbre en el modelo del robot y en la 
ali-bra
ión de la 
ámara mediante la introdu

ión del prin
ipio de ortogonaliza
ión visual y laapli
a
ión de un esquema de 
ontrol basado en modos deslizantes, 
on ex
elentes resultados.Sin embargo, este esquema requiere la medi
ión dire
ta de la velo
idad arti
ular.Por su parte, Lipiello, Si
iliano y Villani en 2007 [Lipiello et al., 2007℄, utilizan un
ontrol de fuerza por impedan
ia 
on retroalimenta
ión visual para ambientes de geome-tría 
ono
ida pero de ubi
a
ión des
ono
ida (in
luso en movimiento). Por último, en 2010,Cheah, Hou, Zhao y Slotine [Cheah et al., 2010℄, presentan un trabajo que promete resol-ver el problema de la in
ertidumbre en la dinámi
a del robot, en la 
inemáti
a del mismoy de la 
ámara, así 
omo de el des
ono
imiento del ambiente, basado en un esquema de
ontrol adaptable. No obstante, las suposi
iones realizadas, aunque posibles, son difí
iles desatisfa
er y el trabajo sólo presenta resultados de simula
ión para validar el esquema.1.3. Solu
ión PropuestaEn este trabajo se propone el uso de la estima
ión de una perturba
ión dependientedel estado por medio de un observador Propor
ional Integral Generalizado (GPI), de natu-raleza lineal, que es la 
ontraparte de los 
ontroladores GPI, desarrollados por M. Fliess, R.Márquez, E. Delaleau y H. Sira-Ramírez en [Fliess et al., 2002℄. La propuesta presentadaen este texto está basada en gran parte en el trabajo de Sira-Ramírez, Ramírez-Neria y



14Rodríguez-Ángeles [Sira-Ramírez et al., 2010a℄, sobre el 
ontrol lineal de sistemas me
áni
osno lineales.Un observador GPI de alta ganan
ia in
luye naturalmente un modelo, 
on forma depolinomio en el tiempo auto-a
tualizable, de los efe
tos 
onjuntos de todas las perturba
ionesno lineales dependientes del estado así 
omo de las perturba
iones externas re�ejadas en laentrada. Esta señal es estimada y puesta a disposi
ión del 
ontrolador para 
an
elarla entiempo real. Al mismo tiempo se estiman las variables de fase rela
ionadas 
on la salidamedida del sistema. Sin embargo, este esquema es sólo aproximado, en el sentido de que segarantiza úni
amente que el error será arbitrariamente pequeño a expensas de apli
ar altaganan
ia, lo que resulta en el in
remento de la sensibilidad al ruido.Esta estima
ión en tiempo real es 
ombinada 
on un 
ontrolador lineal 
on la 
an
e-la
ión de la señal que engloba todas las perturba
iones, sin dis
riminar entre perturba
ionesexternas y dependientes del estado. Además, la estima
ión de esta señal se realiza median-te un observador de Luenberger, lo que representa un enfoque lineal para un problema de
ontrol de un sistema altamente no lineal, 
omo lo es un robot manipulador.1.3.1. Al
an
es y Limita
ionesEsta solu
ión tiene algunas ventajas importantes sobre otras propuestas he
hasbajo el mismo 
ontexto. En primer lugar, no se requiere 
ono
imiento de todo el modelodinámi
o del robot, úni
amente de la matriz de iner
ia que surge en un modelo típi
oobtenido a partir de las e
ua
iones de Euler-Lagrange. Dado que es prá
ti
amente imposible
ono
er el modelo exa
to de un sistema me
áni
o, e in
luso es muy difí
il obtener una buenaaproxima
ión del mismo en algunos 
asos, esto representa una gran ventaja. Por supuesto,tampo
o puede 
ono
erse 
on exa
titud la matriz de iner
ia men
ionada, pero el esquemaes robusto ante in
ertidumbres en los parámetros que 
omponen esta matriz y por lo tantosólo es ne
esario un 
ono
imiento aproximado de ella.Los algoritmos presentados están basados en té
ni
as de 
ontrol lineal y estima
iónde perturba
iones por medio de observadores, por lo que la amplia teoría de sistemas linealespuede utilizarse para sintonizar los parámetros de estos algoritmos 
umpliendo 
on 
iertos
riterios de desempeño deseados.La naturaleza misma de los observadores GPI permite estimar la velo
idad (quees una variable de fase de la posi
ión, la salida del sistema), por lo que se puede omitir el



15uso de un sensor de velo
idad físi
o. Además, los algoritmos desarrollados en este trabajono requieren 
ono
er la 
inemáti
a inversa del robot, lo que representa menor tiempo depro
esamiento y una mayor 
onsisten
ia durante la eje
u
ión de traye
torias de posi
ión.Una limita
ión de este algoritmo es la alta sensibilidad al ruido, dado el uso de altasganan
ias en los observadores GPI, por lo que su desempeño en presen
ia de sensores ruidososse ve afe
tado seriamente. Otra limita
ión no tan grave es la suposi
ión del 
ono
imientode la matriz de iner
ia. Aunque este 
ono
imiento no es tan estri
to dada la robustez delmétodo, en 
iertos 
asos pueden no estar reportados los datos ne
esarios para aproximaresta matriz dado un robot en parti
ular.La dis
retiza
ión de los algoritmos representa otra limita
ión. Estos son diseñadosen tiempo 
ontinuo y dis
retizados para llevarlos al sistema real, lo que afe
ta la naturalezade alta ganan
ia de los observadores GPI. Lo anterior es espe
ialmente notorio 
uando elperiodo de muestreo es elevado 
omo es el 
aso de la retroalimenta
ión visual, por lo que lastraye
torias deben de ser más lentas en 
ompara
ión 
on algoritmos sin retroalimenta
iónvisual.1.4. Contribu
iónSe apli
ó el método de observadores GPI para resolver el problema de 
ontrol deposi
ión y fuerza de un robot manipulador sobre una super�
ie rígida. Este problema ya hasido resuelto utilizando otros métodos. Sin embargo, hasta el momento no se ha reportado unresultado utilizando el enfoque propuesto en este do
umento, que presenta algunas ventajasya men
ionadas sobre otros algoritmos. Además, se realizó la valida
ión experimental para el
ontrol de posi
ión y fuerza sin retroalimenta
ión visual. Estos resultados han sido sometidosa una revista de arbitraje interna
ional [Arteaga et al., 2011℄.Otra 
ontribu
ión fue la adapta
ión del algoritmo para in
orporar la retroalimen-ta
ión visual, habilitando al robot para trabajar en entornos no estru
turados. En este 
asola valida
ión se llevó a 
abo mediante una simula
ión numéri
a.1.5. Organiza
ión del TextoEl presente trabajo se 
ompone de 
uatro partes fundamentalmente, divididas en
uatro 
apítulos. En el Capítulo 2 se presentan las herramientas matemáti
as bási
as para el



16desarrollo del resto del trabajo y 
omprende el modelo tanto 
inemáti
o 
omo dinámi
o delrobot, el modelo de la 
ámara y la presenta
ión del método de 
ontrol de sistemas me
áni
os
ompletamente a
tuados mediante observadores GPI, 
uya parte medular es el Teorema 2.1y su demostra
ión, del que se hará uso en los siguientes 
apítulos.El Capítulo 3 trata sobre la apli
a
ión de los observadores GPI en el 
ontrol simul-táneo de fuerza y posi
ión para robots manipuladores 
ompletamente a
tuados. Se introdu
eel prin
ipio de ortogonaliza
ión, que ha
e posible la separa
ión del diseño de las dos etapasde 
ontrol y la integra
ión �nal de ambas en una úni
a señal de 
ontrol. Finalmente sepresenta el algoritmo de 
ontrol-observador obtenido.La extensión del algoritmo para in
orporar la retroalimenta
ión visual se presentaen el Capítulo 4, 
omenzando 
on el modelado dinámi
o del manipulador en 
oordenadasde imagen. Luego se introdu
e el prin
ipio de ortogonaliza
ión visual, análogo al prin
ipiode ortogonaliza
ión presentado en el 
apítulo 3 y por último se obtiene el algoritmo para
ontrol simultáneo de fuerza y posi
ión en 
oordenadas de imagen.En el Capítulo 5 se presentan los resultados de simula
ión y experimentales quesirven para validar la teoría de los Capítulos 3 y 4. Se exponen los parámetros utilizadospara todos los 
asos y las 
onsidera
iones realizadas. Así mismo, se presenta un análisis deldesempeño de los algoritmos propuestos.Por último, se presentan las 
on
lusiones y el trabajo futuro, así 
omo algunassugeren
ias que pueden llevarse a 
abo para extender esta investiga
ión.1.5.1. Nota
ión y Conven
iones UtilizadasSe 
onsidera un robot manipulador, que 
onsiste en una 
adena 
inemáti
a de narti
ula
iones que unen a n+ 1 eslabones (
onsiderando la base 
omo el eslabón 0). Di
hasarti
ula
iones pueden ser de revolu
ión o prismáti
as. Para una arti
ula
ión de revolu
ión, la
i-ésima variable arti
ular representa el ángulo de giro del eslabón i 
on respe
to al eslabón
i − 1 y se denota por θi. Para una arti
ula
ión prismáti
a la i-ésima variable arti
ularrepresenta el desplazamiento lineal del i-ésimo eslabón relativo al eslabón i− 1 y se denotapor di. La 
on�gura
ión del robot es la espe
i�
a
ión 
ompleta de 
ada punto de todoslos que lo 
omponen. El 
onjunto de todas las 
on�gura
iones del robot es llamado el espa
iode 
on�gura
ión del manipulador. La 
on�gura
ión se puede 
ono
er si se 
ono
en todos



17los valores de las arti
ula
iones, por lo que se puede de
ir que el robot está en la 
on�gura
ión
q ∈ Rn, donde q = [q1 q2 . . . qn]

T es el ve
tor de variables arti
ulares.La i-ésima variable arti
ular está dada por qi = θi, si la arti
ula
ión i es de revo-lu
ión y qi = di, si la arti
ula
ión i es prismáti
a.Con la �nalidad de simpli�
ar la nota
ión, en algunas o
asiones se utilizará unaforma abreviada para las siguientes fun
iones trigonométri
as de las variables arti
ulares
ci = cos(qi), cij = cos(qi + qj), cijk = cos(qi + qj + qk)

si = sin(qi), sij = sin(qi + qj), sijk = sin(qi + qj + qk)Normalmente, una tarea a realizar por el robot no se espe
i�
a en el espa
io ar-ti
ular, sino que se de�ne en el espa
io 
artesiano1, donde se representa la posi
ión yla orienta
ión del sistema 
oordenado asignado al efe
tor �nal 
on respe
to a un sistema
oordenado �jo asignado a la base. La posi
ión del efe
tor �nal puede representarse 
ontres parámetros, que pueden ser dire
tamente las 
oordenadas del efe
tor �nal(x, y, z) 
onrespe
to a los ejes del sistema 
oordenado de la base (x0, y0, z0). En el 
aso de la orienta
ión,ésta se puede pre
isar utilizando sólo tres parámetros (ángulos de Euler, Roll-Pit
h-Yaw,et
.). Se denotará a x ∈ R6 
omo el ve
tor de 
oordenadas en el espa
io 
artesiano que
ontiene la informa
ión de la posi
ión y la orienta
ión del efe
tor �nal.En los Capítulos 4 y 5, se utiliza x = [x1 x2 . . . ]T para representar las 
oordenadas
artesianas de posi
ión y orienta
ión del efe
tor �nal, mientras que se usa y = [y1 y2 . . . ]Tpara representar las 
oordenadas de imagen. Por lo tanto, x1, y1, x2, y2, et
. deberán enten-derse en 
ada 
aso por el 
ontexto, lo que no debe de presentar di�
ultad alguna.En este trabajo se utilizan indistintamente los términos robot, manipulador, robotmanipulador y brazo robóti
o. De igual forma, se utilizan equivalentemente los términos
ontrol servovisual y visual servoing.
1La denomina
ión espa
io 
artesiano representa un ligero abuso de nota
ión al in
luir además de laposi
ión, la orienta
ión de un sistema 
oordenado.



Capítulo 2
Preliminares Matemáti
as
2.1. Introdu

iónPara desarrollar los esquemas de 
ontrol que permitan resolver el problema plan-teado en este trabajo, es ne
esario primero 
ono
er a fondo el sistema 
on el que se va atrabajar. El 
ontar 
on un modelo del sistema físi
o que se desea 
ontrolar fa
ilita el análisisdel 
omportamiento de éste, así 
omo el diseño de los algoritmos para 
ontrolarlo. Un modelomatemáti
o de un sistema es una abstra

ión del mismo, representado por e
ua
iones quedes
riben su 
omportamiento 
on 
ierto grado de aproxima
ión.En este trabajo se 
onsiderará 
omo sistema un robot manipulador planar restrin-gido a moverse en un plano en el espa
io 
artesiano y una 
ámara de video 
aptando di
homovimiento. No obstante, la teoría desarrollada puede extenderse dire
tamente a robots 
ontareas desempeñadas en tres dimensiones.2.2. Modelo Cinemáti
o del RobotLa 
inemáti
a de un robot es la des
rip
ión de su movimiento sin tomar en 
uentalas fuerzas que lo 
ausan. Se trata enton
es de un problema enteramente geométri
o. La
inemáti
a presentada a 
ontinua
ión, se divide en tres partes. Primero se tratará la 
ine-máti
a dire
ta, que 
onsiste en determinar la posi
ión y la orienta
ión del efe
tor �nal delrobot dados los valores de las 
oordenadas arti
ulares del mismo. Luego se desarrollará la 
i-nemáti
a inversa, que 
onsiste en obtener los valores de las arti
ula
iones dada una posi
ión



19y una orienta
ión deseadas del efe
tor �nal. Por último se tratará la 
inemáti
a diferen
ialque rela
iona las velo
idades de las variables arti
ulares 
on las velo
idades lineal y angulardel efe
tor �nal en el espa
io 
artesiano.2.2.1. Cinemáti
a Dire
taEl problema de la 
inemáti
a dire
ta 
onsiste en determinar la pose del efe
tor�nal (posi
ión y orienta
ión) respe
to a la base, en fun
ión de los valores de las variablesarti
ulares, q =
[

q1 q2 . . . qn

]T .Para un robot de n grados de libertad se asignan n + 1 sistemas 
oordenados,
omenzando 
on la base (sistema 0), utilizando el algoritmo de Denavit-Hartenberg [Sponget al., 2006℄. Cuando se utiliza este algoritmo, se puede de�nir una matriz de transforma-
ión homogénea Ai que sólo depende de la variable arti
ular qi y rela
iona a los sistemas
oordenados i e i− 1, mediante
Ai(qi) =















cθi sθicαi
sθisαi

aicθi

sθi cθicαi
−cθisαi

aisθi

0 sαi
cαi

di

0 0 0 1















, (2.1)donde:
θi es el ángulo entre los ejes xi−1 y xi 
on zi−1 
omo eje de giro; es positivo 
uando elgiro es en el sentido antihorario.
di es la distan
ia desde el origen Oi−1 a la interse

ión de el eje zi−1 
on el eje xi,medida sobre zi−1.
αi es el ángulo entre los ejes zi−1 y zi tomando xi 
omo eje de giro; es positivo 
uandoel giro es en el sentido antihorario.
ai es la distan
ia entre el origen Oi y la interse

ión de los ejes zi−1 y xi, medida sobre
xi.Por lo que la pose del efe
tor �nal se puede representar utilizando la transforma
ión homo-génea
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0Hn(q) = A1 ·A2 · · ·An =





0Rn
0on

0
T 1



 , (2.2)donde 0Rn es la matriz de rota
ión del efe
tor �nal 
on respe
to a la base y 0on es la posi
ióndel origen del sistema 
oordenado del efe
tor �nal 
on respe
to al de la base.Para representar la pose del efe
tor �nal puede utilizarse esta matriz de transfor-ma
ión homogénea o de manera alternativa una parametriza
ión de la misma mediante unve
tor
x(q) =

[

0on
0φn

]T
, (2.3)donde 0φn ∈ Rp es una parametriza
ión de la orienta
ión, x ∈ Rm, 
on m = 3 + p pará-metros. El número p depende de la parametriza
ión de la rota
ión utilizada (p = 3 paraángulos de Euler y Roll-Pit
h-Yaw y p = 4 para eje-ángulo y 
uaterniones unitarios).2.2.2. Cinemáti
a InversaLa 
inemáti
a inversa 
onsiste en determinar los valores de las variables arti
ularesdada una posi
ión y orienta
ión del efe
tor �nal deseada. Para resolver este problema se
ono
en dos métodos: el método analíti
o y el método geométri
o. En este trabajo, dadoque los robots empleados no requiere mayor 
omplejidad, se utilizará el método geométri
o,al ser éste más sen
illo en general. Consiste en aprove
har aquello que se 
ono
e de lageometría del manipulador y, mediante la apli
a
ión de la trigonometría, tratar de pre
isarlos valores de las variables arti
ulares.La 
inemáti
a inversa es un problema más 
omplejo que el de la 
inemáti
a dire
tapor las siguientes razones:Las e
ua
iones resultantes son usualmente no lineales, por lo que en o
asiones esimposible en
ontrar una solu
ión en forma 
errada.Pueden existir múltiples (in
luso in�nitas) solu
iones a estas e
ua
iones.Es posible que las solu
iones no sean admisibles en el sentido de la estru
tura 
inemá-ti
a del manipulador.



21La solu
ión a la 
inemáti
a dire
ta se garantiza sólo si la pose deseada del efe
tor�nal se en
uentran dentro del espa
io de trabajo del robot manipulador.Por otra parte, la existen
ia de múltiples solu
iones depende no sólo de los gradosde libertad, sino también del número de parámetros de Denavit-Hartenberg no nulos. Engeneral, mientras más grande sea este número, mayor será el número de solu
iones admisibles.2.2.3. Cinemáti
a Diferen
ialLa 
inemáti
a diferen
ial de un robot manipulador rela
iona las velo
idades en elespa
io de 
on�gura
ión 
on la velo
idad del efe
tor �nal en el espa
io 
artesiano. Paraen
ontrar esta rela
ión se deriva la posi
ión 
artesiana
ẋ =

dx

dt
=

∂x

∂q

dq

dt
= J(q)q̇, (2.4)donde ẋ ∈ Rm es la velo
idad del efe
tor �nal en 
oordenadas 
artesianas, q̇ ∈ Rn es lavelo
idad de las 
oordenadas arti
ulares y J(q) = ∂x
∂q ∈ Rm×n es el Ja
obiano analíti
o delmanipulador.Para representar la 
inemáti
a diferen
ial, suele utilizarse también el llamado Ja-
obiano geométri
o, que 
onsiste en la rela
ión existente entre la velo
idad angular y linealdel efe
tor �nal 
on la velo
idad de las variables arti
ulares. La velo
idad del efe
tor �nalse representa por

ẋ =
[

0ṗn
0ωn

]T
, (2.5)donde 0ṗn ∈ R3 y 0ωn ∈ R3 son las velo
idades lineal y angular del efe
tor �nal, respe
tiva-mente, mientras que la velo
idad en el espa
io arti
ular es q̇ ∈ Rn. Por lo tanto, el Ja
obianogeométri
o está de�nido por

ẋ =





0ṗn

0ωn



 = Jg(q)q̇, (2.6)donde Jg(q) ∈ R6×n.SingularidadesEl Ja
obiano rela
iona las velo
idades en el espa
io 
artesiano y el espa
io arti
ularpor lo que, 
uando éste pierde rango, el mapeo 
inemáti
o diferen
ial es de�
iente y se di
e



22que el robot se en
uentra en una 
on�gura
ión 
inemáti
a singular o singularidad 
inemáti
a.El 
ono
imiento de estas singularidades es importante por las siguientes razones:Representan 
on�gura
iones en las que la movilidad de la estru
tura es redu
ida, nose pueden realizar movimientos arbitrarios del efe
tor �nal.En las singularidades pueden existir solu
iones in�nitas al problema de la 
inemáti
ainversa.En la ve
indad de una singularidad, pequeñas velo
idades en el espa
io 
artesianopueden o
asionar grandes velo
idades en el espa
io arti
ular.Por otra parte, las singularidades pueden 
lasi�
arse en dos 
ategorías:Singularidades de Frontera. O
urren 
uando el manipulador está ya sea 
ontraído o es-tirado totalmente. Usualmente se evitan espe
i�
ando la tarea a realizar de tal maneraque el robot no llegue a la frontera del espa
io al
anzable.Singularidades Internas. Son las que se presentan dentro del espa
io al
anzable y 
o-múnmente se deben al alineamiento de dos o más ejes de movimiento. A diferen
iade las anteriores, estas singularidades representan un serio problema debido a que sepueden presentar en 
ualquier lugar dentro del espa
io al
anzable o en algún punto deuna traye
toria diseñada dentro del espa
io de opera
ión.Para 
ono
er las singularidades, basta 
on determinar 
uándo el Ja
obiano pier-de rango. En el 
aso de que sea m = n (
uando el Ja
obiano es una matriz 
uadrada),esto se puede llevar a 
abo por medio del determinante del mismo dado que, 
uando estedeterminante es 
ero, el Ja
obiano pierde rango y el robot se en
uentra en una singularidad.2.3. Modelo Dinámi
o del RobotEl modelo dinámi
o de un sistema permite 
ono
er el 
omportamiento del mismotomando en 
uenta las fuerzas que o
asionan su movimiento, tanto aquellas que lo motivan
omo aquellas que se oponen a éste. El modelo dinámi
o de un sistema 
omúnmente estádado por un 
onjunto de e
ua
iones diferen
iales, 
uya solu
ión de�ne el 
omportamientode los estados del sistema 
omo fun
iones de las 
ondi
iones ini
iales del sistema, del tiempoy de las fuerzas externas.



23Los robots manipuladores, 
omo 
ualquier sistema físi
o, son sus
eptibles a sermodelados matemáti
amente. Estos modelos pueden ser 
omplejos dependiendo del númerode arti
ula
iones del robot y del grado de aproxima
ión que se desee para el 
omportamientodel modelo en 
ompara
ión 
on el sistema físi
o real.2.3.1. Modelo Dinámi
o en Movimiento LibreConsidérese un robot manipulador 
omo una 
adena 
inemáti
a 
on n arti
ula-
iones sujeto a restri

iones holonómi
as. Si las variables arti
ulares se 
onsideran 
omo
oordenadas generalizadas, enton
es se puede utilizar el método de Euler-Lagrange paramodelarlo [Spong et al., 2006℄. Este método 
onsiste en de�nir el Lagrangiano, que es ladiferen
ia entre la energía 
inéti
a y la energía poten
ial y posteriormente utilizar las e
ua-
iones de Euler-Lagrange para obtener un modelo de la siguiente forma
H l(q)q̈ +C l(q, q̇)q̇ +Dlq̇ + gl(q) = τ l , (2.7)donde H l(q) ∈ Rn×n es la matriz de iner
ia, Cl(q, q̇)q̇ ∈ Rn es el ve
tor de fuerzas 
entrí-fugas y de Coriolis, Dl ∈ Rn×n es una matriz diagonal positiva semide�nida que 
ontienelos 
oe�
ientes de fri

ión vis
osa en las arti
ula
iones del robot, gl(q) ∈ Rn es el ve
tor defuerzas gravita
ionales y τ l ∈ Rn es el ve
tor de torques de entrada en las arti
ula
iones.Para ilustrar lo anterior, 
onsidérese el robot planar de dos grados de libertad
on arti
ula
iones de revolu
ión mostrado en la Figura 2.1. El modelo dinámi
o de estemanipulador está dado por la e
ua
ión (2.7) 
on los siguientes valores para las matri
es:

H l(q) =





m1l
2
c1 +m2(l

2
1 + l2c2 + 2l1lc2c2) + I1 + I2) m2(l

2
c2 + l1lc2c2) + I2

m2(l
2
c2 + l1lc2c2) + I2 m2l

2
c2 + I2





C l(q, q̇) =





−m2l1lc2s2q̇2 −m2l1lc2s2(q̇1 + q̇2)

m2l1lc2s2q̇1 0





Dl =





d1 0

0 d2





gl(q) =





(m1lc1 +m2l1)gc1 +m2lc2gc12

m2lc2gc12



 ,donde
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Figura 2.1: Robot Planar de Dos Eslabones.
lci : distan
ia del origen del sistema de 
oordenadas i−1 al 
entro de masa del eslabón
i.
Ii: momento de iner
ia sobre un eje que 
ruza el 
entro de masa del eslabón i y quees paralelo al eje zi.
g = 9.81[m/seg2 ]: 
onstante de a
elera
ión debida a la gravedad.
di > 0 : 
oe�
iente de fri

ión vis
osa en el eje de giro de la arti
ula
ión i.2.3.2. Propiedades del Modelo Dinámi
oEl modelo dinámi
o de la se

ión anterior, obtenido a partir de las e
ua
iones deEuler-Lagrange, tiene 
iertas propiedades matemáti
as que pueden ser explotadas al momen-to de diseñar un esquema de 
ontrol. Las propiedades más importantes son las siguientes:



25Propiedad 2.1. La matriz de iner
ia H l(q) ∈ Rn×n es simétri
a y positiva de�nida. △Propiedad 2.2. La matriz Ḣ l(q)− 2C l(q, q̇) es antisimétri
a, esto es
xT

(

Ḣ l(q)− 2C l(q, q̇)
)

x = 0 , ∀x ∈ Rn . (2.8)
△Propiedad 2.3. El mapeo que va de τ l a q̇ es pasivo, esto es, existe una 
onstante β ≥ 0tal que

∫ T

0
q̇T(ζ)τ l(ζ) dζ ≥ −β, ∀T > 0 . (2.9)

△2.3.3. Modelo Dinámi
o Considerando la Dinámi
a de los A
tuadoresEn el modelo dinámi
o de la e
ua
ión (2.7) se asume que los a
tuadores en lasarti
ula
iones del manipulador son 
apa
es de generar fuerza y torque, ne
esarios para lle-var a 
abo el movimiento deseado del robot. Existen diversos tipos de a
tuadores que seen
argan de 
onvertir una 
antidad físi
a (voltaje, presión, et
.) en torques y fuerzas. Estosa
tuadores pueden ser de diversos tipos (elé
tri
o, hidráuli
o, neumáti
o, et
.). Sin embargo,fre
uentemente la señal de referen
ia para a

ionar el a
tuador se expresa en términos devoltaje. Esto ha
e que sea ne
esario tomar en 
uenta la rela
ión que existe entre esta señalde referen
ia y el torque o fuerza real que se re�eja 
omo entrada me
áni
a del manipulador.
Figura 2.2: Motor de Corriente Dire
ta 
on Carga.



26En el robot 
onsiderado para este trabajo se asume que las entradas son torques(arti
ula
iones de revolu
ión) y que los a
tuadores son motores elé
tri
os de 
orriente dire
ta
ontrolados por armadura, a
oplados a las arti
ula
iones por medio de juegos de engranesde redu

ión de velo
idad 
omo se muestra en la Figura 2.2.Si se despre
ia la indu
tan
ia de la armadura La, se puede obtener el modelodinámi
o del par generado τ l en fun
ión del voltaje v apli
ado a las terminales del motor,
omo sigue [Kelly, 2003℄
Jmi q̈i + fmi q̇i +

KaiKbi

Rai
q̇i +

1

r2i
τli =

Kai

riRai
vi , (2.10)donde, para la arti
ula
ión i,

Jmi es la iner
ia del eje del motor [Kg ·m2]

fmi es la fri

ión en el eje del motor [N ·m]

Kai es la 
onstante de par del motor [N ·m/A]

Kbi es la 
onstante de fuerza 
ontraele
tromotriz del motor [V · s/rad]

Rai es la resisten
ia de armadura del motor [Ω]
ri es la rela
ión de redu

ión de los engranes
vi voltaje apli
ado en las terminales del motor [V]
τi par neto generado [N ·m]La e
ua
ión (2.10) se puede rees
ribir en forma matri
ial 
omo

Djq̈ +Df q̇ +Dnτ l = Dkv, (2.11)donde
Dj = diag {Jmi}

Df = diag
{

fmi +
KaiKbi

Rai

}

Dn = diag
{

1
r2
i

}

Dk = diag
{

Kai

riRai

} .



27Si se sustituye la dinámi
a de los motores (2.11) en el modelo del robot 
on entradade torque (2.7), se puede obtener el modelo 
ompleto del robot 
onsiderando la dinámi
ade los a
tuadores y la entrada del sistema 
omo el voltaje en las terminales de los motores,
omo sigue
(

H l(q) +D−1
n Dj

)

q̈ +C l(q, q̇)q̇ +
(

Dl +D−1
n Df

)

q̇ + gl(q) = D−1
n Dkv . (2.12)Si se de�nen H(q) , H l(q) + D−1

n Dj, C(q, q̇) , Cl(q, q̇), gl(q) , g(q), D ,

Dl +D−1
n Df y τ , D−1

n Dkv, se puede rees
ribir el modelo del robot 
omo
H(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +Dq̇ + g(q) = τ . (2.13)2.3.4. Modelo Dinámi
o en Movimiento RestringidoCuando el robot está en 
onta
to 
on una super�
ie sobre la que ejer
e 
iertafuerza, las fuerzas de 
onta
to entre el robot y la super�
ie deben de tomarse en 
uentaen el modelo matemáti
o. Además de la fuerza ejer
ida sobre la super�
ie, se tienen otrasa
tuando sobre el manipulador, 
omo la fri

ión entre el robot y la super�
ie, la fri

ión 
onel aire, et
. Estas perturba
iones se modelarán 
omo un torque que se restará dire
tamenteal torque de entrada.La a

ión físi
a del manipulador en 
onta
to 
on la super�
ie se puede representarmediante una restri

ión en el espa
io de 
on�gura
ión del robot 
omo sigue

ϕ(q) = 0 , (2.14)donde ϕ(q) ∈ Rm de�ne la super�
ie de 
onta
to. Se asume que la fuerza de 
onta
to delrobot 
on la super�
ie es siempre perpendi
ular a esta última.El gradiente de la restri

ión Jϕ(q) , ∇ϕ(q) = ∂ϕ(q)
∂q ∈ Rm×n, es una matriz quemapea un ve
tor sobre el plano normal al plano tangente que surge en el punto de 
onta
todel robot 
on la super�
ie, por lo que servirá para 
al
ular la fuerza de 
onta
to entre ambos.Se asume que Jϕ(q) es de rango m y que la restri

ión ϕ(q) = 0 se de�ne de tal maneraque Jϕ(q) tiene norma unitaria.Por lo tanto, el modelo 
uando el manipulador está en 
onta
to 
on la super�
ie y



28se toman en 
uenta las perturba
iones a la entrada es
H(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +Dq̇ + g(q) = τ − τ p + JT

ϕ(q)λ , (2.15)donde τ p ∈ R
n son las fuerzas (no modeladas) que perturban al sistema, mismas quese asumen a
otadas y suaves, λ ∈ Rm es el ve
tor de multipli
adores de Lagrange, 
uyosigni�
ado físi
o es el de la fuerza apli
ada a la super�
ie en el punto de 
onta
to.2.4. Modelo de la CámaraComo se men
ionó anteriormente, existen dos tipos de 
on�gura
iones de 
ámarapara realizar el 
ontrol de robots manipuladores: 
on�gura
ión de 
ámara �ja y 
on�gura
iónde 
ámara en mano, 
ada una 
on sus propias ventajas y desventajas. En este trabajo seutilizará la 
on�gura
ión de 
ámara �ja. De esta forma la super�
ie (que se 
onsidera �jatambién respe
to al sistema 
oordenado de la base), tiene posi
ión y orienta
ión �ja 
onrespe
to a la 
ámara.Para desarrollar el esquema de 
ontrol de fuerza y posi
ión 
on retroalimenta
iónvisual es ne
esario 
ono
er el modelo 
inemáti
o de la 
ámara. En este trabajo se utilizaráel modelo de 
ámara tipo pinhole 
uya geometría se presenta en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Geometría de la Cámara Tipo Pinhole.Se 
onsidera que el eje z del sistema 
oordenado asignado a la 
ámara (llamado ejeprin
ipal) 
oin
ide 
on el eje ópti
o de la 
ámara. Al plano perpendi
ular al eje ópti
o donde



29se proye
tan las imágenes tomadas del �mundo� por la 
ámara se le llama plano de imagen.El origen del sistema 
oordenado asignado a la 
ámara se ha
e 
oin
idir 
on el punto devista de la 
ámara (o 
entro de la 
ámara), de tal manera que a la distan
ia λv del origendel sistema al plano de imagen, medida sobre el eje prin
ipal se le 
ono
e 
omo distan
iafo
al. Al 
onjunto de todos los puntos que 
omponen el plano de imagen se le 
ono
e
omo espa
io de imagen. Un punto sobre el plano de imagen 
on 
oordenadas y = (u, v) esla proye

ión de una línea en el espa
io 
artesiano que pasa por el origen y el punto (u, v)en el plano de imagen. Así mismo, de la Figura 2.3, utilizando triángulos semejantes, a unpunto en el espa
io 
artesiano 
on 
oordenadas x = (x, y, z) le 
orresponde un punto en elplano de imagen 
on 
oordenadas (u, v) dadas por la rela
ión




u

v



 =





λv(x/z)

λv(y/z)



 . (2.16)2.4.1. Cinemáti
a VisualEn la rela
ión dada por la e
ua
ión (2.16), las 
oordenadas 
artesianas (x, y, z)pueden representar la posi
ión del efe
tor �nal 
on respe
to al sistema 
oordenado de labase. Así, 
ono
iendo la 
inemáti
a dire
ta y la e
ua
ión (2.16), se podrían determinarlas 
oordenadas en el espa
io de imagen del efe
tor �nal en fun
ión de las 
oordenadasarti
ulares del robot, q. No obstante, los sistemas 
oordenados de la 
ámara y del efe
tor�nal no son 
on
urrentes, sino que están rela
ionados mediante rota
iones y trasla
iones.Aún más, el punto de vista de la 
ámara en general no 
oin
ide 
on el origen del sistema
oordenado asignado a la 
ámara.Para tomar en 
uenta estos elementos, se puede utilizar el mapeo 
inemáti
o per-
eptual [Dean-León, 2006℄, [Kelly et al., 2004℄
y = αλRφ



x−





cOR1

cOR2







+





u0

v0



 , (2.17)donde:
αλ , (αcλv) / (

cOR3 − λv),
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αc es el número de pixeles por unidad de distan
ia en el plano de imagen (se asumenpixeles 
uadrados),
cOR3 el desplazamiento del origen del sistema 
oordenado asignado a la 
ámara 
onrespe
to a la base, sobre el eje z,
Rφ =





cos(φc) sin(φc)

sin(φc) − cos(φc)



 es la matriz de rota
ión del sistema 
oordenado de la
ámara 
on respe
to a la base,
φc es el ángulo de rota
ión sobre un eje perpendi
ular a los planos (paralelos) de la
ámara y el formado por los ejes x e y del sistema 
oordenado de la base,
cOR1 y cOR2 son los desplazamientos del origen del sistema 
oordenado asignado a la
ámara 
on respe
to a la base, sobre los ejes x e y, respe
tivamente y
u0, v0 son los desplazamientos del pixel 
oin
idente 
on el eje prin
ipal de la 
ámaray el origen del sistema 
oordenado aso
iado al plano de imagen.2.4.2. Cinemáti
a Visual Diferen
ialLa e
ua
ión (2.17) de�ne el mapeo de las 
oordenadas 
artesianas del efe
tor �nala las 
oordenadas en el espa
io de imagen, lo que representa una rela
ión estáti
a. Si sedesea en
ontrar una rela
ión entre las velo
idades del efe
tor �nal en el espa
io 
artesianoy en el espa
io de imagen, se deriva la e
ua
ión (2.17) 
on respe
to al tiempo

ẏ = αλRφẋ = αλRφJ(q)q̇, (2.18)lo que de�ne el mapeo visual diferen
ial, que rela
iona la velo
idad en el espa
io 
artesiano
ẋ ∈ R2 (planar) 
on la velo
idad en el espa
io de imagen ẏ ∈ R2 (�ujo ópti
o). Para obtenerla e
ua
ión (2.18) se 
onsideró que la 
ámara tiene una 
inemáti
a 
onstante 
on respe
toal sistema 
oordenado de la base (
ámara �ja).



312.5. Empleo de Observadores GPI en el Control de SistemasMe
áni
os PerturbadosEn esta se

ión se tratarán los aspe
tos generales del 
ontrol de sistemas me
áni
os
ompletamente a
tuados, sujetos a perturba
iones. Se 
onsidera que estas perturba
ionesestán a
otadas, lo 
ual es razonable para los tipos de perturba
iones más 
omunes que sepueden presentar en un es
enario real.Considérese el modelo de un robot de n grados de libertad (sistema me
áni
o
ompletamente a
tuado) dado por la e
ua
ión (2.7). Supóngase que q puede medirse y quese 
ono
e la matriz de iner
ia H(q). Se asume que el término C(q, q̇)q̇ +Dq̇ + g(q) no se
ono
e por diferentes razones 
omo in
ertidumbre en los parámetros del modelo, falta demedi
iones, dinámi
as no 
onsideradas, et
.Se desea que este sistema siga una traye
toria deseada, qr(t), a pesar de los tér-minos des
ono
idos y de otras perturba
iones, 
omo fri

ión vis
osa, fri

ión de Coulomb,resisten
ia del aire, zona muerta de los motores, juego de los engranes, et
. Se asume queexiste una ley de 
ontrol τ ∗ que logra el seguimiento ideal de la traye
toria, para la que se
umple la dinámi
a ideal
H(qr)q̈r +C(qr, q̇r)q̇r +Dq̇r + g(qr) = τ ∗ . (2.19)Dadas las suposi
iones anteriores, el término τ ∗ no puede ser 
al
ulado 
on exa
-titud a priori, por lo que se forma la dinámi
a del error

ë = H−1(q)τ −H−1(q) [C(q, q̇)q̇ +Dq̇ + g(q)]

+H−1(qr) [C(qr, q̇r)q̇r +Dq̇r + g(qr)]−H−1(qr)τ
∗(t) , (2.20)donde e = q − qr, ė = q̇ − q̇r y ë = q̈ − q̈r.Si se agrupan todos los términos des
ono
idos en una señal z(t) de la siguienteforma

z(t) = −H−1(q) [C(q, q̇)q̇ +Dq̇ + g(q)]

+H−1(qr) [C(qr, q̇r)q̇r +Dq̇r + g(qr)]−H−1(qr)τ
∗(t) , (2.21)



32se puede rees
ribir la dinámi
a anterior 
omo
ë = H−1(q)τ + z(t) . (2.22)Por lo tanto, el ve
tor z(t) agrupa los términos des
ono
idos debidos a la partede la dinámi
a no modelada y a la entrada de 
ontrol nominal. Esta señal a
túa 
omouna perturba
ión des
ono
ida que varía 
on el tiempo y que afe
ta el seguimiento de latraye
toria. Si se 
ono
iera exa
tamente este ve
tor de señales se podría 
an
elar en lae
ua
ión (2.22) y dado que se supone H(q) 
ono
ida se podría es
oger la entrada de 
ontrol

τ de tal manera que, además de 
an
elar este término, se tendría un sistema de dobleintegrador, 
uya dinámi
a puede ser diseñada para 
umplir 
iertos requisitos de diseño 
omosobrepaso máximo, tiempo de asentamiento, re
hazo a perturba
iones, et
. Este tipo desistemas es ampliamente 
ono
ido en la literatura de 
ontrol lineal ([Chen, 1999℄, [Kuo,1996℄). Enton
es, el objetivo es estimar aproximadamente y en tiempo real z(t), lo quese hará mediante un observador de Luenberger, tomando 
omo modelo genéri
o un ve
torde polinomios variantes 
on el tiempo, que servirá 
omo modelo interno para esta señaldes
ono
ida.Se asume que z(t) satisfa
e las siguientes 
ondi
iones:Suposi
ión 2.1. Los 
omponentes de z(t) y un número �nito p de sus derivadas, estánabsoluta y uniformemente a
otadas para toda traye
toria q(t) del sistema que 
onverge auna ve
indad de la señal de referen
ia qr(t) mediante la a

ión de algún 
ontrolador retro-alimentado suave. △Suposi
ión 2.2. Cada uno de los 
omponentes del término aditivo, z(t), de dimensión n,pueden ser es
ritos 
omo la suma de un elemento arbitrario de una familia de polinomiosde Taylor de (p− 1)-ésimo grado y un ve
tor de términos residuales de la siguiente forma:
z(t) =

p−1
∑

i=0

ait
i + r(t) , (2.23)donde 
ada ai es un ve
tor de 
oe�
ientes 
onstantes de dimensión n y r(t) es el ve
tor detérminos residuales. △



33Suposi
ión 2.3. Dado que son señales dependientes del tiempo, 
ada una de las 
omponen-tes de z(t), puede ser instantáneamente modelada por un elemento de una familia �ja depolinomios de Taylor de grado �jo (p − 1). Este modelo de polinomio de grado �jo para lasperturba
iones a la entrada, z(t), tiene la propiedad de ser invariante ante 
orrimientos enel tiempo y además 
ada una de estas entradas siempre satisfa
e
dpzj

dtp
= 0, j = 1, ..., n . (2.24)

△Estas suposi
iones son razonables dado que las perturba
iones que se aproximaránpor medio de esta señal tienen 
omo fuente las fuerzas 
entrífugas y de Coriolis, la atra

ióndebida a la gravedad, la fri

ión vis
osa, fri

ión de Coulomb, rozamiento 
on el aire, et
.Este tipo de perturba
iones y dinámi
as no modeladas 
umplen 
on las suposi
iones a
er
adel a
otamiento y es razonable suponer que sus efe
tos netos sobre el seguimiento de laseñal de referen
ia arti
ular qr(t) pueden ser aproximados por un ve
tor de señales 
omo eldes
rito por z(t).Estos polinomios de Taylor en el tiempo pueden ser utilizados 
omo modelo internode los 
omponentes del ve
tor de perturba
iones, z(t), en la etapa de diseño del observador,lo que le otorga al modelo aproximado de la perturba
ión el 
ará
ter de auto-a
tualiza
iónne
esario para estimar en tiempo real, 
on 
ierto grado de pre
isión, di
ho modelo propuestopara estas perturba
iones. Como 
onse
uen
ia, el observador está libre de reini
ializa
ionesexternas.Al estimado de la señal des
ono
ida, z(t), se le denominará ẑ(t). Esta aproxima
iónpuede ser he
ha arbitrariamente 
er
ana, 
omo se verá más adelante.La entrada de 
ontrol τ para la dinámi
a del error (2.22), será diseñada 
omo un
ontrolador propor
ional derivativo 
lási
o (PD) más un término de 
an
ela
ión:
τ = H(q)

[

−2ζωn
˙̂e− ω2

ne− ẑ(t)
]

, (2.25)donde ˙̂e es un estimado del error de velo
idad angular de las arti
ula
iones, ė = q̇− q̇r, ζ y
ωn, son matri
es diagonales positivas de�nidas de n×n, 
uya utilidad es diseñar la respuestadel sistema bajo un 
ontrolador PD 
lási
o, es de
ir, son los parámetros que de�nen larespuesta de un sistema de segundo orden del tipo ë + 2ζωnė + ω2

ne. Estos parámetros se



34pueden elegir arbitrariamente para 
umplir 
on los 
riterios de diseño deseados, siempre y
uando se 
umpla que las 
antidades aproximadas ẑ(t) y ˙̂e sean exa
tamente iguales a lasreales, z(t) y ė, respe
tivamente.Tomando en 
uenta lo anterior, se tiene el siguiente resultado:Teorema 2.1. Sea In la matriz identidad de n × n, ζ y ωn matri
es diagonales positi-vas de�nidas, 
onstantes, tales que la matriz diagonal de elementos polinomiales, ρc(s), devariable 
ompleja, s, de�nida por
ρc(s) = s2In + 2ζωn + ω2

n , (2.26)tiene la propiedad de que todos sus elementos diagonales son polinomios Hurwitz de segundoorden. Enton
es, el esquema de 
ontrol retroalimentado 
on observador lineal
τ = H(q)

[

−2ζωn
˙̂e− ω2

ne− ẑ1(t)
] (2.27)

˙̂e1 = ê2 + λp+1(e− ê1)

˙̂e2 = H−1(q)τ + ẑ1 + λp(e− ê1)

˙̂z1 = ẑ2 + λp−1(e− ê1)

˙̂z2 = ẑ3 + λp−2(e− ê1)...
˙̂zp−1 = ẑp + λ1(e− ê1)

˙̂zp = λ0(e− ê1) ,

ẑ1 ẑi, i = 2, . . . , p, ê1 ê2donde ˙̂e = ê2 y ẑ = ẑ1, lleva global y asintóti
amente al ve
tor de errores dedimensión n, ẽ = e−ê1 y a su derivada temporal, ˙̃e = ė−ê2, a una ve
indad arbitrariamentepequeña del origen del error de estima
ión, (ẽ, ˙̃e), siempre que las matri
es diagonales,
onstantes, de dimensión n×n, {λ0,λ1, ...,λp+1}, sean es
ogidas de tal forma que todos los
omponentes no nulos de la matriz diagonal de variable 
ompleja, de dimensión n×n, ρ(s),de�nida 
omo
ρ(s) = ρ(s) = sp+2I + λp+1s

p+1 + · · ·+ λ1s+ λ0 , (2.28)sean polinomios Hurwitz de grado p+2, 
on raí
es su�
ientemente alejadas del eje imaginarioa la izquierda en el plano 
omplejo.



35Demostra
ión Sea el ve
tor de error de seguimiento de posi
ión arti
ular de�nido por
e = e1 = q − qr y sea e2 el ve
tor de error de seguimiento de velo
idad arti
ular dadopor e2 = q̇ − q̇r. La dinámi
a del error de seguimiento (2.22), des
rita 
on el modelo de laperturba
ión mediante la señal z(t), se puede es
ribir, de a
uerdo 
on (2.23), 
omo

ė1 = e2

ė2 = H−1(q)τ + z1

ż1 = z2...
żp−1 = zp

żp = r(p)(t) .Sean z̃j = zj− ẑj , j = 1, 2, ...,m los errores de estima
ión del estado de la perturba
ión. Losve
tores de error de observa
ión, ẽj , j = 1, 2, que están aso
iados 
on el error de seguimientode posi
ión y velo
idad, e y ė, satisfa
en la dinámi
a perturbada, predominantemente lineal
˙̃e1 = ẽ2 − λp+1ẽ

˙̃e2 = z̃1 − λpẽ

˙̃z1 = z̃2 − λp−1ẽ...
˙̃zp−1 = z̃p − λ1ẽ

˙̃zp = r(p)(t)− λ0ẽ ,donde ẽ = e− ê1. Esta dinámi
a se puede representar 
omo un sistema LIT de la siguienteforma


























˙̃e1

˙̃e2

˙̃z1...
˙̃z(p−1)

˙̃zp



























=



























−λ(p+1) I 0 0 · · · 0

−λp 0 I 0 · · · 0

−λ(p−1) 0 0 I · · · 0... ... ... ... ...
−λ1 0 0 0 · · · I

−λ0 0 0 0 · · · 0





















































ẽ1
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r(p)(t) . (2.29)
Si se de�ne la salida 
omo y = ẽ1 y la entrada 
omo u = r(p)(t), el sistema de e
ua
ioneslineales e invariantes en el tiempo (2.29) está en la forma 
anóni
a observable y su fun
ión
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ia está dada por
Y (s) =

[

sp+2I + λ(p+1)s
(p+1) + λps

p + λ(p−1)s
(p−1) + · · ·+ λ1s+ λ0

]−1
U(s) , (2.30)
uya 
ontraparte, en el dominio del tiempo, está dada por

ẽ(p+2) + λp+1ẽ
(p+1) + · · · + λ0ẽ = r(p)(t) =

dp

dtp
z(t) . (2.31)De la teoría de sistemas lineales, parti
ularmente de la estabilidad entrada a
otada-salidaa
otada (estabilidad BIBO), se tiene que el sistema des
rito por (2.31) presenta una respuestaBIBO estable si se 
umple que la entrada u = r(p)(t) está a
otada, así 
omo sus derivadastemporales (lo 
ual es válido debido a las suposi
iones he
has) y además si se 
umple quelos 
oe�
ientes matri
iales, {λp+1, · · · ,λ0}, se es
ogen de tal manera que los polinomios devariable 
ompleja s, en la diagonal de la matriz ρ(s), dada por

ρ(s) = sp+2In + λp+1s
p+1 + · · · + λ1s+ λ0 , (2.32)son Hurwitz, 
on raí
es ubi
adas lo su�
ientemente lejos a la izquierda en el plano 
omplejo[Chen, 1999℄. Bajo estas 
ondi
iones, la respuesta en el tiempo de la dinámi
a (2.31), se-rá exponen
ial, asintóti
a y uniformemente a
otada por un dis
o arbitrariamente pequeño
entrado en el origen del espa
io de error de seguimiento de estima
ión, ẽ = ˙̃e = ¨̃e = · · · =

ẽ(p+1) = 0. Aún más, el radio del dis
o que a
ota últimamente al error en el espa
io de fasede ẽ es propor
ional al inverso del valor absoluto de la parte real más pequeña de las raí
esde los polinomios 
ara
terísti
os que se en
uentran en la diagonal de (2.32). Por otra parte,
omo 
onse
uen
ia de la 
onvergen
ia a un dis
o arbitrariamente pequeño alrededor del ori-gen del espa
io de errores de estima
ión para el modelo de error del sistema perturbado, losestados del observador de dimensión n, ẑ1, se 
onvierten en estima
iones arbitrariamente
er
anas de las fun
iones de perturba
ión a la entrada, z(t). Además, también se aproxi-man las derivadas temporales de esta señal, es de
ir, z(j)(t), j = 1, 2, . . . , por medio de lasvariables del observador 
orrespondientes, ẑ(j+1), j = 1, 2, . . .La dinámi
a en lazo 
errado se obtiene sustituyendo la ley de 
ontrol (2.27) en ladinámi
a del error (2.22), obteniendo
ë+ 2ζωn

˙̂e+ ω2
ne = z(t)− ẑ(t) . (2.33).



37Cuando ˙̂e → ė y ẑ(t) → z(t) (
on ẑ = ẑ1), esta dinámi
a se 
omporta 
omo unsistema lineal invariante en el tiempo de segundo orden, 
on una respuesta de�nida por losparámetros de diseño ζ y ωn. Se puede 
omprobar que esto siempre su
ede si se 
umplenlas 
ondi
iones para que (2.30) sea BIBO estable, dado que en esta situa
ión la dinámi
a enlazo 
errado (2.33) es equivalente a
ë+ 2ζωnė+ ω2

ne = z(t)− ẑ(t) + 2ζωn
˙̃e . (2.34)Como la diferen
ia z(t) − ẑ(t) está uniformemente a
otada por un dis
o 
entrado en elorigen del espa
io de errores de estima
ión, así 
omo las traye
torias de los errores ẽ y

˙̃e, el lado dere
ho de (2.34), puede verse 
omo una perturba
ión �nalmente a
otada a laentrada del sistema lineal del lado dere
ho. En resumen, el observador GPI propuesto auto-a
tualiza 
ontinuamente la estima
ión de las perturba
iones, z(t), en la forma de un ve
torde polinomios de grado (p−1). El resultado total es que el término de residuo, r(t), agregadoa la aproxima
ión de los polinomios de Taylor, también se auto-a
tualiza 
onforme avanzael tiempo, por lo que este término y un número �nito de sus derivadas temporales puedenser 
onsideradas por sí mismas 
omo una señal absoluta y uniformemente a
otada.Este sistema presenta en 
ada uno de sus 
omponentes una dinámi
a dada porpolinomios Hurwitz estables 
on raí
es su�
ientemente lejos a la izquierda en el plano 
om-plejo. Por lo tanto, el ve
tor de error de seguimiento arti
ular, e, y su derivada temporal,
ė, 
onvergerán �nalmente a una ve
indad arbitrariamente pequeña del origen del espa
io deerrores de seguimiento. △Este teorema será de vital importan
ia a lo largo de este trabajo, así 
omo las suposi
ionesrealizadas para probarlo. Las se

iones siguientes son en realidad la apli
a
ión del Teorema2.1 para el 
ontrol de posi
ión y fuerza, además del 
ontrol servovisual para robots manipu-ladores 
ompletamente a
tuados. No obstante, es apli
able a un gran número de problemasque involu
ran el 
ontrol de sistemas me
áni
os perturbados y lleva a la apli
a
ión de unesquema de 
ontrol lineal para 
ontrolar sistemas no lineales sujetos a perturba
iones. Al-gunas apli
a
iones de este método pueden en
ontrarse en [Sira-Ramírez y Castro-Linares,2010℄ y [Sira-Ramírez et al., 2010b℄.



Capítulo 3
Control de Posi
ión y Fuerza
3.1. Introdu

iónEn este 
apítulo se desarrollará la teoría ne
esaria para realizar el 
ontrol simultá-neo de posi
ión y de fuerza de un robot manipulador sobre una super�
ie. En la Figura 3.1se muestra un ejemplo de un manipulador en 
onta
to 
on una super�
ie.Se parte de la suposi
ión de que se 
ono
e exa
tamente la posi
ión y la orienta
iónde esta super�
ie 
on respe
to a la base y que permane
e inmóvil. Esto impli
a que larestri

ión que surge 
uando el manipulador está en 
onta
to 
on la super�
ie se puedeexpresar en términos de las 
oordenadas arti
ulares del robot y es una rela
ión 
onstante.Además, se supone también que di
ha super�
ie es rígida. Esto permitirá utilizar elprin
ipio de ortogonaliza
ión que será de�nido más adelante y que juega un papel importanteen el desarrollo del algoritmo de 
ontrol simultáneo de fuerza y posi
ión. Se pueden en
ontrarnumerosas apli
a
iones para el 
aso de 
ontrol de fuerza en super�
ies rígidas, aunque existenmu
has otras apli
a
iones en las que esta suposi
ión no es válida, i.e. ambientes deformables.Para este tipo de ambientes se pueden utilizar otras té
ni
as de 
ontrol de fuerza, 
omo lasbasadas en impedan
ia y en 
omplianza [Si
iliano y Villani, 1999℄.Por otra parte, se 
onsidera que el manipulador se en
uentra ini
ialmente en 
on-ta
to 
on la super�
ie (se supone que ha sido llevado a ella por un 
ontrol de posi
ión previo).Desde el punto de vista té
ni
o, esto se puede llevar a 
abo mediante algún algoritmo de
ontrol de posi
ión en
ontrado en la literatura (por ejemplo en [Fu et al., 1987℄ y [Kelly,2003℄), o 
on el propuesto en este texto (negando la parte de 
ontrol de fuerza), dado quese supone la super�
ie 
alibrada 
on respe
to a la base del robot.
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Figura 3.1: Robot en Conta
to 
on la Super�
ieEstas 
onsidera
iones sobre la super�
ie de�nen una restri

ión para el movimientodel robot, de�nida en 
oordenadas 
artesianas 
omo
ϕ(x) = 0 . (3.1)La restri

ión (3.1) di�ere de la e
ua
ión (2.14) en el sentido de que esta últimaestá dada en términos de las 
oordenadas arti
ulares, mientras que la primera está de�nidaen términos de las 
oordenadas 
artesianas de la super�
ie. En este 
aso, x ∈ R6 es unve
tor que 
ontiene la posi
ión 
artesiana del efe
tor �nal, así 
omo una parametriza
ión dela orienta
ión (e.g. ángulos de Euler), es de
ir

x =
[

x y z φx φy φz

]T
. (3.2)Así mismo, el ve
tor normal a la super�
ie de�nida por la restri

ión ahora estarádado por

Jϕx , ∇ϕ(x) =
∂ϕ(x)

∂x
, (3.3)Se puede en
ontrar la rela
ión entre Jϕ y Jϕx, utilizando la regla de la 
adena
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Jϕ =

∂ϕ(q)

∂q
=

∂ϕ(x)

∂x

∂x

∂q
= JϕxJ(q) , (3.4)Debe notarse que la restri

ión (3.1) siempre puede de�nirse de tal manera que

Jϕx tenga magnitud unitaria, lo que será de utilidad en el desarrollo subse
uente.Por otra parte, se desea espe
i�
ar la tarea a realizar por el manipulador en 
oor-denadas 
artesianas, es de
ir, la traye
toria que seguirá en la dire

ión de movimiento librey la fuerza que apli
ará sobre la super�
ie en la dire

ión de movimiento restringido. Pararealizar el 
ontrol de posi
ión en el espa
io 
artesiano, por lo general se utiliza la 
inemáti
ainversa. En este trabajo se desea pres
indir del 
ál
ulo de la 
inemáti
a inversa, por lo que sene
esitará rees
ribir el modelo dinámi
o (2.15) en términos de las 
oordenadas 
artesianas,
omo se desarrollará a 
ontinua
ión.3.2. Modelo Dinámi
o en Coordenadas CartesianasPara rees
ribir el modelo dinámi
o de la e
ua
ión (2.15) en 
oordenadas 
artesianas,
onsidérese primero la de�ni
ión de x dada en (3.2) y la de�ni
ión del Ja
obiano analíti
o(2.4) para obtener la rela
ión
ẋ =





0ṗn

d0φ
n

dt



 = J(q)q̇ , (3.5)donde 0pn es el ve
tor de posi
ión del efe
tor �nal 
on respe
to a la base y 0φn es unaparametriza
ión de la orienta
ión del efe
tor �nal (e.g. ángulos de Euler).Si el robot no pasa por ninguna singularidad, el Ja
obiano es de rango 
ompleto ypuede invertirse para obtener
q̇ = J−1(q)ẋ . (3.6)Por lo tanto, en este trabajo se asumirá que esta rela
ión siempre se 
umple me-diante la siguiente suposi
ión:Suposi
ión 3.1. El robot no pasa por ninguna singularidad. △A 
ontinua
ión, se deriva (2.4) 
on respe
to del tiempo para obtener
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ẍ = J̇(q)q̇ + J(q)q̈ , (3.7)de la que se puede despejar q̈ 
omo sigue

q̈ = J−1(q)ẍ− J−1(q)J̇(q)q̇ . (3.8)Sustituyendo (3.4) y la e
ua
ión anterior en el modelo (2.15) se obtiene
ẍ = J(q)H−1(q)τ + J(q)H−1(q)JT(q)JT

ϕxλ−

J(q)H−1(q)
{

C(q, q̇)q̇ +Dq̇ + g(q) + τp −H(q)J−1(q)J̇(q)q̇
}

. (3.9)Si se de�nen
M−1(q) , J(q)H−1(q) (3.10)

N , C(q, q̇)q̇ +Dq̇ + g(q) + τp −H(q)J−1(q)J̇(q)q̇ , (3.11)se puede rees
ribir (3.9) 
omo
ẍ = M−1(q)τ +M−1(q)JT(q)JT

ϕxλ−M−1(q)N . (3.12)3.3. Prin
ipio de Ortogonaliza
iónEl prin
ipio de ortogonaliza
ión para robots manipuladores en 
onta
to 
on unasuper�
ie sobre la que se ejer
e una fuerza se basa en la observa
ión físi
a de que la fuerzaresultante apli
ada por el manipulador está sobre la normal al plano tangente al punto de
onta
to del robot 
on di
ha super�
ie y el movimiento del robot está 
ontenido en di
hoplano tangente. Este prin
ipio fue propuesto por Arimoto en [Arimoto et al., 1993b℄ y hasido utilizado en diversos esquemas de 
ontrol simultáneo de fuerza y posi
ión (por ejemplo[Arimoto et al., 1993a℄, [Cheah et al., 2003℄, [Dean-León et al., 2006℄, [Gudiño-Lau y Arteaga,2005℄). Para obtener la des
omposi
ión del espa
io 
artesiano en los subespa
ios de movi-miento libre y movimiento restringido, se utilizarán las matri
es de proye

ión P x y Qx. Laprimera de ellas mapea 
ualquier ve
tor en el espa
io 
artesiano en el subespa
io normal alplano tangente a la super�
ie en el punto de 
onta
to y está dada por
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Figura 3.2: Separa
ión del Espa
io Cartesiano por el Prin
ipio de Ortogonaliza
ión.
P x = P x(x) , J+

ϕxJϕx , (3.13)donde Jϕx está de�nida por (3.3) y J+
ϕx , JT

ϕx

(

JϕxJ
T
ϕx

)−1 ∈ Rn×m es la Pseudoinversa dePenrose. Por otra parte la matriz Qx ∈ Rn×n mapea un ve
tor en el espa
io 
artesiano alplano tangente a la super�
ie en el punto de 
onta
to y es utilizado 
omo el espa
io demovimiento libre del robot. Esta matriz de proye

ión está de�nida por
Qx = Qx(x) , (In×n − P x(x)) (3.14)y satisfa
e la siguiente 
ondi
ión de rango

rank(Qx) = n−m. (3.15)Además, estas dos matri
es de proye

ión son ortogonales, i. e.
QxP x = O (3.16)



43y también se 
umple que QxQx = Qx y P xP x = P x, dado que la proye

ión de un ve
torque ya ha sido proye
tado resulta en el mismo ve
tor. Por esto, también se tiene
JϕxP x = Jϕx . (3.17)Por último, dada la propiedad de ortogonalidad (3.16) y el he
ho de que Jϕx siempre tengala misma dire

ión que P x , se satisfa
e
QxJ

T
ϕx = O (3.18)y

JϕxQx = O . (3.19)Considerando lo anterior, se puede puntualizar la siguiente propiedadPropiedad 3.1. El ve
tor ẋ puede ser es
rito 
omo
ẋ = Qx(x)ẋ+ P x(x)ẋ = Qx(x)ẋ . (3.20)

△Nótese que Qx(x) 6= I . La igualdad (3.20) proviene de que, si se deriva la e
ua
ión(3.1) se obtiene
ϕ̇(x) =

∂ϕ(x)

∂x

dx

dt
= Jϕxẋ = 0 . (3.21)3.4. Control de Posi
ión y Fuerza de Robots Mediante Obser-vadores GPIPara lograr el 
ontrol simultáneo de fuerza y posi
ión, el primer objetivo seráseparar la entrada de 
ontrol, de modo que se tengan dos entradas independientes, una parael 
ontrol en movimiento no restringido (posi
ión) y otra para el 
ontrol en movimientorestringido (fuerza), de la siguiente forma

τ = τu + τ c , (3.22)donde τ u ∈ Rn será la entrada de 
ontrol para la parte de movimiento no restringido y
τ c ∈ Rn la respe
tiva entrada de 
ontrol para la parte de movimiento restringido.



44Para diseñar la parte de movimiento no restringido, se sustituye (3.22) en el modelodinámi
o en 
oordenadas 
artesianas (3.12), obteniendo
ẍ = M−1(q)τ u +M−1(q)

{

τ c + JT(q)JT
ϕxλ−N

}

. (3.23)Se de�ne una traye
toria de referen
ia en el espa
io 
artesiano, xr, de tal maneraque 
umpla 
on la 
ondi
ión (3.1); esta referen
ia puede estar dada simplemente 
omo
xr =





0pd

0φd



 . (3.24)A 
ontinua
ión, se de�ne el error de seguimiento en 
oordenadas 
artesianas
e = x− xr . (3.25)Obteniendo la dinámi
a de este error

ë = M−1(q)τ u +M−1(q)
{

τ c + JT(q)JT
ϕxλ−N

}

− ẍr . (3.26)Agrupando los términos des
ono
idos en una sola señal
zu1 = M−1(q)

{

τ c + JT(q)JT
ϕxλ−N

}

− ẍr , (3.27)se puede rees
ribir (3.26) 
omo
ë = M−1(q)τ u + zu1 . (3.28)El término de perturba
ión a la entrada zu1 puede ser aproximado por un modelointerno 
onsistente en un ve
tor de señales 
omo las des
ritas en la Se

ión 2.5, asumiendoque 
umple 
on las Suposi
iones 2.1, 2.2 y 2.3. Por lo tanto, puede apli
arse dire
tamenteel Teorema 2.1, dada la similitud de la e
ua
ión (3.28) 
on la (2.22).Por otra parte, para el movimiento restringido (fuerza) se tiene, derivando (3.20)
on respe
to al tiempo

ẍ = Q̇xẋ+Qxẍ , (3.29)Utilizando (3.14), se puede rees
ribir esta e
ua
ión 
omo
Q̇xẋ = (In×n −Qx) ẍ = P xẍ . (3.30)



45Sustituyendo la dinámi
a en 
oordenadas 
artesianas (3.12) y la separa
ión de laentrada de 
ontrol (3.22), se obtiene
P xẍ = Q̇xẋ = P xM

−1(q)τ u + P xM
−1(q)τ c

+ P xM
−1(q)JT(q)JT

ϕxλ− P xM
−1(q)N . (3.31)Multipli
ando esta e
ua
ión por Jϕx y tomando en 
uenta (3.17)

JϕxQ̇xẋ = JϕxM
−1(q)τ u + JϕxM

−1(q)τ c

+ JϕxM
−1(q)JT(q)JT

ϕxλ− JϕxM
−1(q)N . (3.32)La entrada de 
ontrol τ c está aso
iada 
on el 
ontrol de la fuerza apli
ada por elmanipulador sobre la super�
ie, λ, por lo que resulta natural de�nir esta entrada 
omo

τ c = −JT(q)JT
ϕx(λd + τF) , (3.33)donde λd es la fuerza apli
ada deseada y τF se utilizará 
omo variable de diseño. De estaforma se pueden agrupar términos 
omo sigue

JϕxQ̇xẋ = JϕxM
−1(q)τ u + JϕxM

−1(q)JT(q)JT
ϕx(λ− λd − τF)

− JϕxM
−1(q)N . (3.34)Si se de�ne el error para el algoritmo de 
ontrol de fuerza 
omo
ėf = λ− λd (3.35)
ef =

∫ t

0
(λ− λd)dϑ , (3.36)y también se de�ne de (3.10) y (3.34)

AF , JϕxM
−1(q)JT(q)JT

ϕx = JϕxJ(q)H
−1(q)JT(q)JT

ϕx , (3.37)se puede rees
ribir la e
ua
ión (3.34) 
omo
ėf = τF + zf1 , (3.38)



46donde
zf1 , −A−1

F

(

JϕxM
−1(q) (τ u −N)− JϕxQ̇xẋ

)

. (3.39)Nótese queAF es invertible, dado queH(q) lo es, Jϕx siempre es de rango 
ompletoy, por la Suposi
ión 3.1, J(q) también es de rango 
ompleto.La dinámi
a del error (3.38) puede utilizarse para diseñar un sistema 
uyo origensea BIBO estable en una ve
indad arbitrariamente pequeña del origen del espa
io de error,
ef , apli
ando el Teorema 2.1. Sin embargo, en este 
aso se tiene un sistema lineal de primerorden en lugar de uno de segundo orden, por lo que ahora en vez de los parámetros de diseño,
ζ y ωn, se tiene un sólo parámetro, ΛF, para espe
i�
ar el tipo de respuesta deseada parael seguimiento de fuerza.Una vez de�nidas las dinámi
as de los errores de seguimiento de posi
ión (3.28) y defuerza (3.38) en fun
ión de las entradas de 
ontrol, τ u y τ c, y de las señales de perturba
ión,
zu1 y zf1, se pro
ederá a diseñar el 
orrespondiente algoritmo de 
ontrol basado en losObservadores GPI.Primero, para la parte no restringida, se tiene el siguiente esquema de 
ontrol-observador propuesto

τu = M(q)
[

−2ζωnê2 − ω2
ne− ẑu1

] (3.40)
˙̂e = ê2 + λu(r+1)ẽ (3.41)
˙̂e2 = M−1(q)τ u + ẑu1 + λurẽ (3.42)
˙̂zu1 = ẑu2 + λu(r−1)ẽ (3.43)
˙̂zu2 = ẑu3 + λu(r−2)ẽ (3.44)...

˙̂zu(r−1) = ẑur + λu1ẽ (3.45)
˙̂zur = λu0ẽ , (3.46)donde ζ,ωn,λu0, . . . ,λu(r+1) ∈ Rn×n son matri
es diagonales positivas de�nidas y se de�neel error de estima
ión 
omo

ẽ = e− ê . (3.47)



47De a
uerdo 
on el Teorema 2.1, se puede demostrar que el error de estima
ión está a
otado�nalmente por una región arbitrariamente pequeña alrededor del origen del espa
io de fasedel error de estima
ión, (ẽ, ˙̃e), 
on ˙̃e = ė − ê2, si se supone que las perturba
iones puedenser modeladas por un ve
tor de polinomios, zu(t), que 
umple 
on las Suposi
iones 2.1, 2.2y 2.3. De la misma manera, para la parte de movimiento restringido, se propone el si-guiente esquema
τF = −ΛFêf − ẑf1 (3.48)
˙̂ef = τF + ẑf1 + λfpẽf (3.49)
˙̂zf1 = ẑf2 + λf(p−1)ẽf (3.50)
˙̂zf2 = ẑf3 + λf(p−2)ẽf (3.51)...

˙̂zf(p−1) = ẑfp + λf1ẽf (3.52)
˙̂zfp = λf0ẽf , (3.53)donde λf0, . . . ,λfp ∈ Rn×n y ΛF ∈ R es un parámetro de diseño. Utilizando de nuevo elTeorema 2.1, se puede demostrar que si zf 
umple 
on las suposi
iones 2.1, 2.2 y 2.3 y lospolos del observador lineal están su�
ientemente lejos a la izquierda en el plano 
omplejo,enton
es el sistema estará �nalmente a
otado por una pequeña región 
entrada en el origendel espa
io de error de fuerza, ef .3.5. Apli
a
ión del Algoritmo Utilizando el Ja
obiano Geomé-tri
oEl Ja
obiano del robot J(q) utilizado hasta ahora en los esquemas de 
ontrolmediante observadores GPI es el llamado Ja
obiano analíti
o del manipulador, que se
al
ula dire
tamente 
uando se deriva el ve
tor de la posi
ión 
artesiana, x, 
on respe
to alve
tor de 
on�gura
ión del robot, q. La ventaja de utilizar este Ja
obiano es que se puederealizar tanto el 
ontrol de fuerza (en una dire

ión lineal del espa
io 
artesiano), 
omo el
ontrol de torque (
omponente de fuerza angular).



48Si se desea utilizar Ja
obiano geométri
o en lugar del Ja
obian analíti
o (porfa
ilidad de 
ómputo, 
ono
imiento del mismo, et
.), éste puede ser utilizado 
on el esquemapropuesto si no se desea 
ontrolar el torque, sino úni
amente la fuerza del manipulador sobreuna super�
ie. El Ja
obiano geométri
o se denota por Jg(q) ∈ R6×n y está de�nido por
ẋ =





0ṗn

0ωn



 = Jg(q)q̇ , (3.54)donde 0ωn ∈ Rv es la velo
idad angular del efe
tor �nal y 0pn ∈ R(n−v) es la posi
ión delefe
tor �nal. Por lo tanto, a diferen
ia de (3.2), en este 
aso x está espe
i�
ado 
omo
x =





0pn

0φn



 =





0pn
∫ t
0

0ωndϑ



 . (3.55)Cabe a
larar que 0φn no tiene ningún signi�
ado físi
o, por lo que la restri

ión (3.1) puedeser rees
rita 
omo
ϕ(0pn) = ϕ(x) = 0 , (3.56)donde se ha
e explí
ito que ϕ(x) sólo depende de la parte superior de x. Al utilizar elJa
obiano geométri
o se ne
esita espe
i�
ar la orienta
ión mediante alguna parametriza
ión.La mejor op
ión en este 
aso es utilizar los 
uaterniones unitarios, 
omo se muestra en[Arteaga-Pérez y Rivera-Dueñas, 2007℄. Primero se de�ne la referen
ia de velo
idad

ẋr =





0ṗd

0ωd − kǫ
0Rd

dǫn



 , (3.57)donde kǫ es una 
onstante es
alar positiva, 0pd es la posi
ión deseada del efe
tor �nal,
0ωd ∈ R3 es la velo
idad angular deseada y 0Rd ∈ R3×3 es la matriz de rota
ión deseada(que espe
i�
a la orienta
ión deseada). dǫn ∈ R3 es la parte ve
torial del 
uaternión unitariorela
ionado 
on la matriz de rota
ión dada por

dRn =0 RT
d

0Rn, (3.58)donde 0Rn ∈ R3×3 es la matriz de rota
ión entre el sistema 
oordenado asignado al efe
tor�nal y el sistema 
oordenado de la base del robot. xr se obtiene mediante
xr =

∫ t

0
ẋrdϑ. (3.59)



49Nótese que la posi
ión deseada 0pd debe ser elegida tal que se satisfaga (3.56). También laorienta
ión deseada 0Rd debe ser dada de tal manera que sea perpendi
ular a la super�
iedes
rita por ϕ(0pd) = 0.Enton
es, de a
uerdo 
on el Teorema 2.1, se puede garantizar que los errores deestima
ión y seguimiento tenderán a una ve
indad arbitrariamente pequeña del origen, estoes, ẽ ≈ 0 y ˙̃e ≈ 0. No es ne
esario un análisis extra para la parte de posi
ión, puesto quese de�ne igual 
uando se usa 
ualquiera de los dos Ja
obianos. En el 
aso de orienta
ión sepuede llevar a 
abo el análisis de estabilidad 
omo se ha
e en [Si
iliano y Villani, 1999℄ para
on
luir 0Rn →0 Rd y 0
∆ω =0 ωn −0 ωn ≈ 0.



Capítulo 4
Control de Posi
ión y Fuerza 
onRetroalimenta
ión Visual
4.1. Introdu

iónComo se ha men
ionado anteriormente, la in
orpora
ión de un sistema de visión enel 
ontrol de posi
ión de robots, 
ono
ida también 
omo visual servoing, mejora el desempeñode éstos sobre todo en ambientes no estru
turados. Por lo tanto, existen grandes razones paraextender el 
ontrolador de fuerza y posi
ión desarrollado en el Capítulo 3 para in
orporar lainforma
ión del sistema de visión 
on el objetivo de mejorar el desempeño general del robotmanipulador en este tipo de es
enarios.Para desarrollar la adapta
ión del algoritmo 
on la in
orpora
ión de la retroali-menta
ión visual, se 
onsiderará primero el modelo de un robot manipulador en 
onta
to
on una super�
ie des
rito por (2.15). Esta super�
ie por lo general se de�ne en términos deuna restri

ión en 
oordenadas 
artesianas x 
omo en (3.1). Esta restri

ión 
umple además
on (3.21), 
on Jϕx de�nido en (3.3).Por otra parte, para modelar la 
ámara, se utilizará la Proye

ión de Perspe
tivade�nida en (2.17), 
uya 
inemáti
a diferen
ial está dada por (2.18).Se asume que la 
ámara puede ver siempre un punto 
ono
ido sobre el efe
tor �nal(no hay o
lusiones) y algunos parámetros que servirán para identi�
ar la super�
ie 
omo semuestra en la Figura 4.1. En este trabajo se supone que el sistema de visión identi�
a latraye
toria a seguir sobre la super�
ie de restri

ión ϕ, des
rita en 
oordenadas 
artesianas
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Figura 4.1: Robot planar en 
onta
to 
on la super�
ie y 
ámara de video.por (3.1), 
uya e
ua
ión de restri

ión en 
oordenadas de imagen está dada por
ϕ(y) = 0 . (4.1)Derivando esta e
ua
ión 
on respe
to al tiempo

∂ϕ(y)

∂y
ẏ = Jϕyẏ = 0 , (4.2)donde ϕ(y) se de�ne de tal forma que Jϕy ,

∂ϕ(y)
∂y tenga norma unitaria. Si se sustituye la
inemáti
a visual diferen
ial (2.18) en esta e
ua
ión se obtiene

αλJϕyRφẋ = 0 . (4.3)Dividiendo ambos lados entre αλ

JϕyRφẋ = 0 . (4.4)



52Comparando esta e
ua
ión 
on (3.21) se obtiene una rela
ión entre Jϕx y Jϕy 
omo sigue
Jϕx = JϕyRφ . (4.5)4.2. Modelado Matemáti
o en Coordenadas de ImagenPara utilizar el algoritmo de 
ontrol visual, se debe de rees
ribir el modelo del robotmanipulador en términos de las 
oordenadas de imagen y. Para ello, se deriva 
on respe
toal tiempo la 
inemáti
a visual diferen
ial (2.18), obteniendo

ÿ = αλRφ

(

J(q)q̈ + J̇(q)q̇
)

. (4.6)Despejando q̈ de esta última e
ua
ión
q̈ =

1

αλ
J−1(q)Rφÿ − J−1(q)J̇(q)q̇ . (4.7)Sustituyendo en el modelo del robot en 
onta
to 
on la super�
ie (2.15), se tiene

1

αλ
H(q)J−1(q)Rφÿ = −C(q, q̇)q̇ −Dq̇ − g(q)− τp +H(q)J−1(q)J̇(q)q̇ + τ + JT

ϕ(q)λ .(4.8)Si se de�nen
Mv(q) ,

1

αλ
H(q)J−1(q)Rφ (4.9)y N 
omo en (3.11), se puede rees
ribir este modelo en términos de las 
oordenadas deimagen y 
omo

ÿ = −M−1
v (q)N +M−1

v (q)τ +M−1
v (q)JT

ϕ(q)λ . (4.10)El modelo en 
oordenadas de imagen de la e
ua
ión (4.10) es importante para eldesarrollo siguiente porque permite, además de diseñar la tarea del robot en 
oordenadas deimagen, realizar el 
ontrol del mismo sin re
urrir a la 
inemáti
a inversa, ni al mapeo visualinverso. Esto tiene algunas ventajas 
omo son la evasión intrínse
a de las singularidades ymenor tiempo de pro
esamiento al momento de apli
ar el 
ontrolador en el sistema físi
o entiempo real.



534.3. Prin
ipio de Ortogonaliza
ión VisualEn el Capítulo 3 se habló del prin
ipio de ortogonaliza
ión, que se presenta en el
aso de robots en 
onta
to 
on una super�
ie sobre la que ejer
en 
ierta fuerza y sobre laque realizan una traye
toria en el espa
io 
artesiano. Este prin
ipio se puede extender parael espa
io de imagen, dado que la propiedad físi
a subsiste, porque en el subespa
io dondeexiste movimiento en 
oordenadas de imagen el robot no ejer
e fuerza y en el subespa
iodonde ejer
e fuerza sobre la super�
ie no hay movimiento del punto sobre el efe
tor �nalen 
oordenadas de imagen. Esto se puede dedu
ir analíti
amente, dado que el mapeo entrela velo
idad 
artesiana ẋ y el �ujo ópti
o ẏ es estáti
o para la 
on�gura
ión de 
ámara �japropuesta en este trabajo.Por 
onsiguiente, se puede des
omponer el espa
io de imagen en dos subespa
ios.Para esto se utilizan dos matri
es de proye

ión, P y(y) y Qy(y). La primera de ellas mapea
ualquier ve
tor en el espa
io de imagen en el subespa
io normal al plano tangente que seforma en el punto de 
onta
to de la punta del robot 
on la super�
ie y se de�ne 
omo
P y(y) = P y , JT

ϕy

(

JϕyJ
T
ϕy

)−1
Jϕy . (4.11)Así mismo, la matriz de proye

ión de�nida por

Qy(y) = Qy , (In×n − P y) , (4.12)mapea 
ualquier ve
tor en el espa
io de imagen al subespa
io tangente a la super�
ie en elpunto de 
onta
to del robot 
on ésta. Estas matri
es de proye

ión son ortogonales, i. e.
QyP y = 0 , (4.13)además, 
umplen las siguientes propiedades:

QyQy = Qy (4.14)
P yP y = P y (4.15)
JϕyP y = Jϕy . (4.16)Lo anterior lleva a de�nir el prin
ipio de ortogonaliza
ión visual, análogo al prin-
ipio de ortogonaliza
ión de�nido por la Propiedad 3.1, 
omo sigue



54Propiedad de Ortogonaliza
ión Visual. El ve
tor ẏ tiene la siguiente propiedad
ẏ = Qy(y)ẏ + P y(y)ẏ = Qy(y)ẏ . (4.17)

△La última igualdad de (4.17) se debe a que, de (4.2) y (4.11), se tiene
Qy(y)ẏ + JT

ϕy

(

JϕyJ
T
ϕy

)−1
Jϕyẏ = Qy(y)ẏ . (4.18)4.4. Control de Posi
ión y Fuerza de Robots Mediante Obser-vadores GPI 
on Retroalimenta
ión VisualSe desea diseñar un esquema de 
ontrol que separe la entrada en dos partes: unapara el movimiento restringido y otra para el movimiento no restringido del robot, de lasiguiente forma

τ = τu + τ c . (4.19)Para diseñar la parte del movimiento restringido, se deriva (4.17) 
on respe
to deltiempo
ÿ = Qyÿ + Q̇yẏ . (4.20)Agrupando términos

(

In×n −Qy

)

ÿ = P yÿ = Q̇yẏ . (4.21)Sustituyendo (4.10) en esta última e
ua
ión
Q̇yẏ = −P yM

−1
v (q)N + P yM

−1
v (q)τ c +P yM

−1
v (q)τ u + P yM

−1
v (q)JT

ϕ(q)λ . (4.22)Al examinar la e
ua
ión (4.22), se puede notar que la ele

ión natural de τ c sería
τ c = −JT

ϕ(q) (λd + τ f) , (4.23)



55donde λd es la fuerza deseada y τ f es la parte a diseñar de esta entrada. Sin embargo, sedebe de expresar τ c en términos de la restri

ión 
ono
ida en 
oordenadas de imagen porlo que, utilizando las e
ua
iones (3.4) y (4.5), se obtiene
JT
ϕ(q) = JT (q)JT

ϕx = JT (q)RφJ
T
ϕy , (4.24)dado que RT

φ = Rφ. Por lo tanto, la parte restringida de la entrada queda 
omo
τ c = −JT (q)RφJ

T
ϕy (λd + τ f) (4.25)y el modelo en términos de la restri

ión en 
oordenadas de imagen, 
omo

Q̇yẏ = −P yM
−1
v (q)N + P yM

−1
v (q)τ c + P yM

−1
v (q)τ u

+ P yM
−1
v (q)JT (q)RφJ

T
ϕyλ . (4.26)Si se multipli
a esta última e
ua
ión por Jϕy y utilizando (4.16), se obtiene

JϕyQ̇yẏ = −JϕyM
−1
v (q)N + JϕyM

−1
v (q)τ c + JϕyM

−1
v (q)τ u

+ JϕyM
−1
v (q)JT (q)RφJ

T
ϕyλ . (4.27)Sustituyendo (4.25) en esta última e
ua
ión

JϕyQ̇yẏ = −JϕyM
−1
v (q)N + JϕyM

−1
v (q)τ u

+ JϕyM
−1
v (q)JT

ϕ(q)λ− JϕyM
−1
v (q)JT (q)RφJ

T
ϕy (λd + τ f) . (4.28)Si se de�ne el error de fuerza 
omȯ

ef = λ− λd (4.29)
ef =

∫ t

0
(λ− λd)dϑ (4.30)y

AF = JϕyMv(q)
−1JT (q)RφJ

T
ϕy , (4.31)enton
es se tiene
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ėf − τ f = A−1

F

{

JϕyM
−1
v (q)(−τ u +N ) + JϕyQ̇yẏ

}

. (4.32)Nótese que AF es siempre invertible, dado que el término
M−1

v (q)JT (q)Rφ = αλR
−1
φ J(q)H−1(q)JT (q)Rφ , (4.33)lo es, puesto que Rφ es invertible, H(q) es una matriz diagonal, positiva de�nida, αλ espositiva y por la Suposi
ión 3.1, se asume que J(q) también lo es. Por su parte, el término

Jϕy también es siempre invertible.El término de la dere
ha en la e
ua
ión (4.32) se 
onsidera des
ono
ido y se utilizaráun modelo interno en términos de un ve
tor de polinomios y un término residual, zf1, 
omoel des
rito en la Se

ión 2.5, 
umpliendo además 
on las suposi
iones 2.1, 2.2 y 2.3. De estaforma, se puede rees
ribir la e
ua
ión (4.32) 
omo
ėf = τ f + zf1 . (4.34)Por otra parte, para el movimiento no restringido se tiene, de (4.10)

ÿ = M−1
v (q)τ u +M−1

v (q)
(

τ c + JT
ϕ(q)λ−N

)

. (4.35)De�niendo el error de seguimiento
ey = y − yr (4.36)
ėy = ẏ − ẏr (4.37)
ëy = ÿ − ÿr , (4.38)donde yr es la señal de referen
ia a seguir, en 
oordenadas de imagen. De la de�ni
ión de

ëy y la e
ua
ión (4.35) se obtiene
ëy = M−1

v (q)τ u +M−1
v (q)

(

τ c + JT
ϕ(q)λ−N

)

− ÿr . (4.39)El segundo término del lado dere
ho de esta última e
ua
ión se 
onsidera des
o-no
ido, por lo que se propone utilizar 
omo modelo interno un ve
tor de polinomios en eltiempo más un término residual, zu1, 
omo el des
rito en la Se

ión 2.5, asumiendo lasSuposi
iones 2.1, 2.2 y 2.3. De esta forma, se puede rees
ribir la e
ua
ión (4.39) 
omo
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ëy = M−1

v (q)τ u + zu1 . (4.40)Una vez obtenidas las e
ua
iones (4.32) y (4.40) se puede apli
ar el Teorema 2.1.El prin
ipio de ortogonaliza
ión visual permite diseñar separadamente la parte de 
ontrol enmovimiento libre (posi
ión) de la parte de 
ontrol en movimiento restringido (fuerza). Debenotarse que para apli
ar el esquema de 
ontrol que se utiliza en este teorema, es ne
esario
ono
er la matriz que multipli
a a la entrada de 
ontrol τu en (4.40), en este 
aso M v,de�nida en (4.9).Para la parte de movimiento libre, la apli
a
ión del Teorema 2.1 lleva al siguienteesquema 
ontrolador-observador
τ u = Mv(q)

[

−2ζωnê2 − ω2
ney − ẑu1

] (4.41)
˙̂ey = ê2 + λu(r+1)ẽy (4.42)
˙̂e2 = M−1

v (q)τ u + ẑu1 + λurẽy (4.43)
˙̂zu1 = ẑu2 + λu(r−1)ẽy (4.44)
˙̂zu2 = ẑu3 + λu(r−2)ẽy (4.45)...

˙̂zu(r−1) = ẑur + λu1ẽy (4.46)
˙̂zur = λu0ẽy , (4.47)donde ζ,ωn,λu0, . . . ,λu(r+1) ∈ Rn×n son matri
es diagonales positivas de�nidas y se de�neel error de estima
ión 
omo

ẽy = ey − êy . (4.48)Se puede demostrar, utilizando el Teorema 2.1, que el esquema de 
ontrol-observadorpropuesto llevará al sistema a una ve
indad arbitrariamente pequeña 
entrada en el origendel espa
io de error de estima
ión, (ẽy, ˙̃ey), 
on ˙̃ey , ėy − ê2. Una ventaja más de esteesquema basado en observadores GPI, es que además de estimarse el modelo interno es
o-gido para la perturba
ión a la entrada, zu1, se estima el error de velo
idad en el espa
io deimagen, del que puede extraerse el �ujo ópti
o ẏ, sin ne
esidad de medirlo dire
tamente outilizar un estimador basado en una aproxima
ión de la derivada.



58Por otra parte, se propone el siguiente esquema para el 
ontrol de movimientorestringido
τF = −ΛFêf − ẑf1 (4.49)
˙̂ef = τF + ẑf1 + λfpẽf (4.50)
˙̂zf1 = ẑf2 + λf(p−1)ẽf (4.51)
˙̂zf2 = ẑf3 + λf(p−2)ẽf (4.52)...

˙̂zf(p−1) = ẑfp + λf1ẽf (4.53)
˙̂zfp = λf0ẽf , (4.54)donde λf0, . . . ,λfp ∈ Rn×n son matri
es diagonales positivas de�nidas.Utilizando de nuevo el Teorema 2.1 se puede demostrar que el esquema propuestolleva al sistema a una ve
indad arbitrariamente pequeña 
entrada en el origen del espa
iode error de fuerza ef , siempre que zf 
umpla 
on las Suposi
iones 2.1, 2.2 y 2.3 y que lospolos del observador se lo
ali
en su�
ientemente lejos en el semiplano izquierdo del plano
omplejo. En este 
aso el parámetro ΛF sirve para diseñar la respuesta del sistema de primerorden 
orrespondiente a la parte lineal del sistema, que surge 
uando se estima perfe
tamente

zf1 y se 
an
ela en (4.34) mediante la a

ión de 
ontrol (4.49).



Capítulo 5
Resultados
5.1. Control de Posi
ión y Fuerza5.1.1. Resultados ExperimentalesEn esta se

ión se presenta la valida
ión experimental de la teoría desarrollada en elCapítulo 3. Para esto se utilizó el robot de CRS Roboti
s modelo A465 que se muestra en laFigura 5.1. En este 
aso sólo se utilizaron tres grados de libertad, que son las arti
ula
iones2, 3 y 5, renombradas 
omo 1, 2 y 3 para mayor 
laridad.Este robot 
uenta 
on en
oders ópti
os de 
uadratura para medir la posi
ión an-gular de las arti
ula
iones (todas de revolu
ión). Estas señales se pro
esan en un sistemade adquisi
ión de datos basado en el Compa
tRIO de National Instruments, el mismo quemanda la informa
ión a una PC, donde se lleva a 
abo el pro
esamiento del algoritmo de
ontrol. Se equipó a este manipulador 
on el sensor de fuerza JR3 sobre el último eslabón,justo antes del efe
tor �nal. Este sensor manda una señal a la PC 
on informa
ión de seis ejesde fuerza (tres para fuerza trasla
ional y tres para torque), de los 
uales sólo se utilizará lafuerza medida a lo largo del eje z, que debe de en
ontrarse alineada 
on la dire

ión normala la super�
ie en el punto de 
onta
to. Para esto, se 
olo
ó un balín de a
ero inoxidable en lapunta del robot 
on la �nalidad de obtener un 
onta
to puntual y al mismo tiempo disminuirla fri

ión en la dire

ión de movimiento de éste sobre la super�
ie. Además, el he
ho de
ontar 
on tres arti
ula
iones permitió de�nir la orienta
ión en el plano para que el últimoeslabón siempre se en
uentre perpendi
ular a la super�
ie planar durante el desarrollo del
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Figura 5.1: Robot CRS Roboti
s A465 
on super�
ie rígida plana.experimento.Para apli
ar el algoritmo men
ionado es ne
esario 
ono
er la matriz de iner
ia delrobot. Esta matriz de 3× 3 es de la forma
H =









h11 h12 h13

h21 h22 h23

h31 h32 h33









,donde
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h11 = m1lc1

2 +m2

(

l1
2 + 2 l1lc2 cos (θ2) + lc2

2
)

+ m3

(

l1
2 + 2 l1l2 cos (θ2) + 2 l1lc3 cos (θ2 + θ3) + l2

2 + 2 l2lc3 cos (θ3) + lc3
2
)

+ I1 + I2 + I3

h12 = h21 = m2

(

l1lc2 cos (θ2) + lc2
2
)

+ m3

(

l1l2 cos (θ2) + l1lc3 cos (θ2 + θ3) + l2
2 + 2 l2lc3 cos (θ3) + lc3

2
)

+ I2 + I3

h13 = h31 = m3

(

l1lc3 cos (θ2 + θ3) + l2lc3 cos (θ3) + lc3
2
)

+ I3

h22 = m2lc2
2 +m3

(

l2
2 + 2 l2lc3 cos (θ3) + lc3

2
)

+ I2 + I3

h23 = h32 = m3

(

l2lc3 cos (θ3) + lc3
2
)

+ I3

h33 = m3lc3
2 + I3 .Estos parámetros, para este robot en parti
ular, han sido reportados en [Gudiño-Lau yArteaga, 2005℄ y son los siguientes:Masas de los eslabones:

m1 = 28.5[kg], m2 = 16.6[kg] y m3 = 1.0[kg].Longitudes de los eslabones:
l1 = 0.33[m], l2 = 0.35[m] y l3 = 0.13[m].Distan
ias al 
entro de masa:

lc1 = 0.14[m], lc2 = 0.14[m] y lc3 = 0.07[m].Momentos de iner
ia de los eslabones:
I1 = 0.85[Kg ·m2], I2 = 0.70[Kg ·m2] y I3 = 0.18[Kg ·m2] .Además, 
omo la señal de referen
ia para la entrada de 
ontrol se da en Volts [V]y no en Newton-metros [Nm] dire
tamente, en este 
aso se tuvo que in
luir la dinámi
a delos a
tuadores 
omo se expuso en la Se

ión 2.3.3. Para la �nalidad prá
ti
a, se llega a quela señal en voltaje y la señal en torque están rela
ionadas por

τ = D−1
n Dkv ,



62donde
Dn =











1
r2
1

0 0

0 1
r2
2

0

0 0 1
r2
3











Dk =









Ka1

Ra1r1
0 0

0 Ka2

Ra2r2
0

0 0 Ka3

Ra3r3









.Los valores de los elementos de estas matri
es también están reportados en [Gudiño-Lau y Arteaga, 2005℄ para este robot y son los siguientes:Rela
iones de redu

ión de los engranes en 
ada arti
ula
ión
r1 = 100, r2 = 100 y r3 = 100 .Constantes de par del motor

Ka1 = 0.1876896[Nm/A], Ka2 = 0.1876896[Nm/A] y Ka3 = 0.053[Nm/A] .Resisten
ias de armadura
Ra1 = 0.84[Ω], Ra2 = 0.84[Ω] y Ra3 = 2.7[Ω] .La super�
ie es el plano in
linado rígido (a
ero inoxidable) mostrado en la Figura5.1, perpendi
ular al plano de movimiento del robot. Esta super�
ie se des
ribe mediante larestri

ión

ϕ(x) =
y√

1 + tan2 α
− tanα(x− l)√

1 + tan2 α
, φ = −20[◦] , (5.1)
on α = 70[◦] y l = 0.399[m] y está normalizada 
on el objetivo de que Jϕx = ∂ϕ

∂x tengamagnitud unitaria.El experimento 
onsistió en llevar al robot de un punto ini
ial (xd(0),yd(0)) =(0.4948, 0.2631)[m] a un punto �nal (xd(tf),yd(tf)) = (0.4606, 0.1691)[m], ambos sobre lasuper�
ie, en un tiempo de tf = 12[seg] y, simultáneamente, seguir una traye
toria de fuerzadada por
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λd = 50(1 − e−(1/1.8)t)[N] . (5.2)Para generar la traye
toria deseada de posi
ión xd se utilizó un polinomio de quinto ordenen el tiempo 
omo en [Spong et al., 2006℄, mientras que yd, se 
al
uló para que 
umpliera
on la restri

ión (5.1). La 
omponente deseada de orienta
ión se mantuvo en φd = −20[◦]para todo tiempo t ∈ [0, tF]. El tiempo de muestreo utilizado fue de T = 0.004[seg].Por el lado de los parámetros del algoritmo, para la parte de 
ontrol de movimientono restringido se utilizaron
ζ = 0.9I y ωn = 0.5Iy los 
oe�
ientes del polinomio del observador 
on r = 2 fueron elegidos 
omo

λu0 = 100000000I , λu1 = 4000000I , λu2 = 60000I y λu3 = 400I ,por lo que los polos del observador se es
ogieron en pu1 = pu2 = pu3 = pu4 = −100.Por otra parte, para el movimiento restringido se eligió el parámetro de diseño
ΛF = 27 ,y además se eligieron los 
oe�
ientes del polinomio del observador 
on p = 3 
omo

λf0 = 0.1, λf1 = 3.001, λf2 = 30.03 y λf3 = 100.3 ,lo que equivale a los polos del observador en pf1 = pf2 = pf3 = −0.1, pf4 = −100.En las Figuras 5.2, 5.3 y 5.2, se muestra el seguimiento de la traye
toria en las
oordenadas x, y y φ, respe
tivamente. El error de seguimiento en estas tres 
oordenadasse muestra en las Figuras 5.5, 5.6 y 5.7, donde puede apre
iarse que el error después deltransitorio, para las dos primeras 
oordenadas, es menor a 1[mm], lo que representa un buenresultado experimental. Por su parte, el seguimiento de la orienta
ión siempre fue menor a
0.5[◦] e in
luso menor a 0.1[◦] después de la etapa transitoria, lo que también signi�
a undesempeño bastante bueno. En la Figura 5.8 se muestra el seguimiento de la traye
toria deposi
ión en el plano de movimiento del robot.Por otra parte, en la Figura 5.9 se muestra el seguimiento de la traye
toria defuerza y en la Figura 5.10 se muestra el error de fuerza 
orrespondiente. En di
has �guras se



64ve que el seguimiento es un po
o ruidoso, a pesar de que se ha �ltrado la señal provenientedel sensor de fuerza. Sin embargo, dada la magnitud de la fuerza �nal (50)[N], se puede de
irque el desempeño del método en este aspe
to es a
eptable, puesto que el error se mantieneabajo del 10% = 5[N] después del transitorio.
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Figura 5.2: Traye
torias real (�) y deseada (- -) en la 
oordenada x.
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Figura 5.3: Traye
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69Por último, en las Figuras 5.11, 5.12 y 5.13 se muestran las entradas de 
ontrolpara las arti
ula
iones 1, 2 y 3, respe
tivamente. En estas �guras se puede ver que estasentradas nun
a se saturan.En general, los resultados obtenidos en esta parte del trabajo son bastante satis-fa
torios, aún más 
onsiderando que el enfoque de observadores GPI asegura sólo que lastraye
torias permane
erán a
otadas por una pequeña región alrededor del error 
ero. Debidoal ruido en el sensor de fuerza y a la dis
retiza
ión del algoritmo, no se pudo emplear unaalta ganan
ia para redu
ir aún más este error, pero es posible ha
erlo 
on un tiempo demuestreo menor y 
on un sensor de fuerza menos sensible al ruido.Además, aunque se utilizaron valores reportados rigurosamente para obtener lamatriz de iner
ia y los parámetros de los a
tuadores, esto nun
a llega a ser totalmentea
ertado, por lo que es un punto que aún se puede mejorar al apli
ar este algoritmo.
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Figura 5.11: Entrada de 
ontrol para la arti
ula
ión 1.
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Figura 5.12: Entrada de 
ontrol para la arti
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715.2. Control de Posi
ión y Fuerza 
on Retroalimenta
ión Vi-sual5.2.1. Simula
iónEn esta se

ión se validan mediante una simula
ión los resultados teóri
os obtenidosen el Capítulo 4. Para realizar esta simula
ión se 
onsideró un robot de dos grados de libertad
omo el mostrado en la Figura 5.14.

Figura 5.14: Robot Planar de Dos Eslabones.Con los sistemas 
oordenados 
omo se de�nen en la Figura 5.14, se obtiene losparámetros de Denavit-Hartenberg que se muestran en el Cuadro 5.1.Eslabón ai αi di θi
1 l1 0 0 θ∗1
2 l2 0 0 θ∗2Cuadro 5.1: Parámetros de D-H para el Robot Planar de 2 Eslabones.Para este 
aso la posi
ión del efe
tor �nal representada por x, en términos de los



72valores de las arti
ula
iones (la 
inemáti
a dire
ta), está dada por
x(q) =





x

y



 =





l1c1 + l2c12

l1s1 + l2s12



 . (5.3)Así mismo, la 
inemáti
a inversa de este manipulador está dada por
q2 = atan2

(

D,±
√

1−D2
) (5.4)

q1 = atan2 (x, y)− atan2 (l1 + l2 cos(q2), l2 sin(q2)) , (5.5)donde
D =

x2 + y2 − l21 − l22
2l1l2

. (5.6)La fun
ión de dos argumentos atan2(x, y) está de�nida para todo par (x, y) 6= (0, 0)y espe
i�
a un ángulo θ tal que
cos(θ) =

x
√

x2 + y2
, sin(θ) =

y
√

x2 + y2
.Por otra parte, se puede 
al
ular el Ja
obiano analíti
o de este manipulador utili-zando la 
inemáti
a dire
ta dada por la e
ua
ión (5.3) de la siguiente forma

J(q) =





−l1s1 − l2s12 −l2s12

l1c1 + l2c12 l2c12



 . (5.7)Dada la simpli
idad de este 
aso, el Ja
obiano de�nido en (5.7) es tanto el Ja
obianogeométri
o 
omo el Ja
obiano analíti
o del manipulador. Por otro lado, el modelo dinámi
ode este robot se puede des
ribir mediante la siguiente parametriza
ión [Spong et al., 2006℄




θ1 + 2θ2c2 θ3 + θ2c2

θ3 + θ2c2 θ3



 q̈ +





−θ2s2q̇2 −θ2s2(q̇1 + q̇2)

θ2s2q̇1 0



 q̇

+





θ4c1 + θ5c12

θ5c12



+





θ6q̇1 + θ8sign(q̇1)

θ7q̇2 + θ9sign(q̇2)



 = τ .(5.8)Con el objeto de llevar a 
abo una simula
ión lo más realista posible, se utilizaronlos siguientes datos del robot de dos grados de libertad in
luidos en [Reyes y Kelly, 2001℄
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
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


































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


















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























. (5.9)
Se 
onsiderará que los a
tuadores pueden propor
ionar un par máximo τ1max =

200[Nm] y τ2max = 15[Nm] para las arti
ula
iones 1 y 2, respe
tivamente. Las longitudes delos eslabones para este robot son l1 = l2 = 0.45[m]La super�
ie está de�nida ahora por la restri

ión en 
oordenadas de imagen y =

[y1 y2]
T de�nida 
omo

ϕ(y) =
tanαi(y1 − li)
√

1 + tan2 αi

− y2
√

1 + tan2 αi

, (5.10)donde αi = −1.0472 y li = 1229.3. Se asume que estos parámetros, que determinan la línea(orilla) visible del plano en la imagen 
aptada por la 
ámara, se pueden 
al
ular a partirde la informa
ión del sistema de visión. Nótese que (5.10) está de�nida de tal manera que
Jϕy = ∂ϕ

∂y tenga magnitud unitaria y apunte ha
ia afuera de la super�
ie.La simula
ión 
onsistió en llevar al robot de un punto ini
ial (y1(0),y2(0)) = (855,648)[pixeles] a un punto �nal (y1(tf),y2(tf)) = (367, 1494)[pixeles], en un tiempo de tf =

25[seg] y, simultáneamente, seguir una traye
toria de fuerza dada por
λd = 10(1 − e−(1/0.8)t) + 10[N] . (5.11)Para generar la traye
toria deseada de posi
ión y1d se utilizó un polinomio de quinto ordenen el tiempo, mientras que y2d, se 
al
uló para que 
umpliera (5.10). El tiempo de muestreoutilizado para el lazo de 
ontrol de posi
ión y fuerza fue de T = 0.0025[seg], mientras queel tiempo de muestreo de la 
ámara fue propuesto en Tc = 1/33[seg℄.



74Los parámetros utilizados para modelar la 
ámara, mediante la proye

ión de pers-pe
tiva dada en la e
ua
ión (2.17), son αc = 360000[pixeles/m], λv = 0.008, cOR1 = 0.25[m],
cOR2 = 0[m], cOR3 = 1.3[m], φc = 0[◦], u0 = 250[pixeles] y v0 = 230[pixeles]. Se asume queno se tiene 
ono
imiento de u0, v0 ni de los parámetros cOR1, cOR2 y cOR3. También sesupone des
ono
ido el ángulo de rota
ión de la 
ámara y se propone φc = 10[◦]. Así mismose suponen des
ono
idos los parámetros αc y λv, por lo que esta in
ertidumbre se englobaen el des
ono
imiento de αλ, que se propone 
omo αλ = 2897.8.Los valores de la matriz de iner
ia, θ1, θ2 y θ3, también se suponen des
ono
idospor lo que se propone

θ̂1 = 3.057[kg m2] (5.12)
θ̂2 = 0.1592[kg m2] (5.13)
θ̂1 = 0.0408[kg m2] . (5.14)Para la parte de 
ontrol de movimiento no restringido se utilizaron los parámetrosdel 
ontrolador

ζ = 18I y ωn = 12.5Iy los 
oe�
ientes del polinomio del observador 
on r = 2 fueron elegidos 
omo
λu0 = 84375I , λu1 = 20250I , λu2 = 1800I y λu3 = 70I ,por lo que los polos del observador se es
ogieron en pu1 = pu2 = pu3 = pu4 = −15.Por otra parte, para el movimiento restringido se eligió el parámetro de diseño

ΛF = 0.5y además se eligieron los 
oe�
ientes del polinomio del observador 
on p = 3 
omo
λf0 = 15000, λf1 = 6250, λf2 = 875 y λf3 = 50 ,lo que equivale a los polos del observador en pf1 = −5, pf2 = −10, pf3 = −15 y pf4 = −20.En las Figuras 5.15 y 5.15, se muestra el seguimiento de la traye
toria en el espa
iode imagen, en las 
oordenadas y1 y y2, respe
tivamente, mientras que en las Figuras 5.17 y



755.18 se muestran los errores de seguimiento de estas traye
torias, en pixeles. La traye
toriaen el plano de imagen se muestra en la Figura 5.19. En estas �guras puede verse que el errormáximo en estado esta
ionario es de 1[pixel] para la 
oordenada y1 y de 2[pixeles] para la
oordenada y2.Por otra parte, el error de seguimiento de las traye
torias de posi
ión en el espa
io
artesiano se muestra en las Figuras 5.22 y 5.20, para las 
oordenadas x1 y x2, respe
tiva-mente. En estas grá�
as se ve que el error en ambas 
oordenadas, después del transitorio,es de menos de 1[mm], lo que signi�
a que el seguimiento de traye
toria en posi
ión tuvo undesempeño muy bueno.
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Figura 5.15: Traye
torias real (�) y deseada (- -) en la 
oordenada y1.
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Figura 5.16: Traye
torias real (�) y deseada (- -) en la 
oordenada y2.
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Figura 5.18: Error de seguimiento en la 
oordenada y2.

Figura 5.19: Seguimiento de la traye
toria en el plano de imagen, y1y2.
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Figura 5.20: Error de seguimiento en la 
oordenada x1.
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Figura 5.22: Seguimiento de la traye
toria en el plano x1x2.Por otra parte, el seguimiento de la traye
toria en movimiento restringido (fuerza),se muestra en la Figura 5.23 y el error de seguimiento 
orrespondiente en la Figura 5.24.El 
omportamiento ruidoso de este seguimiento se debe prin
ipalmente a la pixela
ión dela imagen, puesto que el 
ontrol de posi
ión intenta llegar a error 
ero rápidamente y 
omoun error igual a 
ero puede representar un punto del otro lado de la super�
ie, la fuerzase in
rementa drásti
amente antes de que la parte de 
ontrol de movimiento restringidoa
túe. A pesar de que se relajaron las ganan
ias de 
ontrol de posi
ión, la respuesta del
ontrol de fuerza depende mu
ho de esta pixela
ión. No obstante, siempre puede ha
erse uninter
ambio entre errores de fuerza y de posi
ión, ya que al relajar las ganan
ias para uno,mejora el desempeño en el otro, pero esto depende de la apli
a
ión en parti
ular. Además,esta situa
ión mejora enormemente 
onforme se dispone de una 
ámara 
on mayor resolu
ióny menor tiempo de muestreo. Aún así, el seguimiento de fuerza presenta un error en estadoesta
ionario del orden de 2[N], lo que representa el 10% del valor máximo de referen
ia.



80

0 5 10 15 20 25
0

5

10

15

20

25

t[seg]

λ(
−

),
 λ

d(−
−

)[
N

]

Figura 5.23: Fuerzas real y deseada sobre la super�
ie.
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Figura 5.24: Error de seguimiento de fuerza.



81Por último, en las Figuras 5.25 y 5.26 se muestran las entradas de 
ontrol para lasarti
ula
iones 1 y 2, respe
tivamente. Puede observarse que estas entradas nun
a se saturan,a pesar de ser un po
o ruidosas.Los resultados de esta simula
ión permiten 
ono
er mejor 
ómo se 
omportará elsistema en una situa
ión real. Aunque el seguimiento de fuerza presentó un error en estadoesta
ionario de alrededor del 10% 
on respe
to a la fuerza deseada máxima, este aspe
tose puede mejorar si se sa
ri�
a un po
o el seguimiento de la traye
toria en posi
ión, por loque la ele

ión depende de la tarea a desarrollar. En lo 
on
erniente a los demás aspe
tos,se 
omprobó que la adapta
ión del algoritmo para in
orporar la retroalimenta
ión visuales ade
uada y que es robusta ante 
ierta in
ertidumbre en los parámetros, tanto de lamatriz de iner
ia (hasta 90% de error en uno de ellos) 
omo de la 
alibra
ión de la 
ámara(in
ertidumbre en αλ de 30% y error de rota
ión sobre el eje ópti
o de 10[◦]. Se intentósimular un sistema lo más pare
ido a lo que se puede en
ontrar en la a
tualidad en 
uantoa equipo, lo que signi�
a que 
onforme mejoren las presta
iones de las partes involu
radas,mejorará el desempeño de este algoritmo también.
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Figura 5.25: Entrada de 
ontrol para la arti
ula
ión 1.
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ontrol para la arti
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Capítulo 6
Con
lusiones
6.1. Comentarios FinalesEn este trabajo se llevó a 
abo el 
ontrol de un sistema no lineal (robot manipula-dor) mediante un algoritmo lineal basado en los observadores GPI. Utilizando esta té
ni
a selogró llevar a 
abo el objetivo de 
ontrolar simultáneamente la posi
ión del robot y la fuerzaque éste ejer
e sobre una super�
ie. Posteriormente se extendió exitosamente el algoritmopara in
orporar la retroalimenta
ión proveniente de un sistema de visión.Algunas de las ventajas de utilizar este método fueron las siguientes:No se requiere 
ono
er todo el modelo del robot, sólo la matriz de iner
ia.La sintoniza
ión es intuitiva, 
on una interpreta
ión dire
ta.Presenta 
ierta robustez ante in
ertidumbres en los parámetros requeridos (matriz deiner
ia, parámetros de la 
ámara, et
.).No se requiere medir dire
tamente la velo
idad, úni
amente la posi
ión.Respe
to a este último punto, el algoritmo, basado en la estima
ión en tiempo realdel modelo interno propuesto para una señal de perturba
ión a la entrada, no sólo logró lidiar
on esta perturba
ión para llevar a 
abo el 
ontrol del robot, sino que permitió estimar otrasseñales 
omo la velo
idad de las arti
ula
iones del robot, lo que tuvo 
omo resultado que sepudiera pres
indir de un sensor físi
o de velo
idad. Además del menor 
osto del equipo, seganó en tiempo de adquisi
ión y 
ómputo así 
omo una señal menos ruidosa en 
ompara
ión
on otros métodos de estima
ión.



84Las suposi
iones he
has sobre el modelo interno de la señal de perturba
ión fueronade
uadas para lograr los propósitos de 
ontrol en este trabajo, para ello la valida
iónexperimental de la Se

ión 5.1.1 jugó un papel importante, puesto que en las simula
iones nose pueden 
onsiderar todas las perturba
iones presentes en una situa
ión real. In
luso se pudo
omprobar que la in
ertidumbre del modelo de la matriz de iner
ia no afe
ta sensiblementeen el desempeño de este algoritmo de 
ontrol.6.2. Trabajo FuturoEste trabajo 
omprende el 
ontrol de posi
ión y fuerza de robots planares, lo que
iertamente tiene mu
has apli
a
iones y es en sí mismo una buena aproxima
ión para emplearlos algoritmos de 
ontrol diseñados a lo largo del mismo. No obstante, la extensión de estetrabajo a un espa
io de trabajo tridimensional es primordial para llevarlo a mu
has másapli
a
iones. Sin embargo, esto también representa retos más difí
iles, sobre todo en elaspe
to experimental, dado que en este texto se ha 
ubierto la parte esen
ial del desarrolloteóri
o. De he
ho, la teoría desarrollada en el Capítulos 3, es válida para 
ualquier robot de
n arti
ula
iones moviéndose en un espa
io ya sea de dos o tres dimensiones.En el 
orto plazo, el trabajo siguiente es la valida
ión experimental del 
ontrolde fuerza y posi
ión 
on retroalimenta
ión visual desarrollado en el Capítulo 4. Aunqueen la simula
ión se 
onsideraron parámetros realistas tanto del robot 
omo del sistemade visión, de los diferentes tiempos de adquisi
ión de los datos, además de simular 
iertodes
ono
imiento de los parámetros que se ne
esitan para apli
ar el algoritmo, la valida
iónexperimental es importante para 
omprobar la e�
a
ia del método y la vera
idad de lassuposi
iones estable
idas.
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