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Introduccion.

La falta de desarrollo tecnoldgico en nuestro pais ha generado una dependencia de los
denominados paises del primer mundo. Mas grave aun resulta el hecho de que en paises
como México existe una carencia importante de la cultura tecnolégica. Una prueba de ello
es que aunque en muchos casos, los equipos que se importan contienen componentes
que dificilmente pueden ser fabricados en nuestro pais, existen muchos otros para los
cuales se cuenta con los conocimientos necesarios para producirlos y sin embargo, son
comprados en el exterior. Un ejemplo de dispositivos de este tipo son una amplia gama de
los llamados equipos didacticos, los cuales son fundamentales para la comprensién de los
diversos fendmenos fisicos y/o quimicos que se abordan en los planes de estudios de las
carreras del area fisico-matematica. De hecho, se puede asegurar que la falta de dichos
equipos influye fuertemente en el nivel de preparacion de los futuros profesionistas.

A pesar de que muchos de dichos equipos pueden ser disefiados y construidos en
México, generalmente son importados de paises como: Estados Unidos, Alemania e
Inglaterra. Debido a lo anterior, resultan considerablemente costosos y en consecuencia
equipar adecuadamente los laboratorios de las escuelas, especialmente las publicas,
toma periodos de tiempo muy largos deteriorando severamente la calidad de la
ensefianza de muchas generaciones.

En la Facultad de Estudios Superiores Aragon se vive una situacién de este tipo ya que a
pesar de que cuenta con una infraestructura importante en cuanto a laboratorios, no es
suficiente ya que en algunos casos el equipo disponible se encuentra inhabilitado o bien
existen areas del conocimiento en las que no se cuenta con equipos didacticos que
apoyen la ensefianza correspondiente. En respuesta a estas carencias, en el afio 2005 se
consiguié el apoyo del programa institucional denominado PAPIME, para realizar el
proyecto: Disefio y rehabilitacion de equipos del laboratorio de mecanica de la FES
Aragbén con clave PE102505. Uno de los objetivos del proyecto, consiste en disenar,
construir e instrumentar una serie de equipos didacticos para reforzar el aprendizaje de
los fendmenos tipicos de la mecanica de sélidos con los cuales en ese momento no
contaba el laboratorio de mecanica y cuya adquisicién resulta muy costosa.

Entre los equipos didacticos citados, se encuentra un equipo que permite a los alumnos
estudiar el fendmeno de pandeo en columnas largas el cual se presenta frecuentemente
en el disefio de elementos mecanicos tanto en la ingenieria mecanica como en la civil.
Dicho equipo fue denominado: equipo para el ensayo de pandeo en columnas y su
disefo, construccion e instrumentacion es el objetivo del presente trabajo.

El equipo disefiado consiste esencialmente de tres partes:

a) Una mecanica que permite el montaje de las columnas de prueba, dotada de un
sistema de aplicacion de cargas de compresion.

b) Transductores instrumentados con galgas extensométricas que permiten medir la
magnitud de la carga aplicada y el desplazamiento lateral de la columna durante el
pandeo
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c) Un instrumento electronico que despliega y registra las variables medidas.

De los sistemas que componen el Equipo para el Ensayo de Pandeo en Columnas
(EEPC), los dos primeros fueron desarrollados en el presente trabajo mientras que el
tercero fue proporcionado por un equipo de ingenieros electrénicos que colaboraron en el
proyecto.

El resultado final del trabajo cosiste en un prototipo del EEPC conformado por mas del
90% de sus componentes y materiales para su fabricacion de origen nacional y con un
costo de aproximadamente 1/3 del precio de uno importado.

A continuacion se presenta de manera breve, una descripcién general del trabajo en la
que se muestra la metodologia empleada para alcanzar el objetivo trazado.

En el Capitulo 1, se presentan una serie de conceptos basicos necesarios para
fundamentar el disefio e instrumentacion del equipo, asi como una descripcion de los
fenémenos que se comprobaran experimentalmente en el equipo. En la segunda
parte del capitulo se discuten los conceptos fundamentales de la extensometria eléctrica
los cuales son de gran interés para el presente trabajo debido a que la medicion de carga
del equipo se realizé empleando dicha tecnologia.

En el Capitulo 2, se plantea el problema de disefar un equipo didactico como el EEPC de
donde se derivan los requerimientos de disefo. Asi mismo, en este capitulo se presenta el
disefio conceptual y de detalle del equipo.

En el Capitulo 3, se presenta el prototipo del equipo incluyendo una descripcion detallada
de sus componentes. Finalmente, en este mismo capitulo se proponen tres practicas de
laboratorio, las cuales permiten comprobar experimentalmente la llamada Teoria de
Euler. Las practicas propuestas incluyen una descripcién del montaje y operacién del
equipo que han sido tomadas como base para elaboracién de un manual de operacion
del equipo.

Finalmente, en el Apéndice 1 se hace referencia a métodos de comparacion de la Teoria
de Pandeo, asi como algunos casos especiales de pandeo. En el Apéndice 2, se
incluyen los planos construccion de cada uno de los elementos que conforman el equipo
de Pandeo.



Capitulo 1

Conceptos Generales de Estructuras.
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Capitulo 1: Conceptos generales de estructuras.

1.1.-Conceptos Mecanicos Estructurales.

La ingenieria estructural, como muchas ramas de la ingenieria, es un campo amplio, con
un crecimiento que se va desarrollando dia a dia, y esto se debe entre otras cosas, al
auge de nuevas herramientas computacionales. De hecho, se cuenta con acervo
informativo sobre el tema.

Se define una estructura como:

“Un cuerpo capaz de resistir cargas aplicadas sin que exista una deformaciéon excesiva
de una de sus partes con respecto a otra.” [1]

Esta definicién elimina del campo de las estructuras aquellos elementos mecanicos en los
que los efectos cinematicas y dinamicos son importantes.

La funcién de una estructura es, por lo tanto, transmitir fuerzas de un punto del espacio a
otro, resistiendo su aplicacidon y sin perder su estabilidad.

1.1.1.-Antecedentes Historicos.

El ser humano ha tenido en su haber evolutivo la necesidad de transformar a la
naturaleza, y la explicacion del comportamiento de ésta al modificarla fue entendida en
forma empirica, llevando estos conocimientos a una primera perfeccion con el desarrollo
de culturas como la egipcia, la babildnica, etc.

Pero no fue hasta que los filosofos como Aristoteles (384-322 A.C.) y Arquimedes (287-
212 A.C.) formularon las bases de la mecanica estructural dando los principios
fundamentales de la estdtica. Y no es sino hasta la segunda mitad del siglo XVII y
principios del siglo XVIII donde la mecéanica estructural avanza a pasos agigantados;
poniendo de manifiesto este avance el desarrollo de la ley de las reacciones lineales entre
fuerzas y deformaciones de los materiales emitido por Robert Hooke (1636-1703).

Al mismo tiempo, se desarrollan conceptos avanzados de matematicas, al igual que los
principios de mecanica, que sirven de base para que Leonhard Euler (1707-1783)
desarrolle la teoria del pandeo en columnas.

El desarrollo de la mecanica estructural continio enormemente en el siglo XIX y hacia la
primera mitad del siglo XX, cuando se desarrollan la mayor parte de los métodos clasicos
para el analisis de las estructuras.

Finalmente el desarrollo de las computadoras en la década de los 70" revolucioné el
analisis estructural debido, entre otras cosas, a que estos equipos puede resolver grandes
sistemas de ecuaciones simultdneas, mismo que se ven reflejados en la obtencion de
resultados en menor tiempo; mencionando un ejemplo, se tiene que si un analisis el cual
llevaba dias 6 a veces semanas en realizarse, en la era previa a la computadora, hoy dia
puede realizar en segundos.

Esto hace comun realizar andlisis estructurales por medio de programas computacionales
lo cual permite ver una simulaciéon completa del fendbmeno estudiado y obtener nuevos
métodos de solucion que superan ya en mucho a los clasicos.

Pagina 2
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Capitulo 1: Conceptos generales de estructuras.

1.1.2.-Clasificacion y aplicaciones de las estructuras.

Existen varias clasificaciones de las estructuras basadas en el andlisis que se va a
realizar. A continuacion se muestran varias de ellas:

a) Clasificacion debido a los elementos componentes [2]

1. Lineales o constituidas por elementos en los que una de sus dimensiones es
mucho mayor que las otras dos, entre éstas se encuentran las vigas y las
columnas, y para su andlisis pueden representarse por su eje.

2. De superficie. Se caracterizan por que dos de sus dimensiones son mucho
mayores que la tercera (espesor) y en el andlisis pueden representarse por el
plano medio. Estas superficies pueden ser planas, por ejemplo las losas, o curvas
como en el caso de los cascarones.

3. Volumenes. Se caracterizan por que las tres dimensiones son del mismo orden de
magnitud, y en el analisis se toman en cuenta las tres dimensiones. Es el caso de
las presas, losas gruesas que se utilizan en cimentaciones especiales etc.

b) Clasificacién debido a la organizacion de los elementos componentes:

1. Planas. Cuando las cargas y los ejes de todos los elementos estan contenidos en
un plano.

2. Espaciales. Cuando las cargas y los ejes estan contenidos en planos distintos.

c) Clasificacién debido al grado de hiperestaticidad (diferencia entre numero de
ecuaciones independientes y numero de reacciones internas en una armadura)

1. Isostaticas. Cuando el grado de hiperestaticidad es igual a cero.
2. Hiperestaticas. Cuando el grado de hiperestaticidad es mayor a cero.

d) Clasificacion debido al material que las constituye:
1. Estructuras hechas con materiales que siguen la ley de Hooke.

2. Estructuras hechas con materiales que no siguen la ley de Hooke, es decir que la
relacion fuerza-desplazamiento no es una relacion lineal.

e) Clasificacién debido al tipo de esfuerzos primarios que se desarrollan en sus miembros
debido a las cargas principales de disefio [4]

1. Estructuras a Tension

2. Estructuras a Compresion

3. Estructura de Esfuerzo Cortante

4. Estructuras de Flexion
1.1.3.-Estructuras a tension.

En este tipo de estructuras, sus miembros estan sometidos a tension pura bajo la accién
de cargas externas. Debido a que el esfuerzo de tension se distribuye de manera
uniforme sobre las areas de las secciones transversales de los miembros, el material de
una estructura de este tipo se utiliza de manera mas eficiente. Con frecuencia, se
emplean estructuras de tension compuestas de cables flexibles de acero para sostener
puentes o techos de claros largos.

Pagina 3
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Capitulo 1: Conceptos generales de estructuras.

pueden desarrollar tension. De este modo bajo cargas externas, un cable adopta la unica
forma que le permite soportar la carga solo por fuerzas de tension. Es decir, la forma de
un cable cambia al variar las cargas que actuan sobre él.

Ademas de las estructuras de cables, como los puentes colgantes, otros ejemplos de
estructuras a tensién incluyen las barras verticales usadas como suspensores, por
ejemplo para sostener balcones o tanques, y las estructuras de membrana como los
toldos.

1.1.4.-Estructuras a compresion.

Estdan sometidas principalmente a esfuerzos de compresion bajo la accion de cargas
externas. Dos ejemplos son las columnas y los arcos; las columnas son miembros rectos
sujetos a cargas axiales de compresion. Cuando un miembro recto se sujeta a cargas
laterales o a momentos, o a ambas acciones, se llama viga-columna.

Debido a que las estructuras a compresion son susceptibles de sufrir pandeo o
inestabilidad, en sus disefios debe de considerarse la posibilidad de una falla de este tipo;
si es necesario, debe proporcionarse un arriostramiento adecuado para evitar esas fallas.

1.1.5.-Estructura de esfuerzo cortante.

Las estructuras de esfuerzo cortante, como los muros de esfuerzo cortante de concreto
reforzado, se usan en edificios de varios pisos para reducir los movimientos laterales
debidos a las cargas del viento y las excitaciones de los temblores de tierra. En las
estructuras de esfuerzos cortantes en un plano, con esfuerzos relativamente pequefios de
flexion, bajo la accion de cargas externas.

1.1.6.-Estructuras de flexion.

En las estructuras de flexién se desarrollan principalmente esfuerzos normales debido a la
accion de fuerzas externas de flexién. En algunas estructuras, los esfuerzos cortantes
asociados con los cambios en los momentos flexionantes también pueden ser
significativos y deben de considerarse en sus disenos. Algunas de las estructuras de uso
comun como las vigas, los armazones rigidos, las losas y las placas, se pueden clasificar
como estructuras de flexion. Una viga es un miembro recto que se carga en sentido
perpendicular a su eje longitudinal, en esta el esfuerzo normal varia en forma lineal sobre
el ancho de la viga, desde el esfuerzo maximo de compresién en la fibra mas alejada del
eje neutro en el lado céncavo de la viga flexionada, hasta el esfuerzo maximo de tensién
en la fibra mas exterior del lado convexo.

En la practica se pueden encontrar estas estructuras basicas en forma independiente o,
como sucede en la mayoria de los casos, dos 0 mas de ellas formando una sola como en
un edificio o puente.

1.2.-Columnas.

Una columna se define como un “miembro estructural largo y esbelto cargado axialmente
en compresion”. [3]

Cuando se disefia un miembro es necesario que se satisfagan requisitos especificos de
resistencia, deflexién y estabilidad. Suponiendo que éste se encuentra en equilibrio
estable puede someterse a cargas de compresion y siendo una columna, provocara que
se deflexione lateralmente rompiendo la estabilidad, a este efecto se conoce como
Pandeo.
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Su importancia radica en que puede conducir a un colapso de la estructura 6 mecanismo.
Para explicar este fendmeno, se considera una estructura idealizada como se muestra en
la Figura 1.1.

Figura 1.1.  Pandeo en columna debido a una carga de compresion P.
1.2.1.-Estabilidad e Inestabilidad.

Para explicar el concepto de estable e inestable, se analiza una barra articulada en su
parte inferior y sustentada por un resorte elastico de rigidez ¥ localizado en la parte

superior (La rigidez ¥ es conocida también como la constante de resorte).

La barra soporta una carga P alineada con el eje centroidal de la barra, por lo que el
resorte no ejerce ninguna fuerza inicial. A continuacién se aplica una fuerza externa
que provoca que la barra gire un pequeno angulo 6 respecto al punto A.

P

Figura 1.2. Pandeo de una barra rigida soportada por un resorte.

Si P es pequena, el sistema barra — resorte es estable y regresara a su posicion original
inicial al retirar la fuerza perturbadora.
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tanto, para una fuerza grande, el sistema es inestable.

Si se analiza el sistema barra — resorte con detalle considerando su equilibrio Fig 1.2.
El resorte se elonga a razén de OL donde L es la longitud de la barra y 6 es pequeno,
entonces la fuerza F sera:

F =L (1.1)

Esta fuerza origina un momento positivo (en base a la regla de la mano derecha) con
respecto a A, de magnitud FL, o sea, yOL?y se le conoce como momento restaurador, el
cual tiende a regresar la barra a su posicién original.

La fuerza P genera un momento negativo respecto a A, que tiende a sobregirar la barra,
entonces POL es el momento de vuelco, el sistema es estable y la barra regresard a la
posicion vertical inicial, pero, si el momento de vuelco excede al momento restaurador, el
sistema es inestable y la barra se colapsara girando en grandes angulos, esto es:

2
si PA <y osea, p < yL es estable.

2
Si PA>Y4 osea, P> yL es inestable. (1.2)

1.2.2.-Carga Critica.

La Carga Critica se define como la transicién de un sistema estable a uno inestable y
;)
ocurre cuando P &—7@ , por lo tanto la carga P se expresa como:

P=n (1.3)

Habiendo definido la carga critica podemos entonces decir que si P<Britic. el sistema es
estable, e inestable si P >Pmr,,~6,, esto es, la barra esta en equilibrio sélo cuando 6= 0y la
carga P <Pmr,,~6,, pero es un equilibrio inestable y no puede conservarse [3].

Cuando se presenta la carga critica, el momento restaurador y el vuelco son iguales para
valores pequefios de 6, entonces la barra esta en equilibrio para cualquier valor pequefio
de @y a esto se le conoce como equilibrio neutro.

1.2.3.-Teoria de Euler.

Para estudiar el comportamiento en compresién de cuerpos esbeltos, debemos hacer
mencion de cémo esta apoyada la columna y haremos referencia a los cuatro casos
estudiados por Leonard Euler [3].

e Columnas con extremos articulados.

e Columnas con un extremo empotrado y el otro libre.

e Extremos empotrados.

e Columnas con extremos empotrados y el otro articulado.
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1.2.4.-Columnas con extremos articulados.

Consideremos una columna con carga axial, sometida a una carga de pandeo P, que
produce una deflexién y a una distancia x de un extremo, como los extremos son
articulados, no existird momentos en ellos, como se muestra en la Figura 1.3.

X

Figura 1.3.  Columnas con carga axial y extremo articulado.

Analizando el D.C.L. de la Figura 1.3, se pueden utilizar las ecuaciones en su forma
diferencial como la curva de deflexiéon de una viga [13].

C=EIZY =M (1.4)
Pero “M “, se define como:
M =—By (1.5)
Sustituyendo en la ecuacion (1.4) la ecuacion (1.5) se tiene.
El :T} +Ey=0

Dividiendo toda la expresion (1.6) por El, y haciendo el arreglo en operadores
diferenciales, se obtiene:

(D2 +k2)y =0 (1.7)
Entonces la ecuacioén caracteristica queda como.
m*+k=0

Al resolver la ecuacién cuadratica se encuentran las raices m; y m, las cuales son
imaginarias, por lo tanto.

y = Ce®™Cos(fx) + Ce® Sen{fx)
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Sustituyendo en la ecuacién
v = e**[C;Cos(fx) + C;5en(fx)]
Como k=0
y = CyCos(fx) + C;5en(fx)

b,
Ycomo f=k =*J|E'

v = €, Cos(+/kx) + C25en(1/kx) (1.8)

Para definir las constantes C;y C,, se debe tener en cuenta que tipos de condiciones de
frontera tendréa cuando sea sometida a carga de compresion.

Para el caso articulado, se toma la ecuacion (1.8), y aplicando las condiciones de frontera
en y=0 y x=0.

ﬂ == Cl
Ahoraen x=L y y=0;
Sen[vkx] =0

Ahora si C.=0 y y=0 todavia no se presenta pandeo, por lo tanto, si Sen(0)=0 es
equivalente en radianes a 1, entonces:

Lw’E =T

e

Esto es una solucién particular, sustituyendo el valor de k =

L T

El (L)
Despejando a P, obtenemos la Carga Critica de Euler para una columna con extremos
articulados.

-
&

) = (‘L—T) EI (1.09)

1.2.5.-Columnas con un extremo empotrado y otro libre.

Consideremos ahora a las columnas donde el origen se encuentra en el extremo
empotrado como se ve en la Figura 1.4.
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X
a P
3

|
|
|
|

Figura 1.4.  Columna con extremo empotrado — libre.

Para este caso, la ecuacion diferencial se modifica en base al D. C. L., entonces, la
ecuacion del momento flector en C queda de la siguiente forma.

EI%=P(:1—_}-‘} (1.10)
Desarrollando la ecuacion (1.10) y dividiendo por El la misma expresion, se tiene.

i‘u(ﬂ) ,_Pa
a2 \El)Y T

Como en el Caso doblemente articulado, k> = ; entonces el operador diferencial es.

(D2 + kMy =k%a (1.11)

Al resolver la ecuacion (1.4), la solucién de esta ecuacion diferencial se divide en dos
partes; para la solucién de ecuacidbn no homogénea se debe encontrar la ecuacién
particular regido por el siguiente modelo matematico:

v(t) = yyu(E) + vp(2)

Resolviendo la ecuacion diferencial no homogénea, obtenemos la siguiente solucion.
y(x) = C;Cos(kx) + C.Sen(kx) + a (1.12)

La ecuacion (1.12), describe la Columna con un Extremo Empotrado y otro Libre, pero
se aplican los valores de frontera, el resultado se modifica y si se sustituye k* = 5, la

ecuacion queda de la siguiente manera

IIF =
Cos *JE L=10
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Despejando la funcién trigonométrica.

=
L|Z=90°=1q
+ EI 2
Despejando ahora a P tenemos.
p=p="1 (1.13)

Esta es la carga critica para una columna con extremo empotrado y otro libre.
1.2.6.-Columna con un extremo empotrado y el otro articulado.

En este caso se trata de conservar la articulacion sobre el eje de la columna que no
presenta cargas, en este caso, es necesario introducir una carga vertical F en la
articulacion.

Figura 1.5. Columna con un extremo articulado y el otro empotrado.

El momento flector de F respecto al extremo fijo, equilibra el momento generado en el
empotramiento.

La ecuacion caracteristica que representa el pandeo para este caso es:

EI%: —Py+F(L-1) (1.14)

La ecuacion (1.14) muestra una ecuacioén diferencial no homogénea y al igual que en la
ecuacion (1.10), se debe encontrar una ecuacién particular, entonces, por operadores
diferenciales.
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(D +k3)y =< (L—x)

La solucién a esta ecuacion sera:

y = ACos(kx)Bsen(icx) + E(L —x) (1.16)

Aplicando los valores de frontera, esto es, cuando x =L y v =0.
Tan(kL) = kL

Si el valor minimo de kL (sin considerar el valor de 0) que satisface esta condicion
fundamental de pandeo es kL = 4.5 radianes.

—

I.||P 45
N

La expresion de la carga critica para una columna con un extremo empotrado y el otro
articulado.

P, = zf‘ (1.17)

1.2.7.-Columna con extremos empotrados.

~ |-
e

Figura 1.6. Columna con extremos empotrados.

Cuando el origen se muestra en el centro de la columna, la ecuacion diferencial se
expresa de la siguiente manera.
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E1 - —M—py
dx®

Por medio de operadores la expresion (1.18) la representamos de la siguiente forma.

(D2 +k2)y =2 (1.19)

Haciendo referencia en los casos anteriores, se tiene una ecuacion diferencial no
homogénea, por tanto, se realizara el procedimiento antes visto para obtener la ecuacion
particular y asi completar la ecuacion solucion.

y = ACos(jcx) + BSen(kx) +E (1.20)

Aplicando las condiciones de frontera, se encuentra la carga de Euler, despejando a Py

haciendo

4mw°ET
L

P, = (1.21)
1.2.8.-Limite de validez.
Resulta interesante, que la teoria de Euler no es segura para proporciones de i

~ ;s s L .
pequenas. Entonces, resulta util calcular el limite de ~ por debajo del cual no debemos

aplicar la teoria de Euler y se llama Limite de validez.

Este limite es el punto en el cual el esfuerzo o, de Euler es igual al esfuerzo de fluencia,
0, entonces.

P = 0,4 (1.22)

Y esto conduce a que la carga “P,” puede expresarse como:
miEl  CmlEAK®

P=C-="" (1.23)

Iz

Aqui “C” es constante y depende de las condiciones de los extremos de la columna,
entonces:

(1.24)

Los valores cambian segun el tipo de condiciones de frontera.
1.2.9.-Columnas con cargas laterales.

Para explicar este caso, se hace referencia a la existencia de dos maneras de cargar a
una columna:

e (Carga central concentrada.

e (Carga uniformemente distribuida.
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haciendo una breve mencién de la carga distribuida uniformemente.

Con el origen en el centro de la columna como se mostrara en la siguiente figura 1.7, se
encontraran las ecuaciones que expliquen el fenémeno.

Figura 1.7.  Columna con cargas laterales.

Si obtiene el momento flector en el punto C.

E1SY - py-Y(t ) (1.25)

dx=2 2 \Z
La solucién de la ecuacion diferencial es

y = ACos(kx) + BSen(kx) — — (5~ x) (1.26)

Aplicando las condiciones de frontera en la ecuacion (52) tenemos.

d-
Cuandox=10 ¥ ﬁ:ﬂ

W
2kP

dy

Cuando x =
dx

ba | b=

TN

Cuando x = 0 la deflexién es

Ymax = 55| Ton(5) = 5] (1.27)
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El momento flector que actia en la columna se encuentra en la misma posicién y esta
dado por

M. =——Tan (E] (1.28)

1.3.-Extensometria eléctrica.

El Analisis Experimental de Esfuerzos (AEE) es un area del conocimiento que representa
una poderosa herramienta para la determinacion de esfuerzos en elementos
estructurales. En realidad, las técnicas de AEE permiten determinar con mucha precision
las deformaciones asociadas a las cargas aplicadas y a las restricciones de
desplazamiento impuestas al elemento. Ademas, existen técnicas que proporcionan
informacion de campo, como la foto-elasticidad y las mallas de Moire, o bien puntual como
es el caso de las galgas extensométricas.

La llamada Extensometria Eléctrica, es una técnica experimental que nos permite medir
la deformacién en un punto con un alto grado de exactitud lo que aunado a su relativa
facilidad de instalacion y bajo costo, la convierte en una herramienta muy poderosa en el
campo de la ingenieria. De hecho para estados de esfuerzos planos, la extensomtria
eléctrica permite determinar el estado de esfuerzos de un punto en una estructura con
gran precisién aunque esta ultima depende de la forma en que varian los esfuerzos a lo
largo de la pieza.

Otra aplicacion importante de la extensometria eléctrica es el disefio y construccién de
transductores electronicos capaces de medir variables mecanicas tales como: fuerza,
presion, desplazamiento, aceleracion, par torsional entre otras. La construccion de un
transductor consiste esencialmente en instrumentar con galgas extensométricas un
elemento mecéanico cuya respuesta a las cargas aplicadas es lineal y conocida.

1.3.1.-Operacion del extensémetro.

Los métodos de andlisis experimental de esfuerzos se basan en la deformacién del
elemento sometido a cargas. Existen instrumentos de medicion tales como eléctricos,
acusticos, opticos, etc.., los cuales aseveran lo dicho anteriormente.

El principio de operacion de los extensdmetros eléctricos se basan en los cambios de
resistencia eléctrica que sufre un conductor debido a cambios en su longitud, este
principio es enunciado por Lord William Thomson Kelvin y no fue sino hasta 1938 en que
Simmons y Ruge emplearon lo que se considera en la actualidad como extensémetro
eléctrico.

La ecuacion que rige la operacién del extensémetro es la resistividad eléctrica la cual esta
basada en lo siguiente. La resistencia eléctrica de cualquier conductor depende del
material que se trate y de sus dimensiones y se expresa de la siguiente forma:
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p=-—

donde R es la resistencia eléctrica [Ohms], L es la longitud [m], A es el area seccional de
del conductor [m?] y p es la resistividad [Ohms *m? /m]%

La resistencia eléctrica de un conductor solicitado a un esfuerzo cambia
proporcionalmente a la deformacion que este sufre lo cual se expresa de la siguiente
forma:

2 —FEZ (1.30)
R L

Donde R y L son la resistencia eléctrica y la longitud del conductor antes mencionado y
FE es el factor de proporcionalidad (Gage Factor). Es posible entonces obtener la

. . AL
deformacién unitaria de un elemento estructural (T = g).

1.3.2.-Estructura del extensémetro.

El extensometro se encuentra formado de diferentes materiales tanto en la aleacién del
filamento como en el encapsulado aparte de encontrarlo en infinidad de formas, llamese
uniaxial, roseta a 45°, a 1209, con filamentos soldados, con rejilla expuesta etc...

En este apartado se habla de la estructura fisica del extensémetro (Ver Figura 1.8). El
filamento ésta encapsulada en una poliamida flexible la cual se logra por métodos
avanzados de foto proyeccién el cual da caracteristicas Unicas en el momento de pegado,
el filamento se encuentra en multiples aleaciones tales como constantan o cobre. [16]

Terminales de Filamento 6

cobre elemento sensible

Encapsulado

Lineas de

Gl vl referencia

Figura 1.8.  Partes de un extensémetro.
1.3.3.-Puente de Wheatstone.

El circuito caracteristico para conectar un extensémetro y poder medir la senal es el
Puente de Wheatstone (Figura 1.9), una de sus principales caracteristicas es dividir el
voltaje de entrada V,, de la fuente de energia y suministrar una sefal de salida Vs, que es
funcion de V, y de la resistencia instantanea de sus ramales (R R2R3 R4). [11]
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V.=V

Re R
Ry+Ry  Rops4R

CONSTANTAN

CONSTANMTAN

Figura 1.9.  Diagrama del Puente de Wheatstone.
Utilizando la Ley de Ohm, V,puede ser expresada en términos de la corriente lycomo:
Vo = Ig Ry (1.32)

En donde R, es la resistencia del puente entre nodos de alimentacion. Por tanto R, esta
expresada como:
(Ry+Ry) ( RotFRe)

R B =
Ru+Ry#R.*F,

(1.33)
La relacién clave para entender el Puente de Wheatstone a través del suministro de
corriente, donde la salida puede ser encontrada para cualquier combinaciéon entre las
resistencias del puente y la corriente de entrada es:

(Ry#R4) Ry +Rg)
Ry #Rq+R:*+R,

Vo= Iy (1.34)

1.3.4.-Celda de Carga.

Para hacer un transductor, especificamente una Celda de compresién, se recurre a hacer
un arreglo en puente completo, es decir, se deben colocar en la muestra a comprimir 4
extensdémetros conectados entre si de los cuales dos irdn alineados al eje longitudinal de
la muestra y los otros dos en el eje transversal de la misma.

Puesto que la muestra se maquino de forma cuadrada en su parte central no requiere
compensador de deformaciones. [11]
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Figura 1.10. Extensdmetros montados en una probeta a tension el cual produce una
celda de carga y diagrama de conexion del puente completo.

Las ecuaciones para validar la celda de carga del equipo de pandeo en columnas fueron
planteadas de la siguiente forma:

F
o= (1.35)

En esta expresion se sustituye la F por P, (Carga critica), de tal forma que la expresion
del esfuerzo queda desarrollada de la siguiente forma:

7 Efp lumna bRE
s (1.36)

Aplicando la Ley de Hooke, se encuentra las deformaciones tedricas que se validaran con
las medidas arrojadas por la celda de compresion en el equipo indicador, de aqu la
expresion para las deformaciones tedricas queda de la siguiente forma:

_ 7 Egplumna BR* (1.37)
12AIRErcida
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Capitulo 2: Disefio de equipo para medir el pandeo en columnas.

2.1.-Requerimiento de disefo y planteamiento de problema.
La educacion ingenieril en el pais vive hoy dia la gran necesidad de complementar los
planes de estudio con equipos didacticos que permitan reafirmar los conceptos teoricos.

Esto lleva a la dependencia tecnoldgica con paises desarrollados para adquirir estos
equipos mencionados.

Un problema al que se enfrentan las dependencias educativas ya sean publicas o
privadas, es el alto costo que implica la obtencién de estos equipos, asi como el soporte
técnico y la capacitacion operativa del personal. Esto hace que los presupuestos de estas
dependencias sean insuficientes.

Particularizando el problema, en la FES Arag6n existe un laboratorio de Mecanica, el cual
cuenta con equipo didactico en desuso y en malas condiciones, por ello, y por medio del
proyecto PAPIME se propone la rehabilitacion de dichos equipos, asi como la creacion de
otros tres mas (maquina para medir flexion, maquina para medir pandeo en columnas y
probador mecanico portatil), esto con la finalidad de ampliar la gama de equipo ya
existente, asi como reforzar los planes de estudio en el area de mecanica de sélidos y
otras materias afines, impartidas en la misma FES.

Con este programa, se da inicio al desarrollo de tecnologia propia para satisfacer las
necesidades particulares del plan de estudios impartido en la Facultad, asimismo se
busca abaratar el costo de los equipos en comparacién con el mercado extranjero.

2.2.-Desarrollo de equipo de pandeo en columnas.

El andlisis del disefio de elementos sometidos a tension 6 torsion difiere de forma
significativa de elementos sometidos a compresion, por tal motivo, se planteo disefar una
maquina que fuera capaz de pandear columnas de diferentes materiales para observar el
comportamiento real y compararlo con el modelo teérico de Euler. En base a esto, se
tomaron los siguientes puntos para el disefo:

e Facilidad de montar y desmontar el equipo.

e Recreacion de los cuatro casos de pandeo y carga lateral. [Capitulo 1]

e Medicion de la carga critica aplicada a columnas.

e Medicion del desplazamiento en cualquier punto de la columna.

e Reduccién de costos de fabricacién en comparacion con los equipos extranjeros.
Y finalmente, disminuir el tiempo de fabricacion y entrega.
2.3.-Descripcion del equipo para pruebas de pandeo.

Para explicar a detalle el equipo de pandeo, es necesario dividirlo en varios sub
componentes, los cuales se enlista a continuacién y se muestran en la Figura 2.1.

Bastidor principal.

Marco de carga.

Elementos de pandeo.

Celda de compresién y medidor de carga.

o > wnp

Aplicador de carga lateral y medicion de deflexion.

Pagina 19



Disefio, construccion e instrumentacion de un equipo de pandeo de columnas.
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Figura 2.1. Ensamble general para ensayo de pandeo.

A continuacion se describe detalladamente cada sub componente, dando un listado de los
elementos que lo conforman, asi como su funcionamiento dentro del equipo de pandeo.

2.3.1.-Bastidor principal.

Su funcién principal es dar forma estructural a la maquina y soportar el pandeo de las
probetas cuando se le aplica la compresién evitando un desalineamiento causando
fuerzas resultantes por el mismo pandeo, asi como marco de montaje para todos los
componentes auxiliares. Esta formado por los siguientes elementos los cuales se enlistan
y se muestran en la Figura 2.2.

Base.

Postes del bastidor.
Soporte principal.
Soportes de base.

=~ © ® N O

0. Manijas de base.
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(a) (b)
Figura 2.2. Bastidor principal, (a) bastidor ensamblado, (b) explosivo de ensamble.

Cabe destacar, que en la base se coloca la celda de compresion la cual es ajustada de tal
forma que no exista movimiento de traslacién, soportando las fuerzas que se generen al
aplicar las cargas sobre las probetas. Asimismo, este elemento cuenta con partes
ajustables para proporcionar una estabilidad horizontal no importando el tipo de superficie
donde se coloque el equipo.

2.3.2.-Marco de carga.

El marco de carga es la parte primordial del equipo; ya que en este elemento, quedan
instalados el aplicador de carga y los diferentes tipos de dado que simulan los dos tipos
de empotramiento, necesarios para reproducir tres de los cuatro casos de pandeo
[Capitulo 1].

Cabe destacar, que algunas piezas estan disefiadas para soportar esfuerzos y momentos
de valor considerable, debido a los diferentes casos que se simulan, es por esto, que se
considero una geometria robusta en su disefio.

El aplicador de carga genera una fuerza por medio de un tornillo de potencia, el cual al
girarlo por medio de las manijas, produce una fuerza de compresién sobre la probeta; el
tornillo esta soportado en una barra horizontal y dos postes de sujecion en los costados
como se observa en la Figura 2.3. (a), impiden que existan movimientos traslacionales
indeseados sobre el mismo aplicador.

Los dados que simulan los tipos de empotramiento, se colocan en la parte inferior donde
ajustan, haciendo contacto con el aplicador de carga; cabe resaltar, que el marco de
carga puede ser ajustado con sélo deslizarlo por los postes guia.
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La inmovilizacion esta a cargo de dos sujetadores que aplican presion sobre los postes
por medio de un disefio de pinza, ayudados por una manija de cada lado para hacer el
apriete, esto impide que se deslice el marco de carga cuando se esta aplicando una carga
en las probetas.

Con base a la Figura 2.3, el marco de carga esta conformado por los siguientes
elementos:

11. Barra aplicador primario.

12. Soporte de travesano del aplicador de carga.
13. Poste de aplicador de fuerza.

14. Barra secundaria.

15. Aplicador de carga.

16. Manija de apriete.

=

(@) (b)

Figura 2.3.  Se muestra el marco de carga completo (a) con componentes y (b) en
explosivo de ensamble.

2.3.3.-Elementos de pandeo.

Es un conjunto de columnas y dos tipos de dados que simulan condiciones de empotre
para reproducir tres de los cuatro casos de pandeo [Capitulo 1]. En el equipo de pandeo
se incluyen columnas de diferentes geometrias, asi como diferentes materiales

Los elementos de pandeo se conforman de la siguiente manera:
17. Dado para simulacién de empotre articulado
18. Dado para simulacién de empotre fijo.
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19. Juego de columnas de diferentes geometrias y materiales.
20. Eje de sujecion de columna movil.

21. Mariposa de apriete.

En la Figura 2.4, se muestran las probetas de pandeo, asi como una configuracién de
empotre fijo (superior) y empotre movil (inferior) para la aplicaciéon de carga.

]

l"'f’ .

Figura2.4.  Elementos de pandeo.

Para el caso mévil se debera retirar de su posicion el eje donde estara montada la
columna movil, como se ve en la Figura 2.5.

20

(a) (b)
Figura2.5.  Ensambles de dado - columna: (a) maévil y (b) explosivo de ensamble.

Para el caso fijo, s6lo se inserta uno de los extremos de la columna en el dado como
muestra en la Figura 2.6. Los dados embonan perfectamente en el travesafno superior y
en el soporte de la celda de compresion en la parte inferior.
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Tener en cuenta que también se cuenta con columnas cilindricas que deben
colocarse en la parte circular del dado como se mostrard mas adelante.

159

Colocar barra
circular (solo se
aplica parael caso
doblemente
empotrado)

18

(@ (b)
Figura2.6.  Ensambles de dado - columna: (a) fijo y (b) explosivo de ensamble.

2.3.4.-Celda de carga y medidor de carga.

Para que el equipo registre datos de la carga aplicada sobre la columna de prueba, era
necesario contar con un instrumento que mida esa carga con precision.

Se evaluaron varios equipos que pudieran funcionar acordes a las necesidades de
nuestros equipos, pero el costo de los mismos es muy alto 6 la precisién en el mismo no
es la adecuada, esto nos llevo a tomar la decisién de disefiar un equipo electrénico que
pudiera transformar datos de deformacién en valores analégicos con una escala de
fuerza, dada en Newtons.

La celda de carga que se ocupo para el disefo del transductor es una barra de aluminio
de 0.5pulg. de didametro por 2,5pulg. de largo y en su parte central se maquino una parte
rectangular de .25x.25pulg. respectivamente, lugar donde se pegaron los extensémetros
[Capitulo 1].

El equipo indicador cuenta con una pantalla de silicio de 5 digitos, ademas de tener una
perilla para balanceo y ajuste. Se alimenta con 12V de AC, asimismo es de fécil
operacion e instalacién.

A continuacion mostraremos el conjunto de la “celda de compresion — medidor de carga”,
Figura 2.7, asi como los elementos que lo conforman a detalle.

El conjunto estd compuesto por los siguientes elementos enlistados.
22. Botella del transductor de compresion.
23. Tapa del transductor de compresion.
24. Aplicador de carga al transductor.
25. Celda de carga de compresion.
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26. Cable de trasmision de datos de transductor a equipo medidor.
27. Equipo medidor digital CTA 01.
28. Soportes del equipo medidor digital.

27 28
24
26
23
22

Figura 2.7.  Conjunto celda de compresion — indicador digital.

Para una mejor apreciacion de la celda de compresién, presentamos un explosivo del
transductor, mostrando sus partes esenciales en la Figura 2.8.

(@) (b)

Figura 2.8. Se muestra, (a) celda de carga de compresion y (b) explosivo de
ensamble.
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El indicador eléctrico se alimenta por medio de un regulador que cambia el
voltaje de 127 V a un voltaje mas bajo, cuenta con un interruptor de (on /off) prendido y
apagado facil de ubicar en la parte superior de la caratula del equipo como se muestra en
la Figura 2.8, asi como una pantalla de silicio liquido de 5 digitos para observar la
medicién que se genere en la celda de carga.

En la figura 2.9 se muestra el indicador digital, indicando las partes de conexién,
aditamentos y una breve explicacion técnica de cada parte.

Botdn de “Qn / Off”,
de facil localizacion.
Display de 5 digitos,

pantalla de silicio de
glta resolucian.

Perilla de ajuste a
“cero—balance”
| tipo

potenciometro.

Conector de 4 pines
paracable de

transmisian de datos.

Conector pararegulador, entrada -3
Amp. Corriente alterna.

Figura 2.9. Partes del equipo indicador.
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Puesto que el equipo sera manipulado por estudiantes, se contemplo un uso de tipo rudo,
por lo cual, tanto el conector de la celda, como el enchufe del cable estan disefiados para
garantizar un optimo desempeno, pero se debera tener precaucién de conectarse
apropiadamente, ya que se puede tener errores en la medicion.

En la Figura 2.10, se muestra la manera de como se debe conectar el cable con la celda
de compresion.

Conexionde cable de

transferencia de datos
r

\
—

|

Plug de cable de f
transferencia de datos.

aceldade compresion.

Conector de lacelda
[estd conectado esta
directamente alos
extensametros).

|

Figura 2.10. Conexion de transductor con cable de transferencia de datos.

En la Figura 2.11, se muestra la conexion al equipo indicador y donde se debe conectar el
cable de transferencia de datos.

Cabe destacar que tanto la calibracién de la celda de compresion, como el equipo
indicador fueron realizados en equipos de alta precision lo cual garantiza que los datos
son fiables y precisos.

Se debe tener
cuidado al conectar,
observando que los

= pinesencajen
Conexion del cable
perfectamente con el

de transferencia de
conector.

datosy el equipo
indicador.

Figura 2.11. Conexion del cable de transferencia de datos con el equipo indicador.
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2.3.5.-Aplicador de carga lateral y medicion de deflexion.

La teoria explica un caso de pandeo con carga lateral [Capitulo 1], por tal motivo se
considero en el disefio, una manera de reproducir dicho fendbmeno de carga, y se logra
por medio de una serie de pesas colocadas en un pedestal con gancho en junto con una
polea el cual hace ejercer una carga a la columna. Estas pesas tienen valores de 5N vy
20N, pudiendo colocar hasta 50N. Se tiene como instrumento de medicion, un
micrometro de desplazamiento que va colocado horizontalmente, sobre una base la cual
da la posicion correcta para que la punta del vastago de medicion toque la cara de la
columna y se midan los desplazamientos de la misma cuando se le ha sometido a la
carga como se muestra en la Figura 2.12.

Los elementos que conforman este conjunto de aplicacién de carga lateral son:
29. Sujetador de pesa.
30. Cuerda.
31.Base de polea y Polea.
32. Pedestal con gancho.
33. Pesas (5N y 20N).
34. Base de micrometro.
35. Micrometro.

29
34

31
35

32
30

33

Figura 2.12.  Ubicacion de los componentes para la aplicacion de carga lateral.
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Las pesas cuentan con un disefio el cual no permite que se deslicen y caigan por
cualquier movimiento, esto se debe a que la parte inferior del poste es de un diametro
mas grande y ajusta con el didmetro central de la pesa como se muestra en la Figura
2.13.

Lapesacuentacon unaranura
de la medida del didmetro del
poste superior permitiendo

gue =e deslice =obre el mismao.

Figura 2.13. Colocacion de pesas en el soporte.

El micrémetro se coloca sujeto a un poste principal por medio de una base y ajustado con
un tornillo como se muestra en la Figura 2.14. Se debe tener en cuenta la posiciéon del
micrémetro para no tener error de paralaje, la punta del vastago de medicion debe tocar
perfectamente la cara de la columna.

(@) (b)

Figura 2.14.  Colocacion del micrometro, (a) posicion con la cara de la columna y (b)
acoplamiento con la base por medio de un tornillo de ajuste.
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El sujetador de pesas tiene la funcién de jalar por medio de una cuerda a la columna,
debido a la carga generada por las pesas ayudadas por la polea. Esto recrea
perfectamente el efecto de carga lateral en una columna en pandeo como dice la teoria
[Capitulo 1].

Este sujetador se coloca en la columna por medio de dos piezas, las cuales estan unidas

por medio de tornillos como se presenta en la figura 2.16 haciendo un aplastamiento y
evitando el deslizamiento.

Como se muestra en la Figura 2.15 y Figura 2.16, la cuerda cuenta con dos sujetadores
los cuales se colocan en los ganchos, tanto en el sujetador como en el soporte de las
pesas.

Figura 2.15. Visualizacion del efecto de la carga en la probeta.

i

(@) (b)

Figura 2.16. La cuerda esta colocada en ambos ganchos (a), tanto en el sujetador y (b)
en el soporte de las pesas.
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2.4.-Diseino a detalle.

En esta seccion, se explica la memoria de calculo para cada elemento critico del equipo
de pandeo, considerando estos elementos que estaran sometidos, ya sea a compresion,
flexion o tension, se debe tener en cuenta que los esfuerzos que se generaran al realizar
la carga critica en la columna, no sobrepasen el esfuerzo de cedencia para evitar fallas.

A continuacion se enlistan los elementos criticos para su analisis.
e Travesano soporte de aplicador de carga.
e Postes de aplicador de carga.
e Aplicador de carga (tornillo de potencia).
e Celda de carga.
e Tornillo eje para montura de probeta doblemente empotrada.
e Soporte de marco de carga.

A si mismo, se eligié un factor de seguridad de 6, ya que el equipo puede estar manejado
por alumnos, lo cual existe el riesgo de que el equipo pueda sufrir una sobrecarga al
momento de realizar alguno de los experimentos.

Para el factor de seguridad Fs, se tomo la siguiente relacion:
Fs= vt (2.1)

Oadm

Donde el 0.4m queda expresado de la siguiente manera:

Tadm = % (2.2)

Del cual
Fs = Factor de seguridad.
o, = Esfuerzo ultimo.

o .am= ESfuerzo de admision.

2.4.1.-Travesaino soporte de aplicador de carga.

El travesano, tiene la funcion de guiar al tornillo de potencia para que éste, al girar aplique
carga sobre la columna. Se encuentra fijo sobre los postes de soporte y ajustado por
medio de dos tuercas en ambos extremos, esto hace que se tenga una viga doblemente
empotrada con una carga centrada, la cual, es la fuerza normal que ejerce el tornillo de
potencia sobre el dado donde se coloca la probeta. Se muestra el diagrama de cuerpo
libre en la figura 2.17.
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R1 B R1
L2 | L2

1

NS
]
o 4

(@) (b)

Figura 2.17. Diagrama de cuerpo libre de viga doblemente empotrada (a), tedrico y (b)
aplicada en el marco de carga.

Para el andlisis, se calcula la carga critica de Euler para el caso Doblemente Empotrado,
y por medio de la siguiente expresion.
4mw°ET

P =
e 2

(1.21)

El momento de inercia de la columna esta dado por:

L (2.3)
Dénde:
b=0.0127m
h =0.00635m
7= 'iu.uiz?nf;u.uusssﬁ — 2 70x10-109m?

La columna analizada es de aluminio, por tanto:

E = 70x10°Pa

L =0.553m

Con estos datos y el valor del momento de inercia, la carga critica es de:
_ 4n*(70x10°Pa)(2.70x107'%m*)

® (0.553m)?

Tomando la Figura 2.18, se calcula el momento M que se genera en los empotres de la
viga, tomando en cuenta que:

= 2439.9N

R, = (2.4)

2
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{+])
PL
FLECTOR ————
» e PL
ik 2 E

i-) =)

Figura 2.18. Diagrama de momentos de la viga doblemente empotrada.

En base al diagrama de la figura 2.18, el area bajo la curva entre Ay C dividida por E/
esta dada por:

()13 (-2 -0 e

2

Pl

M= (2.6)

Los datos del travesano son:

Liravesaiio = 0.26m

b; = 0.0254m (Grosor)

h; = 0.15875m (Espesor)

Sustituyendo los datos correspondientes en la ecuacion (2.6), el momento M queda

calculado como:

M= L24-39.9::}Lﬂ.26m} — 79 3Nm

El esfuerzo que se genera a efecto de este momento esta expresado por la ecuacion.
M
c=— (2.7)

T
Donde:
_h
Tz
La expresién final del esfuerzo, luego de factorizar a y con I es:

a=% (2.10)

Sustituyendo los datos en la ecuacion se obtiene:
6(79.3Nm)

= — 6
o =0.025m)(0.015875m)2 | r-32x10°Fa
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El esfuerzo obtenido es mucho menor que el esfuerzo de cedencia del material, el cual es
de 200x10° Pa, por tanto el material est4 muy lejos de llegar a la cedencia por el factor de
seguridad de 6.

La Figura 2.19, muestra una simulacion en elemento finito corroborando los datos
obtenidos, las unidades mostradas en la figura estan en Psi, el valor equivalente al
obtenido en Pascales es de 10779.78Psi, respectivamente.

Type: Stress

Linit: psi
16/11/2008 10:03 a.m.

43258 Max
38477
33696
28916
24135
19354
14573
9792.4
5011.6

230.86 Min

Figura 2.19.  Travesario sometido a carga central doblemente empotrado, analizado en
elemento finito.

2.4.2.-Poste aplicador de carga. El poste se analiza como una columna empotrada en la
parte inferior y libre en la parte superior con una carga excéntrica [Ver Apéndice 1]. Esta
carga excéntrica se obtiene del momento M adquirido en el travesafno de carga, debido a
la carga critica, Figura 2.20.
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};‘

(a) (b)
Figura 2.20. Columna empotrada — libre con carga excéntrica.

Con base en la férmula de Smith-Southwell, [Ecuacion (27), Apéndice 1] se obtiene el
esfuerzo maximo aplicado en el poste de carga.

Cabe resaltar, que para obtener la solucién de la formula de Smith-Southwell, se debe
obtener el esfuerzo que se ejerce a consecuencia de la fuerza P, en el area transversal
del poste de carga. Al aplicar la ecuacion del esfuerzo.

Pe
¢ = (2.11)
Donde:
P, = 2439.9N
Aposte = 285.022x10° m?
2439 9N

= = 1
6 = somoos— e = 8.3603x10°Pa

El radio de giro k se obtiene de la siguiente expresion:

k= |poste (2.12)
ﬂﬂpﬁsts
Donde:
'J?'I"‘]
Ligsee = - (2.13)

Sustituyendo los datos en la expresion (2.13) se tiene:

m{0.009525m)*

poste = I = 6.4947x10%*m*

I
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Con los valores obtenidos para el radio de giro “k”, el momento de inercia del poste
“Iooste” Y €l esfuerzo “o” se sustituyen en la formula de Smith-Southwell [Ecuacion (27),
Apéndice 1], quedando el esfuerzo maximo de:

Cmax = 8. 56x10%Pa|1

(0,009525m)( 127m) ! B.5603x10%Fa
+( ){34. 1686m) | |

2.2681x10 Vm | (200x10°Pa)(22.68x10"*m?)

Opnax = 8.5631x106Pq

El esfuerzo maximo es mucho menor que el esfuerzo de cedencia del material, en este
caso es Acero, por lo tanto no esta en cedencia.

8.5631x10°Pa < 200x10%Pa

La Figura 2.21 muestra el analisis por elemento finito del poste sometido al momento
calculado en la viga doblemente empotrada, corroborando el resultado del esfuerzo
maximo calculado teéricamente (El resultado del omax comparado en el resultado en
elemento finito es la equivalencia en Psi correspondiente a 1241.9289Psi).

Stress

Type: Stress

Unit: psi

18/11/2008 07:45 a.m.

59662 Max
53035
46408
39780
33153

26526

19698

13271

6643.8

16.52 Min

Figura 2.21.  Poste de carga analizado en elemento finito.
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2.4.3.-Celda de carga.

La celda de carga esta disefiada para soportar las cargas criticas que se generan en los
diferentes casos de pandeo, para este andlisis, se ocupa el caso doblemente
empotrado.

Puesto que la celda esta sometida a compresion, el andlisis esta referido a la ecuacién
(2.10), solo que para este caso, el area es la de la seccioén transversal es el de la celda de
carga. Entonces la ecuacion sera:

Feelda = :q:::in (214)

Por la ley de Hooke, se obtienen las deformaciones tedricas para después compararlas
con las experimentales, entonces:

— Teeldo
Ereldn (2.15)

Sustituyendo la ecuacién (2.14) en la (2.15) se tiene que:
FPg

e=——¢ (2.16)

AreldaEcelda

Donde:

P, = 2439.9N

A eiga = 0.0001m?
E_cida = 70x10°Pa

S - id — 348.55x10°¢
(0.0001m2) (70x10°Pa)

Al aplicar la carga critica en la columna doblemente empotrada las deformaciones
obtenidas son de 325x10°® deformaciones, el valor promedio, lo que verifica el célculo de
la celda.

Se realizo un andlisis por elemento finito a la celda de carga sometida a compresion,
tomando la carga critica obtenida en el caso doblemente empotrado como se muestra en
la Figura 2.22.

Tensién
von Mises
IbiXin)

18606.97
1699953
16372.09
1375486
12137 22
4051870
902,348
7284811
5667 474
4050037
2432 &

Figura 2.22. Analisis de la celda de carga a compresion, sometida a la carga critica del
caso doblemente empotrado de la columna de Acero.
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La maxima deformacion y la carga maxima que resistira la celda se calcula con el valor
del esfuerzo de cedencia del Aluminio, es decir.

o, = 230x10° Pa

X b o
= e 3285.71x107% Def
TF0x10°Po
y
Poax = €EA 14, (217)

Sustituyendo los datos respectivos en la ecuacion (2.17) se obtiene

Ponax = (3285.71x107¢ Def )(70x10°Pa)(0.0001m? ) = 22995N

Esta es la carga maxima que soporta la celda de carga, lo cual nos indica que al realizar
los experimentos no cedera el transductor.

2.4.4.-Tornillo eje para montura de probeta doblemente empotrada.

El perno esta sometido a una fuerza de corte por parte de la articulacién de la columna
articulada cuando se le aplica carga de pandeo.

El perno descansa en dos rodamientos colocados a los extremos del dado mévil y la
articulacion como muestra la Figura 2.23.

Pe

Perno eje.

Figura 2.23. Carga aplicada por la articulacion de la columna al perno eje.
La ecuacion para encontrar el esfuerzo de corte es la siguiente:

ro _Pe (2.18)

Aperno
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Para el caso doblemente empotrado, la carga critica estara dada por:

P, ="F (2.19)
Donde:
L =0.638m
E = 70x10°Pa
I =2.709x10"°m*
Sustituyendo los datos anteriores en la ecuacion (2.19).
P, = ar2[?uxiug'l;;uul.il;z;zzxiu—mmﬂ — 459.67N

Para el area del perno, se toma en cuenta sélo la seccién transversal, por tanto:

Aperno =5 (2.20)

Donde:
d = 0.004762m?

(00047 62m)?

Aperno = ———,——=0.004762m>

Sustituyendo los datos anteriores en la ecuacién (2.18) se tiene que:

T=— — 96.5206x10°Pa
0.0047 62m

Este es el esfuerzo de corte que aplica cuando se somete la columna doblemente
articulada a una carga de pandeo critico y el cual el valor esta dentro del parametro de
seguridad.

2.4.5.-Soporte de marco de carga.

Estos elementos tienen la funcién de impedir que el marco de carga se deslice por los
postes principales a causa de su peso, pero ademas, no permiten que se deslice por el
efecto de la fuerza normal que ejerce el aplicador de carga a la probeta de pandeo.

Por tal motivo, se debe calcular la fuerza de apriete que no permita tal movimiento, la cual
llamaremos fuerza de apriete “F,”.

Para obtener a F, se basa el andlisis en un anillo sometido a cargas internas-externas,
como se muestra en la Figura 2.24.
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(@) (b)

Figura 2.24. (a) Diagrama de cuerpo libre para la abrazadera y (b) las fuerzas que se
aplican en la misma.

En base a la figura 2.24 (a), a es el radio interior del anillo, b es el diametro exterior, P; es
la fuerza interna 'y Py es la fuerza exterior al anillo.

La ecuacion que describe estas cargas es la siguiente:

a’bipp—P;

a‘Pi-bipp ]
(b2-a%)r

1
Ur:E —(1+‘U} )

+(1-v) (2.21)

Donde U, es la diferencia del diametro interior con el exterior, puesto que P; vale cero, la
ecuacion queda expresada de la siguiente forma:

U.E
(1+v)eipd [1-wpbs (2.22)
(B -affr [B*-a®)

Pu=

Sustituyendo datos en la ecuacion (2.22).
Py
(204x10°Pa)(5.9x10 *m)

(1 +0.3){0.0254m)%(0.03865)> (1 -10.3){0.03865)
((0.0254m)? — (0.03865)2)(0.01325m) ((0.0254m)> — (0.03865

779 (0-01325m)

P, =1206.54x10°Pa

La presién de apriete, se sabe que.

F
P=" (2.23)
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Esta ecuacién nos indica la presion, por tal, la fuerza F sera sustituida por la fuerza de
reaccion F, la cual no permitird que el marco de carga se deslice y A, sera sustituida por
el area de contacto A, sobre el poste principal.

El area de contacto se calcula con la ecuacion
A.=2mrh (2.24)

Sustituyendo los siguientes datos:
r =0.0127m
h=0.0218m
A, =2m(0.0127m)(0.0218m) = 3.4791x10 3m?
Despejando la fuerza de la ecuacién (2.23) y sustituyendo los datos tenemos.
F.=(1206.54x10%Pa)(3.4791x10"3m?) = 4.1976x10°N
Para la fuerza de friccidn la ecuacion es:
F;=F_pu (2.25)
Donde:
M= 0.74 (Para aceros)
Sustituyendo los datos:
F; =(4.1976x106N)(0.74) = 3.1062x105N

El valor de la fuerza de friccidon entre la abrazadera y el poste principal es mucho mayor
que la carga critica que se genera en el caso doblemente empotrado.

2.4.6.-Aplicador de carga (Tornillo de potencia).

El aplicador de carga es un tornillo de potencia que al hacerlo girar, aplicara la carga para
pandear la columna segun sea el caso de estudio.

La carga se calcula en el tornillo de Acero 1018 sometido a flexibn como se muestra en la
Figura 2.24, por medio de la ecuacion siguiente

W = 2ot (2.26)

Figura 2.19 Tomillo [17].

Figura 2.24. Descripcion de tornillo de potencia.
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Donde:

o, = 280x10°Pa

rmn=0.0167m

n = 700 hilos x metro

b=1.6x10°m

h=1.16x10"m

Sustituyendo los datos en la ecuacién (2.26) se tiene:

W 2(280x10°Pa)(0.0167m)(700hilos x m)( 1.6x1072)”

=72Z.3613x107
3(1.16x10 3m) *

2.4.7.-Sensor de Desplazamiento.

Este sensor esta basado en una viga en cantiléver, compuesta por una lamina muy
delgada en la cual se instrument6 un arreglo de puente completo, el material es acero de
modulo elastico de 207GPa.

El Medidor de Desplazamiento es una opcién de bajo costo para la sustitucion del
micrémetro, suprimiendo el error de paralaje que tienen los medidores de caratula.

Para poder encontrar cuanto se desplaza la columna en relacion al sensor de
desplazamiento, se parte de la relacion de desplazamiento del eje neutro del sensor y el
eje neutro de la columna cuando se pandea.

. Vsensor = Veolumna (2.27)
De la ecuacion.
dz”sensw — Mx) (2 28)
d x2 El :

Integrando la expresién y aplicando las condiciones de frontera la expresién del
desplazamiento es.

FI#

Py (2.29)
De la ecuacidon del esfuerzo se despeja la fuerza F y aplicando la ley de Hooke, la
expresion que nos da el desplazamiento queda en funcién de las deformaciones, por
tanto:

Voopgor =

zel?
sensor — Sh;—xj (2-30)

Veplumna = V

Para validar los resultados obtenidos, se aplic6 carga en la columna de Acero y
sustituyendo los datos del sensor se tiene:

h =0.00038m
I =0.07176m
x=0.00377m
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Las deformaciones € obtenidas por medio del equipo de adquisicion de datos cuando se
llega a la carga critica la cual desplaza el eje neutro de la columna “v, . jumnas €S de
226x10°®, sustituyendo este dato en la expresién y multiplicando un factor de 1000 se
tiene que el desplazamiento del eje neutro de la columna es:

2(226x107%)(0.07176)3

_ _ 1000
Veolumna = Usensor = | 370 07176 — 0. 00377)(0.00038) | -

= 2. 1549mm

Veolumna = Vsensor
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En el presente capitulo se muestra el prototipo del equipo para ensayo de pandeo en
columnas, incluyendo la instrumentacién del mismo y una serie de practicas de laboratorio
las cuales se proponen.

3.1.- Descripcion del Prototipo.

A continuacién se presenta el prototipo del equipo para ensayos de pandeo en columnas
con todas sus componentes. Para facilitar la presentacion de los elementos, se
mostraran en sub ensambles como se explico en el Capitulo 2. Las dimensiones de cada
una de las piezas que conforman cada ensamble asi como las especificaciones de los
materiales y las partes intercambiables, se detallan en los planos que se muestran en el
Apéndice 2.

3.1.1.-Bastidor principal.

Como se menciond en el Capitulo 2, el bastidor principal, que se muestra en la Figura 3.1,
esta formado por: la base, dos postes principales y un travesano. La base, fue
manufacturada a partir de una placa rolada en frio de acero 1018 en tres secciones
soldadas. El peso de la base confiere al equipo la estabilidad necesaria durante las
pruebas. En la base se montan los postes principales, la celda de carga y los soportes de
nivelacion.

Los postes principales fueron fabricados a partir de barras redondas de acero 1018 y
cromados para dar estética al equipo mientras que el resto de los componentes, que
también se fabricaron en acero, fueron recubiertos con pintura especial para uso industrial
para evitar la corrosion.

Figura 3.1. Bastidor principal, obsérvese que los postes estan cromados y la base, al
igual que el travesano traen pintura anticorrosion.
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3.1.2.-Marco de carga.

El marco de carga, que se muestra en la Figura 3.2, esta formado por ocho elementos: a)
una barra de fijacién, b) dos postes de apoyo, c) un travesafno, d) un dado aplicador de
carga, €) un tornillo de carga y f) dos abrazaderas para fijacién del marco de carga en el
bastidor.

La barra de fijacion del marco de carga fue manufacturada a partir de un macizo de acero
1018 en tres partes soldadas entre si. Los postes del aplicador de carga, fabricados a
partir de barras redondas de acero 1018, al igual que los postes principales fueron
cromados para darle estética al equipo. El travesano, fabricado a partir de una placa de
acero rolado en frio, fue recubierto con la misma pintura anticorrosiva.

(a) (b)

Figura 3.2. Se muestra el marco de carga (a) sin el aplicador de carga y soportes, y (b)
marco de carga completo con todos sus aditamentos.

El aplicador de carga, que se muestra en la Figura 3.3, fue fabricado en acero inoxidable
316. Al dado de carga se atornillan cuatro manerales que forman un volante que permite
la aplicacion de carga de forma manual. El dado aplicador se monta en el tonillo de carga
que a su vez es montado en el marco de la Figura 3.2 (a) y fijado a él mediante una tuerca
de apriete. El tornillo de carga fue fabricado a partir de una barra redonda de acero a la
cual se le maquino una rosca estandar 1/2" x 16 hilos UNF.

Figura 3.3. El aplicador de carga manufacturado en Acero inoxidable con todos sus
elementos.
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Las abrazaderas para fijacion del marco de carga en el bastidor que se muestran en la
Figura 3.4, se atornillan a la barra de fijacion en sus extremos con el fin de facilitar el
montaje del marco de carga. Estan fabricadas a partir de barras de acero 1018 y
recubiertas mediante anodizado para proteccién. Dichos elementos trabajan como
abrazaderas en los postes principales del bastidor; se fijan a ellos mediante manijas que
al ser apretadas inducen una disminucién del diametro del barreno central.

En la Figura 3.2 (b) se aprecia el montaje del marco de carga al bastidor del equipo y se
aprecia la forma en que éste se fija a las barras principales.

(@) (b)

Figura 3.4. Se muestran los soportes (a) piezas solas antes del anodizado y (b) con
manijas de apriete.

3.1.3.-Elementos de Prueba.

Los elementos de prueba son esencialmente columnas largas fabricadas con distintos
materiales, distintas geometrias en su seccién transversal y con diferentes apoyos. En la
Figura 3.5 (b) se muestra algunas de los elementos de prueba fabricados en bronce,
aluminio y acero. Asi mismo, en la Figura 3.5 (a) se aprecian los dos tipos de apoyos:
articulado y empotrado. Cabe destacar que un juego de probetas, en un material dado,
consiste en: una doblemente articulada, una doblemente empotrada y una mixta.

Para acoplar las probetas al equipo, se requiere de un juego de dados que estan
recubiertos por un anodizado en color negro, debido a que las piezas estaran en un
intercambio continuo, con ello se evitara dafos por desgaste, el tornillo pasador esta
manufacturado en Acero y cuenta con el mismo recubrimiento que los dados como se
muestra en la Figura 3.5 (a).
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(@) (b)

Figura 3.5. Se muestran los elementos de pandeo, (a) los dados que simulan los tipos
de empotres y (b) las columnas 6 probetas para someterlas a pandeo de diferentes
materiales.

3.1.4.-Dispositivos de medicion

El equipo cuenta con dos transductores: a) uno de desplazamientos que mide la deflexién
lateral de la columna, generada por el pandeo de esta, al alcanzar la carga critica, y b)
uno de carga que permite medir la fuerza aplicada sobre la probeta. @ Ambos
transductores, fueron instrumentados con galgas extensométricas en un circuito tipo
puente de Wheatstone completo como el que se muestra en la Figura 1.10. Asi mismo,
ambos transductores estan conectados a un dispositivo electronico que permite desplegar
el valor, ya sea de carga o de desplazamiento, en una pantalla digital. Cabe mencionar
que ambos transductores pueden ser conectados a un dispositivo que registra y almacena
los datos para después mostrarlos en una grafica de una computadora.

3.1.4.1.- Medidor de Carga.

El sistema que mide carga esta formado por: una celda de carga, un dispositivo que aloja
la celda de carga y un dispositivo electronico que despliega la carga en una pantalla.

La celda de carga consiste esencialmente de un elemento metalico tipo columna,
fabricado en duraluminio para lograr mayor resistencia, mayor esfuerzo de cedencia, que
la de un aluminio convencional pero conservando su bajo mddulo elastico. Dicho
elemento fue instrumentado con cuatro galgas extensométricas colocadas en un arreglo
de puente de Wheatstone completo y se muestra en la Figura 3.6 (a). Una vez
instrumentado el circuito en el elemento metdlico, se colocan tres cables para conectar la
celda al dispositivo de registro y se protege adecuadamente para evitar dafnos a la celda
como se muestra en la Figura 3.6 (b).
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(b)

Imagen 3.6. Celda de carga (a) Elemento metalico instrumentado con galgas
extensométricas en arreglo de puente completo, y (b) Celda de carga cableada y
protegida.

El protector externo del transductor es un cilindro metalico con acabado en cromo. Este
elemento, permite garantizar que el transductor no sufrira dafno por golpes o descuidos en
la operacion. Asi mismo, el elemento sirve como guia para que la carga aplicada, en la
parte superior de la celda, induzca una compresion uniforme sobre el elemento metélico
de la celda. En la Figura 3.7(a) se muestra la celda de carga colocada en el interior del
elemento alojador mientras que en la Figura 3.7 (b), se muestra el elemento alojador de la
celda de carga montado en la base del bastidor.

(a) (b)

Imagen 3.7. (a) Celda de carga colocada en el interior del elemento que la aloja y (b)
Elemento alojador de la celda de carga montado en la base del bastidor.

El dispositivo electrénico de medicién fue disefiado para transformar las variaciones de
voltaje procedentes de la celda de carga, en una lectura en una pantalla digital.

El dispositivo consiste esencialmente en un circuito impreso al que van unidas: a) una
segunda tarjeta para acondicionamiento de la sefal externa, b) un convertidor analégico-
digital cuya salida es la pantalla de lectura y c) los elementos externos tales como las
conexiones que provienen de la celda de carga, la conexion a la fuente de alimentacién,
un potencidmetro para calibracién y un interruptor para encendido/apagado general.

Todo el conjunto se aloja en un pequefio gabinete que deja al exterior, la pantalla y los
cables de interconexion. El dispositivo es alimentado con 12 Volts de corriente continua
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por lo que se requiere de un circuito rectificador apropiado. En la Figura 3.8, se muestran
dos fotografias donde se aprecian los componentes internos del dispositivo asi como la
apariencia externa de la caja que los aloja.

(@) (b)

Imagen 3.8. El equipo indicador (a) se muestra con el cable de conexion con la celda de
carga y (b) el circuito del indicador con todos sus componentes electronicos.

3.1.3.2.- Medidor de desplazamientos

Este sensor estd basado en una lamina en cantiléver de espesor pequefo, esta
instrumentado con extensémetros en configuracién de puente completo (Ver Figura 1.10)
el cual tiene la funcién de medir el desplazamiento de la columna cuando ésta haya
llegado a su carga critica como se muestra en la Figura 3.9.

Cabe destacar que este sensor viene a sustituir al micrometro de caratula, el costo de los
materiales y la instalacioén lo hace una opcién barata y precisa a diferencia del micrometro
que tiene un valor econdémico alto, ademéas de aportar tecnologia propia al disefio del
equipo de pandeo

(@) (b)

Figura 3.9.  Medidor de desplazamientos, (a) montado en el equipo de pandeo y (b)
prueba de flexion para caracterizacion y obtencion de propiedades mecanicas.
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3.2.-Accesorios.

Los accesorios que el equipo de pandeo utiliza, son para la aplicacion de la carga lateral,
ademas de un instrumento que mide los desplazamientos en la columna, esta disefiado
en base a un arreglo de puente completo con extensémetros. Los accesorios para la
carga lateral son: Pesas (De 2 y 5 Newton respectivamente), ademas del soporte de las
pesas y polea de carga con base de montado.

Se muestran en la Figura 3.10, los accesorios; cabe mencionar que estas piezas tienen
un acabado cromado para proteger del uso y la corrosién del medio ambiente.

Figura 3.10. Pesas de 5y 2 N, ademas del soporte de las mismas con recubrimiento en
cromo.

Para finalizar, se muestra en la Figura 3.11, el equipo ensamblado en su totalidad donde
se aprecian todos los elementos descritos anteriormente.

Figura 3.11. Se muestra el equipo de pandeo completamente ensamblado, junto con el
equipo indicador conectado a la celda de carga.
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Como se muestra en la siguiente seccion, el equipo para pruebas de pandeo en columnas
permite comprobar experimentalmente la teoria de Euler para el pandeo de columnas,
pero ademas es posible montar en su estructura otros experimentos como un kit para
medir vibraciones mecanicas, lo cual da una versatilidad al disefio del bastidor haciendo
que éste se vuelva multifuncional. El kit de vibraciones mecanicas se desarrollo en
proyecto computacional quedando como opcidn para el desarrollo de un proyecto futuro.

3.3.-Practicas Propuestas.

A continuacion se presenta tres propuestas de practicas que pueden ser realizadas en el
equipo desarrollado en el presente trabajo. La primera practica, consiste en evaluar los
tres modos de pandeo que predice la teoria de Euler, para las tres combinaciones de
apoyos en las probetas: doblemente articulada, doblemente empotrada y mixta.

En la segunda practica se ensaya el pandeo de probetas fabricadas en diferentes
materiales y con diferentes secciones transversales y finalmente, en la tercera practica se
estudia el pandeo asistido por una carga lateral aplicada a la columna mientras se aplica
la carga de compresion.

Cabe mencionar que en la presente seccién se presentan las practicas sugeridas de
manera compacta ya que en el capitulo 1 se describié el marco teérico de las préacticas
mientras que en el capitulo 2 se dieron todos los detalles sobre la construccion del equipo.
Debido a lo anterior dichos puntos se omiten en el desarrollo de las practicas sin
embargo, es importante mencionar que el presente trabajo brindé la informacion
necesaria para genera un manual de operacion y mantenimiento del “equipo para pruebas
de pandeo en columnas” el cual quedo registrado en el Proyecto PAPIME PE102505 con
el nombre de "Disefio y Rehabilitaciéon de Equipo de Laboratorio de Mecéanica de la FES
Aragén".

3.3.1.- Practica 1: Comportamiento de pandeo bajo la influencia de diversas
condiciones de frontera aplicando la teoria de Euler.

Objetivo: El alumno corroborara la teoria de Euler, por medio de los cuatro casos de
pandeo, y experimentard cada uno de ellos aplicando carga en probetas con diferentes
apoyos.

Como se describe en el Capitulo 1, el comportamiento de una columna en compresion,
depende de como esta apoyada; es por ello que se hara referencia a tres de los cuatro
casos de pandeo estudiados por Leonard Euler.

1. Columnas con extremos articulados.

2. Columnas con extremos empotrados 0 fijos.

3. Columnas con un extremo empotrado y el otro articulado.
En la Figura 3.11, se muestran los modos de pandeo asociados a cada uno de los casos
anteriores. Asi mismo, en la tabla 3.1, se muestran las ecuaciones que deben emplearse
para calcular la carga critica en cada caso citado en la Figura 3.11. Dicha ecuaciones
fueron desarrolladas en el capitulo 1 por lo que en la presente seccién sélo seran
empleadas.
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Cabe destacar para esta primera practica que todas las probetas tiene seccion
rectangular por lo que el momento de inercia (l) en todos los casos se calcula como:

bl

Donde: b es el ancho de la seccién y h es el espesor de la misma.
Las dimensiones de las probetas se listan en la Tabla 3.2.

3

\
A\

w e
\_,_PF’/(/

A
X
7

(@) (b) (©

Fig. 3.11 (a) Columna con carga axial y extremos articulados, (b) columna con apoyos
mixtos y (c) Columna con extremos empotrados.
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Tabla 3.1. Ecuaciones para el calculo de la carga critica en los tres casos

estudiados.
Condiciones Articulado — Empotrado - Empotrado -
en el extremo. articulado. articulado. empotrado.
Carga de m2E]l 2’ El 42 El
Euler. LZ Lz I 7
P

Momento de inercia
I

b
I=jyzd,..4
o

Tabla 3.2. Dimensiones de las probetas con seccion rectangular

Probeta. Largo. (L) Ancho.(b) Espesor. (h) | Modulo Elastico.
[mm] [mm] [mm] [GPa]
Probeta. R 555 13.12 6.65 70
Aluminio.
Probeta. M 555 13.12 6.65 70
Aluminio.
Probeta. Cm 555 13.12 6.65 70
Aluminio.
Probeta. R 555 13.12 6.65 97
Laton.
Probeta. M 555 13.12 6.65 97
Laton.
Probeta. Cm 555 13.12 6.65 97
Laton.
Probeta. R 555 13.12 6.65 200
Acero.
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Probeta. M 555 13.12 6.65 200
Acero.

Probeta. Cm 555 13.12 6.65 200
Acero.

3.3.1.1.- Desarrollo de la practica.

Pandeo en columnas con
extremos articulados.

E2

Consiste en colocar la columna W,
a pandear con la prestaciéon
articulada (Prob. M) para
someterla a carga y poder
apreciar la curva de pandeo !
gue se genera a consecuencia E3
de la misma. E4

Se calcula con la ecuaciéon de
la carga de Euler para el caso
correspondiente 'y se mide
experimentalmente en el
indicador de  carga. El
desplazamiento se mide con el
micrometro y se compara con
los datos tedricos llenando una
tabla segun la carga a la que
se esté sometiendo.

5

A continuacion se muestran E1
indicados los ensambles del
equipo de pandeo para mejor
manejo del equipo.
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B3

Armado.

Para realizar el experimento, el
procedimiento a seguir se
explica a continuacién:

Altura

e Coloque el marco de
carga (E2) en la parte
superior del equipo,
deslizandolo  por el
bastidor principal (E1).

-~
me=>
b

Procure no golpear la parte
(B3), con la parte superior de
(E2).

e Coloque en la celda de
compresién, el empotre
aplicador de fuerza (C4),
y ajuste el dado empotre
moévil (P2).
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Colocacion de la columna.

e Retire el perno del dado
haciendo girar la tuerca
de seguridad.

Y coloque la parte
inferior del ancla de la
columna entre los
orificios de los
rodamientos que estan
integrados en el empotre
movil (P2).

e Realice el procedimiento
anterior en el ancla
superior de la columna.

Deslice ahora a (E2)
hacia abajo y coloque a
(P2) dentro del
alojamiento de (E2)
dejando al ras a (P2) con
el alojamiento

A\

P2

Esta posicién es importante, ya
que la articulacion queda libre
para flexionar, evitando golpes
que afectarian el experimento.
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Ajuste del aplicador de carga.

e Ya colocada la pieza
(P2), ajuste el aplicador
de carga, para ello, haga
girar en sentido horario
de las manecillas del
reloj, hasta que el
aplicador se detenga, en
ese momento el buje de
carga queda
perfectamente asentado
sobre la superficie del
dado (P2).

=

Gire sélo hasta el tope, no
aplique mas fuerza ya que
puede alterar los resultados.

Conexion con la celda de
compresion — indicador.

e Conecte la celda de
compresién con el
indicador (C5), por medio

del cable de
transferencia de datos
(C7):

A

FA Y

Tenga precaucion de que los
pins del conector no sean
doblados por una mala
conexion y que (C7) no
interfiera con alguna parte
mecanica.

Conexién con
equipo medidor

Conexion
con celda
de
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e Conecte el equipo a la
toma de corriente vy
presione el botéon de
encendido (ON — OFF).

Después de encender el
equipo, mueva la perilla
de balance (BALANCE)
y coloque la medida a
cero como se muestra en
la imagen.

POYAWFR

/n Entrada de Plug de entrada de
corriente sefal.

_

La corriente que se tiene que Display.  (Valor

suministrar al equipo es de 12V en N).
a 60 Hertz. 10W a la entrada y
a la salida es de 12V a 300mA.
AC.
Perilla de
.. calibracion.
Tenga precaucion de no
conectar con otro voltaje ya
que producira danos
irreparables al equipo
indicador.
Botén de
encendido
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Ajuste de micrometro.

e Coloque la punta del
micrometro sobre la cara
de la columna.

Calibore a cero la
caratula del micrémetro
para empezar a tomar la
lectura.

LI

Tenga en cuenta que las
medidas del micrémetro
pueden varias por la misma
sensibilidad del mecanismo de
medicion.
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Pandeo en columna con
extremos fijos.

Montaje de columna.

e Coloque en el dado
empotre fijo (P1), la
probeta (Prob R)

Ajuste los tornillos Allen
de seguridad que se
encuentran a un
costado de (P1).

Ajuste bien la llave Allen en el
prisionero para evitar dafnos
en el mismo, evitando el
apriete excesivo.
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Pandeo de columna con
extremo empotrado y el otro
articulado.

e Como se menciono en
el caso anterior, el
montaje de la columna
para este caso es la
combinacién tanto del
caso doblemente
empotrado y el caso
doblemente articulado.

Mostraremos cémo se
instalan la columna en
los empotres.
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Obtencién _de la carga
critica.

e Una vez colocada la
probeta en posicion y
conectado el equipo
indicador a la celda de
carga, se procede a
hacer los siguientes

ajustes para la
obtencién de la Carga
Critica Pe.

1. Deslice el marco de
carga hacia abajo
para ajustar el dado
en el orificio de
empotre.

2. Detenga el
deslizamiento cuando
el marco de carga
llegue a tope con el
mismo dado.

3. Ajustado el marco con
el dado, apriete
perfectamente las
manijas para
asegurar que el
marco de carga no
sufra ningun
deslizamiento y
pueda alterar el
experimento.

4. Ahora debe calibrar el
equipo indicador a 0
para empezar a
tomar la medida
cuando la columna se
desplace
subitamente.
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5. Gire de manera lenta y
en sentido horario
hasta  ajustar el
aplicador de carga en
la parte superior del
dado empotre.

6. Apligue la  fuerza
girando lentamente.

7.La carga critica se
obtiene cuando Ia
columna se desplaza
de manera subita,
esto se puede
observar cuando se
mueva la aguja de la
caratula del
micrémetro
espontaneamente 06
se desplace el
medidor de
desplazamiento
dando una variacion
de la lectura en el
equipo de adquisicion
de datos.

8. Tome la medida del
equipo indicador y
compare  con la
medida tedrica.

A
y g'\
El  desplazamiento de Ia
columna de pandeo puede ser
para cualquier lado, ya sea
izquierdo o derecho.
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Diferentes tipos de pandeo.

e A continuacién, se
muestra el pandeo en
cada caso a estudiar.

El alumno debe
comparar el
comportamiento  de
pandeo ilustrado aqui,
con el pandeo real
generado por el
equipo.

Pandeo con columna
doblemente articulada.

e Se muestra el pandeo
en una columna con
empotres articulados.

Se aprecia como se
pandea la columna al
aplicar una carga Pe.,
ademas de un
diagrama de
referencia.
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Pandeo en columna con
empotres fijos.

e Se muestra la curva
caracteristica que se
tiene en este tipo de
columnas.

Observe que la
senoidal es menor que
en la columna
anterior, esto es
debido al momento
que se genera en los
empotres por lo cual
se restringe el pandeo
como se muestra en el

diagrama.
(= Pe A
3
\i\}‘
° L/,
cll Ly
B
~. ~] Pe
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Pandeo en columna con
empotres mixtos _ (fijo -

articulado).

e Puesto que es un caso
combinado, se tendra
una combinacion de
senoidales tanto para
el lado empotrado
(parte inferior), como
en el lado articulado
(parte superior), como
se muestra.

Esto se demuestra
con el diagrama

correspondiente y
como se explico
anteriormente, el

momento  que  se
genera en el empotre
fijo, por tanto, reduce

la curva de pandeo, Po| a =1
pero en el lado \ -
articulado la curva se \
prolonga. ® x

y e i
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3.3.1.2.- Evaluacién del experimento.

La teoria de Euler enuncia que una columna esbelta y larga, falla por pandeo antes de
que el esfuerzo alcance su limite de fluencia a la compresién. El pandeo se presenta
debido a una o varias causas que a continuacién se enumeran:

1. La columna no puede estar inicialmente perfectamente recta.

2. La carga puede no aplicarse exactamente a lo largo del eje de la columna.

3. Parte del material cede por causa de la falta de uniformidad en toda la columna.
Con valores de carga debajo de la carga de pandeo, la columna se encontrara en
equilibrio estable, siempre y cuando, el desplazamiento producido por cualquier
perturbacion lateral sea totalmente recuperable cuando se elimina dicha perturbacion.

En teoria se puede deformar la columna formando una onda ligeramente senoidal,
siempre que la amplitud de onda sea pequena.

También es posible que la columna alcance la condicién de equilibrio inestable con cargas
que exceden a la carga de pandeo, cualquier ligera perturbacion lateral producira falla por
pandeo. El pandeo se presenta inmediatamente después de alcanzar la carga critica.
3.3.1.3.- Cuestionario.

Instrucciones: El alumno debera resolver las siguientes preguntas ocupando el equipo de
pandeo, ademas de apoyarse en la teoria vista en clase.

1) Empleando las dimensiones de la probetas listadas en la Tabla 3.2, la ecuacion
3.1 y demas datos calcule para los tres casos de pandeo:

a) La carga Critica P, para cada caso.

b) Elabore una Tabla en la que compare los valores de carga critica
calculados en el enciso anterior y los valores experimentales que obtuvo en
la practica.

2) Compare las curvas de pandeo con las que predice la teoria. ¢Las curvas
experimentales corresponden con las que se reportan en la literatura?

3) Resuelva la ecuacién diferencial para el caso de extremos articulados y encuentre
la solucion general. De dicha solucién, encuentre la formula para la carga critica
correspondiente.

diy
EIE.Z = —PE_‘_'F

Para resolver la ecuacion, tome las siguientes condiciones de frontera:

Cuando x=0; y=0.

Cuando x=L; y=0.

Y donde Ln=mr

3.3.2.- Practica 2: Influencia de las propiedades del material y de la geometria en el
pandeo de una columna.

Objetivo: Que el alumno compruebe experimentalmente la influencia que tienen las
propiedades del material y su geometria en la resistencia al pandeo

El desarrollo de esta practica es esencialmente el mismo que se describi6 en la Préactica 1
solo que en este caso la pruebas deben realizarse en los siguientes casos.

Caso1.- Someter a pandeo las tres probetas con apoyos articulados de los tres materiales
disponibles: acero, aluminio y laton.
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Caso 2.- Someter a pandeo una probeta de seccion rectangular con apoyos empotrados y
una probeta del mismo material pero con seccion circular.

El procedimiento de montaje de las probetas es el mismo que se describié en la préactica 1
y las ecuaciones para calcular la carga critica que deben emplearse, son las mismas que
se presentaron en la Tabla 3.1. En el caso de la probeta con seccion circular se debe
considerar que el momento de inercia sera:
1
Ioiveular = ~mr?

4
3.3.2.1.- Cuestionario.

Instrucciones: El alumno debera resolver las siguientes preguntas ocupando el equipo de
pandeo, ademas de apoyarse en la teoria vista en clase.

1.- Empleando las dimensiones de las probetas listadas en la Tabla 3.2, la ecuacion 3.1y
demas datos calcule para los tres casos de pandeo:

(c) La carga Critica P, para cada caso.

(d) Elabore una Tabla en la que compare los valores de carga critica
calculados en el inciso anterior y los valores experimentales que obtuvo en la
practica.

2.- Elabore una gréfica P, —/ y discuta sobre la congruencia de los resultados
experimentales con los que predice la grafica.

3.- Elabore una grafica P, —E y discuta sobre la congruencia de los resultados
experimentales con los que predice la grafica.

4.- Proponga una geometria que eleve al doble la carga critica para alguno de los casos
estudiados en la presente practica. Por ejemplo puede elegir la columna de seccién
rectangular fabricada en aluminio.

3.3.3.- Practica 3: Columna con carga lateral y diferente geometria

Objetivo: El alumno observara el comportamiento de la columna al estar sometida a
carga lateral junto con la carga de pandeo; asi mismo, analizara la columna con diferente
geometria, viendo la curva de pandeo caracteristica de esta y comparara los resultados
con las curvas caracteristicas de las columnas prismaticas rectangulares en sus
diferentes casos.

3.3.3.1.- Marco tedrico.

Una columna previamente cargada a compresion, se le aplica una carga lateral, con el
origen al centro de la columna, como se muestra en la Figura 4.5.

La ecuacion que describe el diagrama de cuerpo libre es.

Esta ecuacion diferencial se puede escribir de la siguiente forma.
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d’y W /L
dez YT TzE1\z™ "
Resolviendo la ecuacion diferencial, se obtiene.

¥ = ACos(nx)+ BSen(nx) — 2_“; G - x)

Aplicando la condicion de frontera la ecuacién que nos describe el desplazamiento en y
es.

¥ = EWP [Trsm(n?L) Cos(nx) — Sen(nx) — n(% - x)]

La maxima deflexién es cuando x=0, por lo tanto la expresion matematica de reduce a lo
siguiente.
W [T (nL nL)]
Ymax =5, p 2 2
Otro punto importante que se debe calcular es el momento que actia en la columna,
entonces la expresion es.

WL
Mmmx = _PymM_TE

Fig. 4.5. Columna con cargas laterales.
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Diferente geometria.

Las columnas que se han sometido a carga de compresiébn en el equipo son
rectangulares, ahora se ocuparan columnas con geometria circular. Las ecuaciones se
veran modificadas solo en el momento de inercia, el cual sera calculado por el alumno
segun la geometria de la probeta.

El momento de inercia se obtiene con la siguiente integral.
1=/"y2da
= a Ji"
Para mayor comprension, se le deja al alumno desarrollar las expresiones modificando el
momento de inercia segun la geometria.

3.3.3.2.- Desarrollo de la practica.

Pandeo en columna articulada

sometida a carga de pandeo y
una carga lateral.

Ahora se somete a carga de
pandeo una columna doblemente E2
articulada. La cual se le coloca
una carga lateral por medio de
pesas (100g y 250g, (L7)
respectivamente).

E3

E4

v)

E1
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A continuacién, se muestra el
armado del equipo para la
realizacién del experimento.

Montado de columna.

e Como en el
ensamblado de la
columna articulada
mostrada en el
Experimento 1,

llevaremos a cabo las
mismas instrucciones
de ensamblado.

e Con la columna
colocada monte el
gancho ajustador (L3)
en la parte intermedia
de la misma.

Verifigue que (L3) no se
deslice, cerciorese de
colocarlo a la mitad de la
columna, de no ser asi,
podrian existir errores en la
medicion.
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e Ajuste la polea de carga L3 L4
(L5) de manera que la
cuerda (L4) esté
perfectamente
horizontal.

e Coloque la cuerda (L4)
ajustando en el gancho
de (L5).

e Después de haber
colocado la cuerda en
el gancho (L3) monte
sobre la polea de carga
(L4) el soporte (L6) al
otro extremo de Ila
cuerda.

L6

e Coloque las pesas (L7)
segun la carga que se

desea aplicar,
deslizandolas por el
poste de (L6).

,j\
No permita que el gancho de
carga se golpee con el poste
principal.
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e Coloque el micrémetro
(L1) en el costado

izquierdo  de la
columna (B2) para
medir el

desplazamiento.

Tenga en cuenta que el
micrémetro (L1) debe
quedar en la parte
central de (B2)

Tome como referencia
el diagrama de cuerpo
libre visto en el marco
tedrico.

e Ya colocado (L1), se
dispone a aplicar la
carga de Euler a la
columna y colocar a su
vez, la carga lateral.

Quedando el pandeo
como se muestra.
\
A\
El pandeo que se muestra en la

figura, es mayor al que se
obtiene en la realidad.
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3.3.3.3.- Cuestionario.

Instrucciones: el alumno debera resolver las siguientes preguntas ocupando el equipo de
pandeo, ademas de apoyarse en la teoria vista en clase.

[11'V'2Ld

1) Encuentre el desplazamiento “y” aplicando las siguientes cargas laterales:
e 100g, 250g y 500g.

e Grafique el desplazamiento teérico y el experimental en funcién del
desplazamiento en “x” de.

e 30mm, 40mm y 50mm, con respecto al centro.
2) Obtenga el momento maximo “Mp.x.” Con los pesos y distancias en “x” antes
mencionados.

Tabla 3.3. Formulario.

Condiciones en Articulado Empotrado Empotrado
el extremo. articulado. articulado. empotrado.

Esfuerzo de
Euler. 2

=
n
[
=
ey
.
=
n

B

~—
=Rl
R

Op

Momento de inercia g
I=| v-dA
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Conclusiones.

El trabajo de tesis desarrollado nos permitié llegar a las siguientes conclusiones:

Se disefo, construyo e instrumento un equipo que nos permite simular el fenémeno de
pandeo en columnas en tres de los cuatro casos de pandeo aplicando una carga vertical,
al igual que la simulacién de pandeo con una carga lateral.

El equipo fue construido con un 90% de materiales disponibles en el mercado nacional y
el 90% fue desarrollado en el Laboratorio de Mecénica Aplicada.

Se generd la informacion técnica necesaria para la reproduccion del dispositivo o bien
proponer un nuevo rediseno el cual abarate el costo de fabricacién. La calidad lograda
en el prototipo iguala a la de equipos desarrollados en Alemania o Estados Unidos.

La informacion técnica generada asi como las habilidades desarrolladas para realizar el
EEPC pueden ser de gran utilidad para que otras instituciones de educacion superior del
pais generen sus propios equipos didacticos y sustituyan la importacion de estos y otros
equipos que pueden ser desarrollados con la misma plataforma tecnoldgica.
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Métodos comparativos de analisis.

En las relaciones del limite de valides 11;240 y ileO [Capitulo 1], los resultados

obtenidos por la teoria de Euler, ni aquellos del esfuerzo de fluencia se aproximan a
valores experimentales, esto es porque cada uno de ellos sugiere una carga critica que
excede de la relacién de esbeltez.

Por ello, se han desarrollado ecuaciones con el objeto de aproximar una concordancia
entre carga real de falla y el valor tedrico en el intervalo particular de la relacién de
esbeltez.

Estas ecuaciones son:
e Fdormula de linea recta.
e Formula parabdlica de Jonson.
e formula de Rankine-Gordon.
e Fdérmula de Perry-Robertson.

Estas dos ultimas se explicaran a continuacién de manera breve para obtener una vision
de métodos alternativos, en donde se toman en cuenta pardmetros reales de la misma
columna.

Formula de Rankine-Gordon.
Esta formula es una combinacion de las cargas de Euler y de Fluencia para una columna.

111

Pe P F (A1.1)
Para columnas cuya longitud es corta, el valor de P, de la expresion (22) es muy grande,
en su reciproco puede ser insignificante:

YP, =P

c

) . L
Esta férmula es valida para los valores extremos de ;y es bastante exacta para los

valores intermedios, por tanto, la ecuacién en funcion de esfuerzos sera:

11

1
oA oc,4 oA
(A1.2)

Para una columna con ambos extremos articulados se tiene la ecuacion (1.9), por lo tanto,
el esfuerzo se escribe como:
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NG|
k (A1.3)

Pero a = >
n°E

Se obtiene el esfuerzo de Rankine-Gordon.

o,

&)
1+al —
k (A1.4)

“a” se determina en forma experimental para diversos materiales, ahora, para la carga de
Rankine-Gordon la ecuacion es la siguiente:

O, =

O =

SNl

Entonces la expresion (A1.4) queda expresada como

PR
op,=""5
A (A1.5)
Pero la ecuacion (A1.5) queda definida de la siguiente forma.
_ c,4
R 2
1+ a(Lj
k (A1.6)

Como nota, los valores de “a” no resultan iguales a los valores tedricos, las cargas de
Rankine-Gordon para columnas largas no seran iguales a los que se tomaron mediante la
teoria de Euler.

Formula de Perry-Robertson.

El modelo matematico se basa en la suposicion de que cualquier imperfeccion en la
columna, ya sea, defectos en su fabricacién, falla del material 6 excentricidad de la carga,
se puede aceptar, si la columna es disefiada con una curvatura inicial.

Se supondra que la curvatura es cosenoidal, pero en realidad la forma real afecta muy
poco al resultado.
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Figura A1-1. Columna con curvatura inicial.

Se considera que la columna esta articulada en ambos lados, que tiene una longitud L.
La curvatura inicial en cualquier distancia al centro esta dada por:

Vo = COCOS[”;J Estado inicial. (A1.7)

Cuando se aplican dos cargas en los extremos, la deflexion se incrementa a y+ y,,
entonces:

d’y T
EI =—Py—PC,Cos| —
dx’? 7 0 (Lj

Se tenemos como en los otros casos una ecuacion diferencial no homogénea dando
como resultado la siguiente expresion:

vy = ASin (x/Ex)+ BCos (ﬁx)+

(2HE)

= - (A1.8)

L
Usando los valores de frontera x =i5 y v =0 en la expresién (A1.8) y se dividen

entre A, y aplica la expresion o = v por lo tanto, la deflexion maxima (x = 0) sera:

[ 7o f
.—0 (A1.9)
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Para el momento flector maximo se tiene:

(A1.10)

El esfuerzo maximo debido a la flexion sera:

My P| o
oM Pl O o

L I\o.-c (A1.11)
Donde h es la fibra mas lejana del eje neutro de la columna, habiendo planteado las

expresiones matematicas del momento maximo y el esfuerzo, el esfuerzo maximo sera;

C,ho, P
O-max =0 2 +—
k(o -0o)] 4 (A1.12)
bonde 7 C,h
onae =
k2
O-max = no-e +1
%.~C (A1.13)

Si 0,, =0,, entonces cuando la ecuacion interior se resuelva para o se obtiene la
formula de Perry-Robertson.

o, +(n+1)o, o, +(n+1)o,
c= : - : -0,0,

(A1.14)

Si el material es fragil, es posible que se presente falla por tensién, entonces el signo
entre los dos términos de la raiz sera positivo y o, sera el esfuerzo de fluencia a la

tension.
Columna con curvatura inicial.

De la ecuacion de Perry-Robertson se supone que se tolerarian las imperfecciones de la
columna, si esta disefiada con una curvatura inicial.

Para una curvatura inicial con flexién central, se tiene:
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Deflexion maxima = {(O-C)}CO = {(PE)}C"
. =0 F.-P (A1.15)
Momento flector maximo= P{(O_O-_eo_)}Co = [(PP?P)}CO (A1.16)

s P, Po. |hC, _P | PR _|hC,
"™ A4 |(o,-0)| I A4 |(P-P)| I

Aqui “h” es la distancia del eje neutro a la fibra méas alejada de la columna.

(A1.17)

Columnas con carga excéntrica.

De vez en cuando se tiene el caso que una columna soporta una carga que actia en el
borde o sobre una ménsula al costado.

x

Figura A1-2.  Distribucion de carga en la columna transmitida por medio de ménsula.

Para la carga excéntrica, Ayton y Perry sugieren que la ecuacion de Perry-Robertson

11 sid

puede tener modificaciones sustituyendo C, por (C0+1.2e) donde “e” es la

excentricidad.

Y la ecuacion queda asi:

n=n+12-"
k? (A1.18)
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Donde 7’ sustituye a 77 en la ecuacion de Perry-Robertson.

Para desarrollar las ecuaciones se tomaron en cuenta 2 casos.

e Extremos Articulados: Formula de Smith-Southwell.

e Columna con un extremo empotrado y el otro libre.

Extremos Articulados: Formula de Smith-Southwell.

Considérese la columna que se muestra en la figura A1.3. Esta soporta una carga “P”
con excentricidad “e” en uno de los ejes principales.

Para este caso, no existira una carga de “pandeo” como se vio anteriormente, ya que la
columna se flexionara inmediatamente al aplicar carga y la flexion ocurrira sobre el otro
eje principal.

Figura A1-3. Columna con carga excéntrica (extremos articulados).

En base a la figura A1-3., la expresion la ecuacion:
C=-P(y—e) (A1.19)
2

d’y
EI===-P(y+
dx’ (+e) (A1.20)
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Resolviendo la ecuacion diferencial de segundo orden nos da una solucion igual a:

y= ASen(kx) + BCos(/cx) —e

(A1.21)
Aplicando las condiciones de frontera a la solucién se tiene que:
Cuando x=0y y=0
B=e
Y cuando x:£ y d—yzo
2 dx
kL
y+e= eTan(zj[Sen(kx)]+ eCos(kx)
. L L
Para la deflexion maxima, cuando x = 3 y y=90
O+e= eSeL{ij
2 (A1.22)

Para el Momento Flector Maximo, se multiplica la expresién (A1.22) por la carga “P”.

P(o+e)= P(eSec(kZLD

El esfuerzo maximo debido a la flexién es
@ = PeSec k—L ﬁ
I 2 )1

Donde el esfuerzo se escribe como:

O-max = Gcamp + O-ﬂexio'n (A1 23)
Obteniendo la férmula de Smith-Southwell.
O = Gl:l + Z};Sec(g E?c-z H
(A1.24)
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Columna con un extremo empotrado y otro libre.

Se considera una columna con carga excéntrica en un lado con la condicion de empotre
de un lado y el otro libre como se muestra en la figura A1-4.

Figura A1-4. Columna con carga excéntrica (un extremo libre y el otro empotrado).

La expresién caracteristica en funcion del diagrama de Cuerpo Libre es:

d2
d { =P(€0 _y)
x (A1.25)

EI

Solucionando la ecuacién diferencial tenemos que

y = ACos (kx)+ BSen(kx)+ e, (A1.26)
Como se vio anteriormente, sélo se hara referencia a la obtencion de la solucién anterior.
Aplicando las condiciones de frontera se tiene:

Cuando x=0 y y=0.

Cuando x=0 vy d—y:O:
dx

Cuando x=L y y=9.
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S +e = eSec(kL)

Esta es la misma ecuacién que se obtiene para los extremos articulados, sélo que la
diferencia radica en que L se substituye por 2L, en este caso se aplica la formula de
Smith-Southwell siempre que emplee la longitud equivalente de la columna.

Entonces la expresién queda de la siguiente manera:

eh L | o
O = O| 14— Sec| — 5
k 2\ Ek

Carga uniformemente distribuida.

(A1.27)

Se considera a la columna con carga uniformemente distribuida, donde el origen esta en
el centro, pero y se mide a partir de la posicién de deflexion maxima como muestra la

figura A1-5.

M
unidad
de
longitud

P ¥ P
—
1 i
wL G wL
- L -
2 —_— 2
X 2

Figura A1-5. Columna con carga uniformemente distribuida.

La ecuacion que describe la carga uniformemente distribuida en una columna es:

2 2
d y+k2y=W(L—x2j+k25

2
dx 2EI (A1.28)

Solucionando la ecuacion diferencial y aplicando las condiciones de frontera, se obtiene la
ecuacion del Momento Flector Maximo:

M = Kz (Senh(ij - IJ
k 2 (A1.29)
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Planos y Explosivos.
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