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Capitulo 1

Introduccion.

El uso de los objetos matematicos a los cuales llamamos niimeros empe-
76 probablemente hace varias docenas de miles de anos, se han encontrado
marcas en hueso y piedra en notacién unaria que datan de tiempos anterio-
res al ano 36,000 A. C. Basados en estos primeros sistemas de numeracion,
el ser humano dio inicio al estudio del primer conjunto infinito de niimeros,
los ndmeros naturales, conjunto denotado por N = {1,2,3,....}, y la primera
operacion binaria, la suma.

Conforme nuestro entendimiento sobre estos objetos abstractos, y del
mundo en general, fue avanzando, se presenté la necesidad de nuevas clases
de nimeros. El siguiente conjunto a presentar es el conjunto de los niimeros
enteros Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}. Aunque posterior en su desarrollo histori-
co a los nimeros fraccionarios, es la primera extension natural de N, resul-
tado de la necesidad de resolver ecuaciones simples, problemas de la forma
a—+b = c. Asi, con la introduccién de nuevas operaciones aritméticas, surgen
nuevas ecuaciones cuya solucion requiere de nuevas clases de niumeros. Ecua-
ciones de la forma a * b = ¢ dieron origen al conjunto de los niimeros frac-
cionarios, Q = {p/q : p,q € Z con q # 0}. Limites de sucesiones, necesarias
para determinar nimeros trascendentes como , dieron origen al conjunto
de los ntimeros reales R; y ecuaciones exponenciales, a’ = ¢, a los ntimeros
complejos C, objetos principales de estudio del Andlisis Matematico.

Las tres operaciones binarias descritas generan en su conjunto los pro-
blemas conocidos como ecuaciones polinomiales. La soluciéon de ecuaciones
de segundo grado se remonta a los tiempos de la antigua Babilonia (1600
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A. C.), evidenciado por la presencia de grabados de arcilla que presentan
soluciones generales que sugieren construcciones algebraicas. Para mediados
del siglo X VI, gracias al desarrollo del algebra y los trabajos de Tartaglia y
Cardano, entre otros, soluciones generales a los problemas polinomiales de
tercer y cuarto grado eran conocidas. Sin embargo, las ecuaciones de quin-
to y mayor grado mostraron ser un desafio cuya solucién evadié incluso a
algunos de los més reconocidos matematicos como Euler y Lagrange. Final-
mente se demostrd la inexistencia de una solucién general gracias al teorema
de Ruffini-Abel. Sin embargo, casos especiales de ecuaciones de grado mayor
a 4 todavia podian presentar soluciones.

Motivado a encontrar condiciones generales para la existencia de solu-
ciones de los ecuaciones polinomiales de grado mayor 4, el joven matematico
Evariste Galois (25 de Octubre, 1811 — 31 de Mayo, 1832) desarroll6 el con-
cepto de Grupo, una asociaciéon entre estas nuevas estructures algebraicas
y los polinomios y, con estos resultados, dio condiciones suficientes y nece-
sarias para la existencia de soluciones por radicales. Sus resultados, de gran
importancia para este texto, dieron origen al marco de la Teoria de Galois,
que provee una importante asociaciéon entre la Teoria de Grupos y la Teoria
de Campos.

Los conceptos modernos de anillo y campo como estructuras algebraicas
se deben al trabajo realizado por el matematico aleman Julius Wilhelm
Richard Dedekind (6 de Octubre, 1831 — 12 de Febrero, 1916), basado en
la recurrencia de propiedades algebraicas presentes en los sistemas clésicos
de ntimeros, los conjuntos N, Z, Q, R y C. Las ideas de Dedekind se asen-
taron con el posterior desarrollo del dlgebra abstracta influenciado por We-
ber, Hilbert, Noether y van der Waerden, entre otros. Gracias a esta nue-
va visién abstracta de los sistemas algebraicos, podemos definir y estudiar
nuevas clases de estructuras algebraicas. Entre ellas, los campos y una de
sus subclases, los campos finitos.



Capitulo 2

Anillos y Campos.

Definicién 2.1. Un anillo es una estructura algebraica (R, +, *) donde R
es un conjunto con dos operaciones binarias +: RxR — Ry*: RxR — R
que cumplen los siguientes axiomas:

Para todos a, by c elementos de R:

1.

7.

8.

a+b=b+a.
a+(b+c)=(a+b) +ec.
FExiste 0 € R tal que para toda a € R, a+0=04+a=a .

Dada a € R, existe —a € R tal que a + (—a) = 0, —a es llamado el
tnverso aditivo de a.

(axb)xc=ax(bxc).

cx(a+b)=(cxa)+ (cxb)yax(b+c)=(axb)+ (axc).

Si también cumple con:
axb=>bxa.

FExiste 1gr € R, tal que 1g *a = a para toda a € R.

entonces R es un anillo conmutativo con 1. Para efectos de esta tesis todo
anillo serd un anillo conmutativo con 1. A los elementos Og y 1g se les llama
el 0 y el 1 del anillo respectivamente. Si R cumple con 2, 3 y 4 entonces

7
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(R,4) es un grupo; es un grupo abeliano si ademds cumple con 1. Un sub-
conjunto no vacio H de un grupo (G, +) es un subgrupo si es cerrado bajo
+ v, si a € H entonces —a € H.

Definicién 2.2. Un campo es un anillo F' tal que
9. Para todo a € F, a # 0, existe b € F tal que axb = 1.

Sean axb = 1y a*b = 1. Entonces tenemos que a *x b = a * bV,
multiplicando ambos lados por b, tenemos que (a * b) xb = (a x b) x b’ de
donde b = b'. Entonces el inverso mailtiplicativo de a es tnico y se denota
por a~*

Si F' es un campo definimos la division de la siguiente forma:

a/b=axb"' a,beFb#0 (2.3)

Definiciéon 2.4. Un elemento u € R es una unidad si existe v € R tal que
u*v = 1. En un campo, todo elemento distinto de cero es una unidad.

Teorema 2.5. Sea R un anillo. Entonces:

(1) Siexr =r ylsxr=r para toda r € R, entonces e = 1. El neutro
multiplicativo es unico.

(#3) 0% r =0 para toda r € R.
(1ii) Si —r es el inverso aditivo de r € R entonces —r = (—1) xr.
() (—r)x(—s) = —(r«s) para todar,s € R. En particular (—1) * (=1) = 1.

Demostracion.

1) Sea e € al que exr = r para toda r € R. En particular, cuando r =1,
i) S R tal tod R. E ticul d 1
tenemos que e 7 = 1. Pero e * 1 = ¢, por lo tanto e = 1.

(#1) Como 0 = 0+ 0, podemos distribuir 07 = (0+0) *7 como (0+0)*r =
0*7r+4+0=x7r, de donde 0% r = 0*r + 0 * r restando O * r en ambos lados
tenemos que 0 *r = 0.

(#31) Yaque —1+1 =0,0 = 0*r = (=1 + 1) % r, por distributividad
(=141)*r = (—=1)*r+r; de donde 0 = (—1) *xr+r. Por lo tanto, sumando
—r en ambos lados, —r = (—1) * 7.



(iv) Por el #ii tenemos que 0 = 0% (—1) = (—s+ ) * (—r) = (—r) x (—s) +
(=) % (s) = (=r) * (—s) + (=7 * s), sumando r * s en ambos lados tenemos
—(r*s)=(—r)*(—s). -

Consideremos un anillo R tal que 1 =0, sir € R, entoncesr =1x1 =
0*r = 0; por lo tanto, R solo cuenta un elemento, el 0. Llamamos a este
anillo el anillo trivial. De aqui en adelante, en todo anillo, 1 # 0.

Definicién 2.6. Sea R un anillo. Si r,s € R decimos que r divide a s, 6 s
es maltiplo de r, si existe 1’ € R tal que r x ' = s. Se denota por r|s.

Ejemplo 2.7. Si R es un anillo, definimos un polinomio f(x) con coefi-
cientes en R, un polinomio sobre R, como una sucesién de la forma

f(x) = (co, 1505 ¢0,0,0,..)
donde ¢y, ..., ¢, € Ry ¢; = 0 para toda j > n. Si g(z) = (bo, b1, ..., ) entonces
g(x) = f(z) si, y sblo si, b; = ¢; para toda i. Denotamos como R[z] al
conjunto de todos los polinomios f(x) sobre R, y definimos las operaciones
suma (+ : R[z] X Rlzx] — R[z]) y multiplicacion (x : Rlx] X R[x] — R[z]) de
la siguiente forma:

+((Co, c1, ), (bo,bl, )) = (C() +bg,c1 + b1, ..., c; + by, )
y
*((Co, Ci, ), (bo,bl, )) = (60, €1,...,€4, ),

donde e = Z ¢; * bj. La estructura algebraica dada por (R[z],+,%*) es
k=i+j
un anillo con Og[;) = (0,0,...) y 1g = (1,0,0,...).

Definimos el grado de un polinomio f(z), O(f), como el nimero natural
n tal que ¢; = 0 para toda j > n, y ¢, # 0. Si f = 0 entonces 0(f) = —oc.
Si O(f) = n entonces podemos describir a f(x) como f(z) = (co, ..., Cn).
Llamamos a ¢, el coeficiente lider.

Ejemplo 2.8. Sean n un niimero entero positivo y a € Z, definimos la clase
de equivalencia de a médulo n como

[a) ={m €Z:m =a+k+*n para alguna k € Z}

={m €Z: m = a mdédulo n}.
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Si definimos el conjunto n * Z = nZ como

nZ={nxm:m €7z}

entonces, tenemos que [a] = [b] si, y s6lo si, a — b € n x Z.

Dado lo anterior, podemos definir al conjunto Z, = {[a] : a € Z} y en él
dos operaciones binarias:

+ Ly X Ly — Ly,
(lal, [0]) = [a + B]

* Ly, X Loy, — Ly,
(lal, [b]) = [a = b].

Sean [a] = [a] y [b] = [b'], entonces @’ =a+ k1 *xny b =b+ kg xn, de
donde @'+ = (a+ky*n)+ (b+ka*n) = (a+0b)+ (k1 + ko) * n. De forma
andloga, axb = (a+ky*n)*(b+koxn) = axb+ (axke+bxk1+kixkoxn)xn.
Por lo tanto, las operaciones +, * estan bien definidas y (Z,,, +, *) es un ani-
llo. Llamamos a (Z,,, +, *) el anillo de los nimeros enteros mddulo n.

En general, si R es un grupo abeliano e I es un subgrupo de R, definimos
una clase de equivalencia de I como

I+s={meR:m-—sel}, (2.9)

y al conjunto R/I, como el conjunto de todas las clases de equivalencia de
I. Si definimos +r/; como (I +5)+ (I +s') =1+ (s+ '), (R/I,+) es un
grupo llamado grupo cociente. El conjunto I + s = s+ I es llamado la clase
lateral que contiene a sy se denota por [s].

Definicién 2.10. Un ideal en un anillo R es un subconjunto I tal que
(1) 0erl
(i) a,b € I implica que a —be I

(tit) a € I 'y r € R implica que r xa € [

Un ideal I se dice que es un ideal propio si I # R.
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Todo anillo R contiene a los ideales R y {0}. Si el ideal I del anillo R
contiene a una unidad u, entonces, para toda r € R, tenemos que r*xu € I,
de donde r = (u*xu=t)*7r =u"t* (u*7) € I, por lo tanto, I = R. Esto
es, un ideal no es propio si contiene una unidad, en particular, si contiene
al 1R-

Definicién 2.11. Sea a € R, consideremos el conjunto (a) = {r*a: r € R}.
Entonces:

(7) 0xa =0, por lo cual, 0 € (a)

(i) Sir,s € (a) existen ', s’ € R tales que r = 1" xay s = s’ xa. De
donde r —s=r"xa—s xa= (1" —s')*a, por lo cual, r — s € (a).

(113) Sis € {a)yr € R,rxs =rx(s'*a) = (r*s’)xa, por lo cual, r*s € (a).

Por lo tanto {a) es un ideal, llamado el ideal principal generado por a. Un
anillo R es llamado un dominio de ideales principales si todo ideal es un
ideal principal.

Ejemplo: Lema 2.12. Si R es un anillo cuyos tnicos ideales son {0} y R,
entonces R es un campo.

Demostracion. Sea a € R, a # 0. Consideremos al ideal {a), por hipGtesis
(a) = {0} o (a) = R. Ya que a # 0 y a € (a), tenemos que (a) # {0}. Por
lo cual, (a) = Ry 1€ R, de donde existe a=! € R tal que 1 = a*a~!. Por
lo tanto, R es un campo. O

Ejemplo 2.13. Sean R un anillo y a1, ...,a, € R; definimos el conjunto
(a1, yan)y ={ri*xa1+ ...+ rp*xay, 1 € R1<i<n}=1I

Notemos que si 7; = 0 para todo ¢ tenemos que ry xay + ... + r, *a, =0y
0 € 1. Ademsds, siry *aj + ... + Ty *x an, ) * a1 + ... + 11, * a, € I, entonces

(i) mxar+...+rp*a,— (ri*ar +...+7,%a,) = (r1 —r}) xa1 + ...+
(rn—1})%ay, €1,
y que, para toda r € R,

(1) rx(ri*ar + ... +7) xay) = (r«r)*xa;+ ...+ (r=r,)*a, € I.

Por lo tanto, (a1, ..., a,) es un ideal llamado el ideal generado por el conjunto
{a1,...,an}.
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Teorema 2.14. Si F' es un campo, entonces F|x] es un dominio de ideales
principales.

Demostracion. Sea I un ideal en F[z]. Si I = {0}, entonces I = (0). Supon-
gamos que I # {0}, sea m(z) € I un polinomio de grado minimo distinto
de 0, es decir, si n(x) € I, n(z) # 0, entonces d(m) < d(n). Notemos que
m(z) existe, al ser I # {0} existe al menos un polinomio de grado no nega-
tivo; ademds el conjunto de grados no negativos es un subconjunto de los
naturales, por lo que tiene un primer elemento.

Consideremos a (m(z)). Sea f(z) € (m(x)), existe g(z) € F[z] tal que
f(z) = m(z) * g(z). Ya que m(z) € I tenemos que f(z) € I, por lo cual
(m(z)) C I.

Sea f(x) € I. Usando el algoritmo de la divisién (8.11), existen poli-
nomios g(x) y r(x), con d(r) < d(m) en Flx] tales que f(x) = q(z)*m(x)+
r(x), de donde r(z) = f(z) — q(z) * m(x) € I. Pero como m(z) es un poli-
nomio de grado minimo, (x) = 0. Por lo tanto, f(z) = ¢(x)*m(z) € (m(x)),
Ic (m(x))el=(m(z)). O

Sean R un anillo, ¢ € R y v una unidad en R. Claramente (u*a) C (a).
Sea u' € R tal que u*xu = 1. Si s € (a) entonces existe r € R tal que
s =rxa,de donde s = (r*a) x (u*xu') = (r+u) * (ux*a); por lo cual,
s € R(uxa), (a) C{uxa)y (a) = (uxa).

Decimos que un polinomio es mdnico si su coeficiente lider (el de ma-
yor grado) es 1. Entonces, si I = (p(z)) con p(z) = (ap,a1,...,a,), para
la unidad u(z) € Flz] dada por u(z) = (up = a,',0,...,0,...), tenemos
que (p(z)) = (u(x) x f(x)) = (f(z)) donde f(z) es el polinomio méni-
co f(z) = (ag*a,;t,a; xa;t,...;an_1 % a,*,1). Es decir, para un campo F,
todo ideal I de F[z] estd generado por un polinomio mdnico f(x) dnico para

cada ideal, I = (f(x)).

Definiciéon 2.15. Un anillo R es un dominio entero si para todo a,b € R
tales que a # 0 y b # 0 entonces a * b # 0. Si para a # 0 existe b # 0 tal
que a * b = 0, entonces a es un divisor de cero. Un anillo es un dominio
entero si no contiene divisores de cero. A estos anillos se les puede llamar
simplemente dominio.

Proposicion 2.16. Todo campo es un dominio entero.
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Demostracion. Supongamos que R es un campo y 7, s € R tales que rxs =0
con 7 # 0. Como r~t xr = 1, entonces 0 = r~ 1 x0 = r~Lx(rxs) =

(r~txr)*s=1%s=s, por lo tanto s = 0. O

Teorema 2.17. Un anillo R es un dominio si, y sélo si satisface la regla
de la cancelacién: sirxa=1+*b yr #0, entonces a =b.

Demostracion. Sean R un dominioy r € Rconr # 0. SiT*a =r b en-
tonces r*(a—b) = 0. Como R es un dominio, a—b = 0 y, por lo tanto, a = b.

Ahora supongamos que la regla de cancelacién es cierta en R. Sean
r,a # 0 tales que r * a = 0. Entonces, por el teorema 2.5, rxa=0=1rx0

implica que a = 0, que es una contradiccién.
O

Definicién 2.18. Sean R un dominio y f(x),g(x) € R[z]. Un mdzimo
comin diwisor (mem) de f(x) y g(x) es un polinomio d(z) tal que:

(i) d(z)|f(z) y d(z)|g(x). Se dice que d(z) es un comin divisor de f(x)
y 9().
(74) Sic(z) es un comun divisor de f(z) y g(z), entonces c(z)|d(x).

(#4i) d(z) es un polinomio ménico.

Notemos que podemos extender esta definicién a cualquier anillo omitiendo
el axioma (7i7). Para el anillo de polinomios sobre un campo, el maximo
comun divisor es Unico y se denota por d(z) = (f(x), g(z)).

Si (f(x),g(x)) =1, decimos que f(x) y g(x) son primos relativos.

Teorema 2.19. Sean F un campo y f(z), g(x) € Fx] dos polinomios dis-
tintos de cero. Entonces, d(x) = (f(x),g(x)) existe y es una combinacién
lineal de f(x) y g(x). Es decir, existen elementos a(x),b(x) en el anillo F|x]
tales que

d(x) = a(x) x f(z) + b(z) * g(x). (2.20)

Demostracion. Por el ejemplo 2.13, el conjunto
I'={a(z)* f(x) + b(z) * g(z) : a(z), b(z) € Flx]}

es un ideal. Como F' es un campo, por el teorema 2.14, F[z] es un dominio
de ideales principales e I es un ideal principal, es decir, existe un polinomio
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ménico d(z) € I tal que (d(z)) = 1.

Ya que d(x) € I, existen a(z),b(x) € F[z] tales que d(z) = a(z) * f(z) +

) €
b(x) * g(x). Como f( ),9(x) € I, d(w)|f () y d(2)]g(x). Finalmente, si c(x)
es un divisor comin de f(x) y g(x), para algunos polinomios ¢ (x),c”(z)
tenemos que f(z) = c(z) * ' (x) y g(x) = ¢(x) * ¢’ (x), de donde

d(x) = a(z) « f(x) + b(z) * g(z)
= a(z) * (c(z) * ' (x)) + b(z) * (c(z) * "' (z))
= c(z) * (a(z) * ' (z) + b(x) * ' (x)) y c(z)|d(x)

Por lo tanto, d(z) = (f(z), g(x)).

Corolario: Lema de Euclides 2.21. Sea F' un campo, y sea p(x) un
polinomio en F[z] tal que no existen polinomios f(z),g9(x) € Flz] con
a(f),0(g) < O(p) tales que p(x) = f(x) * g(x). Si p(x)|q(z) * ... x ¢n(2)

entonces eziste ¢;j(z), 1 < j <n, tal que p(x)|g;(z)

Demostracion. Supongamos que p(z)|q1(z)*g2(x), si p(z) no divide a ¢ (),
entonces, por el teorema 2.19, existen a(x),g(x) € Flz] tales que 1 =
a(x)»p(2) +b() a1 (x). Por lo cual, ga(x) = go(x)#1 = g2(x) # (a(z) #p(z)
b(x)*q1(x)). Ya que p(x)|q1 (z)*g2(x). y p(x) no puede ser de la forma p(x) =
f(x) * g(x), existe k(x) € F[z] tal que p(z) * k(x) = ¢1(x) * g2(z), de donde
q2(z) = qa(z)*a(z)*xp(x)+b(x)xk(z)*p(x) = p(x)*(q2(z)*a(x)+b(z)*k(z)).
Por lo tanto, p(x)|gz(x).

O

Por induccién sobre n > 2, terminamos.

Corolario 2.22. Sean F un campo, f(x),g(z) € Flz], y sea I = (f(x), g(x))
el ideal generado por f(x) y g(x). Entonces I = {(d(z)) donde d(x) =
(f(z),g9(x)) (d(z) es el mdzimo comin divisor).

Demostracion. Por la demostracién del teorema 2.19 tenemos que I =
(d(x)). O

Definicién 2.23. Sea I un ideal del anillo R, el anillo cociente R/I consiste
en (R/I,+,x*), donde + y * estdn dados por:

(I+s)+({I+s)=I+(s+5)
(I+s)x(IT+s)=1+(s*5)
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Ejemplo 2.24. Sean F un campo, I = (p(z)) el ideal principal generado
por p(xz) y R el anillo R = Flx]/I. Si f(z) y p(x) son primos relativos,
entonces existen a(x),b(x) € F(z) tales que a(x) * f(x) + b(z) * p(x) = 1.

Notemos que I + 1 =1+ a(x) * f(x) + b(z) xp(x) = I + a(x) * f(z), ya
que b(z) * p(x) € I, de donde I + f(x) es una unidad con I 4 a(z) como
inverso.

Definicién 2.25. Un subanillo de un anillo R es un subgrupo S de R bajo
+ que contiene a 1 y es cerrado bajo *. Un subcampo es un subanillo de un
anillo que es un campo.

Definicién 2.26. El subcampo primario de un campo F' es la interseccion
de todos los subcampos de F.

Teorema 2.27. El anillo Z,, es un campo si, y solo si n es un numero
primo.

Demostracion. Supongamos que n no es un numero primo. Si n = 1, en-
tonces Z,, = 7Z/Z que solo contiene un elemento, por lo cual no puede ser
un campo. Si n > 1, entonces existen r y s enteros positivos menores a n
tales que n = r * s. Sea I = nZ,

(IT+r)«(I+s)=T+(rxs)=1 (2.28)

Pero I es el elemento cero de Z/I, mientras que I + r e I + s son di-
ferentes de cero. Ya que el producto de dos elementos diferentes de cero es
cero, Z/I no puede ser un campo.

Ahora supongamos que n es primo. Sea I + r un elemento diferente de
cero en Z/I, de donde n no divide a . Ya que n es primo, r y n son primos
relativos, por lo cual existen enteros s y t tales que s *xr +t*xn = 1. De
donde,

T+s)«xT+r)=T+1)—T+n)«(I+t)=T+1)—T+nxt)=IT+1.

Ya que I 4+ 1 es el elemento identidad de Z/I, hemos encontrado un
inverso multiplicativo dado cualquier elemento I + r. Por lo tanto, todo
elemento no cero de Z/I es una unidad. Entonces Z,, = Z/I es un campo.

O
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Teorema 2.29. Para cada dominio R existe un campo Frac(R) que con-
tiene a R como subanillo. Ademds, cada elemento r € Frac(R) tiene una
factorizacién r =p*q~! conp,q € R y q#0.

Demostracion. Sean R un dominio, y S el conjunto de todas las parejas
ordenadas (r, s) donde r,s € R con s # 0. Definimos una relacién de equi-
valencia ~ en S dada por

(r,s) ~ (t,u) si, y sblosir«u=sxt

Denotamos la clase lateral de (r,s) por [r,s]. Sea Frac(R) el conjun-
to de todas las clases laterales. Definimos dos operaciones binarias +,* :
Frac(R) x Frac(R) — Frac(R) por

[r,s] + [t,u] = [r*u+t*s,s*u]
[r,s] = [t,u] = [r*t,s=*u]
Como R es un dominio, s *u # 0. Sean [r, s] = [a,b] v [t,u] = [¢,d],
[rys]+[t,u] =[rxu+txs,sxul & [a,b+[c,d=[axd+c*xbbxd]

vaquerxb=sxaytxd=uxc,

(reuttxs)*x(bxd)=(r+b)*x(dxu)+ (txd)*(bxs)
=(s*xa)*(d*xu)+ (uxc)*(bxs)
= (s*xu)(axd+cxb)

por lo cual [rxu+t*xs,sxu] =[a*xd+cx*b,bx*d]. Ademds,

[r,s] * [t,u] = [rxt,sxu] & [a,b]x[c,d] =][axc,bx*d]

tenemos que,

(rxt)x(bxd) = (r=b)*(txd)

=(s*xa)*(ux*c)

Por lo cual [r,s] * [t,u] = [a,b] * [¢,d]. Por lo tanto, + y * estdn bien
definidas.

Sean [r,s],[t,u],[p,q] € R, como R es un anillo y 7, s,t,u,py q € R,
r,s # 0:
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s+l =[rrut skt skul = [Exs+uxr,uxs| = [t,u] + [rs].

.o rs]+ 0,1 =[r*x14+s%0,s%1]

.Sl sl =[rxs—sxr, 8% s8]

[T’5]+([t7u}+[pvq]) T,S]—i—[t*q—l—u*p,u*q]

=
=[rxu*xq+s(t*q+u*xp),u*qx*s|
=[rsxu*xq+s(t*xq+uxp),u*qsx*s]
=[rxuxqgrs+sktkqg+s*xuxp,uxqx*s
=[(r*u—+s*xt)*q+sku*p,s*ux*q
=[r+xu+sxt,sxu]+[p,q

= ([r, s + [t,u]) + [p,q]

T, 8|

= [ s
= [0, s x s]. Notemos que 0x1 =0 =
(s #5) * 0 implica que [0, s * 5] = [0,1] = 0pyac(r)-

[, ] ([t u] + [p,g]) = [ry 8] % [t + g+ uxpusq]
=[rstxqg+rru*p,s*uq

|~

[r*t,s*u]+[r*p,s*q]
=[(r«t)*(s*q)+ (sxu)*(r=p),
(s xu)* (s%q)]-

[r, 8] * [t,u] + [r, s] * [p, q]

Tenemos que

((s*u)*(sxq))*(r+txq+7*ux*p)
= SKUKXSHQATHERGFSHkUKXSK QT * UKD

=(sxu*xq)*((rxtxs*q)+(sxuxrx*p)
=(sxuxq)*x((r=t)*(s*xq)+ (sxu)x*(r*p)),

por lo tanto, [r, s] * ([t,u] + [p,q]) = [r, 8] * [t,u] + [r, s] * [p, q].

o sl u]l = [rxt, s xu]l = [Exr,uxs) = [t u] x[r, 8]

o ([ry 8] * [ty u]) x [p,g] = [r = (txp), s (uxq)] =[r ]+ ([t,u] * [p,q])-
s [L 1) =[rxl,sx 1] = [r,s].
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9. [r,s]x[s,r] = [r*s,s%r], como (rxs)x1 = (s*r)x1, [rxs,sxr] =[1,1].
10. Por dltimo [r,s] = [r,1] * [1, s], donde [1,s] = [s, 1]~ .

Por lo tanto, Frac(R) es un campo y existen p,q € R tales que r = p* ¢!
para cada r € Frac(R). Notemos que, podemos ver a los elementos en
Frac(R) de la forma a/b, con b # 0, donde a,b € R. O

Definicién 2.30. Si R es un dominio, entonces Frac(R) es llamado el
campo de cocientes de R.



Capitulo 3

Ideales y Homomorfismos

Definicién 3.1. Sean R y S anillos, una funcién ¢ : R — S es un homo-
morfismo de anillos si, para toda r,7’ € R:

(&) o(r+7r) = o(r) +o(r).

(id) @(rxr') = @(r) « (r').
(i) @(1r) = Ls.
Un homomorfismo ¢ : R — S es un isomorfismo si ¢ es una biyeccién. Si
para R y S anillos existe dicho isomorfismo, entonces se dice que R y S son
anillos isomorfos y se denota por R = S. Un homomorfismo ¢ de un anillo

en si mismo, es decir ¢ : R — R, que ademads es un isomorfismo, es llamado
un automorfismo.

Sean R un grupo y H un subgrupo de R. Decimos que un automorfismo
o de R deja fijo a H si 0 : h— h para todo h € H.

Ejemplo 3.2. Sean Ry S anillos. Definimos el conjunto Hom(R, S) como
Hom(R,S)={o: R — S :0 es un homomorfismo }
y a las operaciones
+ :Hom(R,S) x Hom(R,S) — Hom(R,S)
(o,7)— (0 +7)

y
*:S x Hom(R,S) — Hom(R, S)

(c,0) — (cx0)

19
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donde (cxo)(x) = cxo(z) y (0 + 7)(z) = o(z) + 7(z) . Entonces, las
operaciones + y * definen en Hom(R,S) la estructura de un S-médulo
izquierdo. Si ademds S es un campo, entonces tenemos la estructura de un
espacio vectorial sobre S.

Proposicion 3.3. Si ¢ : R — S es un mapeo suprayectivo de anillos tal
que cumple con o(r xr') = p(r) * p(r'), entonces ¢(1g) = 1g. Ademds, si
cumple con o(r +1") = o(r) + o(r') entonces (0) =0 y p(—r) = —p(r).

Demostracion. Sea s € S tal que s # 0. Entonces existe r € R tal que
or)=sys=p(r)=pr*1,) = o) *p(lg). Luego, por el teorema 2.5,
¢(1r) = 1s.

Ahora, si p(r) € S entonces ¢(r) = p(r+0) = o(r) 4+ ¢(0); por lo tanto,
©(0) = 0. Luego, 0 = ¢(r —r) = ¢(r) + ¢(—r). De donde, al ser S un anillo,
p(=r) = —p(r). 0

Ejemplo 3.4. Definimos el conjunto imagen del homomorfismo de anillos
¢: R — S como imgp = {o(r) : r € R}.
Sean s,s’ € imgep, entonces existen r,r’ € R tales que ¢(r) = sy
o(r') = §'. Luego:
(i) s+ =o(r)+ o) = o(r +1') € imge,
(#3) Por la proposicién 3.3, —s = (—1)xs = o(—=1)xp(r) = p(—r) € imgep
(#4i) Por definicién de homomorfismo, ¢(1) =1
y
(i) sxs =@(r)*xp(r') =p(r*xr) € imge.
Por lo tanto, imge es un subanillo de S.

Definimos la imagen de un subconjunto I C R como ¢(I) = {p(r) : r €
I C R}.

Ejemplo 3.5. Consideremos al campo F = Frac(R) para el dominio R,
Sea

i:R—F
iire ]

entonces, para 7,7’ € R



21

(@) i(r+r)y=[r+r,1]=[r1]+ 1] =ilr)+ i(r),
(#1) i(r=r")=[rxr' 1] =[r,1] * [, 1] = i(r) x i(r'),
Yy
(”7’) Z(l) = [17 1} = 1Frac(R)-

Por lo que i es un homomorfismo de anillos. Llamamos al homomorfismo
1 el homomorfismo inclusion.

Ejemplo 3.6. El mapeo 7 : Z — Z,, definido por 7 : a — [a], es un homo-
morfismo suprayectivo de anillos.

Sean r, 7’ € R, y el mapeo 7 : R — R/I como r — I + r. Entonces

a(rxr)=IT+(xr)=T+r)«(I+7")=mx(r)*r(r).
En general, definimos el mapeo natural entre un anillo y su anillo cociente

como el homomorfismo suprayectivo de anillos 7.

Definicién 3.7. El nicleo de un homomorfismo ¢ : R — S es el conjunto

kero ={r e R: p(r) =0},

Notemos que el axioma (iii) de la definicién de homomorfismo nos excluye
el caso kery = R. Ademads, el 0 siempre pertenece al ntcleo. Por lo cual,
este nunca es vacio.

Ejemplo 3.8. FEl mapeo natural

m:R— R/I
r—I4+r

tiene a I como nicleo, ya que, para todo s € I, tenemos que I +s =1; y si
s ¢ 1, entonces s+ 1 # 1.
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Teorema 3.9. Si ¢ : R — S es un homomorfismo de anillos, entonces
kerp es un ideal propio de R. Ademds, ¢ es un mapeo inyectivo si, y solo
si, kerp = {0}.

Demostracion. Sean a,b € kerp y r € R, entonces
p(r+a) =p(r)*pla) = ¢(r) «0 =0,

pla—b) =p(a) —p(b) =0-0=0.
Por lo tanto, r x a,a — b € keryp, entonces kery es un ideal en R. Como

¢ es un homomorfismo de anillos, ¢(1) = 1 # 0, por lo que kery es un ideal
propio de R.

Supongamos que kerg = {0}. Si ¢(r) = ¢(r'), entonces

0=(r) — (') = p(r —1')
por lo que r — 1’ € keryp de donde r — 7' =0 y r = r’. Por lo tanto, ¢ es un
homomorfismo inyectivo.

Por otro lado, si ¢ es un homomorfismo inyectivo y si r # 0, entonces
o(r) # ¢(0) = 0. Por lo cual, kerp = {0}.

O

Ejemplo: Proposicion 3.10. Sean I un ideal del anillo R y J un ideal
del anillo S. Sea ¢ : R — S un isomorfismo de anillos tal que p(I) = J.
Entonces, la funcion ¢ : R/I — S/J dada por r + 1 — @(r) + J es un
isomorfismo de anillos.

Demostracion. Sea r + I = r’ + I, entonces
(o(r) +J) = ((r') + J)
) —

(p(r) = (o) +J
o(r—7r")+J.

e(r+1)—¢(r" +1)

Yaque o(I) = Jyr—r' € I, entonces o(r—r') € Jy ¢ estd bien definida.

Ahora, si r + I € ker entonces ¢(r) +J = J y ¢(r) € J. Por lo tanto,
r € lyr+I=1I.Porlotanto, ¢ es inyectiva. Si s+1 € S/J, ya que ¢ es un
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isomorfismo, y en particular es suprayectiva, existe r € R tal que ¢(r) = s.
Por lo tanto, ¢ es suprayectiva.

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de anillos.

O

Ejemplo 3.11. El homomorfismo de anillos ¢ : R — Frac(R) es una in-
yeccion. Si 7 € keri tenemos que i(r) = [r,1] = Opyqc(r) = [0,1], de donde
r*1 = 1x0, entonces r = 0. Por lo tanto, keri = {0} e 7 es un homomorfismo
inyectivo.

Consideremos i restringido al conjunto imgi, esto es:
i|"™9" : R — imgi

i s () = [, 1]

Ya que 7 es un homomorfismo inyectivo y suprayectivo en su imagen, 4|*"9*
es un isomorfismo de anillos.

Teorema (Primer Teorema de Isomorfismos) 3.12. Sean R y S ani-
llos y ¢ : R — S un homomorfismo suprayectivo de anillos. Entonces S es
isomorfo a R/ker¢ por el isomorfismo [r] — ¢(r). Ademds, hay una corres-
pondencia biyectiva entre el conjunto de los ideales de S y el conjunto de los
ideales de R que contienen a kero. Esta correspondencia puede obtenerse

asociando a cada ideal J de S el ideal I de R definido por
I={a€R:¢a) € J}
Con I ast definido, R/I es isomorfo al anillo S/J.

Demostracion. Consideremos al mapeo ¢ : R/ker¢ — S dado por [r] — ¢(r).
Notemos que si existen r,7’ € R tales que r + ker¢ = v’ + ker¢, entonces
r—r' €kergy ¢(r—r") =0; de donde ¢(r) — ¢(r') =0y ¢(r) = ¢(r'). Por

lo tanto, ¢ estd bien definido. Ademas:

(1) (r+s+1) = (r+s) = ¢(r) + ¢(s) = p(r + 1) + (s + ),

(#0) @(r*s+1I)=¢(rxs) = (r) x d(s) = p(r + 1) * (s + I).
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Por lo cual ¢ es un homomorfismo de anillos.

Ahora, si r+ I € kery entonces ¢(r) =0y r € ker¢; de donde [r] = [0].
Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de anillos inyectivo. Por lo tanto,
S = R/kerd.

Notemos que para cada ideal J en S, tenemos que para el conjunto
correspondiente I:

(1) Ya que 0 € J tenemos que 0 = ¢(0) € I.

(#7) Si r,r" € I entonces ¢(r),p(r') € Jy ¢(r) — ¢(r') € J, de donde
o(r—rYyedJyr—r el

(t5i) Sia €Iy r e R, entonces ¢p(ax*xr) = ¢(a) * p(r) € J, ya que J es un
ideal, y axr € I.

Por lo tanto, I es un ideal en R. Llamemos 1/ a esta correspondencia.
Sea (J) =¢(J'). Sise€ JC S, existe r € R tal que ¢(r) = s; por lo que
rel,s=¢(r)eJ yJcCJ. Deforma andloga, J'C Jy J = J'. Por lo
tanto, ¥ es una inyeccién.

Ahora, si I es un ideal de R que contiene a ker¢ le asociamos el conjunto
Jr dado por J; = {¢(r) € S : r € I}. Notemos que, si s € I, al ser ¢ un
suprayectivo, existe r € I tal que ¢(r) =1

(1) Yaque0eIy0=¢0)eJs.

(i7) Sis,s’ € Jp, existen r,r’ € I tales que ¢(r) = sy ¢(r') = ¢, de donde
r—r'elys—s =a¢(r—1r")ed.

(i4i) Sia € Jry s € S, existen @/ € I y r € R tales que ¢(r) = sy
¢(a') =a,de donde a' xr € I'y ¢(a’) *x d(r) = ¢(a’ x7r) € Jy.

Por lo tanto, para todo ideal I de R que contiene a ker¢, existe Jr tal que
¥(Jr) =1 . Por lo tanto, 1 es suprayectiva y ¢ es una biyeccién. O
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Proposicién 3.13. En la demostracion del teorema anterior (3.12), si ¢ :
R — S es homomorfismo suprayectivo, establecemos que la imagen de un
ideal es un ideal. Ademds, tenemos que la imagen de un ideal principal, es
un ideal principal.

Demostracion. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Sea I un ide-
al principal del anillo R generado por a. Si s € ¢({a)), entonces existe
s €I C R tal que ¢(s') = s. Ademds, existe r € R tal que s’ = r x a. De
donde, ya que ¢ es suprayectivo, s = ¢(s") = o(r x a) = ¢(r) * p(a). Por lo
tanto, p((a)) es el ideal principal generado por ¢(a), (¢(a)).

O

Teorema 3.14. Todo subcampo primario es isomorfo al campo Q de los
nimeros ractonales, o bien, al campo Z, de los nimeros enteros mddulo un
NUMEro primo p.

Demostracion. Sean F' un campo y P su subcampo primario. Como P es
un campo, P contiene a 0 y a 1, por lo tanto, contiene a los elementos n*
(n € Z) dados por:

lp+1p+... +1p (n veces) sin >0
n* =< 0p sin=0
—(—n)* sin <0

Notemos que el mapeo * : Z — P es un homomorfismo de anillos.
Tenemos dos casos.

Caso 1. n* = 0p para alguna n # 0.

Ya que (—n)* = Op, existe un entero positivo minimo p tal que p* = Op.
Si p no es un primo, existen r y s positivos enteros menores que p tales
que p = r * s, entonces r* x s* = p* = Op, de donde r* = Op o0 s* = Op,
contradiciendo nuestra eleccién de p. Por lo tanto, p es primo. Los elementos
n* forman un anillo isomorfo a Z,, que es un campo por el teorema 2.27.
Ya que P es el menor subcampo de F', P es un campo.

Caso 2. n* # 0 si n # 0. Entonces, P debe contener todos los elementos
m*/n* donde m y n son enteros con n # 0. Por el mapeo P — Q que
manda m*/n* a m/n, los elementos de la forma m*/n* generan un subcam-
po isomorfo a Q que necesariamente, al ser QQ un subcampo del subcampo
primario P, debe de ser todo P.
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O

Definiciéon 3.15. La caracteristica de un campo F es 0 si el subcampo pri-
mario de F' es isomorfo a Q, y es p si el subcampo primario de F' es isomorfo
a L.

Notemos que todos los campos finitos, ya que no pueden ser isomorfos
a @, son necesariamente de caracteristica p para algiun p primo.

Lema 3.16. Sean F' un campo de caracteristica p >0 y a,b € F. Para nZ
denotemos por n x a el producto n* x a. Entonces:

(1) pxa=0.
(i) (a+b)P =aP +bP.

(ii) (a+b)P" =a?" +pr"

Demostracion. Sea P el campo primario de F'. Entonces P =2 Z,,, de donde:
(i) Para todo a € F tenemos que (1p + ...+ 1p)xa=0%xa = 0.

(#4) Por el teorema del binomio (8.1), tenemos que
p—1 D
b)P = a” s al % DPTU 4 bP,
(a+bP =a +; (z) a +

Ya que p|(f), tenemos que (’;) €pxZy,=0y (a+b)P =a’+ 1P

(#4i) Si k = 1, tenemos el inciso (i¢). Supongamos que la proposicién es
vélida para k = n. Sea k = n + 1, entonces

(a+0)"" = [(a+ 0y P =[a"" + 0" =a” " 407
O]

Ejemplo: Mapeo de Frobenius 3.17. Sea F' un campo de caracteristica
p > 0, entonces el mapeo ¢ : F — F dado por a — a? es un homomorfismo
de anillos, llamado el homomorfismo de Frobenius.

Demostracion. Sean a,b € F. Notemos que, por el teorema 3.16
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(i) 6(1) =17 =1,

(it) ¢la+0b) = (a+b)P =aP +b° = ¢(a) + ¢(b)
y

(7i1) ¢p(a*b) = (a*b)P = aP * bP.
Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de anillos. O

Notemos que el homomorfismo de Frobenius es inyectivo. Sean F un
campo de caracteristica p y sean a,b € F tales que a? = bP. Entonces, por
ser F' de caracteristica p, tenemos que 0 = aP — b = (a — b)P. Por lo tanto,
a—b=0ya=hb.

Lema 3.18. Si K es un subcampo de L, entonces K y L tienen la misma
caracteristica.

Demostracion. Al ser K un subcampo de L, ambos tienen el mismo sub-
campo primario.
O

Definicién 3.19. Un ideal I de un anillo R es un ideal primo, si es propio
vaxbe I implicaqueaclobel.

Teorema 3.20. Un ideal propio I en R es un ideal primo si, y sélo si, R/
es un dominio.

Demostracion. Sea I un ideal primo. Si0 = (a+I)*(b+1) =axb+ I,
entonces axb € I. Como I es un ideal primo, yaseaa € [ o b € I; de donde
a+I=00b+1=0.Por lo tanto, R/I es un dominio.

Sea R/I un dominio. Si axb € I, entonces 0 = axb+1 = (a+1)x*(b+1).
Como R/I es un dominio, a+ I =00b+1=0;dedondeacIobel.
Por lo tanto, I es un ideal primo.

O

Definicién 3.21. Un polinomio p(z
en F'si O(p) > 1y no existen f(x), g(
O(f) <0(p) y 9(g) < d(p).

) de F(x), F un campo, es irreducible
x) € F[z] tales que p(z) = f(z)*g(x),

En general, si R es un anillo, decimos que a € R, a # 1, es irreducible si
no existen r, s € R, r y s no unidades, tales que a = r % s.
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Definiciéon 3.22. Un dominio entero R es un dominio de factorizacion
unica si para toda a € R, a # 0, dados p1,....,pn € Ry q1,...,qm € R ele-
mentos irreducibles tales que a = py * ... x p, = q1 * ... * ¢, €NtONCES M. =N
y para toda ¢; existe p; tal que ¢; = u * p;, para alguna u unidad en R.

Teorema 3.23. Si F' es un campo, entonces el polinomio p(x) # 0 es
irreducible en F si, y sdlo si (p(x)) es un ideal primo de F|x].

Demostracion. Supongamos que p(z) es irreducible. Si f(z), g(z) € (p(x))
entonces, p(x)| f(z)*g(z). Por el Lema de Euclides 2.21 tenemos que p(z)| f(z)

o p(z)|g(z), por lo cual, f(x) € (p(x)) o g(x) € (p(x)). Por lo tanto, (p(z)
es un ideal primo de F[z].

Ahora, supongamos que p(x) no es irreducible, por lo que existen poli-
nomios f(z), g(z) € F[z] tales que p(z) = f(x) * g(z) con 9(f) < d(p) y
9(g) < 9(p). Por lo cual, ni f(x), ni g(x), pertenecen a (p(x)). Por lo tanto,
(p(x)) no es un ideal primo. O

Definiciéon 3.24. Un ideal I de un anillo R es un ideal mdximo si es un
ideal propio y no esta propiamente contenido en otro ideal propio J de R.

Teorema 3.25. Si R es dominio de ideales principales, entonces todo ideal
primo I distinto a cero es un ideal mdzximo.

Demostracion. Sea I un ideal primo distinto a cero. Supongamos que existe
un ideal J # I tal que I C J C R. Ya que R es un dominio de ideales
principales, existen a,b € R, a y b distintos a cero, tales que I = (a) y
J = (b). Ya que a € J entonces existe r € R tal que b+ r = a, de donde
bxr € 1. Como I es un ideal primo, yasear € I o b€ I. Si b € I, entonces
J C I, lo que es una contradicciéon. Entonces r € I, de donde existe s € R
tal que r = sxa, por lo cual a = bxr = bx (sxa) = (b* s) x a; por lo tanto
1=bxsy J=(b) =R. Por lo tanto, I es un ideal méximo. O

Teorema 3.26. Un ideal propio I de un anillo R es un ideal mdximo si, y
sdlo si, R/I es un campo.

Demostracion. Sea R/I un campo. Ya que R/I es un campo, todos sus
elementos no cero son unidades y, por lo tanto, sus tnicos ideales son {0}
y R/I. Por el Teorema de la Correspondencia (3.12), existe un mapeo in-
yectivo entre el conjunto de ideales principales de R/I y el conjunto de los
ideales que contienen a I, I — {0} C R/I y R+ R/I. Por lo tanto, no hay
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un ideal contenido propiamente entre I y R en R.

Si I es un ideal méximo, por el mapeo ya mencionado, R/I solo tiene
como ideales a I y a s{ mismo. Por lo tanto, por el lema 2.12; R/I es un
campo. O

Corolario 3.27. Todo ideal mdzimo I de un anillo R es un ideal primo.

Demostracion. Si I es un ideal maximo, entonces, por el teorema anterior,
R/I es un campo. Ya que todo campo es un dominio entero (proposicién
2.16), R/I es un dominio, por lo que I es un ideal primo (teorema 3.20). O
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CAPITULO 3. IDEALES Y HOMOMORFISMOS



Capitulo 4

Polinomios Irreducibles

Sea F un anillo. Denotemos por z al elemento dado por z = (¢y =
0,c;1 = 1,0 = 0,...) € F[z]. Notemos que 22 = z xz = (0,0,1,...), ya
que ¢;xc; # 0siysolosii =1y j =1, por lo que ¢i4; = c2 = 1.
Por induccién, ya que ¢; * ¢; # 0 si, y sélo si, ¢ + j = k tenemos que
2% = (cg =0,¢y =0,...;cxp_1 = 0,c;, = 1,cx41 = 0,..). Tomando en cuenta
lo anterior, podemos denotar a un polinomio f(x) € F[z] como:

f(@) = (co,c1,.-,¢n,0,...)
= (¢o,0,0,...) + (0,¢1,0,0,...) + ... + (0, ..., 0, ¢y, 0, ...)
=co*(1,0,0,...) +¢c1 x(0,1,0,...) + ... + ¢, ¥ (0, ...,0, 1,0, ...)

=copt+cr*x+...+ec,xa"
n
= E c; * 1
i=0
De ahora en adelante, usaremos esta notacion.

Sean f(z) = Zci * x* € R[z] un polinomio sobre el anillo Ry 7 € R,
=0

llamamos a la evaluacién del polinomio f(x) en r, denotada por f(r), al
resultado de la suma

flr)y= Zci i,
i=0

31
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Ejemplo 4.1. Sean R un anillo y R[z] su anillo de polinomios. Considere-
mos a la funcién

es :Rlz] = R
es :f (@) = f(s).
Notemos que, para f(x),g(x) € R[z]:
(i) es(f(z) +g(x)) = f(s) +g(s) = es(f(x)) + es(g(x)),
(i) es(f(x) xg(x)) = f(s) * g(s) = es(f()) * es(g(x))
Yy
(7i1) es(c) = c.

Por lo tanto, e es un homomorfismo de anillos, llamado el mapeo evaluacion
en s.

Proposicién 4.2. Sean R un anillo y f(z),g(x) polinomios en R[x| dis-
tintos a cero. Entonces:

(1) O(f +g) < max{0(f),0(g)}-

Ademds, si R es un dominio entero, tenemos que:

(i2) O(f *g) = 0(f) +d(g)

n m

Demostracion. Sean f(z) = Zai xxty g(z) = ij * 27 dos polinomios
i=0 §=0

distintos a cero,

max{n,m}

(Z) f(l‘) + g(l‘) = Z (ak + bk) * xk' Si Amax{n,m} + bmax{n,m} =0

k=0
tenemos la desigualdad; de lo contrario nos da la igualdad.

n+m
(1) f(z)xg(z) = Z qe*x® donde g = Z a;*b; y, al ser R un dominio
k=0 itj=k

entero, tenemos que Gn4m = Gy, * by, # 0.
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Ejemplo 4.3. Sea 0 : R — S un homomorfismo de anillos, consideremos
el mapeo o* : R[z] — S|x], dado por

0*:Zai*min—> Za(ai)*xi.

Notemos que:

(i) ola; +b) x ¢ = (o
o (F(a)) + 0" (g(a).

(i1) o(a;xb;)xxk = (o(a;)*o(b;))*z*, por (i) tenemos que o* (3 a;xb;) =
S (a) % o(by). de donde o (f(2) * g(x)) = 0* (f(z)) * 0" (g(a))
y

(’LZZ) O'*(l) = 0'(1) = 15 = IS[a:]

Por lo tanto, o* es un homomorfismo de anillos.

(a;) + o(b;)) * 2%, por lo que o*(f(x) + g(x)) =

Teorema 4.4. Sean R un dominio, F' un campo y o : R — F un homomor-
fismo de anillos. Si (c*(p(x))) = I(p) y o*(p(x)) es irreducible en F|x],
entonces, p(x) no es el producto de dos polinomios f(x),g(x) € R[z], con

a(f),9(g) < A(p).

Demostracion. Supongamos que p(z) € R[z| es el producto de dos poli-

nomios f(x), g(z) € Rlz], p(z) = f(z)*g(x), con d(f) < d(p)y d(g) < I(p).
En F[z], tenemos que o*(p(z)) = o*(f(x)) * o*(g(x)).

Si o*(p(x)) irreducible, entonces podemos suponer que d(c*(g(x))) = 0.
De donde

Lo que es una contradiccién. Por lo tanto, o*(p(x)) no es irreducible.
O

Definicién 4.5. Sea R un anillo Euclidiano (8.5). El maximo comun divisor
de los coeficientes de un polinomio en R[z] siempre existe y es dnico (8.8).



34 CAPITULO 4. POLINOMIOS IRREDUCIBLES

n

Un polinomio E a; *x ' € Z[x] es llamado un polinomio primitivo si el
i=0

maximo comin divisor de sus coeficientes es 1.

Lema de Gauss 4.6. El producto de dos polinomios primitivos f(x), g(z) €
Z[z] es un polinomio primitivo.

Demostracion. Supongamos que f(z) x g(z) es un polinomio no primitivo,
es decir, existe p € Z primo que divide a todos los coeficientes de f(z)*g(z).
Sea 7 : Z — Z, el mapeo natural (3.6). Consideremos el homomorfismo de
anillos 7* : Z[x] — Zp[z]. Entonces, tenemos que

7 (f(2) x g(x)) = 7 (f(2)) * 7* (9())-

Ya que p divide a todos los coeficientes de f(z) * g(z), 7*(f(z) * g(z)) = 0,
por lo cual 7*(f(z)) * 7*(g(z)) = 0. Ya que f(z) y g(z) son polinomios
primitivos p no divide a todos sus coeficientes, por lo cual 7*(f(x)) # 0y
7 (g(x)) # 0. Luego, tenemos una contradiccién, ya que Z, es un campo
por el teorema 2.27.

Por lo tanto, f(x) * g(z) es un polinomio primitivo. O

Lema 4.7. Todo polinomio f(z) € Q[z], f(x) # 0 tiene una factorizacion
unica de la forma

flx) =cp = [*(2),
donde cy € Q, ¢y >0, y f*(x) € Z[z] es un polinomio primitivo.

Demostracion. Sea f(x) = Z(ai/bi) x2' € Q[z]. Sean B = bg * ... ¥ b, y
i=0

g(z) € Z[x] un polinomio tal que g(x) = B * f(x). Sea d el minimo comiin

miultiplo de los coeficientes de g(z) y definimos D = d* donde d* = —d si

—d+*B>00d* =dsid«B > 0. Tenemos que (B/D)x* f(z) = (1/D) * g(x)

es un polinomio primitivo (en Z[z]). Si ¢y = D/By f*(x) = (B/D) * f(x)

tenemos la factorizacién deseada.

Supongamos que existe otra factorizacién f(z) = e x h(z). Entonces,
tenemos que ¢y * f*(x) = f(x) = e* h(x), de donde f*(z) = (e/cy) * h(x).
Sean u y v nimeros enteros primos relativos entre si tales que e/cy = u/v.
Notemos que u/v debe de ser positivo, ya que e y ¢ lo son. De donde
vk f*(x) = uxh(z) y v es un divisor comun de los coeficientes del polinomio
u* h(x) € Z[z]. Gracias a que (u,v) = 1, por el Lema de Euclides (8.10),
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v es un divisor comin de los coeficientes de h(z) y v = 1 0 v = —1, ya
que h(x) es primitivo. De forma andloga, v = 1 o u = —1. Por lo tanto,
efcy=ufv=1e=cyy f*(z) = h(z). O

El niimero racional positivo ¢y es llamado el contenido de f(x).
Corolario 4.8. Si f(x) € Z[z], entonces ¢y € Z.

Demostracion. Sea d el minimo comin multiplo de los coeficientes de f(x),
entonces tenemos que (1/d)* f(x) € Z[x] es un polinomio primitivo. Ya que
f(z) = d*((1/d) * f(x)) es un producto de un entero d y un polinomio
primitivo, por 4.7, ¢y = d € Z. O

Teorema de Gauss 4.9. Si f(z) € Z[z] no es el producto de dos poli-
nomios de grado mayor a 0, entonces f(x) es irreducible en Q[x].

Demostracion. Si f(xz) = g(z) * h(z) € Q[z], entonces existen constantes
cg.cn € Qy g*(z),h*(x) € Z[z] polinomios primitivos tales que f(z) =
cg * cp * g*(x) * h*(x). Pero, por el corolario 4.8, ¢y = ¢4 * ¢, € Z. Por lo
tanto, f(x) = (¢f * g*(x)) * h*(x) es una factorizacién en Z[x]. O

Definicién 4.10. Sea f(z) € R[z] un polinomio sobre el anillo R. Una raiz
de f(z) es un elemento « € S, S un anillo que contiene a R, tal que f(a) = 0.

Proposiciéon 4.11. Sean o : F' — E un homomorfismos inyectivo de ani-
llos, p(x) un polinomio en F[z]. Entonces o/ = o(«a) es rafz del polinomio
o*(flx]) si, y sblo si « es una raiz de f(z), donde o* es el homomorfismo
definido en 4.3.
n n
Demostracion. Sea f(x) = Zai * x' entonces o*(f(z)) = Zo(ai) * xt.
i=0 =0
Sea o una raiz de f(z), entonces
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Por lo tanto, o es raiz de o*(f[z]).

Por otro lado, sea o' raiz de o*(f[z]) entonces, al ser ¢ inyectiva:

Por lo tanto, f(a) =0y « es raiz de f(x). O

Corolario 4.12. Si F' es un campo y p(x) € F[z] es irreducible, entonces
el anillo cociente Fx]/(p(x)) es un campo que contiene un campo isomorfo
a F y una raiz de p(x).

Demostracion. Ya que p(z) es irreducible, el ideal principal I = (p(z)) es un
ideal primo (teorema 3.23). Como F[z] es un dominio de ideales principales,
I es un ideal maximo, de donde F = F[z]/I es un campo (teorema 3.26).

Ahora, consideremos el mapeo 7 : F' — F”’, donde
F'={a+I:a€F}CE,

dado por 7(a) = a + I, que por 3.6 es un isomorfismo. Por lo cual F, con-
tiene un subcampo isomorfo a F'.

Por tltimo, consideremos al elemento « =z + I € E. Sea

n
p(z) = Z ag * .
i=0
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Entonces:

pla)=ap+ a1 xa+..+a, xa"
=ap*(x+ D +arx(x+I)+ ... +a,*@+I)"
=ap*x (2 + D) +ar*x(@+I)+...+ap* (" +1)
=(ap+ D+ (arxx+1)+..+ (apx2" + 1)

:(Zao*xi)—f—l
=0
=plx)+I=I=0+1,

ya que I = (p(x)). Por lo tanto, @ € F es una raiz de 7*(p(z)) y, por la
proposicién 4.11, contiene a una raiz de p(x). O

Teorema 4.13. Sean f(x) € Fz] y a € F. Entonces eziste q(x) € Fx] tal
que

f(@) = q(z)  (z — a) + f(a).

Demostracion. Por el algoritmo de la divisién (8.11), existen ¢(z),r(z) €
F[z] tales que

f(@) = (z —a) x g(z) +r(2),

donde r(z) =00 d(r) < 1 = d(x — a), r(x) es una constante. Evaluando
f(z) en a tenemos que f(a) = q(a) * (a — a) + r = r. De donde r es la
constante f(a).

O

Corolario 4.14. Sea f(x) € F|x]. Entonces a € F es una raiz de f(x) si,
y sdlo si, x — a divide a f(x).

Demostracion. Si a es una raiz de f(z), entonces f(a) = 0. Por el teorema
4.13, tenemos que f(x) = ¢(x)* (x —a). De manera anéloga, si f(z) = q(z)*
(z —a), evaluando en a tenemos que f(a) = q(a)*(a—a) = q(a)x0=0. O

Definicién 4.15. El elemento o € F' es una raiz de p(z) € Flx] de multi-
plicidad m € N si (z — a)™|p(z), y (z — «)™T! no divide a p(x).

Definicién 4.16. El elemento o € F' es una raiz n-ésima de unidad si es
raiz del polinomio 2™ — 1 € Flz] para algin n € N. Una raiz n-ésima de
unidad « es primitiva si 1 — o™ = 0 para m > 0 implica que m > n.
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Lema 4.17. Sean n € N y F un campo. Entonces, todas las raices raices

n-ésimas de la unidad en F forman un subgrupo del grupo multiplicativo de
F, (F# %), donde F#* = F — {0}.

Demostracion. Sea G el conjunto de todas las raices n-ésimas de unidad. Si
a,b € G, entonces

(i) 1-1"=1-1=0y1€G;

(#3) Notemos que como 1 —a™ = 0 = 1 — D" entonces a™ = " =1y
(a*b)” =a™*xb™ = 1. Por lo tanto, a x b € G;

(7i1) ademds, ya que a” = 1, tenemos que
1= 171 — (an)fl —aq "= (a,fl)n
de donde ¢! € G;

por lo tanto, G es un subgrupo de F# y, por el teorema 8.23, G es ciclico. [



Capitulo 5

Extensiones de Campos

Definicién 5.1. Si F' es un subcampo del campo F, entonces se dice que
E es una extension del campo F, y se denota por E/F. Si E, K y F son
campos tales que £F C K C F, decimos que E C K C F es una cadena de
extensiones y K es un campo intermedio de la extensiéon E/F'.

Notemos que si E/F es una extensién, entonces ambos campos tienen el
mismo subcampo primario.

Teorema 5.2. Si F' es un campo y f(x) € F[z] tiene grado n > 0, entonces
toda extension E/F contiene a lo mds n raices de f(x).

Demostracion. Sea f(x) un polinomio de grado n. Supongamos que F con-
tiene ay, ..., an41 raices distintas de f(x). Por el corolario 4.14, (x —aq)|f(x)
y existe g1 (x) € E[z] tal que f(z) = (x—a1)*g1(z). Ya que a1 # as tenemos
que £ —aj y & — ag son primos relativos y, por el lema de Euclides (2.21),
existe go(z) € Flz] tal que f(z) = (x — a1) * (x — az) * g2(z). Procediendo
de esta forma sucesivamente con todas las n + 1 raices de f(z), llegamos a
n+1
que existe gn41(z) € Ez] tal que f(z) = gny1(z) * H(w —a;). Lo cual es
i=1
n+11
una contradiccién, ya que el polinomio g,11(z) * H (z — a;) tiene un grado
i=1
mayor a n+ 1y f(z) es de grado n.
O

Lema 5.3. Sean L/F una extension de campos y o € L, sea p(z) € Flx]
un polinomio ménico irreducible en F[x] con o como raiz. Entonces:

39
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(1) a(p) < I(f) y p(z)|f(x) para todo f(x) € Flx] que posee a o como

(73) p(zx) es el unico polinomio mdnico en Flx] de grado O(p) que posee a
o como raiz.

Demostracion. Sea I = {q(z) € Flz] : q(a) Sean f(x) € Flz] y

= 0}.
q(x),g(x) € 1. Notemos que f(a) x g(a) = f(a)x0 =0y g(a) — g(o
0—0 =0, de donde I es un ideal.

(i) Si f(z) € I, entonces d(z) = (f(z),p(z)) € I, ya que d(x) es una
combinacién lineal de f(x) y p(z) (teorema 2. 19) Como p(x) es un
polinomio irreducible sus tinicos divisores monicos son 1y p(x), y ya

)-

que 1(a) # 0, tenemos d(x) = p(x) y p(x)|f(x) y d(p) < O(f

(79) Sea ¢(x) un polinomio ménico en I tal que d(¢) = 9(p), entonces
q(z) —p(z) € 1. Sip(x) —q(z) # 0, entonces I(p—q) > 0y d(g—p) <
d(p), lo que es una contradiccién de (7).

O

Teorema 5.4. Si L/K es una extensidn de campos, entonces las opera-
ctones

Mu)— Axu (Ae K,uel) (5.5)
(u,v) —u+v (u,velL) (5.6)
definen en L la estructura de un espacio vectorial sobre el campo K.

Demostracion. Todas las siguientes propiedades son consecuencia de que K
y L son campos.

Para todos u, v, w elementos de L tenemos que:
1. u+v=v+u.
2. (u+v)+w=u+ (v+w).
3. Existe un elemento 0 € L tal que 0 + u = u para todo u € L.

4. Para cualquier u € L existe —u € L tal que u + (—u) = 0.
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5. Si )€ K entonces A x (u+v) =Asxu+ A*v.
6. Si lg esla unidad de K, entonces 1x * u = u.
7. Si\p€ K, entonces (A p)*u=Ax*(u*u).
Por lo tanto, L es un espacio vectorial sobre K. O]

Definicién 5.7. Se define al grado de la extension L/K como la dimensién
de L vista como un espacio vectorial sobre el campo K y se denota por
[L : K]. La extensién L/K es una extensidn finita si [L : K] es un niimero
finito.

Sea F/F una extensién de campos. Notemos que si E es un campo finito,
entonces E/F es una extension finita, ya que toda base de E/F debe de
estar contenida en F.

Teorema 5.8. Sean F' un campo y p(z) € Fx] un polinomio irreducible de
grado d. Entonces el anillo cociente E = Flx]/(p(x)) es una extensidn de
un campo isomorfo a F que contiene a una raiz de p(x) y [E: F] =d.

Demostracion. Sean I = (p(z)) y a =x + 1 € E. Por 4.12, o es una raiz y
E es una extensiéon de un campo F” isomorfo a F'. Consideremos al conjunto
{1,a,0?,...,a% 1}

d
Si para toda i, 0 < i < d—1, existen ¢;, no todas 0, tales que Z ol =0
i=0

d
entonces « es una raiz del polinomio en FE dado por f(z)= g c;x' con
=0

A(f) < d,lo que es una contradiccién del lema 5.3. Por lo tanto, {1, ...,a¢"1}
es linealmente independiente.

Sea s € E. Existe f(x) € Flz] tal que s = f(x) + I. Por el algoritmo
de la divisién (8.11), existen polinomios ¢(x),r(z) € F[z] tales que f(z) =
q(z) * p(z) + r(x), con I(r) < I(p) = d, de donde s = f(x) +I =r(z)+1I
y el conjunto {1,a,a?,...,a?" !} genera a E.

Por lo tanto, {1, a, a2, ...,a%"1} es un base de E sobre F' y E = F[z]/(p(z))
es una extensién del campo F’ de grado d.
O]
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Definicién 5.9. Sean L/K una extensién de campos y ay, ..., ap, € L. Lla-
mamos a la interseccién de todos los subcampos que contienen al conjunto
{a1, ..., an} ya K el campo obtenido al adjuntar {a,...,a,} a K. Se denota
como K(aq,...,ap).

Una extensién L/K se dice que es una extension simple si se obtiene al
adjuntar un solo elemento a K, esto es:

K = L(e) = {f(a)/g(a) : f(z),9(z) € K[z] y g(a) # 0}

Proposicién 5.10. Sean E/F una extension de campos y o, 8 € E. En-
tonces,

F(a,B) = Fla+ 3, 0). (5.11)

Demostracion. Claramente, a + 8 € F(«, 3). Al ser F(a+ (,0) el cam-
po méas pequeno que contiene a a + 0 y a [, por definicién, tenemos
que F(a+ 8,8) C F(a, ). Por otro lado, tenemos que a = (8 + a) — S,
por lo cual, @ € F(a+ 3,8) v F(a,8) C F(a + 3,3). Por lo tanto,
F(a,8) = F(a+ 8, 3).

O

Definicién 5.12. Sean L/K una extensién de campos y o € L. Se dice que
a es algebraico sobre K si « es rafz de algiin polinomio no cero en K|[z]; de
lo contrario decimos que « es trascendental sobre K.

Una extensiéon L/K es una extension algebraica si todo elemento o € L
es algebraico sobre K.

Un campo F es algebraicamente cerrado si para todo f(z) € Flx] con
A(f) > 1, f(x) tiene una raiz o € F. Sea E/F una extensién de campos.
Decimos que E es la cerradura algebraica de F', denotada por F = E, si E
es algebraicamente cerrado y ningtin subcampo intermedio de la extensién
lo es.

Teorema 5.13. Si L/K es una extension finita, entonces es una extension
algebraica.

Demostracion. Sean [L : K] = ny a € L. En cualquier espacio vectorial
de dimension n, cualquier conjunto de més de n vectores es linealmente
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dependiente. Por lo tanto, existen escalares ¢; € K,0<i <ny ¢; # 0 para

alguna 17, tales que:
n
Z ciat =0
i=0

por lo cual, existe un polinomio distinto de cero en K|[x] con « como rafz, por
lo tanto « es algebraico sobre K para toda o € L' y L/K es una extensién
algebraica. O

Teorema 5.14. Sea L/K una extension de campos, y sea o € L un ele-
mento algebraico sobre K. Entonces:

(1) Existe un polinomio mdnico irreducible p(x) € K[x| que tiene a « co-
mo raiz.

(11) Klx]/(p(x)) = K(a); existe un isomorfismo
¢ : Klz]/(p(x)) — K(a)

que deja fijo a K en Klx]/(p(x), K identificado con su imagen bajo
el mapeo natural 7, con

D(a + (p(a)) = o

(#i1) p(x) es el dnico polinomio mdnico de grado minimo en K[x] que tiene
a o como raiz.

() [K(a): K] = 0(p), es decir, el grado de la extension K(a)/K es igual
al grado del polinomio mdnico inico p(x) que tiene a o como raiz.

Demostracion. (i) Sea ¢ : K[z] — L el mapeo dado por f(z) — f(«).
Notemos que ¢ es un homomorfismo de anillos, ya que es la restric-
ci6n del mapeo evaluacién e, : Ljx] — L en K|x] C L[z]. Ya que « es
algebraico, kery es un ideal, diferente de {0}, en K[z]; ya que K|[z]
es un dominio de ideales principales (teorema 2.14), kerp = (p(zx))
para algin polinomio moénico p(z) € K[z]. Como K es un campo,
imge es un dominio. Por el primer teorema de isomorfismos (3.12),
K[x]/kerp = imge, de donde kery = (p(z)) es un ideal primo (teo-
rema 3.20). Por lo tanto, por el teorema 3.23, p(z) es polinomio irre-
ducible en K|z].
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(i¢) El primer teorema de isomorfismos nos dice que el mapeo

O : Kz]/(p(x)) — imge,

dado por f(z)+(p(x)) — f(a), es un isomorfismo de anillos; de donde,
para el polinomio z, ® : z + (p(z)) — ay ® : ¢+ (p(x)) — c para
c € K. Por lo que podemos decir que ® deja fijo a K bajo m, esto es
®(w(k)) = k para toda k € K.

Finalmente, imge = img® = {f(a) : f(z) € K[z]} es un subcampo
de L, ya que p(z) es irreducible (corolario 4.12). Notemos que img®d
estd contenido en cualquier campo que contenga a K y «, por lo que
img® = K(«).

(73i) Esta dado por el lema 5.3, inciso (i4).

(iv) Por el teorema 5.8, ya que K[z]/(p(z)) = K(a), tenemos que [K(«) :
K] =9(p)-

O

Definicién 5.15. El polinomio p(z) dado por el teorema 5.14 es llamado
polinomio irreducible de o sobre K.

Definicion 5.16. Decimos que un polinomio se descompone o separa en un
campo F si es el producto de factores lineales (polinomios de grado 1) con
coeficientes en E. Un campo de descomposicidn del polinomio f(x) € F[z]
es una extensiéon de campos E/F en la cual f(x) se descompone, y no se
descompone en ningtin subcampo propio de E.

Notemos que f(z) se descompone sobre F' si, y s6lo si, F' contiene todas
las raices de f(z) (corolario 4.14).

Lema 5.17. Si F C K C E es una cadena de extensiones y el grado de las
extensiones [E : K| y [K : F] es finito, entonces la extension E/F es finita
Y

[E:F)=[E:K]*[K:F].
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Demostracion. Sea {aq,...,a,} una base para la extensién F/K, y sea
{P1, .., Bm} una base para K/F. Consideremos al conjunto V = {3, * a; :
1<i<nyl<j<m} Esteconjunto claramente posee [E : K| [K : F|
elementos.

n
Sea r € E, entonces existen by,...,b, en K tales que r = Zbi * Q.

i=1
m

Ademas, tenemos que para cada b; existen c;; en F' tales que b; = Z cij* B,

j=1
m n

por lo tanto, r = Z Z cij * B3 * o;. Por lo tanto, V' genera a F.
j=1i=0

m n
Ahora, supongamos que E E cij * B x a; = 0 para alguna sucesién

j=11i=0
m

de ¢;; en F. Tenemos que para b; = ZCU * 3; € K, al ser o; una base,
j=0

b; = 0 para toda 7. De manera andloga, por la independencia lineal de f3;

sobre F', tenemos que c¢;; = 0 para toda 4, j. Por lo tanto, V' es linealmente

independiente y una base de E/F. O

Proposicién 5.18. Sea E/F una extension de campos. El subconjunto
K ={a € E: «a es algebraica sobre I}

es un subcampo de E que contiene a F y la extension K/F es una extensidn
algebraica.

Demostracion. Trivialmente, 0 y 1 son algebraicos. Sean « y 3 dos elementos
de Ky f(x), g(z) dos polinomios ménicos irreducibles en F' que tienen a o y
(3 como raices respectivamente, ademés 9(f) = d y d(g) = d’. Entonces, por
el lema 5.17, tenemos que [F(«,3) : F] < [F(«a), F]*[F(8),F] = d*d'. Por
lo tanto, la extensién F'(a, 8)/F es finita. Por el teorema 5.13, la extensién
F(a,B)/F es algebraica. Luego, a * 8 y a + 8 son algebraicos. Ademés,
notemos que a~! € F(a), de donde a~! es algebraica y a~! € K. O

Teorema de Kronecker 5.19. Sea f(x) € F[z] con O(f) =n, donde F es
un campo. Existe un campo E que contiene a F donde f(x) se descompone
tal que [E : F] < nl.
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Demostracion. Por induccién sobre n. Si (f) = 1, entonces f(z) es lineal
y E = F. Supongamos que, para todo f(x) € F[z] tal que 9(f) < n, existe
un campo que contiene a F' en el cual f(z) se descompone.

Sea f(x) € F[xz] tal que 9(f) > n. El teorema 5.8 nos da un campo
K que contiene a F' y a una raiz § € K de p(z), con [K : F|] = n. Por
lo tanto, existe h(z) € KJz]| tal que p(z) = (x — 3) * h(z) en KJz]. Por
hipétesis de induccidén, existe un campo E que contiene a K en el cual h(z)
se descompone. Por lo tanto, f(z) se descompone en E y

[E:F]=[E:K]|*x[K:F]<(n—1)n=nl
O

Teorema 5.20. Si F' es un campo, entonces todo polinomio f(x) € F[z]
tiene un campo de descomposicion E.

Demostracion. Por el teorema 5.19, existe una extensién de campos K/F
en el cual f(x) se descompone. Sean «ay,ao, ..., @i todas las raices de f(x)
en K. Definimos al campo E como F = F(a1,as, ..., ar). Por construccion,
E contiene a todas las raices de f(z) y al campo F, ademds es el menor
campo con esta propiedad. O

Sean F' un campo, p(z) un polinomio en F[z] y F un campo de descom-
posicién de p(x). Notemos que, por los teoremas 5.19 y 5.13, la extensién
[E : F] es una extension algebraica.

Lema 5.21. Sean o : F — F' un isomorfismo entre los campos F y F’
y o* : Flz] — F'[x] el isomorfismo definido en 4.3. Sean p(x) € Flx] un
polinomio irreducible y p*(z) = o*(p(x)) € F'[z].

Si B es una raiz de p(x) € Flz] en alguna extension E de F y ' es
una raiz de p*(x) € Flz] en alguna extensidn E' de F, entonces eziste un
isomorfismo dnico 6 : F(B8) — F'(3') que extiende a o tal que 5(8) = (.

Demostracion. El isomorfismo o : F' — F’ nos transporta el ideal (p(z)) en
el ideal (p*(z)) (proposicién 3.13). Consideremos al isomorfismo (proposi-

cion 3.10) > : Flz]/{p(x)) — F'[2]/{p*(2)) dado por f(z) + (p(x)) —
o*(f(x)) + (p*(x)). Definimos a & como la composicién de funciones

F(B) = Fla)/ip(a)) = Pl (@) -5 F(8).
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Donde ¢(f(x) + (p(x))) = f(B) es el isomorfismo dado por el teorema 5.14.
Al ser composicién de isomorfismos, Y es un isomorfismo.

Ahora, supongamos que existe un isomorfismo ¢’ que extiende a o tal

que 6'(8) = 3. Sea s € F(3), entonces existen f(x Zaz xx'y gz

i bj 2’ en Flz] tales que s = f(8)/g(8). Luego

5'(s) = 6"((>_aix )% (D _ b= B))
2 P

=0 7:0
= (Q_aix ")« bjxp7)"!
i=0 §=0
= (D o(a) x6(8)) (D a(bs) x(5)) "
i=0 §=0
=4(s).
Por lo tanto, el homomorfismo es tinico. O

Definicién 5.22. Sea f(z) € F[z] un polinomio con una factorizacién en
polinomios irreducibles, no necesariamente distintos, de la forma

(@) = ax pi() % oot pn(2)

con a € F. Decimos que f(x) es separable si para cada p;(x), toda raiz es
de multiplicidad 1. Campos en los cuales todo polinomio no constante es
separable son llamados campos perfectos.

Definicién 5.23. Si E/F es una extensién de campos, un elemento alge-
braico o € E es llamado separable si su polinomio irreducible es separa-
ble. Una extensién algebraica L/K es una extensién separable si para toda
«a € L, o es separable.

Lema 5.24. Sea E/F una extension algebraica separable y sea K un campo
intermedio entre E y F formando la cadena de extensiones E D K D F.
Entonces las extensiones E/K y K/F son separables.
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Demostracion. Claramente, K/F es una extension separable, al ser K sub-
conjunto de F.

Sean o € E y pr(z), px(z) los polinomio mdnicos irreducibles con «
como raiz (teorema 5.14) en F[x] y K[x] respectivamente. Notemos que, por
el lema 5.3 px(z)|pr(x) en K[z]. Pero « es separable sobre F', por lo que
pr(x) es separable sobre F', de donde, px () es separable sobre K. Por lo
tanto, E/K es una extensién separable O

Lema 5.25. Sea E/F una extension de campos, ambos campos de carac-
teristica p, y sea a € E algebraico sobre F'. Entonces a es separable sobre
F, siy sélo si F(a?) = F(a).

Demostracion. Notemos que « es raiz del polinomio (t — a)? = tP — aP €
F(aP)[t], por lo que el polinomio ménico irreducible de « sobre F(a?) debe
dividir a t? — aP y, por lo tanto, debe de ser de la forma (¢ — «)® para algin
s < p.

Si « es separable sobre F', entonces es separable sobre F'(a”) D F. Por
lo tanto, el polinomio (t — a)® no tiene raices de multiplicidad mayor a 1 y
s =1, es decir, t — a € F(a?)[t]. Por lo tanto, « € F(a?) y F(af) = F(a).

Ahora, supongamos « no es separable sobre F'. Entonces, por el corolario
8.27, su polinomio ménico irreducible debe de ser de la forma g(z?) para
algun polinomio g(z) € Flxz]. Por el teorema 5.14, inciso (iv), tenemos que
[F(a) : F] = p=*9(g). Por otro lado, tenemos que P es raiz del polinomio
g(x), entonces [F'(aP) : F|=0(g) y [F(a?) : F] < [F(a) : F]. Por lo tanto,
F(a?) # F(a). O

Teorema 5.26. Sea E/F una extensién de campos. Consideremos al con-
junto
Es; = {a € E : a es separable sobre F'}.

Entonces, el conjunto E es un campo y la extensién E,/F es una extensién
separable.

Demostracion. Sean a, 8 € E;. Por la proposicién 5.18 tenemos que a+ (3 y
ax 3 son algebraicos. Sean g(z), f(x) y p(z) los polinomios ménicos irredu-
cibles en F[x] con a+ 3, axfy a~! como raices respectivamente. Entonces,
tenemos dos casos.
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Si F es de caracteristica 0, por el corolario 8.27, f(z), g(x) y p(z) no
tienen raices de multiplicidad mayor a 1. Por lo tanto ae + 3, a * 3 y a~!
pertenecen a Fj.

Ahora, supongamos que F es de caracteristica p. Por los lemas 3.16 y
5.25 tenemos las siguientes igualdades:

F(a?) = F(a),
Fla+p)=F(a”+ ") = F((a+ B)"),
y

Flaxp) = F((axp)’) = F(a” * 57).

Luego, por el lema 5.25, a+ 3, a* By a™!

pertenecen a F.

Finalmente, los polinomios ménicos x y « — 1 son claramente separables
y poseen a 0 y al 1 como raices respectivamente, por lo que 0,1 € F,. Por
lo tanto, Es es un subcampo de E. O

son separables, y por lo tanto,

El conjunto E; es el campo llamado la cerradura separable de F' en E.

Lema 5.27. Sean E/F una extension de campos y f(z) € Flz]. Sio : E —
E es un automorfismo que deja fijo a F, y si o« € E es una raiz de f(x),
entonces o(a) también es una raiz de f(x).

Demostracion. Sea f(x ZCZ * ", entonces f(a) = Zci x o' = 0.
i=0 i=0

Aplicando o, tenemos que

(0)

o(f(a))

o(co) +o(cr) xo(a) + ... + o(cy) * o)

cotcrxo(a)+...+epxo(a)”

0
(o())-

Ya que o deja fijo a F. Por lo tanto, o(«) es una raiz de f(z). O

| |
Q
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Teorema 5.28. Sea 0 : F — F' un isomorfismo de campos. Sea, para
f(z) € Flx], el polinomio f*(x) = o*(f(x)) (ejemplo 4.3) una correspon-
dencia entre polinomios de Flx] y F'[x]; sean E un campo de descomposi-
cion de f(x) sobre F' y E' un campo de descomposicion de f*(x) sobre F'.
Entonces:

(i) Eziste un isomorfismo ¢ : E — E’ que extiende a o.

(i) Si f(x) es separable, entonces o tiene exactamente [E : F| nimero de
o extensiones.

Demostracion. (i) Si [E: F] =1, entonces E = F' 'y F es un campo de
descomposicién de f(z); por lo cual, f(z) es producto de factores li-
neales de F'[z]. Al ser o un isomorfismo, f*(x) es también el producto
de factores lineales en F’[z], por lo cual, F’ es campo de descomposi-
cién de f*(z) y B’ = F’. Definimos a & como ¢ = o.

Ahora, supongamos que [E : F] > 1. Podemos elegir un factor irre-
ducible p(z) de f(z) tal que d(p) > 2 y con [ como raiz. Clara-
mente, § debe de ser raiz de f(z) y, por ende, 5 € E. Sean p*(z)
su polinomio correspondiente y 3’ una raiz de p*(x), por el lema
5.21, existe un isomorfismo tnico & : F(8) — F'(#’) que extiende
a o, ademds 6(8) = ('. Tenemos que F es un campo de descom-
posicién de f(x) sobre F() y E' es un campo de descomposicién de
f*(x) sobre F'(f3’). Tenemos que el grado de la extensién [E : F] es
[E:F|=[E:F(B)]*[F(8): F],yyaque [F(8) : F| > 2, tenemos que
[E: F(8)] < |E : F]. Por induccién sobre [E : F|, existe 6 : E — : E’
que extiende a & que a su vez extiende a o.

(i¢) Si [E : F] = 1, entonces E = F y tinicamente existe una extensién
de 6, ¢ = 0. Supongamos que [E : F] > 1, sea f(z) = p(z) * g(x)
donde p(x) es un polinomio irreducible de grado d. Si d = 1 entonces
empezamos de nuevo con g(z) en vez de f(z) (Notemos que tenemos
que llegar a un polinomio irreducible con grado mayor a 1, ya que
[E : F] > 1). Supongamos que d > 1. Sea [ una raiz de p(z). Si
& es una extensién de o en E, entonces ¢(8) = [} es una raiz de
p*(z). Ya que f*(x) es separable en F’, p*(z) tiene exactamente d
nimero de §. raices en E’; por el lema 5.21, existen d nimero de
6; : F(8) — F'(8}) que extienden a o. Ahora, tenemos que F es un
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campo de descomposicién de f(x) sobre F(3) y E’ es un campo de
descomposicién de f*(z) sobre F'(85). Ya que [E : F] = dx[E : F(5)],
[E: F(B)] = [E : F]/d , por induccién sobre [E : F|, para cada uno
de los &; isomorfismos, 1 < i < d, §; tiene exactamente [E : F|/d
extensiones en F. Entonces, tenemos que para cada ¢ homomorfismo
que extienda a o, ¢|pg) = 6; para alguna i. Por lo tanto, o tiene
[E : F] ntmero de & extensiones.

O

Corolario 5.29. Sea f(x) € Flz]. Cualesquiera dos campos de descom-

posicion de f(x) sobre F' son isomorfos por un isomorfismo que deja fijo a
F.

Demostracion. En el primer inciso del teorema 5.28, elegimos F = F' y a
o como el isomorfismo identidad. O

Definicién 5.30. Sea E/F una extensién de campos. Consideremos el con-
junto dado por

Gal(E/F)={0: E — E: 0 es un automorfismo que deja fijo a F'}

y la operacién binaria composicién, ’o’. Sean f,g € Gal(E/F) y a € F,
entonces:

(i) Iof =fol=fdondeI € Gal(E/F) es el automorfismo identidad
en I.

(#1) fog(a)= f(g(a)) = f(a) = a. Por lo tanto fog € Gal(E/F).

(iii) Ya que f es un isomorfismo, existe f~! tal que f o f~! es un auto-
morfismo y fo f~! = 1. De donde f~1(f(a)) =ay f~*(a) = a. Por
lo tanto, f~! € Gal(E/F).

Por (i), (i1) y (ii) tenemos que (Gal(E/F),0) es un grupo, llamado el
Grupo de Galois de la extensiéon E/F.

Teorema 5.31. Si f(x) € Fx] es un polinomio separable y E es su campo
de descomposicion, entonces

\Gal(E/F)| = [E : F).
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Demostracion. Usando el teorema 5.28 inciso (ii), si tomamos F' = F,
E'=FEyo=1:F — F’ entonces hay exactamente [E : F'] automorfismos
de E que dejan fijo a F. O

Lema 5.32. Sean ' C K C E extensiones de campo, donde K es el campo
de descomposicion de un polinomio f(x) € Flx]. Sio € Gal(E/F), entonces
olk € Gal(K/F).

Demostracion. Sean aj, ..., o, todas las raices distintas de f(z), de donde
tenemos que K = F(ay,...,a,). Ya que o(F) = F, por el lema 5.27, te-
nemos que para toda «;, o(a;) es raiz de f(z) y, por ser K el campo de
descomposicién de f(x), o(o;) € K. Entonces, tenemos que

o(K)=o0(F(ay,..,an)) = F(o(a1),...,0(an)) = K.
Y, ya que o deja fijo a F, 0| € Gal(K/F). O
Lema 5.33. Sea K/F una extension finita, entonces existe una extension

E/F tal que E es un campo de descomposicion para algin polinomio f(x) €
F[z]; con K como campo intermedio.

Demostracion. Si K/F es una extensién finita, entonces es una extensién
algebraica (teorema 5.13), por lo que existen {aq,...,an} C K tales que
F(ay,...,an) = K; y cada «; tiene un polinomio irreducible p;(z) que tiene
a «; como raiz.

Sea f(x) = H pi(z). Por el teorema de Kronecker (5.19) existe un campo
=0

de descomposici?in E de f(x) que contiene a F(ay,...,a,) = K. O

Teorema 5.34. Sean FF C K C FE extensiones de campos tales que la
extension K/F es el campo de descomposicion de un polinomio f(x) €
Flz] y E/F es el campo de descomposicion de un polinomio g(x) € Flx].
Entonces el grupo Gal(E/K) es un subgrupo normal (8.16) de Gal(E/F),
Y
Gal(E/F)/Gul(E/K) = Gal(K/F).
Demostracion. Consideremos el homomorfismo
Y :Gal(E/F) — Gal(K/F)

o olk.

Por el lema 5.32, estd bien definido. Sean 01,09 € Gal(E/F) y a € K,
entonces
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Y(o1 002)(a) = (01 002)|k(a)
= (01 002)(a)
= 01(02(a))
= 01|k (02]K (a))

= (Y(01) o Y(02))(a)

por lo que ¥ es un homomorfismo de grupos.

Si ¢(0) = Ik, entonces, para toda a € K, o(a) = o|g(a) =ay o
es un automorfismo de E que deja fijo a K, es decir 0 € Gal(E/K) y
kery C Gal(E/K). Ahora, si o € Gal(E/K) entonces, para toda a € K,
a = o|lg(a) = o(a) de donde ¢(o) = Ix y kerp = Gal(E/K). Por el
Primer Teorema de Isomorfismos para grupos (8.19), Gal(E/K) es un sub-
grupo normal de Gal(E/F).

Sea 7 € Gal(K/F). Por el teorema 5.28, ya que E y K son campo de
descomposicién de f(x),g(x) € F|x] respectivamente, existe un automor-
fismo 7 en E que extiende a 7 y ¥(7) = 7. Por lo tanto, 1) es suprayectiva
y imgyy = Gal(K/F). Por Primer Teorema de Isomorfismos para grupos
(8.19) tenemos que Gal(E/F)/Gal(E/K) = Gal(K/F). O
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Capitulo 6

El Teorema Fundamental
de la Teoria de Galois

Definicién 6.1. Sean G un grupo, F un campo y F# = F — {0} el grupo
multiplicativo (F#, %p). Un cardcter del grupo G en F es un homomorfismo
de grupos o : G — F#,

Definicién 6.2. Sea F un campo. Consideremos al conjunto

V(G,E) = {0 : 0 es una funcién de G en E}.

Las operaciones

+:V(G,E)xV(G,E) - V(G,E)
(0,7) = (0 +7)
y
«:ExV(G,E)—V(G,E)
(¢,0) = (cx0),
donde (o + 7)(x) = o(z) + 7(x) y (c*o)(x) = c* o(x) para toda x € G,
definen en V(G, E) la estructura de un espacio vectorial sobre E. Decimos

que el conjunto {o1,...0n} C V(G, E) es independiente si es linealmente
independiente.

Lema 6.3. Sean G un grupo y F un campo. Todo conjunto {01, ...,0,,} de
o; caracteres distintos de G en F' es independiente.

55
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Demostracion. Sea {1, ...,0m} un conjunto de o; caracteres. Si n = 1, en-
tonces a1 *0;(x) = 0 implica que a1 = 0y {01} es linealmente independiente.
Supongamos que la proposicién es cierta para m.

Sea n > m. Supongamos que existen ay,...,a, € F, no todas cero y con
an, =1, tales que, para toda = € G,

a1 x01(x) + ... + 1 xop(x) + an * op(x) = 0 para toda = € G.

Podemos suponer que a; # 0 para toda i, de lo contrario, podemos aplicar
la hipdtesis de induccién. Ya que, para toda i # j, 0; # 0; existe y € G
donde o, (y) # 01(y). Entonces, evaluando en z * y tenemos

O=ayxo1(y*xx)+ ...+ 1*x0,(y*x)
=ay x01(y) xo1(x) + ... + Lx o, (y) * op(x)

multiplicando por el inverso de o, (y):

0 =ay xo1(y) * o1 () * Un(y)_1 + it apn_1*%0,-1(y) *op_1(x) * an(y)_1

+ (1) * on(z)
De donde,

0=(a xo1(z) + ... + L x 0, (x))

— (a1 x01(y) * 01(x) x on(y) ™" + .. + o (@)

=a1# [ = on(y) "' x01(y)] * 01(2) + ... + 1# [on(2) — on(2)]

=ay * [1 — o, (y) o1 (y)] * o1 (z) + ...
tan1 %[l —0n(y) txon_1(y)] * on_1(x).

Ahora, por hipétesis de induccién, cada coeficiente es igual a 0. Ya que
a; # 0, tenemos que 1 — o, (y) "L xo1(y) = 0 de donde 0,,(y) L *x0o1(y) =1y
on(y) = o1(y) lo que es una contradiccién. Por lo tanto, a; = 0 y el conjunto
es independiente. O

Corolario 6.4. Todo conjunto {o1,...,0,} de o; automorfismos distintos
en un campo F' es independiente.

Demostracion. Consideremos el grupo multiplicativo de F, F# = F — {0}.
Notemos que si 0; # o entonces ;| p# # 0| p#. Luego, para toda i, o;|p# :
F# — F# es un homomorfismo de grupos y o;|p+ es un caracter. Por 6.3,
el conjunto {o1|p#,...,0n|F#} es independiente y, por lo tanto {o1,...,0,}
también lo es. O
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Teorema 6.5. Si E/F es una extensién finita, entonces Gal(E/F) es un
grupo finito y su orden |Gal(E/F)| < [E : F].

Demostracion. Sean [E : F] = n y {v1,...,u,} una base de E sobre F.
Supongamos que existen n + 1 automorfismos o; distintos en Gal(E/F).
Consideremos el sistema de ecuaciones con n + 1 incognitas:

O'1(’Ul> *xr1 + ...+ O'n+1(’()1> * Tp41 = 0
01(vp) * 21 + oo + g1 (V) * Tpyp1 = 0.

Ya que el sistema tiene n ecuaciones, existe una solucién no trivial (a1, ..., @pr1)
sobre E, es decir a; # 0 para alguna i. Luego, para toda i < n,

ol(vi) *xayp + ...+ Un+1(vi) * Ap+1 = 0.

Sea s € F, entonces existen aq, ..., a, € F tales que s = Zaj * v;. Luego,
j=1
yva que o deja fijo a F"

o1(8) xay + ... + 0p11(8) * any1

n

= ol(Zaj * ’l)j) a1+ ...+ O'n+1(zaj * Uj) * Ap41
. i=1

= [Z o1(a; *v;)] *a + .. Zan_ﬂ % 0j)] % Qg

j=1
n n

= Zozj *oq(vj) * a1 + ... Zaj % Tpt1(V5) * Gng1
j=1 j=1

= ZZaj * 05 (vj) * a;

i=1 j=1
n n+l

E E a; * 0;(vj) * a;

i

n+

1
0i(vj) * a;)
1

i=
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Lo que es una contradiccién al corolario 6.4.
O

Definicién 6.6. Sea Aut(F) el grupo de los automorfismos o : F' — F en
un campo F. Sea G un subgrupo de Aut(F). Consideremos el conjunto

F¢={a e F:o(a)=a paratodacen G }.
Sean a,b € F¢ y o € G, entonces
(i) Ya que ¢ es un homomorfismo, o(0) = 0 por lo que 0 € F€Y,
(ii) o(1) =1 por lo que 1 € F¢,
(iii) o(a+b) =o(a)+o(b) =a+b de donde a +b € FC,

(iii) o(—a) = —ay o(a ') = a~! de donde —a,a"' € F¢
y, por tultimo,
(v) o(axb) =0c(a)*c(b) =axbdedonde axbe FY
por lo tanto F'¢ es un subcampo de F llamado el campo fijo de G en F.
Ejemplo 6.7. Sean E/F una extensiéon de campos y G = Gal(E/F), su
Grupo de Galois. Si a € F'y 0 € Gal(E/F), entonces o(a) = a ya que

o deja fijo a F. Por lo tanto, a € E¢ y F ¢ E® C E es una cadena de
extensiones. Es decir, E¢/F y E/E® son extensiones de campos.

Lema 6.8. Sean E un campo y G = {o1,...,0n} C Aut(F), entonces, el
grado de la extension E/EC es

[E: EY] >n.
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Demostracion. Supongamos que el lema es falso, entonces existe r tal que
[E: B9 <r <n.Sea {a1,...a;.} una base para el espacio vectorial E/E¢.
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales con n incognitas:
o1(ar)*xx1+ ... +op(aq) xz, =0
o1(ag) *x1 + ... + op(ag) xz, =0

o1(ay) *xx1 + ... +op(ay) xz, =0

Ya que r < n existe una solucién (x1,...,2,) no trivial. Si § € E existen

bj € E€ tales que 3 = Z b; * aj. Multiplicando la fila ¢ por b; obtenemos:
§=0

by xo1(a) *xx1 + ... + by xop(;) * 2, =0

Ya que b; € E€ tenemos que o, (b;) = b; para toda k < n, de donde:
o1(bi x i) xx1 + ... + 0, (b; * ;) x 2, = 0.

Luego, al sumar todas las filas del sistema de ecuaciones tenemos:
0'1(6) *x1 + ...+ O'n(ﬁ) * Ty = O7
lo que es una contradiccién al corolario 6.4. O

Teorema 6.9. Sea E un campo. Si G = {o1,...,0,} es un subgrupo de
Aut(E), entonces
[E: E€] = |G| = n.

Demostracion. Si [E : EY] < |G| entonces, por el lema 6.8, [E : E¢] = |G].
Supongamos que [E : E¢] > n. Sean {v1,...,v,11} C E un conjunto de
vectores linealmente independientes sobre E. Consideremos el siguiente
sistema de ecuaciones con n + 1 incégnitas:

o1(v1) *x1 + .. + 01(Vnt1) * Tpy1 =0

on(v1) * 21 + ... + 0 (Vpt1) * Tpy1 = 0.
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Ya que el sistema tiene n ecuaciones, existe una solucién no trivial (z1, ..., Tny1)
sobre E. Sin perdida de generalidad, podemos elegir una soluciéon con el
menor nimero r de elementos distintos de cero de la forma (ay, ..., a;,0, ..., 0)
donde a; # 0, 7 > 1y a, = 1, reordenando el indice de los vectores v; si es
necesario. Notemos que no todos los a; pueden pertenecer a E“. Si todos
pertenecieran a E¢ tendrfamos que

0=0j(v1)*a1 + ... +0j(v,) * a,
=oj(vi xa1) + ... + oj(vy * ay)

=oj(v1*xa1+ ...+ v, xay)

y, al ser o un isomorfismo, vy *a1+...+v,*a, = 0 lo que es una contradiccion
a la independencia lineal del conjunto de vectores. Podemos suponer que aq
no pertenece a E“. Por lo tanto, existe oy, tal que o,(a;) # a;.

En la fila j de nuestro sistema de ecuaciones tenemos
0=o0j(vn)*a1+..+0j(vr—1) *ar_1 + ;(vy).

Aplicando oy, obtenemos
o ooj(vi)*og(ar) + ... + o 00;(vr_1) ¥ op(ar_1) + o 0 0j(vy) = 0.

Ya que G es un grupo, {00071, ..., 05,00, } es una permutacién de {o1, ..., op }.
Sea o1, 0 0; = 0, de donde

oi(v1) x og(ar) + ... + oi(vp—1) * op(ar—1) + oi(v.) = 0.

Restando esta ultima ecuacion a la forma original de la fila ¢ obtenemos:

0=o0;(v1)*[a1 —ox(ar)] + ... + oi(vp—1) * [ar—1 — ok (ar_1)] — [0 (V) — 04 (V)]
=oi(v1) *[a1 —og(ar1)] + ... + 0;(vp—1) * [ar—1 — op(ar_1)]
donde a1 — oi(a1) # 0. Por lo tanto, tenemos una solucién no trivial con

un nimero de elementos diferentes a cero menor que r, lo que es una con-
tradiccién. O

Corolario 6.10. Si G, H son subgrupos finitos de Aut(F) tales que F& =
FH entonces G = H.
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Demostracion. Sea F¢ = FH . Supongamos que G # H y |G| = n. Podemos
suponer, sin perdida de generalidad, que existe ¢ € H que no pertenece a G.
Entonces, ya que o deja a fijo a FH = F¢ F% queda fijo bajo |G U {c}| =
n 4+ 1 elementos y F& ¢ FEYe} de donde [F : F¢] > [F : FEU{oH, Por
el lema 6.8 tenemos que [F : F&Y1}] > n 4+ 1. Por otro lado, usando el
teorema 6.9, tenemos que [F : F¢] = n.

Por lo tanto,
n=I[F:FC>[F:F >n41
lo que es una contradiccién. Entonces G = H. O

Teorema 6.11. Sean E/F una extension finita y G = Gal(E/F) su grupo
de Galois. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) F = EC.

(#3) Todo polinomio irreducible p(z) € F[x] con una raiz en E es separable
y tiene todas su raices en E, se descompone en E.

(iit) E es un campo de descomposicion para algin polinomio separable

f(x) € Fla].

Demostracion. Sea p(x) € Fx] un polinomio irreducible con o« € E como
rafz. Por el teorema 6.5 {o(a) : 0 € G} es finito, por lo cual podemos
suponer que tiene la forma {a; = o1(«)), ..., ap, = 0, () }. Definamos g(x) €
E[z] de la forma

n n
glx) = H(x —q;) = Zai * ',

i=1 i=1
Supongamos (7). Notemos que, para toda o € G y o, o(a;) = o para algu-
na j < n entonces o(g(z)) = g(x) y o deja fijo a los coeficientes de g(z). Por
lo tanto, ay, ...,a, € EY = Fy g(x) € F[z] es un polinomio sin raices repeti-
das. Ya que p(z) y g(z) comparten la raiz «, (p(z), g(z)) # 1. Como p(x) es
un polinomio irreducible, entonces p(x)|g(x), de donde p(z) no tiene raices
repetidas en E[z] y todas sus raices pertenecen a E. Por lo tanto, p(z) es un
polinomio separable con E como campo de descomposicién e (i) implica (7).

Ahora supongamos (ii). Sea a; € F tal que no pertenezca a F. Ya que
E/F es una extensién finita E/F es una extensién algebraica y existe un
polinomio irreducible p;(x) € F[z] con ay como raiz. Entonces, pi(z) es
separable y se descompone en FE, por lo que su campo de descomposicién
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K es un subconjunto de E, Ky C E. Si K; = FE entonces (4i7). Suponga-
mos K; # E, entonces existe ay € E tal que no pertenece a K;. Entonces,
existe un polinomio mdnico irreducible y separable ps(x) € F[z] con ag co-
mo raiz. Sea Ko C F el campo de descomposicién del polinomio separable
p1(z) * p2(z). Si Ko = E entonces (ii1), de lo contrario reiteramos la mis-
ma construccién. Ya que E/F es una extensién finita, este proceso debe de
terminar en algin momento y K,, = E para alguna m € N. Por lo tanto,
(¢4) implica (i44).

Finalmente, supongamos (iii). Por el teorema 5.31, |G| = [E : F]. Y por
teorema 6.9, |G| = [E : EY]. Por lo tanto, [E : F] = [E : EY) y, ya que
F C EY F = E%. Por lo tanto, () implica (4). O

Definicién 6.12. Sea E/F una extension de campos finita. Si F/F cumple
con las condiciones equivalentes del teorema 6.11, decimos que es una ez-
tension normal o extension de Galois.

Notemos que por 6.5 Gal(E/F) es finito, y por el teorema 6.9, si G =
Gal(E/F), G es un subgrupo de Aut(FE) y, al ser E/F una extensién de
Galois, tenemos que

|Gal(E/F)| = [E: EY| = [E: F). (6.13)

Proposicién 6.14. Si E/F es una extension de Galois y K es un campo
intermedio, entonces la extension E/K es una extension de Galois.

Demostracion. Ya que E/F es de Galois, entonces E es un campo de des-
composiciéon para un polinomio f(z) € F[z] C K[z]. Por lo tanto, E es un
campo de descomposicién para un polinomio f(z) € K[z] C E[z] y E/K es
una extension de Galois. O

Definicién 6.15. Sea E/F una extensién de campos finita. Sean K y B
un campos intermedios de la extensién. Si existe un isomorfismo ¥ : K — B
que deja fijo a F' entonces decimos que B es un campo conjugado de K.

Teorema 6.16. Sea E/F una extension de Galois, y sea K un campo inter-
medio de la extension. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) K no tiene campos conjugados distintos de K.
(i) Sio € Gal(E/F), entonces o|g € Gal(K/F).

(i4i) K/F es una extension de Galois.
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Demostracion. Si existe o € Gal(E/F) tal que o|x ¢ Gal(K/F) entonces,
ya que o y 0|k dejan fijo a F, y o|; no es un automorfismo, existe k € K
tal que o(k) ¢ K. Ya que o es un automorfismo, o|x : K — img(o|x) es un
isomorfismo y existe un campo img(o|x) distinto de K tal que K 2 (o]k).
Por lo tanto, (i) implica (7).

Ahora supongamos (i7). Ya que la extensién K/F es finita, es una exten-
sién algebraica y, para a € K existe un polinomio p(z) € F[z] irreducible
con @ € K como rafz. Ya que K C E y E/F es una extensiéon de Galois,
por el teorema 6.11, p(z) es un polinomio separable y todas su raices se
encuentran en E. Sea o € E otra raiz de p(z). Por el lema 5.21, tomando
a F' = F, existe un isomorfismo 7 : F(a) — F(a/) tal que deja fijo a F' y
7(a) = & y que, usando el teorema 5.28 y al E/F ser de Galois, extiende
a o € Gal(E/F). Por hipétesis ((i1)), o(K) =K y o/ =o(a) € 0(K) = K.
Por lo tanto, K contiene a todas las raices de p(z) y p(z) se descompone en
K. Por lo tanto, K/F es una extensién de Galois.

Por tltimo, supongamos (ii7). Entonces K es un campo de descomposi-
cién de algin polinomio f(x) € F[z], es decir K = F(ay, ..., a,) donde «;
son todas las raices de f(z). Por el lema 5.27, todo homomorfismo inyectivo
¥ : K — E que deja fijo a F' debe unicamente permutar las raices de f(x).
Entonces

HK) =HF (a1, .y an)) = Flag, ..., an) = K.

Por lo tanto, todo campo conjugado de K es K. O

Definicién 6.17. Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado (L, <)
en el cual para cualquier par de elementos a,b € L existed € L tal qued < a
yd=b yexistece Ltalquea <Xcyb=<c.

El elemento d es llamado una cota inferior y se denota por a A b; el
elemento c es llamado una cota superior y se denota por a V b.

Lema 6.18. Si L y L' son reticulas y v : L — L' es una biyeccidn tal que
st a Xb, tenemos que y(b) X v(a) entonces

Y(aVb) =y(a) Ay(b) y y(a Ab) =~(a)V y(b).

Demostracion. Notemos que a,b < aVb implica que y(a),v(b) = v(aVb), es
decir, v(aVb) es un cota inferior de y(a) y v(b). Luego, y(a) Ay(b) = v(aVb).
Ya que 7 es suprayectiva, existe ¢ € L tal que y(c) = v(a) A~(b). Entonces,
7y 1(v(e)) = v 1 (y(a) A (b)) de donde ¢ = a V by, ya que ~ revierte el



64CAPITULO 6. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE GALOIS

orden, a,b < a Vv b. Por lo tanto, o(a) A o(b) = o(c) = o(a) A o(b).

Ahora, a,b < aAbimplica que y(a),¥(b) = v(aVb) y, de manera anédloga
al desarrollo anterior, y(a A b) = y(a) V v(b). O

Ejemplo 6.19. Sea G un grupo. Definimos al conjunto
Sub(G) ={H C G : H es un subgrupo de G}

yen él, el orden H < K si H C K. Entonces (Sub(G), < ) es una reticula
tal que

AVB=(AUB)y ANB=ANB,

donde (AU B) es la interseccién de todos los subgrupos de G que contienen
a AUB.

Definicién 6.20. Si K y B son subcampos del campo FE, el campo com-
posicion de K y B, denotado por K V B es la interseccién de todos los
subcampos de F que contienen a K y a B.

Ejemplos 6.21. Sea E/F una extensién de campos, definamos el conjunto
Lat(E/F) ={K C E: K es un campo intermedio E/F}

yen él, el orden K < B si K C B. Entonces (Lat(E/F), =) es una reticula
tal que K V B es la composicién de los subcampos K y B.

Teorema Fundamental de la Teoria de Galois 6.22. Sea E/F una ex-
tension de Galois con G = Gal(E/F). Entonces eriste una correspondencia
biyectiva entre los subgrupos de G y los campos intermedios de E/F dada
por

v :Sub(G) — Lat(E/F)
H— E".
El isomorfismo ~ revierte ordenes y tiene un inverso 6 : Lat(E/K) —

Sub(Q) tal que 6 : K — Gal(E/K). Ademds, sea K un campo intermedio
de la extension E/F, y sean A, H subgrupos de Aut(FE). Entonces:

(i) EGUE/K) — K y Gal(E/EY) = H.
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(i1) Tenemos las siguientes igualdades:

EAVH — EA ﬂEH

EAﬁH — EA \/EH
Gal(E/K v H) = Gal(E/K) N Gal(E/H);
Gal(E/KNH)=Gal(E/K)V Gal(E/H).

(iii) [K : F] =[G : Gal(E/K)] y [G : H] = [Ef : F] (definido en 8.17).

(iv) K/F es una extension de Galois si, y sdlo si, Gal(E/K) es un sub-
grupo normal de G.

Demostracion. Sean H y A subgrupos de G. Si A < H entonces A C H,
por lo cual Ef ¢ E4 y y(H) < ~(A). Luego, si y(A) = ~(H) entonces
EA = Ef y, por el corolario 6.10, A = H. Finalmente, consideremos la
siguiente composicion de funciones:

Lat(E/F) -2 Sub(G) - Lat(E/F),

donde 0 es el mapeo dado por K +— Gal(E/K). Por la proposicién 6.14,
la extensién E/K es de Galois para todo campo intermedio K; entonces,
por el teorema 6.11 tenemos que K = ECUE/K) de donde v(§(K)) =
Y(Gal(E/K)) = BG4 E/K) = K y v 0§ es una identidad. Por lo tanto, v es
suprayectiva y 7y es una biyeccién con é como inverso.

Luego:

(¢) Ya que 7y o4 es la funcién identidad, tenemos que K = ~(6(K)) =
Gal(B/K)) = BOIE/) y I = §((H)) = §(B") = Gal(B/E™).

(7i) Ya que v y 4 son biyecciones que revierten el orden, por el lema 6.18,
se dan las siguientes igualdades:

EAVH — ~(AV H) =~v(A) Ay(H) = EANEX;

EAM = y(ANH) =~(A) VA (H) = E* v BT,
Gd(E/KVH)=6KVH)=§K)N§H)=Gal(E/K)NGal(E/H);
Gad(E/KNH)=6KANH)=6K)VH)=Gal(E/K)V Gal(E/H)
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(#4i) Por 6.13 tenemos que

[K:F|=[E:F|/|E:K]|=|G|/|Gal(E/K)| =G : Gal(E/K()6].23)
Ademés, ya que Gal(E/E™) = H, tenemos que .

[E¥ . F)=[E: F)/[E : EY]
= |G/|Gal(E/E™)|
=[G : Gal(E/E™)) =[G : H].

(iv) Si K/F es de Galois, por el teorema 5.34, Gal(E/K) es un subgrupo
normal de G. Ahora, supongamos que H es un subgrupo normal de G.
Sean 0 € G, 7€ Hy a € E. Ya que H es normal, Too(a) =c o7’
para algin 7/ € H; ademds o o 7'(a) = o(a) ya que 7’ deja fijo a
a. Por lo tanto, « € E implica que o(a) € Ef y o(EH) c EH.
Luego, o(EH) = E* ya que ambos tienen la misma dimensién sobre
F. Entonces, por el teorema 6.16, E¥ /F es una extensién de Galois.

O

Corolario 6.24. Una extension de Galois E /F inicamente tiene un nimero
finito de campos intermedios.

Demostracion. Por 6.5, el grupo Gal(E/F) es finito y, por lo tanto, posee
Unicamente un ndmero finito de subgrupos. O

Lema 6.25. Si F' es un campo finito de caracteristica p, entonces F# es
un grupo ciclico y existe o tal que F = Zy(«).

Demostracion. Sea |F| = q. Ya que F es finito, F'# es un grupo finito y, por
el teorema 8.23, es un grupo ciclico. Ahora, ya que F' es de caracteristica p,
su subcampo primario es Z, y F'/Z, es una extensién de campos. Sea @ una
rafz de unidad primitiva del polinomio 2= —1, es decir, 1 = a9~ !. Ya que «
es primitiva y, por el teorema 7.3, o € F'; luego, por el teorema 8.15, tenemos
que F# = (a). Entonces (a) U {0} tiene q elementos y F = Z,(a). O

Definicién 6.26. Sea F' es un campo finito de caracteristica p. El elemento
a € F del corolario 6.25 es llamado un elemento primitivo de F.

Teorema 6.27. Una extension finita E/F es una extension simple si, y
solo si, tiene un ndmero finito de campos intermedios.
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Demostracidn. Supongamos que F/F una extension simple, entonces existe
a € FE tal que E = F(«). Ya que E/F es una extension finita, E/F es una
extension algebraica y existe un polinomio ménico irreducible p(x) € F[z]
con « como raiz. Sean B un campo intermedio, g(z) € B[z] el polinomio
monico irreducible con @ como raiz y sean g1, ..., g4 € B sus coeficientes. Si
B’ = F(g1,...,94), g(x) también es irreducible en B’. Ya que

E=F(a)C B'(a) C B(a) CE,

tenemos que E = B(a) = B'(«a), de donde [E : B] = [B(a) : Bl y
[E : B'] = [B'(a) : B']; de donde, ya que 9(g) es el mismo en B y B/,
por el teorema 5.14, tenemos que [E : B] = [E : B’]. Por lo tanto B = B’
y por cada g(z)|p(x) el campo intermedio B queda determinado de manera
unica. Pero s6lo hay un nimero finito de divisores de p(z), por lo tanto hay
Unicamente un numero finito de campos intermedios.

Ahora, supongamos que la extensién E/F tiene inicamente un ntmero
finito de campos intermedios. Si F' es un campo finito, entonces E es un
campo finito al ser F/F una extensién finita; ademds, por el teorema 3.14,
ambos tienen la misma caracteristica p. Luego, por el lema 6.25, E/F es
una extension simple.

Supongamos que F es infinito. Ya que E/F es una extensién finita,
existen aq,...,ap € F tales que F = F(ay,...,a,). Sin =1 entonces E/F
es una extensién simple. Supongamos la proposicion es valida para k. Sea
n = k + 1. Entonces

FCF(ay,...,a) C Flag,..,ap,ar + 1) =F

es una cadena de extensiones. Por hipétesis de induccién, F(ay, ..., ar)/F es
una extensién simple, por lo tanto existe v € E tal que F(ay, ..., a;) = F(¥)
y E = F(v,a+1). Consideremos todos los elementos de la forma §; = v +
t*xay+1 donde t € F; ya que F es infinito, hay un niimero infinito de ;. Por
hipétesis hay tnicamente un nimero finito de campos intermedios, por lo
que Unicamente existen un nimero finito de campos intermedios de la forma
F(f;). Por lo tanto, existen t,t' € F, con t # t', tales que F(5;) = F(By).
Claramente F'(5;:) C F(v, ags1). Ahora, (t—t')x g1 = Be— P € F(Be) =
F(B;). Luego, ya que t # t', ap1 € F(B) y v = B — t* auq1 € F(By),
tenemos que F(7y,ar41) C F(Bt). Por lo tanto E = F(v,ak41) = F(B:) ¥y
E/F es una extensién simple. O
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Corolario 6.28. Si E/F una extension simple y K es un campo intermedio,
entonces la extension K/F es simple.

Demostracion. Por el teorema 6.27, E/F tiene Gnicamente un ntimero finito
de campos intermedios, por lo tanto K/F sélo tiene un nimero finito de
campos intermedios. Por lo tanto, K/F es una extensién simple. O

Teorema del Elemento Primitivo 6.29. Toda extension finita separable
K/F es una extensidn simple.

Demostracion. Por 5.33, existe una extensién E/F tal que E es un campo
de descomposicién para algin polinomio f(x) € F[z]; con K como campo
intermedio. Ya que E es el campo de descomposicién de f(z) € Flz] vy f(z)
es separable por ser E/F una extensién separable, E/F es una extensién de
Galois; y por el corolario 6.24, E/F tiene inicamente un numero finito de
campos intermedios. Por lo tanto, la extensién K/F posee unicamente un
numero finito de campos intermedios y, por el teorema 6.24, K/F' es una
extension simple. O



Capitulo 7

Campos de Galois.

Teorema 7.1. Si F' es un campo finito, entonces F es de caracteristica
p > 0, y el numero de elementos de F es p™ donde n es el grado de la
extension F/Z,.

Demostracion. Sea P el subcampo primario de F'. Como F' es finito, por el
teorema 3.14, P es finito e isomorfo a Z, para algin entero primo p. Por el
teorema 5.4, F' es un espacio vectorial sobre P. Este espacio vectorial tiene
un numero finito de elementos, entonces debe de tener una base finita. Por
lo tanto existe n tal que [F : P] = n.

Sea {z1,...,x,} una base de F sobre P. Todo elemento de F se puede
expresar de forma tnica por

)\1 * X1 +—|—/\n>|<xn (72)

donde A1,..., A\, € P. Ya que |P| = p, cada A; puede ser elegida de p
diferentes formas, por lo cual existen p™ expresiones de la forma 7.2 dife-
rentes. Por lo tanto, |F| = p” O

Entonces, por el teorema anterior, podemos concluir que todo campo
finito tiene p" elementos para algin p primo.

Teorema 7.3. Sean p un numero primo y q = p" donde n es un entero
mayor a 0. Un campo F tiene q elementos si, y solo si, F' es un campo de
descomposicion del polinomio f(x) = x? — x sobre el subcampo primario de

F, Z,.

69
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Demostracion. Supongamos que |F| = ¢q. Notemos que (F — {0}, *) es un
grupo de orden g — 1. Por el teorema de Lagrange (8.18), paraa € F, a # 0,
tenemos que a?"! = 1y a es raiz del polinomio f(x) = 29 — x € Zy[x].
Ademéds, ya que f(0) =07 —0 = 0, todo elemento de F es raiz de f(x), por
cual F' es un campo de descomposicién de f(z) sobre Z.

Ahora, supongamos que F es un campo de descomposicién de f(x) sobre
Zyp. Ya que la derivada f'(z) = gx 297! —1 = —1 entonces (f(z), f'(z)) =1
y, por 8.26, tenemos que f(z) no tiene raices de multiplicidad mayor a 1, por
lo cual f(z) tiene g raices distintas. Consideremos el automorfismo dado por
¢"(z) = 29 = 27", donde ¢ es el mapeo de Frobenius. Sean E el conjunto
de todas raices de f(x) y a,b € E. Entonces, tenemos que:

(i) (a*xb)?—(axb) =a%+b?—a*xb=axb—axb=0.Porlocual axb € E.
(ii) (axa 1) —(a*xa1)=19—1=0.Porlocuala! € Ey 1€ E.

(7)) (a+b)?—(a+b)=(a9+b?)—(a+b)=(a+b)—(a+b)=0.Porlo
cual a +b € E.

() (a—a)?—(a—a)=0?7—a=0. Por lo cual —a,0 € E.

Ademas, claramente 0 € E. Por lo tanto, E es un campo y claramente
E=F. O

Notemos que el teorema anterior nos garantiza la existencia de un campo
con ¢ = p" elementos, ya que el teorema de Kronecker nos garantiza la
existencia de un campo de descomposiciéon para el polinomio z? — x.

Corolario 7.4. Cualquier par de campos finitos de orden q = p", p un
numero primo, son isomorfos.

Demostracion. Por el teorema 7.3, todo campo de orden ¢ es el campo de
descomposicién del polinomio z? — z. Por el corolario 5.29, todo campo de
descomposicién es isomorfo. O

Llamamos al campo de orden ¢ = p"™ el Campo de Galois de Orden ¢,
se denota por GF(p™) = GF(q).

Proposicion 7.5. Todo campo finito F es un campo perfecto.

Demostracion. Sea F' un campo finito y, por 7.3, de caracteristica p para
algin nimero primo p. Consideremos a ¢, el Mapeo de Frobenius (3.17) en
F. Al ser F un campo finito claramente ¢ es un isomorfismo, por lo cual,
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para todo a; € F, existe b; tal que a; = b¥. Sea q(x) = (bo)? + (b1)Px +
..+ (by)P2™ un polinomio irreducible en F[z], y consideremos su derivada
q(z) = (b1)? + 2(b2)Px + ... + n(b,)P2" 1. Supongamos que ¢(z) no es
separable. Ya que ¢(x) es irreducible, sus unicos divisores son 1y ¢(z) v,
por teorema 8.26, (¢(x),q'(x)) # 1, entonces (¢(z), ¢ (z)) = q(z) y por lo
tanto ¢’(z) = 0. Luego, por el lema 8.27, necesariamente g(x) es de la forma

q(z) = g(z”)
= (o)’ + (c1)? x 2P + ... + ()P % 2P
= (

cot e kx4 ..+ xa’)P

Por lo tanto ¢(z) no es irreducible, lo que es una contradiccién. O

Lemma 7.6. Sia es un elemento primitivo de GF(p™), entonces existe un
polinomio irreducible f(x) € Z,[x] de grado n tal que tiene a a como raiz.

Demostracion. Al ser GF(p™)/Z, una extensién finita, entonces es una ex-
tensién algebraica y existe un polinomio irreducible f(z) € Z,[x] con o como
rafz. Supongamos que d(f) = d. Entonces, por el teorema 7.1, |Z, ()| = p?.
Pero, ya que « es primitivo, Z,(a) = GF(p") y p? = p™. Por lo tanto d = n

y 9(f) =n. O

Teorema 7.7. (¢) = Gal(GF(p™)/GF(p)) = Z,, donde ¢ es el automor-
fismo de Frobenius (3.17) en GF(p™).

Demostracion. Sean F = GF(p™) y G = Gal(GF(p™)/GF(p)). Si « es un
elemento primitivo de F' entonces, por el lema 7.6, su polinomio irreducible
q(z) € Zp[x] es de grado n y F contiene a lo mds n de sus raices. Ya que F'#
es un grupo ciclico (lema 6.25), todos los elementos de F' distintos a 0 son
de la forma o'. Luego, si 0 € G y o' € F, tenemos que o(a;) = o(a)’ y o
queda totalmente determinado por o(a). Pero, ya que o deja fijo a GF(p),
usando el lema 5.27, o(«) es raiz de ¢(z) y todos los elementos de F' son
raices de ¢g(z). Por lo tanto, ya que F tiene a lo més n raices de g(z) y o
queda determinado por o(a) € F, |G| < n.

Por otro lado, por la demostracién del teorema 7.3, tenemos que a? —a =
0y a? = a para todo a € Z,, de donde ¢ € G. Sea j el orden de ¢.
Supongamos que j < n. Ya que j es el orden de ¢ en G tenemos que
(aP)? = a. Luego, todos los p™ elementos de F son raices del polinomio
(xP)) — 2, que a lo mas posee p/ < p" raices, una contradiccién. Por lo
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tanto, el orden de ¢ es mayor o igual a n. Por lo tanto, ya que |G| < n,
tenemos que |G| =ny (¢) = G. O

Consideremos la extensién de campos GF(p™)/GF(p). Por el teorema
7.3, GF(p™) es un campo de descomposicién de un polinomio ¢(z) € GF(p),
por lo cual, la extensién GF(p™)/GF(p) es de Galois. Luego, por el teorema
anterior, Gal(GF (p™)/GF(p)) = Z,,. Luego, por 6.13, tenemos que

[GF(p") : GF(p)] = |Zn| = n. (7.8)

Como consecuencia directa del resultado anterior tenemos el siguiente
lema:

Lema 7.9. Sea E/F una extension de campos finitos de grado [E : F] = n.
Si K/F es una extension de campos finitos tal que [K : F] = n, entonces
K=F.

Demostracion. Como F es un campo finito, F' es de caracteristica p >
0; ademés existe f € N tal que F' = GF(pf) y el grado de la extensién
F/GF(p) es [F : GF(p)] = f. Ademds, ya que F y K son finitos y F' =
GF(p’), existen enteros e, k € N tales que F = GF(p/*¢) y K = GF(p/**).
Entonces, por el lema 5.17, tenemos que [E : GF(p)] = [E : F] = [F :
GF(p)l]=nxfy[K:GF(p)]=nxf,es decir [E: GF(p)] = [K : GF(p)].
Por otro lado, por 7.8, tenemos que [E : GF(p)] = [GF(p**/) : GF(p)] =
exfy[K:GF(p)] =kxf.Porlotanto, ex f = kx f y e = k. Por lo tanto,
K = GF(p™*) = E. O

Teorema 7.10. El Campo de Galois GF(p") tiene exactamente un sub-
campo de orden p® por cada divisor d de n.

Demostracion. Por el teorema 7.7, sabemos que Gal(GF(p")/GF(p)) =
Zy, es un grupo ciclico de orden n; ademaés, por el lema 8.20, todo grupo
ciclico de orden n tiene exactamente un subgrupo de orden d; por cada
d; divisor de n. Luego, ya que Z, es un grupo finito, para todo subgrupo
H C Z, de de orden d; tenemos que [Z,, : H;] = n/d; (8.18). Entonces,
por el Teorema Fundamental de la Teorfa de Galois (6.22), para el campo
intermedio correspondiente K; bajo v tenemos que

Finalmente, por el teorema 7.1, tenemos que todos los campos intermedios
de la extensién GF(p™)/GF(p) son de orden n/d;, ya que d;|n, n/d; es un
entero divisor de n de la forma d;. Por lo tanto, tenemos un sélo subcampo
intermedio de caracteristica d; = n/d; por cada d; divisor de n. O
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Corolario 7.11. Sean GF(p") y GF(p™) dos campos de Galois. Entonces
GF(p™) C GF(p™) si, y sdlo si, m|n.

Demostracion. Sea GF(p™) C GF(p"), entonces GF(p™) es un campo in-
termedio de la extensién GF(p™)/GF(p). Luego, por el teorema 7.10, m es
un divisor de n y m|n.

Ahora, supongamos que m|n. Entonces, GF(p™)/GF(p™) es una exten-
sién y GF(p™) C GF(p"). O

Notemos que, por el resultado anterior, todos los subcampos de un cam-
po finito quedan determinados de forma tnica. Entonces, podemos suponer
que toda extensién de campos finitos es de la forma GF(p™*?)/GF(p™).

Proposicion 7.12. Toda extension de Campos de Galois de la forma
GF(p™*)/GF(p")
es una extension simple.

Demostracion. Por el teorema 7.10, GF(p™*?)/GF(p"™) tiene un niimero
finito de campos intermedios. Luego, por el teorema 6.27, GF (p™*?) /GF (p")
es una extension simple. O

Teorema 7.13. La cerradura algebraica de GF (p), GF(p), es la union de
todos los campos de Galois de Caracteristica p, es decir

GF(p) = | J GF(").

neN

Demostracion. Sean E = U GF(p"), F =GF(p)y f(z) = Zai * 2" un

neN =0
polinomio en F[z]. Sea a una raiz de f(z). Entonces, por el teorema 5.14,
[F(a), F] < r es una extensién de grado finito; luego, ya que F' es finito y
F(a) estd generado por una base finita sobre F', F/(«) es un campo finito.
Por lo tanto, existe un campo de Galois GF(p") tal que

a € Fla)=GF(p").

Por lo tanto, GF(p) C E.

Por otro lado, usando el teorema 7.3, tenemos que para toda n € N el
polinomio z—z?, donde ¢ = p>*™, tiene todas raices en la extensién GF(q) D

GF(p"™), de donde E C GF(p). Por lo tanto, tenemos que F = GF(p). O
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Notemos que, por el teorema anterior, podemos concluir dos propiedades
importantes sobre los campos finitos: La cerradura algebraica de cualquier
campo finito es un campo infinito; en consecuencia, ningin campo finito es
algebraicamente cerrado.

Ejemplo: Construccion de un Campo finito. 7.14. Por el teorema 7.1,
todo campo finito debe de tener p™ elementos, para algtin p € N primo. Si
n = 1 entonces GF(p) = Z, es el tinico campo con p elementos. Sea n > 2.
Entonces, por 7.8, F/Z, es una extensién de campos de grado [F : Z,] = n.
Por otro lado, si f(z) un polinomio irreducible en GF(p)[z] de grado n con
« como raiz, por el teorema 7.13, existe un campo de Galois F’ que contiene
a «a. Luego, Por el teorema 5.14, tenemos que el campo F”’ es de la forma

Fl = Zp(a) = Zpl2]/(f(2))

donde [F’ : GF(p)] = d(p) = n. Pero, por el lema 7.9, para todo campo F’
tal que [F’ : GF(p)] = n tenemos que F' = F’. Por lo tanto,

F=Zpa]/(f(x)).



Capitulo 8
Apéndice

Teorema del Binomio 8.1. Sean R un anillo y n € Z, n > 1. Entonces
(a+b)" = (") al % (8.2)
A 1

donde

(TZ) - M(Z'_Z)’ (8.3)

()= () o

tqualdad llamada la Identidad de Pascal.

(0]
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Demostracion. Primero demostraremos la Identidad de Pascal

n n n! n!
<k)+ (k—l) TR =R TGl — (k=1
B (n—k+1)xnl kn!
B (n—k—i—l)*k!*(n—k)!+k*(k—1)!*(n—k+1)!
(n—k+1)xnl 4+ kxn!
kl(n—k+1)!
_ (n+1)xn!
CE((n+1) —k)!
B (n+1)!
CE((n+1) —k)!

(")

Ahora demostraremos el teorema del Binomio por induccién, sea n = 1
entonces

1
Z <1> atx b = <1> a7 % b0 4 (1> a7t st
o \! 0 0

=1lxax1+1%x1xb
=a+b
= (a+0b)".
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Supongamos que la proposicién es valida para n = m. Sin = m+1 entonces

(b+a)™ ™ =(b+a)*(b+a)™

_ m m m m—k k
=0b+a)xd"+a +kzl(k>*a * b

m—1 m—1
_ bm+1 + a’rn—i—l +ax Hm +bx a™ + Z (Z) % am—k-‘rl % bk + Z (ZL) % a’m—k % bk-‘rl
k=1 k=1

m m—1
— il g gml Z <7]7§> wam kL g bk Z (7;) w a™ R phHL
k=1 k=0

m m

= pmtl g gmtl Z (3:) xam R bk Z (jTl) x a1 pd
k=1 j=1
m

_pgmtl | m+l m m mtl—k . pk

e D) ()]

Y, usando la Identidad de Pascal,

m m+1
(a + b)m+1 — am—i—l + bm+1 + Z ( )am+1—kbk

k=1 k
m+1 m ) )
= Z (Z_)bl*amﬂ.
i=0

O

Ademas, notemos que si p es un nimero primo, i # 0 e ¢ # p entonces,

pl(?). Ya que
(p)z b _px=1)
i) T iw i) il (p—i)

es un nimero positivo con p como factor, ya que, al ser p primo, no puede
ser dividido por ¢! o (p — @)!.

Definicién 8.5. Un dominio entero R es llamado un anillo euclidiano si
para todo a € R, a # 0, existe un entero positivo d(a) tales que para
cualesquiera a,b € R, a,b # 0:
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(1) d(a) < d(a=Db).
(73) Existe t,r, con r =0 o d(r) < d(b), tales que a =t *x b+ r.

Por ejemplo, Z es un anillo euclidiano.

Teorema 8.6. Sean R un anillo euclidiano e I un ideal de R. Entonces
existe a en R tal que I = (a). Esto es, R es un dominio de ideales princi-
pales.

Demostracion. Si I = {0} entonces a = 0. Supongamos que I # {0}. Sean
ag € I, ag # 0, tal que d(ap) es minimo. El elemento ay existe, ya que
I#{0}yd(a)eZ".

Sea a € I. Al ser R un anillo euclidiano, existen ¢, € R tales que
a=txag+rdonder=0o0d(r) <d(ag). Yaque I esunideal,txagely
txag—a € I, porlocual r € I =04 1. Sir # 0 tenemos una contradiccion,
va que d(r) < d(ag). Por lo tanto, r =0, a =t *ag e I = (ap). O

Corolario 8.7. Todo anillo Fuclidiano posee un elemento unitario.

Demostracion. Sea R un anillo Euclidiano. Por el teorema 8.6, todo ideal de
R estd generado por un elemento, en particular R = (u) para algin u € R.
Luego, existe r € R tal que r * u = u y r es un elemento unitario.

O

Lema 8.8. Sean R un anillo euclidiano y a1, ..a, € R. Su mdzximo comun
divisor, denotado por d = (a1, ..,ay), existe y es una combinacidon lineal de
A1y .., Ap-

Demostracion. Consideremos al ideal (a1, as), el ideal generado por ay, as.
Ya que R es dominio de ideales principales, existe un generador de (a1, as).
Sea d este generador, con d = s *x a; +t * as.

Por 8.7, R tiene un elemento unidad, de donde a1 = 1*a; +0x*as y
az = 0% a; + 1 *ag, por lo cual, aj,as € {(a1,a2) y dlay,as. Si claj,as,
entonces, c|s * a1, t * ag, c|s*a; +t*as y c|d. Por lo tanto, d es el mdximo
comun divisor de a1 y as.

Por induccién, el teorema queda demostrado. O
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Ejemplo 8.9. Sean aq, .., a, nimeros enteros positivos. Su méaximo comun
divisor, denotado por d = (ay, .., a,), existe y es una combinacién lineal de
A1y -y Ap .

Ejemplo 8.10. Sean R un anillo euclidiano, p y q primos relativos. Si
plg * n, entonces p|n.

Demostracion. Por el teorema 8.8 existen s,t € R tales que
pxs+qgxt=1.

Multiplicando por n tenemos que

n*(pxs+qxt)=1%n.
px(nxs)+tx(gxn)=mn

Ya que p|q * n, p|n.
O

Algoritmo de la Division 8.11. Sean F' un campo y f(x),g(z) € F[z],
g(z) # 0, entonces existen polinomios q(z),r(x) € F[z] tales que

f(@) = q(z) x g(z) +r(z)
con r(x) =0 o d(g) > O(r).

Demostracion. Si O(f) = —oo entonces f(z) = 0y g(z) = r(z) = 0. Si
d(g) = 0 entonces g(z) = (ap # 0,0,...) con a9 € F y podemos tomar
q(z) = (k/ao,0,...) y r(c) = 0.

Supongamos que la proposicién es cierta para 9(f) < ny sea f(x) € Flx]
tal que O(f) = n > 0. Si 9(f) < I(g) entonces ¢(z) = 0y r(z) = f(x).
Supongamos que 9(f) > 9(g), entonces tenemos que

g(x) = (ag, ...,am) f(x) = (bo, ..., bn)
con m < n. Sea
fi(@) = (00, ey Opp—yn—1, by, * a;l) xg(x) — f(x)

que nos elimina la coordenada de indice mayor en f(x), por lo que tenemos
A(f1) < A(f). Por la hipétesis de induccidn, existen g1 (x),r(z) € F[z] tales
que fi(z) = g(x) * q1(z) + r1(z) y 9(r1) < 9(g). Sea
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q() = (005 s Op—m—1,bn x ay}) — q1 () r(z) = —r (z)

entonces

9(@) % q(@) +7(@) = (00, s Onpn—1, by ¥ ay,') % g(x) — q1(x) * g(a) — r1(x)
= f(x) + fi(z) = fr(z)
f(=).

O

Proposicion 8.12. Sean R un anillo y a,b,d € R. Si d|a+b y d|a entonces
d|b.

Demostracion. Si dla+ by d|a entonces existen r, s € R tales que a =r*d
va+b=sxd. Dedonde r«d+b=sxdyb=sxd—rxd=(s—r)xd.
Por lo tanto, d|b. O

Definicién 8.13. Sean (G, *) un grupo y a un elemento de G. El orden del
grupo G es |G|, la cardinalidad del grupo G. Decimos que a es un elemento
de ordenn € Nsia™ =1, es decir 1 =ax*xax*...%an veces, y si para toda
m tal que a™ = 1 tenemos que n < m.

Definicién 8.14. Sean (G, *) es un grupo y a € G. Consideremos al con-
junto
(a)y ={a" :r € Z}.
Sean a”,a™ € (a), entonces:
(1) Ya que todo grupo es cerrado bajo %, a™ € Gy {(a) C G.
(ii) a® =1y 1€ (a).
(i17) a™ *a™ = a™*t™ € (a).
(iv)

axa " =a"""=a"=1E¢€ (a).

Por lo tanto (a) es un subgrupo de G llamado un subgrupo ciclico de G
generado por a. Si existe a € G tal que G = (a), entonces G es llamado un
grupo ciclico generado por a.

Notemos que todo elemento de GG pertenece a un subgrupo ciclico de G.
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Teorema 8.15. Sea (G, *) un grupo finito. Entonces:

(4)

(i)

(iii)

Sea a un elemento de G de orden n, entonces a™ =1 si, y sdlo si, n|m.

Si G = {(a) es un grupo ciclico de orden n, entonces a* es un genera-

dor de G si, y sdlo si, (k,n) =1.

Si a € G tiene orden n, entonces |[{a)| = n.

Demostracion. (i) Si n|m, entonces m = n * k para algin k € Z. En-

(iid)

tonces, tenemos que 1 = a™ = a™* = (a™)* = 1¥ = 1. Ahora, sea
a™ = 1. Por el algoritmo de la divisién para nimeros enteros, existen
q,r € Z tales que m = nxq+r, con 0 < r < n. Entonces, tenemos que
a"=a™"" M =ag™xaq ™ =1x(1)"9=1.Sir > 0 entonces tenemos
una contradiccién, ya que n es el menor natural tal que a™ = 1. Por
lo tanto, r = 0 y n|m.

Sea G = (a). Si G = (a*), entonces existe t entero tal que a = a***.

Por lo cual a***=! = 0y, por (i), n|k *t — 1, de donde existe v € Z tal
que nxv = kxt— 1. Entonces, 1 es una combinacion lineal de k y n,
por 8.8 tenemos que (k,n) = 1.

Ahora, supongamos que (k,n) = 1, entonces existen ¢, u € Z tales que
nx*xt+ k*xu=1; de donde

a = an*t+k¢*u —_ an*t % ak*u — ak:*u c <ak>

Por lo tanto, (a*) = (a) = G.

Sea a = a’ con ,j < n. Si i # j, entonces podemos suponer que
i < j,dedonde a’~* =1 con j —i < n, que es una contradiccién. Por
lo tanto, la cadena 1,a?,...,a™ ! no tiene elementos repetidos, y G =
{1,a?,...,a""1}. Por lo tanto, |G| = |[(a)| = {1,a?,...,a" "'} = n.

O

Definicién 8.16. Sea G un grupo. Un subgrupo H es un subgrupo normal
de G si, para toda g € G,

gHg ' ={g*hxg ' :hec H} = H.
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Definicién 8.17. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y g un elemento
de G. El conjunto g * H dado por

gxH={gxh:heH}

es un subconjunto de G llamado clase lateral derecha de H en G. El indice
de un subgrupo H de G, denotado por [G : H] es la cardinalidad del con-
junto de todas clases laterales derechas de H en G.

Sea H un subgrupo normal de G. El conjunto G/H = {g* H : g € G},
es grupo bajo la operacion binaria

x:G/HxG/H — G/H
(9 H, g« H)— (gxg')x H

llamado grupo cociente.

Teorema de Lagrange 8.18. Sea G un grupo finito. Si H es un subgrupo
de G, entonces |G| =[G : H] = |H]|.

Demostracion. Podemos definir una relaciéon en G donde x ~ y si existe
h € H tal que y = z*h. Notemos que z = y*h~! implica y ~ z. Ademds, si
T ~Yyy~ z,entonces, existen hy, h, tales que & = hyxy = hy* (hy *2) =
(hg *hy)* 2y @ ~ z, por lo que tenemos una relaciéon de equivalencia, cuyas
clases son las clases laterales de H. Por lo cual, las clases laterales de H en
G forman una particién en G. Ademas, si x € G notemos que el mapeo dado

por h — x *x h es una biyeccién de H en x x H, por lo tanto |H| = |z x H|
y |G| es el nimero de clases laterales por el nimero de elementos en H,
|G| =[G : H] % |H]|. O

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos que el orden de a € G
es un divisor de |G|, ya que el teorema 8.17 nos asegura que el orden de a es
el nimero de elementos del subgrupo H = (a). Por lo tanto, al®l =1 para
toda a € G. Ademds, si G es un subgrupo finito y H un subgrupo de de G,
el indice es [G : H] = |G|/|H|

Primer Teorema de Isomorfismos para Grupos 8.19. Sio: G — K
es un homomorfismo de grupos, entonces ker o es un subgrupo normal de G

)
G/kero = imo

Demostracion. Sea K = kero. Sean a,b € K y g € G. Notemos que
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(i) ya que o(1) =1 entonces 1 € K,
(i) o(axb)=0c(a)xo(b)=1x1=1porlocual axb e K,

(iii) o(a ') =0c(a)"* =1 de donde a™' € K

y, ademas

(iv) o(gxaxg™)=0(g)xo(a) xa(g™") =a(g)x1*xa(g™") = 1.
Por lo tanto g x a * g~ ! € kero y kero es un subgrupo normal de G.

Ahora, definamos a ¢ : G/K — imo por ¢(g* K) = 0(g). Sea g K =
g * K, entonces existe k € K tal que ¢ = gk y

oy’ * K) =0a(g)
* k)
) *o(k)
g)*1
= p(g* K)

e

g
g
g

s}

(
(
(
= 0‘(
(
por lo que ¢ esta bien definido. Ya que ¢ es un homomorfismo, y imy = imo,
claramente ¢ también lo es. Ahora, si p(g* K) = K = 1% K entonces

o(9) =1y kerp = K. Por 3.9, ¢ es una inyeccién. Ya que ime = imo, ¢
es suprayectivo y, por lo tanto, ¢ es un isomorfismo. O

Lema 8.20. Si C' = (a) es un grupo ciclico de orden n, entonces C tiene
un subgrupo ciclico de orden d; por cada d; divisor de n.

Demostracion. Sea n = c¢; * d;. Notemos que (a%)% = a®*% = g = 1. Si
(a)" =1 con r < d; entonces, por el teorema 8.15, n|c; *r y existe s entera
tal que ¢;xr=n*xs=d;*xc;*s,de donde r =d; xs > d; y r = d;. Por lo
tanto tenemos un grupo subgrupo ciclico de orden d; generado por (a®).

Ahora, supongamos que (z) es un subgrupo de orden d;. Entonces z =
a™ y 1=z% =qa™%; de donde existe k tal que m * d; = n * k. Entonces,
ya que ¢; xd; = n 'y ¢; = n/d; tenemos que x = a™ = (a%)* y (x) C (a%).
Ya que los dos grupos tienen el mismo nimero de elementos, (x) = (a®).
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Por lo tanto, C tiene exactamente un grupo ciclico de orden d; por cada
d; divisor de n. Todos ellos ciclicos. O

Definicién 8.21. La Funcién ¢ de Euler es el mapeo ¢ : N — N dado por

p1)=1
on)=KkeZ:1<k<ny (kn)=1}sin>1.

Teorema 8.22. Un grupo G de orden n es ciclico si, y solo si, por cada
divisor d de n eziste a lo mds un subgrupo ciclico de orden d.

Demostracion. Si G es ciclico por el lema 8.20 tenemos el resultado. Supon-
gamos que en G, por cada divisor de n, existe a lo mas un subgrupo ciclico
de orden d.

Sea C(G) es conjunto formado por todos los subgrupos ciclicos de G.

~

Definamos en G la relacién a = b si (a) = (b). Es claro que & es una
relacién de equivalencia. Si C' € C(G) es un subgrupo ciclico de G generado
por a, entonces podemos definir la clase de equivalencia de a como

g(C)=la]={be G:b=a}

donde C = (a).

Entonces ¢g(C) es el conjunto de todos los generadores de C' 'y G =

U g(C). Si G es de orden n, ya que las clases de equivalencia no tienen
CeC(Q)
elementos en comun, tenemos que n = |G| = Z |C.
ceC(G)

Por el lema 8.15, a* es un generador de G si, sélo si (k,n) = 1. Entonces,

si p es la Funcién de Euler 8.21 y d es el orden C, tenemos la siguiente

identidad:
19(C)] = ¢(d).

De donde, por el lema 8.20, el subgrupo C' solo tiene un subgrupo por cada
b; divisor de d, entonces

d= > 19(O) = elby).
cec (@) bi|d

Luego, ya que por hipdtesis hay a lo mas un subgrupo ciclico por cada d;

divisor de n, tenemos que Z lg(C)] < Zg@(di) =ny Z lg(C)| =

Ccec(@) diln Cec(@)
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Z ©(b;). Por lo tanto, hay exactamente un subgrupo ciclico por cada divisor
bild
de n. En particular n|n, de donde G es un grupo ciclico. O

Teorema 8.23. Sean F un campo y (F# %), donde F¥* = F — {0}, su
grupo multiplicativo. Entonces todo subgrupo finito G de F# es un grupo
ciclico.

Demostracion. Sean |G| = ny d un divisor de n. Si C' es un subgrupo ciclico
de G de orden d entonces, por el Teorema de Lagrange (8.18), para todo
x € C tenemos que % = 1. Si existiera otro subgrupo ciclico de orden d
entonces existe un elemento a ¢ C, por lo que |G| > d + 1, es decir, existe
por lo menos d + 1 raices distintas del polinomio z¢ — 1, lo que es una
contradiccién al teorema 5.2. Por lo tanto G tiene a lo mas un grupo ciclico
de orden d. Por el teorema 8.22, G es un grupo ciclico. O

Definicién 8.24. Sean R un anillo y f(z) = Zai % 2 un polinomio en

=0
n—1

R[x]. Llamamos al polinomio en R[x] dado por f'(z) = Z(] +1)%ajpq x 2
§=0
la derivada de f(x).

Notemos que si f'(z) # 0 entonces 9(f) > 9(f").
Proposicién 8.25. Sean R un anillo, f(x) = Z aixxt yg(x) = Z b; )
i=0 §=0

dos polinomios en Rlx] y f'(x) y ¢'(x) sus respectivas derivadas. Podemos
suponer sin perdida de generalidad que n < m y f(x) = Zaj « 27 donde
7=0
a; =0 sin <j. Sea a € R. Entonces:
(1) (f(2) +9(2))" = f'(2) + g' ().
(i) (axf(z)) =ax[f'(z)
(iii) (f(x)*g(x))" = f(x)* g'(x) + f'(2) * g(2).

Demostracion.
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m—1
(f(@) +g(x)) = > (G +1) % (aj1 +bjy) x 27
i=0
;—1 ) m—1 '
=D G ragaxa’ + Y (G+1)xbxal
=0 i=0
= f'(z) + ¢'().
(i1)
m—1 '
(s f@) = 3 ax(G+1) a1 +a?
§=0
m—1 ‘
=ax* (J+1)xajp v’
§=0
= ax f'(z)

(iii) Sean f(z) =’y g(z) = 27. Entonces

(f(x) * g(x)) = (&)
= (i)t
i+j—1 itj—1

=1%x +j*xx

= f'(z) = g(z) + f(x) * g'(2).

Por (i), (i1) y el desarrollo anterior, (f(z)*g(x)) = f(z)*g'(x)+' f(z)*g(x)
para todo f(z) y g(x). O

Proposicién 8.26. Sean F un campo y f(z) € Flx] un polinomio mdnico
tal que tiene una factorizacion de la forma

fz) =

(z —ay)

—

I
-

J

donde a; € F. Entonces, toda raiz de f(x) es de multiplicidad uno si, y solo

si, (f(x), f'(z)) = 1.
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Demostracion. Supongamos que toda raiz es de multiplicidad uno y que

(f(x), f'(z)) = d(x) # 1. Entonces existe p(z) € F[z] de la forma (x — ay)

tal que p(x)|d(x). Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que k = m,
m—1

por lo que tenemos f(z) = g(x) * p(x) donde g(z) = H (x —aj) yplz) =
j=1

(x — ap). Luego, f'(z) = g'(x) x p(x) + g(x) * p'(x) = ¢'(z) * p(z) + g(2).

Por 8.12, p(z)|g(z), lo que es una contradiccién por ser g(z) producto de

factores de la forma (xz — a;) todos distintos a p(z).

Ahora, supongamos que existe una raiz con multiplicidad mayor o igual
a dos. Por lo que existe p(x) = (v —ag) * (x — ay) tal que p(z)|f(x).Podemos
suponer, sin perdida de generalidad, que k = m, por lo que tenemos f(x) =

m—2
g(a)xp(x) donde g(z) = [ (2—ay). Luego, f'(z) = ¢'(z)#p(x) +g(z)*p'(z)
j=1
donde p'(x) = 2 (z — ax), por lo cual p(z)|g(x) *p'(x) y p(x)|f'(x). Por lo
tanto, (f(x), f'(x)) # 1 0

Corolario 8.27. Sean F un campo y f(x) un polinomio irreducible en F,
entonces:

(¢) Sila caracteristica de F es 0, entonces f(x) no tiene raices de multi-
plicidad mayor a 1.

(i7) Sila caracteristica de F' esp > 0, entonces f(x) tiene una raiz multi-
ple si, y sdlo si, es de la forma f(x) = g(zP).

Demostracion. Si f(x) tiene una raiz multiple entonces, por la proposicién
8.26, f(z) y f'(x) son divisibles entre un polinomio p(x) con d(p) > 1. Ya
que f(z) es un polinomio irreducible, en F[x] solamente es divisible entre los
polinomios 1 y f(z), por lo cual f(z)|f’(x). Pero lo anterior solo es posible
si f(x)’ = 0. Entonces, tenemos que

(1) Si F es caracteristica 0, f(z) debe de ser un polinomio de grado 0,
por lo que no tiene ninguna raiz.

(#) Si F es de caracteristica p, entonces cada coeficiente debe ser cero,
esto es, si a; es un coeficiente en f(x), p * a; = 0. Por lo tanto f(z)
debe de ser de la forma f(z) = g(aP).

O
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