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Introduccion

La Geometria Computacional es una de las areas de Las Ciencias de la Computacion
donde los resultados puramente matematicos también dan solucion a problemas de la
vida cotidiana. Dentro de esta joven disciplina hay una vasta cantidad de problemas;
uno donde la investigacion es muy activa, debido en parte a sus aplicaciones, es el
que estudia las triangulaciones de conjuntos de puntos en posicion general.

Una triangulacion 7' de un conjunto P de puntos en posicién general en el
plano es una grafica geométrica plana maximal en cuanto al nimero de aristas. Es
decir, para cualquier par de aristas, éstas no se intersectan salvo en sus extremos y
si hay dos puntos a, b de P que no sean adyacentes (no hay arista con extremos a, b)
entonces el segmento de recta ab intersecta al menos una arista de T en un punto
distinto de a y b. Ver Figura 1.

Figura 1: Triangulacién de un conjunto de puntos en posicién general.

Las triangulaciones podemos encontrarlas en diversos lugares algunos de los
cuales son los sistemas de informacion geografica, la graficacién 3D, diseno asistido
por computadora y andlisis de datos finitos para la simulacion de fenémenos, etc.

Todo conjunto de puntos en posicion general con al menos tres elementos
admite una triangulacion. Pero hay veces en las que requerimos cierto tipo particular
de triangulacion.

En este trabajo estudiaremos un tipo de triangulaciones que llamaremos trian-
gulaciones 3 coloreables. Una triangulacién es 3 coloreable si sus vértices se pueden
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colorear usando solamente tres colores y de forma que dos vértices adyacentes no
compartan el mismo color (ver Figura 2a). El lector se podra dar cuenta que no todo
conjunto de puntos acepta una triangulacién de este estilo, un ejemplo es el de la
Figura 2b. Este conjunto de puntos solamente acepta una triangulacion y ésta no
puede colorearse con tres colores.

(a) (b)
Figura 2: Conjunto de puntos que no acepta triangulacién par.

Si no todo conjunto de puntos acepta una triangulacion 3 coloreable, entonces
es natural preguntarnos, jcuantos puntos necesitamos anadir a nuestro conjunto
original para que aseguremos que existe una triangulacién 3 coloreable? Este es el
problema que abordamos en este trabajo.

En el primer capitulo definiremos algunos conceptos necesarios y haremos una
breve revisién bibliografica de los articulos relacionados. En el segundo capitulo
demostraremos que insertando (en el peor caso) O(n) puntos Steiner a cualquier
conjunto de puntos en posicion general el conjunto resultante acepta una triangula-
cion tres coloreable. La demostracion es constructiva y nos lleva a una heuristica de
complejidad O(nlog(n)). Finalmente expondremos algunas concusiones y trabajo
futuro.

Intentamos ser autocontenidos, sin embargo referimos al lector a las obras
[CLRSO01] y [Har94] como referencia si se quiere profundizar en algunos conceptos
aqui usados.



Capitulo 1

Definicion del problema y
resultados previos

1.1 Definiciones

Sea P un conjunto de n puntos en el plano en posicion general, esto es, no hay
tres de ellos sobre una recta. De ahora en adelante usaremos P para denotar a un
conjunto de tal naturaleza.

Una grdfica G = (V, E) (o simplemente G) es un par ordenado de conjuntos
disjuntos. A V' se le denomina el conjunto de vértices y E el de aristas. E es un
subconjunto del conjunto de pares desordenados de V. Sie € E, e = {a, b}, decimos
que ay b (a,b € V) son adyacentes y que e incide en a y en b. Otra notacién utilizada
para e es ab.

Al trabajar con gréficas es usual recurrir a representaciones visuales (dibujos)
de las mismas. Sea G = (V, E') una gréfica, representamos cada vértice v de G' con
un punto p, del plano y cada arista uv con un arco a,, que una a los puntos p, y p,
de modo que a,, no pase por ningun p, con z # u,v. Si a,, denota al arco a,, sin
sus extremos, exigimos también las siguientes condiciones: Si a,, M, €s no vacio,
entonces consiste de un tinico punto siempre y cuando u, v, u’, v’ son distintos dos a
dos. La figura que se obtiene de esta manera tiene también estructura de grafica y
es una copia, representacion geométrica o dibujo de G. Por ejemplo, si se tiene la
grafica H = ({a,b,c,d, e}, {{a,b},{c,d},{a,e},{c,e}}) dos posibles dibujos serian
los de la Figura 1.1

Los dibujos de una grafica son tan importantes que, por ejemplo, el concepto

de planaridad es definido en términos de ellas. Decimos que una grafica es planar si
existe un dibujo tal que sus aristas no se cruzan. El lector podra observar que en el
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dibujo de H de la Figura 1.1a la arista cd cruza a las aristas ab y ae. Sin embargo
H es planar porque en el dibujo de la Figura 1.1b las aristas no se cruzan.

Una grafica plana es una grafica tal que su conjunto de vértices son puntos del
plano y su conjunto de aristas son curvas simples que no se intersectan salvo a lo
mas en los extremos.

1V =

a) Dibujo no plano de H. b) Dibujo plano de H.

Figura 1.1: Dos dibujos distintos para la grafica H.

Una grafica geométrica G = (V, E) es una grafica tal que V C R? y E es un
conjunto de segmentos de recta que unen elementos de V' sujetos a las condiciones
en la definiciéon de dibujo. Ver Figura 1.2.

Si v es un vértice de G y denotamos por I'(v) al conjunto de sus vértices
adyacentes, entonces el grado de v (denotado por §(v)) es d(v) = |['(v)|. Por ejemplo,
el vértice v de la Figura 1.2 tiene grado dos.

Sea A un conjunto de puntos en el plano. El cierre convexo de A (denotamos
por CC(A)) es el poligono mas pequenio que contiene a todos los elementos de A. A
los vértices de CC(A) que también son elementos de A se les conoce como vértices
del cierre convezo, al resto (A\ V(CC(A)), donde V(CC(A)) son los vértices de
CC(A)) se les conoce como puntos interiores de A y a su conjunto lo denotamos
por Int(CC(A)). Ver Figura 1.3.

Sea G = (V, E) una gréfica. Una subgrdfica G' = (V', E') de G es una gréfica
tal que V! C V y E' C E. Un camino YW de G es una subgréfica de G conforma-
da de una sucesién de vértices y aristas, W = vpegvy, ..., Vi€Vl .., UnCnlpit,
donde ¢; = vvip1 y v; € V,V5,0 < 5 < n+ 1. W es un camino cerrado, si
Vg = Upy1. Por comodidad adoptaremos la notaciéon que omite a las aristas, i.e.
W = vg, V1, ..., Uiy Vi1, - - Up, Upe1. O VYV €8 un camino que no repite vértices, lo
llamaremos trayectoria. Si VWV es una trayectoria cerrada entonces W es un ciclo. Ver
Figura 1.4.
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o o
o
o
o o
© o
o
(a) Un conjunto de puntos en posi- (b) Una grafica geométrica sobre el
cién general. conjunto de la Figura 1.2a.
Figura 1.2

Figura 1.3: El cierre convexo del mismo conjunto de puntos de la Figura 1.2a. El punto
u es un punto interior del conjunto de puntos.
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(a) Una grafica G. (b) Un ciclo W = a,b,c,d,a de G.

Figura 1.4: Una gréfica G y un ciclo W de G.

Si G es una grafica plana, entonces GG divide al plano en regiones conexas, una
de estas es la externa o no acotada. A estas regiones se les conoce como caras. Cada
cara es acotada por un ciclo y por lo tanto cada arista de cada ciclo separa a dos
caras. En lo que resta de este trabajo llamaremos a todas las caras de G distintas
de la no acotada como caras acotadas.

Una triangulacion T(P) = (P, E) de P es una grafica geométrica plana ma-
ximal, en cuanto al nimero de aristas, cuyo conjunto de vértices es P. Es decir
es una grafica geométrica tal que si p,q € P y la arista pg no esta en E entonces
T'(P) = (P,EU{p,q}) no es plana. Para que la condicién anterior se cumpla, es
necesario que todas las caras acotadas de T (P) sean tridngulos, de ahi el nombre
de triangulacién. Ver Figura 1.5.

Diremos que 7 (P) es una triangulacion pseudo par si todo vértice en el con-
junto P\ CC(P) tiene grado par.Ver Figura 1.5b.

Los dos conceptos anteriores tienen sus equivalentes en graficas. Diremos que
T = (V, E) es una triangulacion si es una grafica plana maximal en el nimero de
aristas. Ademads diremos que 7 es una triangulacion par si todos sus vértices tienen
grado par.

Sea C' un conjunto de colores, G = (V, E') una graficay ¢ : V' — C una funcién
de los vértices de la grafica a C. Decimos que ¢ es una coloracion de los vértices de
(G, o simplemente una coloracion de G, si en ¢ dos vértices adyacentes reciben colores
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(a) Una triangulacién de P. (b) Una triangulacién pseudo par de P.
Figura 1.5: Dos triangulaciones para el conjunto de puntos Figura 1.2.

distintos. El nimero cromatico de G, denotado por x(G), es el minimo nimero de
colores necesarios para colorear G. Es decir, si ¢ : V' — C” es una coloracién de G,
entonces x(G) < |C'|.

Decimos que una grafica G = (V, E) es bipartita siV =V, UVo, ViNVo =0y
para toda arista ab € E, a € V1 y b e V5.

Una grafica G es conexa si para cualquier par de vértices, existe un camino
entre ambos. Decimos que es disconexa en otro caso. G es k conexa si es necesario
remover al menos k vértices (y todas las aristas incidentes en ellos) de G para que
lo que reste sea disconexo.

En el presente trabajo mostraremos un algoritmo que dado P construye una
triangulacién de P U S (T(P U S)) tal que su nimero cromatico es tres. S es un
conjunto de puntos adicionales llamados puntos Steiner (por el matemdtico suizo
Jakob Steiner).

1.2 Trabajo previo

En [HK96] Hoffmann y Kriegel demuestran un teorema que resuelve el equivalente
en graficas al problema que en este trabajo se aborda. El teorema es el siguiente:
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Teorema 1.1 Sea G una grdfica plana, 2 conexa y bipartita. Entonces se le pueden
anadir aristas a G tal que la grdfica obtenida 7 sea una triangulacion 8 coloreable.

Para demostrarlo usan dos lemas, el primero demostrado por Whitney y el
segundo por ellos mismos.

Lema 1.2 Una triangulacion 7 es 3 coloreable si y sélo si todos sus vértices tienen
grado par.

Lema 1.3 [HK96] Sea G una grdfica 2 conexa, bipartita y plana. Entonces existe
un conjunto de aristas E' tales que 7 = (V, E U E") es una triangulacion par.

Por tltimo los autores exponen un complicado algoritmo de complejidad O(n?)
que para cualquier (G, plana, 2 conexa y bipartita obtiene una triangulaciéon .7 par.

La aportacién de Zhang y He en [ZHO05] es la construccién de un nuevo algo-
ritmo que en tiempo O(n) construye una triangulacién par. No es el algoritmo en
st el que vamos a discutir, sino las suposiciones que se hacen en ambas publicaciones
sobre la grafica inicial G. Estas nos ayudaran a dar una cota superior a nuestro
problema.

Hoffmann, Kriegel, Zhang y He suponen que las caras acotadas de G son
ciclos de longitud 4 (que denotaremos como C}) las cuales aceptan sus dos posibles
diagonales. Un C} acepta una diagonal, si ésta divide la cara delimitada por él en
dos caras'. El problema de encontrar una triangulacién par es reducido a encontrar
un conjunto de diagonales adecuado, es decir un conjunto de diagonales que haga
que todos los vértices de GG tengan grado par. Para encontrar dicho conjunto, Zhang
y He hacen uso de una construccion de Hoffmann y Kriegel llamados S-Caminos.

Para un gréfica plana G, podemos definir el concepto de cara wvecina. Dos
caras de G son vecinas si los ciclos que las delimitan comparten al menos una arista.
Diremos, también, que una cara F' es una cara vecina de grado k de una cara F”, si
los ciclos que las delimitan comparten k aristas. Ver Figura 1.7.

Las definiciones anteriores son tutiles para definir la gréfica dual G* de una
grafica plana G. Dada GG, G* tiene un vértice f; por cada cara (incluida la exterior)
F; de G. Dos vértices de G* son adyacentes si las caras que representan son vecinas.
Si dos vértices de G* representan dos caras vecinas de grado k, entonces hay k aristas
entre ambos vértices. (Ver Figura 1.7). En lo que resta de esta seccién supondremos
que (G4 denota una grafica donde todas sus caras son acotadas por ciclos de longitud
cuatro.

'El lector podra notar que esta definicién puede ser generalizada para ciclos de longitud k.
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B

(a) Caras vecinas de grado 1. (b) Caras vecinas de grado 4.

Figura 1.6: Dos ejemplos de caras vecinas.

A
N/
£y

(a) Una grafica G. (b) La grafica G* de G.

Figura 1.7: Una gréafica G donde todas sus caras son ciclos de longitud cuatro y su grafica
dual.
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Sea C; = a,b,c,d,a un Cy que delimita una cara de G4. Sean C}, Cy, los Cy que
comparten las aristas cd y ab con C; respectivamente. Entonces, las caras delimitadas
por C;,Cy son caras opuestas. Ver Figura 1.8.

q
Ir

fi

Figura 1.8: La cara fj es opuesta a la cara f; y la cara f; es opuesta a la cara f,.

Un S-Camino de G es un camino cerrado, C = fi, fo, ..., fu, f1 que para cada
tres vértices adyacentes, f;_1, f;, fiz1, la cara representada por f;_; es opuesta a
la cara representada por f;1;. Zhang y He notan que el conjunto de aristas de G}
puede ser particionado de forma tnica usando S-Caminos. (Ver Figura 1.9). Ademas
muestran que al construir todos los S-Caminos necesarios para particionar las aristas
de G*, estos inducen una orientacién en las aristas de G llamada G-orientacion.

Figura 1.9: Una gréafica G, su grafica dual G* y la particién de las aristas de G* usando
S-Caminos.

Una G-orientacion descompone cada Cy que define una cara de G4 en dos tra-
yectorias dirigidas, una en contra de las manecillas del reloj y la otra a favor de ellas.
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Los vértices iniciales y finales de las dos trayectorias dirigidas son llamados vértices
principales. Los otros dos vértices restantes son llamados vértices secundarios. La
diagonal princial de un Cy es la arista que incide en sus dos vértices principales. Ver
Figura 1.10.

C

Figura 1.10: Una G-Orientacién para el Cy = a,b, ¢, d,a y su diagonal principal db.

Finalmente en [ZH05] se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 1.4 Sea G una grifica plana, bipartita y conezxa y sea G una G-orientacion
de G. Si a cada ciclo se le anade su diagonal princial, entonces lo resultante es una
triangulacion par.

Un posible acercamiento para resolver el problema que aborda este trabajo es
el intentar aplicar el algoritmo de Zhang y He a graficas geométricas. Como veremos
mas adelante esto nos llevara a determinar una cota superior para nuestro problema.

1.2.1 Graficas geométricas

Las graficas geométricas que cumplen con las condiciones del Teorema 1.1 reciben el
nombre de cuadrilaterizaciones. En [TB97] se demuestra que P admite una cuadrila-
terizacion si y solo si, |[CC/(P)| es par. Por este motivo en este apartado supondremos
que P cumple con esta condicion.

Sea P el conjunto de la Figura 1.12a y sea C(P) una cuadrilaterizacién de
P. En la Figura 1.12¢ podemos ver la direccién de las aristas inducidas por un S-
camino. El lector podra observar que el algoritmo de Zhang y He insertaria la arista
que une a los vértices opuestos del cierre convexo de P. En este caso, el algoritmo
no construye una triangulacion pseudo par, es mas, el algoritmo no construye una
triangulacion.
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(a) G-orientacién

(b) Las aristas principales resultantes de
la G-Orientacién

Figura 1.11: Una G-orientacién para la grafica G de la figura 1.7a y sus aristas principales.
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Por otro lado si P es el conjunto de la Figura 1.13a el mismo algoritmo si cons-
truye una triangulacién pseudo par. Nétese que en este tltimo la triangulacién re-
sultante no cumple con el Lema 1.2, esto es porque no estamos considerando cua-
driateros en la cara exterior, pues la planaridad no se mantendria. Esta observacion
se hard més clara con el Lema 1.5.

El motivo por el que la cuadrilaterizacién de la Figura 1.12b falla con el algo-
ritmo de Zhang y He es porque éste asume que todo C acepta ambas diagonales.
Esto no es necesariamente cierto para graficas geométricas. Para poderlo aplicar es
necesario que para un conjunto de puntos podamos encontrar su cuadrilaterizacion
convexa. Heredia y Urrutia demuestran en [HUO7] que para construir una cuadri-
laterizacion convexa de un conjunto de puntos basta con introducir 4?" + 2 puntos
Steiner al conjunto.

o

o

(a) Conjunto de puntos (b) Una cuadrilaterizacién del(c) Las direcciones de
conjunto de puntos las aristas asociadas a
un S-Camino

Figura 1.12: Un conjunto de puntos al cual no podemos aplicar el teorema 1.1

De lo anterior se desprende la meta del presente trabajo. Dado un conjunto de
n puntos en posicion general, construir una triangulacion par insertando, en el caso
promedio, un nimero menor a %” + 2 puntos Steiner.

Una grafica G = (V, E) es extraplana® si existe un dibujo de ella tal que sus
vértices pertenezcan a su cara exterior. Toda grafica extraplana es plana, pero el
inverso no es correcto. Un ejemplo es la grafica completa® de cuatro vértices denotada
por K,. No importa cémo se represente, K, siempre va a tener un vértice que no
estd en la cara exterior. Ver Figura 1.14.

Un pseudo-tridngulo es un poligono simple (un poligono cuyas aristas no se
cruzan) tal que tiene exactamente tres vértices cuyos angulos interiores son meno-
res que 7. El lector podra observar que todo triangulo es un pseudo-triangulo. Una
pseudo-triangulacion de un conjunto de puntos en posicion general P es una des-

°En inglés outerplanar
3Una grafica es completa si todo par de vértices es adyacente.
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o o

a) Conjunto de puntos

&

b) Una cuadrilaterizacién del conjunto de(c) Las direcciones de las aristas
puntos asoc1adas a un S-Camino

Figura 1.13: Un conjunto de puntos al cual podemos aplicar el Teorema 1.1

A —=

Figura 1.14: Tres formas de dibujar K. En todas el vértice a no pertenece a la cara
exterior.
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composiciéon de la regién del plano acotada por CC(P) tal que cada regién de la
descomposicion es acotada por un pseudo-triangulo. Una pseudo-triangulacion de P
es puntual, si es una pseudo-triangulacién de P y ademas cada vértice p € P tiene
una cara que incide en él tal que su angulo en p es mayor de 7. Una cara F' incide
en un punto p, si éste forma parte de un ciclo que delimita a F' de otra cara F’; el
angulo de F' en p es el angulo formado por las aristas del ciclo incidentes en p del
lado de F'. Ver Figura 1.15.

Figura 1.15: Un pseudo tridngulo (izquierda) y una pseudo-triangulacién de un conjunto
de puntos (derecha).

Aichholzer, et. al. demuestran en [AHHT09] varios resultados relacionados
con el presente trabajo. Dado P, supdngase que se tiene una funciéon r : P —
{par,impar} que asigna restricciones de paridad a los elementos de P. Se dice que
G satisface la restriccion de paridad de un vértice u si la paridad de su grado es
igual a r(u).

En [AHH'09] se muestra una forma de construir una grafica extra plana y una
pseudo-triangulacion puntual para un conjunto de puntos P con restricciones de pa-
ridad. Tales gréaficas cumplen que todos sus vértices, con excepcion de a lo més tres,
satisfacen sus restricciones de paridad. El resultado obtenido por los autores maés
relevante para este trabajo dice que siempre existe una triangulacion que satisface
2/3 de todas las restricciones.

Por dltimo, al momento de la escritura de este trabajo dos articulos fueron
publicados. En [PRU10], Peldez, et.al. mejoran la cota demostrada por Aichholzen,
et. al. en [AHH09] usando una técnica distinta. En [Alv10] Alvarez muestra que
PUS siempre admite una triangulacién pseudo par tal que |S| < %, donde n = |P|.

El siguiente Lema demostrado por Diks, et. al. en [DKKO02] relaciona las trian-
gulaciones 3 coloreables con las triangulaciones pseudo pares.

Lema 1.5 Cada casi triangulacién internamente par es 3 coloreable.
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Una casi triangulacion es una grafica plana G que es biconexa y que todas
las caras excepto por la exterior estan acotadas por ciclos de longitud 3. El lector
podra notar que toda grafica geométrica que ademas es una triangulacion, es una
cast triangulacion.



Capitulo 2

La heuristica

En este capitulo mostraremos la construccion de una heuristica que construye una
triangulacién pseudo par de un conjunto de puntos en posicién general usando puntos
Steiner.

2.1 Vuelta a la izquierda y derecha, triangulacio-
nes abanico y rueda

2.1.1 Vuelta a la izquierda y derecha

Si p € R?, entonces podemos asociarle coordenadas z,y. A la coordenada = de p
la denotaremos por p.x y denotamos por p.y a su coordenada y. Sean a,b,c € R?
tres puntos en el plano y sean ba, a¢ dos segmentos de recta con puntos finales b, a
y a, c respectivamente. Si a = (0,0), entonces el segmento ba puede ser visto como
el vector b. Andlogamente, el segmento ac lo podemos ver como el vector ¢ (ver
Figura 2.1). Dada la configuracién anterior, podemos contestar la pregunta de si el
vector € estd en contra o a favor de las manecillas del reloj del vector b. El vector &
esta en contra de las manecillas del reloj del vector bsi el angulo entre ellos, medido
de ¢ a 5, es menor que 7. El vector ¢ estda a favor de las manecillas del reloj del
vector b si el angulo de ¢ a b es mayor que 7. Los vectores b y ¢ son colineales si su
angulo es 7.

Si el vector ¢ esta en contra de las manecillas del reloj del vector 5, decimos
que los segmentos de recta ba y ac dan vuelta a la izquierda en a. Si el vector ¢ estéa a
favor de las manecillas del reloj del vector l;, decimos que ba y @c dan wvuelta a la
derecha en a. Si b y € son colineales, entonces ba y @c también lo son. Ver Figura 2.2.

19
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b
Y
c
O
a x
Figura 2.1
c
b
a
c C
b/ b a
(a) ba y @c son colineales (b) ba y @c dan vuela ala  (c) ba y @c dan vuela a la
derecha en a izquierda en a

Figura 2.2: Las tres posibles configuraciones para los segmentos ab y ac
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En [CLRSO01] se muestra una rutina llamada DIRECTION, expuesta a con-
tinuacién, que calcula cuando dos segmentos ba y ac dan vuelta a la izquierda o
derecha.

DIRECTION regresa un ntimero negativo si ac esta orientado en contra de las
manecillas del reloj respecto a ba; un niimero positivo si ac esta orientado en sentido
de las manecillas del reloj respecto a ba; cero cuando a,b y ¢ son colineales.

DIRECTION(a, b, ¢)

1 return (c—a) x (b—a)

2.1.2 Triangulaciones abanico y rueda

Sean T, 75, ...,T, n tridngulos tales que todos comparten un mismo vértice p, T;
Tit1, 1 <4 < n comparten una arista y si ¢ # j, los interiores de T; y 7T} son ajenos.
Si consideramos a los triangulos 77, . . ., T;, como una grafica geométrica H, entonces,
si p estd en la cara exterior de H, H recibe el nombre de triangulacion abanico. Si
p no esta en la cara exterior de H entonces llamamos a H una triangulacion rueda.
Notese que en una triangulacion rueda también se cumple que 7), comparte una
arista con 77. Ver Figura 2.3. En las triangulaciones rueda llamamos a p su vértice
central. En las triangulaciones abanico, p recibe el nombre de vértice comin y los
vértices de Ty y T, que no comparten con 15 y T),_; respectivamente reciben el
nombre de vértices extremos.

(a) Abanico

Figura 2.3: Triangulaciones abanico y rueda con vértice comun y central p

Las triangulaciones abanico y rueda nos ayudan a definir el concepto de vértice
triangulado. Sea G una grafica geométrica de un conjunto de puntos en posicién
general P y ¢ uno de sus vértices. Sea A el conjunto de vecinos de g. Sea G la
subgréfica generada por los vértices del conjunto AU {q}. Si ¢ es un vértice interior
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de G, decimos que ¢ estd triangulado si existe H subgrafica de G, tal que H es una
triangulacién rueda con ¢ como su vértice central y cada uno de los triangulos de H
no contiene en su interior algiin vértice de . Si por otro lado, ¢ es un vértice del
cierre convexo de P, decimos que ¢ esta triangulado si existe una subgrafica H de
G, tal que H es una triangulacién abanico con ¢ como su vértice comun, cada uno
de los tridangulos de H no contienen en su interior ningin vértice de G, y los vértices
extremos de H son los vecinos de ¢ en el cierre convexo de P.

2.2 Espirales convexas

En esta seccion vamos a construir una grafica geométrica Tr de un conjunto de
puntos en posicion general P que recibe el nombre de espiral conveza.

Sea a el punto con la coordenada x menor, en caso de empate, a sera el punto
que también tenga la coordenada y menor. Sea L la recta paralela al eje Y que
pasa por x. Marquemos x como wisto. Rotemos L a favor de las manecillas del reloj
hasta encontrar el siguiente punto de P no visitado. Sea b tal punto. Incrementar las
aristas de Tr en la arista ab. Continuemos por induccién rotando £ en sentido de
las manecillas del reloj pero ahora desde el tltimo vVertice de T'r marcado (b) hasta
encontrar el siguiente vértice no marcado.

La construccién anterior es introducida por Toussaint en [TB97]. Como el
lector podra notar, el conjunto P puede ser rotado de tal forma que cualquier vérti-
ce de su cierre convexo cumpla con las caracteristicas del punto a. Por otro lado la
recta L puede ser rotada tanto en sentido de las manecillas del reloj como en sentido
contrario. A todas las graficas geométricas T'r que se puedan construir para un con-
junto P mediante rotaciones y elecciones de rotacion para la recta £ las llamaremos
espirales convexas.

2.3 La heuristica

La heuristica propuesta recorre la espiral convexa de P en orden contrario, es decir,
comienza en el ultimo punto anadido a ésta. En cada paso revisamos si el punto que
se quiere triangular, p, cumple con dos condiciones: si se puede triangular® y si tiene
grado par. Si p no se puede triangular, entonces el algoritmo aumenta la triangulacion
abanico de la que p es vértice comun hasta que p pueda ser triangulado. Si p ya se
puede triangular pero no tienen grado par, se introducen el nimero necesario de

Ip se puede triangular si es vértice comin de una triangulacién abanico, tal que puede ser
convertida en una triangulacion rueda, con p como vértice comun, solamente anadiendo una arista.



2.3. LA HEURISTICA 23

puntos Steiner para que el grado de p sea par. Por ultimo, si p se puede triangular
y tiene grado par, entonces se triangula y se contintia con el siguiente punto en la
espiral convexa.

El algoritmo lo podemos resumir en los siguientes pasos.

1. Sea p el siguiente vértice de la espiral convexa a triangular y ¢ su vecino en la
espiral no triangulado.

2. Revisar si p puede ser triangulado.

(a) Si p puede ser triangulado, revisar si su grado es par. Si el grado de p es
par, entonces triangular p y hacer p < ¢ y volver al paso 1.

(b) Si p no puede ser triangulado, agregar aristas a la espiral convexa tales
que formen una triangulacion abanico con p como su vértice comtun hasta
que p pueda ser triangulado.

3. Una vez que p puede ser triangulado, revisar si p tiene grado par.

(a) Si p tiene grado par, entonces triangular p y hacer p < ¢ y volver al
paso 1.

(b) Si p tiene grado impar, revisar si la triangulacién abanico se puede ez-
tender un vértice mas para que p tenga grado par. Si la triangulacién se
puede extender entonces se triangula p extendiendo primero la triangu-
lacién abanico y luego se hace p < ¢ y volvemos al paso 1.

(c) Sila triangulacién abanico no se puede extender, entonces se insertan los
puntos Steiner que se necesiten (uno para p y otro posiblemente para q).
Se triangula p (y posiblemente ¢) y se hace p <— ¢ (p < ¢’ donde ¢’ es el
vecino de ¢ en la espiral convexa que no ha sido triangulado) volvemos al
paso 1.

La rutina que inserta puntos Steiner a P es sencilla, simplemente toma dos
puntos y regresa su punto medio.

STEINER(a, b)
1/ Recibe dos puntos en R?, a,b.

2 // Regresa el punto medio entre a y b.

3 return (—“'x;b'x, —“'y;b'y)
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TRIANGULACION-ESPIRAL(T'r)

© 00 O U = W N~
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// Recibe: La espiral convexa de P en orden inverso, Tr.

/ Regresa: Tr tal que V(Tr) = PUS y Tr es una triangulacion pseudo par de P U S.
j=2

i=0

while p; € Int(CC(P))

while DIRECTION(pZ‘_H,pZ‘,pj) >0
E(Tr) = E(Tr)U{pip;}
j=7+1
E(Tr) = E(Tr) U{pip;}
if 0(p;) es par
i=1i+1
continue
if pj1 ¢ V(Tr)
// Los nuevos puntos Steiner van en el cierre convexo
/ verticeCc es el ultimo vertice de C'H (P) visto por la espiral
s; = STEINER(p;, verticeCc)
S=5U {SZ}
/ Nos aseguramos que pj11 = s;
/ Revisamos si p; ve a pj1 en tal caso no se necesita de un pto. Steiner
if DIRECTION(pj+1,pi,pj+1) <0
E(Tr) = E(Tr) U {pipjs1}
i=1i+1
continue
/ Revisamos que p;;1 vea a pji1
if DIRECTION(p;+1,Pit2,Pj+1) >0
s; = STEINER(P;, Di+1)
E(Tr) = E(Tr)U{sopi, 50Pi+1,S50Pj, S0Pj+1}
else
/ En caso contrario vemos cuantos puntos Steiner se necesitan
// dependiendo de la paridad de p; 41
if 0(pi+1) es par
s; = STEINER(Pi+1,D;)
Si+1 = STEINER(Pj12,Dj)
E(Tr) = E(Tr) U{sipi, 8iDit1, 5iPj, SiSi+1, Si+1Dj, Sit1Dit1, Si+1Di+2}
else
s; = STEINER(Pi+1,D;)
E(Tr) = E(Tr) U {sipi, $iPi+1, 5iPj, SiPi+2}
S = S U {37,}
t=1+1
J=7-1
t=14+1
// Los triangulos con vertices en el cierre convexo
while p; € S
/ verticeCC es el punto de P mas a la izquierda y mas abajo (en caso de empate).
E(Tr) = E(Tr) U {pjverticeCc}
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Proposicién 2.1 Al finalizar la primera iteracion del while de la linea 5, el grado
de po es par. Ademds py es el vértice comiun de una triangulacion en abanico o el
vértice central de una triangulacion rueda.

Demostracién

La condicién del while de la linea 6 es verdadera pues p; = p2 ¥ po, p1, p2 son
tres vértices consecutivos de la espiral convexa, por lo que los segmentos pipg v Pop2
dan vuelta a la derecha.

Sea py, el vértice en el que se detiene el while de la linea 6. TRIANGULACION- ESPIRAL
después inserta la arista pop, y revisa la paridad de pg en la linea 10.
Caso 1: d(pg) es par

En este caso, py ya tiene grado par y puede ser triangulado en la siguiente
iteracion del while de la linea 5. Notemos que el while de la linea 6 introduce las
aristas popo, . . ., PoPr—1. Como po, ..., pp son vértices consecutivos de la espiral con-
vexa, entonces las aristas introducidas forman una triangulacion abanico con py su
vértice comun.

Caso 2: 6(pg) es impar

En este caso TRIANGULACION-ESPIRAL primero revisa que S cuente con pun-
tos para poder triangular, después intenta triangular sin uso de puntos Steiner. De
no ser esto posible, revisa que p; y pry1 se vean y actia de acuerdo. Todo esto lo
demostramos en los siguientes subcasos.

Caso 2.1: p.1 no existe en P

Si pr11 no existe en P entonces p, = p, y el punto Steiner que se tiene que in-
sertar se hace en el cierre convexo entre p,, y verticeCc. Esto lo hace la linea 16. Los
segmentos pipo vV DoPr+1 dan vuelta a la izquierda, por lo que el algoritmo inserta la
arista poprs1 en la linea 21. py queda con paridad par y como vértice comin de una
triangulacién abanico. Notese que en la siguiente iteracién la condicion de la linea 5
evalia a falso y la triangulacién abanico de py se transforma en una triangulacién
de rueda en el ciclo de la linea 43.

Caso 2.2: p;,. existe en Py py ve a priq

Si pre1 € V(Tr) y po lo ve. Entonces, la condicién del if de la linea 20 evalia
a verdadero y el procedimiento inserta la arista poprii. po queda con grado par y
como vértice comun de una triangulacion abanico.

Caso 2.3: pi.; existe en Py py no ve a pgi1
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Cuando pr1 € Sy pp no lo ve, entonces tenemos dos subcasos. El primero es
cuando p; = p;11 Ve a piy1; el segundo cuando p; no ve a priq.

Caso 2.3.1: p; ve a piyq

Si p1 ve a pr11 entonces el cuadrilatero C' = Upg, p1, pr, Prr1 €s céncavo, porque
de ser convexo entonces py ve a pi.1 contradiciendo la hipotesis. Para resolver este
caso TRIANGULACION-ESPIRAL inserta un punto Steiner sy y hace sy adyacente a
todos los vértices de C. Esto lo hace en la lineas 26 y 27. En este caso py queda con
paridad par y es el vértice central de una triangulacién de rueda.

Caso 2.3.2: p; no ve a pgi1

Si p; no ve a piyq es porque papr y P1Pr+1 da una vuelta a la derecha. Entonces
Pip2 v P2pr da una vuelta a la izquierda. Entonces py ve a pg.

Caso 2.3.2.1: p; tiene grado par

Si p; tiene grado par, entonces son necesarios dos puntos Steiner, uno para py
y otro para p;. TRIANGULACION-ESPIRAL hace esto en el if de la linea 31, ademads
agrega las aristas {sopo, SoP1, SoPk, S0S1, S1Pk, S1P1, S1P2} En este caso pp y p1 quedan
triangulados de forma par. pg es el centro de una triangulaciéon de rueda.

Caso 2.3.2.2: p, tiene grado impar

Si p; tiene grado impar, entonces el insertar sg es suficiente para triangular pg
y p de forma par. Esto se hace en la lineas 36 y 37. Al igual que el caso anterior py
y p1 quedan triangulados de forma par y pq es el centro de una triangulacién rueda.

Al finalizar la iteracién py tiene grado par y es vértice comun de una triangu-
lacién en abanico.g

En las figuras 2.4 y 2.5 podemos ver los casos de la demostracion de la propo-
sicion 2.1.

Proposicién 2.2 Después de la primera iteracion del ciclo de la linea 5, el siguiente
vértice a triangular es py o pa. Si el siguiente punto a triangular es ps es porque py
ya lo esta.

Demostracion

Examinando el procedimiento TRIANGULACION-ESPIRAL y el caso 1 de la
demostracion de la proposicion 2.1 podemos observar que lo siguiente que hace
TRIANGULACION-ESPIRAL es incrementar la variable ¢ en uno y regresar a la con-
dicién booleana del ciclo en la linea 6, entonces, el siguiente vértice a triangular es

P1-
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Pr+1

b1 pi
(a) po impar (b) po par

Figura 2.4: Las posibles opciones para triangular pg sin necesidad de puntos Steiner.

Pk+1 Prk+1

(a) po par (b) po par

Figura 2.5: Las posibles opciones para triangular py usando uno o dos puntos Steiner.



28 CAPITULO 2. LA HEURISTICA

El siguiente punto en donde se modifica la variable 7 es cuando la condicién
del if de la linea 20 evaliia a verdadero. En este caso el contador 7 es incrementado
en uno y se regresa al inicio del while de la linea 6. Entonces, el siguiente punto a
triangular es py.

Si la condicién booleana del if de la linea 25 evalia a verdadero, entonces,
después de ejecutar el cédigo correspondiente el contador 7 se incrementa en uno y
se regresa a la primera condicién booleana; p; sera el siguiente punto a triangular.

Por otro lado, si la condicién evalta a falso entonces sabemos que pg y p; van a
ser triangulados de forma par. El contador ¢ debe incrementarse en uno para que el
incremento de la linea 41 haga que 7 valga 2. Entonces el siguiente punto a triangular

€S P2.m

Proposicién 2.3 Si p; # verticeCC' en la linea 5 de TRIANGULACION-ESPIRAL
entonces, al finalizar la iteracion, el grado de p; es par y p; es el vértice comun en
una triangulacion en abanico

Demostracién
Ya demostramos qué pasa cuando p; = pg. Ahora nos ocuparemos cuando
1> 0.

El while de la linea 6 hace que el punto p; pueda ser triangulado, insertando,
de ser necesario, las aristas p;p;. Sea pj, el vértice en el cual la condicién booleana
de la linea 6 es falsa.

Saliendo del while se inserta la arista p;p,. Entonces tenemos dos casos, ya sea
que 0(p;) sea par o no. Si resulta que §(p;) es par, entonces TRIANGULACION- ESPIRAL

incrementa ¢ y continia con el siguiente punto. Sean p;, pii1, - - -, Pr—1, Pr 10s puntos
que se hicieron adyacentes a p;. Entonces, p;, pii1, ..., Pr_1, Pr Son vértices consecu-
tivos en la espiral convexa. Los tridngulos 7' = {Appipis1, - - -, Apr_1pipr} estan en

posicion de abanico, todos compartiendo a p;.

Si resulta que 0(p;) es impar, entonces, TRIANGULACION-ESPIRAL determina
si pry1 es visto por p;; en caso afirmativo el algoritmo introduce la arista p;pgi1,
incrementa ¢ y contintia. Si p; no ve a pyy1 etonces hay dos casos.

Caso 1: p;y 1 ve a pgiq-

Si p;y1 Ve a pro1 entonces un sélo punto Steiner, s;, es necesario para triangular
p; de forma par. Este punto se coloca en el punto medio del segmento p;,1pr. Notese
que el cuadrilatero C' = Up;, piv1, Pk, Pr+1 €S concavo, pues de ser convexo entonces
Pra1 Ve a p;.

TRIANGULACION-ESPIRAL hace s; adyacente a todos los vértices del cua-
drildtero C' y salta a la linea 41. Los tridngulos T'U A{p;s;px} estan en posicién
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abanico.
Caso 2: p;y1 no ve a priq.

Si p;11 no ve a pg1 entonces p;,o Ve a pr entoces triangularemos los puntos p;
y pir1 que estan en el cuadrilatero C' = Up;, piv1, Piszo, P-
Caso 2.1: 6(p;+1) es par.

Si p;+1 es par, entonces necesitamos dos puntos Steiner,s; y s;11, para triangular
ap; y pir1- El algoritmo inserta las aristas {s;p;, Sipi+1, SiPk, SiSit1, Sia1Pk, Sit1Pit1s Sit1Pit2 }
que hacen que los vértices p;, pir1,S; v S;11 sean pares. Al finalizar salta a la linea 41
para incrementar ¢ en uno.
Caso 2.1: (p;41) es impar.

Si p;1 es impar entonces un sélo punto en C' basta para triangular a p; v p;i1
de forma par. TRIANGULACION-ESPIRAL introduce el vértice s; y lo hace adyacente
a todos los vértices del cuadrilatero C'. Después salta a la linea 41 para incrementar
el contador ¢ en uno.

Ya sea el caso 2.1 0 2.2, los triangulos de T'U {Ap;s;pr} forman una triangu-
lacion abanico con p; su vértice comun.

Por lo tanto al finalizar la iteracién p; es vértice comtn de una triangulacién
en abanico o esta triangulado de forma par.g

Proposicién 2.4 Si p; # verticeCC en la linea 5 de TRIANGULACION-ESPIRAL.
Entonces, el siguiente vértice a triangular es p;y1 0 Pira. Si €S Piys €S POrque Piiq
ya estd triangulado

Demostracion

Para demostrar esta proposicién sélo hace falta revisar las lineas 11, 22, 39
y 41 donde se modifica la variable .

Los incrementos de las lineas 11 y 22 suceden cuando p; ya puede ser triangu-
lado y cuando p; puede ser triangulado sin uso de puntos Steiner respectivamente.
Por lo tanto el siguiente punto a triangular es p;;.

Para que TRIANGULACION-ESPIRAL llegue a la linea 39 es porque p; fue impar
Y pi+1 ho veia a p;i;. Entonces, p; y pi11 son triangulados, por lo que el indice al
terminar la iteracion necesita valer i+2. La linea 39 hace que 7 valga 1+ 1. Siguiendo
el flujo, el procedimiento llega a la linea 41 lo que hace que i valga de nuevo ¢ + 1
logrando que al final de la iteracién el valor de i se incremente en dos.

Por otro lado, también podemos llegar a la linea 41 si p;41 si ve a pj+1. En este
caso sélo p; es triangulado por lo que al final de la iteracién ¢ valdra 7 + 1.

Por lo tanto, El siguiente vértice a triangular es p;11 0 piro.m
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Proposicién 2.5 Sea p; = pi, k # 0 en la linea 5 de TRIANGULACION-ESPIRAL.
Si pr_1 no estd triangulado, entonces, TRIANGULACION-ESPIRAL lo triangula.

Demostracion

Por induccién.

Bl k=1

Por la proposicién 2.1 sabemos que pg es vértice comin de una triangulacién
abanico. Si los segmentos Dap1 y Pip; dan una vuelta a la derecha, entonces, p; no
ve a pp y el while de la linea 6 aumenta a 7' en la arista p;p;. Entonces, py es el
vértice central de los tridngulos Apipopa, Apapops, - - -, Apipop;-

Por lo tanto pg estd triangulado.
H.I.

Supongamos que p; = p; entonces TRIANGULACION-ESPIRAL triangula a p;_;
si no esta ya triangulado.
P.I. P.D. Si p; = p;11 entonces TRIANGULACION-ESPIRAL triangula a p; si no
estd ya triangulado.

Si DrrePit1 V Pis1Pm dan una vuelta a la derecha entonces el while de la linea 6
es verdadero y TRIANGULACION-ESPIRAL inserta la arista p;1p;.

Por la hipétesis de induccion sabemos que cualquier arista que conecta a p; con
cualquier vértice de indice menor viola la planaridad de T'r. Por la proposiciéon 2.3
sabemos que p; es vértice comun de una triangulacion abanico. Entonces, los tinicos
vértices, pp, posibles a los que p; puede ser adyacente cumplen que los segmentos
PiPi+1, Pic1iPr dan una vuelta a la derecha.

Por lo tanto al anadir la arista p;1p; el vértice p; queda triangulado.m

Proposicién 2.6 Sea p; = verticeCC' en el while de la linea 43. TRIANGULACION-ESPIRAL
triangula a p;_1 y forma tridngulos con vértices en el cierre convexo de P.

Demostracién
Caso 1: p;_ 1 necesitéo un punto Steiner

Si se introdujo un punto Steiner s; ; para triangular a p; i, entonces, s; 1
estd en el cierre convexo de S y TRIANGULACION-ESPIRAL sélo anade la arista
verticeCC's;_1, triangulando a p;_;.

Caso 2: En TRIANGULACION-ESPIRAL, j < n

Sea p;_1p; la tltima arista introducida por TRIANGULACION-ESPIRAL para
pi—1. Entonces, k < ny T'r es aumentada en las aristas p;VerticeCC para k = j < n,
todas uniendo vértices del cierre convexo. En particular la arista p;_;py triangula a

Pi—1-
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Por lo tanto la proposicion se cumple. g

Hemos demostrado la siguiente proposicion.

Proposicién 2.7 TRIANGULACION-ESPIRAL construye una triangulacion pseudo
par de S'U S partiendo de su espiral conveza.

2.4 Cardinalidad de S

Supongamos que queremos construir un conjunto de puntos P tal que al ejecutar
TRIANGULACION-ESPIRAL S sea de cardinalidad méxima.

Prk+1 Pr+1 D

Pr—1 ) Pi—1

(a) po impar (b) p1 queda par

Figura 2.6: Caso en donde pg necesita un punto Steiner.

Para que TRIANGULACION-ESPIRAL inserte un punto sg, po tiene que estar
distribuido como en la Figura 2.6a. Sin embargo podemos ver que p; queda trian-
gulado de forma par y ps se hace adyacente a pg.; (ver Figura 2.6b).

Partiendo de la configuracion de la Figura 2.6b podemos construir S tal que
los vértices ps, p3, ..., pr_1 necesiten de un punto Steiner cada uno. Notemos que los
vértices p;, 2 < i < k tienen grado tres.

Sean pp.o, Pris tales que ps vea a prpio pero no a piy3. Entonces ps necesi-
tara un punto Steiner y ndtese que p3 tendra grado impar. Siguiendo este proceso,
encontramos puntos pgi;, 1 < j < k tales que TRIANGULACION-ESPIRAL inserte
puntos Steiner para triangular a los vértices po, ps, ..., pr_1(ver Figura 2.7). Nétese
que por_1 NO Ve a Por Y pr quedara con grado par. Notemos que la misma construccion
puede ser aplicada para los vértices pii1, Dkso, - - -5 Pok—1-
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Figura 2.7: Configuracién de P para que po, ...

, Pk—1 hecesiten puntos Steiner.
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Sea p; € S, como s6lo nos interesa la paridad de p;, entonces a lo mas se
necesita un punto Steiner para hacer que p; tenga la paridad deseada. Entonces, con
la construccién anterior hemos demostrado la siguiente proposicion.

Proposicién 2.8 Al finalizar la ejecucion de TRIANGULACION-ESPIRAL para una
espiral conveza, |S| < n.

2.5 La complejidad de TRIANGULACION-ESPIRAL

En [Tou85| Toussaint analiza la complejidad del algoritmo SRC que construye una
triangulacién serpentina de un conjunto de puntos en posiciéon general.

El primer paso de SRC es calcular la espiral convexa, para esto se usan un
par de algoritmos bien conocidos. El primer algoritmo calcula las capas convexas y
el segundo construye la espiral convexa a partir de éstas.

Para calcular las capas convexas de un conjunto de puntos de forma éptima,
se puede usar el algoritmo de Chazelle expuesto en [Cha85], el cual lo hace en
O(nlogn). Para calcular la espiral convexa a partir de las capas convexas optima-
mente se puede emplear el algoritmo de Preparata y Shamos expuesto en [PS85]
que lo hace en O(n); en ambos casos n es la cardinalidad del conjunto de puntos en
el plano.

De lo anterior se concluye que la espiral convexa de un conjunto de n puntos
se puede calcular en O(nlogn).

Cada punto interior de TRIANGULACION-ESPIRAL es visitado a lo més dos
veces, una para triangular un punto de su capa convexa inmediata anterior, y otra
cuando es triangulado de forma par. Entonces TRIANGULACION-ESPIRAL tiene com-
plejidad O(n). Por lo tanto la complejidad de construir P U S es O(nlogn).

2.6 Algunos resultados experimentales

Aunque en la seccion 2.4 demostramos que es posible construir un ejemplo para el
cual TRIANGULACION-ESPIRAL inserta n puntos nuevos una pregunta interesante
es jcuantos puntos se insertan en promedio?

Para tratar de dar una idea de la respuesta, se armo un experimento similar al
reportado por Toussaint y Bose en [TB97]. Se consideraron 11 cardinalidades dis-
tintas, 50, 100, 200, 300, ..., 1000; por cada cardinalidad de generaron 10 conjuntos
de puntos distribuidos uniformemente en el circulo unitario. La primera columna del
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cuadro 2.1 es la cardinalidad de los conjuntos de puntos, la segunda columna es la
media del conjunto Sy la tercera la proporcién de la media de la cardinalidad de S
y la cardinalidad de P.

Pl 15| B
50 5.11 | 0.1022
100 | 13.8 | 0.138
200 | 24.8 | 0.124
300 | 37.3 | 0.1243
400 | 56.8 | 0.142
500 | 64.5 | 0.129
600 | 81.7 | 0.1361
700 | 96.1 | 0.1372
800 | 107.5 | 0.1343
900 | 116.0 | 0.128
1000 | 136.6 | 0.1366

Cuadro 2.1: Relacion entre |P|y |S].

2.7 Conclusiones y trabajo futuro

Los resultados experimentales, sugieren que el niimero necesario de puntos Steiner
no es tan grande. Ejemplos de entre 50 y 70 puntos hechos a mano, es decir sin
la ayuda de algoritmo alguno, sugieren que la cota es en realidad muy menor a la
que los resultados experimentales sugieren. Sin embargo, la forma en la que estos
ejemplos se triangularon no dejaron entrever un algoritmo. Dos ventajas pueden ser
mencionadas del algoritmo que en este trabajo se expone. La primera es la rapidez
con la que construye P U S, la segunda, que en el caso promedio, la cota superior
para S parece ser dificil que pueda alcanzarse.

La razon principal porque se decidié usar la espiral convexa es porque esta da
cierto orden al conjunto de puntos. Sin embargo el precio de este orden es introducir
n aristas a la triangulacién. Sin embargo de todas las aristas con las que comenzamos
la heuristica, las del cierre convexo y las de la espiral convexa, solamente estamos
seguros que las del cierre convexo siempre van a estar en toda triangulacién pseudo
par del conjunto de puntos ya sea que este admita una o sea necesario agregar puntos
Steiner. Al momento de la escritura de este trabajo, se pensaron un par de algoritmos
para mejorar la cota expuesta aqui. Ambos algoritmos se basan en triangular el
conjunto de puntos asignando colores a los puntos que se quieren triangular en lugar



2.7. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 35

de fijarse en su paridad. El primer algoritmo se basa en la técnica de barrido de
linea y esencialmente triangula de izquierda a derecha insertando puntos Steiner
cuando un vértice ya no puede ser adyacente a ningin otro vértice del conjunto.
Una debilidad que se observo en este algoritmo es que en la mayoria de los casos
cuando un vértice necesita un punto Steiner fue porque en pasos anteriores se le
resto visibilidad y este hecho no era tomado en cuenta.

El segundo algoritmo intenta subsanar la deficiencia del primer algoritmo me-
diante la idea de compromiso. Esta idea se basa en que dado un conjunto de aristas
E que forman parte de una triangulacién del conjunto de puntos, se agregan a la
grafica todas las aristas que estan presentes en cualquier triangulacién del conjunto
de puntos que su conjunto de aristas tiene como subconjunto a F. La idea subya-
cente es crecer el conjunto E mediante un barrido de linea de tal manera que al
terminar quede una triangulacién con un hoyo al cual se le agreguen pocos puntos
Steiner.

Para finalizar, planteamos la siguiente conjetura: Para cualquier conjunto de
puntos P en posicién general en el plano, son suficientes un nimero constante de
puntos Steiner para que P U .S acepte una triangulacion 3 coloreable. Conjeturamos
que son suficientes dos puntos Steiner en el interior del cierre convexo de P o uno
en éste.
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Apéndice A
Cédigo para generar PU S

A continuacién se presenta una implementacién del algoritmo TRIANGULACION-ESPIRAL
en Objective-C. El programa es parte de un conjunto experimental de programas
para geometria computacional llamado CGR (Computational Geometry’s Rover)
desarrollado por el autor. Al finalizar se muestran tres ejemplos de conjuntos de
puntos distribuidos uniformemente en el disco unitario, para los cuales se cons-
truyé P U S. También se presenta un cédigo que para cualquier conjunto de puntos

y una triangulacién base, se calculan todas sus triangulaciones y reporta la que
maximiza el nimero de vértices pares. Un problema interesante es: para un k € N
dado, encontrar la configuracion de puntos P tal que P acepta una triangulacion
que maximiza (minimiza) el nimero de vértices con grado par.

En la versién electrénica de este trabajo, se anexa el codigo fuente completo
de CGR, y unos cuantos plug-ins.

37
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EvenTriangulationinterface.m 10/8/10 4:26 PM

// EvenTriangulation.m
// EvenTriangulationCSFinal

#import "EvenTriangulationInterface.h"

#import "CGRAlgorithmFramework/AlgorithmModificationsHolder.h"
#import "CGRAlgorithmFramework/CGRNotification.h"

#import "CGRAlgorithmFramework/CGREdge.h"

#import "CGRAlgorithmFramework/CGRPoint.h"

@implementation EvenTriangulationInterface
@synthesize helpWindow;

@synthesize typeOfAlgorithm;

@synthesize modifications;

@synthesize simulationNumbering;

-(id)init
{
self = [super init];
helpwWindow = [[NSPanel alloc] init];
modifications = [[AlgorithmModificationsHolder alloclinit];
typeOfAlgorithm = @"Structural™;
simulationNumbering = @"PointsIncidentOnEdge";
//We look for the Convex Hull Bundle
NSString *convexSpiralPath = [NSHomeDirectory()
stringByAppendingPathComponent:
@"Library/Application Support/CGR/PlugIns
/Algorithms/ConvexSpiralFinal.bundle"
1;
NSBundle *xconvexSpiralBundle = [NSBundle bundleWithPath:
convexSpiralPath];
Class BundleInterface = [convexSpiralBundle principalClass];
convexSpiral = [[[BundleInterface alloclinit] retain];
return self;
}
-(BOOL) isUpdatable
{

¥

—(void)setUp: (NSArray x)points edges: (NSArray x)edges selectedPoints:
(NSArray x)selectedPoints selectedEdges: (NSArray x)selectedEdges

{

return NO;

//We setup the modifications originals...
if([selectedPoints count] != 0){

[modifications setOriginalPoints:selectedPoints];
Yelse{

[modifications setOriginalPoints:points];

}
if([selectedEdges count] != 0){

Page 1 of 9
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[modifications setOriginalEdges:selectedEdges];
Yelse{
[modifications setOriginalEdges:edges];
}
}

—-(double) crossProduct: (NSPoint)p®@ pl:(NSPoint)pl{
return p@.x *x pl.y — pl.x*xp@.y;
}

—(unsigned short int) leftRightTurn:(CGRPoint x)p@® pl:(CGRPoint *)pl p2:
(CGRPoint *)p2

{
NSPoint p2p0,plpo;
p2p@.x = [p2 originl.x - [p@ originl.x;
p2p@.y = [p2 originl.y - [p@ originl.y;
plp@.x = [pl originl.x - [p@ originl.x;
plp@.y = [pl originl.y - [p@ origin].y;
double turn = [self crossProduct:p2p0 pl:plp@];
if( turn < 0 )
return 0;
else if( turn > 0)
return 1;
else
return 2;
}

//Sorts the points following the spiral from the inside out
-(void) sortPoints

{
if([[modifications newEdges] count] == 0)
return;
NSMutableArray xsortedPoints = [NSMutableArray arrayWithCapacity:
[[modifications originalPointslcountl]];
for(unsigned int i = [[modifications newEdges] count] - 1; ; i--){
CGREdge *edge = [[modifications newEdges] objectAtIndex:il;
if(i == 0){
[sortedPoints addObject:[edge point2]];
[sortedPoints addObject:[edge pointl]];
break;
}
[sortedPoints addObject: [edge point2]];
}
[modifications setOriginalPoints:sortedPoints];
}

//Finds the last convex hull point in the spiral
—-(unsigned int) lastCHPoint
{
CGRPoint *xp@ = [[modifications originalPoints]lastObject];
for(unsigned int i = [[modifications originalPoints] count] - 2; ; i—-)

{
if(i-1 > i) //We are dealing with unsigned ints
return -1;

Page 2 of 9
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CGRPoint xpl = [[modifications originalPoints] objectAtIndex:il;
CGRPoint *p2 [[modifications originalPoints] objectAtIndex:i-1];
if([self leftRightTurn:pl pl:p2 p2:p0] == @)

return ij;

}
return -1;

}

//Returns the first point index that can triangulate "pointInd" (not
necessary evenly)

//starting from lastPoint

—(unsigned int) firstPoint: (unsigned int) pointInd lastPoint:(unsigned int
) lastPoint

{
CGRPoint xp@ = [[modifications originalPoints] objectAtIndex:pointInd];
CGRPoint *xpl = [[modifications originalPoints] objectAtIndex:pointInd +
1];
unsigned int i = lastPoint;
for(; i < [[modifications originalPoints] count]; i++){
CGRPoint *p2 = [[modifications originalPoints] objectAtIndex:
lastPoint++];
if([self leftRightTurn:p@ pl:p2 p2:pl] == 0)
break;
}
return 1ij;
¥

//Triangulates the point with index pointInd evenly if possible, returning
a reference

//to the last point used if sucessful. Returns nil otherwise.

-(CGRPoint *) canBeEvenlyTriangulated: (unsigned int) pointInd lastPoint:
(unsigned int) lastPoint

{

CGRPoint xpoint = [[modifications originalPoints] objectAtIndex:

pointInd];
unsigned int firstPoint = [self firstPoint:pointInd lastPoint:lastPoint

1;
//new degree of point once we do the adyacencies
unsigned int newDegree = [point degree]l + (firstPoint - lastPoint) + 1;
for(unsigned int i = lastPoint; i <= firstPoint; i++){

CGRPoint *xq = [[modifications originalPoints]

objectAtIndex:i];
CGREdge xe = [[CGREdge alloclinitWithPoints:point
andPoint:ql;
if(e == nil){
e = [point giveEdgeForNeighbor:ql;

}
//1f we could do it
if(newDegree % 2 == 0)

return [[modifications originalPoints] objectAtIndex:firstPoint];

return nil;

Page 3 of 9
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}
-(AlgorithmModificationsHolder x)executeAlgorithm

[convexSpiral setUp:[modifications originalPoints] edges:nil
selectedPoints:nil selectedEdges:nil];
AlgorithmModificationsHolder xspiral = [convexSpiral executeAlgorithm];
NSMutableArray *newEdges = [NSMutableArray arrayWithArray:[spiral
newEdges]];
NSMutableArray *newPoints = [NSMutableArray arrayWithCapacity:
[[modifications originalPoints]lcount]l/10];
[modifications setNewEdges: [spiral newEdges]];
[self sortPoints];
unsigned int lastCHPoint = [self lastCHPoint];
if(lastCHPoint == -1){
CGRPoint *xp = [[modifications originalPoints] objectAtIndex:0];
for(unsigned int i=2; i < [[modifications originalPoints] count]; i
++){
CGRPoint *q = [[modifications originalPoints] objectAtIndex:il];
CGREdge *e = [[CGREdge alloclinitWithPoints:p andPoint:ql;
if(e == nil){
e = [p giveEdgeForNeighbor:ql;
}

[newEdges addObject:el;
}
[modifications setNewEdges:newEdges];
return modifications;
}
//Just to make things simpler...
NSArray *points = [modifications originalPoints];
//The index of the point being triangulated
unsigned int curntIndex = 0;
//The index of the last point seen
unsigned int lastSeenIndex = 2;
//The point being triangulated
CGRPoint *curntPoint = [points objectAtIndex:curntIndex];
//The last seen point
CGRPoint *lastPointSeen = [points objectAtIndex:lastSeenIndex];
//While we are seeing interior points
while(curntIndex < lastCHPoint){
unsigned int firstPointIndex = [self firstPoint:curntIndex
lastPoint: lastSeenIndex];
for(; lastSeenIndex <= firstPointIndex; lastSeenIndex++){
lastPointSeen = [[modifications originalPoints]
objectAtIndex:lastSeenIndex];
CGREdge *e = [[CGREdge alloclinitWithPoints:curntPoint
andPoint:lastPointSeen];
if(e == nil){
e = [curntPoint giveEdgeForNeighbor:lastPointSeen];
¥

[newEdges addObject:el;
}

unsigned int newDegree = [curntPoint degree];

Page 4 of 9
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lastSeenIndex—-;
//1f we could do it
if(newDegree % 2 == 0){

curntPoint

[points objectAtIndex:++curntIndex];

continue;

by

//1f the parity of curntPoint is odd we check if it sees another
point in the CS

if (++lastSeenIndex < [points count]){
lastPointSeen = [points objectAtIndex:lastSeenIndex];
CGRPoint xnextCurntPoint = [points objectAtIndex:curntIndex + 1

1;

if([self leftRightTurn:curntPoint pl:lastPointSeen p2:

b

nextCurntPoint] == 0){

//1if curntPoint sees the next point in the cs we just make
the adjecency

CGREdge *ne = [[CGREdge alloc] initWithPoints:curntPoint
andPoint:lastPointSeen];

if(ne == nil)
ne = [curntPoint giveEdgeForNeighbor:lastPointSeen];

[newEdges addObject:nel;

curntPoint = [points objectAtIndex:++curntIndex];

continue;

//if we weren't so lucky...
//Check that the point "curntPoint + 1" sees "lastPointSeen +

1II

CGRPoint xnext2CurntPoint = [points objectAtIndex:curntIndex +

21;

if(lastSeenIndex + 1 < [points count]){

CGRPoint xnextLastPointSeen = [points objectAtIndex:
lastSeenIndex + 11;
if([self leftRightTurn:nextCurntPoint pl:nextLastPointSeen

p2:next2CurntPoint] == 0){

CGRPoint xtmpLastPointSeen = [points objectAtIndex:
lastSeenIndex - 11;

NSPoint middle;

middle.x = [tmpLastPointSeen origin].x -

([tmpLastPointSeen originl.x -
[nextCurntPoint origin].x)/2;
middle.y = [tmpLastPointSeen origin]l.y -
([tmpLastPointSeen originl.y -
[nextCurntPoint originl.y)/2;

NSLog(@"STEINER");

CGRPoint *middlePoint = [[CGRPoint alloc]
initWithCorePoint:middle];

[newPoints addObject:middlePoint];

//We make all the adyacencies

CGREdge *el = [[CGREdge alloclinitWithPoints:curntPoint
andPoint:middlePoint];

CGREdge *e2 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:
nextCurntPoint andPoint:middlePoint];

CGREdge *e3 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:
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tmpLastPointSeen andPoint:middlePoint];
CGREdge *e4 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:
lastPointSeen andPoint:middlePoint];
[newEdges addObject:ell;
[newEdges addObject:e2];
[newEdges addObject:e3];
[newEdges addObject:e4];
curntPoint = [points objectAtIndex:++curntIndex];
[tmpLastPointSeen releasel;
[nextLastPointSeen releasel;
continue;

Yelse{

//If curntPoint + 1 doesn't see "lastPointSeen + 1"
//We check "curntPoint + 1"'s degree
if([nextCurntPoint degreel % 2 == 0){
//1its even
CGRPoint xtmpLastPointSeen = [points objectAtIndex:
lastSeenIndex - 11;
NSPoint middlel;
middlel.x = [tmpLastPointSeen origin].x -
([tmpLastPointSeen originl.x - [nextCurntPoint
originl.x)/2;
middlel.y = [tmpLastPointSeen originl.y -
([tmpLastPointSeen originl.y - [nextCurntPoint
originl.y)/2;
NSLog (@"STEINER");
CGRPoint *s1 = [[CGRPoint alloc] initWithCorePoint:
middlell;

NSPoint middle2;

middle2.x = [lastPointSeen originl.x -

([lastPointSeen origin].x - [nextCurntPoint origin]
WX)/2;

middle2.y = [nextLastPointSeen origin].y -

([lastPointSeen originl.y — [nextCurntPoint origin]
y)/2;

NSLog (@"STEINER");

CGRPoint *xs2 = [[CGRPoint alloc] initWithCorePoint:
middle2];

//We make the adyacencies..

CGREdge *e = [[CGREdge alloclinitWithPoints:sl
andPoint:s2];

CGREdge *el = [[CGREdge alloclinitWithPoints:
curntPoint andPoint:s1];

CGREdge *e2 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:
nextCurntPoint andPoint:s1];

CGREdge *e3 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:
tmpLastPointSeen andPoint:sl];

CGREdge *ell = [[CGREdge alloclinitWithPoints:

nextCurntPoint andPoint:s2];
CGREdge *el2 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:

Page 6 of 9
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next2CurntPoint andPoint:s2];

CGREdge *el3 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:

lastPointSeen andPoint:s2];

[newEdges
[newEdges
[newEdges
[newEdges
[newEdges
[newEdges
[newEdges

addObject
addObject
addObject
addObject
addObject
addObject
addObject

rel;
rell;
re2l;
1e31;
telll;
1el2];
1el3];

10/8/10 4:26 PM

[newPoints addObject:sl];

[newPoints addObject:s2];

curntIndex++;

curntPoint = [points objectAtIndex:++curntIndex];
continue;

NSLog(@'"0000PSSS");

Yelse{

//its odd

CGRPoint *next2CurntPoint = [points objectAtIndex:
curntIndex + 2];

NSPoint middle;

middle.x = [lastPointSeen origin].x -

([lastPointSeen originl.x - [nextCurntPoint origin]
v X)/2;

middle.y = [lastPointSeen origin].y -

([lastPointSeen originl.y - [nextCurntPoint origin]
y)/2;

NSLog (@"STEINER");

CGRPoint *middlePoint = [[CGRPoint alloc]
initWithCorePoint:middle];

CGREdge *el = [[CGREdge alloclinitWithPoints:
curntPoint andPoint:middlePoint];

CGREdge *e2 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:
nextCurntPoint andPoint:middlePoint];

CGREdge *e3 = [[CGREdge alloc]initWithPoints:
lastPointSeen andPoint:middlePoint];

CGREdge *e4 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:
next2CurntPoint andPoint:middlePoint];

[newEdges addObject:el];

[newEdges addObject:e2];

[newEdges addObject:e3];

[newEdges addObject:e4];

curntIndex++;

curntPoint = [points objectAtIndex:++curntIndex];

Page 7 of 9
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}

}
Yelse{

//We need to insert a Steiner point in the convex hull..

lastSeenIndex——;

lastPointSeen = [points objectAtIndex:lastSeenIndex];

NSPoint middle;

middle.x = [lastPointSeen origin].x -

([lastPointSeen originl.x — [[points objectAtIndex:lastCHPoint]
originl.x)/2;

middle.y = [lastPointSeen origin]l.y -

([lastPointSeen originl.y — [[points objectAtIndex:lastCHPoint]
originl.y)/2;

NSLog (@"STEINER");

CGRPoint *middlePoint = [[CGRPoint alloc] initWithCorePoint:
middlel;

[newPoints addObject:middlePoint];

//We make all the adyacencies

CGREdge *el = [[CGREdge alloclinitWithPoints:curntPoint
andPoint:middlePoint];

CGREdge *e2 = [[CGREdge alloclinitWithPoints: [points
objectAtIndex:lastCHPoint] andPoint:middlePoint];

CGREdge *e3 = [[CGREdge alloclinitWithPoints:lastPointSeen
andPoint:middlePoint];

[newEdges addObject:ell;

[newEdges addObject:e2];

[newEdges addObject:e3];

curntPoint = [points objectAtIndex:++curntIndex];

lastPointSeen = nil;

continue;

)

CGRPoint *1lchp = [points objectAtIndex:lastCHPoint];
while(lastPointSeen)<{
CGREdge *e = [[CGREdge alloclinitWithPoints:1lchp andPoint:
lastPointSeen];
if(e == nil){
e = [lchp giveEdgeForNeighbor:lastPointSeen];

¥
[newEdges addObject:el;
if(lastPointSeen == [points lastObject])

break;
lastPointSeen = [points objectAtIndex:++lastSeenIndex];
¥
[modifications setNewEdges:newEdges];
[modifications setNewPoints:newPoints];
return modifications;

—(NSString *)menultemName

{
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return @"EvenTriangulation";

b

—(void) handlePointDidMoveNotification: (NSNotification %) note
{
//1f the algorithm has not been executed then we ignore the
notification
return;

}
—(void) handlePointWasAddedNotification: (NSNotification %) note
{
//1f the algorithm has not been executed then we ignore the
notification
return;

b

—(void) handlePointWasDeletedNotification: (NSNotification *) note
{
//1If the algorithm has not been executed then we ignore the
notification
return;

@end

Page 9 of 9
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Figura A.1: Configuracién de 50 puntos distribuidos uniformemente en el circulo unitario.
TRIANGULACION-ESPIRAL inserté 6 puntos steiner.
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//

// AllTriangulationsInterface.m
// AllTriangulations

//

//

#import "AllTriangulationsInterface.h"

#import "CGRAlgorithmFramework/AlgorithmModificationsHolder.h"
#import "CGRAlgorithmFramework/CGRNotification.h"

#import "CGRAlgorithmFramework/CGREdge.h"

#import "CGRAlgorithmFramework/CGRPoint.h"

@interface ConvexQuadrilateral:NSObject{
NSArray *points;
NSArray xedges;
}
@property (readonly) NSArray xpoints;
@property (readonly) NSArray xedges;
—(id) initWithPoints: (NSArray *)p andEdges: (NSArray x)e;
-(BOOL) isEmpty: (NSArray *) points;
-(CGREdge x)diagonal;

@end

@implementation ConvexQuadrilateral

@synthesize points;

@synthesize edges;

—(id) initWithPoints: (NSArray *)p andEdges: (NSArray x)e

{
points = [[NSArray arrayWithArray:pl retainl;
edges = [[NSArray arrayWithArray:el retain];
return self;
}
—-(BOOL) isEmpty: (NSArray *)pointSet
{
NSBezierPath xnewPath = [[NSBezierPath alloclinit];
[newPath moveToPoint: [[points objectAtIndex:@lorigin]];
[newPath lineToPoint:[[points objectAtIndex:1]lorigin]];
[newPath lineToPoint:[[points objectAtIndex:2]origin]];
[newPath lineToPoint:[[points objectAtIndex:3]origin]];
for(CGRPoint xp in pointSet){
if([newPath containsPoint:[p originl])
return NO;
}
return YES;
}
—-(CGREdge *x)diagonal
{
return [edges lastObject];
}
—(NSArray x)flipDiagonal
{
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NSMutableArray *p = [NSMutableArray arrayWithArray:pointsl];
[p removeObject: [[edges lastObject] pointll];

[p removeObject: [[edges lastObject] point2]];
NSMutableArray *a = [NSMutableArray arrayWithCapacity:2];
[a addObject: [p objectAtIndex:011];

[a addObject: [p objectAtIndex:111;

return a;
}
-(BOOL) isEqual:(id)object
{
if([object class] != [self classl)
return NO;
for(CGRPoint *p in points){
if(![[(ConvexQuadrilateral *x)object points] containsObject:p])
return NO;
}
return YES;
}
@end
@interface Triangulation: NSObject
{
NSArray *points, *edges;
BOOL *xadyacencyMatrix;
unsigned int ident;
}

@property (readonly) BOOL*x*x adyacencyMatrix;

@property (readonly) NSArray xpoints;

@property (readonly) NSArray xedges;

—-(id) initWithPoints: (NSArray x)p edges: (NSArray x)e andIdent:(unsigned int
a;

@end

@implementation Triangulation

@synthesize adyacencyMatrix;

@synthesize points;

@synthesize edges;

—-(id) initWithPoints: (NSArray *)p edges:(NSArray x)e andIdent:(unsigned int
)a

{

NSMutableArray *xnewPoints = [NSMutableArray arrayWithCapacity:[p count]]

NSMutableArray *xnewEdges = [NSMutableArray arrayWithCapacity:[e count]];
unsigned int i=0;
for(; i < [p count];i++){

CGRPoint *point = [p objectAtIndex:il;

CGRPoint *newPoint = [[CGRPoint alloclinitWithCorePoint: [point origin

11;
[newPoint setCurrentColor: [point currentColor]];
[newPoints insertObject:newPoint atIndex:il;
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}
for(CGREdge *ed in e){
unsigned int plIndex, p2Index;
plIndex = [p index0fObject:[ed pointl]];
p2Index = [p index0fObject: [ed point2]];
CGREdge *xnewEdge = [[CGREdge alloclinitWithPoints: [newPoints
objectAtIndex:plIndex]
andPoint: [newPoints objectAtIndex:
p2Index]];

[newEdges addObject:newEdgel;
}

points = [[NSArray arrayWithArray:newPoints] retainl];
edges = [[NSArray arrayWithArray:newEdges]retainl];
adyacencyMatrix = (BOOL *x)malloc(sizeof(BOOL *)x[points count]);
unsigned int j=0;
for(i=0; i < [points count];i++){

adyacencyMatrix[i] = malloc(sizeof(BOOL)*(i+1));
¥

for(i=0; i < [points count]; i++){
for(j=0; j < i+1; j++){
CGRPoint *pl, *p2;
pl = [points objectAtIndex:il;
p2 = [points objectAtIndex:jl;
if([pl isNeighbor0f:p21){
adyacencyMatrix[il[j] = YES;
telse{

adyacencyMatrix[il[j] = NO;
}
}
}
ident = a;
return self;
}
—(void) addEdge: (unsigned int)plIndex p2Index:(unsigned int) p2Index
{
CGREdge *newEdge = [[CGREdge alloclinitWithPoints: [points objectAtIndex:
plIndex]
andPoint: [points objectAtIndex:p2Index]];
NSMutableArray xtmp = [NSMutableArray arrayWithArray:edges];
[tmp addObject:newEdgel;
[edges releasel;
edges = [[NSArray arrayWithArray:tmp] retainl;
if(plIndex > p2Index){
adyacencyMatrix[plIndex] [p2Index] = YES;
Yelse{
adyacencyMatrix[p2Index] [plIndex] = YES;
}
}

-(BOOL)isEqual: (id)object
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{
if([object class] != [self class])
return NO;

BOOL xxmatrix = [(Triangulation x)object adyacencyMatrix];
unsigned int 1i,j;
for(i=0; i < [points count]; i++){
for(j=0; j < i+l; j++){
if(adyacencyMatrix[il [j] !'= matrix[il[j])
return NO;

}
}
return YES;
}
—(NSString *)description
{
NSString xdesc = [NSString stringWithString:@"ident: "];
desc = [desc stringByAppendingString: [[NSNumber numberWithInt:ident]
stringValuell;
desc = [desc stringByAppendingString:@"\n"];
unsigned int 1i,j;
for(i=0; i < [points count]; i++){
for(j=0; j < i+1; j++){
if(adyacencyMatrix[i1[j]){
desc = [desc stringByAppendingString: [ [NSNumber numberWithInt:1
IstringValuell;
Yelse{
desc = [desc stringByAppendingString: [ [NSNumber numberWithInt:o
Istringvaluell;
}
}
desc = [desc stringByAppendingString:@"\n"];
}
desc = [desc stringByAppendingString:@"\n"];
return desc;
}
@end

@implementation AllTriangulationsInterface
@synthesize helpWindow;

@synthesize typeOfAlgorithm;

@synthesize modifications;

@synthesize simulationNumbering;

—(id)init
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self = [super init];

helpWindow = [[NSPanel alloc] initl;

modifications = [[AlgorithmModificationsHolder alloclinit];

typeOfAlgorithm = @"NewWindows";

simulationNumbering = @"PointsIncidentOnEdge";

//We register for PointWasAdded, PointWasDeleted, PointDidMove
notifications

return self;

(BOOL)isUpdatable

return NO;

[

(void)setUp: (NSArray *)points edges:(NSArray x)edges selectedPoints:
(NSArray x)selectedPoints selectedEdges: (NSArray *)selectedEdges

{
//We setup the modifications originals...
/xif([selectedPoints count] == 1){
[modifications setOriginalPoints: [NSArray arrayWithArray:points]];
return;
}
else if([selectedPoints count] > 0){
[modifications setOriginalPoints: [NSArray arrayWithArray:
selectedPoints]];
return;
Ix/
[modifications setOriginalPoints: [NSArray arrayWithArray:pointsll];
[modifications setOriginalEdges: [NSArray arrayWithArray:edgesl];
[modifications setNewPoints:[[NSMutableArray alloclinitl]];
[modifications setNewEdges:[[NSMutableArray alloclinitl];
¥

—-(float) leftRightTurn:(CGRPoint *)p@ pl:(CGRPoint *)pl p2: (CGRPoint *)p2
{
NSPoint p2p@,plpo;

p2p@.x = [p2 originl.x - [p@ originl.x;
p2p@.y = [p2 originl.y - [p@ originl.y;
plp@.x = [pl originl.x - [p@ originl.x;
plp@.y = [pl originl.y - [p@ originl.y;

return p2p0.x*plp@.y — plp@.xxp2p0.y;

¥

—-(BOOL) checkConvexity: (CGRPoint *)pl p2:(CGRPoint *)p2 p3:(CGRPoint *)p3
p4: (CGRPoint x)p4

{

if([self leftRightTurn:pl pl:p2 p2:p3] < 0){
if([self leftRightTurn:p2 pl:p3 p2:p4] < 0){
if([self leftRightTurn:p3 pl:p4 p2:pl] < 0){
if([self leftRightTurn:p4 pl:pl p2:p2] < 0){
return YES;
Yelse{
return NO;
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}
Yelse {
return NO;
¥

Yelse{
return NO;
¥
}

if([self leftRightTurn:pl pl:p2 p2:p3] > 0){
if([self leftRightTurn:p2 pl:p3 p2:p4] > 0){
if([self leftRightTurn:p3 pl:p4 p2:pl]l > 0){

if([self leftRightTurn:p4 pl:pl p2:p2] > 0){
return YES;

Yelse{
return NO;

}

Yelse{
return NO;
}

Yelse{
return NO;
¥

}
return NO;
H
—(NSArray x)findAl1EmptyConvexCuadrilaterals: (NSArray x)points edges:
(NSArray x)edges
{

NSMutableArray *convexQuadrilaterals = [[NSMutableArray alloclinitl];

for(CGRPoint *p in points){
NSArray xpNeighbors = [p giveNeighbors];
for(CGRPoint *q in pNeighbors){
NSMutableArray *gNeighbors = [NSMutableArray arrayWithArray: [q
giveNeighbors]];
[gNeighbors removeObject:pl;
for(CGRPoint *o0 in gNeighbors){
NSMutableArray *xoNeighbors = [NSMutableArray arrayWithArray: [o
giveNeighbors]];
[oNeighbors removeObject:pl;
[oNeighbors removeObject:ql;
for(CGRPoint *r in oNeighbors){
if([pNeighbors containsObject:r])<{
if([self checkConvexity:p p2:q p3:0 p4:r]l){
NSMutableArray xquadrilateralPoints = [[NSMutableArray
alloclinitl;
NSMutableArray *quadrilateralEdges = [[NSMutableArray
alloclinitl;
[quadrilateralPoints addObject:pl;
[quadrilateralPoints addObject:ql;
[quadrilateralPoints addObject:ol;
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[quadrilateralPoints addObject:r];

[quadrilateralEdges addObject:[p giveEdgeForNeighbor:q
11;

[quadrilateralEdges addObject:[q giveEdgeForNeighbor:o
11;

[quadrilateralEdges addObject:[o giveEdgeForNeighbor:r
11;

[quadrilateralEdges addObject:[r giveEdgeForNeighbor:p
11;

if([p isNeighborOf:o]){
[quadrilateralEdges addObject: [p

giveEdgeForNeighbor:ol]l;

}
if([q isNeighborOf:r]){
[quadrilateralEdges addObject: [q
giveEdgeForNeighbor:rl];
}
ConvexQuadrilateral xnq = [[ConvexQuadrilateral alloc]
initWithPoints:quadrilateralPoints

andEdges:
quadr
ilate
ralEd
gesl;
NSMutableArray *xps = [NSMutableArray arrayWithArray:
points];
[ps removeObject:pl;
[ps removeObject:ql;
[ps removeObject:r];
[ps removeObject:o];
if([convexQuadrilaterals containsObject:ngl | !'l[ng
isEmpty:ps] )
continue;
else

[convexQuadrilaterals addObject:nql;

return convexQuadrilaterals;

i

—(void)showFlip: (Triangulation *)t1 to:(Triangulation *)t2
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NSString xtransf = [NSString stringWithString:[t1l descriptionl];
transf = [transf stringByAppendingString:@" |\n |\n VAn"1;
transf = [transf stringByAppendingString:[t2 descriptionl];
NSLog(transf);

-(AlgorithmModificationsHolder *)executeAlgorithm

NSMutableArray *xallTriangulations = [[NSMutableArray alloc]
initWithCapacity:1001];
NSMutableArray xqueue = [[NSMutableArray alloc] initWithCapacity:100];
unsigned int ident = 0;
Triangulation *xcurntTriangulation = [[Triangulation alloc]
initWithPoints: [modifications originalPoints]
edges: [modifications
originalEdges]
andIdent:ident++]

’

[allTriangulations addObject:curntTriangulationl];
[queue addObject:curntTriangulation];

while([queue count] != 0){
curntTriangulation = [[queue lastObjectlretain];
//NSLog( [curntTriangulation description]);
[queue removelLastObject];
NSArray sxconvexQuadrilaterals = [self
findAl1lEmptyConvexCuadrilaterals: [curntTriangulation points]
edges:
[
curntTriangulati
on edgesl];

for(ConvexQuadrilateral *cq in convexQuadrilaterals){
NSArray xne = [cq flipDiagonall;
NSArray xpoints = [NSMutableArray arrayWithArray:
[curntTriangulation points]];
NSMutableArray xedges = [NSMutableArray arrayWithArray:
[curntTriangulation edges]];
[edges removeObject:[cq diagonalll;
Triangulation *xnt = [[Triangulation alloc] initWithPoints:points
edges:edges andIdent:ident];
unsigned int plIndex = [[curntTriangulation points] indexOfObject:
[ne objectAtIndex:01];
unsigned int p2Index = [[curntTriangulation points] indexOfObject:
[ne objectAtIndex:11];
[nt addEdge:plIndex p2Index:p2Index];
if(![allTriangulations containsObject:nt]){
[self showFlip:curntTriangulation to:nt];
ident++;
[allTriangulations addObject:nt];
[queue addObject:nt];
}
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}

}

for(Triangulation *t in allTriangulations){
[[modifications newPoints] addObject: [t points]];
[[modifications newEdges] addObject: [t edgesl];

}

return modifications;

}

—-(NSString *)menultemName

return @"A1ll Triangulations";

}

—(void) handlePointDidMoveNotification: (NSNotification *) note

{
//1f the algorithm has not been executed then we ignore the notification
return;

¥

—-(void) handlePointWasAddedNotification: (NSNotification *) note

{
//1If the algorithm has not been executed then we ignore the notification
return;

}

-(void) handlePointWasDeletedNotification: (NSNotification *) note

{
//If the algorithm has not been executed then we ignore the notification
return;

@end
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