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Introduccion

En la filosofia del lenguaje pueden distinguirse dos proyectos cuyo tema de investigacion
estd centrado en la forma ldégica. El primero de ellos apela a la forma logica de las
expresiones de un lenguaje natural con la finalidad de dar cuenta de ciertas relaciones de
implicacion légica entre las expresiones del lenguaje en cuestion (paradigmaticamente,
Frege 1972a, Whitehead y Russell, 1910, Wittgenstein, 2002). Me referiré a este proyecto
como proyecto logico. Mas recientemente, en la filosofia del lenguaje y en la lingiiistica
contemporaneas, el uso de la nocion de forma logica se ha inscrito dentro del proyecto mas
amplio de dar cuenta, al menos, del significado lingiiistico de las expresiones de un
lenguaje natural (s6lo menciono por su importancia la tradicion iniciada por Davidson,
especialmente, 1967; y por otra parte, la tradicion iniciada por Montague en su clésico de
1974). A este segundo proyecto lo llamaré proyecto semantico. Trabajos ain mas
ambiciosos, impulsados notoriamente desde la lingiiistica, involucran alguna nociéon de
forma logica en la investigacion de la interfaz entre sintaxis, semantica y pragmatica (solo
por mencionar algunos DuBois, 2003 y Van Valin, 2005). En lo que sigue no abordo esta
ultima linea de investigacion.

Los proyectos 16gico y semantico tienen en comun la idea de que el comportamiento
logico de las expresiones de un lenguaje en el primer caso o el significado lingiiistico de
éstas en el segundo, se explica a partir de la estructura de tales expresiones. Esta estructura
es reconocida como la forma légica del item lingliistico en cuestion. La premisa que
permite integrar estos dos proyectos en uno solo es que la concepcion de ‘estructura’ es la
misma para ambos. Bajo esta premisa, el proyecto unificado nace con el objetivo de generar

una teoria en la que el concepto de forma légica dé cuenta de la estructura de las



expresiones de un lenguaje L dado. Esta estructura seria responsable del significado
lingiiistico de una expresion de L asi como de las propiedades l6gicas de dicha expresion.
La unificacién contemplada plantea ademas que el proyecto semantico es una extension del
proyecto logico. Esto es asi porque bajo el entendido de que no todos los aspectos del
contenido de las expresiones en el lenguaje natural son relevantes para explicar el perfil
logico de éstas, el proyecto 16gico tuvo como proposito llevar a cabo un andlisis de estas
expresiones. Una de las tareas del analisis era la de eliminar aquellos aspectos del
contenido de una expresion que no contribuyen al comportamiento 16gico de ésta. La forma
logica se presentd como el resultado de este analisis: la forma logica es cierta configuracion
simbolica que da cuenta de las propiedades logicas de una expresion y de sus relaciones
logicas con otras expresiones. En este sentido, la extension del proyecto logico a través del
proyecto semantico propone que el significado convencional de las palabras es también
responsable del comportamiento 16gico de éstas.

Si la unificacién de estos proyectos es entendida de la manera esbozada, me
pregunto si la premisa de la que dicha unificacion depende es después de todo aceptable. Es
decir, me pregunto si tenemos razones y cudles para aceptar que la nocion de estructura en
el proyecto semantico y en el proyecto ldgico es la misma como para dar lugar a un solo
proyecto. Mi posicion al respecto es que en ausencia de dichas razones dicha premisa
carece de apoyo. Para afirmar lo anterior me baso en que la nocion de forma logica a la que
cada uno de estos proyectos apela no puede asumirse sin mas argumento como una y la
misma recurriendo a una nocion de estructura de las expresiones de un lenguaje.

En defensa de mi posicion argumento que el concepto de forma légica dentro del
proyecto logico cuenta con una delimitacion de principio. Esta delimitacion establece

criterios a los cuales el concepto de forma logica del proyecto semantico debe responder.



En mi argumentacion he asumido que el proyecto légico esta enmarcado dentro de los
sistemas logicos desarrollados a partir de la teoria de la demostracion y de la teoria de
modelos: sistemas deductivos y sistemas deductivo-semanticos (0 lenguajes formales
interpretados). Debido a que se trata de sistemas distintos, esperariamos dos conceptos de
forma logica distintos definidos en el marco de cada una de ellos. No obstante, esta
conclusion no es inmediata. El concepto de forma logica que surge a partir de los sistemas
logicos desarrollados en el marco de la investigacion fundacionista de la escuela de Hilbert,
abre una perspectiva para plantear la continuidad del concepto de forma légica, digamos
que, de Frege a Tarski como de manera estandar es aceptado, pero solo via Hilbert.

Este concepto de forma ldgica tuvo como antecedente la definicion recursiva de las
expresiones legitimas dentro de un sistema formal planteada incipientemente por Frege en
Conceptografia (1972a). Aqui argumento que la forma logica representada por medio del
aparato simbolico de este sistema fue entendida como el contenido general de una
proposicion. Este contenido da cuenta del comportamiento 16gico de dicha proposicion. De
acuerdo con mi exposicion, Hilbert acepta que la forma logica juegue este segundo papel,
pero rechaza concebirla como portando cualquier clase de contenido semantico (Hilbert,
1993 y Hilbert y Ackerman, 1928). Esto se debe, segtn leo, a que Hilbert dedica especial
atencion al hecho de que la utilizacion de métodos recursivos para la definicion de un
sistema légico permite ademdas presentar a la forma légica como cierta entidad
combinatoria finita. Es decir, Hilbert reconoce el hecho de que en un sistema légico
definido recursivamente la forma logica adquiere una ‘dualidad’ remarcable: se presenta
como una entidad abstracta responsable del comportamiento l6gico de las expresiones y
sintadcticamente como una entidad combinatoria finita de simbolos (1993). El proyecto

fundacionista de Hilbert fue erigido practicamente a partir de este reconocimiento. Como



argumento, lo anterior obedece a que el proyecto de Hilbert estuvo constrefiido por un
criterio de objetividad del conocimiento matematico anclado en la epistemologia de las
matematicas de Kant. Segun este criterio, la confiabilidad de una teoria matematica
depende de la aplicacion de métodos recursivos para la introduccion de conceptos. La tesis
que suscribo es que el concepto de forma l6gica de Hilbert responde a este criterio.

En apoyo de esta tesis argumento que Hilbert trata teéricamente la ‘dualidad’ de la
forma logica en términos de la nocion de estructura (Hilbert y Bernays, 1968) A partir de
este tratamiento la forma logica de una expresion es entendida como cierta estructura
formal. Esta estructura formal a su vez es explicada en términos de estructura deductiva y
de estructura concreta. En el desarrollo de este argumento utilizo ‘patrén’ para referirme a
la estructura concreta y reservo ‘estructura’ para hablar propiamente de estructura formal y
deductiva asi como de su antecedente: estructura conceptual. Abordo el concepto de patron
a partir de la epistemologia de las matematicas de Kant (2002). Respecto al concepto de
estructura basicamente he considerado la concepcion de Hilbert de los sistemas axiomaticos
(Hilbert y Ackermann, 1928 y Hilbert y Bernays, 1968) y cierta nociéon de formalidad,
reconocida como algebraica (Hilbert 1993).

De este recorrido se desprende primero, que la estructura formal de una expresion
da cuenta del comportamiento 16gico de dicha expresion y esta determinada por las ‘reglas
de formacion’ y de derivacion de un sistema deductivo (Hilbert y Ackermann, 1928) Un
segundo resultado es que la introduccion de la metateoria de los sistemas deductivos
permitié integrar sistematicamente el segundo aspecto de la forma logica (Hilbert, 1993).
En la metateoria de un sistema deductivo la estructura formal de cualquier formula del
sistema es una estructura concreta: una concatenacion finita de unidades sintacticas

especificable como el resultado de un proceso recursivo. Concluyo que el concepto de



forma logica de Hilbert responde de esta manera al estdndar de objetividad del
conocimiento matematico en los términos requeridos por la epistemologia de Kant.

Mi planteamiento de que el concepto de forma logica de Hilbert tiene continuidad
en los sistemas deductivos interpretados se basa en las siguientes dos premisas. La primera
es que a partir de la teoria semdantica introducida por Tarski (1983a), el proceso de
interpretacion de las expresiones de un sistema formal se realiza por medio de una
definicion recursiva que especifica como el contenido semantico de las expresiones
complejas del sistema estd compuesto por el contenido semantico de los constituyentes de
esas expresiones. La segunda considera que la nocion de interpretacion introducida por
estos sistemas para definir validez, mantiene vigente una nociéon de formalidad que hace
sentido de la idea de reinterpretar el vocabulario no-logico de tales sistemas (Tarski,
1983b). Estas premisas permiten repensar la idea de que hay un paso directo de la nocién
de formalidad de Conceptografia a la nocion introducida por la semantica de Tarski. El
matiz que sugiero dar a este transito es que el objetivo original de Frege de capturar
formalmente una nocion de generalidad para explicar la validez de una inferencia fue
viable, con limitaciones, a través de las ‘notas’ caracteristicas de la nocion de forma logica
de Hilbert viz. su caracter algebraico y su tratamiento metateorico.

La primera de las premisas anteriores recoge el hecho de que la semantica definida
para los lenguajes formales es composicional. Esta propiedad es el resultado de la
definicion de la formacion e interpretacion de las formulas de un sistema formal como
procesos recursivos paralelos. La composicionalidad actia de esta manera como un
constrefiimiento del proyecto ldgico originado en el marco de los sistemas deductivos
interpretados: la nocion de forma logica operante en este proyecto es una que determina la

composionalidad de los lenguajes formales. Ahora bien, dada la elementalidad de las



facultades cognitivas que respalda la confiabilidad de los métodos formales de acuerdo con
la nocion de forma logica de Hilbert, es plausible proponer que estas mismas facultades son
ejercidas ampliamente en el uso del lenguaje cotidiano. Si lo anterior es cierto, habria al
menos una razén para proponer que los aspectos del significado lingiiistico de las oraciones
de un lenguaje natural relevantes para explicar el comportamiento 16gico de tales oraciones
son igualmente amplios.

Desde esta perspectiva el proyecto semantico de la forma logica esta ahora en puerta
como extension del proyecto logico. Asi entendido, el objetivo del proyecto semantico es
dar cuenta del significado lingiiistico de las expresiones de un lenguaje natural por medio
de una semantica composicional. Aqui el reto es que el andlisis de las expresiones del
lenguaje natural entregue formas logicas adecuadas en un lenguaje formal previamente
especificado. Se trata de que tales formas determinen la formacion y la interpretacion de
dichas expresiones como procesos paralelos definibles recursivamente en la metateoria del
lenguaje formal en turno. En este sentido, concluyo que el proyecto semantico de la forma
logica se justifica como extension del proyecto logico bajo el supuesto de que en virtud de

la forma logica de sus expresiones, los lenguajes naturales son composicionales.
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Capitulo 1. Frege y el lenguaje l6gicamente perfecto

Frege y Hilbert comparten la posicion de que la objetividad del conocimiento matematico
debe estar justificada (Frege, 1959 y Hilbert, 1993). Para ambos es posible justificar la
objetividad del conocimiento matematico, particularmente el aritmético, por medio de un
aparato que opere con la forma (logica) de las proposiciones aritméticas. Pero, debido a que
la nocion de objetividad que cada uno pretende justificar a través de la formalidad de las
proposiciones aritméticas es distinta, la nocion de formalidad operante en los proyectos
fundacionistas de Frege por un lado, y de Hilbert por otro, es también distinta. Por
formalidad Frege (1959 y 1972a) entiende generalidad; Hilbert (1993) por su parte entiende
independencia de contenido semantico.

Un hecho notorio es que estos autores emplearon practicamente un mismo aparato
técnico para apoyar su propia nocion de formalidad (Frege, 1972a y Hilbert y Ackermann
1928). Este hecho apunta a que dicho aparato es formal en un sentido que no se identifica
con ninguna de las nociones de formalidad aqui en juego, sin por eso ser ajeno a ellas. Mi
lectura es que este aparato responde a un ideal de objetividad cientifica del que son parte las
nociones de objetividad del conocimiento matematico de Frege y de Hilbert
respectivamente. Cudl sea el sentido en el que este aparato es formal es algo que debe
empezar a aclararse al exponer las posiciones de estos autores. En este capitulo presento
algunos de los aspectos de la posicion de Frege. Los capitulos restantes estdn dedicados a

presentar en mayor detalle la posicion de Hilbert.
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1.1. Frege acerca de la objetividad del conocimiento matematico
Para presentar la nocién de formalidad de Frege sigo la motivacion fundacionista de esta

nocién discutida en Los Fundamentos de la Aritmética (1959)." En esta obra Frege sostuvo
que las proposiciones aritméticas son ampliamente aplicables (GL §§14 y 18), por lo que su
justificacion no podia apelar a proposiciones sintéticas las cuales, aunque dan lugar a
conocimiento objetivo (GL §26), emplean en su justificacidn proposiciones particulares
(GL §3). La tesis fundacionista de Frege, a saber, su tesis logicista establece que las
verdades de las matematicas son analiticas i. e. son proposiciones cuya justificacion
procede a priori por medio de una demostraciéon que sélo emplea definiciones y
proposiciones verdaderas que no pueden ni requieren ser justificadas (GL §§3-4).

Los supuestos de los que parte la tesis de este capitulo de que para Frege formalidad
se entiende como generalidad (maxima)® son los siguientes. Primero, para Frege la
objetividad de las verdades aritméticas tiene su ‘fundamento ontolégico’ en la objetividad
de los objetos aritméticos en tanto que entidades reales pero no fisicas (GL §§26, 58-61).
Aqui, la objetividad de un objeto significa que el objeto existe con independencia de
nuestro psicologismo. De acuerdo con Daston y Galison en ‘nuestro psicologismo’ estan
incluidas las representaciones mentales surgidas de la percepcion/experiencia, las
intuiciones, las imagenes, ideas y sensaciones, las cuales al ser individuales y privadas son
incomunicables y estdn por eso exentas de una regulacion legaliforme (Daston y Galison,

2001, p. 270).

" A continuacion me refiero a esta obra por GL y las referencias a sus parrafos iran insertadas en el texto
principal con el nimero de parrafo correspondiente.

? Para MacFarlane (2000), generalidad méaxima es lo que hoy reconocemos como neutralidad al tema. De
acuerdo con MacFarlane, al decir que las verdades de la 16gica son maximamente generales, Frege entiende
que la generalidad de estas verdades esta en su aplicabilidad (2000, p. 75). Regresando a Frege, el sentido en
el que una verdad es general facilmente puede entenderse como la aplicabilidad de ésta a cualquier dominio i.
e. su aplicabilidad absoluta (GL §14).
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También sigo de cerca la interpretacion del Principio del Contexto de Wright (1983,
pp. 14-16). Para Wright, este principio establece que las nociones ontologicas como la de
objeto se explican a través de nociones lingiiisticas (GL §62). El ‘platonismo’ de Frege se
desprende, segun esta interpretacion, de la tesis de que los términos numéricos son nombres
propios. Los objetos aritméticos son bajo esta tesis las referencias de los términos
numéricos en las proposiciones aritméticas (GL §§45-54). De acuerdo con Frege

Sélo en el contexto de una proposicion significan algo las palabras. Por tanto, se

tendrd que llegar a aclarar el sentido de una proposicion en la que aparece un

término numérico...ya hemos asegurado que bajo los términos numéricos hay que

entender objetos independientes. (GL §62)

El lenguaje proporciona criterios sintdcticos para identificar un término numérico y
criterios semanticos para determinar el contenido de una proposicion en la que dicho
término ocurre. Los segundos son ‘un medio para aprehender un nimero determinado’ (GL
§62). Por lo que una vez fijados, es posible establecer cuando un término numérico ya
identificado es un nombre propio (GL §62).

Esta interpretacion del principio del contexto supone ademas que la semantica del
lenguaje de la aritmética es composicional (GL §60). De donde se sigue que, en particular,
la objetividad de la verdad de una proposicion aritmética va a requerir que los objetos a los
que se refieren los términos numéricos posean una existencia objetiva.’ Finalmente
supongo que para Frege la garantia epistémica de la existencia objetiva de un objeto
aritmético la obtenemos por medio de un criterio de identidad de este objeto. Por el

principio del contexto, el criterio de identidad de un objeto opera propiamente sobre los

3 El caso de la objetividad de los conceptos lo trata Frege especialmente en GL §47. Por las consecuencias que
tiene para la nocion de formalidad, aqui sélo discuto el caso de los términos numéricos.
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términos numéricos. En consecuencia, la pregunta por la identidad de un objeto concierne a
la referencia de un término singular: qué refiere un término numérico y cuando dos
términos numéricos cualesquiera tienen la misma referencia.

Si se ha de designar un objeto con el simbolo a, entonces debemos poseer un

criterio que nos permita distinguir en general si b es lo mismo que a [...] (GL §62)
La identidad de un objeto matematico y por tanto, la garantia epistémica que tenemos de
que su existencia es objetiva depende de la determinacidon de la referencia del término
numérico relevante. Esto ultimo a su vez depende para Frege de que en principio podamos
aclarar el sentido de una igualdad numérica (GL Introduccion 'y §62)

Por lo dicho hasta aqui, la justificacion de la objetividad de las verdades aritméticas
requiere que esté determinada la referencia de los términos numéricos que ocurren en estas
proposiciones. La tarea de los métodos formales, i.e. de un sistema como el de

Conceptografia* es proporcionar las herramientas para este fin (Frege, 1972b, p. 210).

1.1.1. Métodos formales y objetividad del conocimiento matematico
El propdsito de un sistema formal en la justificacion de la objetividad de las verdades

aritméticas es permitir derivar como teoremas solo proposiciones analiticas (GL §10). Si de
acuerdo con la conviccion de Frege esta tarea podia realizarse a través de un ‘lenguaje
logicamente perfecto’ (Frege 1979, p. 252), el papel de Conceptografia iba a ser el de
coordinar la sintaxis y la semantica de un lenguaje l6gico de tal modo que los términos
numéricos en las proposiciones aritméticas poseyeran siempre su referencia correcta

(Frege, 1972b, p. 212-213).° Para Frege esto significaba que en el sistema de

* En adelante las referencias a esta obra aparecen en el texto como BS.

> Aclaro que aunque estos hayan sido los objetivos que Frege pretendia lograr mediante el lenguaje formal de
Conceptografia, eso no quiere decir que los haya cumplido. El surgimiento de la ‘Paradoja de Russell” hizo
claro que las estipulaciones sintacticas y semanticas hechas por Frege ‘no son suficientes para asegurar una
referencia [de los términos numéricos] en todos los casos.” (Dummett 1991, p. 159).
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Conceptografia era posible fijar el valor de verdad de todos los juicios de identidad entre
términos numéricos de las proposiciones aritméticas (GL §§62 y 66). Logrado lo anterior,
ante una expresion legitimamente formada de este lenguaje, una formula, podia seguirse la
conclusion de que los términos numéricos que la conforman refieren a objetos objetivos. La
formalidad del lenguaje de este sistema significa que los términos numéricos son univoca y
universalmente aplicables y que las proposiciones formadas por estos términos,
representadas por las formulas del sistema, son generales (Frege, 1972b, pp. 210, 211 y
214).

La ‘estrategia logicista’ de Frege estaba en lograr ‘manipular’ el contenido general
de una proposicion aritmética (GL §§16 y 17) a través de la forma logica: ‘Requerimos de
un complejo de simbolos del que se destierre toda multivocidad, y a cuya forma logica
rigurosa no pueda escapar el contenido’ (Frege, 1972b, p. 212). De modo que a través de la
forma loégica de una proposicion general y por tanto, a través de medios lingiiisticos
sintacticos y semanticos, es posible justificar la objetividad de la proposicion. Esto no
significa que la existencia de los objetos a los que refieren los nombres en una proposicion
general dependa de la forma de la proposicion, sino s6lo que de esta forma depende que los
términos en la proposicion refieran a esos objetos.

Por otra parte, la forma de una proposicion aritmética p determina las relaciones
logicas de la proposicion (BS §13 y Frege 1972b, p. 214). La demostracion de p explicita
estas relaciones (GL §90). Por lo que la demostracion de p se realiza en virtud de la forma
de p. Para Frege la justificacion de la verdad de una proposicion aritmética depende de su
demostracion (GL §§1-3). Esto quiere decir que la proposicion adquiere el estatus de
verdad analitica y (justificable) a priori a través de su demostracion (GL §3). Una vez que

una proposicion aritmética estd justificada nuestro juicio de que es objetiva esta también
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justificado: Podemos juzgar correctamente de la objetividad de esta proposicion. Esto es asi
porque si una proposicion es analitica y (justificable) a priori, ello significa que su
contenido es (maximamente) general.

Ahora bien, ;de qué sino del ‘contenido 16gico’ de una proposiciéon depende la
‘cadena’ de dependencias l6gicas de la que es parte la proposicion y que se simbolizan en
su demostracion? Con base en (BS §3, GL §§16 y 91) sostengo la hipotesis de que para
Frege el contenido general de una proposicion es el contenido logico que da cuenta de la
‘cadena’ de inferencias de la que dicha proposicion es parte. A partir de la hipotesis
anterior, concluyo que la nocion operante de formalidad en el fundacionismo de Frege es
una segun la cual la generalidad absoluta de una proposicion es tratada adecuadamente a
partir del caracter formal de las formulas de Conceptografia. En este sentido, la forma
logica de una proposicion aritmética ‘captura’ el contenido general de la proposicion. Por lo
que para Frege la forma (l6gica) de una proposicion aritmética no esta ni debe estar exenta

de contenido semantico.

1.2. ¢ En qué sentido es formal el sistema de Conceptografia?
La nocion de formalidad como independencia del contenido semantico de una expresion es

la que utiliza Hilbert en su propio proyecto fundacionista (Hilbert, 1993). Al igual que
Frege, para Hilbert la objetividad del conocimiento matematico se justifica a partir de la
forma logica de las proposiciones matematicas; y tal como Frege, ¢l mismo propuso el
empleo de un sistema formal para explicitar y manipular dicha forma. Mas aun, el sistema
formal empleado por Hilbert retoma como base el aparato técnico de Conceptografia. S6lo
para Hilbert este aparato es un cadlculo logico (Hilbert 1993, p. 103). No obstante, algo que
practicamente se mantendra constante en ambos autores es que el aparato técnico de

Conceptografia explicita y permite manipular la forma logica de las proposiciones
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aritméticas. Solo que para Frege esta forma captura el contenido general de una proposicion
matematica; mientras que para Hilbert, la misma forma esta libre de cualquier contenido
semantico. ;Coémo explicar esta situacion sin reducirla a una mera disputa verbal?

La explicacion que empiezo a trazar aqui considera que este hecho es indicativo de
que el sentido en el que el sistema de Conceptografia es formal es distinto del que las
respectivas nociones de formalidad de Frege y Hilbert recuperan. Recordemos que estas
nociones se desarrollaron en el marco de dos proyectos fundacionistas distintos entre si.
Como consta en lo que aqui he presentado para el caso de Frege; y como lo expongo en el
resto de esta tesis para el caso de Hilbert, ambos proyectos estuvieron guiados por nociones
de objetividad del conocimiento aritmético también distintas una de la otra. Estas nociones
responden no obstante a un ideal cientifico de objetividad. Por un lado, la amplia
aplicabilidad o la generalidad de este conocimiento, por el otro, el papel que juegan ciertas
capacidades cognitivas basicas en su consecucion. Cuando las nociones de formalidad de
Frege y Hilbert son colocadas en este trasfondo, el desarrollo de los métodos formales para
sustentarlas aparece justamente como eso, como un desarrollo guiado por aquel ideal de
objetividad.

A partir del hecho de que el aparato de Conceptografia sustenta ambas nociones de
formalidad, cabe aducir que algo en el aparato de Conceptografia sirve al ideal de
objetividad al que responden aquellas nociones de formalidad, sin que este algo pueda ser
identificado s6lo con una de esas nociones. Aquello que hace del sistema de
Conceptografia un sistema formal deberia continuar aclarandose cuando conozcamos las
razones que llevaron a Hilbert a defender una nocion de formalidad distinta de la nocion de

formalidad que defendio Frege.
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Capitulo 2. Bases epistemoldgicas del proyecto fundacionista de

Hilbert

Este capitulo y el siguiente estan dedicados a la exposicion de las bases epistemologicas del
proyecto fundacionista de Hilbert. El objetivo es defender la tesis de que este proyecto esta
guiado por la adaptacion de un criterio constructivo de objetividad que tiene su origen en e/
método de introduccion de conceptos aritméticos de Kant (2002).

El argumento que ofrezco para defender esta tesis tiene dos supuestos. El primero,
es que el finitismo constituye el marco epistemoldgico del fundacionismo de Hilbert
(Stenlund, 2009). El segundo, que el finitismo responde a ciertas condiciones de aplicacion
confiable para la logica (Hilbert, 1993). En donde por ‘légica’ voy a entender la teoria
desarrollada en (Hilbert y Ackermann 1928).° La hipétesis que defiendo es que estas
condiciones se explican a partir del criterio de objetividad al que da lugar el método de
introduccion de conceptos aritméticos de Kant (2002) En este capitulo presento
propiamente este método. El criterio de objetividad a que da lugar este método establece
que son objetivas las matematicas cuyos conceptos se introducen por construccion. A partir
de la premisa de que en el método de Kant la construccion de un concepto aritmético
depende de la aplicacion de la logica; y que por lo tanto, en este método la construccion de
un concepto es garantia de objetividad debido a la aplicacion confiable de la 16gica, afirmo
que en su doctrina finitista, Hilbert asume que hay una teoria matematica que es confiable y
cuya confiabilidad depende de la aplicacion de la l6gica. La conclusion de este capitulo es

que las matematicas finitistas son /a teoria matematica constructivamente confiable y como

% Un ejemplo de los sistemas formales presentados en (Hilbert y Ackermann, 1928) aparece en el Apéndice D.
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tal, objetiva segun las condiciones fijadas por el estandar de objetividad derivado de la

epistemologia de las matematicas de Kant.

2.1. El proyecto fundacionista de Hilbert y la epistemologia de las

matematicas de Kant

El objetivo del proyecto fundacionista de Hilbert fue el de justificar a las ‘matematicas
clasicas’. Las ‘matematicas cldsicas’ agrupan a las teorias matematicas en las que se aplican
correctamente los conceptos y principios de la légica aristotélica, particularmente el
principio del tercero excluido. En especial las teorias matematicas a las que se referia
Hilbert como ‘clasicas’ eran la teoria de numeros, el andlisis y la teoria de conjuntos
transfinita (Zach, 2006, p. 411).

Actualmente es aceptado que el fundacionismo de Hilbert estd influido por la
epistemologia de las matematicas de Kant. La pregunta es hasta qué punto.” El propio
Hilbert (1993) ofrece una explicacion de los alcances filosoficos de la version madura de su
proyecto fundacionista. Este texto aporta evidencia para apoyar lo siguiente. Es presumible
que Hilbert asumi6 a partir de la obra de Kant, que las matematicas que construyen sus
conceptos son epistémicamente confiables y que no requieren mads justificacion que la que
proviene de dicha construccion. Estas matematicas pueden denominarse constructivas.
Hilbert acept6 también que hay mas matematicas que las que Kant considero. Por lo que el
objetivo de su proyecto fundacionista fue mostrar que las matematicas no-construcitivas
son tan confiables como las constructivas. Un segundo elemento que Hilbert pudo haber
asumido a partir de Kant es la idea de que los objetos de las matemadticas constructivas no

son entidades conceptuales sino que son accesibles a través de la intuicion (Giaquinto, 2002

7 Para Stenlund el proyecto fundacionista de Hilbert es en su totalidad un intento por introducir a las
matematicas post-kantianas en el marco de la filosofia critica de Kant (Stenlund, 2009, pp. 485-503).
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y Zach, 2006). No obstante, las posturas metafisica y epistemologica respecto de estos
objetos permanecen poco claras dentro del fundacionismo de Hilbert. Estudios recientes
apuntan a que Hilbert finalmente se centrd en el método de introduccion de los conceptos
de estos objetos como medio para garantizar la existencia objetiva de tales objetos (Sieg
2002 y Zach 2003).

La explicacion que tengo de la estrategia utilizada por Hilbert es la siguiente.® Parte del
fundacionismo de Hilbert consiste en desarrollar un método de introduccién de conceptos
(Hilbert, 1993, p. 100). Este método esta basado en el método de introduccion de conceptos
aritméticos desarrollado por Kant (2002). El método de Kant delimita una parte de las
matematicas: las matemdticas constructivas. Las matematicas constructivas son aquellas en
las que la introduccion de sus conceptos da lugar a la exhibicion a priori de la regla de un
proceso de repeticion que genera una secuencia finita de unidades discretas y uniformes. La
secuencia generada por este proceso de repeticion tiene un correlato en la constitucion
formal de un objeto empirico al cual es aplicable el concepto. En el método de Kant la
construcciéon es marca de objetividad por el vinculo que crea entre un concepto y la
intuicion del objeto al que se aplica dicho concepto.

De acuerdo con la lectura que propongo del proyecto fundacionista de Hilbert, un
criterio de objetividad semejante al que utiliza Kant dirige el método de introduccion de
conceptos que es parte de este proyecto de justificacion de las matematicas clasicas (Hilbert
1993, p. 95). La hipoétesis que planteo es que sin cuestionar el vinculo entre concepto

construido e intuicidon y posiblemente aceptandolo tacitamente, este nuevo criterio fija

¥ Mi interpretacion tiene su fuente en la discusion de Sieg acerca de la transicion que hace Hilbert en su
proyecto fundacionista del objeto finitista al proceso finitista (Sieg, 2009, pp. 469 y ss.).
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como marca de objetividad a la sola generacion de los procesos asociados a los conceptos
construidos.

A favor de esta lectura asumo que el finitismo constituye la base epistemoldgica del
proyecto fundacionista de Hilbert (Stenlund, 2009 y Zach, 2006). Asi también he asumido
que el finitismo obedece a ciertas condiciones de aplicacion confiable para la logica
(Hilbert, 1993, p. 95). La hipétesis que planteo es que estas condiciones se explican a partir
del criterio de objetividad al que da lugar el método de introduccion de conceptos

aritméticos de Kant.’

2.2. Condiciones de aplicacién paralaldgica

El proyecto fundacionista de Hilbert se desarrolla en un marco epistemologico que tiene en
su base ciertas condiciones de aplicacion para la logica. De acuerdo con estas condiciones,
los principios y reglas de la logica clasica deben aplicarse a objetos no-logicos,
homogéneos y discretos (Hilbert, 1993, p. 95). Las propiedades de estos objetos son
unicamente propiedades combinatorias derivadas de las relaciones de concatenacion y
sucesion entre ellos. De modo que es posible generar un autoconvencimiento inmediato
acerca de las propiedades de cualquiera de estos objetos a través de experiencias habituales
y comunes y sobre la base de nuestras capacidades cognitivas basicas (1993, p. 95).
Metafisicamente, se trata de objetos concretos y epistemologicamente, de objetos intuitivos
(Sieg, 1999 y Zach, 2006). Pero hasta ahora, carecemos de una interpretacion consensuada
acerca de lo que Hilbert entendié por objeto concreto y por intuicion. Se admite por

ejemplo que los objetos concretos son perceptibles sin que la concrecion se entienda ‘como

? Mi argumento est4 inspirado en la interpretacion de Stenlund (2009) del fundacionismo de Hilbert. Stenlund
enfatiza el caracter epistemologico de este proyecto. Para Stenlund el objetivo de este proyecto es el de
clarificar el infinito en las matematicas clésicas. Pero nada en mi argumento depende de la conclusion de
Stenlund acerca de que Hilbert no cumple dicho objetivo (Stenlund 2009, n. 31y pp. 489 y 493).
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una caracteristica de los objetos fisicos espacio-temporales en contraste con los objetos

299

“abstractos” (Zach 2006, p. 13). Acerca del concepto de intuicion, la mayoria de las
interpretaciones coinciden en que se trata del concepto kantiano de intuicion sensible.
Aunque no existe acuerdo acerca de si se trata de intuicion pura o de intuicion empirica.
Mas recientemente se ha argumentado que Hilbert no tuvo un tinico concepto de intuicion a
lo largo de su obra. Segun esta lectura, en el periodo temprano aparece una nocion cercana
a la intuicion empirica; mientras que en el periodo de la década de 1920 la nocién en juego
es la de intuicion pura; posteriormente, en la década de 1930, incluso hay mencion de un
tercer modo de acceso cognitivo a priori al lado de la intuiciéon pura y del entendimiento
kantianos, el modo finito."

De acuerdo con Hilbert, existe una parte de las matematicas que cumple con las
condiciones de aplicacion de la légica clasica. La caracterizacion de esta parte de las
matematicas fue la tarea de lo que ahora conocemos como finitismo. El finitismo es
principalmente una visién acerca del conocimiento matematico.'' El planteamiento de esta
doctrina es que existe una parte de las matematicas que es tan confiable como
racionalmente puede pedirse debido a que sus objetos son adecuados para la aplicacion de
la légica clasica. El propio Hilbert habla de ‘la teoria ordinaria elemental de niimeros’

como finita (1993, p. 64). Sin embargo hoy se reconoce la ausencia de criterios claros para

identificar debidamente a las matematicas finitas. La tesis mas aceptada es que la aritmética

12 Sobre el desarrollo de los proyectos fundacionistas de Hilbert y su relacién con la transformacién de los
conceptos de objeto e intuicion (Sieg, 2009); acerca de los diferentes sentidos de intuicion (Detlefsen, 2005,
pp. 251, 253 y 262; Stenlund, 2009, p. 488; y Zach, 2006, p. 13).

' Giaquinto (2002) menciona tres proyectos diferentes que pueden llevar la etiqueta de “finitismo’: semantica
finitista, ontologia finitista y propiamente, la epistemologia finitista (2002, p. 159).
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primitivo-recursiva'* es la teoria que mejor cumple con las demandas finitistas."? Pero esta
identificacion no es definitiva.

El finitismo divide ademas el lenguaje de las matemadticas en enunciados reales
(contentuales/concretos/finitistas) € ideales. Los enunciados reales elementales constan de
secuencias de numerales. En este sentido, el contenido de los enunciados reales elementales
es un contenido concreto o contentual al cual podemos acceder de manera inmediata y
cierta. La seguridad epistémica de los enunciados reales elementales proviene,
presumiblemente, del hecho de que el manejo de numerales solo exige reglas para
concatenar signos (Giaquinto 2002, p. 156). Ya he mencionado que para Hilbert la
aplicacion confiable de la inferencia logica concreta la ldgica requiere de objetos dados
inmediatamente en la intuicion e. g. los numerales (1993, p. 95). Sin embargo ya en el
terreno finitista hay enunciados no elementales en los que fracasa la aplicacion de
principios tan bésicos como el principio del tercero excluido.

Por una parte, encontramos en las matemadticas enunciados finitistas que no

contienen sino numerales [...] De acuerdo con nuestro enfoque finitista, estos

enunciados se presentan como algo inmediatamente intuitivo y comprensible, como
algo susceptible de ser negado, que es verdadero o falso, y en relacion a lo cual
podemos hacer valer sin ninguna clase de restricciones las reglas de la logica

aristotélica. El principio de no contradiccion [...] y el del “tercero excluido” [...]

"2 En el Apéndice A de este documento presento los elementos basicos de esta teoria.

13 Raatikainen (2003) resume las razones que se han dado a favor de la tesis de que las mateméticas finitistas
son ‘capturadas’ por la aritmética primitivo-recursiva. Pero reconoce que al no haber criterios claros en la
obra de Hilbert para hacer esta identificacion la cuestion no puede considerarse como decidida (2003, pp.
157-177). Por su parte Zach (2003) argumenta que para identificar a las matematicas finitistas es
indispensable considerar los ‘métodos finitistas’ admitidos y empleados en la escuela de Hilbert. Tras revisar
estos métodos, Zach sugiere que la matematica finitista va mas alla de la aritmética primitivo-recursiva.
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son aqui validos. Asi, si digo que este enunciado es falso, esto resulta equivalente a

afirmar que su negacion es verdadera.

Ademés de estos enunciados elementales absolutamente no problematicos,

encontramos enunciados finitistas que si lo son, por ejemplo aquellos que no se

pueden descomponer en enunciados mas simples. (Hilbert, 1993, p. 102)

Los enunciados finitistas problematicos a los que Hilbert se refiere en esta cita son
enunciados en los que ocurre ‘un numeral indeterminado’ dentro del alcance de un
cuantificador ahora estdndar ‘no-acotado’. Mientras que para Hilbert los cuantificadores
universal y existencial ‘acotados’ pueden interpretarse finitariamente como abreviaturas de
conjunciones y disyunciones respectivamente, los cuantificadores no acotados introducen
totalidades infinitas. Cuando esto ocurre ‘las leyes logicas utilizadas por el ser humano
desde que éste tiene la capacidad de pensar y que Aristoteles nos ha ensefiado no tienen
aqui validez’ (1993, p.99).

La introduccion de enunciados ideales pretende remediar esta situacion: ‘tenemos
que aniadir a los enunciados finitos los enunciados ideales, conservando de este modo las
reglas de la logica aristotélica en su simplicidad original’ (Hilbert, 1993, p. 100, énfasis en
el original). Los enunciados ideales no expresan ‘afirmaciones finitistas’ sino que son
‘férmulas que carecen de todo significado’ (Hilbert, 1993, p. 102). Por lo que en contraste
con los enunciados reales, los enunciados ideales no expresan un contenido accesible
inmediatamente a través de la intuicion. Debido a ello, la inferencia concreta no se aplica a
los segundos. La tarea fundacionista se concentrard en extender la confiabilidad de la

aplicacion de la 16gica al dominio ideal sin pasar por ‘la delimitacion explicita de las leyes
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logicas que son validas para la esfera de las proposiciones finitarias’ (1993, p. 100)."* Mi
propia tarea es mostrar que la estrategia fundacionista de Hilbert se explica a partir del

método de introduccién de conceptos aritméticos de Kant.

2.3. Método de introduccién de conceptos aritméticos de Kant

Para defender que las condiciones para la aplicacion confiable de la logica que Hilbert
utiliza en la introduccion de las matematicas ideales obedecen al criterio de objetividad
proveniente del método de introduccion de conceptos aritméticos de Kant, a continuacion
presento este método. A partir de esta exposicion defino un concepto de construccion del

que obtengo el criterio constructivo de objetividad para las matematicas de Kant.

De acuerdo con Kant (2002)," a todo concepto objetivo le corresponde una forma légica,
un esquema y una intuicion (B §§298-99). La forma légica de un concepto es una funcion
que realiza una sintesis de representaciones: unifica varias representaciones consideradas
como meramente posibles en una sola representacion.'® Esta representaciéon unificada
corresponde a una caracteristica o propiedad comun de diversas representaciones. Gracias a
su forma légica un concepto es logicamente posible. La posibilidad 16gica de un concepto
significa la posibilidad del objeto al que se aplica el concepto. Para tener un concepto como
tal y no so6lo su posibilidad se requiere ademas de su forma logica, de una regla de

aplicacion. El esquema de un concepto es esta regla.

' De ahi la dificultad para precisar el significado y el alcance de las condiciones de aplicacién para la 16gica
establecidas por Hilbert y en consecuencia, para identificar a la teoria matematica finitista

'> En adelante las referencias a (Kant, 2002) aparecen dentro del texto entre paréntesis con la habitual
referencia al numero de parrafo y a las versiones A o B seglin sea el caso.

' La nocién de forma en Kant tiene que ver siempre con una “articulaciéon’ de las relaciones por las cuales se
nos dan nuestras representaciones y es siempre una aportacion de nuestra cognicion (A §§55-6, B §§84-5). Es
decir, la forma intuitiva y la forma logica dependen de las facultades de nuestra cognicion y gracias a eso son
accesibles a priori. La forma lo es siempre de una representacion y de acuerdo con Kant, nuestras
representaciones o son ‘representaciones de relacion’ o no son representaciones para nosotros (B §§67-8).
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En “La estética trascendental” Kant (2002) sostiene que nuestro acceso a los objetos
esta condicionado por las caracteristicas de nuestra cognicion. El argumento de “La estética
trascendental” parte de que nuestras intuiciones sensibles estan estructuradas'’ bajo cierta
forma. Esta forma tiene su origen en nuestra representacion ‘pura’ (a priori) del espacio y
el tiempo. A partir de la premisa acerca de que los objetos so6lo nos son dados en la
intuicion sensible, Kant afirma que los objetos nos son dados s6lo a través de un patrén'®
de relaciones articulado por las formas del espacio y del tiempo. Razon por la cual, nuestro
acceso a la forma espacial y temporal de un objeto es condicidon indispensable para el
conocimiento de este objeto. Puesto que nuestro conocimiento de las formas del espacio y
del tiempo es a priori, el patron de un objeto es accesible también a priori.

Se sigue de lo anterior que el objeto al que se aplica un concepto so6lo es accesible a
través de la representacion en la intuicion del patron de este objeto (B §298). Lo que quiere
decir que el objeto al que se aplica un concepto esta constreflido por las formas del espacio
y del tiempo. El esquema de un concepto es la regla que articula el patrén de un objeto. Una
vez dada esta regla, un concepto se constituye como tal i. e. es aplicable y en tanto que lo
es, es adquiere objetividad (B §299). El esquema de un concepto depende de nuestro acceso
a las relaciones temporales y espaciales por las que representamos a los objetos. Debido a
que este acceso lo tenemos garantizado a priori por nuestra cognicion, nuestras propias

facultades cognitivas confieren objetividad a nuestros conceptos.

7 Por estructura en el marco de la epistemologia de Kant entiendo una combinacién de relaciones espaciales
o temporales cuya (instruccion de) organizacion, combinacion, articulacion, orden o forma esta dada por las
formas puras de la intuicion sensible: el espacio y el tiempo. En adelante uso ‘patron’ para referirme a esta
clase de estructura de caracter concreto y accesible a la intuicion.

'8 L a nota anterior aclara mi uso de “patron’.
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2.3.1. Conceptos matematicos y objetividad

En el marco epistemologico de Kant, la objetividad de los conceptos matematicos depende
de las intuiciones del tiempo y del espacio y tiene en este sentido, la misma fuente que la
objetividad de los conceptos sensibles. A continuacion ofrezco evidencia para esta
afirmacion.

Las intuiciones del tiempo y del espacio corresponden respectivamente a los
conceptos del tiempo y del espacio (A §§720 y 724). En cuanto tales, el espacio y el tiempo
son las formas de la intuicion que hacen posible todas nuestras representaciones empiricas.
De acuerdo con Kant, las formas de la intuicién pueden representarse como quanta (A
§723). Como quanta las formas del espacio y del tiempo se conciben como agregados a
través de la sucesiva adicion de cada una de sus partes. Nuestra representacion de esta clase
de agregados es nuestra representacion del tiempo y del espacio como cantidades
extensivas (quanta extensiva)” (B §203).

Las cantidades extensivas pueden ser representadas no directamente como tales sino
a través del proceso que las genera. Como las intuiciones del espacio y del tiempo
suministran la diversidad de una representacion, el proceso en cuestion unifica lo
‘homogéneo en la diversidad’ (B §§202-3). Las partes que constituyen a las intuiciones del
tiempo y del espacio son lo homogéneo, la intuicidon en si misma, la diversidad. Estas partes
pueden considerarse como unidades de una clase comun: puntos del espacio o0 momentos
del tiempo (A §163). La unificacién consiste entonces en un proceso por el cual la unidad

espacial o temporal se repite sucesivamente hasta generar una totalidad. La representacion

' De acuerdo con Paton (1936) la terminologia utilizada para referir a las instancias de las cantidades
extensivas (quanta extensiva) por medio de ‘magnitudes determinadas’ tiende a obscurecer el sentido original
del concepto relacionado con la categoria de cantidad (quantitas) (Paton 1936, n. 6, p. 126). En lo sucesivo,
me apego a la terminologia de Paton: en lugar de términos de ‘magnitud’ utilizo terminologia de ‘cantidad’.
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resultante es la de un espacio o un tiempo determinados: una extension espacial
propiamente o una duracién temporal (A §724).

De esta manera las cantidades extensivas pueden representarse o bien a partir de su
cualidad (qualitat) o bien, de su cantidad (quantitas) (A §720). Desde la cualidad nos
referimos a una limitacioén del espacio: la figura de una representacion. Desde la cantidad
nos referimos a la division del tiempo: la cantidad de la representacion propiamente
(quantitas). La figura y la cantidad son conceptos matematicos (A §724). La figura es un
concepto geométrico y la cantidad es un concepto aritmético. Puesto que la figura y la
cantidad se conforman a partir de nuestras representaciones del tiempo y del espacio, ambas
son ‘propiedades formales’ de los objetos y pertenecen a las condiciones que hacen posible
la representacion de éstos. En tanto que los objetos nos son dados en la intuicion y que ésta
tiene la forma del tiempo y del espacio, todos los objetos pueden representarse como
agregados de partes previamente dadas (B §204), en los términos de Kant, como instancias
de quanta extensiva: quantum (B §§202-204). Un quantum es una figura o una cantidad
limitada que resulta de la adicién sucesiva de unidades espaciales o temporales
respectivamente. La intuicién a priori de la figura o de la cantidad de los objetos es
antecedente y condicion para la intuicién empirica éstos. En esta medida, los conceptos
matematicos se aplican a los objetos que se nos dan a través de la forma del tiempo y del
espacio y por tanto, a todos y solos los objetos de la experiencia (Shabel, 2006, p. 117).

El proceso que da lugar a un quantum es el de una sintesis de lo diverso (en el
tiempo y en el espacio). Esta sintesis es realizada por la forma logica de los conceptos de
tiempo y de espacio en general y asi también, por la forma logica de cualquier concepto
sensible en particular. Por lo que el proceso de sintesis de lo diverso que genera un

quantum determinado puede realizarse a priori y el quantum resultante exhibirse asimismo
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de manera a priori. Un concepto es construible si es posible presentar a priori la intuicion
que le corresponde (B §741). La intuicion que le corresponde a un concepto matematico es
la intuicion del tiempo o del espacio sélo que limitadas respectivamente, a cierta cantidad o
extension determinada: un quantum. En la medida de que los conceptos matematicos son
construibles son aplicables a objetos empiricos. Por lo tanto, los conceptos matematicos

tienen la misma objetividad de los conceptos sensibles.

2.3.2. Construccion de conceptos aritméticos

La posicion de Kant acerca de la aritmética es que los conceptos aritméticos son
construibles. Por medio de su construccion, a través de un concepto aritmético es generada
la intuicion de una cantidad determinada o duracion temporal. Una cantidad determinada no
es un objeto, sino una propiedad de un objeto gracias a la cual es posible que éste sea tal
para nosotros. Siendo asi que los objetos nos son dados con propiedades aritméticas o no
son objetos para nosotros. En otras palabras, cualquier objeto de una experiencia posible es
ya un objeto al que puede aplicarse un concepto aritmético (B §299). En este sentido, la
construccion de un concepto determina la aplicabilidad de este concepto y por tanto, la
objetividad del mismo.

La forma légica de un concepto aritmético es la regla de un proceso finito y
repetitivo de adicion de unidades (B §300). Este proceso genera una secuencia finita de
unidades sucesivas. Para Kant, la secuencia generada por este proceso de repeticion tiene
un correlato en la constitucion formal de los objetos empiricos (B §§299-300). A partir de
esta secuencia, el esquema del concepto opera como instruccidon para producir la intuicion
que le corresponde (B §180). Debido a que por este proceso repetitivo de adicion de

unidades ‘generamos el tiempo’ (A §143), la intuicidn correspondiente con una secuencia
b
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limitada de unidades sucesivas es una intuicion limitada de tiempo: una cantidad
determinada. El esquema de esta cantidad no es sino la regla de un proceso finito de adicion
de unidades. Por lo que en el caso de los conceptos aritméticos su esquema ‘coincide’ con
su forma légica. Se sigue que la forma légica de un concepto aritmético no es solo la
condicién formal del objeto al cual se aplica un concepto, sino que es ademas su condicion
sensible. La construccién de un concepto aritmético es posible entonces solo a partir de la
forma logica del concepto (Shabel, 2006, pp. 111-12).

Un concepto es objetivo si es aplicable. La objetividad de los conceptos aritméticos
depende entonces de su forma ldgica en tanto que €sta determina su construccion. Para
Kant esto es asi porque la forma logica de los conceptos aritméticos depende del concepto
de tiempo: la forma logica de un concepto aritmético puede generar la intuicion de una
secuencia limitada de unidades discretas s6lo porque tenemos la intuicion del tiempo como
una secuencia ilimitada de unidades temporales (B §§202-3). Sin nuestra intuicion original
del tiempo no generariamos la forma logica de los conceptos aritméticos. Esta forma limita
la intuicion original del tiempo. Para ello, dicha forma proporciona la regla de un
procedimiento que reproduce el proceso por el cual generamos el tiempo, solo que esta vez
el proceso termina (B §48, A §163).

En suma, el método de introduccion de conceptos aritméticos de Kant estipula que
estos conceptos se introducen por construccion. La construccion de un concepto aritmético
consiste en generar, a partir de la regla de un proceso finito y repetitivo de adicién de
unidades, la intuicion de una secuencia finita de unidades sucesivas. Esta regla esta
determinada por la forma logica de los conceptos aritméticos. La intuicion generada por
esta regla es parte de las condiciones que hacen posible la representacion de un objeto de la

experiencia al cual es aplicable el concepto construido. La aplicabilidad de un concepto
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aritmético depende entonces de su construccion. Dado que un concepto objetivo es un
concepto aplicable, un concepto construido es objetivo. El criterio de objetividad a que da
lugar el método de introduccion de conceptos aritméticos de Kant establece que son
objetivas las matematicas que construyen sus conceptos.

La forma loégica como tal depende de ‘las leyes del entendimiento’ las cuales son
para Kant, las ‘leyes’ de la logica aristotélica. Por tanto, la construcciéon de un concepto
depende de la aplicacion de estas ‘leyes’. De esta manera es delimitado un marco en el que
la introduccion de conceptos por construccion es garantia de objetividad en virtud de la
aplicacion correcta de la logica aristotélica. El método de introduccion de conceptos
aritméticos de Kant tiene asi ciertas consecuencias para la aplicacion de la logica que
explican el finitismo. Mi hipdtesis es que Hilbert asume a partir de este método que hay una
teoria matematica epistémicamente confiable cuya confiabilidad depende de la
construcciéon de sus conceptos. Las matemadticas finitistas son /a teoria matemadtica
constructivamente confiable. El resto de las matematicas, cldsicas y no constructivas viz. las
matemdaticas ideales requieren justificacion. El método de introduccion de conceptos

desarrollado por Hilbert tiene el proposito de dar esta justificacion.
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Capitulo 3. El método de introduccion de conceptos de Hilbert

Con base en el capitulo anterior, concluyo que los métodos constructivos introducen
conceptos aplicables a los objetos del dominio de la aritmética demarcado por la
epistemologia de las matematicas de Kant. Los métodos constructivos cuentan por eso con
el respaldo de la existencia objetiva de los objetos de este dominio. El criterio de
objetividad elaborado sobre este resultado establece que la confiabilidad de una teoria
matematica depende de la aplicacion de metodologia constructiva para la introduccion de
conceptos. La interpretacion que sigo en este capitulo atribuye al fundacionismo de Hilbert
el planteamiento de que el dominio finitista estd conformado por los objetos a los que se
aplican los conceptos obtenidos por construccion. De acuerdo con Zach (2003) los métodos
de introduccion de conceptos finitistas son recursivos. De donde resulta plausible sugerir
que en las matematicas finitistas la confiabilidad asociada con la construccion es
recuperada por la recursion.

Sobre este resultado, sugiero que en el enunciado de que la aplicacion de la logica
es confiable al generar la estructura conceptual finitista se encuentra una de las
motivaciones basicas del proyecto fundacionista de Hilbert. Luego de exponer mis razones
para sustentar el enunciado de confiabilidad anterior, con base en (Raatikainen, 2003)
sugiero que el objetivo de este proyecto puede formularse en el enunciado fundacionista de
que un sistema de axiomas ‘caracteriza’ un dominio de objetos cuya existencia es objetiva
si este sistema es una extension deductivamente conservativa de las matematicas finitistas
(2003, p. 161 y ss.)

La estrategia que sigo para presentar lo anterior pasa por la reformulacion del

criterio constructivo de objetividad de Kant. En esta reelaboracion el criterio establece que
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hay construccion de conceptos y por tanto, garantia de la existencia objetiva de los objetos
matematicos, si y solo si el sistema de axiomas finitista es consistente. A partir de esta
reformulacion replanteo el enunciado de confiabilidad diciendo que la aplicacién de la
logica es y se mantiene confiable siempre y cuando el sistema de axiomas finitista sea
consistente. Aqui, sigo a Zach (2003) en su planteamiento de que el proyecto fundacionista
de Hilbert program¢ la introduccion escalonada de las teorias matematicas empezando por
la parte finitista hasta la ideal. Llegados a este punto, adquiere sentido el enunciado de que
la justificacion de una extension ideal de las matematicas finitistas requiere que los
sistemas ideales de axiomas no s6lo sean consistentes, sino que preserven la consistencia
del sistema finitista (Hilbert, 1993, 106). Ambas condiciones son integradas en la nocién de
consistencia-real introducida en (Raatikainen, 2003). Por ultimo, la descripciéon que el
propio Hilbert hace del método de justificacion de una teoria ideal (Hilbert, 1993, 107),
supone que una teoria real-consistente es una extension deductivamente conservativa de las
matematicas finitistas (Raatikeinen, 2003, pp. 163-163)

Finalmente, concluyo que la prueba de la consistencia-real de una teoria matematica
ideal introduce una tension sobre la nocion de estructura de Hilbert. La tension se
encuentra entre la posibilidad de que una teoria ideal sea, legitimamente, una extension de
las matematicas finitistas y la posibilidad de que esta teoria ideal esté justificada. En el
capitulo cuatro presento la propuesta de Hilbert para resolver esta tension. Esta propuesta se

basa en la formalizacion y en el enfoque metateérico de la Teoria de la Demostracion.
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3.1. De Kant a Hilbert: Construccion sin intuicién de objetos

De la exposicion del método de Kant se extrae que la construccion de los conceptos de la
aritmética depende de la forma l6gica®® de tales conceptos. Esta iltima a su vez depende de
la intuicion del tiempo.?' Aqui planteo que en el método desarrollado por Hilbert dicha
dependencia va a ser absorbida por un nuevo mecanismo. En lugar de que la construccion
de un concepto finitista requiera de la intuicién del tiempo, en el método de Hilbert basta
con ‘la regla’ de un procedimiento que genera una secuencia finita de ciertas unidades para
tener construcciéon y en tal medida, para garantizar la objetividad del concepto. El
pronunciamiento al respecto de que la secuencia asi generada es una propiedad de un objeto
de una experiencia posible no es una cuestion secundaria o que pueda hacerse sin mayor
argumento. Simplemente, en el método de introduccién de conceptos de Hilbert la
construccion de un concepto no requiere pronunciarse el respecto.

Sin embargo, la objetividad de las matematicas constructivas en el método de Kant
radica justo en la aplicabilidad de sus conceptos a objetos de una experiencia posible. En el
método de Hilbert en cambio, el pronunciamiento acerca del vinculo entre construccion y
aplicabilidad a objetos empiricos estd ausente. En tanto que se retrase la respuesta a la
pregunta acerca de si las secuencias obtenidas por medio de los conceptos finitistas son el
patron del tiempo, por ejemplo, Hilbert estd obligado a reformular el vinculo entre
construccion y objetividad. La respuesta de Hilbert, segin leo, obedece a un razonamiento

como el siguiente.

2% Acerca de la nocién de forma logica de Kant remito al lector a la nota no. 16 de este documento.

*! La forma logica de los conceptos aritméticos depende de la intuicion pura del tiempo en tltima instancia.
Pero solo en la medida de que tales intuiciones son pensadas podemos transitar de la intuicion al
razonamiento matematico. En tanto que objeto del pensamiento, las intuiciones son conceptualizadas. La
intuicion del tiempo como objeto da lugar al concepto del tiempo. Este concepto, como todos los conceptos,
tiene una forma logica. La forma logica del concepto de tiempo depende si de la intuicion, pura en este caso i.
e. a priori, pero también del entendimiento i. e. de reglas y principios ‘logicos’ también dados a priori (Kant,
2002, A 33y §26; B 160-161).
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Del modelo de Kant se sigue que la construcciéon de los conceptos aritméticos
depende de la aplicacion de la 16gica. Por lo que si la ldgica se aplica como se aplica en la
construcciéon de estos conceptos aritméticos, la logica deberia dar lugar a la misma
objetividad. Al extraer las condiciones para la aplicacion de la légica del contexto de las
matematicas constructivas, trasladamos la base de la objetividad de la construccién situada
originalmente en la intuicion a las condiciones de aplicacion para la logica. Estas
condiciones enmarcan el finitismo. El finitismo es por su parte la base epistemologica del
método de introducciéon de conceptos del fundacionismo de Hilbert.

En apoyo de esta interpretacion, retomo la afirmacion de Hilbert acerca de que la
inferencia logica concreta goza de la mayor confiabilidad (Hilbert, 1993, p. 95). También,
su reconocimiento de que Kant ha establecido las condiciones necesarias para la aplicacion
de este modo de inferencia (1993, p.95). Asi como su explicacion de la doctrina finitista y
de la divisién entre matematicas finitistas e ideales bajo el argumento de preservar la
confiabilidad de la logica fuera del dominio constructivo (1993, p. 100). Para Kant dicha
aplicacion da lugar a la representacion de un objeto del dominio finitista a través del
proceso que genera el patron de este objeto (vi. seccion 2.3.1). La hipdtesis que defiendo es
que para Hilbert, la objetividad constructiva de la inferencia concreta se obtiene al generar
no el patron de los objetos finitistas, sino al recuperar el ‘patréon’ de los procesos
constructivos. Si los procesos mismos o las secuencias generadas a partir de éstos sirven
para representar ‘algo’ es una cuestion independiente de las matematicas finitistas.

De acuerdo con esta lectura, el método de introduccion de conceptos de Hilbert
pretende conservar las ventajas epistemologicas del modelo de Kant, pero de una manera
que evita hacer un pronunciamiento metafisico explicito. Siguiendo a Kant, la propuesta de

Hilbert es que una teoria matematica confiable es aquella en la que sus conceptos se
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introducen por construccion. Las matemadticas finitistas responden a este criterio de

objetividad.

3.2. Condiciones para la aplicacién de la légica (Revisitadas)

En el método de introduccion de conceptos aritméticos de Kant se entiende que la
construccion de un concepto genera cierta clase de relaciones, a saber, aquellas por las
cuales representamos un objeto de la aritmética. Los conceptos aritméticos son conceptos
construidos. La construccion es un proceso repetitivo de adicion de unidades discretas y
uniformes. Este proceso genera (la intuicion de) una secuencia finita de estas unidades. Esta
secuencia es el patron de un objeto accesible a través de la intuicion empirica al cual es
aplicable el concepto construido. Un objeto de una experiencia posible es accesible a
nosotros so6lo via la intuicion y a través de la ‘forma pura’ de ésta. Esta forma es siempre
susceptible de pensarse a priori bajo un patréon como el anterior. Por lo que dentro de la
epistemologia de las matematicas de Kant, cualquier objeto de una experiencia posible es
un objeto al que puede aplicarse un concepto aritmético; y paralelamente, todo concepto
construido es aplicable a un objeto de una experiencia posible. En virtud de esto ultimo, los
conceptos aritméticos son objetivos. De esta nocion de construccion es posible obtener un
criterio de objetividad. Este criterio establece que la confiabilidad de una teoria matematica
depende de la aplicaciéon de metodologia constructiva para la introducciéon de conceptos.
Este criterio cuestiona la objetividad de las matematicas no-constructivas. Para mantener el
criterio constructivo de objetividad y las matematicas no-constructivas, debe defenderse
que incluso aunque las segundas no se reducen a las matematicas constructivas (Hilbert,

1993, p. 96), son tan objetivas como ¢€stas.
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Desde la lectura que propongo, la estrategia de Hilbert para justificar las
matematicas ideales utiliza los métodos constructivos como marca de objetividad. La
aplicacion de metodologia constructiva, pretendidamente, da lugar a conceptos que logran
hacer una caracterizacion completa de las propiedades de los objetos de la aritmética
enmarcada por la epistemologia de las matematicas de Kant. Estos métodos estan asi
respaldados por la existencia objetiva de los objetos a las cuales son aplicables los
conceptos generados a través de ellos. Presumiblemente, los métodos de introduccion y de
formacién de conceptos de las matematicas finitistas responden a esta delimitacion.

Una consecuencia del método de introduccién de conceptos de Kant es que si la
construccion es garantia de la objetividad de un concepto ello solo se debe a la aplicacion
correcta de la logica. Este resultado puede generalizarse afirmando que los métodos de
introduccion de conceptos de las matematicas finitistas son altamente confiables debido a la
aplicacion correcta de la 16gica. Segiin mi exposicion, una de las motivaciones centrales del
desarrollo programatico del fundacionismo de Hilbert se encuentra en el objetivo de
mantener inamovible esta confiabilidad a través de las extensiones ideales.

Para apoyar mi lectura en el siguiente apartado presento el método de introduccion
de conceptos adoptado por Hilbert. A continuacion, expongo cémo en este método es

trasladado el criterio constructivo de objetividad original de Kant.

3.2.1. El método de introduccion de conceptos de Kant y el método de
introduccién de conceptos de Hilbert

De acuerdo con Kant, las representaciones a partir de las cuales generamos nuestro
conocimiento son Unicamente ‘representaciones de relacion’. Esto quiere decir que todo el

conocimiento que podemos tener de un objeto es de sus relaciones con otros objetos y con
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el sujeto mismo (Kant 2002, B67-68). Entre éstas, destacan las relaciones caracteristicas del
patrén de un objeto, las cuales describen el patron de un proceso cognitivo elemental. El
método de introducciéon de conceptos aritméticos de Kant ofrece un modelo para
caracterizar al dominio de la aritmética a partir de las relaciones que caracterizan al patron
de los objetos que lo conforman.

De acuerdo con este método, un concepto aritmético produce (a través de su forma)
la intuiciéon de un proceso finito de adicion de unidades basado en la repeticion: un
‘proceso finito de contar’ (Shabel, 2006, p. 112). Este proceso genera el patrén de
relaciones por medio del cual representamos al objeto al que es aplicable dicho concepto.
Este patron de relaciones es caracteristico del objeto representado. La construccion de este
patron obedece a una regla. Esta regla estd dada por la forma logica del concepto en
cuestion. El método de introduccion de conceptos aritméticos de Kant nos ensefia que la
caracterizacion mas general y completa que podemos hacer de un objeto es por medio de
una regla que recrea las relaciones a través de las cuales representamos este objeto.

Hilbert por su parte propuso desarrollar un modelo matematico de las relaciones
entre los objetos de las matematicas finitistas a partir de los axiomas que generan las
relaciones entre los conceptos finitistas (Hilbert y Bernays 1968, p. 2).** Ambos, los
axiomas finitistas y las relaciones inferidas a partir de ellos, tienen la caracteristica de que
podemos, en principio, someterlos a un examen intuitivo y convencernos de aceptarlos o no
(1968, p.2). Presumiblemente, este examen s6lo pone en juego nuestra capacidad de
combinar unidades discretas. Desde la lectura que propongo la construccion, en los

términos especificados dentro de la epistemologia de las matematicas de Kant, es

2 En la lectura de esta obra me he ayudado del proyecto de traduccion Hilbert Bernays Project cuyos
resultados preliminares estan a disposicion del publico en: http://www.ags.uni-
sb.de/~cp/p/hilbertbernays/demobilingual.pdf.
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introducida como estandar de objetividad del conocimiento matematico a través de las
matematicas finitistas. En ellas, la formacion de conceptos se restringe a procesos
recursivos (Zach 2003).” Estos procesos son admitidos en el entendido de que se trata de
procesos que son en principio realizables dadas las capacidades cognitivas del ser humano
(Hilbert y Bernays, 1968, p. 32). La explicaciéon que doy de esta delimitacion de las
matematicas finitistas supone que los procesos recursivos ‘capturan’ a los procesos
constructivos. Una vez supuesto lo anterior, la delimitacion de las matematicas finitistas se
explica por la aceptacion de que la realizacion de un proceso constructivo es una condicion
para la intuiciéon de un objeto de una experiencia posible. Este objeto es uno cuyas
propiedades son inmediatamente accesibles para nosotros dadas las caracteristicas de
nuestra cognicion. Lo anterior no requiere afirmar que a través de la realizacion de un
proceso recursivo generamos a priori o de otra manera la intuicién de una secuencia finita
de unidades temporales discretas y uniformes. Lo que la teoria rescata de dicha intuicion es
nuestra capacidad de captar la regla para realizar cierta clase de computaciones dado cierto
numeral, un par de numerales, una triada de ellos, etc. Asi como la intuicion de que al final
de estas computaciones vamos a obtener cierto numeral determinado. Es esta capacidad la
que entra en juego al aceptar que en principio, podemos llevar a cabo un proceso recursivo
y que de éste, podemos obtener la evidencia para aceptar o no un enunciado finitista. Puesto
que de acuerdo con la epistemologia de Kant, los conceptos acerca de secuencias de esta
clase son objetivos, el conocimiento matematico obtenido por medio de métodos recursivos

es objetivo.

2 La opinioén generalizada es que los métodos recursivos de las matematicas finitistas no van mas allé de la
recursividad primitiva en donde las funciones se definen de N™a N* con m y k que pertenecen a N. Sin
embargo, Zach (2003) sugiere revisar esta demarcacion a la luz de la metodologia empleada por Ackermann
(1924).
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Hilbert desarrolld la propuesta epistemoldgica finitista a partir de una nueva
aproximacion al método axiomatico. Mediante este paso, la investigacion fundacionista de
Hilbert conjuntd un método de introduccion de conceptos —cuyo fondo y significado
epistémico se encuentra en el método de introduccién de conceptos aritméticos de Kant,
con cierta concepcion de los sistemas axiomaticos.”* El éxito de este proyecto estuvo ligado
asi al servicio que los sistemas de axiomas pudieran prestar al cumplimiento de las
demandas epistémicas de Kant. Antes de proseguir con la propuesta fundacionista de
Hilbert y su relacion con la epistemologia de las matemadticas de Kant, presento algunos
aspectos del método axiomdtico que son relevantes a esta discusion. Después de lo cual
paso al examen del papel de este método en la implementacion de la base epistémica del

proyecto fundacionista de Hilbert.

3.2.2. Método de Hilbert de introduccion de conceptos via estructuras
conceptuales

En Los Fundamentos de la Geometria Hilbert (1899) presentd a los axiomas como
enunciados que conciernen s6lo a las relaciones entre los conceptos de una teoria (Mancosu
et al. en prensa). Mas adelante en Los Fundamentos de las Matematicas, Hilbert y Bernays

(1968) concibieron al lado de la axiomatica finita a la axiomdtica formal como una

* Es conveniente mencionar al respecto la opinion mas extendida acerca del proyecto fundacionista de
Hilbert. El proyecto fracasé. Y su fracaso fue plenamente demostrado por los feoremas de incomplecion de
Godel (1931). Sin embargo, este no es un trabajo en favor o en contra de una tesis fundacionista. Este trabajo
concierne a la nocion de forma logica. Aqui sostengo que el significado minimo de esta nocion aceptado en el
proyecto logico de la forma l6gica, mantiene vigente aspectos importantes introducidos por la nocion de
formalidad desarrollada a partir del proyecto fundacionista de Hilbert. Como sefialaré al final, estos aspectos
motivan a la vez que conducen el proyecto semantico de la forma l6gica. Los resultados de incomplecion
demostrados por Gddel (1931) son relevantes para el tema de este documento si a raiz de éstos se sigue que la
nocion de formalidad de Hilbert no responde adecuadamente al estandar de objetividad constructivo o en su
caso, si este estandar es desestimado a partir de tales resultados.
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idealizacion matematica no de ciertos objetos dados, sino de la estructura conceptual® de
una teoria. Esta idealizacion consiste en ‘caracterizar’ el dominio de la teoria en
consideracion a través de su estructura.”® La ‘caracterizacion’ del dominio de una teoria a
través de su estructura tiene dos pasos: el primero es la definiciéon implicita de las
relaciones basicas entre los elementos de la teoria a través de los axiomas; el segundo es la
prueba de consistencia (1968, pp. 7 y ss.).

Las relaciones en la estructura conceptual de una teoria son entonces definidas
implicita y totalmente por un sistema de axiomas. De esta manera se pretende que la
estructura conceptual de una teoria modele las relaciones basicas entre los objetos del
dominio en consideracion y entre objetos de dominios con el mismo numero de objetos
(Hilbert y Bernays, 1968, p. 9). La idea de que los axiomas definen implicitamente las
relaciones basicas entre los conceptos de una teoria de manera que el dominio de ésta queda
caracterizado a partir de tales axiomas, es la idea detras de la afirmacion de que un sistema
de axiomas define o caracteriza la estructura conceptual de una teoria.

En resumen, con base en el método de Kant como modelo y junto con la concepcion
de los sistemas de axiomas como enunciados que conciernen solo a las relaciones entre los
conceptos de una teoria, los sistemas de axiomas pueden verse como sistemas de reglas que
generan la estructura conceptual de una teoria. En este papel, los sistemas de axiomas

funcionan como el esquema de una teoria a partir del cual se realizan los procesos que

* La estructura conceptual de una teoria se entiende como un sistema integrado por los principios de la
teoria y sus ‘modos de inferencia’ o métodos para la formacion de sus conceptos (Hilbert y Bernays, 1968, pp.
16-7).

%% La interpretacion de que esta concepcion de los sistemas axiomaticos hace de la obra de la escuela de
Hilbert un trabajo precursor del estructuralismo matemdtico en la tradicion iniciada por Shapiro ha sido
sostenida en diversas ocasiones (como ejemplos menciono a Parsons 1990, Sieg 2002, Shapiro 2009). Sin
embargo, sin negar la influencia que la obra de la escuela de Hilbert pueda tener en la tradicion estructuralista
iniciada por Shapiro, en este trabajo no necesito comprometerme con la afirmacion de que la nocion de
estructura empleada por Hilbert es ya la nocion del estructuralismo matematico o precursora de ésta.
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generan las relaciones conceptuales de la teoria en turno. Un proceso realizado a partir de
un sistema de axiomas y que genera la estructura conceptual de una teoria es una
demostracion/derivacion en este sistema (Hilbert y Ackermann, 1928 y Hilbert y Bernays,
1968, p. 16). Decimos entonces que el esquema de una teoria es un sistema de reglas del
que proceden las demostraciones que dan lugar a la estructura conceptual de esta teoria. Si
suponemos que la estructura conceptual de una teoria describe completamente las
propiedades de los elementos del dominio de esta teoria, este dominio es caracterizado a

partir del esquema de dicha teoria.

3.2.3. Reinvencion del criterio constructivo de Kant como criterio de
objetividad para sistemas de axiomas
Del método de introduccion de conceptos de Kant se sigue que donde hay construccion hay
conceptos objetivos como resultado de la aplicacion correcta de la logica. Frente a este
resultado, planteo que el fundacionismo de Hilbert recupera los métodos constructivos a
través de métodos recursivos. El supuesto que acompana al fundacionismo segin esta
lectura es que donde hay aplicacion de estos métodos es generada la estructura conceptual
de las matematicas finitas. Por lo que de la premisa de que la construccion de un concepto
es garantia de objetividad debido a la aplicacion correcta de la ldgica; asi como de la
premisa de que es posible caracterizar al dominio finitista a partir del sistema de axiomas
que genera la estructura conceptual finitista, sugiero que el método de introduccioén de
conceptos finitistas de Hilbert esta dirigido por el supuesto de que al generar la estructura
conceptual de las matematicas finitistas hay aplicacion restringida y confiable de la 16gica.
En la concepcion temprana de Hilbert acerca de los sistemas de axiomas, la consistencia

de estos sistemas habia recibido el mayor interés por su papel en la justificacion de una
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teoria matematica. En su concepcion madura, hemos visto que la consistencia de un sistema
de axiomas es parte de las condiciones para generar la estructura de una teoria. Estos
antecedentes hacen plausible suponer que en su investigacion fundacionista Hilbert se
atuviera a la posiciéon de que un sistema de axiomas es epistémicamente confiable si es
consistente. En esta etapa también Hilbert concibe la consistencia de las matematicas no
finitistas como una propiedad de los sistemas axiomaticos definida en términos de la nocién
de demostrabilidad/derivabilidad (Hilbert, 1993, pp. 106-107) De acuerdo con esta nocion,
un sistema de axiomas es consistente si y solo si el sistema no demuestra una oracion y la
negacion de esta oracion. Para sostener la afirmacion de que la aplicacion de la logica es
confiable en el dominio finitista debe ser cierto que el sistema de axiomas finitista es
consistente.”’ Por la aplicacion restringida y confiable de la logica se entiende entonces que
el sistema de axiomas de las matematicas finitistas es consistente. A partir de esta Gltima
afirmacion, es posible reformular el criterio constructivo de objetividad diciendo que hay
construccion de conceptos y por tanto, garantia de la existencia objetiva de los objetos
matematicos, si y solo si el sistema de axiomas finitista es consistente. Este enunciado
conduce a nueva reformulacion del enunciado de confiabilidad, segin la cual, la aplicacion
de la légica es confiable si y s6lo si el sistema finitista es consistente. Por ultimo, a partir
del enunciado de confiabilidad y por el criterio constructivo de objetividad, se sigue, el
enunciado fundacionista, a saber, que un sistema de axiomas caracteriza un dominio de

objetos cuya existencia es objetiva si el sistema es consistente y consistente respecto al

*"De acuerdo con Zach (2003) La version axiomatizada de la aritmética primitiva recursiva de segundo orden
presentada por Ackermann (1924) representa la version de la metodologia finitista sancionada por Hilbert.
Este sistema comprende ademas de la aritmética primitivo-recursiva, un esquema de definicion para las
funciones recursivas de primero y segundo orden asi como los llamados ‘axiomas transfinitos’. Estos ultimos
regulan el uso de los cuantificadores universal y existencial de acuerdo con el analisis de la cuantificacion
ofrecido por Hilbert y Bernays a partir del e-operador (Zach 2003, pp.223-224 y Apéndice B en este
documento).
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sistema finitista. Desde la lectura que defiendo, el objetivo del fundacionismo de Hilbert

esta formulado en el enunciado anterior.

3.2.4. Estrategia de justificacion de las matematicas ideales

De la seccion presente se desprende que si hay un sistema de axiomas epistémicamente
confiable este debiera ser el sistema finitista. El criterio de objetividad operante detras de
esta afirmacion es uno por el cual la objetividad depende de la construccion de conceptos y
¢ésta significa generar la estructura conceptual finitista a partir de un grupo de axiomas
consistente. Bajo este criterio, el método de introduccidén de conceptos de Hilbert respondid
a la demanda de legitimar a las matematicas ideales como extensiones de las matematicas
finitas: ‘La extension por medio de ideales es licita y permisible solamente cuando con ello
no se provoca el surgimiento de contradicciones en el dominio original.” (Hilbert, 1993, p.
106). La estrategia adoptada por Hilbert consistio en legitimar a los ‘métodos ideales’ de
introduccion de conceptos (‘modos de razonamiento/inferencia’) bajo una tinica condicion:
‘Existe una condicion unica, aunque absolutamente necesaria, para la aplicacion del método
de los elementos ideales, a saber, la prueba de consistencia.” (Hilbert, 1993, p. 106).

Si la prueba de consistencia de los sistemas axiomaticos ideales va a servir para
legitimar a los métodos ideales, la prueba debe ajustarse con el fin de probar que la
extension ideal en juego no genera contradicciones en la parte finitista de las matematicas.
El ajuste requerido debe permitir mostrar que una extension ideal consistente es consistente
también al respecto de la estructura conceptual finitista. La prueba de consistencia de una
teoria matematica ideal debe por tanto mostrar que el sistema de axiomas ideal en turno es
real-consistente (Raatikainen 2003, p. 162). Esto significa que el sistema ideal no puede

demostrar ninglin enunciado que contradice a un enunciado demostrable en las matematicas



44

finitistas. Una consecuencia esperada de la prueba de consistencia de las matematicas
ideales requerida era que ésta implicara que las matematicas ideales son una extension
deductivamente conservativa de las matematicas finitistas.*®

La justificacion de las matematicas ideales por medio de la demostracion de su
consistencia-real crea una tension entre la posibilidad de que una teoria ideal sea realmente
una extension de las matematicas finitistas y la posibilidad de que esta teoria ideal esté
justificada. Para disolver la tension Hilbert establece que

La extension por medio de la adicién de ideales es licita y permisible solamente

cuando con ello no se provoca el surgimiento de contradicciones en el dominio

original, y en consecuencia, Uinicamente si al suprimir los elementos ideales, las

relaciones que resultan para los elementos originales son validas en la esfera

original (1993, p. 106).
La situacion que Hilbert nos presenta es una en la que pareciera que la demostracion de la
consistencia-real de una teoria ideal, como extension de las matematicas finitas, requiere un
método de eliminacion de los elementos ideales de la teoria que permita a la vez preservar
la teoria ideal. En otras palabras, esta demostracion pide suprimir de la estructura de una
teoria ideal su parte ideal y pide también no reducir esta estructura a la estructura de las
matematicas finitistas. En el capitulo siguiente argumento que esta tension sobre la nocion
de estructura impuesta por la demostracion de la consistencia-real de una teoria ideal la
resuelve Hilbert mediante la formalizacion y el enfoque metateodrico introducido por la

teoria de la demostracion.

% En el ‘Programa de Hilbert’ la afirmacién de que la demostracion de la consistencia-real de las matematicas
ideales requiere mostrar que no hay una oracion real cuya negacion sea demostrable en el sistema ideal
supone la consistencia de las matematicas finitistas y que éstas son real-completas es decir, que el sistema de
axiomas finitista demuestra todas y solas las oraciones reales verdaderas (Raatikainen 2003, p. 168).
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Capitulo 4. El proyecto de formalizaciéon

La formalizacion de una teoria matematica axiomatizada es el método de introduccién de
conceptos dentro del fundacionismo de Hilbert. El objetivo de la formalizacién es convertir
el problema de la justificacion de una teoria matematica ideal en un problema de las
matematicas finitistas. En el marco del proyecto de Hilbert, la formalizacion debia cumplir
dos condiciones para alcanzar este objetivo. Muy pronto Godel (1986) se dio a la tarea de
cumplir a pie juntillas estas condiciones para demostrar que aun asi, la formalizacién no
puede lograr su objetivo. Considerando, sin embargo, que las nociones de formalidad y de
forma de Hilbert surgen del cumplimiento de tales condiciones, aqui aproximo este trabajo.
Mi propésito es mostrar que la nocion de formalidad y a partir de ésta, la nocion de forma,
responden al criterio constructivo de objetividad originado a partir del método de
introduccion de conceptos aritméticos de Kant.

Las condiciones que cumple la formalizacion de una teoria axiomatizada son dos.
Primero, la formalizacion genera un modelo matematico de la estructura conceptual de la
teoria original. Segundo, la formalizacidén genera objetos del dominio finitista. A partir de
la definicion recursiva de un célculo logico y bajo el supuesto de que los procesos
recursivos generan objetos finitistas, la formalizacion de una teoria matematica X genera un
sistema formal de axiomas a partir del cual es deducida una estructura formal que
idealmente es el equivalente logico de la estructura conceptual de X. Ademas, la
formalizacién de X produce el patron-sintdctico canonico del sistema formal de X tal que,
desde una perspectiva metateorica, el patron-sintactico de una teoria X es caracterizable

por el sistema formal finitista.
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Por lo dicho en el capitulo 3, una teoria ideal real-consistente es una extension
deductivamente conservativa de las matematicas finitistas. Por lo que, desde una
perspectiva metatedrica del sistema formal de X, la consistencia-real de X significa que en
este patroén no hay ni puede haber un objeto que cumpla con la propiedad de ser la férmula
final de una demostracion y cuyo patron-sintactico es (el que corresponde en los simbolos
del sistema con la expresion) /7 = I’ (Hilbert, 1993, p. 107) La explicacion del paso que
hay entre la prueba de la consistencia-real de una teoria ideal X a la conclusion de que X es
epistémicamente confiable, es que X cumple con el criterio constructivo de objetividad para
las matematicas de Hilbert. El criterio establece que la garantia epistémica que podemos
tener acerca de la existencia objetiva de los objetos matemadticos depende de que el sistema
de axiomas finitista permanezca consistente a través de cualquier extension ideal

consistente.
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4.1. Base del aparato técnico de Hilbert para el proyecto de formalizacién

La justificacion de las matematicas ideales requiere un método de introduccion de
conceptos capaz de generar la estructura conceptual de una teoria matematica ideal. La
propuesta de Hilbert fue crear un sistema de simbolos capaz de reproducir entre sus
elementos soélo relaciones caracterizables en la estructura conceptual finitista viz.
secuencias finitas de unidades discretas y uniformes. El propoésito de este sistema fue el de
‘transformar’ una teoria axiomatizada dada a través de su lenguaje. Este proceso de
‘transformacion’ no es sino la formalizacion de una teoria axiomatizada.

El empleo de un cdlculo logico como un lenguaje para ‘traducir’ una teoria
matematica por medio de un simbolismo apropiado para ‘seguir’ rigurosamente los pasos
de una demostracion, era parte de la tradicion de la l6gica matematica iniciada por Frege
(1972a) y continuada en Principia Mathematica (Whitehead y Russell, 1910). Pero la
utilizacion del simbolismo del célculo en los términos requeridos por el proyecto de
formalizaciéon de Hilbert no habia sido parte de esta tradicion. Notoriamente, la
investigacion acerca de las relaciones entre célculos logicos considerados en si mismos
como sistemas de signos, no era ajena dentro de la ‘tradicion algebraica de la logica’
(Badesa, 2004).

Estas tradiciones viz. la representada por Principia Mathematica y la algebraica,
conformaban la ‘l6gica matemadtica’ de la época de Hilbert (Sayed-Ahmed, 2005, p. 467).
El hecho de que estas tradiciones hayan cabido bajo una misma denominacion deja ver que
no eran ajenas una de la otra. Aun asi, Mancosu afirma que dentro del circulo académico en
el que participaba Hilbert era habitual distinguir entre ambas (2003, p. 63). A reserva de lo
que futuras investigaciones aporten, el estado de la investigacion actual y especialmente, la

configuracion del aparato técnico y metodologico que aparece ya en la obra de Hilbert
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evidencian la confluencia de ambas tradiciones (Marek y Mycielski, 2001). Dentro de los
limites del trabajo que presento, hay elementos que apuntan en aquella direccion. Toda vez
que el manejo del cdlculo logico que acompafa al proyecto de formalizacion sélo es
explicable si suponemos dicha confluencia (Hilbert, 1993, pp. 100-03).

En la tradicion representada por Principia Mathematica la logica fue concebida como
una teoria de la deduccion™ encargada de establecer las proposiciones légicas Gltimas de
las que se deducen las verdades matematicas. Esta teoria dispuso de un célculo axiomatico
desarrollado como un instrumento para el andlisis riguroso de las relaciones deductivas
entre las proposiciones matematicas. Los algebristas por su parte asumieron la tarea de
utilizar a las matematicas para estudiar a la logica (Sayed-Ahmed, 2005). En particular,
estuvieron interesados en desarrollar un aparato simbolico adecuado para tratar las
relaciones logicas dentro de una teoria matematica a través de manipulaciones algebraicas
(un ejemplo paradigmatico es Boole, 1982). Pero el intercambio abierto de los resultados y
de los métodos entre ambas tradiciones —constatado por Mancosu (2003) y Badesa
(2005)— no repercutio6 en la modificacion de los enfoques originales. La logica matematica

algebraica permanecio interesada en estudiar, que no en fundar, matematicamente a la

% Al respecto es importante notar que Russell y Whitehead reconocen una diferencia entre lo que es
propiamente el tratamiento de la 16gica que aparece en el sistema de Principia y un célculo logico. La logica
de Principia es, para sus autores, una feoria de la deduccion encargada de establecer las proposiciones
primitivas de las que se deduce cualquier razonamiento matematico (Whitehead y Russell 1910, p. 91). Para
tratar a esta teoria de la deduccion como un calculo logico, sus ‘reglas de deduccion’ deben tomarse como
‘reglas ordinarias del algebra’ (1910, p. 91). Como reglas algebraicas ordinarias, las reglas de deduccion
logica admiten multiples interpretaciones. De acuerdo con estos dos autores, en cualquiera de sus
interpretaciones estas reglas siguen siendo reglas de deduccion, por lo que cualquier interpretacion de ellas
tendria que presuponer la teoria de la deduccion de Principia. Por lo que, concluyen, esta teoria es el
fundamento de cualquier célculo 16gico; y por ello, una investigacion fundacional debe partir de ésta.
Tratadas como un “célculo,” las reglas de deduccion son capaces de muchas otras interpretaciones.
Pero todas las otras interpretaciones dependen de la que aqui se considera, ya que en todas ellas
deducimos consecuencias a partir de nuestras reglas y entonces, presuponemos la teoria de la
deduccion (Whitehead y Russell 1910, p. 120).
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logica; en tanto que el otro partido siguid interesado en fundar a las matematicas en /a
logica.

Precisamente por las técnicas utilizadas y por los resultados obtenidos en una y otra
tradicion, la distincion entre ambas puede resultar ociosa. Tal es la posicion de Sayed-
Ahmed (2005, p. 467). Badesa (2004) apunta en la direccion contraria cuando afirma que el
enfoque algebraico de la logica matematica propicio el surgimiento de la teoria de modelos
(2004, p. 65). El método propuesto por Hilbert para probar la consistencia de las
matematicas ideales sefiala en la misma direccion. Este método plantea una diferencia
legitima entre la tradicion logicista y la tradicion algebraica de la logica matematica
(Hilbert, 1993, p. 101). El eje de esta diferencia, segiin mi lectura, estd en la concepcion de
formalidad.® El proyecto de formalizacion sugiere la siguiente hipétesis. La prueba de
consistencia de las matematicas ideales es parte del proyecto de Hilbert para justificar a las
matematicas clasicas. El hilo conductor de este proyecto en su parte tedrica es un criterio

constructivo de objetividad a partir del cual se propone la tesis de un sistema de axiomas

3% Como he argumentado en el capitulo uno, Frege trabajé con una nocion de formalidad que no puede
entenderse como libre de contenido semantico. Por otra parte, la posicion epistemoldgica fundacional de
Russell segtin la cual nuestra cognicion es ‘puesta a andar’ con la experiencia, estuvo acompaiiada de la tesis
de que las formas simples de las que depende la inferencia logica son conocidas por medio de la
descomposicion de los hechos del mundo actual y por abstraccion de lo particular y subjetivo de éstos
(Russell, 1914, pp. 53-54). En contraposicion a lo individual, subjetivo o privado, dichas formas simples son
generales, ampliamente aplicables y comunicables a través del lenguaje (Russell, 1919, pp. 196 y ss).
Asimismo, Russell reconocio que el tema que concierne a la logica y a las matematicas es el estudio de las
formas para “establecer que éstas son siempre verdaderas o algunas veces verdaderas...” (1919, p. 200). Por
lo que si bien Frege y Russell difieren acerca del origen y fundamento de la forma de una expresion, es
defendible que ambos coinciden en la postura de que lo formal no esta privado de contenido semantico.

Esta concepcion de la formalidad contrasta con la concepcion que Detlefsen llama algebraica o
sintactica (2005). De acuerdo con Detlefsen, dentro de la tradicion algebraica tuvo cabida la idea de que el
razonamiento matematico “puede consistir en la manipulacion sintactica de signos sin contenido
representacional, descriptivo, intuitivo o conceptual” (2005, p. 272). Esta idea evolucion6 en una concepcion
del simbolismo algebraico segun la cual el algebra como ‘ciencia de los simbolos y sus combinaciones’
estipula reglas para la manipulacion de signos capaces de determinar las interpretaciones asignables a tales
signos (2005, p. 277). Esta concepcion del papel de los signos en un calculo fue la “semilla de variantes
maduras de formalismo” (2005, p. 277). En particular, el formalismo de la escuela de Hilbert permitira ‘que
los signos y los complejos de signos jueguen papeles significativos en el razonamiento matematico
independientemente de cualquier interpretacion que pudiera darse de ellos’ (2005, p. 296).
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que caracteriza la estructura conceptual de las matematicas finitistas genera una teoria
objetiva si el sistema es consistente. En este marco, las matematicas no-finitistas necesitan
probar su objetividad por ‘referencia’ a la estructura finitista. Esto significd probar que las
matematicas ideales si son objetivas, son real-consistentes. El planteamiento metodolégico
para probar la consistencia-real de las matematicas ideales fue la formalizacion de una
teoria ideal.

El criterio constructivo de objetividad que dirige el proyecto fundacionista de Hilbert
proviene de la epistemologia de las matematicas de Kant. En la base del planteamiento
metodologico estdn primero las nociones de un mecanismo de simbolizacion y de
demostracion de las verdades de una teoria matematica; segundo, una concepcion sintdctica
de la formalidad; y tercero, una perspectiva metateorica. El primero de los apartados de
esta base técnica proviene de la tradicion de la logica a la que pertenece Principia
Mathematica; de acuerdo con Detlefsen (2005) y Badesa (2004), respectivamente, los dos
elementos restantes fueron parte de la tradicion algebraica de la logica.

Por lo dicho en la seccion 3.2.4., una teoria ideal es real-consistente si es una extension
conservativa de la estructura conceptual de las matematicas finitistas. Por lo que, para
cumplir con el objetivo de justificar las teorias ideales, la formalizacién de una teoria
axiomatizada debe generar una idealizacion matematica de esta teoria en la que a la vez
puedan ser ‘suprimidos’ los elementos ideales (Hilbert, 1993, p. 106), de tal modo que los
métodos finitistas basten para probar la consistencia-real de la teoria original. Este objetivo
impone dos condiciones sobre la formalizacion para disolver la tension entre suprimir de la
estructura conceptual de una teoria ideal su parte ideal sin que ello signifique reducir esta
estructura a la estructura finitista. La primera condicion es que la formalizacion permita

justamente deducir la estructura conceptual de una teoria ideal. La segunda es a esta
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estructura puedan aplicarse correctamente los métodos finitistas para probar su
consistencia-real. Como estos métodos solo se aplican a objetos finitistas, la estructura
obtenida mediante la formalizacion debe ser un objeto finitista. Muy pronto, Godel (1931)
demostré que la tension es indisoluble: la formalizacion no puede cubrir ambas condiciones
y no lo hace ni siquiera para las matematicas finitistas (si éstas contienen o se identifican
con la aritmética primitivo-recursiva).

No obstante, la nocién de formalidad de Hilbert surge de la metodologia disenada
para cubrir las dos condiciones anteriores. Por esta razon me detengo en ellas. Mi propo6sito
es defender que esta nocion de formalidad y en general, el proyecto de formalizacidon no se
entenderia independientemente del estandar de objetividad del conocimiento matematico

impuesto por Kant.

4.2. El proceso de formalizacion y el tema de la justificacion

La formalizacién en un sentido estrecho de traducir una teoria matematica mediante un
‘lenguaje de formulas’ era hasta cierto punto una practica familiar en la época de Hilbert.
Sin embargo, para cumplir con el doble objetivo de la formalizacioén planteado dentro del
fundacionismo de Hilbert esta nocidon de formalizacion tuvo que revisarse.

El método de introduccion de conceptos aceptado por Hilbert establece que la
estructura conceptual de una teoria se obtiene por medio de demostraciones a partir del
esquema de esta teorfa.’’ Sélo que la ‘introducciéon de teorias’ es, digamos, paulatina
(Zach, 2003, p. 214-215): Una teoria es legitimamente introducida s6lo como extension de
una teoria previamente justificada i. e. real-consistente y, la teoria recién introducida, se

justifica demostrando que ella misma es real-consistente. La formalizacion de la estructura

3'yéase Apéndice C.
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conceptual de una teoria empieza por el esquema de la teoria. En este esquema ademas de
los axiomas, estan los ‘modos de inferencia’ empleados en la teoria. Un cdlculo logico en
tanto que mecanismo simbolico de demostracion sirve para implementar la primera fase de
la formalizacion.

En el calculo légico contamos con un lenguaje de signos [...] con la capacidad no

solo de dar cuenta en formulas de las proposiciones de las matematicas, sino

igualmente de expresar por medio de procesos formales las inferencias logicas

(Hilbert, 1993, p. 103).

Este mecanismo permite simbolizar el esquema de una teoria y deducir una estructura
simbolica logicamente equivalente a la estructura conceptual de ésta: su estructura
formall/deductiva (Hilbert y Bernays 1968, p. 45). Para cumplir con la segunda condicion de
la formalizacion, la estructura formal generada en esta primera fase debe ser adecuada para
probar la consistencia-real de la teoria original correspondiente.

De manera incipiente, tanto en Principia como en Conceptografia, las expresiones
legitimas de estos sistemas, las formulas, se entienden como el resultado de un proceso
definido recursivamente. Las demostraciones se presentan también, incipientemente, como
procesos recursivos: procesos realizados en una serie finita de pasos a partir de ciertas
expresiones privilegiadas o ya demostradas y en donde, pretendidamente, cada uno de los
pasos procede por medio de una regla de deduccion ya especificada (Frege, 1972a y 1953,
§§90-1; y Whitehead y Russell, 1910, p. 7 como ejemplo de formacioén de una formula; y
pp. 104 como ejemplos de demostracion). Si con base en estos sistemas, suponemos que la
simbolizacion de una expresion o de una demostracion tiene la finalidad de seguir cada uno
de los pasos de su formacion o deduccion, respectivamente, resulta que el patron-sintdctico

generado por el proceso de simbolizacidon de una formula o de una demostracion recrea el
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proceso recursivo que origina dicha féormula o demostracion. Una vez hecha la eleccion
inicial, arbitraria y permanente sobre el vocabulario, las formulas y las demostraciones
generadas en un sistema formal obtienen un patron-sintactico candnico.

Con estos antecedentes, la premisa de que los procesos recursivos capturan a los
procesos de construccidn, segiin los entiende Kant, junto a la premisa de que los procesos
recursivos dan lugar a objetos finitistas, ayudan a explicar por qué el calculo logico fue
privilegiado por Hilbert como método de introduccion de conceptos confiable. La
aplicacion de este calculo en el proyecto de formalizacion no solo permitiria deducir la
estructura formal de una teoria, sino que lo haria de modo que las formulas y las
demostraciones asi obtenidas pudieran a su vez caracterizarse por el sistema de axiomas
finitista. Utilizo ‘sistema formal’ para referirme al resultado de la simbolizacion del
esquema de una teoria matemadtica y a la derivacion de la estructura formal de ésta a partir
de un calculo logico.

En el proyecto de formalizacién presentado por la escuela de Hilbert, la
formalizacién de una teoria matematica axiomatizada fue concebida como un proceso para
generar un sistema formal. Este sistema consta de un sistema formal de axiomas a partir del
cual es derivada una estructura formal como modelo o idealizaciéon de la estructura
conceptual de la teoria axiomatizada de origen (Hilbert y Bernays, 1968, p. 3). Una
estructura formal es deducida de un sistema formal de axiomas por medio de procesos de
demostracion. Las expresiones obtenidas por estos procesos y que conforman un sistema
formal son formulas con cierto patron-sintactico canonico. Llamaré ‘relaciones formales’ a
las relaciones que dan lugar a una formula en un sistema formal (1968, p. 17). Las
relaciones formales estdn expresadas en la formacion y en la demostracion de una féormula

y, pretendidamente, cumplen en la estructura formal de la teoria el papel andlogo a las
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relaciones conceptuales en la estructura conceptual de esta teoria (1968, p. 7): Las
relaciones en la estructura conceptual de una teoria son en su formalizacion, relaciones
formales i.e. relaciones definidas totalmente a partir del sistema formal de axiomas y
derivadas a partir de éstos por medio de reglas asi mismo formales (Hilbert, 1993, p. 103).
Tenemos que, en un sistema formal, tanto la formacion de las formulas como los procesos
de demostracion se obtienen por medio de procesos recursivos. Estos procesos estan
totalmente dirigidos por reglas que operan sin tener en cuenta la interpretacion de los
signos (Hilbert, 1993, pp. 100-4).> Las reglas junto con los signos empleados en la
formaciéon de formulas son totalmente explicitados como parte de las especificaciones
iniciales de un sistema formal.

La formalizacion pretende cumplir de esta manera con la condicion de generar una
estructura formal como modelo o idealizacion de la estructura conceptual de una teoria
axiomatizada original. Ademads, en el proceso de simbolizacion y deduccion de esta
estructura formal, la formalizacion da lugar a un patron de relaciones sintdctico
caracteristico de dicha estructura formal y cuyas propiedades pueden describirse a partir del

sistema de axiomas finitista.

4.2.1. Influencia de laldgica algebraica en el proyecto de formalizacion

El tratamiento del simbolismo dentro de un sistema formal como el propuesto por Hilbert
sugiere el analisis algebraico de la 16gica. Bajo el entendido de que los procesos mentales
que subyacen al razonamiento se manifiestan en la manera en la que usamos los signos la

légica matematica en la tradicion iniciada por Boole (1982), persiguié la tarea de

32 Presumiblemente, es por esta razén que se considera a las reglas de deduccion y a la estructura deducida por
medio de ellas esencialmente ‘sintacticas’. Sin embargo, yo conservaré la denominacion de ‘estructura
formal/deductiva’ para referirme al resultado de deducir las relaciones 16gicas que se siguen a partir de un
grupo de axiomas en un lenguaje canonico.
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desarrollar sistemas de signos para estudiar las relaciones légicas como relaciones
algebraicas dentro de lo que mas adelante se conocerian como estructuras algebraicas.>
Estas investigaciones mostraron que una misma estructura algebraica podia ser
caracterizada por mas de un sistema de axiomas, de tal manera que era posible
‘transformar’ las expresiones de un sistema en expresiones ldgicamente equivalentes en el
otro sistema.

A través de estas investigaciones fue introducida una nocion de formalidad segun la
cual un resultado formal se define porque su validez no depende de la interpretacion de los
simbolos sino solamente de las ‘leyes para la combinacion’ de éstos (Boole, 1982, pp. 63 y
65). En esta tradicion, la formalizacion se convirtié en un proceso mediante el cual podian
obtenerse expresiones algebraicas logicamente equivalentes a las expresiones de una teoria
matematica pero con un patrén sintactico candnico, a saber, la forma de una ecuacion
(Badesa, 2004, p. 65). Un sistema de ecuaciones asi generado hizo posible que la solucion
de ciertos problemas de la teoria original dependiera de la respuesta a la pregunta por los
dominios en los cuales tienen solucion las ecuaciones del sistema. De acuerdo con Badesa
(2004), una vez que esta tradicion se beneficid con la introduccién de las nociones de un
lenguaje formal y de formalizacion —vigentes en la tradicion logicista— surgio la
investigacion metatedrica con enfoque semantico de los sistemas logicos. Esta
investigacion planted de manera natural la pregunta por la relacion entre las formulas de un
lenguaje formal y sus dominios de solucion i. e. de satisfaccion (2004, p. 65).

Aqui sugiero que el acceso metatedrico al lenguaje de un sistema logico practicado

dentro de la tradicion algebraica aparece en el proyecto de formalizacion de Hilbert en la

33 Un sistema de objetos interrelacionados entre si a partir de ciertas operaciones regidas por un grupo de
axiomas.
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idea de hacer del patron-sintactico de una estructura formal un objeto del dominio finitista.
Pues si bien es cierto que Hilbert habia emprendido mucho antes estudios metateoricos de
los sistemas de axiomas,”* el nuevo enfoque introducido en el proyecto de formalizacion
compartid con el enfoque algebraico su orientaciéon metalingiiistica. Claro que las
diferencias entre ambas investigaciones son también notables. Siguiendo a Badesa (2004),
al partido algebrista le intereso responder la pregunta por las féormulas y su interpretacion
(2004, p. 65); mientras que el partido de Hilbert quiso investigar las propiedades

combinatorias de las formulas i.e. la relacion entre las formulas y las matematicas finitistas.

4.2.2. Justificacion de las matematicas ideales
En la seccidon 4.3 mencioné un supuesto introducido implicitamente por la formalizacion.
Seglin este supuesto, un simbolismo disefiado para seguir rigurosamente los pasos en una
demostracion en la tradicion de Conceptografia (Frege, 1972a) va a generar relaciones
entre sus signos susceptibles de ser estudiadas por las matematicas finitistas. Este hecho
planted la posibilidad de un célculo l6gico cuyo simbolismo fuera capaz de producir solo
‘relaciones finitistas’ entre sus signos: secuencias finitas de signos. En realidad, tras el
incipiente tratamiento recursivo que hace Frege para definir las expresiones del sistema
formal de Conceptografia, mismo que vuelve a constatarse en Principia, el simbolismo de
un calculo logico estaba dispuesto para el fin anterior.

La concepcién de los sistemas formales presentada en los ejemplos de (Hilbert y
Ackermann 1928), contiene las especificaciones estandar sobre la notacion requeridas para
‘el tratamiento sistematico de las formulas’ (Hilbert y Ackermann, 1928, p. 72). Se trata de

un sistema de signos integrado por un alfabeto basico y reglas para su combinacion las

3 Esta investigacion habia estado centrada en el estudio de ciertas propiedades de los sistemas de axiomas
hoy reconocidas como metapropiedades tales como la independencia, la consistencia y la complecion.
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cuales producen so6lo combinaciones finitas de tales signos como expresiones.
[demostracion] Mediante este sistema de signos la formalizacién de una teoria matematica
X deberia dar lugar a la estructura formal de X. Por ‘la estructura formal de X’ debemos
entender una idealizacion matematica de la estructura conceptual de X. Ademas, y con este
resultado se completa la formalizacion, la relacion de X respecto a las matematicas
finitistas va a poder ser investigada en el patron-sintactico del sistema formal de X. En
particular, la consistencia-real de X debe probarse a partir de este patron-sintactico. Esto es
posible debido a que en este patron:

Una demostracion matematica es una figura que se presenta ante nosotros como

algo intuitivo. Consiste de inferencias llevadas a cabo de acuerdo con el esquema

S
$-> T
T

en la [sic] que cada una de las premisas, esto es, de las formulas que corresponden a

Sya$ — Tes o bien un axioma o resulta de un axioma por sustitucion o coincide

con la formula final de una inferencia previa o resulta de una férmula de ese tipo por

sustitucion. Una formula es demostrable si es la formula Ultima de alguna

demostracion (Hilbert, 1993, p. 104).
La prueba de la consistencia-real de X debe ‘mostrar que con los axiomas y reglas’ de X ‘es
imposible obtener “1 # 1” como la formula final’ de una demostracion (1993, p. 107). Pero
(por qué Hilbert tomo este camino para la justificacion de X?

El problema que Hilbert enfrentaba para justificar una teoria matematica ideal era el

de probar la consistencia-real del sistema de axiomas relevante. Esta prueba, en los

términos en que Hilbert la presenta funciona s6lo si el sistema finitista es deductivamente



58

completo al respecto de los enunciados finitistas®™ y consistente (Raatikainen, 2003, p.
168). Es decir, la consistencia-real de un sistema de axiomas ideal, 77, a saber, la prueba de
que en el patron-sintactico de 77 no hay una demostracion cuya formula final es ‘1 # 1°,
solo puede funcionar si es cierto que (i) para cualquier enunciado real, 7F demuestra el
enunciado o su negacion; y que (if) TF es consistente i. e., que para cualquier enunciado
real, no hay en el sistema una demostracion de éste enunciado y de su negacion, por lo que,
en particular, 7F no demuestra ‘1 # 1’. Si (i) y (ii), entonces suponiendo que 77 demuestra
‘1 # 1°, ello implicaria que TF demuestra ‘1 # 1’ (por complecion-real deductiva de 7F),
pero por el supuesto de consistencia de 7F, esto no ocurre: 7F no demuestra ‘1 # 1’. Por lo
que a menos que TF sea inconsistente, 7/ no demuestra ‘1 # 1°. De ahi que baste con probar
que 77 no demuestra ‘1 # 1’ para concluir que 77 es real-consistente (2003, p. 163).

Pero de acuerdo con Raatikainen, lo anterior quiere decir que si 77 es real-
consistente, ello implica que 77 es una extension deductivamente conservativa de 7F (2003,
163-64): los teoremas de 77 en el lenguaje de TF son teoremas de 7F i. e. para cualquier i
en el lenguaje de TF, TI |- vy —TF |- w. Si esta tesis es correcta, la prueba de consistencia
real en los términos planteados por Hilbert (1993) deberia intrigarnos. Me explico. Una vez
que las matematicas finitas y las matematicas ideales han sido concebidas como cierto tipo
de estructura matematica, a saber las estructuras formales: 7F y TI respectivamente, por
qué no demostrar que TI preserva ciertas propiedades matematicas de la estructura de TF.

Es decir, ;por qué no definir ‘la relacion’ adecuada entre 77/ y TF que nos diga que 77

3% Awodey y Reck (2002) dan la siguiente definicion: Una teoria T es deductivamente completa (relativo a
una relacion de deduccion dada |-) si cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes se sostiene:

1. Para todas las oraciones ¢, o bien T |- ¢, o bien T |— @

2. Para todas las oraciones ¢, o bien T [- ¢, 0 bien T U {¢} es incosistente.

3. No hay ninguna oracion ¢tal que T U {¢} y T U {—¢} sean ambos consistentes.
(Awodey y Reck. 2002, p. 5)
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‘preserva las relaciones y las operaciones’ de TF? Esta relacion entre 77/ y TF puede
estudiarse con diversos recursos matematicos dependiendo de qué tipo de estructura sea
definida para 7/ y TF. Asi por ejemplo, si las estructuras formales se definen como
estructuras teorico-conjuntistas, éstas son ternas conformadas por un conjunto no vacio 4
como dominio de discurso, un conjunto R de relaciones definidas como n-tuplas <a,
ai,....an1>en Ax Ax A... (i.e. definidas en 4"); un conjunto F' de funciones definidas de A"
a A, donde cada funcion asigna a una n-tupla <ao, ai,...,a,.1> de elementos de 4" un
elemento a; de A4; y por ultimo un conjunto de elementos distinguidos o constantes ci de 4.
En este caso, para mostrar que 77 ‘preserva la estructura’ de 7F hablamos de establecer
cierto mapeo del dominio B de TF al dominio C de 71. Si By C son los conjuntos base de
las estructuras algebraicas 7F'y 7] respectivamente, entonces el mapeo requerido es cierto
homomorfismo de TF en TI. Siguiendo a Enderton (2004, p. 141), un homomorfismo ¢ de
TF en TI es una funcion ¢: B — C tal que,

(1) Para cada simbolo de relacion R n-aria y cada n-tupla <b,,...,by.1> de

elementos de B,
<by,...,bn1> € R™ siy solo si <g(by),...,p(bn.1)> € R"
(11) Para cada simbolo de funcion f n-aria y para cada n-tupla <b,,...,b,.1> de
elementos de B,
o(f ™" (boy- o)) =/ (9(B0),-.-.p(bn1)
(ii1))  Para cada simbolo constante c,
o(cTF) = T

Haciendo eco de la afirmacion de Hilbert al respecto de que para establecer la equivalencia

entre estructuras todo lo que importa es el nimero de elementos en sus dominios (Hilbert y
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Bernays, 1968, p. 9),*® entonces la imagen de B bajo ¢, By, debe ser un subconjunto de C,
digamos D, tal que la contraimagen de D mediante ¢ sea ‘todo’ B. Sirva este breve paso por
cierta clase de relaciones entre ciertas estructuras matematicas s6lo como una manera muy
imprecisa de introducir la observacion hecha por Shapiro segin la cual Hilbert reconoci6
que ‘las estructuras isomorfas son equivalentes’ (Shapiro 2009, p.439). Pues si lo anterior
es cierto, quiere decir que Hilbert reconocido que las propiedades matematicas de las
estructuras matematicas pueden investigarse digamos que, por ‘analogia en las formas’ y
que estas analogias son algebraicamente tratables al nivel del lenguaje de estas estructuras.
Frente a este resultado y por la tesis de que la justificacion de una teoria ideal depende de
que ésta sea una extension deductivamente conservativa de la estructura finitista, es
remarcable el hecho de que Hilbert no haya optado por definir la funcién, mapeo,
aplicacion u homomorfismo apropiado entre la estructura ideal y la finitista para demostrar
el resultado de conservacion relevante.

Lo cierto es que antes tomar esta via hacia el establecimiento de una de estas
relaciones entre la estructura formal 7F y la estructura formal 77, la consistencia de TF
debia estar resuelta y por medios finitistas. Como he argumentado los métodos finitistas de
introduccion de conceptos estan restringidos por el criterio constructivo de objetivad
proveniente de la epistemologia de las matematicas de Kant. Asi, se espera que estos
métodos garanticen que cualquier concepto introducido por medio de ellos sea objetivo. La
propuesta que hace Hilbert para demostrar la consistencia-real de una teoria matematica nos
revela que el tratamiento finitista de esta prueba pretende servirse sélo de la induccion

matematica elemental (Torretti, 1998, pp. 223-25).

36 Hilbert y Bernays (1968) declaran que para determinar la equivalencia entre dos sistemas de axiomas sélo
es esencial considerar el numero de individuos de un dominio (1968, p. 9).
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Seglin mi lectura, al circunscribir las matematicas finitistas, Hilbert pretendio algo
mas que una teoria cuyos modos de formacién de conceptos estuvieran restringidos a los
métodos recursivos. También colocd en primer plano la posibilidad de que estos modos de
formacién de conceptos tuvieran el patron de los objetos finitistas. Muy plausiblemente, y
por razones epistémicas, la direccion de sus intereses haya corrido a la inversa: porque los
métodos recursivos podian explicitarse ellos mismos por medio de un patron, Hilbert
circunscribié una teoria cuya formacion de conceptos se restringe a estos métodos.”’ La
formalizacién permitid6 ambos objetivos. Un proceso de formalizacién genera estructura
(estructura deductiva) y patron (estructura concreta). La estructura formal comprende esta
dualidad. Este resultado es posible por la utilizacion de un lenguaje definido
recursivamente. Por ello, las demostraciones —a través de las cuales son definidas las
relaciones formales entre las expresiones del sistema, son configuraciones de signos que
pueden estudiarse como entidades combinatorias finitas. La convicciéon que Hilbert y su
escuela parecen haber compartido es que la caracterizacion completa de estas entidades
requeria solo de la aplicacioén de induccion matematica finita, en tanto que dichas entidades
resultan de un proceso recursivo finito.

Resumiendo, la formalizacion de una teoria matematica X que emplea un lenguaje
recursivo genera la estructura formal de X. La estructura formal de X presenta la propiedad
de ser estructura deductiva y estructura concreta. Es estructura deductiva en cuanto que las

relaciones basicas entre los elementos de X, sus féormulas, son establecidas por los teoremas

37 La plausibilidad de esta interpretacion proviene de la afirmacion hecha por Hilbert de que el objetivo ultimo
de la Teoria de la Demostracion era el de ‘describir la actividad de nuestro pensamiento, hacer un protocolo
de las reglas de acuerdo con las cuales realmente procede nuestro pensamiento’ (Hilbert 1928, p. 475, citado
en Raatikainen, 2003, p. 165). A partir de esta afirmacion, la estrategia de Hilbert puede explicarse si
aceptamos que ‘la actividad de nuestro pensamiento’ puede ser codificada a través de un proceso recursivo.
De este modo al describir las propiedades del patron de los items lingiiisticos generados por recursion, lo que
obtenemos es ‘el protocolo de reglas por las cuales procede nuestro pensamiento.’
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demostrables a partir de los axiomas de la estructura formal de X y en este sentido,
dependen de las reglas de inferencia de esta estructura. Desde una perspectiva metateorica,
la estructura formal de X es una estructura concreta: La estructura concreta de X no es sino
el patron de relaciones sintacticas entre los signos del lenguaje empleado en Ia
formalizacion de X. La formalizacion es asi un método para desarrollar una teoria ideal y al
mismo tiempo de restringir ese desarrollo al dominio finitista. Esto es posible porque la
formalizacién permite escribir una teoria matematica en el lenguaje de las matematicas
finitistas. La introduccion de la Teoria de la Demostracion hizo posible tratar
matematicamente la dualidad de las estructuras formales y las relaciones entre estas
estructuras. Notablemente, este tratamiento evitd definir la funcién, mapeo, aplicacion u
homomorfismo apropiado entre una estructura ideal y la finitista para demostrar que la
segunda preserva ciertas propiedades matematicas de la primera. La teoria de la
demostracion permitié distinguir sistematicamente entre la estructura deductiva y la
estructura concreta de una estructura formal y extrajo consecuencias a partir de la
investigacion de la estructura concreta por medio de induccion matematica.

La tensiéon que la justificacion de una teoria ideal impone sobre la nocién de
estructura deberia resolverse mediante la formalizacion y el enfoque metatedrico
introducido por la Teoria de la Demostracion. Por una parte la formalizacion garantiza que
toda demostracion, incluso una llevada a cabo a partir de los axiomas de una teoria ideal,
sea un objeto finitista. Con ello, la formalizacion asegura que las matematicas finitistas se
convirtieran en la metateoria de los sistemas formales. Este resultado abre la posibilidad de
probar finitariamente la consistencia-real de una teoria ideal viz. por medio de una prueba
por induccién sobre la complejidad de las derivaciones (Torretti, 1998, pp. 223-224).

Aquella tension deberia resolverse entonces apelando a los dos niveles en los que puede ser
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abordada una estructura formal. En un primer nivel, una estructura formal es una estructura
deductiva en la que, de haberlos, son preservados los elementos ideales; en el plano
metatedrico, esta misma estructura formal es una estructura concreta en la que, de haberlos,
son suprimidos los elementos ideales.

En conclusion, frente a las tesis de Raatikainen (2003) y de Shapiro (2009), el
planteamiento de Hilbert de justificar a una teoria ideal por medio de la prueba de la
consistencia-real de esta teoria requiere explicacion. Lo que he tratado de mostrar es que las
herramientas disefiadas para llevar a cabo esta prueba: la formalizacion y la Teoria de la
Demostracion, no se entienden sin el estdndar de objetividad al que Hilbert somete el
conocimiento matematico. De haber sido exitosa, la estrategia ideada por Hilbert permitiria
mostrar para cualquier teoria matematica ideal ‘completa’ que pueda ser escrita en el
lenguaje finitista i. e. formalizada, si ésta es o no una extension deductivamente
conservativa respecto a las matematicas finitistas y por tanto, real-consistente.”® La
explicacion del paso que hay entre esta prueba y la conclusion de que los objetos ideales de
la teoria ideal correspondiente estdn legitimamente introducidos y que, en consecuencia,
esta teoria ideal es epistémicamente confiable, estd en que la teoria ideal cumple con el
criterio constructivo de objetividad para las matematicas preservando asi la aplicacion

confiable de la logica.

3 De acuerdo con Awodey y Reck (2002), “en general, las nociones de complecion surgen en contextos donde
las axiomatizaciones estan siendo realizadas con objetivos especificos en mente’ (Awodey y Reck, 2002, p. 7)
De ahi que cuando una axiomatizacion se califica como ‘completa’, lo que se quiere dar a entender es que el
teorico ha logrado su objetivo y que no requiere ya de la adicion de ni un axioma mas al sistema. Aqui retomo
esta nocion débil y vaga de complecion de un sistema de axiomas.
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Capitulo 5. Formalizacion, formalidad y forma

En este capitulo presento las nociones de formalizacion, formalidad y forma obtenidas del
proyecto de formalizacion de Hilbert. Aqui argumento que al aceptar la elementalidad de
las facultades cognitivas que respaldan la recursién, podemos defender que la nocion de
forma de Hilbert incorpora la confiabilidad de los procesos recursivos para legitimar la
introduccion de conceptos matematicos y garantizar de este modo, la objetividad de los
objetos a los que dichos conceptos son aplicables. Esta nocion de forma enfrenta dos
dificultades inmediatas. Aqui, respondo por la primera, pero dejo abierta la segunda.

La primera dificultad que enfrenta este concepto estd en las razones que condujeron
a la introduccion de la semantica estandar para los sistemas l6gicos desarrollados en la
tradicion iniciada por Conceptografia. Entre estas razones esta la que elabora Tarski
(1983b) para mostrar la insuficiencia de los sistemas formales a /a Hilbert para dar cuenta
de la relacién de consecuencia logica. La opinion generalizada es que la nocidon de forma
operante en los sistemas formales deductivo-semdanticos o lenguajes formales interpretados
es heredera de la nocion de forma empleada por Frege en Conceptografia. Sin negar lo
anterior, aqui sugiero que la nocion de forma operante en los lenguajes formales
interpretados también es heredera, en un grado que hace falta valorar, de la nocidon de forma
que utiliza Hilbert. Para ello no so6lo tomo en cuenta que en los lenguajes formales
interpretados la forma de una expresion es la encargada de determinar la formacion y la
interpretacion de esta expresion; que esta forma es definida recursivamente y representada
al nivel metalingiiistico como una entidad combinatoria finita. También apelo al sentido de
formalidad introducido por los sistemas formales desarrollados por Hilbert segun el cual los

sistemas de axiomas son libremente interpretables. Y sugiero que este sentido de



65

formalidad reaparece en los lenguajes formales interpretados en la posibilidad de
reinterpretar multiplemente el vocabulario no-logico de las expresiones de este lenguaje.
Notoriamente, ambos sentidos de formalidad son herederos de una nocién algebraica
antecedente. La leccion que extraigo de este resultado es que la nocion algebraica de
formalidad, sistematizada ya en los sistemas formales de Hilbert, permite clarificar el
sentido en el que es formal el sistema logico de Conceptografia. Presumiblemente, la
concepcion de formalidad introducida por los lenguaje formales interpretado integra
sistematicamente dos de los aspectos fundamentales de esta nocion que Frege y Hilbert
respectivamente ponderaron: su generalidad y su independencia de contenido semantico.

La segunda dificultad para la nocion de forma logica de Hilbert proviene del
objetivo de la formalizacion segun el cual esta nocion debe permitir probar la consistencia
de una teoria —recursivamente axiomatizada y completa,” a partir de las matematicas
finitistas. La imposibilidad de alcanzar este objetivo significo el fracaso del proyecto
fundacionista de Hilbert y con ello, la inoperancia de la nocion de forma aqui en juego. Sin
embargo, al aceptar el respaldo epistémico de esta nocidén es posible liberar a los sistemas
formales del requisito de consistencia estipulado por Hilbert. Asi, el caracter
cognitivamente elemental de la nocién de forma se afirma como responsable de la
confiabilidad epistémica de estos sistemas. No obstante, esta via plantea un nuevo problema
para el concepto de forma logica. Al perder las restricciones que el fundacionismo de
Hilbert imponia sobre la nocion de forma al nivel metatedrico, existe el riego de trivializar
esta nocion al entenderla ahora como el resultado de la aplicacién de cualquier conjunto de
reglas que definen un proceso recursivo. En la conclusion de este documento adelanto una

posible solucion a este segundo problema.

3% Véase nota anterior.
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5.1. Conceptos de formalizacion, formalidad y forma
A partir del proyecto de formalizacion de Hilbert la formalizacion de una teoria
axiomatizada se entiende como un proceso para generar una estructura formal. Una
estructura formal tiene la propiedad de ser estructura deductiva y estructura concreta. Es
estructura deductiva en cuanto que las relaciones bésicas entre sus féormulas son derivadas a
partir de los axiomas de dicha estructura formal y a través de las reglas de deduccion de
esta estructura. Desde una perspectiva metateodrica, esta misma estructura formal es una
estructura concreta: es el patron de relaciones sintacticas entre los signos del lenguaje
empleado en la obtencion de la estructura deductiva. Pretendidamente, dicho patrén no es
sino una entidad combinatoria finita y como tal, es susceptible de ser caracterizado
completamente por el sistema de axiomas de las matematicas finitistas.”” A partir de esta
nocion de formalizacion, la formalidad se entiende como una propiedad de las formulas de
una estructura formal. Esta propiedad depende de la definicidon recursiva de los procesos de
formacion y de deduccion de las formulas en la estructura deductiva y es tratable en la
estructura concreta por las matematicas finitistas en tanto que metateoria de las estructuras
formales. Ser formal es entonces ser un objeto finitista i.e. un objeto del dominio
caracterizable por las matematicas finitas ssi éstas son la metateoria de una estructura
formal: “[L]os objetos del finistismo estan caracterizados como objetos formales los cuales
son generados recursivamente por un proceso de repeticion” (Zach, 2006, p. 421).

En este marco la forma logica es lo que da lugar a un objeto formal: la forma da
lugar a una formula dentro de una estructura formal tal que dicha formula es un objeto de la
metateoria del sistema, a saber, un objeto finitista. La forma de un objeto formal depende

de las reglas de formacion y de deduccion asi como de los axiomas a partir de los que es

0 Vi. Apéndice B.
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derivada una estructura deductiva. La forma de una férmula es el conjunto de relaciones
formales que producen dicha formula en una estructura formal.*' Esta forma es explicitada
a través de la formalizacion del proceso de formacion y de derivacion de una féormula en la
estructura deductiva de una estructura formal; y es estudiada como un objeto finitista en la
estructura concreta. La respuesta a la pregunta acerca de qué tiene de 16gica la forma logica
es que la forma de una férmula en una estructura formal ‘tiene de l6gica’ un conjunto de
relaciones formales que depende de las reglas de formacion, de derivacion y de los axiomas
de una estructura formal. Esta nociéon de forma responde, primero, al criterio constructivo
de objetividad extraido de la epistemologia de las matematicas de Kant; y segundo, al
supuesto de que los procesos de formacion y de deduccion de las formulas en una
estructura formal pueden describirse como procesos recursivos a través un sistema de
signos definido recursivamente.

Para concluir, quisiera sefialar el alcance que el concepto de formalidad de Hilbert
ha tenido en nuestra manera de entender esta nocion dentro de la 16gica. Mi propdsito es
plantear la motivacion que el proyecto semantico de la forma logica® tiene a partir del

concepto de formalidad desarrollado por Hilbert.

5.2. Formalidad en Frege, en Hilbert y después de Hilbert

En la exposicidon precedente he argumentado que la nocion de formalidad de Hilbert tiene
como antecedentes la nocion de forma de Kant y la nocion de formalidad algebraica. Una
manera de entender la nocion de forma logica de Kant es diciendo que la forma (de un

concepto) es logica en el sentido de que es una regla dada por nuestro entendimiento que

*! Las relaciones formales son relaciones definidas totalmente por las reglas de formacién de las formulas y
por las reglas de deduccion de las mismas a partir de un sistema formal de axiomas.

*2 El proyecto que pretende dar cuenta del significado lingiiistico de las expresiones del lenguaje natural
apelando a la forma logica de tales expresiones.
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determina la formacién de una representacion capaz de ‘armonizar’ una diversidad de
intuiciones posibles (Kant, 2001, A 68, A 244 y B 306). En particular, la forma logica de
los conceptos aritméticos es el resultado de una tarea cognitiva realizada a priori que da
lugar a la intuicion del patron de relaciones espacio-temporales por el cual tenemos acceso
a un objeto de una experiencia posible (2001, A 724, B299-300, B741). Al permitir este
acceso la forma confiere objetividad a los conceptos aritméticos. De acuerdo con la
interpretacion que he presentado, Hilbert pretendio capturar la objetividad asociada con la
intuicion de este patron a través del finitismo. Hilbert incorpor6 ademas en su investigacion
fundacionista una nocién de formalidad entendida como un modo de razonamiento que
utiliza expresiones lingiiisticas pero ‘sin adhesion a una interpretacion esencial’ de estas
expresiones (Detlefsen, 2002, p. 291). El origen algebraico de esta nocion fue reconocido
abiertamente por el propio Hilbert (1993, pp. 101 y 103).

En el proyecto de formalizacion de Hilbert, el aparato deductivo del sistema de
Conceptografia fue puesto al servicio de esta nocion de formalidad algebraica y supeditado
a la nocién de objetividad anterior. En el capitulo uno argumenté que el sistema de
Conceptografia fue disefiado para responder a una nociéon de formalidad entendida como
‘generalidad maxima’ de las verdades de la ldogica, pero en contra de la nociéon de
formalidad segiin la cual las expresiones formales carecen de contenido semantico.
Asimismo defendi alli que detrds de este sistema estaba la conviccion de Frege de que el
trabajo de la logica podia realizarse a través de las estipulaciones sintacticas y semanticas
del sistema de Conceptografia.*> Notoriamente, en razon de esta conviccion el sistema de
Conceptografia colocd las bases de un sistema de signos en el que las expresiones

legitimamente formadas del sistema son definidas recursivamente.

# Vease nota 5.
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A partir de los resultados obtenidos por Hilbert, he planteado la hipotesis de que si
la conviccion de que el lenguaje puede hacer el trabajo de légica condujo a un lenguaje
recursivo, toda vez que para Hilbert la recursividad captura la objetividad asociada con los
procesos constructivos, entonces la definicion recursiva del ‘lenguaje de la logica’ en
Conceptografia revela el reconocimiento tacito de que los procesos de formacion y de
derivacion de las expresiones son procesos constructivos.** Sin embargo ni Frege ni Russell
habian puesto en primer plano la elementalidad cognitiva de los procesos recursivos y su
relacion con los procesos deductivos como si lo hizo Hilbert. Fue este ultimo quien con
base en el criterio constructivo de objetividad de Kant, integr6é abiertamente la objetividad
asociada con los procesos recursivos en una nociéon de formalidad. El proyecto de
formalizacion de Hilbert tuvo el fin de modelar la elementalidad cognitiva misma asociada

con la recursion para legitimar la introduccion de los objetos matematicos.

5.2.1 Libre interpretacion de los sistemas formales

De acuerdo con el concepto de formalizacion de Hilbert un objeto formal de la metateoria
de una estructura formal que resulta de un proceso recursivo y que en esa medida, puede ser
descrito por medio de la aplicacion de induccion matematica elemental. Por consiguiente,
las propiedades de los objetos formales como ser una formula, ser un axioma, ser una
demostracion o ser un teorema, son todas también formales i.e. resultado del proceso
recursivo de su generacion. Por lo que la investigacion metateorica de los sistemas formales
es el estudio de los procesos a través de los cuales los signos se combinan para generar
secuencias finitas de signos y con ellas, otras secuencias finitas (Giaquinto 2002, p. 150).

En otras palabras, en virtud de que un sistema formal es el resultado de la aplicacion de

* Es remarcable que para Frege —y también para Russell, esta caracterizacion del lenguaje de la logica fue
compelida por la manera en la que mas fielmente pueden registrarse las demostraciones matematicas.
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metodologia recursiva, el patron sintactico de un objeto formal es una entidad combinatoria
finita y como tal, un objeto posible de una investigacion metateorica finitista. Este estudio,
pretendidamente, no deberia pedir mas que la aplicacion del principio de induccion
matematica sobre la complejidad de las secuencias finitas de signos.

El enfoque metateorico adoptado dentro de la investigacion fundacionista de Hilbert
se concentro en los objetos formales y las relaciones entre €stos y las matematicas finitistas.
En cambio de acuerdo con Badesa (2004), la perspectiva metatedrica planteada en el
contexto de la 16gica algebraica respecto a los lenguaje formales™ se enfocé en la pregunta
por la relacion entre el lenguaje formal y los dominios de satisfaccion de sus formulas
(2004, pp. 51 y ss). Pero el que ambos enfoques sean distintos no significa que se
contrapongan. Si en ambas investigaciones el lenguaje es formal o parte de un sistema
formal en el sentido que ‘formal’ tiene de acuerdo con esta exposicion, entonces estas
investigaciones son al menos compatibles. Sin embargo, historicamente sabemos que estos
dos enfoques metateéricos fueron contrapuestos. Entre las criticas mas contundentes en
contra de los sistemas formales ‘tipo Hilbert’, H, esta la de Tarski (1983b) segun la cual
estos sistemas son inadecuados para tratar con nociones como la propia relacion de
consecuencia logica. La razon aludida es que los sistemas H son incapaces de dar cuenta de
los aspectos semanticos involucrados tanto en ésta como en otras relaciones y propiedades
logicas. El método de introduccion de conceptos semanticos creado por Tarski (1983a)
pretendia superar esta y otras carencias.

La semantica ahora estandar permitid no obstante complementar a los sistemas

formales H por medio de la incorporacion de (definiciones de) conceptos semanticos. Voy a

* Badesa enfatiza que para tener el concepto de un lenguaje formal hay que percatarse ‘de la estructura
recursiva de las formulas del lenguaje’ (Badesa 2004, p. 62).
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llamar a estos sistemas formales HT.*® Pero la integracién de los sistemas HT no significo,
necesariamente, el abandono del presupuesto acerca de la elementalidad de las facultades
cognitivas involucradas en un proceso recursivo sobre el que descansa la nocidén de
formalidad de Hilbert. Una razon para pensar que los sistemas H7 no son ajenos a la nocion
de forma de Hilbert estd en la tesis de Badesa (2004) acerca de que uno de los primeros
resultados de lo que se convertiria en la Teoria de Modelos surgié en el contexto de la
logica algebraica. En esta tradicion, al menos a partir de Boole (1982), la validez de un
resultado formal, representado por medio de una expresion con cierta forma sintactica
canodnica, deberia alcanzarse independientemente de la interpretacion de esta expresion.
Como he argumentado, el proyecto de formalizacion de Hilbert recupera la nocion
algebraica de formalidad en la idea de que es posible obtener resultados acerca de las
propiedades de los sistemas formales de axiomas y las relaciones entre éstos
independientemente de la interpretacion de los axiomas. En la propia tradicion de la logica
algebraica, aquella nocion de validez formal antecedi6 a la pregunta por las interpretaciones
posibles de un lenguaje formal. Finalmente, los sistemas HT introducen una nocion de
formalidad segun la cual el lenguaje de un sistema formal es libremente interpretable. Esta
nocion de formalidad es atin considerada como:

una de las fortalezas de la logica matematica contempordnea y un soporte principal

de las matematicas en general (Shapiro, 2005, p. 441).
Desde esta postura es deseable que un sistema logico, H o HT, en tanto que formalmente

adecuado, carezca de restricciones para la interpretacion de sus formulas. Shapiro (2005)

46 Paradigmaticamente, con la incorporacion de la semantica formal estandar, entendemos estructura en su
definicion dentro de la teoria de conjuntos: una tupla conformada por un dominio no vacio de objetos, el
conjunto de funciones y/o relaciones definidas sobre este dominio; asi como el conjunto de elementos
destacados de este mismo dominio.
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argumenta que esta concepcion de formalidad introduce el sentido algebraico de esta
nocion. Tanto Shapiro (2005) como Detlefsen (2005) concuerdan en que en los sistemas
formales de Hilbert es sistematizada esta nocion algebraica de formalidad. Soélo que
Detlefsen afiade que esto se debe a que Hilbert permite operar l6gicamente con los signos
de un aparato formal sin considerar en ello ninguna clase de contenido semantico. Ferreiros
afirma que la nocion de formalidad entendida como la libre interpretacion de los sistemas
formales fue introducida por los sistemas H (2001, p. 469). Awodey y Reck (2002)
reconocen por su parte que la formalidad de un lenguaje formal esta en la posibilidad
‘considerar un amplio rango de interpretaciones’ (2002, p. 11). Por lo que cabe sugerir que
la nocion de formalidad introducida por los sistema H7, de acuerdo con la cual un lenguaje
formal o con mayor precision, el vocabulario no-logico de una lenguaje formal es
libremente reinterpretable no es ajena a la nocion de formalidad de Hilbert.

Frege, por su parte, manifestd abiertamente su rechazo a una concepcion de forma
independiente de todo contenido semantico; Russell hizo lo propio respecto a la concepcion
algebraica de los sistemas 16gicos como multiplemente interpretables.”’ Frente a estas dos
posiciones que resumen parte de los resultados que aqui he presentado, cabe reconsiderar la
version ampliamente aceptada de que la semdntica alin estandar opera con una nocion de
forma heredera de Conceptografia, es decir, con una nocion de forma como generalidad. La
vigencia de esta postura y la de Shapiro antes mencionada constata que el caracter formal
de Conceptografia no es agotado ni por la nocion de generalidad de Frege ni por la nocion
algebraica de formalidad de Hilbert. Los sistemas formales interpretados abren una nueva

perspectiva desde la cual evaluar en qué sentido es formal el sistema de Conceptografia. La

" En el caso de Frege remito al lector al capitulo 1 de este documento. Para el caso de Russell, a las notas no.
29 y no. 30, también de este documento.
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respuesta que perfilo es que la generalidad necesaria para explicar la validez de una
inferencia y con ello, la aplicacion universal de la l6gica, es formalmente tratable via la
nocion algebraica de formalidad sistematizada por Hilbert. Es mérito de Tarski (1982a) el
haber mostrado lo anterior al reunir ambos aspectos en una sola nocién de formalidad.
Cudles sean las ‘fortalezas’ de esta nocion dependen de la funcidon que cumplen los
sistemas formales interpretados en la introduccion de conceptos matematicos. La
evaluacion positiva de estas ‘fortalezas’ se traduce en la adhesion al proyecto 16gico de la

forma légica y motiva su extension a través del proyecto semantico.

5.3. ¢, Por qué conservar el concepto de formalidad de Hilbert?
De acuerdo con el criterio de objetividad del que depende el concepto de formalidad de
Hilbert, los objetos generados por recursion gozan de un tipo de evidencia que los hace ser
especialmente confiables para operar con ellos (Sieg 1999, p. 31 y Giaquinto 2002, pp. 156-
7). El supuesto de que las demostraciones matematicas son logicamente analizables a través
de un lenguaje recursivo aparece tacitamente en la Conceptografia. Para Hilbert, este
supuesto es entendido en términos de una relacidon entre los procesos de formacion de las
expresiones dentro de un sistema formal y ciertos procesos cognitivos elementales. En
virtud de esta relacion, la evidencia de la que gozan los procesos de formacién dentro de un
sistema formal es intuitiva y autoconvincente. De acuerdo con la exposicion que he hecho,
el finitismo es el modelo teorico de esta evidencia: En el finitismo la intuicion de un objeto
aritmético, en los términos expuestos por Kant, es aproximada a través de la introduccion
de un objeto formal por métodos recursivos.

Hilbert buscé extender las ventajas epistémicas asociadas con la recursion fuera de

los limites de la intuicion a través de una nocidén de formalidad. Para ello sistematizé un
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lenguaje recursivo, propuso una metateoria de este lenguaje y con ello, abri6 la posibilidad
para establecer relaciones entre estructuras formales. Cabe preguntarnos si como lo propuso
Hilbert, la demostracion de la consistencia-real de una teoria recursivamente axiomatizada
es la manera de adecuar la formalidad a las condiciones de objetividad asociadas con la
recursion. Y si por consiguiente, a falta de esta demostracion, esta nocion de formalidad es
incorrecta.

Los sistemas formales desarrollados por Hilbert nos plantean que (i) la recursion es
confiable por el respaldo que recibe de la elementalidad de las facultades cognitivas
involucradas en su realizacidn; (ii) en un sistema formal la forma légica de una expresion
es explicitada por la sintaxis del sistema como resultado de un proceso recursivo; y (iii) en
virtud de lo anterior, la forma ldgica de una expresion es en la metateoria del sistema una
entidad combinatoria finita. Por otra parte, la consistencia es una propiedad de los sistemas
de axiomas y su relacion con la confiabilidad de los procesos recursivos es lo que estd en
cuestion. Si (i)-(iii) son razones para admitir que la nocion de formalidad de Hilbert
recupera la confiabilidad de los procesos constructivos introducida por Kant,* la pregunta
es si esta confiabilidad debe supeditarse al criterio que legitima un sistema de axiomas y si
¢éste criterio es la consistencia; en caso de que lo sea, debemos cuestionar si dicha
consistencia requiere demostrarse en los términos estipulados por Hilbert. Una respuesta
afirmativa a esta serie de cuestiones conduce a negar que el concepto de formalidad en
juego capture la confiabilidad de los procesos recursivos. Sin embargo, el rechazo de la
posicion fundacionista de Hilbert libera la confiabilidad de estos procesos del requisito de

consistencia en los términos establecidos por Hilbert.

* Una pregunta previa es por supuesto si tenemos razones para conservar la nocion de objetividad de Kant
aqui en juego.
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De acuerdo con la posicion fundacionista de Hilbert, la existencia de un objeto
matematico se garantiza formalmente por las relaciones formales entre la teoria de dicho
objeto y la matematica finita; en particular, porque la consistencia-real de dicha teoria se
sigue formalmente de la consistencia de la matematica finita. Stenlund (2009) sefiala que
esta posicion fundacionista presupone que las matematicas son una ciencia deductiva
unificada a partir de un centro ontologico. Pero la practica matematica reciente hace
implausible mantener tal unidad (2009, p. 501). Ante lo cual, la posicion fundacionista de
Hilbert es al menos cuestionable. No obstante, la pérdida de este centro ontoldgico no
cuestiona (i)-(iii), en particular no cuestiona el caracter cognitivamente elemental de los
procesos recursivos que ‘fundamenta’ la nocidon de formalidad de Hilbert. Aunque esta
pérdida si cuestiona el papel de la forma logica para garantizar la existencia objetiva de los
objetos matematicos y justificar la objetividad de conocimiento matematico. En particular
el riesgo que ahora corre la nocion de forma de Hilbert es el de trivializarse como el
resultado de cualquier proceso recursivo. Este es el problema que dejo abierto. Aunque
como parte de las conclusiones de este documento ofrezco una soluciéon posible. Esta

solucion depende de la viabilidad del proyecto semantico de la forma logica.
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Conclusion

El comentario con el que finalizo trata de las motivaciones que el proyecto semdantico de la
forma logica tiene a partir del proyecto de formalizacion de Hilbert.

El problema planteado por la tradicion semanticista iniciada por Tarski de que la
nocion de formalidad de Hilbert es insuficiente para definir la relacién de consecuencia
logica es al menos, debilitado con la introduccion de la nocion de formalidad como la libre
interpretacion de los sistemas lo6gicos. Sin embargo, esto no resuelve el segundo problema
planteado para esta nocion. Se trata de repensar el papel que la forma logica tiene una vez
que es rechazada la posicion fundacionista enarbolada en el supuesto de unidad de las
matematicas como una ciencia deductiva. Tras el rechazo de esta posicion fundacionista
Jtiene aun la forma légica un papel en la justificacion de la objetividad del conocimiento
matematico? O peor aun ;qué evita que esta nocion se trivialice al resultado de cualquier
proceso recursivo? Evidentemente parte de nuestra respuesta dependera de la posicion que
tomemos al respecto de si la objetividad del conocimiento matematico requiere justificarse.

En lugar de proseguir en esta linea, pido que consideremos que, con la
incorporacion de la semantica estandar a los sistemas formales de Hilbert y tras el rechazo
de la posicion fundacionista de este ultimo, es todavia cierto que la forma légica de una
expresion dentro de un sistema formal determina los procesos de formacion y de
interpretacion de esta expresion; y lo hace de modo tal que estos procesos aceptan una
descripcion como procesos recursivos. Este concepto de forma logica sirve de base al
proyecto logico. De acuerdo con este concepto, la sintaxis y la semantica de los sistemas
formales son tales que las expresiones en un sistema formal son construidas a través de una

serie finita de pasos cada uno de los cuales estd asociado con cierto valor semantico.
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Tradicionalmente, esta propiedad de la sintaxis formal y de la semantica formal ha sido
reconocida al declarar que los lenguajes formales surgidos en el marco de estos sistemas
formales son composicionales. En una primera aproximacion, digamos que un lenguaje
composicional es aquel en el que el valor semantico de una expresion compleja de este
lenguaje depende del valor semantico de todas y cada una de las partes constituyentes de
esta expresion y del modo de combinacion sintactica de estas partes.

Ahora bien, de acuerdo con las bases epistemoldgicas de estos sistemas formales, la
recursion es confiable en tanto que recupera la objetividad de los procesos constructivos.
Esta es una razén para argumentar que el concepto de forma logica definido por Hilbert
sobre una base recursiva, introduce la confiabilidad de la recursion dentro del proyecto
logico en tanto que determina la composicionalidad de los lenguajes formales. En la medida
de que la objetividad de los procesos constructivos esta respaldada por la elementalidad de
las facultades cognitivas involucradas en la ejecucion de estos procesos, es plausible
plantear la hipotesis de que estas mismas facultades se ejercen cotidianamente a través del
lenguaje natural. Esta hipdtesis motiva la propuesta de dar una explicacion formal de los
aspectos que integran a los lenguajes naturales. El proyecto semantico de la forma logica se
inscribe en esta propuesta y como tal, estd acotado por el criterio de objetividad al que
obedece el proyecto logico. Esto significa al menos que el proyecto semantico estd
comprometido con la defensa de la composicionalidad del lenguaje natural.

En conclusion, la hipotesis de que las capacidades cognitivas que respaldan la
confiabilidad de los métodos formales se ejercen ampliamente a través del lenguaje natural,
conduce a proponer al proyecto semantico de la forma loégica como una extension del
proyecto logico. Por esta razon, el proyecto semantico de la forma logica es viable bajo la

defensa de la hipotesis de que en virtud de la forma légica de sus expresiones, los lenguajes
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naturales son composicionales. Ademas, la restriccion de la forma logica a la definicion de
gramadticas composicionales actua también como un limite que impide trivializar esta
nocion: No cualquier conjunto de reglas que definen un proceso recursivo dan lugar a una

forma logica, sino sélo aquellas que conforman la gramatica de un lenguaje composicional.
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Apéndice A
Aritmética primitivo-recursiva

Formalizacion de la aritmética de los nimeros naturales suficiente para expresar cualquier
funcién primitivo-recursiva en el marco de una teoria logica que incluye a todas las
tautologias. Su invencion es atribuida a Skolem (1923).* Torretti (1998) afirma que fue
esta teoria la que Hilbert y su escuela retomaron como paradigma de las matematicas finitas
(1998, pp. 211 y ss.). No obstante, Zach (2003) afirma que la evidencia disponible sugiere
que la recursividad primitiva a la que Hilbert y sus seguidores cercanos pretendieron
restringir la metodologia finitista, es resultado de un desarrollo propio e independiente de la
obra de Skolem (2003, p. 220 y nota no. 23).

Lenguaje de la aritmética primitivo-recursiva

Un nimero infinito numerable de variables x, y, z,...variando sobre los niimeros naturales.
Un numero infinito numerable de variables proposicionales p, g, 7,...
Conectivas proposicionales —, ~, A, Vv, <>
El simbolo de identidad =
El simbolo constante 0
El simbolo de sucesor: §
Simbolos para cada funcion primitivo-recursiva
En especial se incluyen los simbolos de la suma y el producto: +y -
Paréntesis ()

Axiomas ldgicos

1. A—> (B — A

2. 4—» B—=0C)—=(4—B)—(d—-0)
3. > B—-C)—>B—->AU—0)

4. (A—B)— (~B—~A)

5. ~A—B

6. A—~A

Axiomas para la identidad
1. x=x
2. xX=y—y=x
3. (k= Aly=2) > (x=2)

Axiomas aritméticos
1. ~(S(x)=0)
2. Sx)=S(y)—x=y
Esquema para la definicion de funciones primitivo-recursivas
@(0, by,...,by) = a(by,...,by)
o(S(a), by,...,by) = b(a, ¢(a), b,...,by)

* Skolem, T. (1923) "The foundations of elementary arithmetic" in Jean van Heijenoort (trad. y ed.). (1967)
From Frege to Godel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879-1931. Harvard University Press, pp. 302-
33.
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donde a(by,...,by) sélo contiene las variables by,...,by, y b(a, c, by,...,by) solo contiene las
variables a, ¢, bi,...,by; y en donde ni a ni b contienen al simbolo ¢ ni a ninglin otro simbolo
de funcion que no haya sido definido con anterioridad. (Zach 2003, p. 220)

En especial se definen las funciones suma y producto

x+0=x
x+8(p) =Sx+y)

x-0=x
x-S(p) =xy+x

Regla de induccion (en lugar del esquema de induccion)

o De ¢(0)y p(y) — ¢S(x), deduce ¢(y) para cualquier formula @(x).
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Apéndice B

Sistema de axiomas de la aritmética finitista (Ackermann 1924)*°

A— (B—A)

(4 —(4—B)) = (4—B)

(A= (B— C) = (B— (4 — O))
B—=>C)—=(Ad—=B)—>A—0)
(AAB)— A4

(AAB)— B

(4 — (B— (4 AB))

A— (A v B)

B—(AVvB)

10. A=>0O—=>(B->0—=(4vB)—0)
1. A4A—(~4—B)

12. (4—B)—((~4— B)—B)

13. a=a

14. a=a— (A(a) — A(D))

15. ~(a+1=0)

16. ~(a=0)— (a=0(a)+1)

PN R WD =

e

Nota: 0 es una constante funcional definida por
5(0)=0
d(a+1)=a

Reglas de inferencia
1. Modus ponens: De A y @ — 18 se infiere 8.
2. Sustitucion: Si @ es un axioma y x es una variable cualquiera, se infiere de & la
formula que se obtiene reemplazando uniformemente x en @ por la expresion
apropiada de acuerdo con el parametro sintactico de x.

Esquema de definicion para funciones recursivas
§0(O, bla' . -,bn) = a(bl’- . '5bn)

o(S(a), by,...,bn) =b(a, ¢(a), by,...,by)

en donde el término a(by,...,b,) solo contiene las variables by,...,b,, y = b(a, ¢, by,...,b,)
solo contiene las variables a, ¢, by,...,by; y en donde ni a ni b contienen al simbolo ¢ ni a

ningln otro simbolo de funcién que no haya sido definido con anterioridad (Zach 2003, p.
220).

>0 Ackermann, W. (1924) ‘Begriindung des “tertium non datur” mittels der Hilbertschen Theorie der
Widerspruchsfreiheit’, Disertacion, Universidad de Gottingen. (Citado en Torretti, 1998 y Zach , 2003).
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Apéndice C
Teorias matematicas ideales

El programa de Hilbert las teorias matematica debian introducirse una por una empezando
por la teoria de nimeros elemental o la aritmética primitivo-recursiva, para continuar con
las teorias ideales, por ejemplo, la aritmética de segundo orden, Z, y a continuacion, ZFC.
Para poder introducir ZFC después Z,, Z, debia probar la consistencia de ZFC.

I. Axiomas de la aritmética de segundo orden Z,

8.

1
2
3.
4.
5
6
7

x+1#1;

X#y—=x+1zy+1;

XFy+D=x+y+1

x-1=x;

X-(y+rD=x-y)+x

Vxxe X yeX|o [X=7Y];

IXVyly € X & w(y)] donde w es cualquier formula del lenguaje sin la variable libre
X;
leXAVx[xe X—x+1 e X] ->Vx[x e X].

I1. Axiomas de la Teoria de Conjuntos ZFC

1.

2.

Extensionalidad
Vzlzex<>zey|l—>x=y
Union
JuVyly e u>(Iz € x) [y € z]]
Conjunto Potencia
IpVyly e p> (Vz € y) [z € x]]
Esquema de Reemplazo
Vx3zVy[p(x, y) — VdIrvyly € r <> (3x € d)o(x, y)]

La formula ¢ puede contener variables libres distintas de x e y pero no las variables
d,roz.
Infinito

Js[FAx[x e s]A(Vx e s)Ty es)Vzlzey<> (zexvz=x)]]

Regularidad
Py e x] - By e (V2 €)) [z ¢ 2]
Eleccion
{[(Vyez)Fzlzey]AVyztlyexnzexAnteyntez—y=z|}
—3s(Vy e x)ItVu[(u e y Au € s) > u=1)]
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Apéndice D
Ejemplo de un sistema formal del ‘célculo funcional restringido’

En (Hilbert y Ackermann, 1928), Hilbert y Ackermann ofrecen varios ejemplos de sistemas
formales. Aqui retomo los componentes basicos de un sistema que reconoceriamos como
de primer orden. De acuerdo con Raatikainen (2003), cuando Hilbert en su proyecto
fudacionista habla de preservar la validez de los principios de la logica clésica, en realidad
esta pensado en preservar los principios de la légica de predicados de primer orden hoy
estandar.

a. Variables proposicionales X, 7,...
b. Variables de objeto x, y,...
c. Simbolos de relacion F(), G(),...
d. Conectivas: vy —. (X — Y significa =X v Y.)
e. Cuantificadores: V y 3. (En el original ‘(x)’ para ‘Vx’ y ‘(Ex)’ para ‘3x’)
f. Axiomas:
17. XvX - X
18. X—>XvX

19. XvX -YvX
20 X—>YV)—>[ZvX—>ZVvY]
21. Vx F(x) — F(x)
22. F(x) — 3x F(x).

g. Reglas de inferencia:
Regla de sustitucion.

Modus ponens
¢— y(x)

@ — Vx y(x) (Si x no ocurre libre en @)
Yx) — ¢
Ix Yx) — ¢
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