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Introduccion

El estudio de las series ha sido parte fundamental para el desarrollo del Célcu-
lo y las Matematicas en general. Desde hace mucho tiempo, varios matematicos
se han dedicado a explorar sus propiedades, como por ejemplo a acotarlas, a
compararlas, a decidir su convergencia o divergencia y por supuesto a darle solu-
cién a muchas de ellas. Sin embargo, también existen muchas series de las cuales,
aunque se sabe que convergen, no se conoce su valor atin en nuestros dias a pesar
de toda la poderosa herramienta matematica que se posee en la actualidad.

Alrededor del mundo, matematicos de gran fama y renombre tales como Euler y
Bernoulli -por citar algunos- han encontrado resultados asombrosos e importantes
dentro del estudio de las series, los cuales dan principio a pruebas o teoremas mu-
cho méas complejos e interesantes. Algunos de estos resultados demuestran que
las series no solo estan ligadas al Célculo, sino también a diversas areas de la
Matematica como por ejemplo, la Variable Compleja y el Anélisis de Fourier por
mencionar sélo algunas. En estas dreas su uso es pieza fundamental para su de-
sarrollo y también para probar muchos teoremas ttiles.

Es por esto y muchas otras cosas que la investigacion y los resultados nove-
dosos en el estudio de las series no ha concluido, han sido muchos los anos y por
supuesto, muchos matematicos que se han dedicado a hacer investigacion sobre
ellas, pero atun asi, todavia faltan muchos anos de trabajo los que se les tiene que
invertir para descubrir todo lo relacionado a las series.

Tenemos que mencionar que las series son también usadas en otras areas, no
s6lo en la Matematica, sino también son de uso frecuente en Fisica, en Quimi-
ca, en Actuaria, en Psicologia, etc. para resolver problemas con planteamientos
diferentes al que los matematicos estamos acostumbrados a realizar.

Hemos mencionado ya la importancia de las series, pero este trabajo se enfo-
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ca a un problema muy famoso, el Problema de Basilea, asi que a continuacién
resumiremos la estructura en general de esta tesis.

En el Capitulo 1 se expone el origen del Problema que le di6 nombre a esta
tesis, asi como también, los trabajos que realizé el maestro de todos nosotros,
es decir Euler, para aproximar y solucionar casos particular de dicho problema.
En el Capitulo 2 se desarrollan varias pruebas para el primer caso particular del
problema resuelto por Euler. Estas pruebas son recientes, en su planteamiento y
solucién se usan diversas ramas de la Matematica. Finalmente en el Capitulo 3
se soluciona el Problema de Basilea para todo nimero par y se encuentra una
relacion asombrosa entre la probabilidad y la serie del caso paticular de Basilea,
asi como también otros resultados interesantes. En el Apéndice se mencionan y
se prueban resultados usados a lo largo de este trabajo, algunos teoremas solo los
mencionamos ya que no se considera necesaria su prueba para la finalidad de este
trabajo, sin embargo varios ejercicios que aqui se muestran son fundamentales
para entender la idea principal de esta tesis.

En principio, esta tesis esta dirigida a alumnos y profesores como material de
consulta, los conocimientos necesarios son los principios basicos de Variable Com-
pleja y Anélisis Matemaético. Sin embargo, el capitulo 1 y algunas de las pruebas
del Capitulo 2 sélo se utiliza Calculo Diferencial e Integral y por esto también
es recomendable para alumnos de los primeros semestres de cualquier carrera en
donde se estudie esta Materia.



Capitulo 1

El problema de Basilea

1.1. El origen

Muchos han sido los matematicos que se han sumergido en el estudio de las series,
ellos han encontrado y demostrado muchas de sus propiedades, sin embargo hoy
en dia existen problemas que no tienen soluciéon convincente. El presente traba-
jo tendra por objetivo ofrecer distintas formas de resolver un caso particular de
un famoso problema, el cual, se le conoce desde hace mucho tiempo como “El
problema de Basilea”, y que en su tiempo no tuvo una soluciéon que fuera
satisfactoria.

Empecemos citando a un famoso matematico llamado Jacob Bernoulli (1654-
1705), este amante de las series resolvié con exactitud muchas de ellas, entre las
cuales podemos mencionar algunas como:

o0

SE vk

k=1 k=1

wlk

A las cuales les di6 un valor exacto, estos son 6 y 26 respectivamente (ver A del
Apéndice).

Sin embargo, Bernoulli se encontrd frente a una serie que en apariencia no tenia
ningtin problema para obtener su resultado exacto, tal serie era:

1 ! ! 1.1
ka— +§+§+ R TR (1.1)
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Bernoulli ya habia trabajado tiempo atras con esta serie para el caso cuando
p = 1, por que ya se sabia con exactitud que esta serie era divergente (ver B del
Apéndice). Pero éste era un caso particular, entonces su siguiente objetivo fué el
caso cuando p = 2 para asi poder indagar en el caso general. El problema no
era reciente en la época de Jacob: varias décadas antes, matematicos destacados
ya habian trabajado sobre este caso (p = 2), entre ellos podemos mencionar a
Leibniz, pero ninguno de ellos logro resolverlo.

Entonces, retornando a Bernoulli, era su turno para tratar de obtener resultados
positivos, y por supuesto que los obtuvo, sin embargo no fueron totales, solamente
obtuvo progresos parciales, de tales progresos podemos mencionar los siguientes:

A partir de la desigualdad 2k* > k(k + 1), Bernoulli utilizando propiedades
bésicas de las desigualdades encontré que:

1 1
@Sk(kﬂ)
2
es decir:
1+1+1+...+i+...<1+1+1+...+;+...
4 9 k? - 3 6 @

Donde ya sabemos que la segunda suma telescopica converge, mas aun, sabemos
que 2 es el valor al que converge!. Bernoulli al notar esto, pensé acertadamente
que este valor era una cota para el problema original, es decir,

Y desde luego, esta serie es convergente por el criterio de comparacion (ver C del
Apéndice).

Como también tenemos que kip < % para todo p > 2, entonces, el razonamiento
anterior nos da la seguridad de que Zzozlk—lp tambien converge para p = 2,3,...,.

Lo anterior nos da un claro ejemplo que desde hace mucho tiempo ya se usaba
el criterio de comparacion para la convergencia de series con mucha naturalidad,
sin embargo, a pesar de utilizar esta herramienta tan 1til, Bernoulli no pudo dar
el valor exacto de la serie que estaba estudiando en esos dias.

Entonces, retomando lo anterior, el problema era obtener el valor exacto de:
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Bernoulli, al verse incapaz de resolverlo, escribié una célebre carta en donde pedia
ayuda a toda la comunidad matematica del mundo, la cual produjo con ella un
reto formidable. En la carta se lefa:

“Grande sea nuestra gratitud si alguien encuentra y nos comunica lo que hasta
ahora ha escapado a nuestros esfuerzos”

1.2. Aparece Euler

En el anio de 1731 un brillante joven matemaético suizo trabajaba ya a los 24 anos
de edad con el famoso Problema de Basilea para el caso cuando p = 2, es de-
cir, la ecuacién (1.1). Este joven llamado Leonhard Euler (1707-1783) naci6 en
Basilea al igual que su maestro, el hermano de Jacob Bernoulli.

A continuaciéon haremos un resumen breve de los trabajos realizados por Eu-
ler acerca del famoso problema de Basilea, tal resumen abaca desde el inicio en el
que aproxima el valo de la serie hasta llegar a explicar la forma en que encontré el
valor exacto de dicha serie.

A Euler, como a muchos matemadticos, se le ocurrié primeramente aproximar
el valor de la suma infinita 220:11%2 sumando algunos términos, lo cual sabemos
que queda lejos de aproximarse al valor exacto. Como ejemplo, podemos poner
los siguientes intentos:

1+ 5+ + 15 ~1.54977 (Esto con 10 sumandos).

1+ 14+ 15oo5 ~ 1.63498 (Esto con 100 sumandos).

143+ + 550005 ~1.64393 (Esto con 1000 sumandos).

Para enfatizar la idea anterior, no importa lo grande que pueda ser el nimero de
sumandos de la serie, el resultado no sera exacto salvo las dos primeras cifras del
numero, en pocas palabras, las aproximaciones no servian de mucho para el fin
que buscaba.

Sin embargo, Euler desarrollé otro método para dar una mejor aproximacion de
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(1.1), dicho método consiste basicamente en igualar dos expresiones previamente
determinadas. El mérito de Euler fué proponer dichas expresiones, las cuales se
derivan de la siguiente integral impropia:

I= /% _logl=1) (1.2)

t

Entonces, el gran truco de Euler fué calcular esa integral de dos formas diferentes,
método que usd para solucionar muchos problemas, asi que separemos estos dos
procedimientos:

(a) Para la primera forma, lo que hizo Euler fué sustituir log(l —¢) en (1.2)
por el desarrollo de su serie (ver E del Apéndice ) para luego integrar término a
término. Primero recordemos que el desarrollo de dicha serie es,

log(l—t)=(-t——=—=——— --+) para |t/ <1 (1.3)

Entonces Euler al sustituir (1.3) en (1.2) e integrando término a término, obtuvo
que:

% 22 23
= / 1dt+/ Ealt+/ t—dt+/ Dt
0

_ (! +1 12+1 13+1 14+ B
B 2 4 \2 9 \2 16 \2 B

<1 /1"
:Zy(§> (1.4)

k=1

A continuacién explicaremos la otra forma que Euler utilizé para aproximar la
serie estudiada.
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(b) Lo que hizo Euler fué sustituir z = (1 — ¢) en (1.2), es decir

7 — /2_log(1—t)dt:
0

t

2]
_ / ogde:
1 11—z

1

2
= / (1+z+22+2°4+---) log zdz =
1

3 3 3
= / log zdz+/ zlogzdz—i—/ z2log zdz + -
1 1 1

esto ocurre por que previamente sabifamos que:
1
= I+z+224+28 4244+ |2l <1
—z
Ahora se integrard por partes cada integral, para cualquier n, se tiene que:

1

3 Zn+1 ZTL+1 2
Z"log zdz = log 2 — ———
/1 g {nﬂ g <n+1>2}1

Teniendo esta féormula en su forma general, simplemente variamos la n, reagru-
pando los términos semejantes, factorizamos y tenemos:

2* 2? 23 23 2 2t
I = 1 — —1 - — —1 - — —1 ——)+...
{(zogz z)—l—(20gz 4)+(3 0g z 9)4—(4 0g z 16)+ ]
L2 3 2 3 3
— |a Sy o )= S o4 c L
[(ogz)(z+2+3+4+ ) (z+4+9+16+ )L (%)
esta expresion aun la podemos reducir més, de (1.3) sabemos que:
2 3 4
log(l—z)—<—z—%—%—zz—---> para |z| <1

es decir:
2223 2t
—log(l—z):(z+5+§+z—l—---) para |z| <1

sustituyendo esta igualdad en la identidad () tenemos que:
22 2 2

I = {(logz)(—log(l—z))—(z—l—z+§+ﬁ+"')}

= —(log(%))QvL(logl)(logO)—(%—F%—i—%—FH')—i—(l—i—i%—-")

N|=

1
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Llegamos a esta ultima expresion simplemente evaluando en los valores 1, % y rea-
grupando. Como podemos darnos cuenta se puede simplificar mas atn, sabemos
que:

y también que

1+2%+2%+2L4+ —il Ly’
2 4 9 16 N k2 \ 2

Asi que nuestra expresion simplificada es:
N> <1 /1\" <1
I=—{1 - — — | = log 1)(1 —
(102 (3)) > 5 (5) + o og0) + 3

Pero Euler descarté el producto (log0) (log1) ya que suponia que cero era su
valor, sin embargo esto lo podemos argumentar convincentemente utilizando el
Célculo Diferencial actual (ver E del Apéndice). Asi, tenemos:

= — (0] — J— JE— J— R
s\2 K2\ 2 2
k=1 k=1
Pero como —log (2) = log (%) por las propiedades de los logaritmos, entonces
finalmente tenemos que:

, =1 /1 X1
I =—(log2) ‘Zﬁ 5) T2 (1.5)
k=1 k=1

Ya teniendo estos dos valores para I, podemos igualar las identidades (1.4) y
(1.5), entonces nos queda que:

< 1 /1\" , =1 /1 X1
S(s) = -5 (5) X p
k=1 k=1 k=1
Simplemente despejando tenemos que:

| > 1(1)’“ )
Z—z — (=] + (log2)
N LAY

Y finalmente, sustituyendo la igualdad anterior, Euler llegé a:

o0 1 (o]
S =D ey + (log2) (1.6)
k=1 k=1
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Debemos aclarar que Euler no dié mucha importancia a varios detalles que de-
beria haber tomado en cuenta y que usé para llegar a (1.6), asi que trataremos de
mostrar las hipdtesis (de uno de ellos) que se deben cumplir para que funcionen
perfectamente en el andlisis que efectué Euler. Uno de ellos al parecer el mas
importante, es la integracién término a término de una serie infinita. Asi que esto
lo introduciremos como un paréntesis.

NOTA:
Como sabemos, para poder integrar una serie infinita es necesario que cada fun-
cion f, (no negativa) sea integrable sobre algin conjunto, digamos J = |a,b],

y si tambien Y f converge uniformemente a f entonces se cumple que: f;f =

Yo fab fn- Este resultado es muy conocido y usado en Analisis Real®

Asi que como pudimos darnos cuenta, en el procedimiento anterior realizado
por Euler, las series utilizadas cumplen® perfectamente las hipdtesis antes men-
cionadas, pero el maestro de todos los matematicos no podia argumentar
esto ya que la nocién de convergencia uniforme aparece tiempo después.

Entonces regresando a la expresién (1.6), Euler not6 que la serie
= 1
> e
k=1

converge rapidamente, y esto se debe a la presencia del nimero 2¥~1 en el de-

. sz <z , 2 . sz
nominador, ademés él también habia calculado (log2)” con una aproximacién de
varias docenas de cifras de decimales, asi que el resultado de Euler era:

=1
Z i 1,644934
k=1

Este resultado era mucho mas preciso que sumar muchos términos en la suma
original, sin embargo, a pesar de la admirable capacidad de Euler para realizar
laboriosos calculos y toda la herramienta que uso, este resultado solo era una sim-
ple aproximacién del valor exacto. Sin embargo, este resultado le ofrecié nuevas
herramientas con las cuales pudo hacer frente al problema original, el problema
que desafiaba al mundo.

Pero Euler sorprendié al mundo matemaéatico una vez mas ya que cuatro anos
después, por el ano de 1734, escribié con mucha felicidad lo siguiente:

212] pag. 406
3 La serie geométrica no converge uniformemente en [-1,1] pero si en [—a,a] Va € (0, 1) fija.
Lo mismo se puede decir de (1.3)
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“Sin embargo, he encontrado y contra todo prondstico, una expresion elegante
de la suma de cuadrados perfectos, esta depende de la cuadratura del circulo... .
He encontrado que seis veces la suma de esta serie es igual al cuadrado de la
longitud de la circunferencia de un circulo cuyo diametro es 17

Es decir, en notaciéon moderna, Euler se referia a la férmula:

2

=1
Y=
k=1

Desde esa época, esta simple formula se ha considerado una de las expresiones
matematicas mas maravillosas ya que involucra una simple suma de cuadrados
perfectos y el niimero 7. Al ver por primera vez esta expresion, muchos nos hemos
sorprendido bastante por los elementos, que sin ninguna relacion aparente, la
igualdad relaciona. Pero Euler demostré esta maravilla, asi que veamos su inge-
nioso razonamiento.

Antes de presentar su razonamiento, requerimos de dos observaciones impor-
tantes:

1. Si P(x) es un polinomio de grado n con raices ay, as, . . . a, distintas de cero
y tal que P(0) = 1, entonces lo podemos factorizar de la siguiente manera,

- (-2)(-2)6-2) - 6-2)

2. Lo que sigue es recordar el desarrollo de la serie de potencias del senx
alrededor del 0, el cual es:

[ T LA

senr = — —+—— =+ —F—"-

315 79l

Estos eran los requisitos previos en el que se basaba la demostracion de Euler,
sin embargo, su intuicion le llevé a creer que lo que se cumple para un polinomio
ordinario, se cumple también para un polinomio con una infinidad de términos, es
decir, supone que un polinomio con una infinidad de raices puede descomponerse
como un producto de factores al igual que un polinomio con un nimero finito de
raices. Cabe destacar que Euler nunca ofrecié una demostracién de esto, asi que lo
tomo como valido. Teniendo en cuenta esto, ya estamos preparados para conocer
la primera prueba que dié Euler al problema de Basilea.
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Teorema.

k26
k=1
Demostracién. Euler propuso lo siguiente:

I A R

Pla)=1-Sr+ o=t

y éste lo consideré como un polinomio infinito. Observemos que P(0)

Ahora, multipliquemos y dividamos a P(x) por z, asi tenemos:

8

2 4 6
1_$_+$__$__+_$__...
[ ] ] ]
P(:U) = 3! 5! 7! 9! —
a
13 x5 x7 Ig
_ Tomtmomta T
x
SeEnxT
x

(1.7)

=1.

Si P(x) = 0, entonces necesariamente senz = 0, y por lo tanto, podemos deducir
que x = + km para k = 1,2,.... Claramente z = 0 no es una raiz de P(z) ya que

P(0) =1.

Teniendo presente lo anterior, lo que hizo Euler enseguida fué proceder por ana-

logia para factorizar a P(x) de la siguente manera:

2 xt 28 8

Pl) = 1= o=t =

- (-9 (-5) -3 () 6-9) (- 5) -

x? x? x? x?
I R (I ) -
{ 7T2:| [ 4%2] { 9%2] [ 167r2]

(1.8)

Hemos llegado a obtener una férmula muy importante ya que Euler escribié a
P(z) de dos formas diferentes y despues iguald las suma infinita con un producto

infinito.

A continuacién, lo mas natural para Euler fué desarrollar el segundo miembro
de (1.8), ya que solamente necesitaba conocer el coeficiente de z2. Asi, obtiene
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que:

1 m2+x4 $6+x8 1+ 1 n 1 n
3l 579l w2 4r? 972 1672
Pero los coeficientes de potencias mayores a dos no sirven de mucho conocerlos
(por ahora), mds atn, en este momento son desconocidos para nosotros, sin em-

bargo para obeservar esto, es necesario saber muy bien a donde nos dirigimos.
Asf que Euler al tener (1.9) simplemente iguald los coeficientes de 2 y obtuvo que:

1 1 1 1 1
3 = ~ -+ + + N

+--->x2+--~ (1.9)

y para el final espectacular, de estas igualdades nos queda que:

PRI T O
49 16 G

1 2
Zﬁzf <
k=1

Tal como habia afirmado Euler, el problema de Basila habia sido resuelto.

es decir:

A pesar de las dudas que tenia Euler acerca de su demostracién, estaba confia-
do de haber solucionado el problema. Incluso propuso tiempo después soluciones
alternativas para demostrar este teorema, estas demostraciones mas rigurosas
segun su criterio. Sin embargo hoy en dia no cumplen enteramente las expecta-
tivas actuales. Para estar seguros del resultado, se han realizado demostraciones
totalmente rigurosas que confirman el resultado de Euler.

Como todos sabemos, hay métodos o demostraciones de determinados teoremas o
proposiciones, o incluso demostraciones que no llevan a la solucién del problema
pero que conducen a logros interesantes que se pueden utilizar para probar otros
resultados. Asi fué el caso de la demostracién de Euler, veamos por qué:

En el anio de 1665, el matematico inglés John Wallis (1616-1703), considerando
un problema diferente y con un razonamiento deductivo diferente demostré que:

2 1-3-3-5-5-7-7-9...
— = (1.10)
T 2.2.4-4-6-6-8-8---

La ecuacion (1.10) es conocida como la formula de Wallis.
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Pero Euler, haciendo una sustitucién en la ecuacién (1.8) de su demostracién
obtuvo este mismo resultado. El procedimiento era sustituir z = 7 por lo que:

TI'2 TI'2 T TI'2 TI'2
™ (%3 )? (%5 )? (%5 )? (%5 )?
Ple)=|1—-22||1—-22 | |1—-22 | |[1—-22]...
2 w2 472 92 1672
Simplificando cada término llegamos a:

=0 [ f-p-a)-

Ya sabemos que sen (%) = 1, simplificando el lado derecho de la igualdad anterior
se tiene que:

m™ 4 16 36
Descomponiendo en factores los denominadores y numeradores se tiene que:

29 1.3.3.5-5.7-7.-9...
2 _ 3:3-5-5-7-7-9 (1.11)

r 2:2.4-4-6-6-8-8---
Por lo tanto, la formula de Wallis, resultaba ser un corolario del razonamiento
de Euler, asi que esto reforzaba la credibilidad del razonamiento seguido por el

maestro de todos los matematicos.

Otra consecuencia inmediata del anterior método usado por Leonard Euler es

la siguiente igualdad:
o0 2

> @i -t

2k+1)2 8

i (k1)

Asi que iniciemos su demostracién. La serie de Maclaurin para la funciéon coseno

es:

2 ozt 1S

Cosle—g%—z—ajt--- para toda x € R (1.12)

Procediendo de la misma forma, al lado derecho de (1.12) lo podemos factorizar
si conocemos sus raices y para hacer esto recordemos que:

cosx:0<:>:c:g+k’7r para k=0,1,2,3---

Asi, al “polinomio” lo podemos expresar como producto de sus raices, y tenemos
lo siguiente:

2 ozt S

cosT = 1—§+I—a+---

()RR EH )
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si desarrollamos esta ultima expresion y los coeficientes de los términos cuadraticos
los igualamos en (1.12) y (1.13), se llega a:

1 4 4 4 4

2 F—i_ 3272 + 5272 + 7272 +

4 (1 1 4 1
:—(+——+2+)

es decir,

1
2 1273 527
finalmente llegamos al sorprendente resultado, el cual dice que:

2

=
L 2k+172 8

Mas tarde, al no estar tan seguro de esta prueba, Euler lo demuestra de manera
distinta. Esta segunda prueba es mucho mas elaborada en la cual involucra var-
ios resultados previos. A continuacién veremos el trabajo de Euler, no sin antes
enunciar y probar los resultados que usé.

Lema 1.
* sen 1t (sen_lx)2

V1 —t2 2

Demostracién. Sea u = sin"' ¢ entonces se obtiene que du/dt = 1/v/1 — 2

x 2x

tituyendo 11 sen 1t qu—C| ZBen ot
sustituyendo llegamos a wdu = —| =
Y g /—1—252 ; 5 0 5
Lema 2.
_1 +1-x3+1 3-a° +1-3 5-a° N
sen 'z =2
2-3 2-4-5 2:4-6-7

Demostracion. Sabemos que:

/ \/_dt / )~H2dt (1.14)

si usamos la serie binomial, se tiene lo siguiente:

2 13,
1= =144+ —t'+

1-
x 1.1
2 24 2. 16 T (1.15)

35
4-6
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Si sustituimos (1.15) en (1.14) e integramos término a término, lo siguiente se
sigue:

1 +1-x3+1-3 x5+1-3~5 x7+ p
sen T r=2x .
2-3 2-4-5 2-4-6-7
Lema 3.
bognt2 n+1

0 V12 _n+2/ \/1—t2

Demostraciéon. Para poder usar integracion por partes, lo siguiente es indis-
pensable:

Sean u ="' y dv=1t/v/1— 12, entonces, du = (n+1)t"dt y v=—v1— 12
luego,

/1 I [ /1 ﬂ L (n+1) /1 "1 — £2dt = (n+1) o),
o V1-— 12 0 0 o VI1-— 12

De la anterior serie de igualdades de llega a:

1 n
(n+2) / n+1 / dt
Tpdt=m+1) i
Entonces, despejando llegamos a lo que queriamos demostrar, es decir:
L gnt2 n-+1

dt
\/1—152 n—l-Q/O V1—1t?

Teniendo en cuenta estos Lemas, estamos listos para probar lo siguiente:

Teorema.

Demostracién.

w1 L U sen~!t
— = —(sen” (1 2:/ dt
g =gy = [

Por Lema 1 y 2, se tiene que:

! 1-#3 1-3-t° 1-3.5.¢°
+ + + - | dt

m /\/—{ 245 2.4.6-7

/ t s 1/ gt 13 /1 v dt +
0 \/1—t2 23 0 \/1—t2 245 0 \/1—t2
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Como fol ﬁdt =1 y usando el Lema 3 finalmente tenemos

7r2_1+ 1-2 N 1-2.-3-4
8 2.32  2.3.4.52

es decir:
2 o0

. o1 1
L e =
g tmtmtmtooT ;(%Jrl)?

Después del gran descubrimiento de Euler, su fama se extendié rapidamente por
la comunidad matematica europea, sin embargo aun faltaba trabajo por realizar,
asi que sin mas se puso manos a la obra.

Lo primero fué enfocar su atencién a la busqueda de la suma exacta de la se-
rie para p > 2 en el problema de Basilea y se di6 cuenta que afortunadamente se
reducia en encontrar los coeficientes de x*, 2% y asf sucesivamente en la identidad
(1.9). Pero en esa época ya existian herramientas para poder hacer este trabajo,
esas herramientas hoy en dia se le conocen como formulas de Newton. Para darnos
una idea de como era el resultado en palabras de su autor lo nombraremos tal cual:

“...el coeficiente del sequndo término de una ecuacion es, cambiando de signo,
wgual a la suma de todas las raices con su propio signo; el del tercer término es
wgual a la suma de los productos restantes al multiplicar las raices de dos en dos;
el del cuarto, cambiando de signo, a la suma de los productos restantes de multi-
plicar las raices de tres en tres; el del quinto igual a la suma de los productos que
se obtienen al multiplicar las raices de cuatro en cuatro; y asi indefinidamente”

Siguendo los trabajos de Euler, nos inclinaremos a analizar la deduccién de estas
formulas a su manera, estas formulas relacionan raices y coeficientes, ademaés, uti-
lizé técnicas de Célculo diferencial para resolver este problema, que en realidad
era del area del Algebra. Estas demostraciones datan de 1750.

Teorema. Si el polinomio de grado n, digamos P(z) = 2" — Az"! + Ba"? —
Cx"3 + ...+ N se descompone en factores de la forma P(z) = (z —r)(z —
re)---(z —r,), entonces se cumple que:

n

1. ZTk:A

k=1

n

2. Zr,%:Airk—QB

k=1 k=1
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3. zn:r,%:Azn:r,%—an:rk—l—?)C
k=1 k=1

k=1

4. irﬁzAiri—Biri—i—Cim—élD
k=1 k=1 k=1 k=1

5. ...y asi sucesivamente
Demostracion.
Senalemos que el objetivo de Euler era relacionar los coeficientes A, B,C, ..., N
y las raices 1,79, ...,7, del polinomio, asi que no hay que perder la finalidad de

este teorema. Entonces por hipotesis se tiene que:
Pz)=(z—r)(x—12) - (x—1p)

Una jugada maestra propia de Euler, y que sorprende sobremanera fué tomar
logaritmos en ambas partes de la ecuacion, es decir:

log P(z) = log(z — r1) + log(z — r9) + - - - + log(z — r,,)

El siguiente paso fué todavia mas sorprendente: lo que hizo fué derivar ambas
partes de la igualdad y lo que resulto fué:

P'(x 1 1 1

(): + +o (1.16)

Plz) (x—r) (x—19) (x — 1)
Esto demuestra que Euler tenia una gran capacidad analitica y una asombrosa
manera de aplicar resultados previos en su andlisis. Después, Euler transformé ca-
da fraccién de la igualdad (1.16) en una serie geométrica equivalente, es decir,
para cada k se tiene que:

1 1 1 1 r r2
- _( Tk):_(1+_k+_2+..‘>
T — 1 x - x r T

entonces, observando esto y aplicindolo para cada k en (1.16) obtiene que:

P@ _ 1 1 1
P(x) (x—711) (z—r9) (x — 1)

no1 | 1|,
— E—I—;[ZT}]—F;[ T

1
+— e (1.17)

n
3
Z e+
k=1
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La parte importante de esta tltima ecuacién es que P’'(z)/P(x) esta escrita en
funcién de las raices del polinomio original.

Ademas, sabemos que

P(x)=a2" — A" + Ba"? - Ca" %+ ... £ N

asi que
P(x) na"'—An—1)2" 2+ B(n—2)z"?—-C(n—3)a" "+ 118
P(z) N " — Agn 1+ B2 —Cg3+-.-+ N :

Y esta expresion esta también escrita en funcion de los coeficientes del polinomio.
Asi que una vez mas Euler encuentra dos expresiones diferentes de una misma
cantidad, esta estrategia ya la habia utilizado antes, esto indica que seria muy
conveniente tener presente esta estrategia para resolver problemas a futuro.

Igualando (1.17) y (1.18) y haciendo las operaciones necesarias llegamos a:

nz" = An — 2" 2+ Bn—2)2"3 - C(n —3)a" * 4 - -
= (x" —Ar" '+ Ba" T — O 4 £ N) .

n 1

= na"' + (—nA+ Zﬁg) "% 4 (nB — AZrk + Zrﬁ) "3 — ..
k=1 k=1 k=1

Claramente el paso que sigue es comparar los coeficientes de los términos con el
mismo grado en ambos lados de la ecuacion, ya que haciendo esto obtenemos las
relaciones buscadas, en particular, igualando los coeficientes de ™2 tenemos que:

n

>

k=1

1 1
+— +—

n
>
k=1

n
i
k=1

—An—1)=—nA+ Zrk
k=1

y por tanto se llega a lo siguiente:

i?“k =A
k=1

Ahora, si igualamos los coeficientes de 2”3 tenemos que:
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y por tanto obtenemos
n

Zr,% = Airk —2B
k=1

k=1

Ahora igualando los coeficientes de "~ se llega a:

Zn:r,i :Airi—Bzﬂ:rk+30
k=1 k=1 k=1

Este procedimiento debe repetirse sucesivamente para encontrar las igualdades
correspondientes que faltan donde cada suma se expresa a través de las anterio-
res. <

Este resultado lo probé Euler con el fin de usarlo en la demostracion del prob-
lema de Basilea para exponente pares mayores que 2. Pero la pregunta es obvia
. Qué tienen que ver estas férmula con la serie >/, kip?.

Primero consideremos un polinomio cuyas potencias de x sélo sean multiplos
de 2 y lo descomponemos en factores tal como se muestra a continuacion:

1 —Ax? + Ba* — - £ N2 = (1 — r2®)(1 — rp?) - - - (1 — 1,27) (1.19)
Ahora, si sustituimos z? por 111 en (1.19) se obtiene:
1 1\? 1\" 1 1 1
e O T
Y Y Y Y Y )
Si ahora multiplicamos ambos lados de esta ecuaciéon por y™ obtenemos que:
Y Ay By P Oy L EN=(y—r)(y—12) ... (y =)

Esto, Euler ya lo habia considerado antes, asi que de (1.19) también se obtiene:

k=1
n n
2 Z 7",% =A ry — 28,
k=1 k=1
n n n
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Euler supuso que estas relaciones entre coeficientes y raices eran validas también
en el caso cuando hay una infinidad de raices, asi que puso atencién a una igualdad
anteriormente encontrada por el, a saber:

22 xt 2% a2t

- <1_;)(1_%>(1_%)(1__L%)<1_%>(1__%)
- gl )

Esta tltima ecuacion es la versién en modo infinito de (1.19) con:
1 1 1

A= B=g, C=g.

n 1 n n 1 2
ZT’“:Z/{;%Q ’ ZT’%:Z(]CQWQ) e
k=1 k=1 k=1

Entonces, de 1 y lo anterior se tiene:

— k*r2 36

y finalmente llegamos a lo siguiente:
5=
k=1

Este es el resultado que habia sido ya encontrado por Euler anteriormente, sin
embargo de 2 y 3 se pueden deducir cosas nuevas e importantes por ejemplo:

De 2 y lo anterior se obtiene:

=01, =1 1\ 2 1
kz:;(k2ﬂ2) kz:; k2m? (3!) 5! 90

y se llega a:

ahora, de 3 y lo anterior se tiene:
=/ 1\’ =/ 1\’ =1
S () = AX (o) ~BY 30

ONOIORIOR
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por lo tanto se tiene:
6

> 53
e
£ |5~ 045

Estos resultados son todavia mas sorprendentes ya que no solamente resolvian
un caso del problema de Basilea, sino que apuntaba a resolver muchos casos mas.
En el trabajo original de Euler, aparecia la solucion de valores pares mas grandes
que 6, Fuler calcul6 para p = 8,10 y 12. En publicaciones posteriores, todavia
llegd mas lejos, en su trabajo aparecia el cdlculo para p = 26, desde luego éste
es un calculo con nimeros muy grandes y por supuesto, el resultado no es un
nimero pequeno. Mencionemos que para valores p = 3,5,7..., es decir valores
impares, todavia no exisian avances significativos en ese tiempo.

Estos famosos trabajos de Euler daban comienzo a futuras investigaciones respec-
to a estas series, en particular, su relacién con lo que en nuestros dias conocemos
como numeros de Bernoulli y la funcién zeta de Riemann.



Capitulo

Pruebas recientes

En este capitulo, analizaremos una variada lista de demostraciones de la célebre

formulas:
o0

1 2

2 R (2.1)
Estas pruebas involucran muchos resultados de diversas areas de las matematicas,
trataremos de enunciar y explicar los distintos resultados usados para que este
trabajo esté lo mas completo posible. En muchas de las demostraciones se usan

formas equivalencias de esta igualdad, las cuales veremos en la siguiente seccién.

2.1. Una reduccion del Problema de Basilea

Es claro que:

1l &1 = 1
Zmz )2+Zm

3
—
3
Il
—

es decir:

si despejando tenemos:

25
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entonces:

n=1 n=0
y finalmente se llega a que > -, # = %2 quivalente a
> e 22
2 —_— .
“—~ (2n+1) 8

. . 2 . .
Otra equivalencia de 7 | =5 = % es la siguiente:

— (—1)" —1)" —1)"
U s CU s )

n=1 neN neN
impar par
[e%S)

ol

> Iox 1
SR DA DI
k=1 k=1
Iox 1
- a2

2 .
Por lo que )7, -5 = % es equivalente a

oo (23)

n=1

Asi que en algunas pruebas que se desarrollardn a continuacién se probaran al-
guna de las dos formas equivalentes que presentamos.

2.2. Pruebas

. s , s o 0o 1
Notacién. Hoy en dia es usual tomar por notacién a ((x) = >~ — para las
series del Problema de Basilea. Esta notacién es vélida para todo nimero real
xr > 1 ya que la serie es convergente para esos valores esto se sigue del Criterio
de la Integral (ver C del Apéndice) y méds atin, la serie como serie de funciones
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es uniformemente convergente para intervalos de la forma [a,00) con a > 1.
La funcién ((z) se conoce como la funcién ¢ de Riemann evaluada en z. Cabe
mencionar que esta funciéon también tiene sentido cuando la variable x es una
variable compleja (su contexto original).

Entonces comencemos con este gran despliegue de ingenio en la aplicacién de
los conocimientos tedricos de diferentes areas para darle soluciones distintas a un
mismo problema.

Prueba 1 (Debida a Ioannis Papadimitriou [17])

Teorema.
2

=1
> a7
k=1

Demostracién. Primero recordemos una importante desigualdad, la cual dice
que para 0 < x < 7 se cumple:

senx < x < tanx

Ahora, como x # 0, entonces sen x # 0 y por tanto tan z # 0. También 1/sen? z =
1+cot? x. Tomando el reciproco de la desigualdad, elevando al cuadrado y usando
todo lo anterior, podemos deducir lo siguiente:

1
cot’z < — < 1+ cot?®x
T

Ahora, sea x = kxw/(2m+1), donde k y m son enteros con 1 < k < m; evaluando
y sumando sobre k obtenemos:

- km 2m+1)2 .1 = km
t2 < — < t2 2.4
Zk:l R 2 Zk:l 2 =Mt Zk:l ot o7 (24

Supongamos por el momento la validez de la siguiente igualdad; mas tarde la
demostraremos:

— km m(2m — 1)
t? = 2.
;CQ om + 1 3 (2:5)

sustituyendo (2.5) en (2.4) se llega a que:

m@2m —1) (2m+1)%2 < 1 m(2m — 1)
< — < EEe—
3 2 ; R + 3
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Ya sabiamos que m # 0 entonces podemos multiplicar esta ultima desigualdad
2
por ;- y nos queda que:

2(2m — 1 2m +1)? <= 1 2 2(2m — 1
REURSVICTES IS o W YIS
12m 4m? P k2 4m 12m
y reduciendo aiin mas se tiene:
21°m 2 4m? 1 7r2 27T2m2 ™>m
_ < + Z e _
12m  12m 4m? — k2 12m2 12m?2
y asi, se obtiene:
2 2 7r2 2
—_— 1 — — 4 — = 2.6
6 12m ( ot 4m2> Z I 6 12m (2:6)

si hacemos que m — oo en (2.6), entonces se deduce que:

2

2 N m
— < 1 — < —
es decir .
Yh=t
i
k=1
que es lo que queriamos demostrar. <

Sin embargo, como no resulta tan obvia la igualdad (2.5) y para que no queden
huecos la demostraremos. Entonces tenemos que probar la validez del siguiente:

Lema.

Xm: 2 km m(2m — 1)
co =
— 2m+1 3

Demostracién. De la identidad de Moivre: n € Z*, (cosf+isen )™ = cosnf+
isennf y de la identidad trigonométrica: cot @ = cos 6/ sen @, se deduce que:

cosnf +isennf = (cosf +isen )" = sen” f(cot 6 + )" (2.7)

siguiendo con la ecuacién (2.7) y del Teorema del Binomio se deduce:

sen” f(cot 0 + )" = sen" § Z (Z) i* cot" g (2.8)
k=0
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finalmente, de las identidades (2.7) y (2.8) se llega a que:
. - n . n -k n—k
cosnbf + isennf = sen 9§<k)z cot"" 0

Igualando coeficientes y tomando en cuenta que el valor de las potencias de 7 son:
1" = £1 si n es de la forma 4k o 4k + 2 respectivamente y ademds " = =i si
n es de la forma 4n 4+ 1 o 4n + 3 respectivamente, entonces tenemos la siguiente
igualdad:

sennf = sen” 0 l(?) cot" 16 — (g) cot" 30 + <T5L) cot" "0 — ... —1—1 (2.9)

si hacemos n = 2m + 1, entonces (2.9) se escribe como:
sen(2m + 1) = sen*"™ 0P, (cot?§) con 0 < 0 < g (2.10)

donde P, es el polinomio de grado m dado por:

2 1 2 1 2 1
Putey = () (1) gt (1) s

Como senf # 0 para 0 < 6 < 7, entonces de la ecuacién (2.10) se deduce que
P (cot?0) = 0 si y sdlo si (2m + 1)0 = km para algtn entero k.

Por lo tanto P, (z) se hace cero para los puntos zp = cot?(wk/2m + 1) con
k=1,2,3,...,m.

Asi que éstas son todas las raices de P, (z) y su suma es:

(Zm + 1)
Zm: cot? km 3 _ m(2m — 1)
Pt 2m +1 (Qm + 1) 3

1
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Prueba 2 (Debida a Josef Hofbauer [19])

Teorema.
2

o0
> i

=
—~ (2k +1) 8
Demostracién. Las siguientes son una serie de identidades que resultan de las
igualdades trigonométricas sen2r = 2senx cosx, cos’x +sen’z = 1 y
sen((m/2) + ) = cos x, respectivamente

r 1 1 1 1 1 1 1
sen?z  4sen? 5 cos? 7 ! [sen2§ + cos? %} ! sen? 7 + sen? (7—2r + x)
(211)
Si z = 7 lo sustituimos en (2.11), entonces:

|- 1 1 { 1 n 1 ]
- T 4 s 3w
sen® 4 |sen?]  sen? °F
Ahora, si seguimos aplicando la identidad (2.11) a cada sumando y vamos ha-
ciendo la aplicacién en cada par, tenemos la siguiente coleccién de identidades.

N U ¥ I SR
N senzg 4 senzg senQ?jT“

1 { 1 . 1 L+ 1 4 1 ]
- 1z T 3T 57 s
16 | sen? g sen? = sen? = sen? =

2" —1

1 1

qn 9 (2k+ 1)
4 k=0 S€N" onsT

an—l_1
1

- = — (2.12)
4 —o sen? (2;:11)

La tltima igualdad se obtiene de que sen(m — z) = senx, que se aplica varias
veces a pares de sumandos.

Si hacemos tender n — oo en (2.12) y usando que lim 2" sen(z/2") = x con x =
(2k+1)

7(2k +1)/2, entonces 4™ sen? (2+7T) — (&;1)27r2 por lo que

8 — 1
1= — - -
7T2Z(2k—|—1)2

k=0
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es decir:
o

> T
= —
pare (2k+1) 8
que es lo que se queriamos demostrar. <

Sin embargo, hay un detalle en el dltimo paso para llegar a (2.12), el cual es
el intercambio de un limite con la suma, pero esto se garantiza por el Teorema
de Tannery (ver H del Apéndice).

Prueba 3 (Debida a Daniel P. Giesy [23])

Teorema
2

> 1 s
Z(Qk—1)2:§

k=1
Demostracién. Tomemos el Nucleo de Dirichlet

fu(x) =1/2 4 cosz + cos2x + ... 4 cosnx (2.13)

entonces podemos afirmar que

) = 5 (Seniz;/l;)m) (2.14)

esto se demuestra usando identidades trigonométricas (Ver I del Apéndice).

Ademas notemos que

/xcos krdx = [zsenkx]ﬂ—/ ben kmdw
0 k: 0 0 k‘

cos kz]™  (=1)F -1
N =

0

Entonces, de (2.13), integrando término a término y lo anterior se deduce que

o /O“xfn(:c)d:c _ %2 +i ((;i)k - %>

k=1

asi,

(2.15)



CAPITULO 2. PRUEBAS RECIENTES 32

Ahora, de (2.14), se calculard FEs, | = %fgﬁ% dx

y esta tultima integral se hara por partes, eligiendo

x/2 _ z(4n—1)
senx/2 dv = sen 2

u =

entonces,
By i — 45_1 cozezlgx N 2/07T Q(I):::Sj(fgl) do
= 4n1— ] {—2%3% cos 4n2— la:I + 4n2— 1 /Oﬂg(:b’) coS 4n2— 1:1: dx
— 4n1_12&%863%cos4n2_16+4n2_1/07rg(:£)cos4n2_1xd$

Las anteriores integrales, son integrales impropias por lo que su calculo requiere
de técnicas de limites que se usaron en los pasos necesarios. Entonces, si usamos
los teoremas sobre limites, el limite tiende a 1 cuando € — 0 basicamente por que

lim._,o Se?/z/ 2 — 1. Si ahora factorizamos llegamos a lo siguiente
T dn —1
2+2/ g(x)cos( i x) dx
Eop 1 = 0 2
2n—1 An — 1

Una inspeccién en ¢ deduce que g es creciente en [0, 7] y por lo tanto g es
acotada en [0, 7] y asi, lim, .. Es,_1 = 0. Por lo tanto, de (2.15) vemos que

7T2_Oo 1 p
8 L= (2k—1)2

k=1

Otra manera de probar que Es, 1 — 0 se debe a E. L. Stark [?], en ella se
utiliza el segundo Teorema del Valor Medio para Integrales [?], el cual dice que
si f:[a,b] = R es integrable, ¢ : [a,b] — R es no decreciente o no creciente,
entonces existe un nimero ¢ € [a, b] tal que

/abf(x)g(x) dr = g(a) /j f(x) dx + g(b) /;f(x) du

x
Entonces, tomemos como funciones a f(z) = sen (*%-1z) y g(z) = 27, asi,
2

g(0) = 1, la funcién g es creciente pues se puede mostrar que ¢'(z) > 0
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(bastara con usar el hecho de que tanz > x para 0 < x < 7/2). Entonces
por el teorema mencionado, existe una & € [a, ] tal que

e 4 _ 1 (B
FEy1 = / sen( n x) dx
0 2 sen g

(G

Y ahora, claramente se tiene que lim FEs, ; =0 y entonces se concluye
n—oo

0 2
sz—1 ? :

k=1

Prueba 4 (Debida a Tom Apostol [13])

Teorema.

Demostracion. Primero notemos que

1 1 1 1 1 1 1
/ / ey dedy = / $n1dx/ vy = =
o Jo 0 0 n n n

Usando el Teorema de Convergencia Monétona! se tiene lo siguiente

Ut dady
I = // // T nldxd
o Jo 1—xy Z y Y

= i /1 /1 2"y drdy = i i?
n=170 J0 n=1 "

L[3] pag. 318
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1 dxdy
0 1—ay”

Ahora calcularemos de manera diferente [ = fo

Consideremos el siguiente cambio de coordenadas:

rt+y y—«x

(m,y)'—>(u,v):< BRI ) y (u,v) — (u—v,u+0)

y la férmula de cambio de variable (Ver F del Apéndice).

Llamemos ¢ a ¢(u,v) = (u — v,u + v) que transforma el cuadrado 7" cuyos
vértices son (0,0),(1/2,—1/2), (1,0) y (1/2,1/2) en el cuadrado S cuyos vértices
son: (0,0), (1,0), (1,1) '(0,1)

Entonces, para esta transformacién su Jacobiano, es:

1 -1
]J(p(u,v)|:det{1 1 }:2

teniendo este resultado, entonces se sigue del Teorema de Cambio de Variable lo
siguiente:

/ ! / U dxdy / 2dudv / dudv
I: = :2 -
o Jo 1—zy  Jrl—(u—2)(u+wv) rl—u?+0v?

Pero por simetria del cuadrado T con respecto al eje u se sigue que:

4 /1/2 / dvdu / / dvdu
N T—wro 1/ 1—u?+0?

= Ltan™' £ 4 ¢, entonces:

como [ %

1/2 1 L v “ L 1 L v
I = 4 —tan~ —_— du + 4/ |:— tan— (—
/0 {\/1—u2 (\/1—u2)]0 1/2 \/1—u2 \/1—u2

4/ ! ta_1< i )d +4/1 ! ta_1<1_u>d
—_— 1 —_— u —_— 1 —_— U
0 \/1—u2 \/1—u2 1/2\/1—u2 \/1—u2

Ahora, si u = senf, como 0 < u < 1/2, bastara tener que 0 < 0 < 7/6

Asi, V1 —u?2 =+/1—sen?f = cosf y ademds, también se tiene que
u/\/l —u? = senf/cosf) = tanf por lo que tan"'(u/v1—u?) = 0 y co-

mo du = cosfdf, entonces

/ ! tan~! ——d / "0 cos 6df L <7T>2 (2.16)
———tan T ——=du = =-(= .
o V1—u? V1 — u? o cosf 2 \6
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Andlogamente, si hacemos u = cosf con 1/2 < u < 1 necesariamente ocurre que
0<6<m/3.

Asi, V1 —u? =senf y también se tiene que

l—u  1—cos 1—(cos®0/2—sen®0/2)  2sen*0/2 tan6)2
VI—u2  senf 2senf/2 - cosf/2 ~ 2senf/2-cosf/2

por lo que tan™*((1 — u)/v/1 —u?) = 60/2 y como du = —senfdf, entonces

! 1 1—u O _senf /3 9 1 /m\2
fan™! du = Zd6 = —d@:—(—) 2.17
s Vo2 VIoar s send 2 /0 ¥ =113) @17

Finalmente de (2.16) y (2.17) se tiene que

BORIOIGEIEE

que es lo que se queria demostrar. <

Prueba 5 (Debida a Dan Kalman [21])

Teorema.

PN T 2k+ §

k=0

Demostracién. Esta prueba se reduce nuevamente a calcular de dos maneras
diferentes una integral doble. Como en la prueba anterior se tiene

2%, 2k
2k+ //x y“dxdy

sumando en ambos lados de la 1gualdad desde cero hasta infinito y aplicando
teorema de la Convergencia Monétona? y también haciendo uso de las series
geométricas se cumple lo que sigue:

;ﬁ - g/ol /01($y)2kdxdy
- // ( )d:vdy
= / / dzdy
-2

2 [2] pag. 289
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Si hacemos el cambio de variable:

1—y? 1 — a2
T(x,y) = (tan1 (x 1_—;) ,tan™! (y . _;) ) = (u,v)

se tiene que la inversa?® es

olu.v) = ( )= @)

La transformacién ¢ lleva el tridngulo 7" = {(u,v) : u > 0, v > 0, u +v <
m/2}, al cuadrado unitario y su matriz jacobiana es:

senu senv

cosv’ cosu

_ O(z,y) cosu/ cosv sen usen v/ cos? v
77 9(u,v) | senusenv/cos?u cosv/ cosu
y asi,
sen? usen® v

det(J,))=1— ———— =1 — 2%)?
et(J,) cos? 1 cos? v y

y por lo tanto

dxdy 1 9 9 //
= — (1= dudv = dud
[ v = [t = [f ot

Pero el drea del tridngulo T' = {(u,v) : u >0, v >0, u+v < 7/2} es 72/8 por

lo que:
2k 1) // dudv =

que es lo que querl’amos demostrar. N

Prueba 6 (Debida a F. Goldscheider [26])

Teorema.

Demostracion. Consideremos las siguientes integrales:
7 dxdy 7 Vot dady
_//1—xy Y _/o/ol+:ry
1—22 ;u _ —1 (senu [cos2u—sen?v ) __ (1—sen? u)—(1—cos?v) __
_;> = tan (m\/ m) =u co?v—sen?u 4

cos® v

de manera analoga se verifica para las que faltan, por lo tanto es su inversa
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entonces podemos hacer lo siguiente:

1 Qxy
I—J= dxd dd
// (1—1@ 1+:vy) = // e

También, consideremos la siguiente funcién ¢ (u,v) = (\/_ \/_ ), entonces
se tiene que
1
= 0 11
Jo =det | 2V" =-—
L [ 0 2%@ ] 4 \/uv

asi se tiene que

R 2y/uv 1
I—J:/ / izda:dy = // < uv) dudv
o Jo 1—(xy) 1 —uv ) 4y/uv
B 1/1/1 dudv I
2o o T—uw 2

y por lo tanto, [ = 2J.

Ahora calculemos la suma I + J,
1,1 1,1
dxd dxd
I+J:// xy+// -
o Jo 1—uy o Jo 1+uay
/0/1 dxdy /1/1 dxdy
- -

Jo L+zy  Jo Jo 1+uay

B /1/1 dxdy

1Jo 1+uoy

En la segunda igualdad se utiliz6 el cambio de variable y — —y.

Para calcular esta integral, apliquemos el cambio de variables, cuya funcion
¢:T— S, donde S=T=[-1,1 x[0,1],y

-1+ /1 +u(u+2v)
o(u,v) = (z,y) = (u ,
u
y su inversal es o~ !(z,y) = (x y + 2 )) Entonces tenemos que
oz 0Oz 1 0
ou  Ov 1
det(Jp(u,v)) = det = det =
dy Oy 9 L1 1+ u(u + 2v)
Ou  Ov du 1+u(u+2v)
4 —14++/14u(u+2v) _ 71+\/1+x(z;r2y+x(y271) _ —1+ ;1+my)2 _ _1+(;+$y) —yconu==z7y

u
2
—1 .
v=y+ %, por tanto es su inversa
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entonces sustituyendo obtenemos lo siguiente:

dudv

I1+J = // dudv = / / —
T <—1+ 1+u(u+2v)) 1 + u(u + 20) 1 14 2uv+u

u

(2.18)
El problema se reduce en resolver (2.18), asi que calcularemos primero la integral
de adentro.

Si usamos que f 2+x2 = %tan_1 £ 4 ¢, se tiene lo siguiente:
/1 du B /1 du
o L+2uv+u> — Jy (1—0v2)(u+tv)?

1 1 u+tw

——tan = ——
V1 —? V1 —v? o

1
v tan ™

ﬁ (tanl - \/%) (2.19)

1 1 1+wv )
Ahora falta calcular —— (tan! — —tan! —) dv
/_1\/1—1)2( V1—v2 V1 — 2 Y

para esto, usaremos el cambio de variable v = cos¢, asi que lo siguiente se
cumple’:

1+v
1+wv _ v iz i
tan™* — tan~! tan v v
V1 —? V1—12? ( 1+ ”1(1_25)
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por lo tanto, si sustituimos (2.20) en (2.19) se llega a:

/1 L (tan1—1+v —tan~! )dv = /0—sen¢ ?ckb
1 V1 —0? V1—? V1—1? ), sen¢ 2
= /?Cw
0o 2
_ T
4

finalmente se tiene que [+ J = m2/4 y como I = 2J, entonces I = 7%/6.

y por lo tanto,

o

2 Vot dady 1
foref [ -5
o Jo Yy

que es lo que se queria demostrar <«

Prueba 7 (Dedida a Boo Rim Choe [20])

Teorema.
2

i;_f_
(2n+1)2 8

n=0

Demostracién. Sabemos que para |z| < 1, se tiene que:

Tdt * 1
Senlx—/ ——/ 1—t3)"2dt
vl A ( )

Pero la serie binomial se define como

o

(1—1—1‘)‘1:Z<Z>x” para |r| <1con a€R

n=0

donde

<a> _afa—1)-(a—n+1)

n

si sustituimos entonces:
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S-S ()
y como
(;%) (3 (=351 - (<4-(-1) (1" (}) (E!) (22
i rrer
entonces

L 0 1-3---(2n — 1)(z¥)
sen il?—z 2-4---(2n)(2n +1)

(2.21)

n=

Ahora, si hacemos = = sent y lo sustituimos en (2.21), obtenemos:

L f: 1-3---(2n — 1)(sen®" 1 ¢)

2.4 (2n)(2n+1)

Para [t| < 7. Ahora, si integramos de 0 a 7 y usando (ver G del Apéndice) que:

jus

F 204 ()
/Osen T3 s 2t )

llegamos a que

1-3---(2n—1 ntly) 3
- -~ (2n )(sen )/2 20+ 0
0

4 (2n)2n+ 1) sen

9 10

(2n) 2n+1 ; 2n+1

I
o

n

que es lo que queriamos demostrar. <

Prueba 8 (Debida a Yoshio Matsuoka [18])

Teorema.

Demostracién. Consideremos las siguientes integales

g 2n g 2 2n
I, = cosxdr y J,= r° cos”" xdx
0 0
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Si integramos por partes a I, (ver G del Apéndice ) nos queda que:

jus

3 1-3-5---(2n—1
[n:/ cos® xdx = (2n )E
0

2-4-6---2n 2

pero

5.
4.-6---2n (2-4-6---2n)2 ~ 4n(n))2

1-3-5---(2n—1) 1-2-3-4-5---(2n—1)-(2n) (2n)!
2 B
por lo tanto podemos afirmar que

I, = -
2.4.6---2n 2 47(n

_135--2n=-1)m _ (2n)
|

Integremos por partes a [I,, de otra manera

w/2
I, = [zcos™ I]g/2 +2n / zsenz cos’ ! xdx
0
w/2
= nfe’senwcos™ " af? - ”/ z*(cos”™ x — (2n — 1) sen® z cos™ 2 z)dx
0
w/2 /2
= —n/ 22 cos® xdx + n(2n — 1) / (1 — cos? :[) cos2 2 rdx
0 0

= n(2n—1)J,_; —2n%J,

Asi, tenemos la siguiente igualdad

2n)! © 5
4"(71!)25 =n(2n—1)J,_1 — 2n°J,
reacomodando términos se tiene lo siguiente
s 47 1((n —1)1)? 47 (n!)?
= Jnfl - Jn
4n? (2n —2)! (2n)!
si sumamos desde n = 1 hasta IV se tiene que
N
s 1 4N(N1)?
— —=Jo— ———J 2.22
4 ; R CY 5 TR (2.22)
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4N ( N'
bastara demostrar que limy_ o —55— J v = 0.

Pero como Jy = (2

24’

De la desigualdad: < §senz para 0 <z < 7, se concluye que:

2

™ jus 2
2 T 2 T w1
Iy = / 22 cos®™ xdr < T sen? z cos® xdxr = Z(IN —Ing) = N
0

8(N+1)

En la parte de las desigualdades en la ecuacién anterior sélo se uso la monotonia
de la integral y en la tltima igualdad se usé que Iy — Iy, 1 = In/2(N +1).

Por lo tanto, de la ultima ecuacion, simplificando y utilizando la definicién de
Iy se llega a:
N 12 3
4N (NY) Iy < s
(2N)! 16(N +1)
finalmente, teniendo en cuenta (2.23), si en (2.22) hacemos que N — oo se llega
a

0< (2.23)

T 1 B 3
44=n? 24
es decir,
=1 2
26
—n 6
que es lo que queriamos demostrar. <
Prueba 9 (Debida a R. Chapman [14])
Teorema. -
r 2
S =
n=1

Primero, enunciemos tres resultados muy importantes que usaremos en la de-

mostracién®.

(a) Criterio de Dirichlet. Sea {f, : J C R — R} una sucesién de funciones
con J C R un intervalo tales que s, = Z?Zl f; son todas acotadas en J. Sea
{¢n : J — R} una sucesién decreciente de funciones las cuales convergen uni-
formemente en J. Entonces la serie Y - (¢nf,) converge uniformemente en .J.

(b) Teorema. Sea {f, : J/ — R} una sucesién de funciones derivables en J para
cada n € N. Supéngase que la serie infinita >~ (f,) converge puntualmente en

6 Las demostraciénes de estos resultados se pueden encontrar en las pags. 352, 406 y 353
de [2] respectivamente.
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J y que también la serie de derivadas Y (f;) convergen uniformemente en J.
Entonces existe una funcién real f tal que >~ (f,) converge uniformemente a
fen J,y ademds, f tiene por derivadaen J a >~ fr.

(c) Criterio M-Weierstrass. Si ) | f,(z) es una serie de funciones definidas
en el intervalo J y tal que:

i) |fulz)| <M, VYzelJ ¥YneN
i) Y2, M, < +oo
entonces » >~ fn(x) converge uniformemente en J.

Teniendo en cuenta estos resultados, estamos en condiciones para comenzar la
prueba.

Demostracién. Consideremos la serie:

(1) = Z cos nt

n2

n=1

Esta serie converge uniformemente en R, lo que se deduce simplemente de (c) con
M, = 1/n% Ahora, si € > 0, entonces para t € [¢,2m — € se tiene que:

i\f:sen o i\f: pint _ —int B oit _ pi(N+1)t . 1 — —iNt
— — 2i 2i(1 — et) 2i(1 — eit)

Hemos obtenido estas igualdades utilizando que: ij:l a” = %A;H Para saber

como esta acotada en valor absoluto, simplemente usamos laidesigualdad del
triangulo y operaciones elementales:

it _ pi(N+1)t 1 — e—iNt

i —et) T 2i(1 e

1

e
< .
2|1 — et

(lez‘t|+‘_€i(N+1)t‘_+_1+‘_e—iNt‘)

4
< ——
2|1 — e

y asi se tiene:
N

Z sen nt

n=1

2 1
1 —e¢t|  sent/2

=]

es decir, se concluye que esta suma estd acotada uniformemente en [¢, 2m — €.
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Entonces, esta suma cumple las hipotesis del Criterio de Dirichlet, con la sucesiéon
decreciente ¢, = 1/n la cual sabemos que converge uniformemente a la funcién
cero. Entonces, podemos deducir que:

%)
Z sennt
n

n=1

converge uniformemente en [¢,2m — €]. Aclaremos que se denotard como Re z,
Imzy argz a la parte real, la parte imaginaria y el argumento de un nimero
complejo z respectivamente. Utilizando (b), ya que se tienen todas las hipétesis,

se sigue que para t € (0,2m) la funcién f(t) = > 7 <2 cumple lo siguiente:

int

f’(t) _ _Zser;lmf:_lm<zen>

n=1
t—m

= Im(log(1 — ™)) = arg(l — ") = 5

éstas igualdades la deducimos a partir de las siguientes propiedades:

oo n 1
i)Z%:log(m> para |a| < 1lya#1
n=1

ii) log(ﬁ) =—log(l—2x) vy

iii) logz = log |z| + i Argz con —m < Argz < .

Ahora, por el teorema fundamental del Célculo se tiene que si integramos de
ambos lados de la identidad f'(t) = (t — 7)/2 llegamos a:

£m) — £(0) = /wa’(t)dt: /O”t—;dt: -
pero claramente f(0) =((2) y f(7m) = Z <_nlz)n _ _C(22).

n=1

luego  ((2) = 72/6, que es lo que se querfa demostrar. <
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Prueba 10 (Ver R. Chapman [14])

Teorema.

Demostracién. Como en la prueba anterior, consideremos f(t) = > >0 | <pt
== n
Ahora tomemos la siguiente serie de nimeros complejos conocida como la funcion
dilogaritmo:
D(z) = —
(=35
n=1
esta serie es uniformemente convergente en el disco cerrado D = {z € C; |z| < 1},
esto se debe al Criterio M-Weierstrass” ya que |2"/n?| < 1/n? para |z| < 1.

Pero las series de potencias definen funciones analiticas, entonces D(z) es una
funcién analitica para |z| < 1y su derivada es:

o0

2 panl 1 2"
D/ —= = = — _— = _—1 1 -
(2) nzz:l n? n=1 o n= n Og Z)
pero
- 2 eint . /cosnt sennt
Re(D(e" = R =R ;
o = we(55) e(;w )
. cosnt
- Z n2 = f()
n=1
asi que

f'(t) = Re(D'(e")ie") = Re (—% log(1 — eit)ieit)

t—m

2

= Re(—ilog(l—e€")) =arg(l —e") =

similar a la prueba anterior, si aplicamos el Teorema Fundamental del Calculo se

tiene:
Tt—m T

7 ver prueba anterior
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pero f(0) =¢(2) v flm)=> ", (_nlg)n = —% entonces, si sustituimos final-
mente llegamos a

que es lo que se queria demostrar. <

Prueba 11 (Debida a James D. Harper [16])

Teorema.
(o]

> e
~(2n+1)2 8

Demostracién. Resolviendo la siguiente integral doble se tiene que:

fe’e) 1 T [e’e) 1 . 1
/0 /0 @ 1222 & 1)dzdx = /0 o [tan xz}oda:

Ahora calcularemos la anterior integral de otra manera, primero aplicando el
teorema de Fubini® y después resolviendo la integral doble que resulte.

0o 1 T 1 [e%e) T
dzdx = dzd
/0 /0 @2+ )@2 ) /0 /0 @2+ )22
L poo 1 2122 2x
= — dxd
/0/0 2(22—-1) {(ﬁzQ—i—l) x2+1} vz
! 1 2222+ 1\17
0o 2(22-1) 2+1 /],
1 1 2
[
o 2(22—-1)
1 logz
d
/o -0

8 el cual es un caso particular del Teorema de Transformacién de integrales ver pag. 335 de

[2]
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Ahora resolveremos esta tltima integral por partes con u = logz y dv =
dz/(z* — 1). Se obtiene:

1 ' —tanh™!
/;;wdz = [—logztanh_lz}l—/ e
o (22-1) 0 0 <

tanh~!
_ / anh Zdz
0 z

usando la serie de McLaurin para la funcién inversa de la tangente hiperbdlica
_ 3 5 7 .
(fanh ' z=2z+% +Z 4+ % +.--) se sigue que:

Ltanh™! 2 HE
/0 2 dZ:/o (Z%H) Z/ 2 + 1 _Z 2n+1

dzdzx.

Asi que hemos encontrado dos valores para fo fo m

Entonces, si igualamos esos valores tenemos finalmente que

[e§)
7T2

:0 2n—|—1 8

3

que es lo se queria demostrar. <

Prueba 12 (Debida a R. A. Kortram [25])

Teorema.

=1 2

Demostracion. Sea m,n € N, entonces de la relacion
cos(n + 1)z + cos(n — 1)x = 2 cos x cos nx

es inmediato que existe un polinomio® T}, de grado n tal que para todo z € R,
cosne = T,(cosx). En particular se tiene cos2nz = T,(cos2z) = T,(1 —
2sen?(nr)).

Lo anterior, junto con la relacién

sen(2m + 1)x — sen(2m — 1)x = 2sen x cos(2mx)

9 Este polinomio es conocido como el n-ésimo polinomio de Tchebyshev.
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garantiza que existe un polinomio F}, de grado m tal que para todo z € R

sen(2m + 1)z = sen xF,,(sen? )

Dado que sen (%) =0 para j=0,1,2,...,m setiene que F,, tiene ceros

m. Estos ceros son todos distintos por lo que

2 (_Jm -
en sen (2m+1) con j=0,1,...,

F,, no se anula en otro punto y entonces;

Fo.(y) , yER
H( sen? 2m+1>

7j=1
pero como
2 1
F,,(0) = lim sen(2m + 1)z _ om + 1
z—0 sen
llegamos a

sen(2m+ 1)x = (2m + 1) senx H

j=1

2
Sen- r
L L
SEN Il

Sea n = 2m + 1, entonces de la ecuacién anterior se tiene que
m
sen’
sennx = nsean 1-— N
j=1 Sen (7)
Si comparamos los coeficientes de 2 en la serie de MacLaurin de ambos lados de

la igualdad llegamos a

n n
T "L (@)
y asi,
1 & 1 1
E_ZHQSGHQ (ﬂ) " 6n2
Jj=1 n

Tomemos a M fijo, y sea m > M, entonces,

M 1
_jz 6n2+ Z 71256112 n)

2 2 _J
:17’LS€I1 (n j=M+1

=

como 0 < x < m/2, entonces senx > 2z/m y por tanto 0 < 1/senx < 7/2z

asi, se cumple lo siguiente
1 T 1

wsen? () wea ()7
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y por tanto se tiene que

1 < 1 1 GRS
0<=— E — < + E
6 ‘= n?2 sen? (7;—3) 612 AT 452
cuando m — oo, también n — oo y como
.o’ mj . ) 1 1
lim —— sen? =1, setiene que lim ~ = ——
n—oo (jm) n n—oo p2sen? () m2j
y entonces
1 - 1 1
0< - — < — ara M
s S X g ba
Jj=1 j=M+1

Como sabemos que la serie Z es convergente, entonces, dado e > 0,

1143

1
existe M tal que Z] M4 4]2 < €. Pero entonces limj;_, o Z] 17r2 =5, por
lo tanto -

DR
—=—
P 0
que es lo que se queria demostrar. <

Prueba 13 (Debida a Dennis C. Russell [22])
Teorema.

> s
Z 2n+ g

n:()

Demostracién. Consideremos la siguiente integral:

/2
/ log(2 cos z)dx
0

Usando que cosz = (¢ + ¢7®) /2, la anterior integral es igual a:

w/2 ) '
/ log [¢"(1 + e%")] dx
0

y como log(l+z)=>"" (_11):“37" es valida para |z| <1, x # —1, (ver D del

n=1
Apéndice), entonces la anterior integral es igual a:

I

n+1

x + Z e 2| dy
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Separando la integral se tiene que la anterior es igual a:

2 /2 [ X (_1)n+1 )
S —2nix d
1 3 +/0 Z - iy

n=1
Pero la segunda integral es impropia ya que e 2(3) = —1. Por lo que debemos
calcular lfm, o [*° (Zzozl % _2"””> dz.
Pero en el intervalo [0, 5 — €], la serie Y~ | —U" o=2nie o5 yniformemente con-

vergente por lo que

5 —€ 0 —1)nt1 ) 0 —1)nt1 7 —€ )
/'2 <Z ( ) 62mx> dr = Z ( ) /2 672nzz dr
0 n n 0

n=1
o0 (_1)n+1 e—Qnix %—6
- Z n {—an}

0

por lo tanto,

w/2 —1)nt+1 ) 0 —1)" —1)re—2nic _ |
/ ( ) €—2nl:ﬂdm — lim ( ) |:( ) € :|
0

n e—0 n

100
- ZZ 2m—|—1

Por lo tanto, regresando a la cadena de igualdades, llegamos a que:

/2 | > 1
/0 10g(2 Cos Zlf)dilf =1 ? - mz:o m

Pero el lado izquierdo de la anterior igualdad es un niimero real y la parte derecha

es un nimero imaginario puro, por lo tanto ambas partes son iguales a cero'®, en

10 Adems4s se obtiene un resultado adicional, el cual es un ejercicio del libro de Ahlfors y que
se prueba usando el TVM: 0 = foﬂ/2 log(2cos x)dx = foﬂ/z log 2dx + foﬁ/Q log(cos z)dx por lo
tanto, fow/z log(cos z)dz = —% log(2)
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particular se cumple:

es decir:

Prueba 14 (Ver Robin Chapman [14] o ejercicio de [2])

Teorema.
2

=1
Y=g

n=1

Demostracién. En esta prueba se trabajard en el espacio de funciones L?[0, 1]
y también usaremos la identidad de Parseval , la cual establece que para f €
L?[0,1], se tiene que (f, f) = > o2 |(f,en)|? donde e,(z) = > (ver J del
Apéndice).

Tomemos a f(z) =z y calculemos sus coeficientes de Fourier (f,e,).

1 1 1 :
= - fdr = T Ay — 2 ;. _ T
<f,f>—/0ffdx /O:L“a:dx /Oa:d:r 5
1 1 .t
<f760>:/0 ZE'G()(ZL') d{[‘:/o ZEdI:%

1 1
<f7 €n> = / €T - en(,],') dr = / €T - e*?ﬂinm dr
0 0

para calcular esta ultima integral por partes hacemos que

1

1
)
0

1
0

U=z dv=-e

du = dz Y kil
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por lo tanto

1
1 —2mine 1
—omi xe 1 —omi
T-e 2minx dr = — : 4 : e 27rmxdx
0 2min . 2min Jo

—2min 1 —2minx

€ €

2min 2min 2min

_ e—27rz'n + 1 e—27rin + 1
N 2win 2mwin o2win 2mwin

Pero como €™ = —1, entonces se tiene:

/1$ e 2Ty = L + ! ! + ! = !
0 ~ 2min 2min \2min  2min)  2win

Por lo tanto, si sustituimos estos tres valores en la identidad de Parseval se tiene

que:
1 1 1 1 1 1
3 4 Z 4m2n? 4 272 Z n?
neZ n#0 n=1
luego
26
—~n 6
que es lo que se queria demostrar <

Prueba 15 (Ver Robin Chapman [14] o ejercicio de [2])

Teorema.
2

o
L (2k+1)> 8

Demostracion. La misma idea que la prueba anterior, pero usando la la fun-
cion g(x) = xj0,1/2/(z), donde xjo,1/9 es la funcién caracteristica que esta defini-
da de la siguiente manera en [0, 1]

[ 1 size|0,1/2]
XoVA = 0 siz¢[0,1/2]
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entonces necesitamos encontrar sus coeficientes de Fourier.

1/2

o) = [ o) s dr= [ 5w d$=/01/21das:x

(g,eo>:/019(x)-e_od$:/olg(x) dx:/ol/zldxzw

0

1/2

0

! 1 , 1/2 '
(g, 6n> = / g(:l?) . en(x) dr = / X[0.1/2] - e~ 2minT 1. / e 2minT 1.
0 0 0

6—27rinx 1 ) 1
- _ _ 1 —min) _ 1—(—=1)"
2min . 2min ( € ) 27rz'n< ( ) )
Asi,
% si n es impar
<g7 en> -

0 sinespar

Por la identidad de Parseval se tiene que

1 1 1 1 2 1
_——= — 2 == — _— _—
2 92 + Z 7r2n2 4 + 7T2 Z (Qk + 1)2
neN k=0
impar

luego
2

1 s
Z(2k+1)2 8

00
k=0

que es lo que se queria demostrar N

Prueba 16 (Ver Robin Chapman [14])

Teorema.

n2 12

n=1

Demostracién. Aqui usaremos el hecho de que si f : [0,1] — R es continua

de variacién acotada, con f(0)

puntualmente a f, esto es f(z

= f(1), entonces la serie de Fourier de f converge

)= ZZO:_OO(JC, en(7))en().
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Entonces tomemos como a f a la funcién f(x) = z(1 — z) y calculemos sus
coeficientes de Fourier.

' ! 2 310 1 11
= [gw = [-n =55 <553

1 1 1
(fien) = / (x — 2?) - e7 2™ dy = / ze 2T dy — / ple=2mine ).
0 0 ;

1
2min

Pero en la Prueba 14 se calcul6 que fol xe I dp = — para n # 0

1 _ .
Entonces, para calcular [, x*¢™?™"* dz por partes hacemos

u = z? dv=ce

du = 2xdx V= —&—o

Por lo tanto se tiene que

1 2 _—2minx
o —x°e
/ 22T qyp =
0

2min

1 5 L
4 : / xefZWinx dx
2min J,

I T O B U
 92min win \2mwin /)  2min  2m2n?

y finalmente tenemos:

<f > 1 —1 n 1 —1
e = — —_ =
T 2min o2min  2mw2n? 2m2n?2

Ahora, como f(z) =>7 __(f e,)e™  se tiene que

n=—oo

[e.e]

1 1 . .
x(l — :L’) = 6 — Z 5 (61271'1150 4 67227rnx)

2m2n?

n=—oo

_ L Z Cos 2mnx (2.24)

m2n2

Al hacer z = 1/2, se tiene

cosmn 1 o= (=1)"
_:__Z ©2n2 6 Z 22

n=1 n=1
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es decir

n=1
y por lo tanto llegamos a
=1 B 2
— n? 6
Prueba 17 (Ver [8])
Teorema.
=1 B 2
=
—~n 6

Esta prueba se basa en resultados de variable compleja, en ésta prueba usare-
mos el Teorema de la adiciéon y una proposicién, tales resultados dicen asi:

Teorema de la adicién. Sea f analitica en C excepto en un numero finito
de singularidades aisladas. Sea Cy un cuadrado cuyos vértices son (N +1/2) x
(£1,44) con N = 1,2,.... Suponga que fCN(ﬂ' cotz) f(z) — 0 cuando N — o0,
entonces se tiene la formula de la adicion, esto es

N
lim Z [f(n) : m no es una singularidad de f]

N—oo

= Z [residuos de 7 cot w2 f(z) en las singularidad de f]

Sininguna de las singularidades de f esta en los enteros entonces limy_, o, Z]_VN f(n)
existe, es finito y ademas,

N—oo

N
lim Z f(n)=— Z [residuos de 7 cot mzf(z) en las singularidad de f].
-N
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Proposiciéon. Sea f funcién analitica en C excepto para singularidades aisladas.
Si existen constantes Ry M tales que |zf(z)| < M siempre que |z| > R, entonces
se satisfacen las hipétesis del Teorema de la Adicién.

Comencemos con la demostracién de > >

Demostracién. Apliquemos la proposicién mencionada anteriormente para f(z) =
1/2% que claramente satisface las hipdtesis de la proposicién anterior. Como tan z
tiene un cero simple en z = 0, entonces cot z tiene un polo simple también ahi,
asi el desarrollo de Laurent de cot z es de la forma bj + a9+ a1z + -+, entonces
se tiene que

] 2?2 2 B 23 28 by
_E_FE_.. — Z_y_i_g_ . ;+a0+alz+...

b
= bl+aoz—|—(al——1)22+<a2—@>23+--~

3! 3!
Si comparamos los coeficientes entonces resulta que by =1, a0 =0y a3 = —1/3.
Entonces )
WCOtWZ_W(;_%“‘“')_l 2 1+
22 22 B3 2z 3

por lo tanto se tiene que

22

2
Res <7Tcot7rz’0> _ 7

Como la tnica singularidad de f esta en z = 0, entonces la férmula de la adicién

nos garantiza que
Nl 1)
1i — —|==
i (3 ey k)2
n=—N n=1
1

PEro Como —y = n—12, se tiene que

A w2
2 1 — =
M=

es decir



Capitulo 3

Aplicaciones y Generalizaciones

En ese dltimo capitulo presentaremos algunos resultados interesantes relacionados
con el Problema de Basilea, entre ellos, encontramos algunos que con el tiempo
se han consolidado como grandes pasos en la histérica carrera por resolver el
problema original.

Es conveniente definir una nueva clase de nimeros, ya que serdn usados con
frecuencia, a estos nimeros se les conoce como nimeros de Bernoulli. En la
siguiente seccién expondremos varias formas de definirlos.

3.1. Los numeros de Bernoulli

Los nimeros de Bernoulli (de Jacob), pueden ser definidos de varias maneras, la
primera que veremos es la que él mismo formulé. El trabaja en el problema de
encontrar las sumas de las potencias k-ésimas de los primeros n nimeros enteros

no negativos
0F +1F 28 3% (n — 1)F

Parte de una tabla como la siguiente en donde el signo * significa que los coefi-
cientes son cero.

57



58 CAPITULO 3. APLICACIONES Y GENERALIZACIONES

n—1
" =n
=0
n—1
1 1 2
T ==Nn —=n
2
=0

_ oo 4

17 = 3n 2n —+ 6n
1=0
n—1

1 1 1

3_ 1t 4 L3 1 9

/) 4n 2n +4n
=0
= 1 1 1 1

4_ Lt 5 L4 13 _ 4
;z 5n 2n + 3n 30n
= 1 1 5 1

B = b Sph g s 22
— 6 2 12 12
L 1 1 1 1 1

6 _ Lt 7 16,15 13 4
ZZOZ - 2n +2n * 6n * +42n
L 1 1 7 7

7_+8 Lo 1 ¢ Ly L9
S T K A
L 1 7 2 1

8 9 8 7 5 3

/) -n n +=n ——n +-n° *x ——n
— 9 2 3 15 9 30
- 1 1 7 1 3

9 _ 1+ 10 9 8 N 14 9 9
ZZOZ =10 2n —l—4n 10” * —|—2n * 20n
! 1 1 5 1 5
Zilo:—nll——n10+—n9 « —1-n7 % 1-n° x —=n® x —n
p 11 2 6 2 66

Bernoulli noté la importancia de considerar los coeficientes de estos polinomios
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por columnas; por ejemplo en la primera columna, los coeficientes son los re-
ciproccos de los enteros positivos, es decir 1, 1/2, 1/3, ..., la segunda columna
son todos iguales a —1/2 y en la tercera columna, los coeficientes son

1 1 1 5) 1 7T 2 3 5
6" 4" 37 127 27 127 37 4 6
sin embargo, todos estos niimeros se pueden escribir con un denominador comiin,

digamos asi:
2 3 4 5 6 7T 8 9 10

Observemos que en la cuarta columna los coeficientes de la tabla son cero.

En la quinta columna los coeficientes son

A
30 127 6 24’ 15’ 10’
y al escribirse con un denominador comin, quedan asi
S 41200 3% 56 8 120
120’ 120’ 120’ 120’ 120’ 120’ 120
en la sexta columna, los coeficientes son todos ceros, pero los coeficientes de la
séptima columna ya expresados con denominador comun son

6 21 56 126 252

2527 2527 2527 2527 252
Asi, observa que la tabla estd relacionada con los coeficientes binomiales, pues los
numeradores de los coeficientes de los niimero en las columnas cuando se escriben
con un denominador comun lo son, y lo mas importante, es que los primeros
nimeros de cada columna de derecha a izquierda son claves para expresar la
tabla, éstos nimero son:

1 1 1
Bo=1, Bi=—=, By==>, By=0, Bj=——
0 ) 1 27 2 6’ 3 ) 4 307

los cuales son los famosos numeros de Bernoulli.

1
B5:07 BGZE,...

Polinomios de Bernoulli

Bernoulli también observé en su tabla que las sumas 0F 4+ 1% 428 4+3% ... (n —1)*
dan como resultado un polinomio con variable n de grado k + 1. Esto lo llevé a
plantearse la pregunta de si existian polinomios, digamos, Py(x) de grado k que
cumplieran,

ok+1’f+2’“+3k---(n—1)’f=/ Py(z) dx (3.1)
0



60 CAPITULO 3. APLICACIONES Y GENERALIZACIONES

y que fueran recuperando los polinomios de la tabla. Resaltemos que el lado dere-
cho de (3.1) da un polinomio con variable n de grado k + 1.

Por ejemplo, para k& = 0, se busca un polinomio Py(x) de grado cero, es de-
cir, una constante tal que n = [* Py(x) dz, y la tnica opcién es Py(z) = 1.

Como Bernoulli querfa que 0% + 1% 4+ 2F 4 3%...nF = fonﬂ Py(z)dx y 0% +

1" 42843k ... (n—1)" = [ Py(2) dz, entonces por las propiedades de la integral
se debe cumplir que n*F = f:“ Py(z)dx y tomando n = 0, los polinomios P
deben satisfacer que 0 = fol Py(x) de.

Asi, para determinar P;(z), sabemos que es un polinomio de grado 1, Pi(z) =
mx + b y que cumple que

1 1 m
0:/ Pl(m)dx:/ (m:c+b)dx:§+b
0 0

Luego, b= —7 y debe satisfacer también que

01+11+21+31-~+(n—1)1_/ Pi(z)dx
0

pero haciendo cuentas, sustituyendo y resolviendo la integral se llega a:

1 1 ! m n> n
1 1 2
4+t (n=1t=2p2—= ( ——)d — - =

porlo que m =1,y asi, P(z)=x— %

Ahora, para encontrar P(z), sabemos primero que es de grado 2 , luego de la
forma P(z) = az? + bx + ¢, se tiene que

1 3 b2 1 b
0—/P2($)d$—{ﬂ+i+cx} :g—l———i-c
0 3 o 3

luego se debe cumplir que § + % +c=0 y como

ar® b’

n+1 n+1
n2:/ P2($)d$: {74‘74‘0%’] :an2+(a—|—b)n

n

entonces también cumple que a =1 y a+b=0, porlo que Py(z)=2*—x+ %.

Es claro que Pj(x) = 2z — 1 = 2P(x). Asi, se planteé la cuestién de encon-
trar polinomios de grado k = 0,1, 2,3, ... que cumplieran que

Po([L') = 1
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n+1
/ Pu(x)dr =n", k=1,2,...

P (z)dr = (k+1)Py(z), k=1,2,...

Pero resulta que existe una unica familia de polinomios que cumplen las condi-
ciones anteriores, la familia es la formada por los Polinomios de Bernoulli, que los
denotamos por By(z), k=1,2,...,y se van generando de acuerdo a la siguiente
recursion:

Bi(z)=x— 3 =2+ By, con B; = Bi(0) = —1/2.

y en general, cumplen que
B, (z) = (Z) Byx"™*, con By = By(0) (3.2)
k=0
Los By = By(0) son los nimeros de Bernoulli.

Haremos la prueba por induccién. La base de induccién se tiene pués By(x) y

Bji(z) coinciden con los polinomios Py(z) y Pi(z) ya encontrados. Supongamos
Bny1(x)

que B, (z) se ha determinado. Entonces, una de las condiciones dice que ==t

es primitiva de B, (z). Asi:
Bn+1(l’) n n xn-l—l—k:
nda L S A By——+C
1 kZ:O k) Pk

donde C en una constante que se tiene que determinar. Sin embargo de la iltima
igualdad tenemos que

n

— (n + 1)TL| n+l—k
Boa(z) = ,; CFS T R G
_ Z (n ;{:I— 1) kanJrlfk + C(n+ 1)
k=0

pero entonces C(n + 1) = B,,11(0) = By, asi

n+1
+1 1
Bn+1(.f[,') = Z (TL k > Bk.fL' + k.

k=0
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y ahora, B,;1(x) se ha encontrado implicitamente.

Notemos ahora lo siguiente, 0 = fol B, (z)dx = 01 Bi;#ix) dr = —5(Bnya(1) —

By,+1(0)), entonces tenemos que B,11(1) = Bpy1(0) = Byi1. Y si hacemos
x =1 en la ecuacién (3.2) se tiene que

R ()

k=0

que junto con By = 1, resulta una ecuacion recurrente para encontrar los niimeros
de Bernoulli.

Esta es una segunda definicién formal de los nimeros de Bernoulli, la primera es
via los polinomios de Bernoulli cuando definimos B, := B, (0). Luego la recur-

rencia:
By =1 Bn:Z(Z)Bk

k=0
caracteriza a los nimeros de Bernoulli.
No es dificil probar por inducciéon que los polinomios de Bernoulli cumplen tam-
bién que B,(1—z) = (—1)"B,(z) para n=1,2,3,..., ya que basta considerar

a h(zx)=B,(1—z)—(—1)"B,(x) y las propiedades mencionadas anteriormente
para tener que

W(z) = =B,(1-=)—(=1)"B,(z)

= n(Bur(l—2) = (=1)" By (z)) =0

Asi, h(x) es constante y como se tiene que

/Olh(x)dx: /01 B,(1—z)dx — (_1)n/01 B, (r)dr = 0

necesariamente h(x) = 0. Pero si n = 2m + 1 es un nimero impar, entonces
B2m+1(1 — I’) = —Bgm+1(,l') y asi B2m+1 = 0.

Finalmente probaremos dos afirmaciones mas.

Proposicién. Para todo nimero real z, B,.i(z+1)— B,11(z) = (n+1)z™ para
n=1,23,...

Demostracién.Sin =0, By(z+1)—By(z) = (z+1-1/2)— (z—1/2) = 1 = 2".
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Continuamos usando induccién matematica, entonces se tiene que

d

{Bun(e+1) = Ban(@)} = (n+ DBafw+1) = (n+1)By(0)

= (n+1D(na" ) = dix((n + 1)z")

Luego, Byi1(x+1) — Byyi(x) — (n+ 1)2™ es constante, pero al evaluar en x = 0,
la constante es cero y por tanto el resultado se sigue. <

Corolario. Para cada k=1,2,3,...,yn=1,2,3,... se tiene que

1

1
ko gk ook 4 gk _1k:/B dr —
0" +1"+2"4+3%..-(n—1) i () dx )

{Br11(n) — Br1(0)}
Demostracién.

1 2 n
F+1 4+ (n—1F = /Bk(x)dl’-i-/ Bk(x)dx+---+/ By(z) dx
0 1 n—1

_ B _ k+1
/0 w(z) dz /0 Tl dx

1

— o (Bena () = B0} <

Los niimeros de Bernoulli via la exponencial

Una tercera forma para definir a los nimeros de Bernoulli es a través de los
nimeros B, que satisfacen la siguiente igualdad:

(o)
er—1 n'z
n=0 ’

esta ecuacion es equivalente a
[o.¢] (e.) o
By, n z B, n z"
(S ) e (0 (20
n=0 n=0 n=1

pero el producto de dos series de potencias Y~ a,z" y > b,z" se define
. . 00 n — n
como la serie de potencia > > c,2" donde ¢, =) _,apb,_.
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Ast, (3002, 212") (Cati miz") = Xatgen?™ donde ¢, = Z;é % ' ﬁ

Aqui hemos hecho a,, = % yb, = 1/n! para n > 1y by = 0 por lo que la
suma solamente llega hasta n—1 y ¢y =0.

Pero los coeficientes de Y~ ¢,2" deben se iguales también a ¢, = 0 para
n#lyc=1
Ahora, 1 = ¢, = % : % nos asegura que By = 1.

Ny _ _ n—1 By, /
También, el que 0 = ¢, = ) , Wnop con n > 1 nos asegura que después

de multiplicar las igualdades por n! que

R

k=0

y ya vimos que la recurrencia

By =1 B, = (Z) B,
k=0

define los niimeros de Bernoulli, con lo cual, hemos llegado a la tercera definicién
de estos numeros.

3.2. Evaluando ((2k)

Tomemos la igualdad (ver M del Apéndice) como en el capitulo 1,

»2 22 22 52 00 52
S | | e R (=D

Aplicando el logaritmo de ambos lados de la igualdad y usando sus propiedades,
la anterior igualdad es equivalente a:

o0 2
logsenz:logz—i-Zlog(l— j 2)
n2m

n=1
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derivando en ambos lados se tiene:

2

1 2z 2\
cot z ~ ng 23 ( n27r2) (3.3)

Hay que destacar que otra forma de llegar a (3.3) es via Herglotz (ver K del
Apéndice). Pero como

—1 [e%¢} k
2z 1 22 2z Z 22
n2m? n2m? n2m? n2m?

k=0

00
Z2k+1

pum— 2 —_—
: : n2k+27r2k+2
k=0

B L 2k-1
= 2 Z n2k 2k (3-4)
k=1

Si sustituimos (3.4) en (3.3) se tiene:

CZk 2k—1
cotz-——QZZn%ﬂ%:;—2Z
n=1 k=1
y entonces:
zcotz—l—QZC 7T2k (3.5)

La ecuacién (3.5) es nada menos que la serie de Maclaurin para 2z cot z.

Ahora compararemos (3.5) con un segundo desarrollo de zcot z. Recordemos
que e¥ =cosz+1isenz y que

eiz + efiz eiz . efiz
COSZ = ———— seng = ——
2 21
por lo que
ezz + e—zz 622’2 + 1
zcotz = ZZ— = 222—
e — e ® e — 1

si ahora sustituimos ¢ = 2¢z, tenemos que

t et+1_t+ t
2 et—1 2 et—1

zcotz =

Ahora busquemos un desarrollo para ett_—l Pero para esta funcién se cumple (ver
seccién 3.1) que
_ “nan
— Z it
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donde B, son los numero de Bernoulli.

Luego
t t 21z ~=Bn,.. .,
zcotz:§~l—et_1 :7—%;5(2@2)
Pero By=1, By =—1/2, y B3 = Bs;=...=0, entonces se tiene que
1 — B
zeotz = diz+1-o(2i2) + kZ: (2;§!(2iz)2k

B > (_1)k22kB2k22k
= 1) )
k=1

(_l)kQQszkZQk

hE

(3.6)
|
P (2k)!
Ahora, comparando los coeficientes entre (3.5) y (3.6) se concluye que
-1 k7122k71 2kB
clomy = 2T P (3.7

(2k)!

Entonces, finalmente hemos encontrado una férmula general para calcular la fun-
cion zeta de Riemann para todos los enteros pares, es decir, hemos encontrado
el valor exacto de todas las sumas de los reciprocos elevados a una potencia par.
Desde luego, este es un gran avance en el estudio del Problema de Basilea, de un
solo desarrollo conocemos el valor exacto de una infinidad de sumas de reciprocos,
veamos unos ejemplos:

Para k =1 en (3.7):

Para k=2 en (3.7):

Para k=3 en (3.7):

y asi sucesivamente.
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Después de este gran paso en la solucion al problema de Basilea, faltaria la solu-
cion para los niimeros impares, pero en esta direccion son pocos lo avances que se
tienen actualmente, por lo que hay muchas series a las que hay que dar el valor
exacto de su suma.

3.3. Euler, las series y los niimeros primos

Euler como todo matematico apasionado tenia un gran gusto por la Teoria de
los Nuimeros, en particular le interesé conocer la familia completa de los niimeros
primos. En su trabajo de 1737 el cual se titula Varie observationes circa series
infinitas, establecia una relacién extrana pero sin duda maravillosa entre la serie
armonica y los nimeros primos.

1 1 2-3-5-7-11-13----

| E—
+2+3+ 1-2-4-6-10-12-14 - ---

El lado derecho de la anterior igualdad presenta en su numerador al producto de
todos los nimeros primos en orden creciente y su denominador es el producto de
los nimeros que resultan de restar a cada primo el nimero 1. El argumento de
Euler para la identidad era mas o menos asi:

Denotemos por H a la serie arménica -, }1, entonces se tiene que

H—H a_ 1+1+1+ 1+1+1+ —1+1+1+1+
2 2 2 3 2 4 6 N 3 5 7

en esta ultima expresion, todo denominador es impar.

Asi, encontré que

1 E —1 1+1+1+ —1+1+i+
3\2/) 3 3 5 3 9 1

Euler resto y llegd a lo siguiente

H 1/H —1+1+1+ 1+1+1+
2 3\2/) 3 5 39 15

es decir
Sy N
2.3 5 7 11 13
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en la parte derecha de esta igualdad no hay sumandos con denominador divisible
entre los primeros dos niimeros primos que conocemos, es decir 2 y 3.

Restando nuevamente se tiene que

1-2 1 [1-2 1 1 1 1 1 1

- | EH|l =1+ | D

2-3 5 [2~3 ] {—i_5+7+11jL ] {5—‘_25—'—3 *
es decir,

1-2-4 1 1 1
H=1
2-3-5 7 11 13

en la parte derecha de esta igualdad no hay sumandos con denominador divisible
entre los primeros tres niimeros primos que conocemos, es decir 2, 3 y 5.

Euler continué este procedimiento hasta terminar con todos los niimeros primos,
y llego a

1-2.4. . .
6-10-12 1
2-3-5-7-11-13----
por lo que obtuvo
g 2.3.5.7-11-13----

1-2-4-6-10-12-14----
Este procedimiento es matematicamente incorrecto, pero sin duda alguna es muy
admirable por la fascinante conexién entre las series y los nimeros primos.

Para rescatar algo de provecho de este procedimiento, podemos trabajar con
infinitos un poco mas manejables, como por ejemplo, pensar en primera instan-
cia en la suma de todos los inversos de aquellos niimeros positivos cuyos tinicos
factores sean 2 y 3, esto es,

1 1 1 1

1 1
144 — 4 =
+2+3+22+2-3+32+ +2”3m

la suma se puede construir al hacer el producto de las dos series geométricas
> 2% MDD 3% y de hecho, hasta podemos conocer su valor, pues

1+1+1+1+ L + = 1+1+1+ 1+1+1+
2 3 22 2.3 N 2 22 3 32
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De igual manera, la suma de los inversos de niimeros cuyos tnicos factores primos
son 2, 3y 5 es:

Ipipipipip b L1, 1
23456 8 910 12 15

= 1+1+1+ 1+1+1+ 1+1+1+
a 2 22 3 32 5 52
1-1 1-1 ~1 1 2 4

Se podria continuar este procedimiento recorriendo todos los primos, y como todos
los enteros positivos se pueden descomponer de manera tinica como producto de
potencias de primos, nos llevaria a que

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 —_— —_— . s e
oty T T te T T s o T 0T

1
6
= 1+1+1+ 1+1+1+ 1+1+1+
N 2 22 3 32 5 52
B 1 1 1

o o\1-1 1-1 1-1

es decir,
=1 1
> I ()

peP p

donde P es el conjunto de los niimeros primos.

Pero sabemos que la serie es divergente (ver L del Apéndice) y el producto tam-
bién lo es, por lo que la anterior igualdad no es valida, sin embargo abre caminos
para probar otros resultados.

Kronecker (1826-1891) en el afio de 1876 probé que para s > 1 se cumple que

> LT ( )

peP

la prueba de este sorprendente resultado se vera con mas detalle en la siguiente
seccion, por ahora seguiremos los pasos de Euler. La identidad

S

peP p
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le permitia concluir que existia un nimero infinito de primos.

Su razonamiento era el siguiente: si existiera un numero finito de primos, en-
1 . . o0 1
tonces [[,cp <—) es finito, pero esto contradice el hecho de que > es

1_1 n=1n
P

infinito.

1

peP ]—?, y la

En el mismo ano, Euler se pregunté sobre el valor de la serie
forma en que lo encotro fué la siguiente.

n=1n

Primero parte de su identidad H = Y >0 1 = [Ler (1%) y toma logarit-
p

mos en ambos lados, es decir,

1 1 1
log H = —1 1——) -1 1—=-) -1 l—=) =

perocomo—log(l—x):az+”—;+x—;+---,llegaaque

1 1 /1\? 1
loocH = —4+=.(-= -
o8 273 (2) T3

Euler sumo las columnas y obtuvo que

T B (O R0 I S (ORTO R

renombrando tenemos que

1 1., 1
logH=A+-B+-=C+-D+--
og + 5B+ 30+ D+

donde A:Z%, B:Z}%, C:Z}%7

pEP pEP pEP

Para facilitar el entendimiento de los siguientes argumentos, haremos tres ob-
servaciones importantes.
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Observacién 1. Para k> 2, se cumple que Y7, - < .

En efecto, Y>>0, L < [F & = L.

Observacién 3. %B+%C’+}1D+--- es un numero finito.
En efecto,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
GBH+3C+ D+ = §Z—Q+§ — =Y e
pGIP’p GIPp pGIP’p
Il 1 X1 11
< Z R T B T _
B 2n:2n2 S;Tﬁ 4n:2 4+

VAN
N | —
Wl =
N
DN | —
~_
+
] =
7 N
Wl =
~__
+

I

—_

Continuemos con el razonamiento de Euler para probar que
Como

1 .
peP diverge.

1 1 1
logH=A+-B+ - -D+---
og —1—2 +3C+4 +

se tiene que,

1 1 1 1 1
H =exp (A+§B+§C+ZD+-~-) :exp(A)exp<§B+§C’+--->

Como H es infinitamente grande, entonces también exp(A) exp (%B + %C’ + - )
debe serlo, pero exp (%B + %C’ + %D + - ) es finito, entonces necesariamen-
te exp(A) es infinito, es decir A = ZPE]P,% es infinito. <

Dos demostraciones formales y sencillas de la divergencia de la serie ZpEP% son
dadas en la parte L del Apéndice.
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3.4. Evaluando ((s)

Teorema. Si s > 1, entonces

=TI (=) 35)

peP

donde el producto es sobre todos los primos p.

Demostracién. El método consiste en considerar el producto Py(s) de los fac-
tores correspondientes a los primeros k primos y probar que Pi(s) — ((s) cuando
k — oo. Entonces, sean py, pa, ... px los primeros k primos. Argumentando como
en la seccién anterior, observamos que si s > 1 (todas estas series geométricas
convergen), se tiene que,

Pk(s):ﬁ< L ):ﬁ(1+%+%+%+...>

—5
iz NP i=1 b

Si desarrollamos este producto, entonces el término general en la suma resultante
es 1/n®, dénde n = pi'ps*...p" con e; > 0. El Teorema Fundamental de la
Aritmética asegura que cada n de este tipo aporta solamente un término a Py(s),

asi 1
Py(s) = Z e
neAy
donde Ay = {n € N | n = pi'ps?...pi* con e; > 0} es el conjunto de enteros
n cuyos factores primos estan entre py, po,...,pr. Cada n ¢ Ay es divisible por
algin primo p > pr y también cumple que n > py.

De lo anterior se deduce que si s > 1, entonces:

1 1 1
Puls) =) = D0 < S =)= Y
né¢ Ay n>py n<p
Como s > 1, entonces las sumas parciales de la serie » >~ # convergen a

((s), en particular

cuando k — oo. De hecho, la convergencia de Py(s) a ((s) es uniforme en todo
intervalo de la forma [a,00) con @ > 1 ya que para a > 1 fijo, se cumple que
D oo 15 < D onopy ma- Aty |Pi(s) = ¢(s)] — 0 cuando k — oo, y por lo tan-
to, Pr(s) — ((s) cuando k — o0, es decir, se cumple (3.8) y esto es lo que se

queria demostrar. <
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3.5. Teoria de Numeros y Probabilidad

Una aplicacion del Problema de Basilea a la Teoria de Numeros es el siguiente
problema que plante6 E. Cesaro en 1881:

.. Cual es la probabilidad de que dos enteros positivos tomados al azar, cumplan
que su mdzimo comun divisor sea 17.

Antes de ver la solucion a este problema, haremos algunas observaciones y nota-
ciones para facilitar la escritura de la prueba.

Para enteros c y n, la probabilidad de que un entero x sea congruente a ¢ médulo
n es 1/n y lo escribiremos de la siguiente manera:

Pr{z =c(mod n)} =1/n

La razén es que hay n clases de residuos modulo n y hay la misma probabilidad
de que un entero esté en una de ellas.

El teorema Chino del Residuo! asegura que si (m,n) = 1, entonces el sistema
de congruencias = = ¢(mod m), x = d(mod n) tiene solucién. Ademés, si xg
es una solucién, entonces cualquier otra solucion del sistema x es de la forma
r = x9 + kmn para algin entero k. Y esta solucién es tinica médulo mn.

Ahora, en términos de probabilidad, lo anterior nos dice que:

1
Priz = d =d d = —
r{r=c(mod m) y =z (mod n)} —
y también que:
1
Pr{z =c(mod m)} - Pr{z =d(mod n)} = p—

Asi, el par de congruencias son eventos independientes, es decir, la probabilidad
de que ambas congruencias ocurran es igual al producto de las probabilidades de
las congruencias por separado.

Ahora probaremos el siguiente teorema de tres formas diferentes.

ver [6]
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Teorema (de Cesaro). La probabilidad de que dos enteros positivos x,y sean
primos relativos es 6/72.

Llamemos P = Pr{(z,y) =1}

Demostracion 1. Para cada n € N se tiene que

x =0 (mod n),
(x,y)=n< < y=0(modn) y
(Fo3) =1
Pero Pr{z = 0 (mod n)} = Pr{y = 0 (mod n) 1/n y también sabemos
que Pr{x = 0 (modn)yy = 0 (modn)} = Pr{x = 0 (modn)} - Priy =
0 (mod n)} =1/n.

Cuando ambas condiciones se han cumplido, podemos tomar a z/n, y/n como
dos enteros elegidos al azar que seran primos relativos con probabilidad condi-
cional P. Asi, las tres condiciones se satisfacen simultaneamente con probabilidad
P/n?% luego

Pr((z,y) =n) =

Ahora, como para cada x,y se tiene que (z,y) solo tiene un tnico valor n € N, la
serie de todas estas probabilidades Pr{(z,y) = n} debe ser iguala a 1, es decir:

1—2}77“ ((x,y) =n) = Z;—PZ;:PC@)

n=1 n=1

n2

y finalmente:
1 6
P=—=—.
(@ =

Demostracion 2. Notemos primero que

xz # 0 (mod p)
(x,y)=1 & 6 para todo primo p

y # 0 (mod p)

Pero para cada primo p, las probabilidades Pr{z = 0 (mod p)} y Pr{y =
0 (mod p)} son cada una iguales a 1/p. Por lo que Pr{z =0 (mod p) vy

y = 0 (mod p)} = 1/p*. Entonces, Pr{z # 0 (mod p) o y # 0 (mod p)} =
1—p2
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Ahora, como las congruencias modulo dos primos distintos son independientes,
podemos multiplicar todas estas probabilidades para todo primo p, entonces,

P = H(l —p?) <

Demostracion 3. Se partird ahora de que

x =0 (mod p)
(,y) >1 & y para algin primo p
y =0 (mod p)

Observemos que el evento (z,y) > 1 tiene probabilidad 1 — p, y esta debe ser la
probabilidad de que x = 0 = y (mod p) para al menos un primo p.

Ahora, vamos a encontrar otra expresion para ésta probabilidad.

Para cada primo p el evento z = 0 = y (mod p) tiene probabilidad 1/p?
la suma de todas las probabilidades para cada p da una contribuciéon a 1— P de

1
s-3!
> p
Sin embargo, no es exactamente 1 — P, ya que debemos de restar la suma doble

&:231

2
<= (pq)

la cual compensa el doble conteo en S; del caso en que tanto x como y sean
divisibles por dos primos p < gq.

Pero ahora se debe sumar la suma triple

1
5= 2 o

p<g<r

Para corregir el excedente en Sy cuando los enteros x, y sean divisibles entre tres
primos. Y asi sucesivamente. Ahora se pueda afirmar que

1—-P=5 —S+8;—--

y en general, Sy = > (p1---pr)"2 aqui, la suma varfa sobre todas los arreglos de
primos distintos tales que p; < --- < pp. Ahora, si definimos Sy = 1, podemos
reescribir la probabilidad P de la siguiente forma
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En ésta dtima expresion, todo entero n = p; ---py libre de cuadrados (es decir,
que el nimero no es dividido por ningtiin nimero que sea un cuadrado perfecto)
contribuye con el sumando (—1)¥/n? = u(n)/n? donde u(n) es la funcién de
Mobius que se define de la siguiente manera:

1 sin=1
p(n) =< 0 si m? divide a n para algin m > 1

(=1)" si n=py---pr, p; primos distintos

Por tanto, finalmente se llega a:

Asi que por las tres pruebas anteriores, se encontro la siguiente serie de igualdades:

_ b fz_wﬂ(n)
P=sg=1l0-»=2 75

peP n=1

en donde el valor comtn es 6/72. <

Comentario. Las ideas anteriores se pueden extender para cualquier entero
s > 2, es decir, para mostrar que la probabilidad P(s) de que s enteros que se
toman al azar tengan como maximo comun divisor al 1 es igual a:

q Moo 350

peP

3.6. Otros ejemplos

En esta seccién desarrollaremos tres resultados que involucran la funcién ((s),
incluso en uno de ellos usaremos el valor de la funcion zeta evaluada en un punto,
es decir ((3), recientemente se probé que su valor es un niimero irracional pero
todavia no conocemos su valor exacto.
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Ejemplo 1. Para n=1,2,3,..., sea H, =1+1/241/3+...1/n, encontrar
el valor de

YooH, N oo, H,
Zn(n—i—l) - Z n o n 1)

n=1 n=1 +
- iv: o, N+1 H, .
N n n
n=1 n=2
N
Hn - anl HN
- H _
1 ; n N+1
N
1 Hy
= 14+) — -
; n? N+1
N — n2 N+1
Si lim,, o ]{[{—j_vl = 0 entonces se tendria que 22021 n(f_’;l) = Zf;l #

Pero se sabe que si lim,, .o a,, = a, entonces 1im,, o, AF2E=En — g (ver [3] pég

80, ejercicio 14). Luego, como sabemos que lim,,_.., 1/n = 0, entonces se tiene

141/24-+1/n
n

que lim, o H,/n = lim, = 0 y finalmente se encuentra que

H'fl n
lfm — Jfm 2 lm = 0-1=0,
n—oon 4+ 1 n—oo N n—oomn + 1

asi, llegamos a:

i H, 1 _7T2 .
n(n+1) n2 6

n=1 n=1
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Ejemplo 2. Encontrar el valor de

[e.e]

>
! mn(m + n)
(m,n)=1

Solucién.

i mn(TrlL—I—n) - Z % (/o1 me_ldx)

m,n=1

00 2, —u
- / Y (3.9)
0

En (3.9) hicimos la sustituciéon de z =1 —e .

Resumiendo, se encontré que:

o

> m — 2¢(3) (3.10)

m,n=1
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Por otro lado se cumple lo siguiente:

mg; mn(m+n) ; mzn;1 mn(m + n)
’ (m.n)=d
S P
d=1 gq,r=1 d qT(q—i_T)
(g,m)=1
21 = 1
S 2w q; ar(g+7)
(g,r)=1
G -
B = mn(m+n)
(m:n):l

Luego, se encontré que:

o0 oo 1
2 i ~ O 2 (3.11)
(m,n)=1

sustituyendo (3.10) en (3.11) se obtiene finalmente el sorprendente resultado:

e 1

E =2 «
e mn(m +n)
(m,n)=1

Ejemplo 3.

Primero notemos que

00 _1\n -1 00 n

—00 2n + 1 :0 n=0
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por lo que bastara probar lo siguiente:

N 2 N
, (=" 1
1 - | =0
Noo (Z o + 1 n:z (2n +1)?

n=—N -N

entonces, sean

N (—1)" N 1
av =) y =) o
Rt 2n+1 Rt (2n+1)
asi
N

> §:«4w§§<;wn v
TN T Lon i1 4am 1 A 2n 1)

N N n+m

(-1) ~ 1
= 2 2 Gnem D) 2@

n=—N m=—N

R

= D 2n+1)(2m + 1)

n,m=—N

n#m

B i (_1>n+m 1 1
= 2m=n) \2n+1 2m+1
7n;cém

N (_1)m+n 1
(m—n) 2n+1

n?;l;n—IN
N e R N G Vi
B Z_:NQn—l—l ZN (m —n)
"= mr;#n
Cn,N _ Z (fn_i)z) _ (_1)n+1 Z (z;l)n:;)
e e

Observemos que C_, y = C,y y también que Cyn = 0. Ahora, si n > 0,
entonces




3.6. OTROS EJEMPLOS 81

pero |Ch,n| <1/(N —n+1) ya que es la magnitud del primer sumando en la
suma alternante anterior. Asi

N

1 1
d-nl < 3 + )
Z\@2n=1)(N-n+1) (2n+1)(N-n+1)
N Ei 1 ]
2N +1 [N \(2n—-1) (N—n+1)
C )
N 1 1
+ 93
2N +3 an(Qn—l (N—n+1))

pero sabemos que si a,, — a entonces W — a, asi, como

tn = ((2n2— n" (N—2+1)) —0

se tiene que

1 & 2 1
2 (o )
entonces se cumple que
N
1 2 1
1 1-0=0
NZ<(2n—1)+(N—n+1)> -
n=1
y también
N
1 2 1
- 1-0=0
anl<<2n—1)+(zv—n+1)) -

y asi a% — by — 0 cuando N — oo.

Un resultado que se desprende de lo anterior es el siguiente:
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Corolario. (Prueba 18)

S
—~(2n+1)> 8

Demostracion. Tenemos que

SIS SIS
2n —|— 1 :0 4 2
aqui hemos usado la férmula de Gregory, la cual dice que y 7 Qnir): = /4.

ademads se tiene

por lo tanto



Apéndice

A) Algunas series.

Para |z| < 1 se tiene que Y ° 2" = t=.Por lo que derivando dentro del in-

tervalo de convergencia término a término obtenemos:

o0 1
k=1 _
3:1 kx" " = TEESE y entonces g kak i x)

Si derivamos de nuevo la ultima serie, se tiene lo siguiente

2t (L=2)+20(l—2) (1-2)+20 142
D s N

luego se tiene:
Z 2k — 1+x)
1 —x)3
Si derivamos otra vez, entonces resulta que:

S gt - (o) bl ot oo

(1-—x)(1+422)+3z(14+2z) 1+4x+42°

(- o) T -
luego se sigue:
f: [k _ (1 + 4z + 2?)
i (1—=)*

Si en (1) hacemos z = 1/2, entonces
i 3G
o2 ()

33

It
I
o
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Si también en (2) hacemos x = 1/2, entonces

— = =26
=y (3)’

$E 3ty

=0l

B) Divergencia de la serie arménica.

Existen varias pruebas famosas de divergencia de la serie arménica >, % A
Oresme (1350) se le debe la siguiente prueba: los términos de la serie los agrupa
en grupos de 1,1,2,4,8,16,... términos, digamos asi:

1+1+ 1+1+ 1+1—|—1+1+1+ +1 + 1+ +1 +

2 3 4 5 6 7 8 9 16 17 32
Y como cada grupo a partir del segundo tiene una suma superior a 1/2, la serie
armoénica es superior a la suma de una infinidad de términos iguales a 1/2, es
decir, es divergente.

Otra prueba de la divergencia se debe a Johann Bernoulli, veamos como lo hacia:

El considera las siguientes series:

1 1 1
A= —+=-+4+-
2+3+4
B = 1+1+1+ —1+2+3+4+5
2 3 4 777276 12 20 30
o - 1+1+1+1+1
26 12 20 30
1 1 1 1
D = e
6+12+20+30
1 1 1
E = —+ —+—...
12720 " 30
1 1
F = — 4+ — ...
20+30
yluegoconcluiaqueC’+D+E+...:%+(%—I—%)+(%+%+1—12)—|—...:

1 2 3 4 5 _ _
5—1—54—5—1—2—04—%...—3—14
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Por otro lado sabia que

o 1+1+1+1+1
2 6 12 20 30

1 1 1 1 1 1
p = ¢ty b oy 1]
6+12+20+30 2 2

1 1 1 1

E — D——:———:—

6 2 6 3

1 1 1 1

F = F——=-——=-

12 3 12 4

Luego,A:C+D+E+F+...:1+%+§...:1+Aporlotanto,

A =1+ A, pero esto no es valido para nimeros, por lo que A no existe.

Otro argumento para probar la divergencia de la serie armoénica lo dio Jacob
Bernoulli en 1686, procedio asi:

Si a <1, entonces £+L+...+a%>1. Esto se debe a que:

a+1
U N IS B SIS SSR
J— _ P — = (a" —a)— = - —
a+1 a? = a? a? a? a
Asi,
TR S R (L Y (L Y (LT
2 3 2 3 4 5 25 26 262)

> 14+1+1+... estoasegura que la serie armonica diverge.
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C) Criterios de convergencia para series.

Criterio de comparacién ([?], pag 88).Si a, y b, son dos sucesiones de
nimeros reales tales que 0 < a,, < b, para todo entero n > 1, entonces

1. > a, esconvergente si »_ b, lo es.

2. > b, es divergente si Y a, lo es.

3. Si0<lmy o3> <1, entonces > a, y > b, convergenten o divergen al
mismo tiempo.

Criterio de la integral ([ |, pag 112). Si f es una funcién mondtona decreciente
en [1,00), entonces [ f(z) dz converge si y sélo si > o, f(n) converge.

D) El desarrollo en serie del logaritmo

Como para |z] < 1 se tiene que -Llog(l—xz) = —7 = — 3> 2", entonces se

cumple:
log(1—t) = /t%bg(l—x /(i )

=0

tn+1

= —Z/ "dx—— n+1

=0

tn
= —E — para [t| <1
n
n=1

Asi,
o0 t"
log(1—1)=— — t <1 3
w1 =)= =320 para I ®)
Si hacemos el cambio de variable x = —t en (3), se tiene también que
o0 n+1
log(1 + ) Z ————z" para |z| <1 (4)

n=1
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y si hacemos y =1+ x en (4) entonces

0 n+1
log(y) = Z —1)" para |y—1| <1 (5)

n=1

Notemos que las series también son vélidas en los niimeros complejos, si en ca-
da una de (3), (4) y (5), las variables t,z y y se consideran como variables
complejas. En tal caso, [t], |z], |y| denotan el médulo de los nimeros complejos
correspondiente.

Como una observacion adicional podemos mencionar la siguiente proposicion:

Proposicién. Si el radio de convergencia de la serie de potencias - ¢,2", con
z un niamero complejoes 1, ¢cg > ¢y > ... > ¢, > --- vy ademas cumpla que
lim,,_.C, = 0, entonces la serie converge en todo punto de la circunferencia
|z| = 1 excepto quizd en z = 1.

La prueba de esta proposicion queda fuera de los objetivos de este trabajo, pero
se puede encontrar en [3] pag. 71.

Entonces, usando esta proposicién, las series (3), (4) y (5) son convergentes

en la circunferencia unitaria salvo para los valores t = 1,2 = —1 y y =
0, respectivamente.

E) Verificando que lim. log xlog(1 — z) = 0.
0

Tr—

Lema. lim logzlog(l—z)=0 y lim logzlog(l—2)=0

z—0t r—1—

Demostracién. Si hacemos el cambio de variable y = 1—x en el segundo limite
resulta que éste es igual a 11’m+ log(1—y)logy por lo que solo bastard encontrar
y—0

el primer limite.
Entonces, como log(l —x) = — >~ & para |z| <1 (ver D del Apéndice),

se tiene para 0 < z < 1 que:

—log(1 — z) Zx
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si multiplicamos las desigualdades por —logx > 0 se tiene:

—xlogx
—zlogz <log(l—z)logz < 1—g
-
Ahora, por L’Hopital se cumple que:
1
lim rlogr = lim —%- = lim —2 =0
z—0t z—0t -2 z—0t

y finalmente llegamos a

Ili)I(I)l+ logzlog(l —z) =0

F) Cambio de Variable

En este inciso mencionaremos el teorema de Cambio de Variable, su demostraciéon
se puede encontrar en [2] pég. 335.

Teorema de Transformacion de Integrales. Sean S y T subconjuntos de
R? adecuados para integrar y sea ¢ : T — S una transformacién biyectiva de
clase C'! con jacobiano |J,(u,v)| = det(J,(u,v)) diferente de 0 para (u,v) € T.
Entonces, para cualquier funcién continua f : S — R se cumple que

J[ s@azay = [[ st opa vl

G) Evaluacion de algunas integrales

/2
/CO

0 s’ xdx vy para eso, calcularemos

Queremos encontrar el valor de I, =
primero el valor de [ cos™ zdx :

Para usar integracién por partes hacemos

uw=cos™ lzx dv = cos xdx

2

du = (m — 1) cos™ * z(—sen x)dz v =senx
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por lo tanto se tiene que
/cosm rdr = cos™ 'z senx + /(m — 1) cos™ 2z sen® zdx
= cos™ 'z senz + (m—1) /cosm_2 z(1 — cos? x)dx
= cos" 'wsenz + (m—1) /cosm_2 xdxr — (m —1) / cos™ xdx

es decir,

1 -1
/cosm wdr = — cos™ ' x senx + (m—1) /COSm_2 xdx (6)
m m

Ahora, si los limites de integracién son 0 y 7/2 y ademds m = 2n en la anterior
igualdad, entonces

2n—2

si otra vez aplicamos (6) para calcular fow/ % cos xdx, y lo sustituimos entonces

w/2 m—1 mn — 3 w/2
I, = / cos® xdx = n n / cos® 3 x dx
0 2n 2n—2/ Jo

Aplicando esto 2n — 1 veces tenemos

_ RESNY  @2n—-1)@2n—-3)-...-(2n—(2n—1)) /2
In—/o cosxdr = @) @n—2)) ... @n—(@n—2)) /0 cos xdx

(2n—1)(2n—3)-...-3-1(7r).

2n)(2n—2)-...-4-2 \2

y este es el valor que hemos encontrado para I,.

/2 . .. .
Ahora calcularemos | /2 sen?*+1 2 dz con procedimiento similar al anterior. Con-

sideremos la integral [ sen™ zdx Para usar integracién por partes hacemos
m—1

U = sen T dv = sen xdx

du = (m — 1) sen™ 2 z(cos z)dx V= —COST
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por lo tanto se tiene que
/senm rdr = —sen™ 'z cosx + /(m —1)sen™ 2z cos® xdx

= —sen™ 'z cosxz+ (m—1) /Senm_2 x(1 —sen® z)dx

= —sen™ 'z cosz + (m—1) /Senm_2 xdx — (m —1) /senm xdx

es decir,

m m

1 -1
/senm wdr = —sen™ 'z cosz + m=1) /s.enm2 xdx (7)

Ahora, si los limites de integracién son 0 y 7/2 y ademas m = 2n + 1 en la
anterior igualdad, entonces

2n

si otra vez aplicamos (7) para calcular fow/ *sen?" 1 xdz, v lo sustituimos en-

tonces
w/2 2 I — 2 w/2
/ sen?" M pdx = n n / sen?" 3 x dx
0 2n+1 2n—-1) J,

Aplicando esto 2n — 1 veces entonces

L . (2n)@2n—2)-...-(2n— (2n —2)) ”/QSQHH
/0 sew™wdr = (2n+1)(2n—1))-...-(2n—(2n—3))/0 I
(2n)(2n—2)-...4-2
@n+1)2n—1)-...-5-3

y es el valor que hemos encontrado para la integral estudiada.

H) Teorema de Tannery

Teorema de Tannery. Si s(n) =), fx(n) paracada n € N es una suma
finita (o una serie convergente), y si

lim fi(n) = fio [fs(m)] < My DMy < +oo

k>0
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entonces, lm, . s(n) =3 150 fx
Demostracién. Sea € > 0y N = N(e) tal que >, () M < €/3.

Para cada k € N existe Ni(e) tal que:

|[fx(n) = ful < n > N(e)

€
3N (e)
Sea N(e) = méx{Ni(e),..., Ny((e)}, entonces

N(e)

ka|<2|fk — fl + Z )+ Y 1Sl

k>0 k>N (e k>N (e)
Como |fr(n)| < My, entonces |fi| < Mj
€ 2
— <N 2 M, <
> K< N 3N()+ D Mi<gt =

k>0 k>N (e)

y esto se cumple para n > N (e).

Ejemplo. Usaremos este teorema para ver que
T\" = 2F
fim (10 0) =25

Como
k 2 2

T\ “ n\ n\x x
(1+7) :Z@EY @ﬁ*ﬁ

k=0

cuando n — 00, entonces se tiene que

T\ > Ik
lm <1+—> e
n—oo |

n P k!
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I) El Ntcleo de Dirichlet

Lema.

Demostracion. Sabemos que

1+e? 4+ .. +e™

por lo tanto,

14+ cosf+...4+cosnf = Re(l + e + ... +em)

pero como senx + seny = 2sen %ﬂ cos

tiene:

i cos kb =
k=0

2sen (Q)

Ty = 2sen

2 sen

por lo tanto llegamos a

sen (2519)

2

=y
2

+1

6 cos 39 = sen (

APENDICE

CoS g@ sen "THH

al tomar z =

2n

0

sen 5

2

+1
)

1
14+cos@+...+cosnfl = 5(

—11+
2

0

seng + sen %9)

Sen 5

[%
Sen 2

sen 2"2—+1c9

) .

2n—|—10 y = 0
)

2

§Se

7

+sen§
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J) Un minimo de Anélisis de Fourier

En este apartado, mencionaremos algunas definiciones y propiedades importantes

que se estudian en el area del analisis de Fourier, y que se usaron en el capitulo
2.

El espacio L?[0,1]. Es el conjunto de todas las funciones f : [0,1] — C que
son medibles en [0, 1] y cumplen que fol |fI? < oo.

En este espacio hay un producto interior que denotamos por (, ) y se define
de la siguiente manera: Si f, g € L?[0, 1], entonces
(f,g9) = fol fg donde 7 es la funcién conjugada de g.

Base Ortonormal en L?[0,1] . Es un conjunto numerable 8 C L?[0,1] el cual
cumple que

i) (3 es base de L?[0,1], es decir, L = {Z;;l a;jf; ra; € C, Bj € B, n € N} es
denso en L0, 1].

ii) Los elementos de (3 son ortonormales, es decir que para cualesquiera dos ele-
mentos B, Om € B, se cumple (B, Bn) = dmn, donde 6 se define de la siguiente

manera
5o 1 sim=n
e 0 sim#n

Una base ortonormal de L?[0,1] es {e,(x) = e*™* :n € Z}.

Series de Fourier. Si f € L?[0,1], entonces la serie de Fourier para f se

define como
oo

fl@) =Y (freal2))en(x)

n=—oo

donde e, (z) = 2™z,

Identidad de Parseval. Esta identidad 1til en el Analisis de Fourier, asegu-
ra que si f € L?[0,1], entonces es vélida la identidad,

||f||2 = <f7 f> = Z |<f7 €n>|2 donde Gn(.’L') = 627rinz‘

n=—oo
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K) Cotangente y el truco de Herglotz

Una de las férmulas mas elegantes que involucra funciones elementales es la des-
cubierta por Euler para la funcién cotangente, la cual dice que

1 (1 1
tre = — eR\Z
meot T x+z(aﬁ+n+x—n> para x \

n=1

Daremos un argumento debido a Gustav Herglotz (ver [11] ) para justificar que

N

mecotmx = lim E
N—o00 r+n
n=—N

El “truco de Herglotz ” consiste en mostrar que las funciones f(z) = wcotmx y
, N 1 . , . .
g(z) = Imy_e Dy —4, tienen en comun propiedades, y estas propiedades

hacen que las funciones coincidan. Las propiedades son las siguientes:

(A) Las funciones f y g estdn definidas y son continuas en R\ Z.

Para la funcién f(x) = mcotmxr = <222 la afirmacién es cierta, pues es una

sen T

funcién que es cociente de dos funciones continuas y definidas en R\ Z.

Para la funcién g¢(z), notemos primero que (W%n + ﬁ) = —nf_xe por lo

_ 1 o] 2z ‘
que g(w) = —> ", —="5. Entonces, bastard ver que para cada = € R\ Z,
la serie 7| —* converge uniformemente en una vecindad de z.

Pero observemos que para n > 2 y para cada 2% < 2n — 1 se tiene que

n?—x?>(n—1)2>0 por lo que

1 1

0< <
n?—az2  (n—1)>2

Lo anterior es valido para x y puntos de una vecindad de z, y en esa vecindad se

tiene que
oo

2
g ——— converge uniformemente

2 _ 2
nzln T

(B) Las funciones f y g son periédicas de periodo 1, es decir, f(z+ 1) = f(z)
y gle+1) = g(x).
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Tenemos que cotx es periddica con periodo 7 y por tanto, f(x) = mcotnx
es también periddica de periodo 1. Por otro lado se tiene que

Yoo
gn(z) = Zern y
n=—N

N N+1

1 1
1 = _— =
gn(z+1) Z r+1+n Z T+n
n=—N n=—N-+1
()+ 1 . 1
= _1(x
gn-1 T+ N z+N+1

por lo tanto,

g(z +1) = lim gn(z+1) = lim gy_1(z) = g().

(C) Las funciones f y g son impares, es decir, f(—z) = —f(z) v g(—=z) =
—g(x).

La funcién f(z) = mcot mx es claramente impar.

Para g(x) se tiene:

N 1 oo N
D M S R M=
n=—N n=—N n=—N
tenemos ahora que
g9(=z) = lim gn(—z) = lm —gn(z) = — lim gn(z) = —g(2)

(D) Las funciones f y g satisfacen la ecuacién funcional f(%)+ f(32) = 2f ().

Asi, para f se tiene:

T 7T(J3+1)
T x+1 B cos - COS —
f<2)+f( 2 ) -7 _Sen%m—i_sen@]
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Y para g se tiene:

N
x x+1 1 1
w(3)eo () = X et X

n=—N n=—N 2
B Z( 1 n 1 )
- x x+1
N 5 tn %—l—n
N N r+2n x+2n+1
2o () + ——
T RN TN 11

Luego, al hacer que N — oo se tiene que

g (g) +9 (x;1> = 2g(x)

Teniendo estas propiedades en cuenta, consideremos a la funcién h(x) definida
asi:

(x) = f(@) = g(x) = 7 cot ma - <l > —nz_x)

Es claro que h es continua en R\ Z y que satisface las propiedades (B), (C) y
(D). Notemos que lim,_., h(xz) = 0, en efecto, como h es periddica de periodo
1 entonces bastard ver que lim, .oh(z) = 0. Pero >, —* converge a 0
cuando x — 0 y se tiene que:

Trxcotmxr — 1

limrmcotmx —— = lim
x—0 x z—0 €x
, MWL COSTE — SEeN T
= lim =0
z—0 rsennx

la ultima igualdad se obtiene usando la regla de L’Hopital

Luego, podemos extender h al hacer h(n) = 0 para n € Z y entonces h es
contina en R y tiene las propiedades (B), (C) y (D).

Finalmente, Herglotz finaliza su demostracion con el siguiente Lema el cual, es el
toque final para su asombroso truco.

Lema de Herglotz. Si h: R — R es una funcién continua con las propiedades
(B), (C) y (D) y se anula en los enteros, entonces h =0 en R.
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Demostracién. Como h es continua en [0, 1], entonces esta funcién tiene un
maximo m en ese intervalo y entonces, por ser periédica es maximo en R, ademés
existe un punto, digamos zy € [0, 1], tal que h(xy) = m.

Entonces, por (D), h(%)+ h(24) = 2m. Luego h(%) =m y por induccién
también tenemos que h(32) = m para toda n € N, luego, por continuidad,
h(0) = m, pero sabemos que h(0) = 0 por lo que m = 0, asi h(zx) < 0 para
x € R. Ahora, como sabemos que h es impar, entonces h(z) < 0 es imposible y
asi, h(z)=0 VzeR.

Después del Lema anterior y el analisis realizado, inmediatamente obtenemos
la famosa identidad de Euler:

1 = 2r
Tceotmwy = — — _ zeR

L) Divergencia de la serie Zpe]p 5

Probaremos el siguiente teorema de dos formas diferentes, donde P es el con-
junto de los nimeros primos.

Teorema. 3 . es divergente.

Demostracién 1 (de Niven, ver [11] 6 [27] ). Bastard probar que para todo
y > 2, se cumple que

1
Z — > log(log y) — 1
p<y p
Entonces, sea Y = {n € N : los factores primos de n son menores que y}. Recordando

1 _ 1 - . .
que > cpy =Il<, (1_—1) como vimos en una seccién del capitulo 3, entonces
p

seguiremos el siguiente razonamiento:
SineN y n<y, entoncesneY y > . +> any%.

Ahora, sea N = [y] el mayor entero menor o igual ay, asi N <y< N+1 y
por tanto tenemos que

N+1
Z / =log(N + 1) > logy

Enunciaremos y demostraremos a continuaciéon un Lema que utilizaremos para
poder terminar nuestro Teorema.
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Lema. Para 0 <v < 1/2, se tiene que exp(v+v?) > 1/(1 —v).

Demostracién. Consideremos a f(v) = (1 — v)exp(v + v?), como f(0) = 1,
entonces serd suficiente ver que f es creciente, pero

f'(v) = (1—v)(1+2v)exp(v+v?) —exp(v+v?)
— exp(o+ %) - {(1 = 0)(1+20) — 1)}

= exp(v+v?) - {v(l —2v)} >0 q

Regresando a la prueba del Teorema, si ahora utilizamos el Lema con v = 1/p

se obtiene que
(1 N 1) S 1
exp( =+ ] >
pop?) 1
por lo tanto

Moo (3 ) =T (1) - S0 = X0 = e

<y Py p ney n<y

aplicando logaritmo en ambos lados, entonces

ZE+Z%>log(logy)

Py p p<y

pero como Zpgy ]% < 1, entonces finalmente llegamos a que

1
Z—>log(logy)—1 q
pSyp

Demostracién 2 (de Erdés, ver [?]). Escribamos los nimeros primos en forma

creciente, digamos py, pe,... y supongamos que » <y 113 es convergente.

Entonces, debe existir un k entero tal que
> <
ikl Pi 2

Llamemos a los nimeros pq,ps,...px los “primos pequenos” y a prii1, Prr2,-- -
los “primos grandes”
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N N

Entonces, para cualquier entero positivo N se tiene que E — < 5
) 2

1>k+1

Sea N, el nimero de enteros positivos n < N que son divisibles por al menos un
primo grande y sea N, el nimero de enteros positivos n < N que son divisibles
por al menos un primo pequeno.

Lo que queremos es encontrar un /N que cumpla N, + N, < N y esto llevarfa a
una contradicciéon con la ecuacion N, + N, = N que claramente es vélida.

Para acotar Ny, notemos que [g] cuenta el nimero de enteros positivos n < N
3

que sean divisibles por p;. Entonces, por (*) obtenemos
N N
N, < — | <= 8
<X 5] <3 (®)

Ahora concentremonos en N,. Escribamos a todo n < N que tiene inicamente
divisores primos pequertios en la forma n = a,b? donde a,, es libre de cuadrado.
Entonces, a, es producto de primos pequenos diferentes y por supuesto, exis-
ten 2 nimeros diferentes que son libres de cuadrado.

Por otro lado,como b, < y/n < VN, entonces existen a lo mds N partes
cuadradas b, que son diferentes, luego

N, < 2"VN

Dado que (3.19) es verdadera para toda N, requerimos una N tal que
N
2FV/N < 5
pero 21 < /N, por lo que N = 2%+2 funciona. <

Utilizando lo anterior, es inmediato el siguiente resultado

Corolario. El ntimero de primos es infinito.

1

Demostracién. Un nimero finito de primos harfa que la serie }° p - fuera

finita pero esto contradice el teorema anterior. <
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M) La funcidn sen 7z escrita como un producto.

Teorema.
00 2
z
SGH7TZ=H(1——2> con z€C
n
n=1
Demostracion. Par probar este resultado usaremos la derivada logaritmica y el
desarrollo en fracciones parciales de la cotangente.

Sean , .
R =15y f@)=m=]]f()
Como
"(2) 2z

se tiene que

fliz) 1 & 22
==+
O

el lado derecho de la igualdad anterior es 7 cot wz (ver K del Apéndice), que a su

vez es
(senmz)

senmz

Luego log f(2) = log(senmz)+c¢, por lo que f(z) = ¢sen 7z para alguna constante
ce C\{0}.Y como

lim /z) = lim ﬁ fa(z) =1=1im
n=1

senmz

2—0 T2 2z—0 z—0 Tz

se tiene que c¢=1 yasi f(z) =senmz
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