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Resumen.

En el presente trabajo introduciré una transformada de Bargmann B,, para
L2(S™), n > 2. Aqui S™ denota la n esfera en R""!. Dicha transformada la
voy a introducir utilizando el espacio de funciones analiticas en la cuadrica nula
considerado inicialmente por Bargmann y Todorov [4]. Probaré que el operador
B,, es unitario y estudiaré las propiedades semiclasicas de los estados coherentes
asociados. En particular probaré un teorema tipo Egorov que relaciona el simbolo
de Berezin con el simbolo principal de un operador pesudo-diferencial sobre L?(S™).

La definicién de B,, es motivada en base a las transformadas de Bargmann para
L2(R™), L?(S?), L*(S™) n = 3,5 introducidas por Bargmann [3], Thomas/Wassell
[29] v Villegas-Blas |31, 32, 33| respectivamente.
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Introduccion.

En 1961 V. Bargmann [3] introdujo una transformacion unitaria Bgn, del espacio
L?(R™) a un espacio de Hilbert Bcr de funciones analiticas (en n variables complejas)
de cuadrado integrable respecto a una medida gaussiana v. A dicha transformacion
se le conoce como transformada de Bargmann.

Bargmann introdujo los espacios Bgr con el proposito de dar un espacio de
Hilbert donde los operadores b} de multiplicaciéon por z; y b; = hd/0z; (con h la
constante de Planck) j = 1,2,...,n fuesen adjuntos uno del otro. La importancia de
este hecho radica en que dichos operadores dan una representacién de las relaciones
canoénicas de conmutacion (RCC).

La transformada de Bargmann Bgn tiene la propiedad que intercambia los o-
peradores bf = (b];,...,bIL) y b = (b1,...,b,) con la representaciéon usual a =
% (X +1hP) y al = % (X —2hP) de las RCC sobre L2(R™), con P = (Py,..., P,),
X = (Xi,...,X,) donde X, P; son los operadores de multiplicacion por z; y
—1h0/0x; respectivamente.

Se puede mostrar [31] que Brn es un operador integral, cuyo nucleo integral A,
cumple tres propiedades relevantes:

1. El conjunto de funciones {A,(-,z) | z € C"} (etiquetados por elementos del
espacio fase R?" ~ C" de una particula moviendose en R") es igual al sistema
candnico de estados coherentes para el oscilador arménico introducido por E.
Schrodinger [26].

2. Para x € R", z € C", el niicleo reproductor se puede expresar por A, (x,z) =
(mh)—"/4 exp(; Prn(x,2)), con Prn(x,2) la funcién generadora de la transfor-
macién canénica Cy, : (T*R",dx A dp) — (C", —dz A dz), enviando (x,p)
(z,Z) con z = %(x —1p). Es por ello que Bgn se puede ver como la cuanti-

2
zacion de la transformacién canédnica C,,.

3. La transformada de Bargmann de A,(-,z) evaluada en w es igual al nucleo
reproductor K, (w,z) del espacio Bcn.

La transformada de Bargmann Bgnr corresponde al estudio de una particula
moviendose en R™. Es natural preguntarse por una representaciéon de funciones
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analiticas y una transformada de Bargmann para cuando la particula se mueve en
una variedad diferente de R™.

En [29] Thomas/Wassell, y posteriormente en [31, 32, 33| Villegas-Blas intro-
ducen una transformada de Bargmann Bgn para una particula moviendose sobre la
n esfera en R"*1 S" con n =2y n = 3,5 respectivamente.

Miés especificamente, una transformacién unitaria de L?(S™) sobre un subespacio
Fm de Bem, m = 2,4,8, de funciones que son invariantes bajo Zs, S' y SU(2)
respectivamente.

Las dimensiones particulares n = 2,3,5 proceden del hecho fisico que, para
energfa fija negativa, solo en estas dimensiones hay una correspondencia entre el
problema de Kepler n dimensional y m = 2,4,8 osciladores isotrépicos clésicos
respectivamente.

Villegas-Blas definié la transformada de Bargmann para L?(S™), n = 2,3,5
basado en la cuantizacién de una transformacién canénica no biyectiva que rela-
ciona dos diferentes cuantizaciones del problema de Kepler n dimensinal. Dicha
transformacion C(,, ) relaciona el haz cotangente de la esfera T*S™ — {0} (ésto es
T*S™ con la seccion cero removida) para n = 2,3,5, con C™ — {0}, m = 2,4,8
respectivamente. Es decir, Villegas-Blas consideré Bg» como un operador integral
cuyo nicleo integral es una serie de potencias de una funcion generadora ¥, (2, %),
de la transformacion canénica Cy, -

La transformacion canénica C, ) a su vez es la composicion de una funcién
P(n,m) de C™ — {0} sobre Q" — {0} y una funcién o, que identifica Q" — {0} con
T*S™ — {0}. La cuadrica nula Q" es definada como el conjunto de elementos en
C"*! con la propiedad que la suma de los cuadrados de sus componentes es igual a
cero.

Basado en ésto introduciré una transformada de Bargmann B, para L?(S™),
n > 2. Consideraré el rango de B, como el espacio de Hilbert &, de funciones
holomorfas sobre la cuadrica nula Q", introducido por Bargmann-Todorov en [4].

En base a los casos n = 2,3,5 |31, 33|, propondré a B,, como un operador
integral cuyo nucleo integral es una serie de potencias en o -y/h, @ € Q", y € S™.
Es decir, el nacleo integral de B, es K(y, o) = > 72 ¢k (%)k Los coeficientes ¢
que aparecen en la serie son calculados tal que B,, es una isometria.

Cabe mencionar que para los casos (n.m) = (2,2),(3,4), (5,8) se puede iden-
tificar el espacio &, con Fy, por medio de un operador unitario &, ), el cual es
definido a través de la funcién p(, ) mencionada arriba. Por tal motivo la trans-
formada de Bargman Bgn es un caso particular de la transformada B,,.

Basado en la definicién de estados coherentes para L?(R™), propondré los estados
coherentes @, 1, (etiquetados por elementos a € Q") para L?(S™) como el complejo
conjugado de K(y, o).

La definicion que propongo de los estados coherentes es en términos de una serie
infinita, no expresable (al menos de manera inmediata) en términos de funciones es-
peciales conocidas. Por lo que podria parecer dificil trabajar con éstos. Sin embargo
basado en el trabajo de L. Thomas y S. Wassell [29], mostraré que la asintotica prin-



cipal de los estados coherentes (como de sus derivadas) es practicamente una funciéon
exponencial (ver apéndice C). Usando ésto probaré propiedades semiclasicas de los
estados coherentes.

Ademas mostraré que el conjunto K = {®q 5 | o € Q"} de estados coherentes
para L?(S™) satisfacen todas las propiedades (abajo mencionadas) que se puedieran
esperar. Es decir satisfacen propiedades similares a las cumplidas por los estados
coherentes del oscilador armonico.

Finalmente estableceré un teorema tipo Egorov que relacione el simbolo princi-
pal de un operador pseudodiferencial A actuando sobre un subconjunto denso de
L?(S™), n > 2 (la cuantizaciéon de una particula clasica moviendose en S™) con el
limite semiclasico del simbolo de Berezin del operador correspondiente BnAh(Bn)_l.

Cabe mencionar que se han realizado otras generalizaciones de la transformada
de Bargmann para el caso cuando la particula se mueve en la esfera. Entre estas
mencionamos el trabajo de B. Hall [8] y M. Stenzel [27] para cuando la particula
se mueve en un grupo de Lie compacto y un espacio simétrico de tipo compacto,
respectivamente.

Maés atn Hall y Mitchell en [11] definen una transformada de Bargmann y estados
coherentes para la n esfera. Sin embargo éstos son diferentes a la dados aqui ya que
ellos utiliza la cuddrica no nula.

Para el caso de las esferas S' y 52, K. Kowalski y Rembielinski [16] introducen
una transformada de Bargmann relacionada con la de B. Hall a través de la in-
troduccién de operadores de creaciéon y aniquilacién adecuados y argumentaciéon
fisica.

J. Rawnsley [23] introdujo una especie de transformada de Bargmann para la
esfera S™ siguiendo ideas de cuantizacién geométrica. Sin embargo, dicha transfor-
mada resulta ser no unitaria.

K. Ii y R. Wada, [15] y [34] introducen una transformada de Bargmann unitaria
para la n esfera con rango un espacio de funciones holomorfas en la cuadrica nula
Q. Esta transformacién es diferente a la mostrada aqui ya que Ii y Wada fuerzan
desde un principio al nucleo integral que define su transformada, a ser la exponencial
de la funciéon (- x), a € Q™.

Odzijewicz y Horowski [14] introducen un conjunto de estados coherentes uti-
lizando la cuadrica Q3. Sin embargo el rango que ellos utilizan y el niicleo reprodctor
que obtienen no es el mismo al obtenido en este trabajo.

Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera.

En el primer capitulo, se revisan algunos aspectos bésicos sobre espacios de fun-
ciones analiticas y un espacio en particular: el espacio de Bargmann, considerando
la constante de Planck h.

También se define la transformada de Bargmann Brr. Se muestra que es un
operador unitario y se encuentra su inversa. Este material es conocido (ver [9]) y
sblo se presentan aqui para completez de este trabajo y referencia posterior.

En el capitulo dos se da la definiciéon de los estados coherentes sobre L?(R"), a
la vez de que se mencionan las cinco propiedades que cumplen. Finalmente doy una
prueba rigurosa de un teorema tipo Egorov que relaciona (a través de la transfor-

vi



macion canonica Cy,) el simbolo principal de un operador pseudo-diferencial A sobre
L?(R™) con el limite semiclasico del simbolo de Berezin del operador Bgn A(Bgn) ™!,

En el capitulo tres se da una introducciéon a las transformadas de Bargmann
para L2(S?) y L%(S?) introducidas por Thomas/Wassell [29] y Villegas-Blas [31]
respectivamente. Los cuales lo probaron utilizando un cambio de base.

Motivado por la transformada de Bargmann sobre L2(S?) y L?(S3). En el
capitulo cuatro definiré una transformada de Bargmann B,, sobre el espacio de
Hilbert L2(S™), n > 2. Mostraré que dicho operador es unitario y encontraré su
inversa.

Ademés mostraré de forma rigurosa que la transformada de Bargmann de Tho-
mas/Wassell y Villegas-Blas Bgn (mencionada en el capitulo tres) es unitaria. Cabe
aclarar que se da una demostracion diferente a la dada por ellos ya que utilizo los
operadores unitarios i, ,,,) y By, mencionados arriba.

En el capitulo cinco definiré los estados coherentes para L?(S™), n > 2 y mos-
traré que cumplen propiedades similares a las satisfechas por los estados coherentes
sobre L?(R*). Explicitamente dichos estados coherentes satisfacen:

i) Dan una resolucion de la identidad.

ii) Son temporalmente estables bajo la evolucién del tiempo de un operador que
es basicamente la raiz cuadrada del Laplaciano sobre S™.

iii) Existe un operador de aniquilacion tal que los estados coherentes son funciones
propias de éste.

iv) Satisfacen de manera 6ptima el principio de incertidumbre de Heisenberg.
v) Cumplen propiedades de concentracion.

(a) La funcién de densidad de probabilidad ®q 1/||Pa,n| se concentra en
Re(a)/|Re(ax)| para i pequena.

(b) La funcién de densidad de probabilidad Fg, j asociada a B, ®q 5 se con-
centra alrededor del punto o para A pequena. La funciéon Fg ; incluye
la funcion de peso de la medida sobre Q" introducida por Bargmann y
Todorov [4].

En el capitulo seis pruebo el teorema tipo Egorov anteriormente descrito. A-
demas utilizando ésto pruebo otro teorema tipo Egorov para simbolo principal de
operadores pseudo-diferenciales Ay sobre L?(S™), n = 2,3,5 y simbolo de Berezin
de BSnAh(BSn)_l.

Finalmente también se tienen tres apéndices.

En el apéndice A se muestra como obtiene Villegas-Blas [33] la transformacion
canénica C m)-

En el apéndice B se da una breve introduccién a operadores pseudo-diferenciales
sobre R™ y variedades.

Vil



En el apéndice C (basado en el trabajo de Thomas/Wassell) se muestra la as-
int6tica de las derivadas del niicleo integral. Dichas asintéticas son utilizadas para
poder dar una prueba rigurosa del teorema tipo Egorov mencionado en el capitulo
cuatro.

viil



CaPiTULO

Transformada de Bargmann.

En este capitulo se desarrollardn las herramientas necesarias para poder definir
la transformada de Bargmann en L?(R"). Se discutiran las nociones basicas de
nicleo reproductor y relaciones candnicas de conmutacion.

Ademas se introduce el espacio de Bargmann Bgn, vy un operador unitario, lla-
mado transformada de Bargmann, y denotado por Brn. Este operador tiene como
dominio L?(R™) y toma valores en Bcn.

1.1 Preliminares.

Antes de introducir el espacio de Bargmann, mencionaremos algunos teoremas
conocidos que utilizaremos frecuentemente.

El contenido de esta seccion (excepto el teorema 1.9) se tomo del articulo de
Brian Hall |9]. De dicha referencia se sigue la presentaciéon y enunciado de los
teoremas. El teorema 1.9 aparece en el articulo de Bargmann [3]. Aqui solo se van
a presentar discuciones de las ideas matematicas principales de las demostraciones.
Para mas detalles ver [9].

1.1.1 Espacio de funciones holomorfas.

Sea U un conjunto abierto no vacio de C" y « una funcién continua, estricta-
mente positiva sobre U.

Definicion 1.1 Una funcidn f: U — C es holomorfa si es continua y analitica
en cada variable con las otras variables fijas. Esto es, si f satisface

of

L (z)=0 1<j<n, elU.
7%; (z) para <j<n z



2 Transformada de Bargmann.

Una funcién entera f se puede expresar como una serie de potencias

flz) =) az® (1.1)

kezn

donde z¥ = zfl ...2F vy Z, es el conjunto de enteros no negativos. Dicha serie

converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto de C”.
Denotemos por H(U) al espacio de funciones holomorfas sobre U. Sea L%(U, a)
el espacio de Hilbert con producto interior

(2 9) 2wy = /U F(2)5(2)(z)dzdz

de funciones de valores complejos de cuadrado integrable respecto al peso «, donde
dzdz es la medida de Lebesgue 2n-dimensional sobre C" ~ R?".

Definicion 1.2 Sea HL*(U,«) el espacio de funciones holomorfas de cuadrado in-
tegrable respecto al peso a, es decir

HIX(U, o) = {f € HU) | /U £ (2) P (z)dzdz < oo} .

Teorema 1.3 1. Para toda z € U, existe una constante c, tal que
2 2
[F(2)]” < call Fllz2 0,0
para toda F € HL*(U, ).

2. HL2(U, ) es un subespacio cerrado de L*(U, ). Asi es un espacio de Hilbert.

Demostracién.
1. Sea z = (21,...,2,) € C", vy F € HL?*(U, ). Definamos Ps(z) por

Pyz) ={veC":|vy—z| <s,k=1,...,n}. (1.2)

Si z € U, escojamos a s tal que Pys(z) C U. Ahora aseveramos que

F(z) = (7?32)_”/]3( )F(w)dde. (1.3)

La igualdad anterior se prueba primero para n = 1. Para ello se hace uso de
la expansién en serie de Taylor de F' centrada en z, y el hecho de que dicha serie
converge uniformemente a F' en cualquier compacto, en especial m Para probar
el caso n > 1 simplemente se integra una variable a la vez y se utiliza lo demostrado

cuando n = 1.



1.1 PRELIMINARES. 3

Sea X p,(z) la funcién caracteristica de Ps(z). Entonces de (1.3)

F(z) = (7132)"/prs(z)a(lw)F(W)a(W)dwdw.

Expresando el lado derecho de la dltima igualdad como un producto interno
en L?(U, ) y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se prueba 1, con ¢, =
(TFSQ)_Qn”XPS(Z)/QH%Q(U@)'

2. Sea z € U , por el punto 1 existe una vecindad V' = Ps(z) de z y una
constante ¢, tal que

|F(2)” < call Fll 2.0 VY FeHL*(U,a).

Sea w € V, tomemos s tal que Py(w) C Py(z) C U. Como |xp,,z)/a| < [Xp, @)/l
entonces ¢y < ¢z De aqui que

VFecHL(U,a),

PP < el Pl Sl Fltaway s ooy

(1.4)

Para mostrar que HL?(U, a) es cerrado, sea {Fy,} C HL?(U,a),y F € L*(U,«)
tal que F,, — F en L?(U,a). Notese que {Fy,} es una sucesién de Cauchy en
L?(U, ). Por (1.4) se puede probar que {F,,} converge uniformemente de manera
local a alguna funcion, la cual debe ser F' (si el limite en norma y el limite puntual
existen entonces estos deben ser iguales).

Dado que el limite uniforme localmente de funciones analiticas es analitica, se
tiene que F € HL?*(U, ). Por lo cual HL?(U,«a) es cerrado.

Observacion 1.4 Sea z € U. Por el punto 1 del teorema 1.3 el funcional de
evaluacion ¢, : HL*(U, o) — C" definido por o, (F) = F(z) es continuo.

Al igual que en el punto 1, podemos acotar %F’, para F € HL*(U,a).

Teorema 1.5 Para F € HL?*(U, ) se tiene
9 pl < |FP(af? + el
0z, -

Demostracioén.

(]

Sea m € Z" . Consideremos la notacion m[iki = m /¢, donde €, € Z} cuyas

entradas son cero excepto la k-ésima que es igual a uno.



4 Transformada de Bargmann.

Expresemos a F' en su serie potencias (ver ecuacion (1.1)). Entonces por la
desigualdad de Cauchy-Schwartz

(1]

2 m3 |z ™4
(9zk Pl < Z ]am\ Z m!
mez’ mez’
1 1 (1]
= ||F|]? 2m_y
1LY o 2|
meZl [—k]/" (k]

= [|FIP(lz* + 1) exp(z]?) - u

Teorema 1.6 (Ntcleo reproductor) Sea HL?*(U,a) como arriba. Eriste una
funcion K(z,w), z,w € U, que tiene las siguientes propiedades:

1. K(z,w) es holomorfa en z, anti-holomorfa en w y satisface

K(z,w) = K(w,z).
2. Para cada z € U, K(z,w) es de cuadrado integrable en a(w)dwdw, y

_ /U K(z,w)f(w)a(w)dwdw , Y f € HLA(U,a)

8. Sea P: L*(U,a) — HL*(U,«) la proyeccion ortogonal, entonces

/K z,w)f(w)a(w)dwdw , VYf e L*(U,a)

4. Para toda z,u € U

/UK(Z, w)K(w,u)a(w)dwdw = K(z,u).

5. Para todaz € U y f € HL*(U, )

f(2)]? < K(z,2)| f]*

y la constante K(z,z) es dptima en el sentido de que para cada z € U existe
fz € HL?(U, @) no nula para la cual la igualdad se cumple.

6. Dada z € U, si B,(-) € HL*(U, ) satisface
/ Ba(W (w)dwdw

para toda f € HL*(U, ), entonces B,(w) = K (z,w).
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Demostracién.
Seaz € U,y ¢, : HL?(U, o) — C definido por o,(f) = f(z). Por la observacion
1.4 y el teorema de representaciéon de Riesz, existe ¢, € HL?(U,a) tal que

f(z) = pa(f) = ([, b2) 12(0,0) = /Uf(W)%(W)a(W)dwdw.

Definamos K (z,w) = ¢5(w). No es dificil mostrar que esta funcién cumple los
seis puntos deseados.
|

Definicion 1.7 A la funcion K(z,w) mostrada en el teorema anterior se le llama
nucleo reproductor.

El niicleo reproductor nos sirve para poder tener informacién acerca del espacio
de funciones holomorfas. El siguiente resultado nos da una manera de como calcular
éste.

Teorema 1.8 Sea {e;} base ortonormal de HL*(U,«). Para toda z,w € U

Z\ej gw)l<oo, y  Kzw)=) ¢(z)e;(w).

J

Demostracién.

Sean z,w € U. Mostremos que }_, e;(z)e;(w) satisface los puntos 1 y 2 del
teorema 1.6. Asi por el punto 6 del mismo teorema tendriamos el resultado.

Del teorema de Parseval y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

S Kfeen o)l <Al llgll, ¥ f.9 € HLP(U, ). (1.5)
J
Sean ¢, = K(z,-), f = ¢w, g = ¢5. Del punto 2 del teorema 1.6 y (1.5) se tiene
Z ’eﬁ

De aqui que la suma es absolutamente convergente para cada z y w. Ademés

Z lej (2)e; (W)IIZ2 wa(w) = Z [(ej da)” = 6all” < o0
j

[ owl| < oo

Por lo cual la serie es L? convergente como funciéon de w con z fijo. Luego es
anti holomorfa como funciéon de w para cada z fijo. De manera anéloga, la suma
es holomorfa como funcién de z para cada w fija. Por lo cual la suma satisface el
punto 1 del teorema 1.6.

Por otro lado, sea f € HL?*(U,«). Utilizando el hecho que f es la suma de
las proyecciones sobre los elementos de la base ortonormal {e;}, y que la suma
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>_;ej(z)ej(w) converge en L?, se muestra que

1) = S lessbafies) = [ | S es@esw) | Flwpa(wdwaw.

J U J

|
Para finalizar esta seccién enunciaremos un resultado que se necesitard mas

adelante para demostrar que la transformada de Bargmann con dominio los espacios
L*(R™) y L%(S™), n > 2, se encuentra bien definida.

Teorema 1.9 Sea S =Y ;2 by, con by real no negativo, y consideremos ~y,, i =
1,2,... tales que
0<w <1, y limy =1.
1—00
Sean S; =Y po Vk;bk. Entonces S converge si y sdlo silos S; estdn uniformemente

acotados, y en ese caso S = lim S;.
1—00

Demostracién.
=) Como 7, b, < b para toda i y k, entonces S; < S.
<) Sea N € Z, y M una constante tal que S; < M para toda i. Entonces

N 00 N
li < i . 1 — v, <M.
fﬁ;%—gg@;wmg; wwﬁ_

De aqui que S = limy_o0 Zivzl by, es convergente. Por otro lado como 7y, by, < by,
y {br} C L*(N), del teorema de convergencia dominada se tiene

o.9]
li ;= i b =295 u
Jim, 5 = Jim 3 b = 5

1.2 Relaciones candnias de conmutacion.

Consideremos el espacio de Hilbert L?(R, dz), y los dos operadores lineales sobre
este, denotados por X, P y definidos por

Xf@) =af@).  Pfa)= -

Aqui h es la constante de Planck. Notese que X y P no estan definidos sobre
todo L?(R,dx), dado que las funciones L? no necesariamente son diferenciables, y
que zf(x) puede no estar en L? atin cuando f lo esté.

Propiamente hablando X y P estdn definidos sobre cierto dominio, el cual es
denso en L?. Es posible hacer un estudio en detalle de los dominios adecuados
de X, P tales que resulten ser autoadjuntos sobre L?(R,dz). Sin embargo no
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nos involucraremos en cuestiones de dominios ya que solamente daremos las ideas
basicas.
Calculando el conmutador de X con P obtenemos

[X, P] =l

donde I es el operador identidad. La relacién anterior es llamada la relacion
candnica de conmutacion (RCC). El operador X es llamado el operador de
posicion y el operador P es llamado el operador de momento.

Los operadores de posicién y de momento en L?(R",dx), X,y Py, k=1,...,n
son definidos por

0
Xif() = wif(x),  Pif(x) = —h S
Tk
donde x = (x1,x2,...,2,). Las relaciones candnicas de conmutaciéon en n dimen-
siones son
[ Xk, Xi] =0, [P, Pl =0, (X, P] = 1hdy 1

donde ¢y es la delta de Kronecker.
Es conveniente re-escribir las RCC en términos de los llamados operadores de
aniquilacién y creacion definidos por
_Xk—I-’LPk Xi — 1B
v2 o V2o
T

Dado que X y P, son autoadjuntos, a; es el adjunto de ay. Se puede probar

ag a,t = (1.6)

que [ax,a;] =0y [ag, alT] = hdp, 1. Asi las RCC toman la forma
lak,a;] =0, [az,a;] =0, [ak,a“ = hop, I .

El caracter fundamental de las RCC esté respaldado por el teorema de Stone
von Neuman, el cual establece la equivalencia entre diferentes representaciones ir-
reducibles de dichas relaciones.

Teorema 1.10 (Stone von Neumann) Sea H un espacio de Hilbert, by, ..., by,
operadores no mecesariamente acotados sobre H, y bJ{,...,bL los adjuntos de los
by's. Supongamos que

1. (RCC) Para todo k,1, [bl,b]] =0, [by, b = hopT, y

2. (Irreducibilidad) Si V' es un subespacio cerrado de H invariante bajo todos los

bi's y b,t;/s, debe de ocurrir que V. =1{0} o V =H.

Entonces existe un operador unitario, U : H — L?(R™, dx) tales que

UbU ™! = ay, y  UbU ' =al. (1.7)
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Donde ag, aL estdn definidos en (1.6).

Hay que hacer notar que la presentacion 1.10 del teorema de Stone von Neumann
(usualmente utilizada en fisica) no es totalmente rigurosa al ignorar cuestiones de
dominios de operadores (ver ejemplo 2 del capitulo VIIL5 de [24] para un contrae-
jemplo). Sin embargo no mencionaremos la version rigurosa de este teorema, ya
que solo lo mencionamos para mostrar la idea de porque existe la transformada de
Bagmann en L2(R").

1.3 Espacio de Bargmann, Bcn.

Consideremos ahora el caso de las RCC cuando n = 1. Consideremos los oper-
adores Z y hd/dz definidos sobre el espacio H(C), donde Z denota multiplicacion
por z. En 1928 Fock observo que

d
h—,7| = AL

Asi hd/dz y Z cumplen las mismas relaciones que la de los operadores de creacion
y aniquilacion (ver (1.6) para definicién de estos operadores).

Sin embargo para que los operadores Z y d/dz constituyan una representacion
de las RCC se requiere de un espacio de Hilbert H en donde estos operadores sean
el adjunto uno del otro. En esta seccién definiremos tal espacio, incluyendo la
constante de Planck &, el cual fue introducido por Bargmann [3] en 1961, cuando
h = 1. A dicho espacio lo llamaremos espacio de Bargmann y lo denotaremos por
Ben.

El material de esta seccion sigue la presentacion de B. Hall [9], excepto la proposi-
cion 1.15 y el criterio 1.18, los cuales fueron tomados de [3].

Para z = (z1,22,...,2n), W = (w1, ws,...,w,) en C", escribiremos z =
(Z1,%2,...,2,) donde Z; es el conjugado usual en C, |z|> = 212 + |22|* + ... + |20
Yy Z-W = 21W + 2W2 + ... + 2,W,. Para k = (k1,ko,...k,) en Z7 (donde
Z, denota el conjunto de enteros no negativos) escribiremos k! = kqilko!. .. k!,

|k\:k1+k2—|—...+knyzk:zlflzé”...zﬁ”.

Definicion 1.11 El espacio de Bargmann, Ben, es el espacio de funciones holo-
morfas HL2(C",v"), donde vl (z) = (hr)"e~12°/" . Esto es,

Ben - {f en©) [ 17(@)Pd(z) < oo}

(Cn

con dv/(z) = v/ (z)dzdz = (hr) e~ 17"/ dzdz.

Por el teorema 1.3 el espacio de Bargmann Bgr es un espacio de Hilbert con
producto interno

(f:9)Ben = /C 9(2) f(z)dv)}(2), f,9 € Ben.
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Comentario 1.12 Bargmann encontrd la funcion real positiva v? (con h = 1) re-
quiriendo que los operadores Zy, (multiplicacion por zy) y 0/0zy son el adjunto uno
del otro. Es decir

<Zkf7 >H[ﬂ Cnw <jyé) > ; fag € ?{L2((:? Z)'
2k [ HL2(Cn ol

Lo cual sugi I debe d lir 90 — b
0 cual sugiere que vy debe de cumplir 72 = —zpvy,

es vl(z) = (wh)~"e ~1e?/h,

cuya solucion (normalizada)

Calculemos el nicleo reproductor de Ber usando el teorema 1.8. Para ello nece-
sitamos una base ortonormal de dicho espacio. Asi tenemos el siguiente

7K

Lema 1.13 {elz(Z) = W

} es base ortonormal de Ben.
keZ"

Demostracién.
Consideremos la funcion

90(2) = 2°2™ X (0,0 (2) m, £ €2l .

Entonces go(z) — z%2™ de manera puntual, si 0 — oco. Ademés |g,(z)| <
Zztz™ \ Como z* y 2™ estan en L2(C",v!), por la desigualdad de Holder se tiene
que zfz™ € L' (C",v!"). Luego por el teorema de convergencia dominada

T—00 n 0—>00

lim 9o (z)dv" (z) :/ lim g, (z)dv(z) . (1.8)
Cn C

Realizemos la prueba en dos pasos
Paso 1. Mostremos que {e]'} es ortonormal. Sean m,£ € Z?. Usando (1.8) y
coordenadas polares tenemos

Z j+mi+1 27

ho_h _ (Am)™ (=005 10 1.
<em’e‘>zscn_\/h\€|+lmlgv nHooH/ /e T dbydry

52m 7 2rj S\ e
i 1L )| <h> e dr;

o?/h
= 5ﬂ,m )

_ Jem
= Hm]‘ lim (—e ™)

U‘)OO

0

donde se ha utilizado el cambio de variable u = r? /h.
Paso 2. Probemos que {eﬁ}kem es un conjunto completo. Para ello supong-

amos que para alguna f € Bgn se tiene (eﬁ, f)Ben = 0 para toda k € Z , entonces
queremos mostrar que f = 0. Por un argumento similar al dado al principio de la
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demostracion

1
h = li ZX f(z)dv"(z) .
(b}, == Jim [ P

Expresemos a f en su serie de potencias, ver ecuacion (1.1). Como dicha serie
converge uniformemente en B(0,0), podemos intercambiar la suma con la integral
obteniendo

R T Om “k,.mq h _ K[!
<f, ek>BCn = lim %Z:n T / z z"dv,(z) = ax V hi¥lk!, (1.9)
meiy

B(0,0)

donde se utilizé que {elz} es ortonormal. De aqui que axVhklk! = 0 para toda
k € 7%, lo cual implica que f = 0.

|
Teorema 1.14 Para n > 1, el nicleo reproductor del espacio Ben es
Ko(z,w) =e?V/h
En particular se obtiene, para cada F' € Ben, la cota puntual
|F(z)? < el=*/7)|F| 2, Vz e C". (1.10)

Demostracién.
Sean z,w € C". Del lema 1.13 {e]'} es una base ortonormal de Bcs. Entonces
por el teorema 1.8

o0 — 1
Ku(z,w) =) e((= Z Slhs wh=D, s! ( )
Ik|=0 [k|=s s=0

Como habiamos mencionado anteriormente, para que los operadores Zg v R =
ho/0zy, constituyan una representacion de las RCC se necesita un espacio de Hilbert
en donde sean el adjunto uno del otro. Aseveramos que dicho espacio es Ber, lo
cual se muestra en la siguiente

Proposiciéon 1.15 Sean Z; y Ry, k = 1,...,n, los operadores de multiplicacion
por zi y hd/0zy, respectivamente, definidos sobre Ben. Entonces

1. 7y, y Ry son operadores cerrados.
2. Los dominios D(Zy) y D(Rg) coinciden, donde

D(Bk) = {g S B(Cn ‘ Bkg € B(Cn} , con By = Zk,Rk .
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3. 7} =Ry y Rl = 7.

Demostracién.

Sea m € Z, y consideremos la notacién m1; = m =+ €, donde &; € Z} cuyas
entradas son cero excepto la k-ésima que es igual a uno.

1. Sea {f;} C Bcn que converge a g en norma. Consideremos la sucesion {zj f;}
que converge a una funcion h. Por (1.10) no es dificil ver que convergencia en
norma implica convergencia puntual, asi h(z) = z;g(z). Por lo cual Zj es cerrado.
De manera analoga, utilizando el teorema 1.5 se muestra que Ry, es cerrado.

2. Sea F € Bcn. Dado que {e]'} es una base de Bcn, consideremos a F' de la
forma

F(z) = Z cmel (z), entonces |F|? = Z leml? .
meZ’ meZT
Luego
2
+IFI?

h—

2 _ 2 _
|z FI> =h Y |em|*(my + 1) = oo

mezT

=

Asi ambos lados de esta ecuacion son infinitos o finitos. Por lo que los dominios de
Zr. v Ry coinciden.

3. Sea D(ZI) = {g € Ben | 3! hy tal que (Zif,g) = (f,hy) Vf € D(Zx)} y
gE D(ZL). Notese que para

g:Zamefn, hg:meeﬁl, f:Zcmeﬁl

mEZ?r mGZi mEZi

se tiene

Z Cma = <fa hg>B(cn = <Zkf7 g>B@n = Z \% h(mkz + 1)Cmam[+k] .

mezZ’ mez;
C o h —
Sif= Zmez1 €, entonces by = \/h(my + 1)am . Por otro lado

Rig=h Y am—r—el =3 VAl A Damg,, el = hy

m[,k
mez? VY iy, mezn

Por lo que ZL C Rg. Por otro lado sean f € D(Zg) v g € D(Ry), Por lo anterior se
. o . o)
tiene que (zxf,g) = <f, %> . Es decir g € D(ZZ), con hy = ﬁ.
[ |
Para finalizar esta seccién vamos a mostrar un criterio, dado por Bargmann
[3], que nos permite decir cuando una funcion F holomorfa esta en Ben. Mas

adelante utilizaremos dicho criterio para mostrar que la transformada de Bargmann
se encuentra bien definida.
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Definicién 1.16 Sea F' € H(C"). Para 0 < X < 1 definamos
F\(z) = F(\z).

Observacion 1.17 Si F' € Ben, entonces Fy, es holomorfa. Ademds por el teorema
1.14, Fy € L*(C™,v,) para 0 < X\ < 1 porque

IEN@) < 1F I 2o oy X"
De aqui que F\ € Ben para 0 < X < 1.
Criterio 1.18 Sea F € H(C"). Entonces
F € Ben < Fy € Ben y existe M tal que ||Fy]| <M VO <A<,
En este caso F\ converge a F en el espacio Ben cuando A — 1.

Demostracién.
Supongamos que F' € Ben, por la observacion 1.17, Fy € Ber. Dado que {eﬁ}
es una base de Bcn, consideremos a F' de la forma

F(z)= >  cmel(z), entonces Fi(z)= » cmA™lel(2). (1.11)
meZ’ mezZy
Luego por la identidad de Parseval y (1.11)

IR = > e Fsen P = D lemPA™ < Y Jem* = 17|17

mGZ” mGZ” mezy

Demostremos ahora la otra direccién. Dado que F' es analitica

F(z) = Z amz™.

Por la identidad de Perseval y (1.9), la norma de F' en Bcn tiene la siguiente expre-

sion
1FIP = )" |am[*A™ m!.

mezh

Probemos que la suma anterior es convergente. Por hipotesis ||F)||? estan acotadas
uniformemente para 0 < A < 1. Consideremos la sucesion {\;} tal que 0 < \; < 1
y A; — 1 cuando ¢ — co. Sea

Si=IBnP = 3 lam X7 A
mezT
lam|2A™m! = [|F||?. Por lo que

Por el teorema 1.9, {S;} converge a ZmeZ’Jr
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|F||? < co. Ademas por la identidad de Parseval

|F — Fy\|]? = Z (el (F — F\))Ben |? = Z lam|2(1 = AmH?2

mez” mez”

Dado que |am|>(1=AMN2 < |am|? v Zmem lam|? es finita, entonces obtenemos
utilizando el teorema de convergencia dominada

lim ||F — Fy\||2 = li 2(1 — \mh2 — ¢,
Algnl\l N Zgﬁ!am\( )

mezy

1.4 La Transformada de Bargmann, Bg-.

En la proposicion 1.15 se muestra que los operadores Zj (multiplicacion por zy)
y Ry = hd/0z, k =1,...,n, camplen las RCC y ademas que

(Zk)Jr = hazk en el espacio de Bargmann Bcn .
Si asumimos la irreducibilidad de Bgn, por el teorema del Stone-von Neumann
(teorema 1.10) existe un operador unitario Bgn : L?(R™) — Ben (llamado trans-
formada de Bargmann) que envia el operador de creacion y aniquilacion (1.6) en
el operador Z; y Ry, respectivamente.

En esta seccién daremos la definicion de la transformada de Bargmann, in-
cluyendo la constante de Planck. La definicién de dicha transformada fue intro-
ducida por Bargmann en [3] con & = 1. Probaremos su unitaridad y se daran dos
versiones de su transformada inversa, una de las cuales s6lo es presentada en [3].

Definicion 1.19 Para z € C" y x € R", definamos
Ap(x,2) = (hr) /e ~2r (& Hx"-2v22%) (1.12)

n’

donde z%2 = 22 + ... + 22 X2:x%—|—...—|—x%, Z-X=21T1+ ...+ 2nTn.
Lema 1.20 Paraz,w € C", A,(-,z) € L2(R") con ||An(-,2)||2 = e=*/". Mids ain
1
<An(',z)7An('7W)>L2(Rn) =en*v.

Demostracién.
Sean z,w € C" y P.(z) definido en (1.2). De la expresion de A, (x,z) tenemos
1

A (v~ wr) 1 —(x——=(2+W
An(xa Z)An(x,w) = (Wh)n/Qez-w/he ( s (z+ ))?2/h
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luego

- z-w/h -
/ An(X,Z)An(X’w)dX = € m / e—(x—%(z+w))2/hdx
" P(0)

(h’]‘(’)n/2 rlimo

zw/h T r
= iy Lt [ e
)" r—00 .
j=1 -
— ez-w/h'

2
2|

n. De aqui que Ay(-,z) € L?(R™).

Si z = w, entonces ||A,(-,2z)||*> =€
[ |

Definiciéon 1.21 La transformada de Bargmann Bg. : L*(R") — Bcn es
definida por

Budl@) = [ Auxa)(dx . we AR zeC.
La funcion An(x,z) es llamada nicleo integral del operador integral Brn.

El operador Bgn esta bien definido ya que ¢ € L%(R") y por el lema 1.20
Ay (-,2z) € L*(R") para toda z € C". Luego utilizando la desigualdad de Hélder
obtenemos que A, (-,z)y € LY(R").

Comentario 1.22 Bargmann propuso la transformacién Brn, con h =1, como un

operador integral cuyo nicleo integral es A,(x,z). Para obtener la expresion dada
en la definicion 1.19 de A, (x,z) utilizé que Brn debe de cumplir (1.7), es decir

BRn (BRVL)—I = ak s BR’!L Zk (BRN)_l = a‘i’;‘

3}
0z,
donde ay, aL estdn definidos en (1.6).

Teorema 1.23 Bgn es un operador unitario de L?>(R™) sobre Ben.

Demostracion.
La prueba se realizara en cuatro pasos.

1. Bgnt) es analitica para toda ¢ € L?(R").

2. BR7L¢ S B(Cn y HBR"wHLQ((Cn,vﬁ) = H¢HL2(R”) para toda w S LQ(RH) continua
de soporte compacto.

3. Bgaty) € L?(C", ") para toda ¢ € L*(R") y Bgn es una isometria.

4. Bgrr es unitario.
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Paso 1. Bgnt) ES ANALITICA PARA TODA 1 € L?(R"™).
Sea 1 € L?(R"™). Para probar la analiticidad de Bgnt vamos a utilizar el
teorema de Morera, para el cual vamos a utilizar los siguientes comentarios

(a) Sea vy = (71,...,7n), donde 7; es una curva planar cerrada en C. Utilizando
la desigualdad de Holder y el lema 1.20 se puede probar que A, (x,z)1)(x) €
LY(R™ x 7).

(b) Sean {z,}, zo en C" con z,, — z¢, y g(s) = e ~2r (2019)?~2v2(z0+5)%)  poy I
formula integral de Cauchy

o — L 4904 1.13
o(s) f y, (1.13)

donde ~ es cualquier curva cerrada. Como {z,,} converge a zp, sea N € N tal
que para m > N, [s| = |z, — zo| < 1/2. Entonces de (1.13) con 7 la curva
cerrada en el origen de radio uno se tiene

2

67’2‘— ef%(z —2v2z,x) efih( —2v/220-x)

e 2n Is|
— gly 7(13’
- 7{\ WIS

< e~ max{lg(y)[} € L'(R"),
yey

IN

esto ultimo es porque |y| =1y |y —s| > 1/2.

Probemos primero que Brnt) es continua. Sean {z,,} y z¢ en C" tal que z,, —
zo. Por (b) y el hecho de que la funcién exponencial es continua se tiene

lim |Bgrrt)(z )—BR“/J(ZO)’

m—r 00

n
4 m—r0o0

Por lo cual Bgrrt es continua. Ademés por (a) podemos aplicar Fubini en la
siguiente integral

/BRn dzdz—// Ap(x (x)dxdzdz
’Y n

= (hr)™"/4 / =2y (x) / e~ 3r (Z=2v22%) 4,47 4x .
n ’y

Como la tltima exponencial es una gausseana, y es analitica, por el teorema de
Cauchy dicha integral es cero. Aplicando el teorema de Morera tenemos Brnt) es
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analitica.

Paso 2. Bty € Ben Y [ Bret)|| 2cn oy = 19 2(mny PARA TODA ¥ € L*(R™)
CONTINUA DE SOPORTE COMPACTO.

Sea 0 < A < 1yzeC" Porla desigualdad de Cauchy-Schwartz y el lema 1.20

[ 1t 02, i)y

< 1 An (5 A2 |22 oy 19172 e
2 Z2
e X ] 72 gy < 00 (1.14)

Ademas de (1.14)

fo o

(%, M)t (%) Ay, A2) ()| dxdly o (2)
< (hw)_”|w||%z(w)/ eNl2/he 12/ qzd4z < oo (1.15)
(Cn

yva que A < 1.

Sea ¢ € L*(R"™). Por el paso 1, Bgntp € H(C"). Sea (Bgrnt))y como en la
definicién 1.16. Utilicemos el criterio 1.18 para probar que Brnrt) € Ben. Para ello
encontremos una cota uniforme para [[(Brrt))r||r2cnory- De (1.14), (1.15) y el
teorema de Fubini se puede mostrar que

[ B @) B @dz)

= o @Z)(X)W - Ap(x, )\Z)An(y,)\z)dvg(z)dxdy.

Supongamos que ¥ es una funcién continua de soporte compacto, ésto es: 1 =0
fuera de la esfera B, centrada en el origen y de radio r. Notese que si integramos en
X, y sobre B,, entonces la integral anterior es absolutamente convergente, lo cual
se demuestra de manera analoga a (1.14).

Por otro lado, para x,y € R™ se tiene

/ An(x,22) A, (y, Az)dv(z)
—n -1 X 1 /\ xX—
_ [hﬂ'(l n )\4)] /26 4}1[@( +v)? I+ 25 (x—-y) } ZO'n()\27X,Y)-

de aqui que

[ Brin@Bain@ike) = [ eeimn,(2xy)xdy
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Realizemos el cambio de variable

DN =

1—A2\"? 1
=(1x) o+ smakm ege
notese que € — 0 cuando A — 1. Luego
oa(A2,x,y) = (1 + )" <5 /P l2e(hm) /2] e ~H/<h,

Dado que y =s—t, x =s+t, y como la convergencia es absoluta en B,, el rango
de s, t es B,. Por lo cual

| Bron@BeinEde

=1+ / e~ e () /2 / e /(s + t)id(s — t)dtds

Is|<r [t|<r

= (1+ 62)”/ 6_5252/hN€(s)ds (1.16)

r

donde utilizamos el cambio de variable t' =t/e, y
Ne(s) = (hrr)~™/? / e~ W/ (s + et/ )i(s — et')dt.

Dado que |€ ~()*/My(s 4 et/ )ih(s — et/)| < € ~)*/A)|y||Z | entonces

lim N(s) = () /2 / e~ /My(s) Pt = [u(s)[? (L17)

Con esto se demuestra que N¢(s) converge uniformemente a [1)(s)|? cuando € — 0.
Por lo cual de (1.16) y (1.17)

fim [ (Barv)a o) Bar il @don(a) = [ fots)Pas = [ fuls)Pds.

De aquf que las normas [|(Brrt))s|[12(cn yn) estén acotadas uniformemente. Por lo
tanto por el criterio 1.18, Brrt) € Ben v ademas

Bl cn oy = i [|(Brellzeragy = 1613y (118)

Asi Brr es una isometria sobre las funciones continuas de soporte compacto en
Rn

Paso 3. Bgnt PERTENECE A L2(C",v!") PARA ¢ € L*(R") Y Bgn ES UNA
ISOMETRIA.

Sea ¢ € L?*(R"™). Dado que el conjunto de funciones continuas con soporte
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compacto es denso en L*(R™), sea {1;} sucesién de estas funciones que convergen
a g en norma.

Sea fo = Brnthg y fj = Brrtpj. Por (1.18), la sucesion {f;} es de Cauchy en
Ben. Entonces existe g € Ben tal que fj — g en norma. Sea z € C", por (1.10) se
tiene que

IBrnto(z) — 9(2)| < |fo(z) — fj(2)| + | f;(2) — g(2)]
< el [||yy — Villzwny + 15 — gllBen | -

Lo cual implica que Bgrntpg(z) = g(z) para toda z € C". Ademas de (1.18)

n

|IBrntbollr2(cnwny = Hm |[Bretjlp2icnun)
j—00

= jlig}o 1911 L2@ny = [[%ollL2(mny-

Lo cual establece que Bgn es una isometria sobre L?(R").

Paso 4. Brr ES UN OPERADOR UNITARIO.

Debido a que Brn es una isometria, entonces es inyectiva. Demostremos que es
sobre. Para ello probemos que el rango de Bgrn, denotado por Ran Bpn, es denso
en Ben.

Dado que el espacio Ben es de Hilbert se puede ver como

Ben = (Ran Bga) @ (Ran Bga)™t.

Demostremos que (Ran Bgn)t = {0}. Para ello, sea ' € (Ran Bgn)t y w € C™
Del lema 1.20, el nucleo reproductor del espacio de Bargmann, K, (-, w) = € ()w/h
estd en el rango de Brn. De hecho

(BrnA,(-,W))(2z) = (BrrAy(-,w))(z) = erw/h — K, (z,w) . (1.19)
Luego de la propiedad 2 del teorema 1.6

0= (F, Ku(-,W))5,, = <F Ko (w, -)> = F(w). n

Bcn

Observacion 1.24 Como Bgn es un operador unitario, de (1.19) y el lema 1.20 se
liene que

T W2 n
1En (-, w)II? = | Bra An (-, W)||? = M/ weCn.

Del lema 1.13 una base de Bcn es {eﬁ}. Dado que Bgn es unitario, nos gustaria
encontrar las funciones ¢} en L?(R™) que cumplan

efl(z) = (Banﬁﬁ) (z) = Ap(x,2)0fl(x)dx zeC".
R



1.4 LA TRANSFORMADA DE BARGMANN, Bgn. 19

Por el lema 1.20

1/2
k| k1 kn _
ol(z) = (h > 0

k) ok bl
b=0

Bk 1/2
=55 ] D5/ An(x,2)Au(x,b)dx
k! "

b=0

Si suponemos que podemos intercambiar la derivada con la integral y utilizando
el hecho que Bgr es unitario, sean

h hlkl 2 k
(ﬁk(x) = F DbAn(X7 b)
b=0
. (hﬂ')_n/‘l _x2/2thgle —b’2+2b’~x/\/ﬁ

= VkI2IK/2

donde se a considerado el cambio de variable b’ = b/v/2h.

b’=0

. B2 /. ., . .
Notese que si i = 1, € ~P"+2P"X ¢g |3 funcién generadora de los polinomios de

Hermite H,(x). No es dificil probar que ¢ € L*(R"). Dado que {el'} es base
ortonormal, tambien lo debe ser {¢}'}.

1.4.1 La inversa de la transformada de Bargmann.

Para finalizar esta seccion daremos dos férmulas de inversion de la transformada
de Bargmann Bpn.

En una dimension. Sean x € Ry z € C. Debido a que A;(x, z) es analitica en
z, podemos considerarlo como

o0

1 om e
Al(xuz) = Z ﬁazimAl(z)z) 2= Z (;Sm(x)e?n(z)
m=0" 2=0 m=0
Paran > 1
An(x,2) = > Pp(x)ep(z) xER",zeC"
keZn

Sean ¢ € L?(R") y z € C". Entonces

Bai)(2) = | Auixa)i(ix= [ 3 eh@ofxvixix.

kezn
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Si ¢ = ¢l . Entonces de manera informal tenemos
B dl)(2) = [ 3 el ool x)dx = el (a)

Lo cual nos sugiere, para x € R™ fijo que

B0 = [ Y el@ohofa)la)

keZ?h

_ / A, 2) [ (2)Avh(z) = (W f)(x) -

Sin embargo Bargmann mostro que A, (x,-) ¢ L?(C",v?). Por lo cual se debe
de definir la inversa Bﬂg%de otra manera. Para ello, dada f € Bcn, consideremos
{fn}, 0 < X <1, dadas como en la definicion 1.16. De (1.10)

[a(z)] < ||flle1=/2m (1.20)

Aseveramos que W, fy esta bien definido. FEn efecto para x €¢ R™" y z € C"

Ao a @)l 2) < | f(m) % et e2vamn | =25 P
L ]+ Lpx
- (h‘f)Hs: o (sRlO- - el fen) )
7

Esto dltimo es tomando z = p + 1q. Ahora sea ¢ = W, f\, probemos que ¢ €
L?(R™). De (1.21)

_b5n ,ﬁ — ~<p-X — _A2
()| < || (hr) "% e~ 5 /R e\ [Pt / = dqdp
_3n_mn ,2n\1/2 2
I T R e e B [ S R I
(1_)\2)71/2 e ¢ p-

Esto tltimo es tomando el cambio de variable r = (1 — A\?)'/2q/v/2h. Consideremos

1/2 1/2
ahora el cambio de variable s = (35,;\2) p— <m) x. Entonces

IfllGeh)—Snidgrpn/2 (aa? ya o
!w(X)IS[(1_A2)(3_A2)]n/2e (i )~ /ne ds
_|If ) A2n 1\
e e (‘%(3 - v)"g) '

Asf ¢ € L?(R™). Més atn se tiene que la funcién es entera. Ahora probemos que
B[@if)\ = Wy fx o bien que Brn(W,, f)) = f1. Antes de probar esto, tenemos de las
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definiciones de v/, A, (x,z) y (1.20), la siguiente cota

| An(x, w) An(x, 2) f1(2)|v), (2)

< ( 2{3‘ 7 ‘e 55 (W2 4x? —2\[Wx)e—ﬁ(z +x2—-2/2Z-x) ‘e )\2|z|2 —+|zf?
Th)3n
2
< Hf”e( h)g 7 pia’) )6’ ﬁ(vQ_u2+2\/§u.x)e—%(x2+p2_2\/§p-x)‘ ' (1‘22)
Th)3n

En la dltima desigualdad se esta tomando w = u+iv y z = p + iq. De aqui que
podemos utilizar Fubini en

B (Waf)(w) = [ Aucw) [ Al aifi(2)def(a)dx

= [ n@ [ Auxow) A mixadd o
= fa(w).

Esto tltimo es por el lema 1.20 y propiedades del ntcleo reproductor (en particular
el punto 2 del teorema 1.6).

Definamos Bﬂgnlf, para f € Ben por

Bg.f = hm BRnf,\ = hm/ A z) f(Oz)dv(z).

Otra versién de la inversa se enuncia en el siguiente

Teorema 1.25 Sea f € Ben. La inversa de la transformada de Bargmann de f es
dada por

B f = lim A (-, 2) f(z)dv](2), (1.23)
o—00 lzm| <o

conm=1,2,...,n.

Demostracion.

Antes de probar (1.23), comprobemos que esta bien definida acotando la integral
para cada o > 0. Para ello, sea x € R” fijo y ¢ > 0. Afirmamos que A,(x,-) €
(C™, v). En efecto de la definicién de A, (x,z), con z = q + ip se tiene

loc

—x2/h
[ 1A mPan(e) = S [ emhea 2 nagap <o (121)
T n

|z[<o |z[<o

Ademas como f € L?(C",o!'), entonces f € L2 (C" o). Asi aplicando la
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desigualdad de Cauchy-Schwarz

2

| Axarwuie)| < [ [GE] wie [ ke

|zm|<o |zm|<o |zm|<o

De aqui que el lado derecho de (1.23) se encuentra bien definido.

Por otro lado, sea f € Ben y consideremos, para cada o > 0, las funciones

/sz z)dv! (z).

Por lo anterior, ¢, estd bien definido. Ademas aseveramos que 1, € L*(R"). En

efecto
[wbaxs [ [ laxafade) [ 5@ Rale

lzm|<o lzm|<o

e [ ] 1Aubcn)Paodai

|zm|<o
por Fubini (el cual se puede aplicar por (1.24)) y el lema 1.20 tenemos

= 11 / e/ (z)

|zm|<o

= Ol flffen < o0,

con C constante que depende de ¢. Aplicando a ), la transformada Bgn

BRan(z):/ An(x,2) / A (x, w) f(w)do! (w)dx . (1.25)

fwim|<o

n

Seaz=q+ipy w = a-+ib. De manera anéloga a como se obtuvo (1.22) se tiene

/n / An(x, W)f(W)‘de(w)dx

|wm |<o

< C(z) / e —*/n / e~ #(a* V(@) %) dadbdsx,

|wm|<o

con C(z) constante que depende de z. De aqui que podemos aplicar Fubini en (1.25)
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y obtener

Bgr), (2 / Ff(w)ez /"yl (w) .

|wm|<o

Calculemos que tan cerca estan los Brnt, de f cuando o — oo

||f - BR”’IIZJUH%C’IL

:/n/f daw g h( /W’dv()dv()

|wm‘>0 |7]m|>o'

:/ / fw / e=n/he= /Mol (z)dv)i(w)dv)i(n)  (1.26)

[Nm|>0 lwm|>0

- / / SO T En (W), (1)) B ol (w)dei(m)  (1.27)

[nm |20 |wm|>0
en donde se esta utilizando Fubini en (1.26) ya que f, €#() e L2(C",v"), luego

/ . / / o= /Mo xn/h| dul(m)dul (w)do (2)

|wm |>0 |nm|>0

< / foPalm) [ e Padw) [ vl < oc.

‘U’VVL‘ZU |wm|ZU
Utilizando (1.19), el hecho que Bgr es unitaria y el lema 1.20 en (1.27) obtenemos

I =Batoli, = [ [ sormenadvado).

[Mm|>0 [wm|>0

Notese que si f(n)f(w)e™" es integrable sobre todo C" x C", entonces lo
anterior es cero cuando o — oo. Como K, (1, w) = €m%/" es el nicleo reproductor
de Bcr, del punto 2 del teorema 1.6 se tiene

L L 7mseemastwadn) = [ fismaction = 117

Por lo tanto Bgrrt)y — f, cuando o — 00, en la norma de Ben. Dado que Bgre
es unitario, existe ¢ € L?(R") tal que Bgnt) = f. Luego

Bgrrtpy — BRnl/}
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Y como la transformada inversa de Bgrn existe y es continua
B-!
Yo — Bgn f-

Que es lo que se queria demostrar (ecuacion (1.23)).



CaPiTULO

Estados coherentes para L*(R").

En este capitulo se muestra como la transformada de Bargmann Bgn, definida
en el capitulo anterior, se puede ver como la cuantizacién de una transfromacién
candnica. Ademés se presentan las propiedades que cumplen los estados coherentes
para el oscilador armoénico.

Finalmente se demuestra un teorema tipo Egorov que relaciona el simbolo princi-
pal de un operador pseudo-diferencial A definido en L?(R") con el limite semicl4sico
del simbolo de Berezin del operador Bgn A(Bgn) 1.

2.1 Transformacién canénica de una particula movien-
dose en R".

En esta seccién describiremos la relacién que existe entre la transformada de
Bargmann Bgr y una transformaciéon canonica, la cual juega el papel del andlogo
clasico. Esta seccion se tomo del articulo de Villegas-Blas [31].

Siguiendo a Graffi y Parmeggiani [10] consideremos la funcién
1
Opn (x,2) = —1 <—2[z2 +x%—2V2z- x]) , xeR'zeC".

Notese que la funcidon anterior aparece en el argumento de la exponencial del
nicleo integral de Bgrn (ver definicion 1.21 y (1.12)).

Consideremos una particula moviendose en R™. Cuyo espacio fase es T*R"™ con
coordenadas (q,p) y forma simpléctica w, = Z;”:l dg; A dpj.

Tomemos la funcién ®r» como una funcién generadora de una transformacién

25



26 Estados coherentes para L2(R").

canénica que mapea las variables (q,p) a las variables (z, w) € T*C" a través de

b = — )
94 j=1,...,n
6‘I)Rn s,
w; = 1 y
82’]'

Notese que considerando estas ecuaciones se garantiza que

quj ANdpj = —dezj A dw; .
j=1 j=1

Ademas las expresiones de (z,w) en términos de (q, p) son

1 1
zj = \ﬁ(qj —1pj) wj = ﬁ(%’ +p;) -

De aqui que podemos ver a w; como el complejo conjugado de z;. Lo cual nos
sugiere considerar la siguiente subvariedad de T*C"

D, = {(z,w) €C*" | w =12} .

Tenemos que T*C™ es una variedad simpléctica con forma simpléctica k,, =
—1 Z?:l dz; A dw;. De aqui que podemos considerar a D, como una variedad
simpléctica con forma simpléctica 7, dada por la restricciéon de x, a D,. Note
que (D, T,) se puede ver como la variedad simpléctica (C", ), donde u, =
—1> 1 dz; AdZ; ¥ (2,Z) — (2) es el simplectomorfismo entre (Dp,75) ¥ (C", fin).

Teorema 2.1 La funcién ®rn es la funcion generadora de una transformacion lin-
eal candnica, que es un simplectomorfismo C, de (T*R™,wy,) sobre (C", u,) definida

por
1

Cn(q,p) = ﬁ(q —1p) , (a,p) € T*R". (2.1)

Dicha transformacion lleva el Hamiltoniano H = %Z?Zl q]2- —i—p? al Hamiltoniano
H =370 27

Observacion 2.2 El teorema anterior da el andlogo cldsico de la transformada de
Bargmann Bgn en el sentido que Brn es un operador unitario de L?>(R™) sobre el
espacio de Bargmann Ben que lleva el Hamiltoniano cudntico del oscilador armdnico
H = %Z;;l(—a?/a%j + qj2) —n/2 al operador H' = > i=12j(0/0z)).

Por tal motivo, la transformada de Bargmann Brr puede verse como la cuanti-
zacion de la transfromacidn candnica Cy,.
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2.2 Estados coherentes para L*(R").

La teoria cuéntica es mas bésica que la teoria clasica. Por lo que si un sistema
cuéntico es la cuantizacién de un clasico, ciertos aspectos clasicos se deben mostrar
en el régimen de mecénica cuantica. Dicho régimen es caracterizado tomando una
escala donde el valor de la constante de Planck se ve muy pequeno, esto es llamado
el régimen semiclasico. Una de las motivaciones basicas detras de la consideracién
del conjunto de estados coherentes para un sistema cuédntico es para manifestar la
mecanica cudntica en un regimen semiclasico.

En esta seccién describiremos el conjunto de estados coherentes introducidos en
1926 por E. Schrédinger [26] para el oscilador armoénico. Aunque se ha modificado
la definicion por un factor para que sean igual al complejo conjugado del nucleo
integral de la transformada de Bargmann.

Definicién 2.3 Para z € C* definamos la funcion
U, n(x) = Ak(x,2), xE€ RF ,

donde Ay(x,2z)es definido en (1.12). El conjunto S = {V,, | z € C*} C L2(RF)
es conocido como el conjunto de estados coherentes canonicos del oscilador
armonico cudntico k dimensinal H = Z?Zl a;aj, con aj y a;- definidos en (1.6).

Nétese que S es un conjunto de elementos de L?(R¥) indexados por elementos
del espacio fase T*R* ~ C* de una particula moviendose en R¥.
El conjunto S tiene las siguientes propiedades

i) RESOLUCION DE LA IDENTIDAD. Para ¥ € L?(R¥)

. h
U(x) = Rh—rgo en (0, \I'Zﬁ>L2(Rn) U, r(x)dv, (z) .

A la igualdad anterior se le conoce como resolucién de la identidad.

11) LOS ESTADOS COHERENTES SON FUNCIONES PROPIAS DEL OPERADOR DE
ANIQUILACION. Sea z € C* y a; el operador definido en (1.6). Entonces

aq]z,ﬁ(x)

1
ajVy 1(x) = —=(2; ¥, 1(x) + h D, )

V2

Por lo cual el estado coherente ¥,  es funcién propia del operador de aniqui-
lacién a; con valor propio z;.

= Zj‘llz,h(x).

iii) ESTABILIDAD BAJO EVOLUCION TEMPORAL. Si dejamos actuar el operador
de evolucién temporal del sistema sobre los estados coherentes se tiene

—itl
exp (%) ‘Ilz’h = ‘lje wz VS (Ck .
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Es decir, los estados coherentes siguen el flujo clasico del oscilador arménico
clasico k dimensional.

iV) COTA OPTIMA EN EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE DE HEISENBERG. Sean
Ax y Ap la desviaciéon estandard de las distribuciones de densidad de proba-

bilidad -t [Pl ¥ g2 [ F Yanl®, 2 € CF (donde F denota la trans-

formada de Fourier). Entonces

(Ax)(Ap) = o

v) CONCENTRACION.

a) Concentracion de los estados coherentes. Sea z = (q —p)/v/2 con
p.q € R¥. Las funciones Gausseanas Y, ny FV, , se concentran en una
vecindad alrededor de q = v/2 Re(z) y p = v/2 Im(z) respectivamente
para h pequefio (tomando A como un parametro real).

Con concentracién nos referimos a que la funcién se parece a la delta de
Dirac. Es decir, definamos las funciones de densidad de probabilidad

()
H\I’zﬁ |2

_ ’f\pz,h(x)’

— Rk .
[Flpn2® =€

Fz,h(X) y Gz,h(x)

Entonces para cualquier ¢ € C$°(RF) se tiene

lim [ F,5(x)¢(x)dx = ¢(V2 Re(z)) ,

hA—0 JRE

lim [ Gyp(x)p(x)dx = ¢(V2 Im(z)) .

h—0 JRk

b) Concentraciéon de la transformada de Bargmann de los estados
coherentes. Para w € CF, la transformada de Bargmann de los estados
coherentes se concentran en una vecindad alrededor de w. Es decir, al
igual que en a) definamos la funcién de densidad de probabilidad

Bre¥wr(z)> 1 |z|? k
Hy (2) = : I Cc* .
2 = TBw 2 @ P\ TR ) A S

Entonces para cualquier ¢ € Cg° (R?*) se tiene

lim || Hu(2)0(2)d27 = o(w) (2.2)

Para probar (2.2) se utiliza que Brr Uy, 1(2z) = erev = Ky(z,w) (ver
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(1.14), (1.19) y el teorema 1.14) y que ||Kx(-, w)||2 = e ™*/? (ver obser-
2

vacion 1.24) para mostrar que Hy, j(z) = (7h) " exp (— M)

Luego la ecuacion (2.2) se sigue de la altima igualdad y el método de la

fase estacionaria (teorema 7.7.5 de [13]).

Método de la fase estacionaria. Sean f y ¢ funciones suaves a valores
complejos definidas sobre R? con d un entero positivo. Asumamos que ¢ tiene
soporte compacto, Im(f) > 0, f tiene un punto critico en x¢ y que f/(x) # 0 para
x # xq (donde f’ denota el gradiente de f). Ademas supongamos que Im(f(xg)) =0
y det(f”(x0)) # 0, (donde f”(x¢) denota la matriz Hessiana de f evaluada en el
punto critico xg). Entonces

e f®gp(x)dx = e 7/ x0) | det 1" (x0) o X O(Rttd/2 2.3
[ ei®opx) BN i)+ O (23

con dx la medida de Lebesgue sobre R?.

Recordemos que si tenemos un sistema diferente que el del oscilador armoénico,
uno podria introducir un sistema de estados coherentes para éste. Sin embargo, en
general no se van a tener las cinco propiedades mencionadas arriba. Por lo cual
uno escoge las propiedades que quiera mantener y entonces tratar de encontrar el
conjunto de estados que satisfagan esas propiedades.

Observacioén 2.4 Notese que para ¥ € L*(RF) y z € CF
BR’“\P(Z) = <\Ijv ‘llz,h>L2(Rk) .

Por lo cual Byr es también llamada transformada de estados coherentes.

2.3 Teorema tipo Egorov.

En esta seccion se probard, de manera rigurosa, un teorema tipo Egorov que rela-
ciona el stmbolo principal de un operador pseudo-diferencial A definido en L?(R™)
con el limite semiclésido del simbolo de Berezin del operador Brn A(Bgn) ™!, a través
de la transformacion canonica C,, definida en (2.1).

Este teorema es conocido en la literatura de anélisis semiclasico. Del ejemplo 1
del capitulo 5 del libro de Zworski y Evans [35] se puede obtener una prueba formal.

Definicién 2.5 Sea $ = H(A) el espacio de Hilbert de funciones a valores complejos
sobre el conjunto A. Supongamos que ) tiene un nicleo reproductor kx con A € 2.
Sea M un operqglor lineal acotado sobre $). Entonces el stmbolo de Berezin de M
(denotado por M ) es definido por

~ oy (MExEa) g

M(A) = Ae
( ) <k'A7k)\>gj € )
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Antes de probar el teorema tipo Egorov mencionado arriba voy a dar un resul-
tado necesario para su demostracion.

Proposicion 2.6 Sean G € C>*(C), g : R” — C funcion que tiene derivadas de
todos los drdenes y

n
0
M= Zak(p)a—xk , ap constantes independientes de x .
k=1

Entonces para cualquier entero no negativo q

1 p1 14 be
MIG(g(x)) :ZG(d)(g(X)>Z q! (M f!(}’)> <M g!(}’)>

q
| |

— pP1:...pPe!

donde la seqgunda suma corre sobre el conjunto de enteros no negativos que satisfacen

p1+2p2+...+lpp=q, d=pi+p2+...+pe

Demostracién.
Se obtiene de la regla de Leibniz y la formula de Faa di Bruno (generalizacion
de la regla de la cadena) (ver [30]). [ |

Teorema 2.7 Sea a € S, ((€)™) un simbolo cldsico, t € [0,1] y A = Opl(a)
operador pseudo-diferencial con dominio en L*>(R™). Entonces para w € C"

. <BRnA(B]R”7~>71KT ('7W)7Kn(.7w)>3(cn
lim

= o1 W
h—0 <K”("W)’K”('7W)>Bcn p(A)oC, (W),

donde ©(A) es el simbolo principal de A (ver definicion B.5) y C,, es definido en
(2.1).
Demostracién.

Sea A := BrrnA(Bgr) "'y w € C". De (1.19), Bgn ¥y, 1(z) = K, (2z, w), donde
Uy 1, son los estados coherentes en L*(R™) (ver definicién 2.3).

De la observacién 1.24, el hecho de que Bgrn es un operador unitario y la defini-
cion B.4 de operador pseudo-diferencial se tiene

Ap(W) = (AUy p, Uy, ) € IWE/P
e MR e [ iy ren

= e | o [ ¢
<1+hM

k
rep) lobey&mva)iviex (24

conm+n<ky

I, 0
M=->"¢&-—.
v 0y;
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Note que en el lado derecho de (2.4) tenemos

(14 hM)* (a1 Ty ) = ZZ( )( )hs [M*%a;] [MITy, 5] (2.5)

s=0 g=0

De la proposicion 2.6, la accion del operador M? sobre Wy, 5(y) = (7h) 1€ %g(y),
con g(y) = —3(W? +y*) + V2W -y es

MO 1 (y) =D Fagly, )2 P aly) (2.6

donde

ruie =Xt (S5 () ()

con la suma corriendo sobre el conjunto de enteros no negativos que satisfacen
p1+2p2+ ...+ 8ppr=¢q, d=p1+p2+...+ ps. Notese que

Mig(y) = -y — /26w
M?g(y) = [¢]?
para r > 2. Luego
g! €\ 2

cond> 1| donde |Z]| denota el entero mas grande o igual a €.
2 2 2

Por otro lado tenemos

e T WE/IG G L () Wy i (y) e )€ = (Fhl)n/z exp <271if(x, Y, £)> (2.8)
donde
f(xy,8) = % [(X — V2Re(w))* + (y — \@Re(w))ﬂ +(x—y) (€+V2Im(w))

Como a € Sz, ((€)™) es simbolo clasico, existe una sucesion (at)) C Sa, ((€)™)
tal que si N > 3n/2y
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entonces para cualquier b € Z! , existe Ay p > 0y Cnp tales que
O (a— )| < Cnp KV (€)™ (2.9)

uniformemente sobre (X, €, k) € R*" x [0, iy p).
2.4)

De las ecuaciones (2.4) - (2.8) tenemos

Ap(w) =71 + 7 (2.10)
donde

S [l ) 55 ()

=040 42Ty

Fuq(y, ) M* 7 [(a — ¥pn)i(x,y,&; h)| dyd€dx

= e [0 G xye>zz 2 ()t

5=0 q=0 ¢4

Faq(y, )M [(Un)(x,y, 5, h)] dydédx .
Analicemos J1, de (2.7) y (2.9)

/ e ~ 25 [(x—VERe(w)) >+ (y—VERe(w))?] £ =2k

C
51| € 575
R3n/2

k s q
STNTNT m AN (€)9(€) €)™ G (y)|dydEdx

=0 4=0 4y

para algtn polinomio G44 que sélo depende de y

N
< ;hﬂ /e[(xﬁRe(w))2+(y\/iRe(w))2]<£>m—k

k

ZZ Z |Glaq(y)|dydédx

5=0 q=0 g— "
< CRNT/2
ésto tltimo es porque m + n < k. De aqui que

lim J; = 0. (2.11)
h—0

Analicemos ahora Jo. Sea b(x,y, &) € C§°(R3") tales que b(x,y, &) = 1 para
(x,y,&) en una vecindad A de (v2Re(w), v2Re(w), —v2Im(w)) y 0 < b < 1.
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Sean Jo 1y Jo 2 igual al lado derecho de Ja, sélo que el integrando es multiplicado
por 1 —b(x,y,€) v b(x,y, &) respectivamente.

Notese que Jo = Jo1 + Jo2. Afirmamos que limp_0J21 = 0. En efecto de
manera analoga a como se obtuvo (2.11)

|32’1| < h3€/Q / efih[(x \fRe(w))2+(Y*\/§Re(w))2] <€>—2k

R37— A

q
> rle)re) qZhJ €)™G 4, (y)|dydédx

para algtn polinomio Gg44,; que sélo depende de y. Dado que (x,y,§) ¢ A, existe
p >0 tal que (x — v/2Re(w))? > p. Asi

Por lo cual
lim Jp 1 = 0. (2.12)
h—0

Finalmente utilicemos el método de la fase estacionaria (ver (2.3)) para obtener
J22. Primero tenemos

tm(f) = 5 [x — VaRe(w))? + (y — VaRe(w))?| > 0.
Ademés para j=1,...,n
% = 1x; — 1V 2Re(w;) + V2Im(w;) + §;
j

Oy — wvaRe(w) ~ VaIm(wy) — &

Yj

of _ . ..
%~ T —yj .

Asi el inico punto critico de f es

(x0, Y0, &) = (VZRe(w), v2Re(w), —v/2Im(w)) .
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También se puede mostrar que

JdA, 0, I,
det f’(x,y,€) =det [ 0, I, -1,
I, -I, O,

=" " ()"

donde I, (0,,) es la matriz identidad (matriz con entradas 0) de n filas y n columnas.
De aqui que

det f//(x()a Yo, EO) e _ 5m2n e _ 2n7_(_3n/2h3n/2
2mih (2mah)3n '

Por lo tanto aplicando el método de la fase estacionaria a Jz o obtenemos

= Sl [n ren) S5 3 ()i

5=0 q=0 g—

b(X, Yy, £)Fd,q(Y7 E)Ms ! [(\I’N)t(x7 Yy, 5) h)] dydédx

: k ps—d+l
Z <8) (2)(1+|go|2)kb<>co,yo,£o)Fd,q(yo,go)

+0(h)
(x,y §)=(X0,y0,§0)

_ 0) olw Fs s(y0, &)
Z() (V2Re(w), v 2Im(w) (" e e + O

De (2.7) Fys(y0,&0) = (|€|*)°. Luego
Jo9 = al® (V2Re(w), —v2Im(w)) + O(%) . (2.13)
Por lo tanto de (2.10), (2.11), (2.12) y (2.13) tenemos
}}E})*&E(W) = lim [J1 +T21 + T20]
= 0¥ (V2Re(w), —v2Im(w))
= p(4) oyt (w) .



CaPiTULO

Transformada de Bargmann para
L*(S™), n = 2,3. Motivacién e ideas
principales.

En este capitulo se presenta la transformada de Bargmann sobre L?(S"), para
los casos n = 2,3, denotada por Bgr, sobre cierto subespacio cerrado del espacio
de Bargmann Bcm, m = 2,4 respectivamente.

Esto fue desarrollado por Thomas/Wassell [29] (para el caso n = 2) y por
Villegas-Blas en [31] (para n = 3). Solo se daran las ideas principales de como
obtuvieron dichas transformaciones. Ya que éstas nos permitiran dar una idea de
como definir la transformada de Bargmann sobre L?(S™), n > 2.

La descripcién estricta de la transformada de Bargmann para L?(S™), n = 2,3,5
se da en el capitulo 5.

Ademés mostraremos la relacion que existe entre la transformada de Bargmann
Bg» y una transformacién canénica que juega el papel del andlogo clasico.

Primero definamos el espacio L?(S™), con n > 2.

Definicion 3.1 Sea n un entero no negativo y d.S,, la medida de superficie norma-
lizada sobre S™. Denotemos por L?(S™) al espacio de funciones Lebesgue medibles
integrables sobre S™ que son de cuadrado integrable respecto a la medida d.S,, .

El espacio L?(S™) es de Hilbert con producto interno

(F,G)gn = /n F(x)G(x)dS,(x) , F,G € L*(S").

3.1 Transformada de Bargmann para L?(S?).

En [29] Thomas y Wassell introdujeron la trasformada de Bargmann para el caso
n = 2. Su idea fue basada en el hecho de que el grupo SU(2) (el grupo cubriente

35
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de SO(3)) tiene una representaciéon como un grupo de operadores actuando en el
espacio de Bargmann Bge.

Antes de definir la transformada de Bargmann para L?(S?), recordaremos al-
gunos hechos conocidos acerca de dos diferentes representaciones de SO(3), el grupo
de rotaciones de R3.

Consideremos el operador Laplaciano normalizado sobre la esfera 52, denotado
por Ag2. El espectro de este operador es {(¢ +1/2)?|£=0,1,...}.

Las coordenadas esféricas de S2, con 0 < < m, 0 < ¢ < 27, son
x1 = sen(f) cos(¢), x9 = sen(f)sen(¢), x3 = cos(6).
La expresion de Ag2 en estas coordenadas es

1 9 0 1 0? 1

Agp=-—t Qe - L & 1
%= "5 90" D58 " sz 992 T 1

Se puede probar que

1
A9=ﬁ+£+@+?

donde Lj, j = 1,2, 3, son los generadores de las rotaciones en R3 a través del plano
perpendicular al eje ;. De hecho

L= zsen(¢)2 + 2.cot () cos(¢) 0

90 ¢’
Ly =—1 cos(¢)889 + zcot(@)seﬂ(@;ﬁ;
L3 = —Zaa(b.

Los operadores L; actuan sobre un subespacio denso de L?(S?) y proveen una
representacion del algebra de Lie so(3) de SO(3). De hecho, estos operadores satis-
facen las relaciones de conmutacién canénica

[L]7Lk] :ZEj]dLZ, j7k7€: 17273
donde {j,k, ¢} es una permutacion de {1,2,3}. Si la permutacion es par (impar),
entonces €, = 1 (€00 = —1).
Es conocido que las funciones propias del Laplaciano Age son una base de

L?(S?). Mas afin, si V; denota el espacio propio del Laplaciano Agz asociado al
valor propio (£ +1/2)% £=0,1,2,..., entonces

(s =pv.
£=0
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El grupo SO(3) acttia sobre L?(S?) de la siguiente manera. Dada R € SO(3),
definimos T : L?(S%) — L?(S?) por

TrY(x) = U(R™(x)), U e L?S"), xe 8%

Una base particular de L?(S?) es tomanda por las funciones propias normaliza-
das tanto de Ag2, como de L3 (estos dos operadores conmutan). Dichas funciones
son conocidas como esféricos armonicos y los denotaremos por

Y¢m con £=0,1,2,... vy m=—L,—L+1,... L
Maés atn, si tomamos la accion del grupo {Tr | R € SO(3)} sobre el espacio
Ve=span{Yy,, |m=—L,—L+1,...,0} Le€Zy,

se obtienen todas las representaciones irreducibles de SO(3).

Por otro lado, se pueden obtener las representaciones irreducibles de SO(3) en
base a las representaciones irreducibles de SU(2) (el grupo de matrices unitarias de
dos por dos con entradas complejas y determinante uno). Una importante repre-
sentacion del grupo SU(2) es obtenida al dejar actuar dicho grupo sobre el espacio
de Bargmann Bgz de forma similar a la accién del grupo SO(3) sobre L?(S?).

Sea S={r/2|re€Z;}. Dado s €S, sea

Ws = {p € Be2 | p es polinomio homogeneo de grado 2s}.

Una base ortonormal de Wy es dada por los monomios

A
= , m=-—s,—s+1,...,s.

V(s +m)l(s —m)!

Cuando se restringe la accion de SU(2) a los espacios Ws, se obtienen todas
las representaciones irreducibles de SU(2). En particular cuando s es un entero no
negativo, se obtienen todas las representaciones irreducibles de SO(3).

De las dos representaciones de SO(3), descritas arriba, se define la siguiente
asignacion

Ysm

Yg’m—>yg,m, (=0,1,2,... m=—L,—0+1,....¢.

Thomas y Wassel definen la transformada de Bargmann Bg: para L%(S?)
como la extension lineal de dicha asignacion. Notese que Bge es un operador unitario
de L%(S?) sobre el subespacio cerrado F» de B2 generado por monomios de grado

par. Esto es
Fo= P Ws.
Lely

Definicion 3.2 La transformada de Bargmann Bg: : L2(S?) — F; es definida
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por el operador integral
Bg¥(z) = Kg2(x,2)¥(x)dSy(x), e L*S?, zecC?
x€52

donde el nicleo integral de Bg2 es

KS2XZ ZZY@m ygm(), XESQ,ZE(CQ.
{=0 m=—/{

Otra forma de expresar el nicleo integral es por la siguiente serie de potencias

N V2T (N
Kste =V () e
donde

1
795‘2XZ ZYlm y1m()

m=—1
= \gg [—SGH(@)G 922 4 2cos(0) 2122 + sen(@)ewz%} . (3.1)

3.2 Transformada de Bargmann para L?(S?).

En analogia con el caso L?(S?), Villegas-Blas [31] considero el Laplaciano nor-
malizado sobre la esfera S2, denotado por Ags.
Las coordenadas esféricas de S2, con 0 < ), A < 7wy 0 < ¢ < 27, son

x1 = sen(\)sen(f) cos(9) , xo = sen(\)sen(f)sen(o) ,

x3 = sen(\) cos(f) , xq = cos(A) ,
La expresion para Ags en estas coordenadas es

e 0 Ag-l
2 —2cot(N) v + —5~ +1.

Ags = —
5° OX  sen2()\)

Notese que el espectro de Ags es el conjunto {n? | n € Z; }.
Consideremos los generadores de las rotaciones en el plano (k,j), con k,j =
1,2, 3,4, dado por las restricciones a S3 de los siguientes operadores

1 0 0

Hay seis operadores linealmente independientes entre los operadores Ey, ;. Dichos
operadores son Ly = Eg3, Lo = E31, Ly = E12, Aj = Eyj, j = 1,2,3, los cuales
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proveen una representacion del algebra de Lie so(4).

Sean L? = L} + L3 + L3 y A? = A7 + A3 + A3. Se puede probar que

Ag =L +A%+1.

Como Ags, L? y L conmutan, podemos encontrar funciones propias normaliza-
das en comun de estos operadores. Dichas funciones son conocidas por arménicos
hiperesféricos y los denotaremos por

Yoo con n=12,..., £=0,1,....n—1, m=—4,—0+1,..., (.

Para cada n, se tienen n? armoénicos hiperesféricos linealmente independientes. Si

tomamos la accién del grupo {Tg | R € SO(4)} sobre el espacio n? dimensional
generado por Yz, obtenemos todas las representaciones irreducibles de SO(4).

Encontremos el espacio de Hilbert de funciones analiticas relacionadas a L?(S?).
Para ello notemos que las RCC satisfechas por L, A son

[Li, L] = ey, [Liy Ayl = veinAr . [Ag, Aj] =Ly

Definamos los operadores

L _
_ +A D:L A.
2 2

C

Las relaciones de conmutacién de estos operadores son
[Ci, Cj] = 1€jxC,  [D;,Dj] =16xDy, [C;,D;] =0.

Asi obtenemos que so(4) = su(2) x su(2).

Dado que L - AV = (L1 A; + LaAg + L3 A3)¥ = 0 se tiene que

2 2
C20 = D20 = <L+A> v

4

Tenemos que los valores propios de C? y D? son de la forma u(u+1) y v(v+1)
respectivamente (con u,v € S). Ademas como Ags = L% + A% + 1 se puede probar
queu=v=(n—1)/2.

Consideremos el espacio de Bargmann Brs = B2 ® B2 de funciones analiticas de
cuatro variables complejas (21, 22, 23, 24). Para cada entero n, también consideremos
el subespacio n? dimensional M,, de Bgs dado por

My =Wai—1)2 @ Win—1)/2 »

con W, —1)/2 €l espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado n — 1 en dos
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variables complejas. Una base del espacio M,, es dada por los monomios

—1 n—1 n—1 n—1
T+m1 5 —mi T+m2 T —m2

2 2 Zg 2y
1
(g7 +ma)t (g —ma)! (55 + ma)! (g7 —ma)lJ?

con —(n—1)/2<mi,ms < (n-—1)/2.

Se desea asignar a una funciéon analitica (de cuatro variables complejas) un
armoénico hiperesférico Y,p,,. Recordemos que Y,z es una funcién propia tanto de
Ags, como de L? y L3. Por tal motivo le asignamos a cada Y ¢, una funciéon propia
de la representacion de los operadores Ags, L? y L3 en el espacio de Bargmann Bga.
Dicha funcion es

Ynmimo =

n—1 n—1
ynzm(21,22,23,24) = Z C ( 9 ,my, 9 ,mQ;E,m) Ynmimso

mi1+meo=m

donde C ( 5 L my, 21,m2,€ m) son los coeficientes de Clebsch-Gordan [25].
Siguiendo a Thomas/Wassell, Villegas-Blas definié la transformada de Barg-
mann para L?(S?) como la extencion lineal de la anterior asignacion.

Definicién 3.3 La transformada de Bargmann Bgs : L*(S%) — F4, donde
Fy es el subespacio cerrado de Bea generado por los espacios M, (es decir Fy =
@2 My). Es definida por el operador integral

Bg:V(z) = Kgs(x,2)¥(x)dSs3(x), WelL*S%,zeC!
x€83
donde el nicleo integral de Bgs es

co n—1

KSSXZ ZZZYngm yngm(), XESg,ZE(C4.

n=1 (=0 m=—/

Al igual que en el caso de la esfera S?, Kgs puede escribirse en potencias de la
funcién

1
Vg3 (%, z :Z Z Y 20m (%) y26m (2)

(=0 m=—¢
De hecho
Kgs(x,2z) =

oo ¢
Z \/glj_il <\}§> (1953(X7 Z))E ’ (32)

donde ¥g3(x,2z) tiene la siguiente expresion explicita

=0

Vgs (x,2) =v/2(2124 [cos(\) — 2cos(f)sen(N)] — zo23 [cos(N) + 1cos(6)sen(N)]
+ 121 z35en(f)sen(N)e 7 — zz224sen(9)sen()\)ez¢) . (3.3)
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3.3 El nicleo de la transformada de Bargmann y trans-
formaciones candnicas

En esta seccién se describird como las transformadas de Bargmann Bgz, Bgs
se pueden ver como una cuantizaciéon de una transformacién canénica. Para ello
utilizaremos que el nicleo reproductor de la transformada de Bargman es una serie
de potencias en cierta funciéon. Esta funcién va a ser la funcién generadora de la
transformacién canénica mencionada arriba.

Para mas detalles ver el articulo de Villegas-Blas [31]. Primero analizemos el
caso de la esfera S2.

3.3.1 Transformacién canénica de un particula moviendose en S2.

La descripcion para una particula moviendose en R™ (ver seccion 2.1) sugiere

considerar la funcién (—2/v/3)0¢2(x,2z) como la funcién generadora de una trans-
. s L. —1 : * Q2 * Q2

formacion canénica C, ,) que mapea el espacio fase T*5% — {0} (T*S* menos la

seccion cero) sobre una subvariedad de T*C2.

Consideremos
0 —1 0 —1
——— Y ———
Do 69\/3 S2 be 8¢\/§ S2
0 —
= — 1) i=1,2.
Wj Zazj\/g S2 J s

De lo anterior y (3.1) se tienen las siguientes expresiones explicitas

Po = _%[COS(G)G’”Zf + 2sen(6)z1 22 — cos()e 23]

1 —1 7
Do = —§[sen(€)e 922 +sen(f)e*23] (3.4)
wy = —sen(0)e "z + cos()z ,
wy = cos(0)z1 + sen(h)e @z, .

Para identificar la subvariedad de T*C? que es la imagen de T*S? — {0}, se
necesita encontrar la relacion que existe entre las variables (w1, ws2) y (21, 22).

Utilizando las dos primeras ecuaciones de (3.4) y el hecho de que las variables
0, ¢,pg,pg son reales se obtienen expresiones para sen(f), cos(f) y exp(1¢) en tér-
minos de las variables z1, z9. A partir de ésto se puede mostrar que

wy = +2z7 , wy = £Z9 .

Nos restringiremos a considerar el signo positivo, es decir (wq,ws2) = (Z1,22).
Notese que si (21, z2) es solucion de (3.4), también lo es (—z1, —z2). Por tal motivo

necesitamos identificar (z1,22) con —(z1,22). Asi C(Qg) debe tomar valores en la
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siguiente subvariedad de T*C2.
Dy = {(21, 22, w1, w2) € C* | wy =71 ,wp = Z2}/{1, -1} .

Note que la variedad (D3, 72) (con 7o la restriccion de la forma simpléctica
—1 Z?Zl dz; A dw; a Dy) puede ser considerada como C* = C2/{1, —1} con forma
simpléctica py = —1(dz; A dzy + dze A dZa).

También podemos expresar pg, py en términos de (21, 22,21, 22):

(2122 — 7122 |21? + |2]? 1 2 2
w= (22522 (BEED) . mm gl e
1 212 +|z2!2
H=p} 5=
Pyt senQ(@)pqS (

Por otro lado, la funcién generadora (—1/v/3)Jg2 de la transformaciéon canénica

C(_212) puede ser escrita por el producto interno
—1
%1952 (x,2) = —1(p2,2)(2) - X) , (3.5)
donde
= (sen(0) cos(¢), sen(0)sen(¢), cos(0))
1
p(2,2)( ) 5 ( 5 Z% ) ZZl +ZZ2 ) 22122) ) X € (C2 .

Noétese que p(s2)(z) se encuentra en la cuadrica nula de C?, definida por
Definicion 3.4 Sea k un entero positivo, definamos la cuddrica nula compleja por
F={aeC" |+ ... +ai, =0},
Notese que
a € QF & |Re(a)| = [Im(a)| y Re(a) - Im(a) =0, (3.6)

con Re(ar) y Im(ax) denotando la parte real e imaginaria de o respectivamente.

Por (3.6) la cuadrica nula (con el origen removido) puede ser identificada con
el haz cotagente de la esfera T*S™ (con la seccién cero removida) a través de la
siguiente funciéon

on Q" —{0} - T*S" - {0},

on(a) = (,ﬁi&,—lm(a)) . (3.7)

Por tal motivo, la transformacion canénica C3 2) hace que el siguiente triangulo
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conmute
3 C2,2)
€2 — {0} T*S2% — {0}
P(2,2)
g2
Q* - {0}

(3.8)

Observacion 3.5 De la definicion 3.2, y de las ecuaciones (3.1), (3.5) se tiene que
otra expresion de la transformada de Bargmann para L*(S?) es

B U(z) = / 3 Li‘“ (pon)(z) - %) W(x)dSy(x), e L2(S?), zeC?
Sg2 1=0 ’
’ (3.9)

3.3.2 Transformacién canénica de un particula moviendose en S°.

En analogia con los espacios R” y S?, consideremos la funcion —%1953 €Oomo

la funcion generadora de una transformacién canédnica. La cual va a ser definida a
través de las siguientes ecuaciones

0 —1 0 —1 0 —1

-2 Ty -9 Ty, -2 Ty
Py 20 2557 Y20 96 2557 bx V2 S3
5 (3.10)
") i =1,2,3,4.
wy ZaZj\/Q S3 J ) Ly Jy

De (3.3) y el hecho de que 6, ¢, A, pg, Dy, px son variables reales podemos expresar
el sen(f), cos(), sen(A) y cos(A) en términos de las variables z;,%;, j =1,2,3,4. A
partir de lo cual obtenemos que

(w1, wa, w3, wy) = £(Z1, Z2, 23, 24) -

Escojamos el signo positivo. A partir de ésto y las expresiones previamente
obtenidas de sen(f), cos(f), sen(A) y cos(A) se puede mostrar que

212 + [22f* = |23 + |z

Ademas notese que si (21, 22, 23, 24) es solucion de (3.10), entonces también lo
debe de ser (z1€™, €™, 236 W, ze ™), para cualquier ¢» € R. Por lo cual,
definamos la siguiente relacién de equivalencia en C*

(21, 22, 23, 24) ~ (21,25, 25, 2y) siexiste 1 € R tal que

(21,25, 25, 24) = (zle“’b,zQew,z36_2¢,24e_1¢) .
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Por lo cual, la transformacién canonica debe de tomar valores en
Ct= {(Zl,Z2,23,24) ecCt ‘ ’21‘2 + ‘22‘2 = ‘23’2 + ’24‘2}/ ~ .

Al igual que en el caso de S?, se puede probar que

—1

\/51953 (X7Z) = —10(3,4) (Z) C X (311)
dondez € C*y

P3,4)(Z) = (2123 + 2224, w2123 — 2224) , Y2124 + 2223) , 2124 — 2223) -
x = (sen(\)sen(0) cos(¢) , sen(\)sen(f)sen(¢) , sen(A)cos(f) , cos(N)) .

Notese que para cualquier z € C?, el vector P(3,4) (z) € Q3. Por cual la transfor-
macién candnica se puede ver como la siguiente composicion

C(3,4) = P(3,4)©03 .

Observacion 3.6 De la definicion 3.3, y de las ecuaciones (3.2), (8.11) se tiene
que otra expresion de la transformada de Bargmann para L*(S®) es

BgV(z) = / > - EJ ! (Pe3,0) %) U(x)dSs(x), Uel*(S%),zeCt.

x€83 £=0
(3.12)

Observacion 3.7 En analogia con lo que pasa en R™: las transformadas de Barg-
mann Bg2 y Bgs son operadores integrales cuyo nicleo integral es una serie de
potencias en U, ) (X,2) = —1p(nm)(2) - X, con (n,m) = (2,2),(3,4) respectiva-
mente para x € S™, z € C™.

Ademds de que la funcion O, ,y,) tiene la propiedad de ser la funcion genera-
dora de una lransformacion candnica C(p ). Por tal motio, las transformadas
de Bargmann Bg2 y Bgs pueden verse como la cuantizacion de la transformacion
candnica C, m)-



CaAPiTULO

Transformada de Bargmann para la n
esfera.

Es este capitulo introduciremos un espacio de Hilbert &,, de funciones analiti-
cas definidas sobre la cuéadrica nula Q". Ademaéas de definir la transformada de
Bargmann B,,, que lleva una funcién de L?(S™), n > 2, a una funcién de dicho
espacio.

También se deducen de manera estricta las transformadas de Bargmann Bgn
para L2(S™), con n = 2, 3, 5 sobre cierto subespacio cerrado del espacio de Bargmann
Fm C Bem, m = 2,4, 8 respectivamente. En el capitulo 3 ya se mencionaron las ideas
principales de como dedujeron Thomas/Wassell y Villegas-Blas las transformadas
de Bargmann sobre L?(S?) y L?(S?%) respectivamente. Sin embargo vamos a dar
demostraciones diferentes a las dadas por ellos. Las cuales van a utilizar el operador
B,.

Cabe mencionar que podemos relacionar los espacios F, (m = 2,4,8) con &,
(n = 2,3,5) respectivamente a través de la funcién p(, ) (ver (A.21), (A.22),
(A.23)).

4.1 Espacio de Bargmann-Todorov, &,.
En esta seccion daremos una descripcion del espacio &, introducido por V.

Bargman e I. T. Todorov [4], el cual llamaremos espacio de Bargmann-Todorov.
Consideremos la siguiente medida dm/_; sobre C"*?

am () = —— 25 (19 52 dada
My 1) = on—1p2(n—1) 252 o )dada,
con @ = (a1,...,an41) € CH |af? = |2 + ... + |ant1|?, §(a?) denotando la

distribucion delta de Dirac sobre la cuadrica nula Q™ (ver [6] para definicién de

45
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delta de Dirac). dada denota la medida de Lebesgue sobre C™*! y la funcién § es
definida por
3—n
2\" (16t) 1
t)y=|—-) ———Kns(2Vt teRT 4.1
s0=(2) Gy Kepevd,  rert, (4.1)

donde K»-3 y I' denotan las funciones de Macdonald Bessel y Gamma respecti-
2

vamente (ver [7] secciones 8.4 y 8.5 para definicion y expresion de estas funciones
especiales). En la proposicion 4.8 se muestra una expresion de la medida dmZ 11 8in
la funcién delta de Dirac 6(a?).

Cabe remarcar que la medida dm” 11 es la medida considerada por Bargmann-

Todorov [4] pero reescalada por un factor —=—

V2R

Msés atn, la medida dmZJrl es invariante bajo el grupo de rotaciones SO(n +1).
La accién de SO(n + 1) sobre C"*! que estamos considerando es la siguiente: para
R € SO(n + 1) definimos la funciéon Tg : C**! — C"*! por Tr(z) = RRe(z) +
1RIm(z) con z € C"*! y RRe(z), RIm(z) son dados por la accién usual de SO(n+1)
sobre R"*1,

Notese que la cuddrica nula Q™ es invariante bajo la accion mencionada arriba. A
continuacién citaremos algunos resultados, sin demostracion, dados por Bargmann-
Todorov. Ver |4] para detalles de las demostraciones.

Definicién 4.1 Fl espacio de Bargmann-Todorov &, es definido como el com-
pletamiento (respecto al producto escalar topologico) de

Pw:.
=0

Donde Wy el espacio de polinomios homogéneos de grado £ en n+ 1 variables com-
plejas vistos como elementos de la cuddrica nula Q™.

Observacion 4.2 Note que dos diferentes polinomios de grado € definidos inicial-
mente sobre C"1 podrian ser el mismo elemento en W.

De hecho Bargmann y Todorov [4] muestran que

Proposicion 4.3 FEl espacio &, es un espacio de Hilbert con producto interno

(. 9)en = / f@)gla)dmty (@), €& (42)

Para j =1,...,n+1, sea X; el operador de multiplicacién por la coordenada «;
actuando sobre &,. Se puede mostrar que en el espacio &,, el adjunto del operador
X; tiene la siguiente expresion

. — 9hK2 i _ "% .
D] 2h <Xk . + 9 > ; h X]A , (4 3)

2 . L. .
donde A = Zzg 537 y asumiendo sumas sobre indices repetidos.
k
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Comentario 4.4 Bargmann y Todorov [4] encontraron la medida dmZH requiTien-
do que los operadores X; y D; son adjunto uno del otro.

El espacio &, tiene la propiedad de tener un nucleo reproductor como se muestra
en la siguiente

Proposicion 4.5 FEl nicleo reproductor del espacio &,, denolado para o, 3 € Q™
por T, =T, (e, B), es dado por

H
=
R
=

Il

(]2
=
wﬁ =
7 N
ol R
X
D
N———

=0 (4.4)
=> T (a,8)
=0

con (a)g =T'(a+£)/T'(a) (simbolo de Pochhammer), y T el niicleo reproductor del
espacio Wy. Mds aun utilizando la formula 9.6.10 de [2], este nicleo reproductor
puede ser escrito de la forma

(o - (") (aﬂ)‘h (2P @5

2 2h2 2 h

con Iy, denotando la funcién modificada de Bessel de primer tipo de orden k (ver [2]
seccion 8.4 y 8.5 para definicion y expresion de esta funcion especial).

Comentario 4.6 Cabe aclarar que para que el lado derecho de (4.5) tenga sentido
tenemos que hablar de ramas de la funcién raiz cuadrada \/z = |z|'/? exp(10/2), con
6 = arg(z). Dicha rama dependera de donde se encuentra el arg(a - 3).

De hecho la rama que se considerard va a ser en donde —w < 0 < w. En el caso
de que arg(a - B) = 7 entonces la rama estard definida en donde 0 < 6 < 27.

Por otro lado, por la expresion de dm/ +1 (ya que incluye la funcién §(a?)),
la evaluacion directa del producto interno de dos elementos de &, podria ser com-
plicado, incluso cuando se trate de polinomios. Sin embargo, podemos evaluar el
producto interno de elementos de W, como se muestra en la siguiente (ver [4] para
mas detalles)

Proposicion 4.7 Sea ¢ entero no negativo. El producto interno de dos elemento de
Wy es proporcional a su producto interno considerados como elementos del espacio
de Bargmann Ben+1. Es decir, para f,g € Wy se tiene

n—1

.9)e, = 20 ("7 ) (Fahoenss -

Sin embargo cuando muestre la concentraciéon de la transformada de Bargmann
de los estados coherentes (los cuales van a ser definidos posteriormente) voy a nece-
sitar la evaluacion del producto interno de dos elementos cualquiera (no sélo de
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elementos en W) en &,. Por lo cual en la siguiente proposicién doy una expresion
explicita de la funcion 6(a?) en ciertas coordenadas adecuadas y con ello una expre-
sion para dmZ 41 que no involucra la delta de Dirac. Cabe mencionar que Bargmann
y Todorov no mencionan esta expresiéon de la medida.

Proposicion 4.8 La expresion de la medida del espacio de Bargmann - Todorov es

1 2 —
dmyy,1(8) = WS <h2> 2734rdQ,(0)dQ-1(n) (4.6)

donde dSQy, denota la medida de superficie de la esfera S*. De aqui que para f, g € &,

o= [ [ ] se@rm)geETm)

r>0 fcSn nesn 1

T2n—3 T‘2
T Tk ( h2> drd$2,,(0)d, 1 () -

Demostracién.

Primero daremos coordenadas especificas a Q™ — {0}. Para hacer ésto veamos
a B como un elemento de C**! — {0}.

Note que d3dB = d(Re(8))d(Im(83)), con d(Re(8)) y d(Im(3)) denotando la
medida de Lebesgue en R"*!. Consideremos coordenadas esféricas para Re(3), es

decir
Re(B) =10, r>0,60¢cS".

Como Re(B) € R™™! descompongamos Im(3) en las direcciones paralelas y
ortogonales a Re(3)/|Re(8)]

Re(B)
"Re(B)]

Im(B) = +pm, pER, p>0,|nf=1y 6-n=0.

Notese que el vector pm es ortogonal a @%Eg;r Por tal motivo lo podemos

considerar como un elemento de R™ con n € S"~!. Asi se tiene que
dBdB = r"p"'drdpdpudQ,(8)d2, 1 (n)

donde d€, es la medida de superficie de la esfera S*.

Tomemos estas coordenadas para C"*1 —{0}. Se puede probar que 3 € Q" —{0}
(ver (3.6)) siysolosi u=0yr?—p*=0.

Consideremos el cambio de coordenadas (r, 0, u, p,n) — (Pi, Py, r,0,1) con

Pl:"ﬂ_(p2+/‘2)v
P =2ru .
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Entonces d3dg3 tiene la siguiente expresion en las nuevas coordenadas

B

n—2
T2
5] ara,0)a0, 1)

_ 1
dBdg = dPldPQZr”_l [72 - P —

De la definicién de delta de Dirac (ver [6], capitulo III, seccion 2.1) y tomando
B = r(0 + 1) se obtiene (4.6).
]
Siguiendo [3], introducimos la siguiente proposicién (similar al criterio 1.18)
que va a ser utilizada en la siguiente seccién para probar que la transformada de
Bargmann de L?(S™) es una isometria.

Proposicion 4.9 Sea F' funcion analitica de n + 1 variables complejas. Para 0 <
A < 1, definamos F(z) = F(A\z). Entonces

Fe&, < F\ €&, ysusnormas ||Fillg, son uniformemente acotadas.
En este caso Fy\ converge a F' en el espacio &, cuando A — 1.

Demostracion.

Sean ¢ entero no negativo y dy la dimension del espacio Wy. Sea {eq}, k =
1,...,dy una base ortonormal de W respecto al producto interno definido en (4.2).
Note que ey es un polinomio homogéneo de grado /.

Sea F' funcién analitica de n + 1 variables complejas. No es dificil ver que la
restriccion de F' a la cuadrica nula (que también la llamaremos F') puede ser escrita
como la serie de potencias convergente

co dy

Fla) = Z ZAékeék(a) ; acQ” (4.7)

(=0 k=1

para algunos coeficientes Ag,. Luego

oo dy
Feé&, siysolosi ZZ\AMF < 00.
=0 k=1
De (4.7) se tiene
oo dy co dg
F/\(Oé) = Z Z Anggk()\a) = Z Z Agk)\gegk(a) .
(=0 k=1 (=0 k=1
Supongamos que F' € &,. Como
oo dg oo dg

SN AR <Y T AgP

=0 k=1 =0 k=1
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entonces I\ € &,. Ademas las normas de F, 0 < A < 1 son uniformemente acotadas
por [[Fllg,-

Supongamos ahora que Fy € &, y que existe una constante C' tal que ||F)||g, <
C para toda 0 < A < 1. Sea {);}32, una sucesién de nimeros en el intervalo
(0,1) que convergen a 1. Definamos ~y; = )\?Z y by = Ziézl | Agr|?. Los ntimeros
Ym0 veibe = 202, ZZil /\?Z\Ang = ||Fy,||Z, son uniformemente acotados por C.
Por el teorema 1.9, la serie > ;2 ZZ‘;l | Ag|? es finita. Por lo cual F pertenece a

E,. Mas atn
oo dp

I1F = Fyl? =) (1= X)’Aul*.

=0 k=1
Dado que > ;2 Zgil | Ag|? es finita. Entonces del teorema de convergencia domi-

nada de Lebesgue tenemos

lim |[|[F — Fy|*>=0. |
A—1

4.2 Transformada de Bargmann para L%(S"), B,,.

Motivados en la definicién de transformada de la Bargmann para L?(S"), n =
2,3, (ver ecuaciones (3.9) y (3.12)) es natural definir la transformada de Bargmann
de ¥ € L?*(S™), n > 2 por

B, U(a) = /ki)z‘j (%)k‘ll(x)d&l(x), acqQn. (4.8)

Donde dS,(x) es la medida de superficie normalizada sobre S™. Los coeficientes
¢ son calculados requiriendo que B,, sea una isometria. Para poder calcular estos
coeficientes hacemos uso de la siguiente

Proposicion 4.10 Sean o, B dos elementos de la cuddrica nula Q™ y £ un entero
no negativo. Definamos oY) (x) = (a - x)¢, x € S*. Entonces

O o\ _ (@-nueow oo,
<q>°‘ ®p >S" S22+ — 1) a By

Donde para un nimero entero no negativo k par (impar) se define k!! como el
producto de todos los nimeros pares (impares) menores o iguales a k.

Demotracién.
Dado a« € Q", existe R € SO(n + 1) tal que o« = |Re(a)|R(€é1 — 1€2), con
é; = (1,0,...,0), & = (0,1,...,0) vectores unitarios en R"*!. Luego

(2. 05)) = [Re(a)]’ /yesn«él —182) - y) (R1B - y)!dSu(y) ,
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donde se utilizo el cambio de variable y = R™!'x. Sean v = R~18 y A = |Re(a)|.

Introduzcamos coordenadas esféricas para la variable y = (y1,...,ynt+1) € S™
n
H sen(#;)cos(6y) Y2 = H sen(6;)
= (4.9)
H sen(f;)cosbs—1 Yn+1 = cos(Oy)

cons=3,...,n, 0, € (—m,m)yba...,0, € (0,7). Luego

<<I>Sf),<1)(ﬁe)>sn =\ /_W/o /0 (sen(f,) . ..sen(fy))" e ~H0

(v-y(b,..., Qn))zsennfl(Gn) .. sen(@g)df;)i('ég)e1

Integremos la ecuacion de arriba respecto a 6;. Utilizando las identidades
cos(d) = (e + e ), sen(d) = (¥ —e) y que [T_e*dd = 2ry se
puede probar que

™
2
/ e " cos®(f)sen®(0)df = ﬁ&yﬁk . (4.10)
—T
Luego por el teorema multinomial y (4.10)
s n+1
/ e (y-y)idoy = > Cony™ 5 [ (vyws)™ [sen(6; 1) 2
- m|=¢ J=3

/ﬂ— e —1001 [COS(Gl)]ml [sen(el)]mg do,

14
2m _
= E C(k,sz,o,...,o) kol (Sen(en) s Sen(GQ))E 7{675 g )
k=0

donde Cy, = Ifl—', Por lo tanto, utilizando ésto se tiene

¢ —k n
0\ 2m APy 4 .
(I)Ef) oW _ 172 / N1204+5—1 30 .
< A >sn A kzzo k) £=k2E Vol (Sn 11 | [sen(8,)] e

)i

(201 (n — 1)1 1

=X(n - )’ (20+n — 1)l 2¢
_ 20!1(n — 1) 1
=X(R718 - (e1 +1e2))" (20 +n— 1)1 20
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Ahora obtengamos los coeficientes ¢, (de manera formal) que aparecen en (4.8).
Posteriormente probaremos que la definicién que proponememos de transfromada
de Bargmann esta bien definida.

)

Sean B € Q", k € Zy y Vg = € L%*(S™), donde <I>(k)(x) = (B-x)k,

kB
1257 sn

x € S". Tomemos ¢ € Q" vy £ € Z+. De la ortogonalidad de ‘1’:(1) con <I>( )y la
proposicién 4.10

B ¢ ro-x\! W
Bu¥p(e) = / >3 (55) T o5 )

o (n=DNE N\ (a-p)
 REE! (2’f(2k+n— 1)!!> (B-B)k/2

Consideremos el caso particular 8 = e; — 1es. Como deseamos que B, sea
unitaria, de la proposicién 4.7 se debe de tener que

1= |Bu(¥a)|Z,
R (%= 1 + k) |exl? (n—1)!!

_ k2
= 2n’ T(5L) K2Rk 22K(2k +n — 1)l (e +202) I,
s (n—1)
ST Ut B 411
NG n— (4.11)

Lo tltima igualdad es porque ej(a) = af/(VhllL!) es base ortonormal de Ben1
(ver lema 1.13).

Comentario 4.11 Ndtese que de (4.11) se sigue

2k —1)\2
cp = €k <+n1> . para algunas constantes 0 < 0 < 2w,
n—

y no necesartamente 0 = 0y para k # £. Sin embargo, por simplicidad vamos a
tomar 0, = 0 para toda k. Esto es porque cuando definamos estados coherentes
sobre L?(S™) wva a ser mds sencillo obtener el operador de aniquilacion del cual
dichos estados son funciones propias (subseccion 5.1.3). Ademds de que la asintdtica
del niicleo integral del operador B, obtenida en el apéndice C no es tan complicada,
lo cual va a ser utilizado para mostrar concentracion de los estados coherentes.

Por lo tanto, al menos formalmente tenemos que para ¥ € L?(S™)

/nz ;jk\/g (a;%X)k‘l’(X)dSn(X), acQ".  (412)

Mostremos ahora que B,, se encuentra bien definida y que es una isometria.
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Lema 4.12 Sea ¥ € L?(S™). Entonces

i) B,¥ () es una funcion analitica considerada como una funcién en C"*1 (en
cada componente de o« manteniendo todas las demds fijas).

ii) B,V es de cuadrado integrable respecto a la medida dm! ;.
iii) By, es una isometria.

Demostracién.
Denotemos el ntcleo integral del operador B,, por

K (x a)_i\/%Jrn—l <a~x
prt klv/n—1 h

Sea a € Q™ fijo, entonces

K (x a)’<i\/2k+n—1 (|a|
’ _k:O klvn —1 h

k
) , xeS", acqQn. (4.13)

k
> <oo VxelS". (4.14)

Asi K(-,a) € L?(S™). Luego de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, B, ¥ () se
encuentra bien definido.
Sea g : C — C la siguiente funcién

o0

2k+n—1 ,
g(Z)Zzik! —

k=0

zeC.

Por el criterio de la razoén, la serie g es convergente para todo z, luego es analitica.
Por lo cual el nucleo integral K(x, @) = g(a - x/h) es analitico en cada componente
del vector e dejando las otras fijas (con x € S™ fijo).

PRUEBA DE i). Sean a € cntl vy 1 <7 <n+1 entero. Fijemos todos los
componentes de a excepto el j-ésimo. Probemos la analiticidad de B,,¥(a) (en la
variable «;) utilizando el teorema de Morera. Para ello sea v una curva en C. De
(4.14) y el hecho de que ¥ € L'(S™) se tiene que

// IK(x, o) ¥ (x)|dSy (x)dej; < o0 .
¥ xesn
Luego podemos aplicar Fubini en la siguiente integral
/Bn\IJ(a)dozj = / U(x) / K(x, a)da;dSy, (x) .
o xeS™ ol

Como K(x, a) es analitico en la variable o; (para cada x € S™), por el teorema de
Cauchy la integral anterior es cero. Ademas por la continuidad de K(x, ) en la
variable o y el teorema de convergencia dominada se sigue que B, ¥ () es continua
en la variable o;.
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PRUEBA DE ii) Utilicemos la proposicion 4.9 para probar que B, ¥ € &,. Sea
0 < A < 1. Por i) sélo necesitamos mostrar que (B,V)) € &,, vy que ||(BoV)xll¢,
son uniformemente acotadas.

Para probar que (B, V) € &, estudiemos las siguientes integrales

Iy = /Bn\I/()\a)Bn\Il(/\a)dmZH(a)

— [ ] KRG ) eT01dS, (S, (y)dml . (@), (419
Snx . Sn

Para intercambiar el orden de integracion en (4.15), mostremos que la integral
iterada del valor absoluto del integrando de (4.15) es finita. La razon por la que se
estudia (B, V), en lugar de estudiar B,, U directamente, es que esta integral no es
finita cuando A = 1.

Noétese que

K(x, \a)| Skz_:\/7<)\Re( )|> Re(a) -x  Im(a)-x |

0 Re(@)] " Tim(e)]

Im(a)-x

3 Re(a)-x
Ademas dado que ‘ |Re(z(o)4)| T Hm(c)] =1

= 4

Jy = / / ’K(X, Aa)K(y, /\a)\I/(x)\Il(y)‘ dSn(x)dSn(y)dmZH(a)
snxsn

2
< Wl | | et A'5<f'f§f( )') s (@) (416

Note también que si k es suficientemente grande,

\/2k+n—1)\k/2_\/2k+n—1ex (k: ><1
vn—1 vn—1 P -

Asi de (4.16)

I <15y [ PARe()])exp (W) dml, (<)

donde P(|Re(a)|) es un polinomio en |Re(a)|.

De la proposicién 4.8 se puede mostrar que

o) = 'rL IA
- Tnon— 2I‘ 21

7L 2
P K 3<£>dr (4.17)

[e=]
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donde r = |Re(a)| y A, denota el area de la esfera unitaria S™. Ademas de la
formula 6.621-3 de [7] tenemos: para Re u > |Re v| y Re(b+¢) >0

T 1 —br m(2c)” I'(p+v)['(p—v
[t v egar - YH2 “‘rdf% )

0
1 1 b—c
F 4.18
<u+v1/+ ,M+2b+> (4.18)
con F(-, -; -; -) la serie hipergeométrica (ver 9.1 de [7]).
Asi de (4.17) y (4.18) se sigue que J), es finita (esto es porque b = —% ye=2
luego % = 11 f < 1y por 9.102 de [7] la serie hipergeométrica es finita).

De aqui que podemos aplicar el teorema de Fubini a (4.15) y obtener

[ g sy

Snx.Sn
U(x) U (y)dmy 1 (@)dSy (x)dSu(y) -

Usando nuevamente el teorema de Fubini y el hecho de que para £ # k, (a-x)’ y
(o - y)* son ortogonales como funciones en la variable o

= 3 2t X X X T(y) .
n= 3o [ 1t 108,00 | T2 (1.19)

donde

Hie) = Gy | (57) (55 amba e

Es conocido que L?(S™) es igual a la suma directa de los espacios propios V,
¢ =0,1,2,... del Laplaciano sobre S™ (de hecho Vy es el espacio de armonicos
esféricos de orden [, es decir, el espacio de restricciones a S™ de polinomios armoénicos
homogéneos de orden ¢ en n + 1 variables reales).

Sea Py el proyector ortonormal sobre Vy. En el lema 4.13 (que se prueba después),
se muestra que la funcién Hy es el nucleo de Schwartz del proyector Py. Por lo cual
de (4.19)

oo o0
I(BrU)alE, = In=> N (P, U)g, = > N P03 . (4.20)
=0 £=0
Finalmente, como Y ;% [P ¥||%. = ||¥[|%. < oo se concluye de la proposicién

4.9 que B,V € &,. Ademas de que (B, V), convergen a B, ¥ cuando A — 1 en &,.
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En particular
lim [|(Bp,W)xlle, = [Batle, - (4.21)
A—1

PRUEBA DE iii) La isometria de B, se sigue de (4.20) y (4.21) ya que

oo
[Bavl2, = lim [(BaW)lE, = >IR3 = )3 .
=0

Lema 4.13 Sea { un entero no negativo. Para toda ¥ € L*(S™)

P¥(y) = . Hy(x,y)¥(x)dS,(x) , yes”. (4.22)
Demostracién.

Notemos primero que para y fijo, Hy(x,y) pertenece al espacio V,. Para ver
esto consideremos a x como un elemento de R"*!. Entonces Hy(x,y) es un poli-
nomio homogéneo de orden ¢ como funcién de x. Ademas utilizando el teorema
de convergencia dominada de Lebesgue (el cual se puede usar porque la integral
que aparece en (4.17) es finita cuando f(|Re(a)|) es un polinomio sobre |Re(a)l) se
puede mostrar que Hy(x,y) es una funciéon armoénica (dado a € Q" el Laplaciano
en R™! de la funciéon (o - x)¢ es cero).

Siv e Vj-, entonces ambos lados de (4.22) son cero. Por lo cual solo necesitamos
probar este lema para ¥ € V.

Sea U € V,. El lado derecho de (4.22) (como funciéon de y) pertenece a V.
Definamos el operador Sy : Vy — V; por

SE\II<Y) = HK(X7Y)\I/(X)dSn(X) ) Ve, yes".
Sn
Probemos que Sy es el operador identidad a través del lema de Schur.
Definamos la accién de SO(n + 1) sobre L?(S™) por: dada R € SO(n + 1), sea
Tr: L*(S™) — L?*(S™) definido como Tr¥(x) = (R 1x).
Como la medida dmZJrl es SO(n + 1) invariante, entonces se puede probar que
para cualquier R € SO(n + 1), Hy(x,y) = Hy(R™'x, R~'y). De aqui que

S TrU = TRrS,W , VU e L*(S™).

Es conocido que el espacio V; es irreducible bajo la accién de SO(n + 1) men-
cionada arriba. El lema de Schur implica que Sy = ¢/I, con ¢, € R un niimero real
e I el operador identidad en V.

Mostremos que ¢, = 1. Para ello sea ¥(x) = ((&;+182)-x)%, con & = (1,0,...,0)
y & = (0,1,...,0) elementos en R"*1. Usando el teorema de Fubini se tiene

co((é1 +182) - y)*

- m / (e %)", (&1~ 162) 'X)é>sn (o y)fdmi (@)
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Tomemos a y = &;. Del hecho de que {a®/V h‘klk!}kGZi+1 es base ortonormal
de Ben+1 (ver lema 1.13) y las proposiciones 4.10 y 4.7 se tiene

_ 2+ n—1 (n=-DNRON (n—1Y\ .,
C(E)_m?hé(n—n (20+n—-1I\ 2 gm =t

_ (264n-=-3)N

_ @n-3)
¢ 2 (n—3)!!

para n > 4y (%)), = 2%

Esto dltimo es porque (nT_l) ¢

n=2,3.
[ |
En (1.19) se muestra que la transformada de Bargmann en L?(R") del conjugado
de su nudcleo integral es igual al nucleo reproductor del espacio Ben. En analogia
con ésto mostremos en el siguiente lema que la funciéon K(-, @) (nacleo integral de
B,,, ver (4.13)) tiene la propiedad de que su transformada de Bargmann es igual al
nucleo reproductor del espacio de Bargmann-Todorov &,.

Lema 4.14 Para toda o, 3 € Q" se tiene

Demostracién.
En el lema 4.12 se muestra que K(-,@) € L?(S™). Del teorema de convergencia
domina de Lebesgue y la ortogonalidad de los espacios V, se tiene

(B.K(,@))(8) = / K (x, B)K (x, @)dS, (x)

STL
= 2dn—1 (n-1)120)!
- g (0'R%)2(n —1) 2620 +n — 1! (B-a) (4.23)
= Tal el (4.24)

(4.23) y (4.24) se obtienen de la proposicion 4.10 y (4.4) respectivamente.
Para finalizar esta seccién, mostraremos que B,, es un operador unitario.

Teorema 4.15 La transformada de Bargmann B,, : L?>(S™) — &, es un operador
unitario

Demostracién.

Del lema 4.12 iii), la trasformada de Bargmann B,, es una isometria, por lo cual
es inyectiva. Ademas, de la identidad de polarizacién B,, preserva producto interno.
Asi sélo necesitamos mostrar que B, es sobre.

Dado que el espacio de Bargman-Todorov es de Hilbert,

&, = Ran(B,) ® (Ran(B,))"* .
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Con Ran(B,,) denotando el rango de B,. De hecho utilizando que B,, es una
isometria y que L?(S™) es de Hilbert se puede probar que Ran(B,,) = Ran(B,,).
Ademas del lema 4.14 y por propiedades del ntcleo reproductor no es dificil ver
que (Ran(B,))* = 0. El resultado se sigue de ésto.
[

4.2.1 Inversa de la transformada de Bargmann, B!

En la seccién anterior se muestra que B, es un operador unitario, sin embargo
no se da una expresiéon explicita de su inversa. Motivados por la expresion de la
inversa de la transformada de Bargmann introducida en [8] para L?(K) con K un
grupo de Lie compacto, daremos una férmula de inversién para la transformada de
Bargmann B,,. Asi establecemos el siguiente

Teorema 4.16 Sea {E; | ¢ € N} una sucesion creciente de conjuntos medibles
acotados en Q" tal que quN = Q". Sea G € &,, entonces la transformada
inversa de Bargmann de G es dada por

V2k+n—1/a-x k
= i G(a)dm, 4.25
= [ S (%77) claptmunte) 42

donde el limite en (4.25) es en el sentido de L?(S™).

Demostracién.

Consideremos la transformada de Bargmann B,, como un operador lineal de
L?(S™) en el espacio de Hilbert L2(Q",dm!, ;) de funciones de cuadrado integrable
respecto a la medida dmZ +1- Como By, es un operador acotado, su adjunto By, es
un operador lineal acotado de L?(Q", dmZH) en L2(S™).

Sean F una funcién en L?(Q",dm” ;) y xg, la funcién caracteristica del con-
junto E,. Para cada ¥ € L?(S™) se tiene

BV, = [ [ K @) W) (@), (@)dS, (odm] 1 (e

Note que podemos utilizar el teorema de Fubini en la integral anterior porque
el valor absoluto del integrando esta acotado por

> % (%) 180l 1F(@)xs, (@)] < O] [F()xe, (@)

donde 14 es una cota superior del valor absoluto de los elementos de E; y C' es una
constante finita. Como ¥ € L(5") y Fyp, € L'(Q",dm" ;)

<Bn\IjaFXEq>gn = <\I’5BZ(FXEq)>Sn
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donde

BP0 = | Z T (T3 Py, @il (@)

Ademas como Fyp, — F si ¢ — oo en L?(Q",dm/’, ) y B}, es continuo
B:L(FXEq) — B;F

Finalmente como B, es un operador unitario en &,, entonces para G € &, se
tiene B,,'G = BXG. Asi obtenemos (4.25).
[ |

4.3 Transformada de Bargmann para L?(S"), n = 2,3,5.
Unitaridad y férmula de inversién.

En esta seccion mostraremos como la transformada de Bargmann Bgn para
L?(S™) n = 2,3, 5 obtenida por Thomas/Wassell (caso n = 2) y Villegas-Blas (caso
n = 3) (ver capitulo tres para detalles) es un caso particular de la transformada de
Bargmann B,, definida en la seccién anterior.

Notemos que el método mostrado en el capitulo tres es complicado generalizar-
se para el caso n = 5. Sin embargo en el apéndice A se muestra que la funcién
generadora de la transformacion canénica Cy, ) @ C™ — L?(S™) es la funcion
D(1,m) (X, 2) = —1p(n,m) (2) - X, donde (n,m) = (2,2),(3,4), (5,8).

Basados en esto ultimo y las ecuaciones (3.9) y (3.12), mostremos de forma
rigurosa que la transformada de Bargmann Bgn : L?(S™) — Bem definido por

k
By U (z /ch< nm)(2) X) U(x)dSn(x), W€ L3(S"), zeCm
Sn k=0
(4.26)
se encuentra bien definida. Noétese que se ha introducido la constante de Planck A
como un parametro. Los coeficientes c; de la serie de potencias pueden ser calculados
requiriendo que Bgn sea una isometria. De hecho

V2k+n—1
En—1
Cabe aclarar que estos resultados ya fueron obtenidos por Thomas/Wassell y

Villegas-Blas. Sin embargo en esta seccion doy una forma diferente de como de-
mostrar que la transformada de Bargmann Bgr es unitaria.

Cl —

Antes de analizar Bgn, definamos un operador U, ) : &, — Bem por la asig-
naciéon

Unm)F(2) = Fpinm)(2), F€&,zeC™. (4.27)
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La definicion del operador U, ,,) se basa en el hecho de que podemos identificar
la cuadrica nula Q" — {0} con C"™— {0}, conn = 2,3,5 m = 2,4, 8 respectivamente.
Esto es a través de la funcién pg, ) : C™ — {0} = Q" — {0} (ver ecuaciones
(A.21), (A.22), (A.23)). Ademas de que la funcién p(,,,) es invariante bajo la
accién del grupo G, = Z%,S',SU(2), con m = 2,4,8 respectivamente (es decir
Pnm)(T(9)(2)) = p(nm)(2z) para toda g € Gy, y T(g) definida por (A.17), (A.18),
(A.19)).

Notese que de (4.12), (4.27) y (4.26) se tiene que

Bgn = Uy m) 0 Bn (4.28)
Ademés el operador i, ,, tiene las siguientes propiedades
Proposicion 4.17 Sean F,G € &,. Entonces
i) La funcion ¢, .\ F', definida en (4.27), es analitica en C™.

i) (i m) F L, m) )

Bom = (F,G)g . Luego ki, ) es una isometria.
Demostracién.

La prueba de i) es inmediata ya que p, ) es analitica. Por otro lado, de la
definicion 4.1 s6lo es necesario probar ii) para F,G € &, polinomios.

Sean F,G € &, dos polinomios de diferentes grados. Entonces éstos son ortogo-
nales en &, y también sus imagenes en Bem. Por lo cual solo necesitamos mostrar
ii) para F,G € Wy y ¢ € Zy. Mas aun utilizando que el nucleo reproductor del
espacio Wy es T (ver (4.4) para definicion) se puede mostrar que el complemento
ortogonal de span{q)g) (B) = (B-a) | acQ"}en W,es el {0}. De aqui que es
suficiente probar ii) para F' = <I>(o€) y G = @g), donde & = p(, (%), B = p(n,m)(W)
con z,w € C™.

Sea

V. (%) = Cn(x- ), con C _2@e4n -1 OB —T
fo ,n ) 1 (n—l)”(Qﬁ)” m7

Notese que Wt € L2(S™). Ademas de (4.12), el teorema de convergencia dominada,
la ortogonalidad de los espacios Vy y la proposicion 4.10 se tiene que para v € Q"

xeS".

220401

B, W4 (v) = ((v-%)'(a-x)")

(n — IR (v- ) = F(y).

sn -
Luego de lo mostrado arriba, la unitaridad de B,, y la proposicién 4.10

(20 +n — DR (n —1)

_ /[yt gt — -B)
<F7G>g,,,—<‘1’av‘1’5>sn— (n—1I  204n-1 (o)

Por otro lado, sean u,v € C™. Usando la expresion de p(, ) (ver ecuaciones
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(A.21), (A.22) y (A.23)) se puede probar que

—_

P(2,2) (u)- P(2,2) (v) = 5(‘1 : V)Q-
P34 (1) - p3.4) (V) = 2(u1V1 + u202)(u3V3 + Uugvy). (4.29)
P8 (1) - ps.8) (V) = 20(u,v)

con

o(u,v) = [u107 + w23 + usgt3 + ua¥y)[usv5 + ugls + urv7 + ugly) (4.30)
+ [u701 — ugz + usU3 — uGla)[Uu2ls — U35 + UsTp — UITT). '

Nétese que L, ) F'(u) = (p(nym(u) . p(nym)(z))g. Utilizando la proposicion 1.15
y (4.29) se puede mostrar que

<L((n7m)F, L[(nym)G> = (F,G)g, - n

Bem

Ahora vamos a darnos una idea de como es el rango de Bgn. Para ello recordemos
que la funcion p(, ., es invariante bajo la accion del grupo G, = 72,5, SU(2), con
m = 2,4, 8 respectivamente (es decir p(, m)(T(9)(2)) = p(n,m)(2) para toda g € Gy,
y T(g) definida por (A.17), (A.18), (A.19)). De aqui que

Ran Bgn C Fin = {f € Bem | f(T(9)(z)) = f(2) V g € G}

De hecho vamos a mostrar que Ran Bgrn = F;,,. Pero antes hagamos un analisis
de este conjunto.

4.3.1 Los espacios F,,.

Primero mostremos que los espacios J,,, son de Hilbert para m = 2,4, 8. Luego
probemos que el niicleo reproductor del espacio F,, es el promedio del nicleo repro-
ductor del espacio de Bargmann Bcm, respecto a la acciéon y medida de Haar de los
grupos Zsg, S, SU(2) para los casos m = 2,4, 8, respectivamente. Los resultados de
esta subseccion (excepto el teorema 4.20) son mostrados por Villegas-Blas en [33].

Antes de demostrar que F;, es de Hilbert definamos los siguientes subconjuntos
de B(Cm,

(i) Para m = 2. Sea F, C Bz el espacio generado por los monomios z{"z5? con

a1 + ag un entero par no negativo.

(ii) Para m = 4. Sea Fy C Bes el micleo del operador

£:Z17—|-22i—2’3i 4

— 24— 4.31
82’1 aZQ 623 24824 ( 3 )

El niicleo de £ es definido por Fy = {f € Bes | Lf = 0}.
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(iii) Para m = 8. Sea Fg C Bgs la interseccion del niicleo de los siguientes oper-

adores
N R R ST R N ST )
L A T P00 P02 T M0z 0z P02 0z S0z
S R A Y S S
2T T P P8z oz Pou | Y0z 0z oz
0 0 0 0 0 0 0 0
R3—278 1 2887,2“2+Z587@,_2687,&1+2337%_Z487%+218727_Z287287 (4.32)

Las definiciones de los operadores £, R, es motivado por la cuantizacién de las
restricciones, al nivel de mecénica clésica, de la regularizaciéon de Kustaanheimo-
Stifiel y Davtyan del problema de Kepler 3,5 dimensional respectivamente |33].

Dado que los operadores £, R1, Ra y R3 son cerrados (ver proposicion 1.15),
los espacios Fy, Fs son en realidad de Hilbert.

Proposicion 4.18 Para m = 2,4,8, se tiene que Fry, = Fin.

Demostracidn.

. a
Caso n = 2. Del lema 1.13, los monomios § —2— son una base ortonor-
Vhlalal aEZ?F

mal de Bez, entonces el caso n = 2 es inmediato.
Caso n = 3. Consideremos la base {eﬁ}kezi para el espacio Bga (ver lema

1.13). Se puede mostrar que f € Fi siy solosi f es una combinacién lineal de
monomios 27" 25%25%24* con aj + az = a3 + a4. Utilizando ésto se tiene que f € Fy.

Inversamente sea f € F4. Consideremos la expansion de f en términos de los
mononios z7'25225%24* con a; € Zy, j = 1,2,3,4. Como f es invariante bajo S?
entonces exp((—aj; — ag + az + a4)) = 1, Vi € R. Lo cual es posible solo si
ai +as —asz —ag = 0. Porlo cualf€.7:"4.

Caso n = 5. Sea f € Fg. Entonces f satisface

f(T(9(0, . 8))(2) = f(z) VgeSU2),zeC. (4.33)

Consideremos la siguiente parametrizacion para g € SU(2)

cos(f) exp(—wx) —sen(h) exp(15)> 0€(0,7/2), (4.34)

90,0, 8) = (sen(&) exp(—f)  cos(f) exp(ux) a, B € (=m, 7).

Si obtenemos la derivada parcial en ambos lados de (4.33) respecto a a y eva-
luamos la ecuacién resultante en (6, a, 3) = (0,0,0), se obtiene que f pertenece al
nucleo del operador R. De forma similar, se puede probar que f esta en el nicleo
de los operadores R v R3. En estos casos se considera la derivada parcial respecto
a 0 y [, respectivamente (de hecho en el ultimo caso se debe de tomar el limite
cuando 6 — 0).

Supongamos ahora que f € Fg. Definamos G(0,, 8) = f(T(g9(8,a,))(z)) —
f(z) para z € C® fijo. Considerando la transformacién inversa de (A.19) se puede
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probar que el gradiente de GG respecto a las variables 6, 8, « es igual a cero. Luego
como G(0,0,0) = 0, entonces G(6,«,5) = 0 para toda 6,«,5. De aqui que f es
invariante bajo la accion de SU(2). Por lo cual f € Fs.

|

De la proposicion anterior se tiene que F, es de Hilbert. Ademas utilizando que
exp(z - w/h), con z,w € C" es el ntcleo reproductor del espacio Bem se puede dar
una expresion del nacleo reproductor de F,,, como se muestra en el siguiente

Teorema 4.19 Los espacios de Hilbert F,,, m = 2,4,8, tienen los siguientes nii-
cleos reproductores

) = (o (T g (ST )
2w
QP aw) = o [ e (2 Tlaw)w ) av.

2 0
w/2 2w 2
QW w) = [ [ e (2 Tot0.0.8)w ) a0 9),

=0

donde T(g) es dada por la accién de G, sobre C™ indicada en (A.18) y (A.19).
Aqui se estd usando la notacion g = g(1p) = exp(np) € S para el caso m = 4. Y
g=9(0,a,8) € SU(2) (ver (4.34)) para el caso m = 8.

La medida dm(0, «, B) es la medida de Haar de SU(2) bajo la parametrizacion
indicada en (4.34). De hecho dm(6,c, 3) = # sen(0) cos(f)dfdadp.

Para finalizar esta subseccién mostremos un resultado que nos permitira probar
que el operador i, ,,,) es unitario.

Teorema 4.20 Sean (n,m) = (2,2),(3,4),(5,8), w € C" y B = p(y;m)(W). En-
tonces

[u(n,m)Tn(nB)] (Z> = ngi) (Z,W) ) zcC" (435)
donde T, (-, B) es definido en la proposicion 4.5.

Demostracion.
Sean z,w € C" y o = p(n,m)(z)7 B = p(n,m)(w) Como [u(n,m)Tn(aﬁ)] (z) =
T, (c,3). De (4.4) y (4.29) se tiene que

=1
To(a, B) = D omrgp (21T + 20W3)°"
2 (2k)lh
=1
Ts(e,B) =) R (2107 + 29W2)" (2303 + z4w3)" (4.36)
k=0 *

> 1
Ts(a, B) = kZOW (o(z, w))*,
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con o(z,w) definido en (4.30).

Usando la expansion de Taylor de la funcién exponencial en la expresion de
ng) (z,w) (ver teorema 4.19) se obtiene la expresion de T, (c, 3) dada en (4.36),
para los casos m = 2,4.

El dltimo caso m = 8, se debe de integrar primero respecto a « y después
respecto a (. Para realizar la integracion respecto a 6 se utiliza la identidad
T2 [sen(0))2k=0 [cos(0)]21d0 = (k + £)!/2(k + 1)!.

|

4.3.2 Unitaridad de la transformada de Bargmann Bg-.

Finalmente probemos que Bgn es un operador unitario de L?(S™) sobre JF,,, con
(n,m) = (2,2),(3,4),(5,8). De (4.28) solo necesitamos probar que Ran i, ,,) =
Fm y que el operador e, .,y © €, — Fp, es unitario. Lo cual se demuestra en el
siguiente

Teorema 4.21 Sean (n,m) = (2,2),(3,4),(5,8) y F € &,. Entonces
i) La funcion ¢, ) F estd en Fp,.
ii) El operador ke, 1y : En — Fin €s unitario.

Demostracién.

Prueba de i). El caso (n,m) = (2,2) es inmediato ya que la funcion p(s 9
es homogénea de grado 2 en las variables (z1,22). Los casos (n,m) = (3,4),(5,8)
son consecuencia de la regla de la cadena y el hecho de que las componentes de la
funcién p(,, ) (z) estan en el nicleo de los correspondientes operadores que definen
a Fm (ver proposicion 4.18, (4.31) y (4.32)). Es decir

k=1,...,m,

L (p(3,4)(z))k =0; R; (p(578)(z))k =0, j=1,23.

Prueba de ii). De ii) de la proposicion 4.17 lo tnico que debemos de probar
es que (, ) es sobre. Es decir que Ran i, ,,,) es denso en Fp,.
Dado que F,;, es un espacio de Hilbert

Fm = (Ran ﬂ(n’m)) @ (Ran il(mm))J‘ .

Del teorema 4.19, el teorema 4.20 y propiedades del niicleo reproductor no es dificil
ver que (Ran Y, ,,))*= = {0}.
[
Una consecuencia inmediata de (4.28), el teorema 4.21 y el teorema 4.15 es el
siguiente

Teorema 4.22 La transformada de Bargmann Bgn, n = 2,3,5, es un operador
unitario de L?(S™) sobre el espacio de Hilbert F,,, m = 2,4,8 respectivamente.



CaPiTULO

Estados coherentes para L*(S"), n > 2.

En este capitulo se definiran los estados coherentes sobre L2(S™) y se mostrara
que éstos cumplen propiedades similares a las cumplidas por los estados coherentes
sobre L2(R™) (ver secciéon 2.2).

5.1 Estados coherentes en la n esfera, S".

En esta seccién se introducird un sistema de estados coherentes para L?(S™),
n > 2. Ademads de que se estudiaran las propiedades de satisfacen éstos.

Sea K = {K(-,@) | « € Q" — {0}} C L?(S™). De la definicién de o, en (3.7) los
elementos de K son etiquetados por puntos del haz cotangente de la n-esfera (con
la seccion cero removida).

Maés atn noétese que la accién de la transformada de Bargmann B,, sobre una
funcion ¥ € L?(S™) es otra funcién en &,, que evaluada en «, es igual al producto
interno en L?(S™) de ¥ con K(-,@). Es decir

B,¥(a) = (V,K(-,@))gn , Uel?S), acQm.

Estas dos propiedades de K(-, @) nos sugiere considerar el conjunto £ como un
sistema de estados coherentes para L?(S™).

Definicion 5.1 Para a € Q" — {0}, n > 2, definimos los estados coherentes sobre
L?(S™) por

xeS™.

- & V2%ktn—1 (ax\

Observacién 5.2 Nitese que al igual que en L*(RF), estamos definiendo los esta-
dos coherentes sobre L?(S™) como el complejo conjugado del micleo integral de la
transformada de Bargmann B, (ver definiciones 1.21 y 2.3).

65
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Los estados coherentes @4 p sobre L?(S™) cumplen propiedades similares a las
cumplidas por los estados coherentes sobre L?(RF) (ver éstas después de la definicion
2.3). La demostracion de tales propiedades usan una estimacion de la norma de
®o 5. La cual es consecuencia de la siguiente estimacion del producto interno de
dos estados coherentes.

Proposicion 5.3 Sean o, 3 € Q" —{0}. Supongamos que a-B # 0 y |arg(ac-3)| <
w. Entonces st h — 0

) ) e (o

(®gns Payn) =T (

Demostracién.
Dado que la transformada de Bargmann B,, es unitaria y B, ® 5 es igual al
nicleo reproductor Ty (-, ), de &, (ver lema 4.14 y definicion 5.1), se tiene

<(I),6,haq>a,h>sn = <Tn('v/6)an('aa)>£n = Tn(avﬁ) . (5'1)

Como arg(a - B) < m, entonces arg(v/a - 3) < 5. De la expresion de T, (cx, 3)
dada en (4.5) y por la formula 9.7.1 de [2| tenemos que para h suficientemente
pequeno

") (58) T o)
2 212 V2 (20 - B)1/4

n—4

() () e ()0

Comentario 5.4 En el caso de que a- 3 = 0. Entonces por (5.1) y (4.4) tenemos
que (g n, Pan)gn = 1. En el caso de que arg(a- B) = m. Entonces utilizamos la
rama de la funcién raiz cuadrada \/z = |z|"/? exp(10/2), con @ = arg(z), 0 < 6 < 27
(ver comentario 4.6). Luego de (5.1) y la formula 8.451-5 de [7] se puede probar
que para h suficientemente pequerio

Tp(e,3) =T ( 14 0()

n—2

Cp (P (PPN T2 (b g tveaB
To(e,B) =T (%5 TG ﬁ[eh +o e h 1+ O(h)]

Sea a € Q — {0}. De la proposicion 5.3, la relacion |a|? = 2|Re(a)]? (ya que

a € Q") y tomando en cuenta que Vol(S™) = QWnTH/F("TH), podemos dar una
estimacién de la norma de los estados coherentes @ p.

n — 2 nT72 nT% (8%
anlte =1 ("50) (Gaz)  eew (@’) 1+0m)] (52

_ Viq:;) LRZQJ o - L —exp (Q‘R;O") 1+0Mm)].  (5.3)
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En las siguientes subsecciones probaremos que los estados coherentes en L2(S™),
cumplen propiedades similares a las cumplidas por los estados coherentes en L?(RF)
(ver seccion 2.2).

5.1.1 Resolucién de la identidad.

Sean ¥ € L?(S™) y {E,| ¢ € N} una sucesion creciente de conjuntos medibles
acotados en Q" tal que quN E, =Q". Como B,, es unitario y B,,®o,n = Ty(-, @)
para toda a € Q" (ver lema 4.14 y definicion 5.1). Entonces

Bn\I/(a) = <Bn\IjaTn('va)>£n = <Bn\paBn¢'a,h)>gn = <\I/’ (ba,fi)Sn .

Tomando transformada inversa B! (ver (4.25) para expresion de ésta)

U(x) = lim O n(x) (U, (I)a,h>gn dmZH(a) , xeS".

%
qooEq

Observacién 5.5 Recordemos que L?(S™) = @V, donde Vy, £ = 0,1,2,... es el
espacio propio del Laplaciano sobre S™. Sea B € Q" y @g)(x) = (B - x)" para
x e S™.

Por lo mostrado arriba el conjunto {®q | o € Q" —{0}} dan una resolucion de
la identidad en L?(S™). A partir de ésto se puede probar que el complemento ortogo-
nal de span{q)g) |aeQ™)} enVyesel {0}. Porlo cual el conjunto {@g) |a € Q"}
es sobre completo en Vy. Este es un resultado conocido, por ejemplo ver [12].

5.1.2 Estabilidad bajo evolucién temporal.

Denotemos por Agn+1 al operador Laplaciano sobre R"*!. Se puede mostrar
que en coordenadas esféricas, y = rx, con r > O real y x € S”

2
o no 1, (5.4)

Agnst = —— + 22
R orZ  ror r2

con Agn un operador que no depende de la coordenada radial r. Dicho operador es
llamado el Laplaciano esférico.

Sea v € Q" y k € Z. Aseveramos que los estados oW (x) = (a-x)*, x e s",
son funciones propias del Laplaciano esférico normalizado (denotado por Agn y
definido por Agn = Agn + (%51)2) con valor propio (k + 251)2.

Para probar ésto, sea @gf)(y) = (a-y)¥ con y € R". Dado que o € Q",
entonces ARn+1<i>gf)(y) = 0. Ademéssiy = rxconr > 0y x € S" entonces

oW (rx) = ko) (x). Luego de (5.4) se puede probar que

n—1)\2 k n—1\2 k
A5n+<2> <I>(a):<l<:+ ><1>g). (5.5)
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Sea

[~ n—1
El espectro del operador N es el conjunto de multiplos enteros no negativos de h.
De (5.5)
A,l/g a X k_ k+n—1 -1 ra=x\* (5.6)
s h B 2 h ' ‘

~—1/2 )
Como A Sn/ es un operador continuo

00 —— N\ k
A;}/gz\@k‘—l—n—l k+n—1 o - X — B p(x) .
Pt klvn —1 2 h ’

Asi de la ecuacién anterior

hz %k (ax>k :

Lo que implica
15
exp (_EN) q)a,h = q)exp(zs)a,h :
Por lo cual la evolucién temporal de los estados coherentes después de un tiempo

s respecto al Hamiltoniano IN es otro estado coherente determinado por el flujo
geodésico sobre S™.

5.1.3 Los estados coherentes son funciones propias de un operador
de aniquilacién.

Sea o € Q" — {0}. Notemos primero que los estados coherentes ®4 p, pueden
ser escritos en términos de las funciones exp(a - x/h), x € S™. Para ver ésto sea

M — 1/4

definido por céalculo funcional. Utilizando (5.5) se puede mostrar que

2

n—1

1/2
M Y(a=x) = < (+ 1) (a=x)". (5.7)

, ~—1/4 .
Ademas como A S"/ es un operador continuo

M1 P 5 (x) = exp <ahx>
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considerando a exp(a~x/h) como una funcion de S™. Por lo tanto

Qq n(x) = Mexp <ahx> , xeS". (5.8)

Sean Ey, k =1,...,n + 1, los siguientes operadores con dominio en L?(S™)
EM:ﬂ%{ﬂH%}+ﬁN
donde %; es el operador en L?*(S™) que multiplica por la coordenada z; y

£ (2,0

donde y;, j = 1,...,n + 1 denota coordenadas cartesianas para R”+1 y Olse la
restriccion a la n-esfera. Note que Agn es igual a L2 + (”T_l)2 con L2 = > k<j Lij :

: ki=1,2...,n+1

Sn

Consideremos los operadores

0 0

L.. = - g —

kj=1,2....n+1

actuando sobre funciones suaves definidas sobre L?(R"*1).

Introduzcamos coordenas esféricas (r, 0) = (r,01, ..., 0,) para R"*1. Denotemos
éstas con la ecuacion y = T'(r, 0).

Sea f(y), y € R", una funcion suave. Por la regla de la cadena tenemos
Lij f(y) =Laj(fo T o T7H)(y)

[ 96, aep] of oT , 4
= E — —Yi— T .

Evaluando ambos lados de la ecuacion anterior en 'y = T'(r,0) y luego en r = 1
(L f)(T(1,0)) = L (£(T(1,6))) . (5.9)

De (5.9) se obtiene en particular que
. 1, B - .
Ljjexp(a-Xx) = ﬁ(xkaj — zjay) exp(a-X) , xeS". (5.10)

Por otro lado, de (5.6) y el hecho que 5;5/2 es un operador continuo

o0

— Nk PR
825 L (50 (%) e (5F)

k=0
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Luego de la ecuacién anterior

AV exp (ai;bx> _ {ahx Ln ; 1] exp (a}i)c) ’
lo cual implica que
N exp <ahx> = (&~ X)exp <ahX> , xes". (5.11)
Por lo tanto de (5.10) y (5.11)
E; exp <ahx> = Q) exp <ahx> , x € S™. (5.12)

Definamos el operador Ag, k=1,...,n+ 1 por
A, =MEM .

De (5.8) y (5.12) concluimos que los estados coherentes ®4 p son funciones propias
del operador Ag, con valor propio aj.

Por otro lado recordemos que L?(S™) = @V, donde Vy, £ = 0,1,2,... es el
espacio propio del Laplaciano sobre S™. Afirmamos que el operador A manda el
espacio Vy en Vy_1, £ > 0 y anula a los elementos de Vy. De la observacién 5.5 sélo
es necesario ver que ocurre en las funciones (ac-x)¢ para a € Q™. Asi de (5.7), (5.6)
y (5.9) se tiene

9 -1/2
Ap(a-x)! = ME, <n_1€ + 1) (a-x)*
1
—1\ "2
— M M Mak(a . X)@*l
n—1
1
20—-1)+n—1\2 _
:hg< S r— > ap(a-x)t (5.13)
Es ésta la razén por la que al operador Ag, £ = 1,...,n + 1 se le llamara

operador de aniquilacién de L2(S™).

Observacion 5.6 Como DT, (-,a) = a;T, (-, ) para toda o« € Q™ — {0}, con
Dy el operador definido en (4.3). Entonces del lema 4.1/ y la definicion 5.1
AP, =B,'D;B, 0, -

Mas ain de (5.13) se tiene que para cualquier o € Q" — {0} y £ € Zy4

Ap(a-x) =B 'D;B,(a-x)", xeS".
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Luego de la observacion 5.5 se tiene que en un subconjunto denso de L*(S™)

A, =B,'D;B, .

Sin embargo no puedo decir que los operadores Ay y B, 1D.B,, son iguales, ya
que debo de analizar los dominios de éstos y no es el objetivo en este trabajo.

5.1.4 Cota minima en el principio de incertidumbre de Heisenberg

Sea a € Q" — {0}. Probemos que los estados coherentes normalizados W/ =
P 1/||Pa,n|lsn satisfacen el principio de incertidumbre de Heisenberg de manera
6ptima. Para ello definamos los siguientes operadores

A+ Af A—Af
x=2"2 0 p- ,
\/§ \/iz
con A = (Aq,...,A,;1) y la misma notacién para X, P y Af, donde A} denota

el operador adjunto de A;. Los operadores X y P satisfacen las relaciones de
conmutacion

[X;,Pj] =Y,

conY; =[Aj, A}L] para j = 1,...,n+1. Nétese que los operadores X;, P; y Y; son
autoadjuntos. Asi X; y P; satisfacen el principio de incertidumbre de Heisenberg
(ver [21]). Es decir para ¥ en un conjunto denso de L?(S™) con ||¥||sn = 1 se tiene

(AX;)g(AP;)y > % (Y j)wl

donde para un operador dado Q se define su valor esperado (Q)y y su desviacion
estdndard (AQ)y respecto al estado ¥ por

@ =@uWs . (BQu= /(@ (@2 )
Como los estados coherentes son funciones propias del operador de aniquilacién
A se tienen las siguientes igualdades
(Pj, — 1Xp,) UR = —/2A, 00 = —1v/2a, 0" |
((Pk>\pg - Z<Xk>\1/g> vy = <(Pk: — 1 X) UL, ‘I’Z>Sn Uk = -2, 0L

Luego
g (P — (Peyug, ) h =1 (Xe — (Xe)ug, ) Wh - (5.14)



72 Estados coherentes para L%*(S"), n > 2.

Lo cual implica

(AX )y (AP = (% — (X1 )04

donde

F = (Xp = (Xi)gn ) Pr = (Pr)yn) + (Pr — (Prygn ) (Xe — (Xi)yn ) »
G=— ((Xk: = (Xi)gn ) Pr = (Pr)gn) — (Pr — (Pr)gn ) (Xp — <Xk>q/g)>

De (5.14) se tiene que (U2 FU2)s. = 0. Ademas como (U2 GUL)gn =
(Wh —2Y,; Wl gn, concluimos que W% satisface el principio de incertidumbre de
Heisenberg de manera 6ptima

(Yj)an

le?

1
(AXj)wn (AP;)en = 5 ‘

5.1.5 Concentracion.

e CONCENTRACION DE LOS ESTADOS COHERENTES EN LA n ESFERA.

Usando el lema C.1 del apéndice C, con z = X2 (x € S", a € Q" — {0}) y
s =0, se obtiene la siguiente expresién asintdtica

Proposicion 5.7 Sea C una constante positiva y o € Q™ — {0}. Entonces para
h— 0 yx € S™ satisfaciendo |x - Im(a)| < Cx - Re(av), se tiene

B 2 X o\ 1/2 X o arh ash?
Pan(x) = n—l( h ) exp( h )<1+x-a+(x-a)2+”' '

Sea a € Q" — {0}. Definamos la funciéon de densidad de probabilidad

_ [®Pan(x)?

F X) =
eonlX) = T B

xeS". (5.15)

Sea C' alguna constante y consideremos la regiéon de la n esfera donde se cumple
|x - Im(ar)] < Cx - Re(ax). De la expansion asintotica de los estados coherentes
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(proposicion 5.7) y la estimacion de su norma (5.3) obtenemos

el ee (25 1P (X @/ 1+ O(h)
Foun(x) = o Vol IRele)] = o Re(a) /A 1+ O(h)
— Dy|x - af exp <2|R‘;L(°‘)| [X'le(eoﬁ) - 1D (1+ O(h)) (5.16)
donde b VOI(Sn)|Re(a)|nT_2 ‘ (517)
" (wh)?

Notese que la ecuacion (5.16) muestra concentracion de Fq ; en una pequena
vecindad alrededor de Re(ar)/|Re(ax)|. Ademés Fq 5 se comporta parecido a la
funcién delta de Dirac, como lo establece la siguiente

Proposicion 5.8 Sea o € Q" — {0} y ¢ una funcion suave sobre S™ (con suave
nos referimos a que para cualquier carta (Uy,7) de S™, conT:V; CR" - U, C S"
se tiene que ¢ o T es de clase C*). Entonces

h—0

1im/ Fo n(x)¢(x)dSn(x) = ¢ (Re(a)/[Re(ax)]) -
xesn

Demostracion.

Sea C' una constante mas grande que uno. Definamos dos regiones en S™

W_{xesmcx'Re(a)zl} vy V=8"_W
[Re(at)|

Note que si x € W entonces |x - Im(a)| < x| [Im(a)| = |Re(a)| < Cx - Re(a).
Por lo que podemos usar la expresion asintética de Fq, , dada en (5.16).

Sean

A= /xEW Fo.n(x)o(x)dS,(x) , B = /xev F o1 (%) $(x)dS, (%) .

De (C.2)
2yn—1 1 Uix-a2(1 —w?) w?
<I> N P S — X I 1 e— X d
Pan) = |2 teiee [PE@20Z00 4 o xemua
1
E] Ix -« 2
< e —_— 1
e [l 2w

(
o (2 i1
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con C constante. Si x € V entonces TRPZ?((XO)“) (1-w?)—1<—p=2%—-1<0. Luego

[Re(a)| |Re(e)| 2
\@a,h(x)\ <Cie n et {a|

1 .
hn-1 + }

Por lo cual si x € V, utilizando (5.3), lo anterior y que || = v/2|Re(ex)| (ver
(3.6) ya que e € Q™ — {0}) se tiene que

1
Fan(x)| <Ci —=

2

oy [Re(e0)] la] 2
hn-—1

2
+ 1] (14 O(h))

De aqui se sigue que B = O(h™).
Por otro lado de (5.16) tenemos

A= /XEW Dalx - ol exp (2‘13”‘;(0‘) {X‘Rii‘;‘) - 1D (14 O(h))(x)dSn (x).

Dado que para toda x € V se cumple que TR%?((XO)‘R —1< 4 —1<0. Entonces

podemos tomar la integral anterior sobre toda la esfera con un error O(h>).

Ademas como a € Q" — {0}, existe una rotacion R € SO(n + 1) tal que a =
|Re(ar)| R(é1 + 1€2), con €1 = (1,0,...,0), & = (0,1,...,0) vectores unitarios en
Rt Asi utilizado el cambio de variable y = R™!x tenemos

A=DuRe(e)] | ly1 + w2le WY (Ry) (1 + O(h)dSn(y) + O(h™)

donde f(y) = —12[Re(a)[(y1 — 1).

Introduzcamos coordenadas esféricas @ = (61,...,0,) para la variable y =
(Y1, .- Ynt1) € S™ (ver (4.9)). Notese que 1f(0) < 0 para toda 0 en la region
0, € (—m,7m), O2,...,0, € (0,7). Ademés de que +f(@) = 0 si y sblo si 8 =
(0,7/2,...,7/2). Por lo cual existe n > 0 tal que 2f(@) < —n para toda 6 que
satisfaga 7/2 < |01| < 7, Oa,...,0, € (0,7/4) U (37/4, 7). Asi por un argumento
similar al dado para demostrar que B = O(h*°) se tiene

A = Dy|Re(a \/ﬁ /Tr sen(fy,) . ..sen(fa)e wf @) p(Ry(0))(1 + O(h))
if:l)( - )Sen(92)d91...d9n+0(h00) (5.18)

La funcién f(@) solo tiene un punto critico en la region de integracion. Este es
0o = (0,7/2,...,7/2). Ademas, dado que
0’ f
00,00 |g_g

= 12|Re(a)|d; -
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Entonces el determinante de la matriz Hessiana de la funcion f evaluada en el punto
critico O es igual a (:2|Re(a)|)™.
Aplicando el método de fase estacionaria (ver (2.3)) a (5.18) y (5.17)

_ Dy|Re(a)] ( 2mih

bl (st ) olRy(60) + O(h) = B(Re(a)Re(a) + O

Por lo tanto

lim [ Fap(x)6(0dS(00 = Jim (4+ B) = 6 (Re(a)/[Re(e)).

e CONCENTRACION DE LA TRANSFORMADA DE BARGMANN B,, DE LOS ESTA-
DOS COHERENTES SOBRE Q™.

Sea o € Q" — {0}. Definamos la siguiente funcion de densidad de probabilidad

 Butan@pP S(Er)  Tu(B.0Ps ()

Hea = -
Ji(/@) ||Bnq)a,h”?jn on—1p2(n—1) 2n71h2(n71)HTn(.7a)H

5, BeQr.

donde T, (-, @) es el nicleo reproductor de &, v § es la funcion definida en (4.1).

Teorema 5.9 Sea a € Q" — {0} y ¢ una funcidn suave en Q™ (con suave nos
referimos a que para cualquier carta (Ury,7) de Q", con 7:V, CC" - U, C Q" se
tiene que ¢ o1 es de clase C™° en cada variable dejando las otras fijas). Entonces

lim [ Ho,1(8)6(8)5(6%)4848 = ¢(a) | (5.19)

Demostracién.
De la proposicion 4.8 tenemos la siguiente expresion explicita de la integral que
aparece en (5.19)

(3"6) (o) := / Ho 1(8)6(8)5(6%)d84B (5.20)

= o, h
r2n—3
_ / / / (Hau 6)(r(8 +m)) " drd2,(8)d0, 1 (m)

r>0 9eS™ pesn—1

De la expresion del nacleo reproductor Ty, (ver (4.5)), la funcion § (ver (4.1)),
la aproximacion de la norma || Ty(-, a)lle, = [|Pa,nllsm (ver (5.3)) y la expresion
asintotica de la funcion modificada de Bessel y la funcién de Macdonald Bessel (ver
formulas 9.7.1 y 9.7.2 de |2] respectivamente) se tiene

Jim (3°¢) () = lim 2(\/§1ﬂh)n / <|5~’Z|| w)lgw ) exp <71if 8 )>

2 3drdQ,(0)dQ,_1(n) . (5.21)
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Donde 3 = r(0 +1n) en la integral del lado derecho de (5.21) y
FB) =vV2V/B-a+Va B-|a| - |8]) = V2(2Re(v/B - @) — || — |A])

Utilicemos el método de la fase estacionaria para obtener (5.19).

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene f(8) < —v2(y/|a|—+/]8])? < 0.
Ademas f(B) = 0siy solosi |B] =|al y 0 =2Re(vV/B:a) — |a| —|B|. Es decir
si B = e« para algin v € [0,27] y 0 = Re(v/B - «). Asi f(B) = 0 si y sélo si
B = a. Luego f es una funcién suave en una vecindad del punto critico By = a.

Supongamos que o = A(é; + 182), con & = (1,0,...,0), & = (0,1,...,0)
vectores unitarios en R?+1,

Obtengamos el determinante de la matriz Hessiana de la funcion f evaluada en
el punto critico 8. Para ello introduzcamos coordenadas esféricas para 6 y n

sen(6,) .. .sen(f2)sen(f;)
sen(fy,) ...sen(fy) cos(6y)
= : , (5.22)
sen(6,,) cos(6,—1)
cos(y,)

con by € (—m,m)y 0; € (0,7) para j =2,...,n. Y sea
n="Mm@O)v(v), (5.23)
donde M(O) es una matriz de (n + 1) x n cuyos vectores columna a;(6) son

— cos(f;)sen(fj_1) ...sen(f)sen(6;)

—cos(f;)sen(fj_1) ...sen(bz) cos(6y)
oy 1 06 —cos(Gj).cos(Qj_l)
a;(0) 7‘379 90, sen(6) : (5.24)
00, 0
0

y v(7) es el vector columna de n x 1

sen(y_1) .. sen(z)sen(1)
sen(yp—1) - .. sen(y2) cos(v1)

v(y) = : ;
sen(vp—1) cos(Yn—2)
cos(Yn—1)

cony € (—m,m)y v € (0,7), k=2,...,n—1.
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Notese que el punto critico 79(6g + 19) = By = «a corresponde a 19 = A,
(60); = (70); = 5 para todos los valores posibles de j, k.

Utilicemos la notacién ds = 0/0s y (-)|pc para indicar la evaluacioén en el punto
critico By = a. Como 6 - ) = 0, entonces

0=05,0-m)=5,(8) m+6-05,(m),  0=0,(0-m)=6-2,(n). (525)

Utilizando (5.25) y las expresiones de 0 (ver (5.22)) y n (ecuacion (5.23)), pode-
mos obtener

09,0y, f . = ;01 ,, - Tm(ex)

+ - 0h,m Re(a) [~05,0 - Tm(a) + i, - Re(a) =0,
00,00, = | 11001+ Re() = 30,6 Tm(c0)[00,1 Re(@) ~ 29,0 - ()]
+ 09,09, 0 - Re(x) + 0, 0p,m - Im(a)] = —Ajr ,
.
Sl = O Tmle)| =,
0.0:],. =~
0,0y, f, = -0 - Tm() =0

=0.

pc

1
87~89].f‘pc = 5[89].0 ‘Re(a) + 0p;n - Im ()]

A partir de ésto se puede mostrar que det(f”(c)) = (=1)?"FA2"~1 = \2n=2,
Por lo tanto, aplicando el método de la fase estacionaria a la integral del lado
derecho de (5.21) se tiene

/"(“3W3\“”>l_g¢mﬂ>aq><;fun)r%%ﬁdrd9n«ﬂdﬂnﬂn)

N[

2n—2 -
= (2 )72 p(a) A3 <(;\7rh)2”> + O(At™)

= 2'%2 (xh)"p(a) + O(R ™) .

Lo cual implica

im0 o) = i,

V2rh) " { (mh)"

9-1-3

o) + O™ =ofa). G20)

Por lo tanto (5.19) se cumple para a = A(€; + 1€2). Para el caso general, sea
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a € Q" existe R € SO(n + 1) tal que a = |Re(a)|R(é1 + 1€2). Como la medida
dm!_ | es invariante bajo la accién del grupo SO(n + 1) se tiene

(3"¢)(a) = (3"Tp-19)(Re() (&1 +182)) , (5.27)

donde (Tr-1¢)(8) = ¢(RB). Luego por (5.20), (5.27) y (5.26)

lim, Ho,n(B)¢(8)8(8°)dBAB = (Tr-10)([Re(a)|(é1 +182)) = p(a) . W
e CONCENTRACION DE LA TRANSFORMADA DE BARGMANN Bgn, n = 2,3,5
DE LOS ESTADOS COHERENTES SOBRE C™, m = 2,4,8.

De aqui hasta el final de capitulo (a menos que se digan los valores explicita-
mente) vamos a tomar an = 2,3,5y a m = 2,4, 8 respectivamente.

Por el teorema 5.9, una pregunta que nos podriamos hacer es si la transformada
de Bargmann Bgn de los estados coherentes se concentran en C™. Este resultado
no es conocido en la literatura por lo que aquf doy una prueba de ello.

Primero necesitaremos un resultado similar al dado en (1.19) y el lema 4.14.
Cabe aclarar que el siguiente lema ya fue demostrado por Villegas-Blas en [31], sin
embargo aqui doy una prueba diferente utilizando el operador $,, ).

Lema 5.10 Sea w € C™ y B = p(y,,;m)(W). Entonces
Bgn®gn(-) = QW (- w),

donde ng)(-,w) es el nicleo reproductor del espacio Fp,.

Demostracién.
Del lema 4.14 y la definicion 5.1 se tiene que B, ®g 5 = Ty (-, 3). El resultado
se sigue de (4.28) y teorema 4.20.
|
También necesitaremos una estimacion de la norma de los estados coherentes en
términos de las variables en C™. Para ello sea o = p, m)(2) con z € C™, z # 0.

De (5.2) y la relacion v/2|a| = |z|? tenemos la siguientes estimacion

|Bes? =T <” - 1) <‘Zh|2> = Qﬁ exp ('Z;) (1+0(h)) . (5.28)

Después de dar éstos resultados sea w € C™ y @ = p(y, m)(W). Definamos la
siguiente funcién de densidad de probabilidad

 |Bsn®an(2)? exp(—2]2/h) Q4 (z,w)|? exp(—|z[?/h)

Han(z) = = s
#(2) Bsn®apll>  (wh)™ QW (¢, w2 (xh)™

donde Q,gf) es el nucleo reproductor del espacio F,, (ver teorema 4.19).
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Teorema 5.11 Sea @ = p(, ) (W) con w € C™ satisfaciendo las restricciones
indicadas en (A.15), (A.16) para m = 4,8 respectivamente. Entonces para cualquier
funcién ¢ suave sobre C™ tenemos

. _ -1
i | Han(2)0(2)dn0% = dpron(py (@)
con dzdz la medida de Lebesque sobre C™ ~ R?™ y qbpmm(p(_nlm)(a)) denota el
promedio de ¢ a lo largo de la imagen inversa de o bajo la funcion p, m)-

Demostracion.
Supongamos que w # 0.
CAsO (n,m) = (2,2). Del teorema 4.19 tenemos

exp(-lz—wl/h) | exp(-la+ wl/h)
()2 (1 + exp(~2w]/R)  2(xh)*(L + exp(~2|w[2/R))
cos(21m(z - w) /1) exp(—|z[2/h) exp(—|w|/h)
(7h)2(1 + exp(—2|w]*/h)

Hayh(z) = B

Notese que el ultimo término de la ecuacion anterior es O(h*°). Aplicando el método
de la fase estacionaria

[ Hantwotoyiaiz= (1_%|W|2) [ /. "’Xp(;afr); ) o (2)dnz
+ /z€C2 eXp(_;?hJ;)‘;VP/h)cb(z)dzdz + O(h”)]
e o]
Por 1o cual i [ Moot ¢(W)+2¢(_W) |

CAsO (n,m) = (3,4). Del teorema 4.19 y la estimacién de la norma de un
estado coherente (ecuacion (5.28))

21 27

/ He 1(2)¢(z)dzdz = {82&&] 1/2/ / /eXp (%f(z,i,@,%b))
“ 0 ¢e(§)[f + O(h)|d6dzdzdy . (5.29)

Donde la funcién fase f es
£(2.70,0) =1 (Jaf? + [wf? - T(o())w — 2 T(g@))w) , con g() =€

Veamos que se cumplen las hipétesis del método de la fase estacionaria.
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Dado que para j = 1,...,4, Re(z;w;e™ —i—fjwje*“’) < 2|z;| |wj| para toda
0,1, entonces

4
Im(f(z,2,0,v)) Z|z]|—|wj >0.
7j=1

Por otro lado, por la regla de la cadena se puede mostrar que Vyyof = 0 es
equivalente a V,z9f = 0, donde Re(z;) = x;, Im(z;) = y;. Luego V,z¢f es igual
a cero si y sélo si

of o of —4f ,
Ozaizjzz(zj—wjew)v 0= 0z, =1(zj —wje™™), j=1.2
of o of 9 ,
O:a—zj:z(zj—wje “/’) , 0= 82;] =(z; —w;e"”), j=3,4
0— 8f = —0 = —0 | = W 5 20
=59 = —zZiw1€ " — ZoweC T + Z3wzC " + Zgwal " .

Realizando los calculos se obtiene que el inico punto donde el gradiente de f es
cero es Oy = 1, zj, = wjexp(—n)), j = 1,2y zj, = wjexp(n)), j = 3,4 (notese que
con estas condiciones zg = (219, 220, 230, 240) = T(g9(¢0))w). Para que la igualdad
0 = 0f /00 se cumpla se utiliza la condicion |wq|? + |wa|? — |ws|? — |wy|? = 0.

Obtengamos el determinante de la matriz Hessiana de f respecto a las variables
X, y, 6 evaluado en el punto critico xg + 1yo = zg = T(g(¢)))w, 6y = 1. Para ello,
notese que

f:tjxk. (ZUa 90) = (ijzk + ijEk + ijzk. + ffjfk)(z(h 90) = 1(25],k)
fl’jyk (Zﬂv 90) = Z(ijzk - ijEk + fszk - fzjzk)(z(b 00) = 0 (530)
Ty (2o, 60) = (_ijZk + faz + fzim — fzjzk)(zoaeo) = 1(20;1) -

Ademas para j = 1,2
fu;0(20,00) = (2,0 + f=,0) (20, 00) = —w;e ™™,
F40(20,600) = 1(fz;0 — fz,0)(20,60) = e~ .

De manera analoga para j = 3,4
fr,0(20,00) = wje'’ fy;0(20,60) = —uw; e

y finalmente fyy(zo, 0o) = 1|w|?.
Recordemos ahora que si A, B,C, D son matrices ¢ x £, { X s, s X £, § X s
respectivamente, entonces

det <é g) _ det(A)det(D — CA'B) . (5.31)
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Utilicemos la notacién fxy, fx,e para indicar la matriz de 4 x 4, 4 x 1 cuyas
entradas son fy .y, , fz;¢ respectivamente. De (5.30) y (5.31) tenemos (tomando a
D = fo0)

fx,x fx,y fx,0
det(f"(x0,00)) = det | fyx fyy fyo| = (20)%|w]*.
Jox Joy foe

Por lo tanto podemos aplicar el método de la fase estacionaria a (5.29) y obtener

/ze@HavﬂZW(Z)dm:{ggﬁlr[/f(%aﬁ( o)[1+ (1)

+ 0(h1+2)>d¢]

2 dw
:/ ¢(wle*1¢’,wge*w7,wgew’,wzle“‘“)g + O(h).
0

De aqui que
1 2m
hm Ha h(Z)¢(Z)dZdE: o ¢(w1671¢7’w2e*1¢77w3el¢7,w4elwz)d¢ .
h—0 J 4 ’ 2m Jo

CAS0 (n,m) = (5,8). Este es similar al caso (n,m) = (3, 4), solo que los célculos
son mas complicados. Del teorema 4.19 y la estimacién de la norma de un estado
coherente (ecuacion (5.28)) se tiene que

| Han@)o(a)dadz - f‘nww\:n || ] eiteaiasoane

zcC8 0,a,8zeC* §,6,3
[1 4 O(R)]dm(0, &, B)dzdzdm(6, a, ) . (5.32)

Donde la funcién fase f es

f(Z,Z,é, d’Bv 07 «, B) = Z(|W|2 + |Z|2 —Z- T(g(g’aa B))W —Z- T(g(éa &,B))W)

con g = g(0,«, B) € SU(2) dada por (4.34). Veamos que se cumplen las hipotesis
del método de fase estacionaria.
Para 6, «, fijos, 6 € (0,7/2) vy o, € (—m,7), las siguientes ecuaciones se
cumplen
of

0= 0% =1(zj — (T(9(0, o, B))w);)

af i~ B
():a—zj:z(Zj (T(g(0,a,B))w);)

(5.33)

siy solo siz = T(g(0,a,3))w = T(g(d,&, 3))w. Lo cual implica, utilizando (A.19),
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(A.20) y (A.7) que
LIV (g(0, o, 8))Lw = LIV (9(0, &, §)) Lw .
Lo que es equivalente a

V(g 40, a,5)g(0,a,B))Lw = Lw . (5.34)

Dado que w # 0, entonces Lw # 0. Por lo cual la ecuacion (5.34) implica que
g 1(0,a,B)g(0,a, B) es la matriz identidad. Considerando la parametrizacion de
g € SU(2) como en (4.34) se obtiene que (0, &, 5) = (0, a, ).

Mostremos que se cumple que

off _ofl _of) _, (5.35)
90 |pe  Oal,. 0B,
donde % denota % evaluada en z = T(g(0,0,8)w y (0,&,8) = (0,0, 8) (la
pc

misma notaciéon para las derivadas parciales respecto a &'y ().

Tenemos que

Ol _ 1t ovigd.a 3
G| = Vg Vs o]
= LTV (g(0,0, )L - LIV (g(6, . ) Low
= Vlg (0,0,6)) 55V (9(0, 0, H)Lw - Tow (5.36)

De manera anéloga

% . = —zV(g—l(G,a,ﬁ))%V(g(07a75))Lw Lw,
gg . = —zV(g—l(Q,a,ﬁ));ﬁV(g(e, o, 8))Lw - Lw .

De la expresion de g = g(0, a, 8) dada en (4.34) podemos obtener que

0

—Jf = —2Im (e’aﬂﬁ [w7@1 + wsWs — wgWy — wgﬁﬂ) ,

90 | .

0

O]~ cos?(0)w? +wl + ul + wf — w? — wd —w? — wl]
oo pe

4 2Re (sen(@) cos(@)ew‘ﬂﬁ [wsW3 — weWy + wW7W; — wgwﬂ) ,



5.1 ESTADOS COHERENTES EN LA n ESFERA, S™. 83

or
op

= —sen?(0)(wi + w3 + wi + wi — Wi — Wi — w? — w3)

pc

— 2Re (ew‘ﬂﬁsen(ﬁ) cos(0)[wsws — wewWy + wrW1 — wgwg]) )

Dado que w satisface las restricciones (A.16), las escuaciones (5.35) se cumplen.

De aqui que vfzzédé =0 si y sélo si

z=T(g0,0,.8))w y (0,&0)=(6,0,8).

Es decir (zo, 0o, &0, Bo) = (T(g(0, a, B))w, 6, e, B) es el tinico punto critico de f.

Por otro lado

z-T(g(0,a,B))w = € Y cos(8)(z5ws + z6We + 27W7 + 25Ws)
+ €' cos(0)(z1W1 + zoWa + 23W3 + 24Wy)
- e _ZBSQII(Q)(23W5 — Z4Wg + 21 W7 — ZQ@g)

— elﬁsen(H)(zﬁml — 25W3 — 27W1 + 28@2) .

Luego

8
Re (- T(g(0, 0, B))w +2-T(9(0,6,)) <2 > |21 wnl
jik=1

De aqui que

Im(f) = [w[? + |2]° = Re (2 T(g(6, o, 8))w + 2 T(g(8, &, 5))w)

2
8

> (Sl lwy) | =0,

Jj=1

Obtengamos ahora el determinante de la matriz Hessiana de f respecto a las
variables x, y, ¢, &, 8 (donde z = x +1y) evaluada en el punto critico xg +yo =
Zy) — T(g(@, a, ﬁ)), (90, d[), 50) = (9, «, 5)

De (5.30) y (5.33)

f$]’,mk (Z070~0a0~5076~0) - fyj,yk (Z070~07d0760) - 1(25],16) ) fﬂrjyyk(2076~070~407/§0) =0.

Ademas para ¥ =0, «, 3

Fy3(20.80,30, o) = (L SEV (90,0, 6))Lw),

~ ~ 0
fy,.5(20,00, 60, Bo) = —(LT%V(Q(&aaﬁ))LW)j :
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De forma similar a (5.36)

sl B0, Bo) = iV (g™ (0,0, 8)) 50 V(o(0,0,6))Lw - Low
con 9,¢ = 0, a, 8. De hecho
To| =Wl faal,, = veos(B)|w[?
T35] = men®@)wl* f.=0, siv#
Noétese que
g I+ fyi fvdl| = (L 55V (906, 0, 9)Lw) - (L 2V (g(6,00 6))Tw)

(L LV (90,0, 8))Tw) - (L1 £V (g(6, 0, 6)) L)

Asf utilizando (5.31) obtenemos que
det(f" (2o, 0o, co, Bo)) = (20)19:3|w|% cos?(0)sen?().

Por lo tanto, de (5.32) y el método de la fase estacionaria finalmente tenemos

wlv/7 [ /95 (WK (2meh) % sen(6) cos(9)

H,, dzdz = :
/ZE(C8 (#)9(z)dzdz V2R3/2(h)8 21)1643|w|6 cos?(6)sen2(0)]z

H(T(g(6, 0, B))w)[1 + O(R)] + om”lf))dm(e, o ﬁ)]

=/, 5¢(T(9(9,0¢75))W)dm(9,0@ﬁ)+O(ﬁ)-

De lo cual concluimos que

lim Ha n(2)¢(2)dzdz = o(T(9(0, , 8)))dm(0, o, B) .
—0 Jzecs 0,0,

Supongamos ahora que |w| = 0, entonces & = p(y, ;) (W) = 0. Luego el estado
coherente etiquetado por a = 0 es la funcién constante uno en toda la esfera con
norma L?(S™) igual a uno.

De aqui que Hy 1 (z) = exp(—|z|*/h)/(7h)™. Y por el método de la fase esta-
cionaria se concluye que

lim Heo n(z)o(z)dz = ¢(0) . |
h—0 J,ecs



CaPiTULO

Teorema tipo Egorov.

FEn esta capitulo probaré un teorema tipo Egorov que relaciona el simbolo prin-
cipal de un operador pseudo-diferencial Ay definido en L?(S™), n > 2 con el limite
semiclésico del simbolo de Berezin del operador B, A (B,) ™ .

6.1 Teorema tipo Egorov.

En esta seccion se probard que se puede relacionar (a través de la transformacion
on, definida en (3.7) en el régimen semiclésico) el simbolo principal de un operador
pseudo-diferencial A con dominio en L?(S™) (ver apéndice B para definicion del
operador pseudo-diferencial en la esfera) con el simbolo de Berezin del operador
B, Ax(B,)"! (ver definicion 2.5).

Teorema 6.1 Sea Aj operador pseudo-diferencial con dominio en L?(S™), n > 2.
Entonces para cada oo € Q" — {0} se tiene

B,Ax(B,) 'T,.(, o), Ty(-,
BnAnBa)” Tl ). Tl ¥)ey g6 (e

flzl—% <Tn('7a)aTn('va)>€

n

donde p(Ap) es el simbolo principal del operador Ay, (ver definicion B.7 y comentario
B.8), o, es la funcion que identifica Q™ — {0} con el haz cotangente T*S™ — {0}
(ver (3.7)) y Tr(, ) es el nicleo reproductor del espacio &, (ver proposicion 4.5).

Demostracién.

Sea a € Q" y My, := B, Ap(B,)" L. Por el lema 4.14, B,®a 1(-) = Tyu(-, ),
donde @4 1 son los estados coherentes en L?(S™) (ver definicién 5.1). Luego de la
definicién 2.5 y el hecho de que B,, es un operador unitario

o <Ah¢)a,h7 (I)a,FL>Sn

Mife) = g 6.1)

85



86 Teorema tipo Egorov.

La idea bésica de la prueba es obtener una expancién asintética de los estados
coherentes y de sus derivadas, para asi poder usar el método de la fase estacionaria.
Para éste fin, sea C' una contante mayor que uno. Definamos dos regiones disjuntas
en S™

W:{xesncx'Re(a)zl} vy  V=S"-W

[Re(a)|
Tomemos las coordenadas locales (Ue, k) de S, con U, = k1A, ¢ =1,2,...,n,
donde
n+1 1
A=< (0,v3....,0041) ER" | =<0 <, ;v2<1—4<n_1)

y k12 — U,, definidas por

1
2

k110, v) = (rcos(d),r sen(d),v) , . % )
r=11-> v ,
kg (0, V) = Raki+(0,v) , g 9

conv = (v3,...,Un41), 8 =2,...,ny Rq € SO(n+1) la matriz que rota 180 grados
en el plano x1, o y 90 grados en el plano za, xq41. Es decir

Ra = (_elaea+1ae37 c0,€q,€2,€4q49,... 7en+1)

donde €; es el vector columna unitario en R+ cuyas entradas son cero, excepto la
j-ésima que es igual a uno. Notese que € ¢ Ug para a = 2,...n. Ademads afirmamos
que S™ = U?_,U.. Para probar ésto primero observemos que

S" = {(rcos(ﬁ),r sen(f),v) | —m <6 <m, \V\Q <l,veR" !, 2=1- |v|2}

(6.2)
Sea x € S™, expresemoslo de la forma dada en (6.2). Supongamos que x ¢ Uy. Sea
v; = max{vi,...,vp—1} y v € R" 1 tal que & = v;, i # j y 9; = rsen(f). Dado que

2 N\ 2
(~Zeos(®)) + () =1, donde =1 9" =1%cos(6) + v} > 0.

7

Entonces existe —r < 8 < 7 que satisface cos(f) = — % cos(), sen(f) = %, A partir
de ésto no es dificil ver que (6,v) € Ay que x = /ij_jl(B,\?) € Ujy1.

Sea {t.} una particiéon de la unidad de S™ subordinada a la cubierta {U.}. Como
é1 solo esta en Uy, se tiene que t(1,0,...,0) = 1. Consideremos otro conjunto de
funciones {o.} con o, € C§°(U;) v teoc =t para todac=1,...,n.

Notese que

n

Ap = Z [tcAth + tcAh(l - Qt)] .
c=1
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Ademés como sop(t.) N sop(l— o) = &y Ap es un operador pseudo-diferencial se

tiene
<tcAh(1 - Qc)éa,h, (I)a,h>5n
[Pa,nl?

—0(h™®), ¢=1,....n. (6.3)

Por otro lado, tenemos que

(tAp0c®en s Do) s = / te A0 Do n (W) Doy 1 (W) A (W)
Sn

donde dS,, es la medida de superficie normalizada de S™. Como sop(t.) C U,
utilizando el cambio de variable k7! : 21 — U, se tiene

- / teApoc®a (ks (0,v)Pan(ke ' (0,v))

(0,v)ed
J(0,v)
Vol(S™)

dodv (6.4)

donde J(6,v) es el Jacabiano del cambio de variable mencionado arriba (de hecho
J(O,v)=1).

Luego de (6.4) y la definicion de operador pseudo-diferencial (ver apéndice B)
existe m € R, un entero no negativo k tal que m +n < k y simbolos clasicos

ax, € Son((pe, pv)™) tales que

<tcAth(I)a,haq>a,h>Sn - 27Th / / / (éa,ﬁtc)(/{c_l(aav))
[@a,nll? II% hll2 Vol(5™)

(0. v)ERA (6,%)eU (Po.pv)ER™

k
Bart sz 0. exp (116.9) = 09 ) (1 oz )

(@ )1(0.7,0.9.p,pui 1) (2c®ap) (v (0.9))) dpodpydfidvdody  (6.5)

con el operador M es definido por

1 0 0
M= - + Py 0.0
( - pja) (6.6)

donde se estd tomando la suma sobre indice repetidos.

Note que en el lado derecho de (6.5) tenemos

(1 IV (0, )0 i S ()( JEM (0 e MIBan . (6)

0 q=
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De la proposicién 2.6, la accion del operador MY sobre @, 5 es

— = q — =
1,7 ~ - X ~ 1 X
Mq@a,h(“c 1(9"7)) =Mfg < 7 c> = ZFJ,q(G,v)ﬁg(d) <hc) (6.8)
donde g es definida por (C.1), %X, = %x.(0,v) = k. 1(0,¥) y

~ q! Ma -z \" /[ M2a - %\ Mla %\
Fiq(@,v):z ( T c) TC Tc (6.9)

pl!...pg!

Con la suma corriendo sobre el conjunto de niimeros que satisfacen las condiciones:
p1+2p2+...+Llpp=q, d=p1+p2+...+pe

Por otro lado si x € W entonces |x - Im(a)| < |x| |Im(a)| = |Re(ar)| < Cx -
Re(a). Por lo que para x € W podemos usar la expresion asintotica de los estados
coherentes ®q p (ver proposcion 5.7), la estimacion de su norma (ecuacion (5.3)) y
la expresion asintotica de cualquier derivada de g (ver lema C.1).

Por tal motivo, consideremos de manera separada la integracién en las variables
(6,¥) en (6.5), en las regiones k(W NU.) v ke(V NU,). Llamemosle a dichas
integrales Jy . e Jy, respectivamente. Asi tenemos

<tcAth(I)a,h7 (I)a7h>sn
[Pex, sl

= jW,c + jV,t .

Supongamos que o = \(&; + 182). Mostremos que Jy,c = O(h*). Sea 0,7v) €
ke(VNUs,) y % =k H0,V). De (C.2)

) (X \| _
(%)

con Py y P polinomios en la variable w

1
< eRe(an/h/o + Pz(w)‘ [m(w)]

o (P2 [0

< % e |Re(a)|/h g plRe(a)|/h (6.10)

1 - X X
/ [Pl(w)a hXC+P2(w)]e D (1w2)m(w)dw‘
0

- X,

P1 (w)

para alguna constante C; y = & — 1 < 0. Esto tltimo es porque X, = m:l(é, V) €
V.

De la definicion del operador M (ver (6.6)), se puede mostrar que

‘Mba'ic <(+pp+p2): N o x|, (6.11)
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donde N = % + z;‘;r; a?*)j' Noétese que la accién de las potencias del operador N

sobre a - X, involucra potencias inversas de 7 = (1 — 93 — ... — 172+ )1/2. Dichas

potencias son acotadas en el soporte de g, por lo que no tenemos singularidades.
De hecho

<Ot < Ci(2v/n - 1)

‘Nba X

para alguna constante C. Luego de lo anterior y (6.11)

\Fdﬁq(é,o) < Cil(pe, pu))i(2vm — )4, W k=1(4,%) € sop(oe) - (6.12)

Por otro lado de (6.11) y el hecho de que ay, € S2,({(pg, pv))™)

< C1{(pg, pv))" ™ . (6.13)

M [(ax, )eod]

< {(pos )" [N [(an red

Luego de (6.5), (6.7), (6.8)

~ 1 ‘(@a,htc)(ﬁzl(‘ga V))|
|JVC| < 2 2 k
T [Pl (1+pg+p3)

(0.v)E€2 (6,%)ek (VNU,) (Po,pv)ER™

s=0 ¢q=0

M (a0, v, 0,9, pas i 1) el ' (0,9))] |

e i L] @ o '(0,v) o
> ‘Fd,q(H,V)‘ 3 |9 | =5 || dpedpvdbdvdodv .
d=1
Utilizando lo obtenido en (6.10), (6.12) y (6.13)
e HRe(a)|/h Dot “1(9, v
|3V,c| < Clﬁ / / ‘( i )( (2 . ))‘
WP, ) (1+p2 +p2)
(0. v)ER (6,v)er (VNU,) (Po,pv)ER™
k s q |Re(ex)| a)\
(2vn —T)%e : S
Z > e dpedpyddvdody .

0q=0a=1 ( 1+p+p)(“md)

De la aproximacion de ||®q || obtenida en (5.3) se tiene

e HRe(a)|/h (Dante) (ke (9 v))
Tyl <C Lm+27 / / (2 — ‘dpgdpvdﬁdv
[Pl (1+pj+p2)

o HlRe(a)| /i
= IW .

M\
:

(0,v)€R (pg,pv)ER™
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La ultima desigualdad es obtenida por la desigualdad de Cauchy Schwartz y el hecho
de que n < k —m. De aqui que Jy,. = O(2*). O bien

limJy.=0, c¢=1,...,n. (6.14)
h—0
Para analizar la integral Jy., nétese que x, = r;1(0,v) v X, = /@c_l(é,\?)

pertenecen a W. Luego |x. - Im(a)| < Cx, - Re( ) y \xc Im(a)| < Cx - Re(av).
Asi del lema C.1, la proposicion 5.7, (5.3), (6.5), (6.7) y (6.8) tenemos

;€ 2\Re(o¢)|

~ hRe(a)z Y (n—1) 20 %\ 2
’ 2(mh)% (2rh)"e < ) )

(O v)Exc(WNUe) (,9)erc(WNU,) (Po,pv)ER™

te(xe)exp (510,9) = @.9)] () exp (5) 5: Oi <k> <q>

1
he Co (2% )\ [ak
——— M ?[(a, F¢ (0.v o= e c
Grpgemy o omhed Fil 9 (i) e (57)

[1 4 O(h)]dpedpydfdvdady .

Como se esta tomando el caso particular @ = A(é; + 1€3)

Tw,e = (27#;\);;%17?1)3 / / / te(ko1(0,V))

(0. v)€xc(WNUe) (0,9)er (WNU,) (Po,pv)ER™

( 0v0vp9,pv))()\fc(— ) (Af(O,v) 5% : i

s=0 ¢=0 d=1

) i [ Oov v e 0.9))]
F§,(0,%)[1 4 O(h)]|dpedpydfdvdodv . (6.15)

Donde
ft(67 v, é? {fvpevpv) = 21\ +p‘9(6 - é) +pV(V - {’) - Z)‘[fc(ev V) + fc(_éa _{’)] )
con

e, c=1,
(0. v) = )
—rcos(f) + wey1 c=2,...,n.
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Afirmamos que limp_,0 Iy, = 0 para ¢ = 2,...,n. Para ver ésto tenemos de
(6.15), (6.12) y (6.13) que
o) e 7%(2+r cos(0)+7 cos(6))
izl [ [
¢ h3n/2 <(p97pv)>2k

(0. v)€Erc(WNUe) (0,9)er (WNU,) (Po,pv)ER™

P md2yn— 1)
>33 2

qsmd

[1 4+ O(h)]dpedpydfdvdady
5=0 ¢=0 d=1 pe’pv

< hi‘c;l/Q exp —%‘ (1 - N;j)) [1+0(n)] .

De aqui que

lim Jyy, =0, c=2,...,n. (6.16)
h—0

Analicemos ahora Jy1. Dado que ay, € S2,({(ps, pv))™) es un simbolo clasico,

existe una sucesion (a,({j)) C Sa2pn, ({(pg,pv))™) (que no depende de h, ver definicion
B.3) tal que si N > 3n/2y

N
Ty =3 Ha®
=0
Entonces para cualquier b € Z} , existe Ay p > 0y Cyp tales que
0 (any — )| < Cvo 1Y (o )" (6.17)
uniformemente en R?" x (0, iy p).
Prosigamos con el anélisis de Jy,1. Sean Ty, e j%/[/,l igual al lado derecho
de (6.15) (con ¢ = 1) solo que en lugar de poner a,, se pone ax, — ¥n y ¥y

respectivamente. Notese que Jy,1 = 311/1/,1 + 312/1/,1' Afirmamos que limp_.g 311,[/71 =0.
En efecto de (6.15), (6.12), (6.13) y (6.17)

‘ ‘ Ci e %(7“ cos(8)+7 cos(6)—2)
sl [
pinte (o o)™

(0. v)ex1(WNUL) (6,%)ert (WNU7) (Po,pv)ER™

s—d N n -
ZZZH n 2q — )d [1 + O(h)]dpedp,dfdvdody
s=0 q=0 d=1 pGapv

< C1RN 7321 4 0(h)) .

De aqui que
lim Jjy; =0 . (6.18)
h—0

)
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Finalmente utilicemos el método de fase estacionaria (ver (2.3)) para calcular
312/‘,1. Primero tenemos que

m(f1) = —Arcos(#) — A7 cos() + 21 >0 .

Ademas
O 0 25 - ) 5
— =pg+rxre” | =~ = —pg— Are " | — =0-0
00 00 Ipe
afl I\ 0 afl Z)\ _ 9 8f1 ~
e APIPY. It e _ N .
Asi el unico punto critico (que contribuye) de f; es
790 = (007 Vo, 9~07 ‘707p907pV0> - (07 07 07 07 _)‘7 0) .
También se puede mostrar que
N 0 01,1 O1p—1 1 01,1
0 ) 011 011 =1 O1p
det 7/(90) = det 0p—11 Op—11 2ALy—1 Op—1 Op_1g I _ (—oan)"

0p-11 Op—11 Op—1 2AL,—1 Op_11 —ILg
1 -1 O1p—1 O1p-1 0 01 -1

0p—11 Op—11 I,-1 —Ih-1 Op_11 0pg

donde 0y es es la matriz de b filas y ¢ columnas con entradas iguales a 0, 0,,—1 =
0,—1,n—1 € I,_1 es la matriz identidad de n — 1 filas y columnas. De aqui que

(B8] ] -

2mih (2mah)3n An/2

Dado que f1(6o, Vo, 0o, V0, Doy, Pve) = 0y t1(k7 (00, Vo)) = t1(€1) = 1. De (6.15)
y el método de fase estacionaria

=0 s=0 q=0 d=1

M [(ag?»gn} [1+0(n)] +0(n)

pc

(0o, v ~
= Z <s> 1+0A20)(a5;01))t’pc o1(ky (6o, %0)) +O(h)  (6.19)

donde con (-)‘pc queremos decir la evaluacion de (+) en el punto critico Y.
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Analicemos F;s(éo, Vo). De la definicion del operador M (ver (6.6)) tenemos

v

M'a - X :(z)\)TiAe’lé =\
pe or d=do

Ademés recordemos que FS{S es igual a una suma que corre en el conjunto de
nimeros que cumplen que p; + ...+ pp =8 =p1 +2pa + ...+ €py (ver (6.9)). Por
lo cual se debe de tener que p; = sy p2 =...=py = 0. De aqui que

Fsl,s(é()a{/()) = ()‘2)5 : (620)

Asf de (6.19), (6.20) y el hecho que g1(k7 (Ao, Vo)) = 01(&1) = 1, se obtiene

2 Ry () 0)
JW,l = ;) <8) manl (0, 07 _)\, 0) + O(h) .

De la definicion de simbolo principal de Ay (ver (B.3))
i1 = 9(An)(571(0,0), £1(=A, 0)) + O(h)
= p(An) (61, —Ae2) + O(h) . (6.21)
Por lo tanto de (6.1), (6.3), (6.14), (6.16), (6.18) y (6.21)

" (teARoc®ah, Pan)sn
b 2 [enl]

=

= lim [J} 32
51310[ wa + Iwal

= o(Ap) (on(A(é1 + 1€2))) . (6.22)
Demostremos el caso general. Sea o € Q" — {0}, existe R € SO(n + 1) tal que
a = A\(Ré; +1Ré;) con \ = |Re(a)|. Sea Tg : L2(S™) — L?(S™) definido por
TrY(x) = V(R 'x), para ¥ e L*(S"), xeS".
Por la invarianza del producto interno en R™*1

Po,h = TRP (8, 4180, -
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Ademas de (6.1)

—~ (Ar®Pa .y Pan) g2
Mp(e) = o e,
B

(TR ARTR® 6y 116), 10 Paer 182 1) g2 (6.23)
[P (8, 4162), 512

y la conclusién se sigue de la siguiente

Proposicion 6.2 Sean R € SO(n+ 1) y A operador pseudo-diferencial sobre S™.
Entonces Tr-1 ARTR es un operador pseudo-diferencial sobre S™ con simbolo prin-
cipal

p(Tr-1AnTr)(x,m) = p(An)(Rx, (R™1)™n) , ¥ (x,n) € T*(S").

Demostracién.

Sean (x,m) € T*(S™) y (U, T) cualquier carta tal que x € U,. Denotemos por
(Uz, 7) la carta definida por Uz = RU, y T =70 R

Sean u € C®(S") y ¢,v € C3°(U;). Denotemos por & = Tru, v = Tri)
y ¢ = Tro. Notese que 1, ¢ € C3°(Uz). Dado que Ap es un operador pseudo-
diferencial, se tiene de (B.1) que

(Tr-1 ApTr(¢w))(x) = (Andi) (Rx)
— | (7O} (ar) (77 (60) | (Rx)
= [¥r*Oph(ar)(r71)" (9u)] (x) -

Lo que implica que Tpr-1 ApTR es un operador pseudo-diferencial sobre S™, con
simbolo principal (ver (B.3))

o(Tr-1ArTR)(x,m) = a(;o)
(

Prosiguiendo con la demostracion del teorema, tenemos de (6.22), (6.23) y la
proposicién 6.2

lim My(a) = p(Tp-1 AnTr)(é1, ~Aé2))
= o) (g 729

= p(An)(on(a)) .
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Para finalizar este capitulo probaremos un teorema tipo Egorov que relaciona
el simbolo principal de un operador pseudo-diferencial Ay con dominio en L?(S™),
n = 2,3,5 con el simbolo de Berezin del operador Bgn A;(Bgn)~!. Dicha relacién
es a través de la transformacion C, ) definida en (A.24).

Teorema 6.3 Sea Aj operador pseudo-diferencial con dominio en L?(S™), n =
2,3,5. Entonces para w € C™ — {0}, m = 2,4, 8 respectivamente, se tiene

(B An(Bgn) QI w), QU (W)
lim

h—0 <Q£,’Z)(~,w), %)('7W)>

Bem
donde p(Ap) es el simbolo principal del operador Ay (ver definicion B.7 y comen-
tario B.8), C(y, m) s la transformacion candnica que identifica C™ — {0} con el haz

cotangente T*S™ —{0} (ver (A.24)) y Qg})(-, w) es el nicleo reproductor del espacio
Fm (ver teorema 4.19).

Demostracion.
Sea w € C™ — {0}, M = BgnAp(Bgn) ™' y @ = p(ym)(W). De la definicion
2.5, el lema 5.10 y el hecho de que Bgr es un operador unitario tenemos

> <Aﬁ(1)a haq)a FL>Sn
M — b b
() [@onl?

Noétese que el lado derecho de la igualdad anterior es igual al lado derecho de
(6.1). Asi por (6.1), el teorema 6.1 y (A.24)

lim My(w) = 0(An)(0n (@) = 0(An) (Cnm) (W) -



96

Teorema tipo Egorov.




APENDICE

Transformacion canonica.

El problema de Kepler en dimensién n = 2, 3,5 es definido como el movimiento

de una particula en R™ con posicién x y momento p = % bajo la accién de la fuerza
radial F = —@. Estamos asumiendo unidades en la cual los valores numeéricos para

la masa de la particula y la constante que aparece en la expresion para la fuerza
gravitacional son igual a uno.
La ecuacién de Newton dada para la dindmica de este problema es

dp . x
e |x[3°

Note que la ecuacién anterior tiene una singularidad en el origen. Dicha singu-
laridad fue estudiada y regularizada de dos formas diferentes

a) Levi-Civita [19], Kustaanheimo y Stiefel [18] y Davtyan [5] estudiaron el caso
n = 2, 3,5 dimensional respectivamente. Ellos consideraron extensiones de las
fibraciones de Hopf S' — St §3 — S§2, ST+ S%. Esta regularizacion sera
presentada en la seccion A.l.

b) Considerando una extension de la proyeccion estereografica entre R™ y la n es-
fera S™, Moser [22] regulariz6 el problema de Kepler para cualquier dimension
n > 1. Esta regularizacion va a ser presentada en la seccion A.2

Nos restringiremos al caso de energia negativa £ = |p|?/2 — 1/|x|. En las dos
regularizaciones se considera una reparametrizacion del tiempo. La intuicién bésica
es la siguiente: dado que la energfa es una cantidad conservada, cuando la particula
se mueve en una linea recta hacia el origen (6rbita de colision), la velocidad la
particula (momento |p|) se debe de ir a infinito. Sin embargo, por la conservacion
de la energia, el producto |x| |p| tiene un limite bien definido cuando la particula

97
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se aproxima al origen:

d
li = li —x| = 0.
x| Ip| = lim /x| \dtx

Asi el nuevo pardametro del tiempo s es introducido via la siguiente ecuacion:

d d

— = |x|—. Al

. = Xly (A1)
De aqui que la velocidad de la particula (cuando ésta se aproxima al origen) es

finita e igual a cero respecto al tiempo s.

A.1 Regularizacion del oscilador arménico

Sean N = (T*(R"—{0}),w) y M = (T*(R™ —{0}), v) espacios simplécticos con
formas simplécticas w = dp Adx y v = 4dv A du.

En esta secciéon mostremos una transformacion canénica que lleva al sistema Ha-
miltoniano del problema de Kepler n = 2,3,5 dimensional [N, H = [p[> — (1/|x|)]
en una adecuada reduccién del sistema Hamiltoniano [M, H' = (1/[u]?)(2|v|? — 1)]
con m = 2,4, 8, respectivamente. M4s atn, se mostrard que para energia negativa
H = FE y después de la reparametrizacion del tiempo (A.1), el flujo Hamiltoniano
de H es transformado en el flujo Hamiltoniano de la reduccién de un oscilador
armonico isotrépico K = 1(|v|? + k|u|?) con fuerza k = —E/2 y obtenido del flujo
Hamiltoniano H’. Como el flujo K no tiene singularidades, diremos que hemos
logrado una regularizaciéon del problema de Kepler n = 2,3, 5 dimensional.

Consideremos las siguientes transformaciones obtenidas como extension de las
fibraciones de Hopf
x = A(u)u, (A.2)

donde x € R™ y u € R™. En los casos n = 3,5 se estd tomando x = (x1,x2,23,0) y
x = (21,...,25,0,0,0) como elementos de R* y R® respectivamente para que (A.2)
tenga sentido. La matriz m x m A(u) es dada por

PARA EL PROBLEMA DE KEPLER 2-DIMENDSIONAL.

A(u) = (Z? _“;2) .

PARA EL PROBLEMA DE KEPLER 3-DIMENDSIONAL.

us3 Uq U1 U2
Afw) = | 8 B 2 (A.3)

(51 u9 —u3 —UuU4
U2 —u1 Uy —Uu3
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PARA EL PROBLEMA DE KEPLER 5-DIMENDSIONAL.

Uus Ug ur us uy U2 us Ug

—Uus U5 —UL U7 Uz  —uUr U4 —UZ
—ur ug Us —Us U3 —Uqs —UL U2
A(u) = —ug —ur Up Uus U4 uz  —uU2 —Ul ' (A4)
Uy U2 us Uy —Us —Us —U7T —US
U2 —Ul —U4 U3 U —Us —Ug U7
us Ug —UL —U2 Uy ug  —Us —Ug
Uy —U3 U2 —UT U —UT U —Us

Notese que las filas (columnas) de la matriz A(u) son ortogonales entre ellas.
Ademas de que se satisface la relacion A(u)?A(u) = |u|?I (con A(u)? la transpuesta
de A(u) e I la matriz identidad). De aqui que A(u) es invertible con inversa

A()~t = A(u)t/[u|? cuando |u] # 0.

Note también que la transformacion u — x definida en (A.2) no es uno a uno.
Dado x # 0 en R", n = 2, 3,5, su imagen inversa tiene la siguiente propiedad: dado
un elemento u de la fibra asociada de x, se pueden obtener todos los elementos de
la misma fibra dejando actuar el grupo G,, = Zs = {1,—1}, S* o SU(2) sobre u
para los casos m = 2,4, 8 respectivamente.

La acciéon de G, es definida por

con T(g) dado por

CASO m = 2.
T(g) = +1.

CASO m = 4. Sea g = exp(w)) € S!
T(9) = C'U(g)C,

donde C' denota el adjunto de la siguiente matriz unitaria

- -1 0 0
1 0 0 1 —
€= velo o 1 o (8-5)
-1 0 0
y
exp(—up) 0 0 0
B 0 exp(—1)) 0 0
Ul) 0 0 exp(11)) 0
0 0 0 exp(1))
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Caso m = 8. Para g € SU(2),
T(g) = D'V(g)D,

con D es la siguiente matriz unitaria

-~ -1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 — 0 0 0 0
0 0 0 0 — -1 0 0
1o o0 0 0 0 0 1 —
D_ﬁ 0 0 0 0 0 0 -1 —f’ (4.6)
0 0 0 0 1 -1 0
00 1 + 0 0 0 0
» 1 0 0 0 0 0 0
y
g 000
[0 g 00
000y

donde todas entradas de V son matrices de 2 x 2.

El grupo Hym = {T(g) | g € G} es una representacion de G, actuando sobre
R™, con m = 2,4, 8. Esta acciéon puede ser extendida a una accién simpléctica sobre
M = (T*R™,v) (donde v = 4dv A du) en el siguiente sentido

(0, v) = (T(9)u,T(9)v) . 9EGm - (A.8)
Dado que T(g) es una matriz ortogonal para toda g € G,,, entonces la accion
u’ = T(g)u es simpléctica.

Denotemos por g,, al algebra de Lie del grupo G,,. Esto es, g4 es el espacio
vectorial R y gg es el espacio vectorial real su(2).

Sea h,, el algebra de Lie de H,, y denotemos sus elementos por T (§) con & € gp,.
Mas precisamente para m = 4

T(¢) = Clu(¢)c, £ER

donde C es dada por (A.5) y

& 0 0 0

o = 0 0
U= 4o o € 0
0 0 0

Y para el caso m = 8

T(§) =DV(¢)D,
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donde D es dada por (A.6) y V() por (A.7) con £ € su(2).

Introduzcamos el siguiente producto interno en h,,

(T(6), T(2) = gbranal(T(E)T()) = Jtrama(&162) 6,62 € g

Sea hy, la representacion del algebra de Lie g, dado por la matrices de la forma

T() = (T((f) T?f)) , con T (&) € hy, .

Consideremos el siguiente mapeo de momento Jp, : M — (hy,)*, donde (hy,)*
denota el espacio vectorial dual de Ay, asociado a la accién de G, descrita en (A.8).
Dada { € gy, consideremos el campo vectorial Ye determinado por la accién del
grupo G, y cuyo valor en el punto (u,v) € M es

d
YE(U,V) = &

en(sTe) (3).

El campo vectorial Y; es llamado el generador infinitesimal asociado a &.

El mapeo de momento da un Hamiltoniano H cuyo campo vectorial Hamiltoniano
asociado Xy en el punto (u,v) es igual a Y¢(u,v). El Hamiltoniano H evaluado en

el punto (u,v) es igual a la evaluacion de Jp,(u,v) en T(€). Es decir, la siguiente
ecuaciéon se cumple

d
ij(u,v)-%(g) - &

ep(sT(0) (2. (A9

s=0

donde Jp,(u,v) es determinada por el teorema de representacion de Riez. Aqui se
doto al algebra de Lie h,, con el producto interno

(T(&1),T(&)) = traza(&:&), con &1,€2 € g -

Por lo tanto la accién de Jpm(u, v) en~7~'(£ ) debe de ser igual al producto interno
de un elemento de h,, (denotado por 7 (£(u,v))) con T(§). Si pedimos que se
satisfaga (A.9) entonces &(u,v) € g, debe de cumplir

Casom =4

&(u,v) = —uguy + ujvy — ugvs + uzvy. (A.10)

CAsO m =38

o AMu,v) a(u,v) +18(u,v)
6( ) ) <a(uvv) — Zﬁ(u,V) —)\(U,V) > ’
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a(u,v) = —ugvy — uqve + u1v3 + Uy — U7V — UgV + UsVT + UGUS,
Au, V) = ugvy — ugve — ugv3 + U3y + ugUs — UsVg — UgVT + UTUS, (A.11)

ﬁ(u, V) = U4V1 — U3V2 + U2V3 — ULV4 + USVs — UTVE + UgV7 — UKVSR.

Las ecuaciones £ = 0, A = a = 8 = 0 son conocidas en la literatura como las
restricciones del problema de Kepler en las variables u y v para el problema de
Kepler n = 3 [18] y n =5 [5] dimensional.

Nos restringiremos a la subvariedad J,,1(0) de M. Como 0 es un valor regular
de J, el método de reduccion de Marsden-Weinstein [1] implica que podemos tomar
una reducciéon de M por la accién de G,,. Asi consideremos la variedad simpléc-
tica J,,(0)/Gy, con una forma simpléctica bien definida # actuando sobre ésta y
proveniente de la forma simpléctica inicial v = 4dv A du.

Consideremos la funcion H, .,y : J,,'(0) = N = (I*R",w) dado por

2
uf?

x=A(u)v, p A(u)v,
donde A(u) se encuentra definida en (A.3) y (A.4). Notese que si (u,v) € J,.1(0)
entonces (v,u) € 7. 1(0). Ademas se tiene la siguiente propiedad

A partir de ésto se tiene que dx = 2.A(u)du.

Como A*(u)A(u) = [u’I, entonces pdx = 4vdu. De aqui que Hipm)® =
v. Asi obtenemos una transformaciéon candénica ﬁ(n,m) de la variedad simpléctica
(T 1(0)/Gm, D) sobre la variedad simpléctica (T*R™, w).

De manera analoga, para el caso m = 2, la transformacién canénica 7-7(272) va
de (T*(R? — {0})/Zs,7) sobre (T*(R? — {0}),w).

Dado que el sistema hamiltoniano (7,,%(0),v, H = (1/[u|?)(2|v]* — 1)) es in-
variante bajo la accién de G,,. Las ecuaciones de movimiento del correspondiente
sistema Hamiltoniano reducido asociado a (7,,2(0)/Gm, 7, H) (con H la restriccion
del Hamiltoniano H' sobre [J,.1(0)/G,,) son determinados por las ecuaciones del
movimiento de (7,,1(0),v, H'). Las cuales son

du 10H' v dv 10H' u

du 10H' v dv _ 10H' _ ,
dt ~40ov  JuP’ = 1ou " ampcvh b (A.12)

Asi sobre cada superficie con energia negativa constante H' = E y después de
la reparametrizacion del tiempo (A.1), obtenemos las ecuaciones de movimiento de

un oscilador armonico isotropico (con fuerza k = —E/2)
du dv. FE
— =V — =—u
ds ’ ds 2

El Hamiltoniano H’ es llevado (a través de la transformacion H, ,,,)) al Hamilto-
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niano del problema de Kepler H. Esto es H' = H oHm)- Dado que Hz‘n myW =V
las ecuaciones Hamiltonianas de H’ (A.12), son llevadas a las ecuaciones Hamilto-
nianas del problema de Kepler

dx O0H dp  0H X

@ P w T ax T WP (A.13)

Por lo cual, se concluye que para energia negativa fija H = H' = E. El flujo
Hamiltoniano del problema de Kepler dado por las ecuaciones (A.13) es equivalente
(después de una reparametrizacion del tiempo) a la reduccion del flujo Hamiltoniano
de un oscilador arménico isotrépico K = $(|v|*> + k|u/?) con fuerza k = —E/2 bajo
la acciéon correspondiente de Zs, ST o SU(2).

A.2 Regularizacién de Moser.

En esta seccion, introduciremos la regularizacién de Moser para el problema de
Kepler n-dimensional. Dicha regularizaciéon funciona para cualquier n > 1. Sin
embargo, la funcién de Moser que describiremos abajo es asociada a la energia fija
E = —1/2. Para otros valores de energia negativa se pueden considerar dilataciones.
Por lo cual la expresién explicita para la correspondiente transformacion depende
del nivel de energia que queramos considerar.

La regularizacion del oscilador arménico solo funciona para las dimensiones n =
2,3,5, pero la expresion para la transformacion no depende explicitamente del nivel
de energia. Ambas regularizaciones relacionan el flujo Hamiltoniano del problema
de Kepler, con un nivel de energia fijo, con otro sistema Hamiltoniano cuyo flujo es
periodico después de la reparametrizacion del tiempo indicada en (A.1). En el caso
de la regularizacién de Moser, este sistema es el flujo geodésico sobre la esfera S™.

La motivacién intuitiva para entender la regularizacion de Moser es basado en
lo siguiente: Las orbitas correspondientes a un momento angular no cero (donde
los vectores de posicion y de momento iniciales son linealmente independientes) son
circulos cuando proyectamos en el espacio de momentos. Los cuales corresponden,
bajo la proyeccion estereografica T,, : R™ — SJ' y energia fija £ = —1/2, a grandes
circulos sobre la esfera perforada S§ (la esfera S™ con el polo norte removido).

Siguiendo a Moser [22] consideremos la proyeccion estereografica entre el espacio
de momentos R" del problema de Kepler, y la esfera perforada Sj

i p|>—1
n - )
P2 +1
2p; .
Wy =—-——, Jj=1,...,n.
7 p)r+1

Extendamos la proyeccion estereografica a una funcién M,, del espacio fase T*R"
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sobre el haz tangente T*S§, bajo la restriccion
£-dw=x-dp, €-w=0, con(w,§)eT"Sy.
Las ecuaciones explicitas de M,, son las siguientes:

_Ip?+1

& 5

CCj—(X-p)pj, 7=12,...,n,

n
i1 =%X-P=> x;p;

j=1
Las ecuaciones de la transformada inversa son

pbj = i
J 1_UJTL—‘,-17 ]:17,71

zj = (1 — wny1)&5 + Enr1w;

La funcién de Moser es en realidad un simplectomorfismo del espacio fase T*R"™
(con la forma canoénica simpléctica w = dp A dx) sobre T*S§ (con la forma simpléc-
tica K = dwAdg, obtenida de la restriccion a T*S de la forma canénica simpléctica
del ambiente T*R"T1),

Consideremos la reparametrizacion indicada en (A.1). Entonces se tiene la si-
guiente correspondencia para energia negativa fija £ = —1/2:

> El flujo Hamiltoniano del problema de Kepler de dimension n [(R™—{0}) xR",
dp Adx, H = (|p|?/2) — (1/|x])] es transformado en el flujo geodésico de la n
esfera perforada con la seccién cero removida [note que |€] = [(|p|? + 1)/2]x
implica que & = 0 si y solo si x = 0].

> Las orbitas que colisionan (orbitas con momento angular cero) son enviadas
a geodesicas que pasan a través del polo norte pero no incluyen al polo norte
en si mismo.

El polo norte puede ser incluido en el siguiente sentido: se puede mostrar que,
después de una reparametrizacién del tiempo, una orbita de colisién del problemade
Kepler corresponde a una particula moviendose sobre un segmento con uno de sus
extremos en el origen y llegando al origen con velocidad cero. Asi, si tomamos la
convenciéon que después de la colisién con el centro de atraccién la particula retorna
a su movimiento sobre el segmento, entonces tenemos un movimiento oscilatorio
respecto al tiempo s.

Note que se ha incluido el punto x = 0, Mas atn, como la energia total es
conservada entonces |x| — 0 si y solo si |p| — co. Asi estamos incluyendo el caso
|p| = oo en la proyeccion estereografica. Asignandole a |p| = oo al polo norte de
S™. El movimiento oscilatorio corresponde a una geodesica pasando a través del
polo norte e incluyendo a este punto.
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Asi decimos que para energia negativa fija F = —1/2, el flujo Hamiltoniano del
problema de Kepler n dimensional es regularizado por el flujo geodesico de toda la
n esfera S™ (después de una reparametrizacion del tiempo).

A.3 Relacion entre las dos regularizaciones: Una trans-
formacién candnica.

En esta seccion se describira la relacion entre las regularizaciones del oscilador
armonico y la de Moser descritas en las secciones A.1 y A.2 respectivamente. Dicha
relacion es basada en el trabajo de M. Kummer [17] quien estudio los casos (n,m) =
(2,2), (3,4).

Siguiendo a Kummer introduciremos una estructura compleja para el espacio
fase T*R™. Luego para los casos (n,m) = (3,4),(5,8), consideraremos un grupo
F' que es invariante bajo el mapeo de momento [J,,. Ademds construiremos una
funcion p, ;) que toma valores en la cuadrica nula, la cual identificaremos con
el espacio cotangente de la n esfera con la seccién cero removida a través de una
funcién o,. Finalmente consideraremos la funciéon composicion Cy, 1) = 0 © p(n,m)-

La funcion C, ;) tiene dos propiedad notables: relaciona las dos regularizaciones
del problema de Kepler descritas arriba y es una transformaciéon canonica. Ademéas
identificaremos la funcién generadora de tal transformacion, la cual es usada para
definir la transformada de Bargmann sobre L2(S"), n = 2,3,5. El caso m = 2 se
llevara a cabo a mano sin una funcién de momento considerada (en este caso el
grupo Zsg no es un grupo de Lie).

Siguiendo las ideas de Kummer [17], consideremos la siguiente estructura com-
pleja para T*R™. Sea D, : T*R"™ — C™ definida por

z = Mu + 2:Mv, (A.14)

con M la siguiente matriz unitaria

> CASO m=2

> CASO m=4

I
Sl
[\V]
-
oo |
-~
»—loo|
—_
O = = O
@|C>
S



106 Transformacidén candnica.

> CASO m =28

—~ -1 0 0 0 0 0 0

0 0 -1 — 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 -0 0

Mo L]0 0 0 0 0 01
20 0 0 0 0 0 1 —

0 0 0 0 1 -0 0

0 0 1 — 0 0 0 0

—~ 1 0 0 0 0 0 0

Las restricciones £ =0 en (A.10) y A = = a = 0 en (A.11) para el problema
de Kepler n = 3,5 dimensional son

Para (n,m) = (3,4)

‘21|2 + ’22|2 = |Z3’2 + ‘Z4|2 . (A.15)

Para (n,m) = (5,8)

4

4
127 =) |zl
S -3 .

J=1
2721 — 2829 + 2523 — 2624 = 0.
Ademiés, dado que M es unitaria, se tiene

0 := —idz A dz = 4dv A du.

La accion del grupo G,, sobre C™ (denotada por T(g), con g € G,,) puede ser
obtenida de (A.14) y (A.8). Asi z' = T(g)z tiene la siguiente expresion explicita

Caso m = 2.
Z =z o 7 =-z (A.17)

CASO m = 4. Para ¢ € R, exp(n)) € S*

exp(—uw) 0 0 0
I _ 0 exp(—)) 0 0
z = 0 0 exp(1)) 0 z. (A.18)
0 0 0 exp(1))

CAsoO m = 8. Para g € SU(2)

7 =LV (g)Lz, (A.19)
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donde V(g) tiene la forma indicada en (A.7) y

o O o o

(A.20)

O O OO OO
SO OO o oo
— O O O OO o oo

(= el eloBoNol e

cCcoococoom~oo
co o |

—_
coocor~ooo

oo o oo oo

o

Definamos ahora p( 7). En este caso tenemos la accién z' — +z del grupo Zs
sobre la variedad compleja C2. El conjuto de monomios {z%, z%, 2129} dan una base
del espacio vectorial F' de todos los polinomios homogeneos de grado 2 (todos los
elementos de F' son invariantes bajo la accion del grupo Zs). Definamos la funcion

P(2,2)(z) = (p1(2), p2(2), p3(z)) por
pi(z) = (5 —21)/2,  pa(z) =u(z +23)/2,  ps(z) = 2122 (A.21)

Noétese que la funcion p(p o) toma valores en la cuédrica nula Q? y es sobre.

Para definir p(y, ,,)(z) para los casos (n,m) = (3,4),(5,8) introduzcamos la
variable n = (n7,m;7), con n;,m;; € C™2. Consideremos el siguiente cambio de
variable de z a n

ny==2zr, N =2

Asi la forma simpléctica 6 escrita en términos de n es

0 = —u(dn; ANdn; —dn Adnyy).

Denotemos por K, al mapeo de momento asociado a la acciéon del grupo G,
sobre C™ en términos de la variable 1. Es decir XC,, = J © D;}. K. escrito en
términos de 1 y 1 es determinada por las siguientes ecuaciones (ver (A.10), (A.11)
y definicién de Dy, en (A.14)).

Caso m = 4. .
I, 0
= ot 2
§m.m) = (o _I2> n,

donde I, denota la matriz identidad de £ x £ y n' el adjunto de 7.
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CASO m = 8.

con J la matriz
J— 0 g1 o1 — 1 0
“\oy 0) T N0 —1)-

Sea F' el grupo de Lie de matrices de m x m con entradas complejas y de-
terminante uno que dejan el mapeo de momento K, invariante. Para el caso
(n,m) = (3,4) este es el grupo SU(2,2). Es decir, el grupo de matrices de 4 x 4, S,

que satisfacen
I 0 I, O
t (12 _ (12
s (5 n)s=(0 1)

Para el caso (n,m) = (5,8), F es el subgrupo de SU(4,4) de matrices S que

cumplen
I 0 I O 0 J 0 J
T (14 _ (14 ¢ _
S (o —I4>S (0 —I4> y S <J o)s (J 0)’

donde S! denota la transpuesta de S.

Se puede mostrar que la accion de F sobre (C™, ) es simpléctica. Por lo cual
podemos considerar el mapeo de momento asociado a esta accién. Escogiendo una
base adecuada para el algebra de Lie F de F', se puede definir la parte real e ima-
ginaria de los componentes de p(;, ;) como los Hamiltonianos cuyo campo vectorial
Hamiltoniano asociado es igual al generador infinitesimal asociado a los elementos
de la base de F. Luego p(, ) va a tener la siguiente expresion (en términos de la
variable z)

P(3,4)"
Z) = 2123 + 2224 , Z) = (2123 — 2224) ,
pi( ) 123 224 ,02( ) (2123 2 4) (A.22)
p3(z) = 1(z124 + 2223) , p4(2) = 2124 — 2923 .
P(5,8)"
p1lz) = Z(—leﬁ + 2328 + 2925 — 2427) ,
p2(2Z) = 2126 + 2328 + 2225 + 2427 ,
2926 t 2327 — 2125 — 2428 ,
226 327 125 428 (A.23)

= 1(—2125 + 2428 — 2226 + 2327) ,

= 1(—2128 — 2927 — 2326 — 24%5) ,

(z)
(z)
p3(z) =
(z)
(z)
(z)

= 2128 + 2927 — 2326 — 2425 .
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Definamos C, ,,) por el siguiente diagrama

Cinm) .
cm - {0} 7§ — {0}
P(n,m) Op
Q" — {0}

(A.24)

La transformacion C,,,) es canonica que relaciona la forma simpléctica 6 =
—1dz A dz con la forma simpléctica de T*S™ obtenida de su ambiente T*R"*t1.
Remarcamos el hecho de que la funcién

19(n,m)(Z7X) = P(n,m)(z) x, zeC", 6, xefS",

es la funcion generadora de la transformacion canénica Cy, m) (ver seccion 3.3 y para
més detalles [31] y [32]).



APENDICE

Operadores Pseudo Diferenciales.

En este apéndice vamos a dar una pequena descripciéon del concepto operado-
res pseudo-diferencial sobre R™ y sobre variedades. Ver [20] y [35] para detalles de
definiciones de operadores pseudo-diferenciales sobre R™ y en variedades respecti-
vamente.

Definicion B.1 Sea nn € R™. Definamos

() =+v1+]nl?

donde m|> =n? + ... +n2.

Definicion B.2 Sea hg > 0 y m € R. Definamos el espacio semicldsico de
stmbolos Sz, ((§)™) como el conjunto de funciones p = p(b,&;h), b,§ € R", h €
(0,hp] que junto con sus derivadas de cualquier érden son suaves en la variable
z = (b, &) y que para cualquier k € Zi"

*p(b, & h) = O((E)™)

uniformemente respecto a (z,h) € R?™ x (0, hg].

Definicion B.3 Sea m € R y a € Sy,((€)™). Consideremos (a')) una sucesion
de simbolos de So,,((€)™) independientes de h, asumiendo que la funcion a9 no es
identicamente cero. Diremos que a es asintéticamente equivalente a la suma
formal Z?io a9 en So,((€)™)si para cada N € N y cualquier k € 7', existe
hnvx >0y Cnx > 0 tales que

110



111

uniformemente sobre R?" x (0, hnk]. En el caso de que ocurra ésto al simbolo a se
le llama simbolo cldsico.

Ahora daremos la definiciéon de operador pseudo-diferencial en R"

Definicion B.4 Sean m € R, a € S9,((§)™) y t € [0,1]. Se define la accion de
un operador pseudo-diferencial en R", denotado por Opk(a), en una funcion suave
f e CER™) por

Oph(a)f(b) = e [ [ e

ceR™ geRn
(L(&, iDe))" (as(b, ¢, & h) f(c))dedé ,

donde ay(b,c,&h) = a((1 —t)b + tc,&;h), k es cualquier entero no negativo tal
quem+n<ky

1+ hé - De 1/ 0 o
L(E, D) = — & e De=- (2, 2.
(€ 7De) 1+ [€J? 1 (601 Bcn>

En la definicion anterior, el operador L(&, hD.) es introducido para que tenga
sentido la integral posiblemente indefinida

/ / e B=e1€/hgy (b, ¢, €; h) f(c)dedé .

beR™ £€Rn

Hay que hacer notar que para los casos especiales t = 0, t = % y t =1, Opk(a)
es llamado cuantizacién izquierda, cuantizacién de Weyl y cuantizaciéon derecha,
respectivamente.

Definicién B.5 Sean m € R, t € [0,1] y a € S2,((&§)™). Si asumimos que a es un
stmbolo cldsico (ver definicion B.3), a la funcion a9 se le llama simbolo principal
del operador pseudo-diferencial Opt(a). Este serd denotado por p(Oph(a)).

Ahora daremos una breve descripcion del concepto de operador pseudo-diferen-
ciales en S™.

Definiciéon B.6 Sea Ap : C*°(S™) — C°°(S™) operador lineal. Consideremos a S™
como una variedad suave. Diremos que Ap es un operador pseudo-diferencial si y
solo si existe m € R y 0 <t <1 tal que en cada carta (U, k) de S™ existe un
stmbolo a,, € Son,((§)™) tal que para todo u € C*°(S™) se tiene

DA (Tu) = Br*Opt (ax) (k1) (Tu) , Vo, ¥ e C5(Uy) . (B.1)
Ademds se requiere que si ®; € Cg°(S™), j = 1,2 satisfacen

sop(®1) Nsop(P2) = &
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entonces

@1 Ap®aT|gn < O(E)|[¥|gn, VT eC®(S). (B.2)

Con la condicién (B.2) estamos diciendo que la diagonal del operador Ap es
insignificante en A y regularizable.

Nétese que para que tenga sentido (B.1) se estd extendiendo (k~1)*(¥u) como
cero fuera del conjunto V; y se esta usando la misma notacién para la extension.

Asumamos que a, es un simbolo clasico para toda carta. Se requiere que se
cumpla lo siguiente: Dadas dos cartas (Uy, k), (Uy,,v) tales que U, N U, # ()

aP(b,&) =al(vor b, (vor)¢), V(b€ €T (k(U.NT,)).

La condicién anterior implica que podemos definir el simbolo principal p(Ap)
del operador pseudo-diferencial A en todo el espacio T*S™ de la siguiente manera

Definicion B.7 Sea Aj operador pseudo-diferencial sobre S™. El simbolo principal
de Ay, es definido por

o(An)(x,m) = al? (kx, (k" )'n) V¥ (x,m) € T*(S"), (B.3)
donde (Uy, k) es cualquier carta tal que x € U,.

Comentario B.8 De la definicion B.3 se tiene que p(Ap) no depende de h.



APENDICE

Asintotica de las derivadas del ntucleo
integral.

En el presente apéndice se mostrard el comportamiento asintético del ntcleo
integral

> Yt (7))

de la transformada de Bargmann para L?(S™). Ademés del comportamiento asin-
totico de cualquier derivada de éste. Las ideas son seguidas de Thomas/Wassell (ver
apéndice B de la referencia [29]). Este resultado nos dara como consecuencia una
expresion asintotica de los estados coherentes, y de cualquier derivada de éstos, con
h incluida.

Basado en la expresion del nucleo integral de la transformada de Bargmann,
definamos la funciéon g : C — C por

oo

20+n—-1 ,
g(z)zziz, zeC. (C.1)
= fvn—1

Lema C.1 Sean z € C y s entero no negativo. Supongamos que Re(z) > 0,
IIm(2)] < CRe(z) con C una constante positiva y Re(z) — +oo. Entonces la
deriwada s-ésima de g tiene la siguiente expansion asintdtica

N

dsg(z) 2 1/2 ai,s a2 s aN,s —(N+1
T = M2 exp(z) |1+ S+t 5+ 00 (N+1))

con ais, a2 s, ..., AN,s constantes.

Demostracion.
1

NSt ffo ef(aerl)tzdt y

Usando que para cualquier a € R se tiene que o

5

la serie de Taylor de la exponencial se obtiene

113
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1 2 -1 © 2egn-
g(z) _ = K'_'_nlzé/ e 2 :Lr_l 1t2dt
™ I(n—1) oo
(o) o0
1 S %Zﬁ _204n—1,2 e I
= e Tn1 Udt ZeniTe e
= /2(51)! +/Za
T =1 o =0

o0
2e 1" a2 _ 2% _22\ e
126 n—Texp|z€ »1)+4exp|ze =»1]e€ dt
n_
o

1

N3

2 /“[22’ _ 2 } 2
=— e n1+1]exp(ze n-1)e " dt.

VT Jo

2
Tomando el cambio de variable € "n—1 = 1 —w?, con w € [0, 1]

Q

n—1

(Z):N\;z;ez/ol{ 2 (1—w2)+1] e mw)dw  (C.2)

donde -
Cw@l—w?) !

m(w) = —In(1 —w?)

Para k entero positivo, analicemos la integral en la ecuacion (C.2), y su k-ésima
derivada respecto a z, en el intervalo [1/2, 1]. Para ello sean

! 2z 2 —zw?
I(z):/ _1(1—w)+1 e m(w)dw ,
1/2 LM
d*1(2)
k
1M(z) = dzF

Aseveramos que I*F)(z) es O(27>°). Para ver ésto observemos que

w(l — w2)nT_2

[—(1 — w?)In(1 — w?)]?

m(w) =

Dado que n > 2, la funcion (1 — wz)%2 se encuentra acotado en el intervalo
[1/2,1]. Ademés —1/In(1—w?) esta acotado por —1/1n(3/4) en el mismo intervalo.
Y como | 11/2 1/v1 — w?dw < oo, entonces para cualquier nimero entero no negativo
p se tiene
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% ([ 2 (1 —w?) + 1} e‘zw2m(w)> ’dw

1
/1
2

n—1
p 1 B
p d" 2z 9 ae—r o
< 1 1
_; (7’>/§ dz" [n—l( w) + ]Hdzp—re Im(w)|dw
1
< 2 1| (—w*)P +2 o 2\p—1 ) IMW)|
[ ([ 1] ot ot = o) I
%
SMe_Re(Z)/4(‘Z‘+1)<OO’ (C3)

con M una constante independente de z. Por lo cual la derivada p ésima de f(z,w) =

2

[Ez(l —w?) + 1} e ~*%"m(w) (respecto a la variable z) es Lebesgue integrable en

w para toda z € C. Ademas

it < @ (22 [l 2020 4] o) Il

< Mg(w)

con g(w) = (1 — w?)~'/2. Luego como g(w) es integrable, del teorema de conver-
gencia dominada se tiene que

I(k)(z)—(f;/; q 2 (1—w2)+1] e_szm(w)> dw

n—1

Asi de lo anterior y (C.3)

k
rd I(2)

oy < Me R/ (12| +1), VreN.

Luego como |Im(z)| < CRe(z), tenemos |z| < C1Re(z). Por lo cual para Re(z) — oo

zrl(k)(z)‘ < M|Re(z2)|""'e "Re()/4 < o

Por lo tanto, cualquier derivada de I(z) es de O(z™"), para cualquier entero
positivo r. Es decir

I®)(2) = 0(z~>°), cuando Re(z) — co. (C.4)

Analizemos ahora la integral en la ecuacion (C.2), y su k-ésima derivada respecto
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a z, en el intervalo [0,1/2]. Para ello sean

121 9
J(z):/ [ _Zl(l—wg)—l—l e—Zme(w)dw,
0 n

dkJ(z
dzk

~—

TR (2) =

Definamos F': (0,1/2) — R, por

y F:(=1/2,1/2) — R por

~ n —w2
Flw) = ——- Fw) =14 2=

Vi=fw)’

Nétese que para w € (0,1/2), se cumple F(w) = F(w). Ademss de que f
tiene serie de Taylor convergente en potencias pares en la variable w. Por lo cual
F(w) = 1 cuando w — 0.

Mas ain dado que para todo numero natural r, f tiene derivada r-ésima, en-
tonces la derivada r-ésima de F, F(") se encuentra bien definida en (—1/2,1/2) y
tiene limite cuando w — 0. Asf F(") es continua en [—1/2,1/2].

De aqui que F tiene expansion asintdtica en potencias pares de w. Luego F es
par y tiene una extension C* al intervalo (—1/2,1/2). Asi pues, para 0 < w < 1/2

=1 , . . . ‘
F(w) = Z @F(QJ)(OJr)wQJ . donde F(ZJ)(0+) — lim F(zj)(w) ‘

iso w—0t+

Y para cualquier entero no negativo N

N
F(w) — (;j),F@j)(oﬂw?ﬁ = 0w, wel0,1/2].
=0 ‘
Escribamos
IB) (2) = W () + HP)(2), (C.5)
con
1/2 k
G = [ e mu)dv . =L
0 z
C.6
H(z) = / V22 (1 — w?)e " m(w)dw H(k)(z)—dkH(Z) o
N 0 n—1 ’ - dzk :

Estudiemos G(*). Por el mismo argumento dado arriba se observa que m(w) =
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(1— wQ)%_lF(w) tiene una expansion asintética en potencias pares en la variable
w. De hecho existen nimeros by, j = 0,1,2, ... tales que para w € (0,1/2)

N
m(w) = > byjw* = 0w’ *?) | by =m(0) = 1.
j=0

S
o k) () — (k) (k)
GYW(2) =Gy (2) + Gy (2) (C.7)
con 1/2 ) N ' ) del(Z)
Gl = / e_zw Zijwzjdw y Gl = 7 5
0 -
7=0

vz o ol . p  dFGa(2)
G2=/0 e m(w)—jz(:)szwzj dw | Gé’:v.

_2N+2k+3
2

Probemos que G(Qk) = O(z
no negativo p

1/2
J

). Para ello tenemos que para cualquier entero

d? —zw? al 27
@e m(w) — jz_:o bajw dw’

1/2 , N )
g/ | = w?Ple == | |m(w) = > bojw? | dw
1/2
< M/ efRe(z)w2w2N+2+2pdw (08)
0
para alguna constante M independiente de 2
1/2
< M/ wN 220 Q) < 00 .
0

Por lo cual la derivada p ésima de &(z,w) = € —zw? (m(w) - Z;V:O szw2j> respecto
a la variable z es integrable en w para toda z € C. Ademés

‘ dp+1

N

— w2 ;

(Wt’ﬁ(%w)‘ < [w?Pe 7 Im(w) = bojw®
=0

< Mg(w)

con g(w) = w?N 442 Luego como g(w) es integrable, del teorema de convergencia
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dominada de Lebesgue y (C.8)
1/2 dk
‘G |/ (z,w)dw

<M / e —Re(z)w2w2N+2+2kdw

si n = y/Re(z)w

1 e\zZ
_ M/2 Re( )e*772 772N+21<;+2 dn
0 (Re(2))V 1 | /Re(2)
M R 2N +2k+2
< ’Re(z)‘(2N+2k+3)/2/0 e Ty dn
M
- ’Z‘(2N+2k+3)/2

Por lo cual
ng) — O(Zf%(2N+2k+3)) _ (C.9)

Por otro lado, por un argumento similar al de arriba podemos intercambiar

derivada con integral en la expresion de ng)

N 1
Zb2j/2 e " w¥ dw
j=0 70
N 0o N [e's)
= Zbgj/ e_zw2w2j(—w2)kdw - Zbgj/ e_zw2w2j(—w2)kdw :
j=o0 70 =0 7’2

(C.10)

y obtener

La integral [~ e = 2+ du es igual a la integral a lo largo de la linea
{t//z | t > 0} en el plano complejo. Es decir

9] —zw2w2' 0 . " 0 e 2 (_t2>kﬁ
|, e = [ m?jm%ﬁ

-l ¢
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Luego de (C.10)

N
G = S (1) - Zb% / e (—urdw  (C1)
=0

oo
con dp = / e ~"t¥ dt. En particular dy = \/27?
0

Aseveramos que el segundo término de ng) (en la ecuacion (C.11)) es O(z=>°).
Esto es porque para cualquier niumero natural r

2

N o
— w2 k47
ZTZij [ e 2w 2 (k) qgy
j=0
N [e.9]
-R 2 2(k+j
< M|Re(z)\rz |b2j|ﬁ e e(z)w w ( +])dw
= 2
si consideramos el cambio de variables v = w — 1/2

N oo
< M!Re(Z)\TZ!ijleRe(ZW/O e ~Re(2)v? (4 1/2)2(k+i) gy

’bZJ’e_Re(Z)M * e 2(k+j)
= M|Re(z \Z| ST ), e " (t+ /Re(z)/2) dt

esto altimo es tomando el cambio de variable t = /Re(2)v. Notese que la integral

e ~ (¢t + /Re(z)/2)2++9)dt son polinomios en la variable y/Re(z). Entonces el
lado derecho de la anterior desigualdad es acotada por una constante que depende
de N, r y k. Por lo cual, el segunto término de ng) es O(z7"). Es decir

G =0(). (C.12)

Luego de (C.7), (C.9), (C.11) y (C.12)

N
. dj+k —L(2N+2k+3)
=> (-1 +0(z2 )
J k+]\/>
7=0
N
z ditk _N—
:(_1)kz\k{1 > Z byj +O(z" N1 | . (C.13)
=0

Analicemos ahora H®), definida en (C.6). Notese que H(z) = 25[G(z) +
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k . .
2 E\ &/ dFJ
(k) — - = (1)
== Jzo <J> =l CORICIO]
dk

2k dF!
n—1dzk-1 [G(Z) + G(l)(z)}

T [zc,(k)(z) +2GED () + kGHED () 4+ KGR (z)} .

= —— [G(z) + G(l)(z)} +

e (C.13)

2G0) (2) + kGED(2) = 2(—1)* vz

s, |:Z gtk bo; + O(ZNl)]
7=0
+2(=1)"" “Zf {Z Ty 4+ 0(2 Nl)]
7=0

N
- (_1)k§ [Z %(dj—l-k — kdjir-1) + O(le)]

J=0

donde estamos tomando la convencién que kdi_1 = 0 si k = 0. De manera analoga

k1
2G (2) 1 kG (z) = 1L [ij%dmﬂ kdj+k>+0<zN1>].

Shtg =
Por lo cual
2 z
H®) (z) = n_1(1)’“§ [bo(dk — kdj_1)
N, (C.14)
#3250~ gy~ s + o=,

Por lo tanto de (C.2)

j;gcz) =B (@) + ()
ds— k ; dk
_ ;::O <k> S e ) +1()

2OEY (1)er e 19
k=0
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por (C.4), (C.5)

de (C.13) y (C.14)

=92¢~ <Z<nz7_rl)>é i <Z> (_;C)k [n i 1b0(dk — kdg_1)
k=0

N
1 2
+ E 1 7 <n 1 (boj — ba(j—1))(djsk — kdjrk—1)
j:

+ b2(j—1)dk+j—1> +O(2_N_1)] :
De aqui que

dg(z) V2
dzs Vn—-1

para algunas constantes ai s, a2, ..., AN s-

)

a

a a
212 exp(2) [1 4+ 2bs 22; ot j\f + O(z_(N'H))]

z



Perspectivas

Como posibles proyectos futuros podemos mencionar

e En el contexto de la tesis obtener un sistema de estados coherentes y una
transformada de Bargmann para el espacio de Hilbert de estados ligados del
atomo de Hidroégeno.

e En la proposicion 5.3 se muestra que para a,3 € Q" — {0} con -3 # 0y
larg(-8)| <

N oo (2B 1oy

donde C7 es una constante. Quiero dar una interpretacion geométrica de la
fase que aparece en el término principal a través del area simpléctica asociada
al triangulo geodésico en el espacio fase conteniendo los puntos a, 8 y algin
origen.

<q)ﬂ,ﬁ7 q)a,h>5n = Cl (

e En [28] Twareque y Englis muestran que se puede obtener un producto estrella
en base a operadores de Toeplitz. Basado en ésto quiero encontrar un producto
estrella en C™ tomando operadores de Toeplitz en el espacio F,,, C Bem con
n=2,3,5y m = 2,4, 8 respectivamente.

e Encontrar el producto estrella en Q™ proveniente de operadores de Toeplitz
en el espacio de Bargmann-Todorov &,.

e Sea T4 operador de Toeplitz sobre L?(S™), n > 2 con simbolo ¢. Pretendo en-
contrar las condiciones necesarias y suficientes sobre ¢ para que Banb(Bn)*1
sea un operador pseudo-diferencial sobre la esfera S™.
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