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Resumen.

En el presente trabajo introduciré una transformada de Bargmann Bn para
L2(Sn), n ≥ 2. Aquí Sn denota la n esfera en Rn+1. Dicha transformada la
voy a introducir utilizando el espacio de funciones analíticas en la cuádrica nula
considerado inicialmente por Bargmann y Todorov [4]. Probaré que el operador
Bn es unitario y estudiaré las propiedades semiclásicas de los estados coherentes
asociados. En particular probaré un teorema tipo Egorov que relaciona el símbolo
de Berezin con el símbolo principal de un operador pesudo-diferencial sobre L2(Sn).

La de�nición de Bn es motivada en base a las transformadas de Bargmann para
L2(Rn), L2(S2), L2(Sn) n = 3, 5 introducidas por Bargmann [3], Thomas/Wassell
[29] y Villegas-Blas [31, 32, 33] respectivamente.
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Introducción.

En 1961 V. Bargmann [3] introdujo una transformación unitariaBRn , del espacio
L2(Rn) a un espacio de Hilbert BCn de funciones analíticas (en n variables complejas)
de cuadrado integrable respecto a una medida gaussiana v~n. A dicha transformación
se le conoce como transformada de Bargmann.

Bargmann introdujo los espacios BCn con el propósito de dar un espacio de
Hilbert donde los operadores b†j de multiplicación por zj y bj = ~∂/∂zj (con ~ la
constante de Planck) j = 1, 2, . . . , n fuesen adjuntos uno del otro. La importancia de
este hecho radica en que dichos operadores dan una representación de las relaciones
canónicas de conmutacion (RCC).

La transformada de Bargmann BRn tiene la propiedad que intercambia los o-
peradores b† = (b†1, . . . , b

†
n) y b = (b1, . . . , bn) con la representación usual a =

1√
2

(X + ı~P) y a† = 1√
2

(X− ı~P) de las RCC sobre L2(Rn), con P = (P1, . . . , Pn),
X = (X1, . . . , Xn) donde Xj , Pj son los operadores de multiplicación por xj y
−ı~∂/∂xj respectivamente.

Se puede mostrar [31] que BRn es un operador integral, cuyo núcleo integral An
cumple tres propiedades relevantes:

1. El conjunto de funciones {An(·, z) | z ∈ Cn} (etiquetados por elementos del
espacio fase R2n ≈ Cn de una partícula moviendose en Rn) es igual al sistema
canónico de estados coherentes para el oscilador armónico introducido por E.
Schrödinger [26].

2. Para x ∈ Rn, z ∈ Cn, el núcleo reproductor se puede expresar por An(x, z) =
(π~)−n/4 exp( ı~ΦRn(x, z)), con ΦRn(x, z) la función generadora de la transfor-
mación canónica Cn : (T ∗Rn, dx ∧ dp)→ (Cn,−ıdz ∧ dz), enviando (x,p) 7→
(z, z) con z = 1√

2
(x− ıp). Es por ello que BRn se puede ver como la cuanti-

zación de la transformación canónica Cn.

3. La transformada de Bargmann de An(·, z) evaluada en w es igual al núcleo
reproductor Kn(w, z) del espacio BCn .

La transformada de Bargmann BRn corresponde al estudio de una partícula
moviendose en Rn. Es natural preguntarse por una representación de funciones
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analíticas y una transformada de Bargmann para cuando la partícula se mueve en
una variedad diferente de Rn.

En [29] Thomas/Wassell, y posteriormente en [31, 32, 33] Villegas-Blas intro-
ducen una transformada de Bargmann BSn para una partícula moviendose sobre la
n esfera en Rn+1, Sn, con n = 2 y n = 3, 5 respectivamente.

Más especi�camente, una transformación unitaria de L2(Sn) sobre un subespacio
Fm de BCm , m = 2, 4, 8, de funciones que son invariantes bajo Z2, S1 y SU(2)
respectivamente.

Las dimensiones particulares n = 2, 3, 5 proceden del hecho físico que, para
energía �ja negativa, sólo en estas dimensiones hay una correspondencia entre el
problema de Kepler n dimensional y m = 2, 4, 8 osciladores isotrópicos clásicos
respectivamente.

Villegas-Blas de�nió la transformada de Bargmann para L2(Sn), n = 2, 3, 5
basado en la cuantización de una transformación canónica no biyectiva que rela-
ciona dos diferentes cuantizaciones del problema de Kepler n dimensinal. Dicha
transformación C(n,m) relaciona el haz cotangente de la esfera T ∗Sn − {0} (ésto es
T ∗Sn con la sección cero removida) para n = 2, 3, 5, con Cm − {0}, m = 2, 4, 8
respectivamente. Es decir, Villegas-Blas consideró BSn como un operador integral
cuyo núcleo integral es una serie de potencias de una función generadora ϑ(n,m)(z,x),
de la transformación canónica C(n,m).

La transformación canónica C(n,m) a su vez es la composición de una función
ρ(n,m) de Cm − {0} sobre Qn − {0} y una función σn que identi�ca Qn − {0} con
T ∗Sn − {0}. La cuádrica nula Qn es de�nada como el conjunto de elementos en
Cn+1 con la propiedad que la suma de los cuadrados de sus componentes es igual a
cero.

Basado en ésto introduciré una transformada de Bargmann Bn para L2(Sn),
n ≥ 2. Consideraré el rango de Bn como el espacio de Hilbert En de funciones
holomorfas sobre la cuádrica nula Qn, introducido por Bargmann-Todorov en [4].

En base a los casos n = 2, 3, 5 [31, 33], propondré a Bn como un operador
integral cuyo núcleo integral es una serie de potencias en α · y/~, α ∈ Qn, y ∈ Sn.
Es decir, el núcleo integral de Bn es K(y,α) =

∑∞
k=0 ck

(α·y
~
)k. Los coe�cientes ck

que aparecen en la serie son calculados tal que Bn es una isometría.
Cabe mencionar que para los casos (n.m) = (2, 2), (3, 4), (5, 8) se puede iden-

ti�car el espacio En con Fm por medio de un operador unitario U(n,m), el cual es
de�nido a través de la función ρ(n,m) mencionada arriba. Por tal motivo la trans-
formada de Bargman BSn es un caso particular de la transformada Bn.

Basado en la de�nición de estados coherentes para L2(Rn), propondré los estados
coherentes Φα,~ (etiquetados por elementos α ∈ Qn) para L2(Sn) como el complejo
conjugado de K(y,α).

La de�nición que propongo de los estados coherentes es en términos de una serie
in�nita, no expresable (al menos de manera inmediata) en términos de funciones es-
peciales conocidas. Por lo que podría parecer difícil trabajar con éstos. Sin embargo
basado en el trabajo de L. Thomas y S. Wassell [29], mostraré que la asintótica prin-
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cipal de los estados coherentes (como de sus derivadas) es practicamente una función
exponencial (ver apéndice C). Usando ésto probaré propiedades semiclásicas de los
estados coherentes.

Además mostraré que el conjunto K = {Φα,~ | α ∈ Qn} de estados coherentes
para L2(Sn) satisfacen todas las propiedades (abajo mencionadas) que se puedieran
esperar. Es decir satisfacen propiedades similares a las cumplidas por los estados
coherentes del oscilador armónico.

Finalmente estableceré un teorema tipo Egorov que relacione el símbolo princi-
pal de un operador pseudodiferencial A~ actuando sobre un subconjunto denso de
L2(Sn), n ≥ 2 (la cuantización de una partícula clásica moviendose en Sn) con el
límite semiclásico del símbolo de Berezin del operador correspondienteBnA~(Bn)−1.

Cabe mencionar que se han realizado otras generalizaciones de la transformada
de Bargmann para el caso cuando la partícula se mueve en la esfera. Entre estas
mencionamos el trabajo de B. Hall [8] y M. Stenzel [27] para cuando la partícula
se mueve en un grupo de Lie compacto y un espacio simétrico de tipo compacto,
respectivamente.

Más aún Hall y Mitchell en [11] de�nen una transformada de Bargmann y estados
coherentes para la n esfera. Sin embargo éstos son diferentes a la dados aquí ya que
ellos utiliza la cuádrica no nula.

Para el caso de las esferas S1 y S2, K. Kowalski y Rembielinski [16] introducen
una transformada de Bargmann relacionada con la de B. Hall a través de la in-
troducción de operadores de creación y aniquilación adecuados y argumentación
física.

J. Rawnsley [23] introdujo una especie de transformada de Bargmann para la
esfera Sn siguiendo ideas de cuantización geométrica. Sin embargo, dicha transfor-
mada resulta ser no unitaria.

K. Ii y R. Wada, [15] y [34] introducen una transformada de Bargmann unitaria
para la n esfera con rango un espacio de funciones holomorfas en la cuádrica nula
Qn. Esta transformación es diferente a la mostrada aquí ya que Ii y Wada fuerzan
desde un principio al núcleo integral que de�ne su transformada, a ser la exponencial
de la función (α · x), α ∈ Qn.

Odzijewicz y Horowski [14] introducen un conjunto de estados coherentes uti-
lizando la cuádrica Q3. Sin embargo el rango que ellos utilizan y el núcleo reprodctor
que obtienen no es el mismo al obtenido en este trabajo.

Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera.
En el primer capítulo, se revisan algunos aspectos básicos sobre espacios de fun-

ciones analíticas y un espacio en particular: el espacio de Bargmann, considerando
la constante de Planck ~.

También se de�ne la transformada de Bargmann BRn . Se muestra que es un
operador unitario y se encuentra su inversa. Este material es conocido (ver [9]) y
sólo se presentan aquí para completez de este trabajo y referencia posterior.

En el capítulo dos se da la de�nición de los estados coherentes sobre L2(Rn), a
la vez de que se mencionan las cinco propiedades que cumplen. Finalmente doy una
prueba rigurosa de un teorema tipo Egorov que relaciona (a través de la transfor-
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mación canónica Cn) el símbolo principal de un operador pseudo-diferencial A sobre
L2(Rn) con el límite semiclásico del símbolo de Berezin del operador BRnA(BRn)−1.

En el capítulo tres se da una introducción a las transformadas de Bargmann
para L2(S2) y L2(S3) introducidas por Thomas/Wassell [29] y Villegas-Blas [31]
respectivamente. Los cuales lo probaron utilizando un cambio de base.

Motivado por la transformada de Bargmann sobre L2(S2) y L2(S3). En el
capítulo cuatro de�niré una transformada de Bargmann Bn sobre el espacio de
Hilbert L2(Sn), n ≥ 2. Mostraré que dicho operador es unitario y encontraré su
inversa.

Además mostraré de forma rigurosa que la transformada de Bargmann de Tho-
mas/Wassell y Villegas-Blas BSn (mencionada en el capítulo tres) es unitaria. Cabe
aclarar que se da una demostración diferente a la dada por ellos ya que utilizo los
operadores unitarios U(n,m) y Bn mencionados arriba.

En el capítulo cinco de�niré los estados coherentes para L2(Sn), n ≥ 2 y mos-
traré que cumplen propiedades similares a las satisfechas por los estados coherentes
sobre L2(Rk). Explicitamente dichos estados coherentes satisfacen:

i) Dan una resolución de la identidad.

ii) Son temporalmente estables bajo la evolución del tiempo de un operador que
es básicamente la raíz cuadrada del Laplaciano sobre Sn.

iii) Existe un operador de aniquilación tal que los estados coherentes son funciones
propias de éste.

iv) Satisfacen de manera óptima el principio de incertidumbre de Heisenberg.

v) Cumplen propiedades de concentración.

(a) La función de densidad de probabilidad Φα,~/‖Φα,~‖ se concentra en
Re(α)/|Re(α)| para ~ pequeña.

(b) La función de densidad de probabilidad Fα,~ asociada a BnΦα,~ se con-
centra alrededor del punto α para ~ pequeña. La función Fα,~ incluye
la función de peso de la medida sobre Qn introducida por Bargmann y
Todorov [4].

En el capítulo seis pruebo el teorema tipo Egorov anteriormente descrito. A-
demás utilizando ésto pruebo otro teorema tipo Egorov para símbolo principal de
operadores pseudo-diferenciales A~ sobre L2(Sn), n = 2, 3, 5 y símbolo de Berezin
de BSnA~(BSn)−1.

Finalmente también se tienen tres apéndices.
En el apéndice A se muestra como obtiene Villegas-Blas [33] la transformación

canónica C(n,m).
En el apéndice B se da una breve introducción a operadores pseudo-diferenciales

sobre Rn y variedades.
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En el apéndice C (basado en el trabajo de Thomas/Wassell) se muestra la as-
intótica de las derivadas del núcleo integral. Dichas asintóticas son utilizadas para
poder dar una prueba rigurosa del teorema tipo Egorov mencionado en el capítulo
cuatro.
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1
Transformada de Bargmann.

En este capítulo se desarrollarán las herramientas necesarias para poder de�nir
la transformada de Bargmann en L2(Rn). Se discutirán las nociones básicas de
núcleo reproductor y relaciones canónicas de conmutación.

Además se introduce el espacio de Bargmann BCn , y un operador unitario, lla-
mado transformada de Bargmann, y denotado por BRn . Este operador tiene como
dominio L2(Rn) y toma valores en BCn .

1.1 Preliminares.

Antes de introducir el espacio de Bargmann, mencionaremos algunos teoremas
conocidos que utilizaremos frecuentemente.

El contenido de esta sección (excepto el teorema 1.9) se tomó del artículo de
Brian Hall [9]. De dicha referencia se sigue la presentación y enunciado de los
teoremas. El teorema 1.9 aparece en el artículo de Bargmann [3]. Aquí solo se van
a presentar discuciones de las ideas matemáticas principales de las demostraciones.
Para más detalles ver [9].

1.1.1 Espacio de funciones holomorfas.

Sea U un conjunto abierto no vacío de Cn y α una función continua, estricta-
mente positiva sobre U .

De�nición 1.1 Una función f : U → C es holomorfa si es continua y analítica
en cada variable con las otras variables �jas. Esto es, si f satisface

∂f

∂zj
(z) = 0 para 1 ≤ j ≤ n, z ∈ U .

1



2 Transformada de Bargmann.

Una función entera f se puede expresar como una serie de potencias

f(z) =
∑
k∈Zn+

akz
k (1.1)

donde zk = zk11 . . . zknn y Z+ es el conjunto de enteros no negativos. Dicha serie
converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto de Cn.

Denotemos por H(U) al espacio de funciones holomorfas sobre U . Sea L2(U,α)
el espacio de Hilbert con producto interior

〈f, g〉L2(U,α) =

∫
U
f(z)g(z)α(z)dzdz

de funciones de valores complejos de cuadrado integrable respecto al peso α, donde
dzdz es la medida de Lebesgue 2n-dimensional sobre Cn ' R2n.

De�nición 1.2 Sea HL2(U,α) el espacio de funciones holomorfas de cuadrado in-
tegrable respecto al peso α, es decir

HL2(U,α) =

{
f ∈ H(U) |

∫
U
|f(z)|2α(z)dzdz <∞

}
.

Teorema 1.3 1. Para toda z ∈ U , existe una constante cz tal que

|F (z)|2 ≤ cz‖F‖2L2(U,α)

para toda F ∈ HL2(U,α).

2. HL2(U,α) es un subespacio cerrado de L2(U,α). Así es un espacio de Hilbert.

Demostración.

1. Sea z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, y F ∈ HL2(U,α). De�namos Ps(z) por

Ps(z) = {v ∈ Cn : |vk − zk| < s, k = 1, . . . , n}. (1.2)

Si z ∈ U , escojamos a s tal que Ps(z) ⊂ U . Ahora aseveramos que

F (z) = (πs2)−n
∫
Ps(z)

F (w)dwdw. (1.3)

La igualdad anterior se prueba primero para n = 1. Para ello se hace uso de
la expansión en serie de Taylor de F centrada en z, y el hecho de que dicha serie
converge uniformemente a F en cualquier compacto, en especial Ps(z). Para probar
el caso n > 1 simplemente se integra una variable a la vez y se utiliza lo demostrado
cuando n = 1.



1.1 Preliminares. 3

Sea χPs(z) la función característica de Ps(z). Entonces de (1.3)

F (z) = (πs2)−n
∫
U
χPs(z)

1

α(w)
F (w)α(w)dwdw .

Expresando el lado derecho de la última igualdad como un producto interno
en L2(U,α) y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se prueba 1, con cz =
(πs2)−2n‖χPs(z)/α‖2L2(U,α).

2. Sea z ∈ U , por el punto 1 existe una vecindad V = Ps(z) de z y una
constante cz tal que

|F (z)|2 ≤ cz‖F‖2L2(U,α) ∀ F ∈ HL2(U,α) .

Sea w ∈ V , tomemos s′ tal que Ps′(w) ⊂ Ps(z) ⊂ U . Como |χPs′ (z)/α| ≤ |χPs(z)/α|
entonces cw ≤ cz. De aquí que

|F (w)|2 ≤ cw‖F‖2L2(U,α) ≤ cz‖F‖
2
L2(U,α) ,

∀ F ∈ HL2(U,α) ,

∀ w ∈ V .
(1.4)

Para mostrar que HL2(U,α) es cerrado, sea {Fm} ⊂ HL2(U,α), y F ∈ L2(U,α)
tal que Fm → F en L2(U,α). Nótese que {Fm} es una sucesión de Cauchy en
L2(U,α). Por (1.4) se puede probar que {Fm} converge uniformemente de manera
local a alguna función, la cual debe ser F (si el límite en norma y el límite puntual
existen entonces estos deben ser iguales).

Dado que el límite uniforme localmente de funciones analíticas es analítica, se
tiene que F ∈ HL2(U,α). Por lo cual HL2(U,α) es cerrado.

�

Observación 1.4 Sea z ∈ U . Por el punto 1 del teorema 1.3 el funcional de
evaluación ϕz : HL2(U,α)→ Cn de�nido por ϕz(F ) = F (z) es continuo.

Al igual que en el punto 1, podemos acotar
∣∣∣ ∂
∂zk

F
∣∣∣, para F ∈ HL2(U,α).

Teorema 1.5 Para F ∈ HL2(U,α) se tiene∣∣∣∣ ∂∂zkF
∣∣∣∣ ≤ ‖F‖2(|z|2 + 1)e |z|

2
.

Demostración.

Sea m ∈ Zn+. Consideremos la notación m
[`]
[±k] = m± `êk, donde êk ∈ Zn+ cuyas

entradas son cero excepto la k-ésima que es igual a uno.
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Expresemos a F en su serie potencias (ver ecuación (1.1)). Entonces por la
desigualdad de Cauchy-Schwartz

∣∣∣∣ ∂∂zkF
∣∣∣∣ ≤

 ∑
m∈Zn+

|am|2
 ∑

m∈Zn+

m2
k|z|

2m
[1]
[−k]

m!


= ‖F‖2

∑
m∈Zn+

 1

(m
[2]
[−k])!

+
1

(m
[1]
[−k])!

 |z|2m[1]
[−k]

= ‖F‖2(|z|2 + 1) exp(|z|2) . �

Teorema 1.6 (Núcleo reproductor) Sea HL2(U,α) como arriba. Existe una
función K(z,w), z,w ∈ U , que tiene las siguientes propiedades:

1. K(z,w) es holomorfa en z, anti-holomorfa en w y satisface

K(z,w) = K(w, z).

2. Para cada z ∈ U , K(z,w) es de cuadrado integrable en α(w)dwdw, y

f(z) =

∫
U
K(z,w)f(w)α(w)dwdw , ∀ f ∈ HL2(U,α)

3. Sea P : L2(U,α)→ HL2(U,α) la proyección ortogonal, entonces

Pf(z) =

∫
U
K(z,w)f(w)α(w)dwdw , ∀f ∈ L2(U,α)

4. Para toda z,u ∈ U∫
U
K(z,w)K(w,u)α(w)dwdw = K(z,u).

5. Para toda z ∈ U y f ∈ HL2(U,α)

|f(z)|2 ≤ K(z, z)‖f‖2

y la constante K(z, z) es óptima en el sentido de que para cada z ∈ U existe
fz ∈ HL2(U,α) no nula para la cual la igualdad se cumple.

6. Dada z ∈ U , si βz(·) ∈ HL2(U,α) satisface

f(z) =

∫
U
βz(w)f(w)α(w)dwdw

para toda f ∈ HL2(U,α), entonces βz(w) = K(z,w).
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Demostración.

Sea z ∈ U , y ϕz : HL2(U,α)→ C de�nido por ϕz(f) = f(z). Por la observación
1.4 y el teorema de representación de Riesz, existe φz ∈ HL2(U,α) tal que

f(z) = ϕz(f) = 〈f, φz〉L2(U,α) =

∫
U
f(w)φz(w)α(w)dwdw .

De�namos K(z,w) = φz(w). No es difícil mostrar que esta función cumple los
seis puntos deseados.

�

De�nición 1.7 A la función K(z,w) mostrada en el teorema anterior se le llama
núcleo reproductor.

El núcleo reproductor nos sirve para poder tener información acerca del espacio
de funciones holomorfas. El siguiente resultado nos da una manera de como calcular
éste.

Teorema 1.8 Sea {ej} base ortonormal de HL2(U,α). Para toda z,w ∈ U∑
j

|ej(z)ej(w)| <∞ , y K(z,w) =
∑
j

ej(z)ej(w) .

Demostración.

Sean z,w ∈ U . Mostremos que
∑

j ej(z)ej(w) satisface los puntos 1 y 2 del
teorema 1.6. Así por el punto 6 del mismo teorema tendríamos el resultado.

Del teorema de Parseval y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que∑
j

|〈f, ej〉〈ej , g〉| ≤ ‖f‖ ‖g‖, ∀ f, g ∈ HL2(U,α). (1.5)

Sean φz = K(z, ·), f = φw, g = φz. Del punto 2 del teorema 1.6 y (1.5) se tiene∑
j

∣∣∣ej(z)ej(w)
∣∣∣ ≤ ‖φz‖ ‖φw‖ <∞ .

De aquí que la suma es absolutamente convergente para cada z y w. Además∑
j

‖ej(z)ej(w)‖2L2(U,α(w)) =
∑
j

|〈ej , φz〉|2 = ‖φz‖2 <∞ .

Por lo cual la serie es L2 convergente como función de w con z �jo. Luego es
anti holomorfa como función de w para cada z �jo. De manera análoga, la suma
es holomorfa como función de z para cada w �ja. Por lo cual la suma satisface el
punto 1 del teorema 1.6.

Por otro lado, sea f ∈ HL2(U,α). Utilizando el hecho que f es la suma de
las proyecciones sobre los elementos de la base ortonormal {ej}, y que la suma
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∑
j ej(z)ej(w) converge en L2, se muestra que

f(z) =
∑
j

〈ej , φz〉〈f, ej〉 =

∫
U

∑
j

ej(z)ej(w)

 f(w)α(w)dwdw .

�
Para �nalizar esta sección enunciaremos un resultado que se necesitará más

adelante para demostrar que la transformada de Bargmann con dominio los espacios
L2(Rn) y L2(Sn), n ≥ 2, se encuentra bien de�nida.

Teorema 1.9 Sea S =
∑∞

k=1 bk, con bk real no negativo, y consideremos γki , i =
1, 2, . . . tales que

0 ≤ γki ≤ 1 , y lim
i→∞

γki = 1 .

Sean Si =
∑∞

k=1 γkibk. Entonces S converge si y sólo si los Si están uniformemente
acotados, y en ese caso S = lim

i→∞
Si.

Demostración.

⇒) Como γkibk ≤ bk para toda i y k, entonces Si ≤ S.
⇐) Sea N ∈ Z+ y M una constante tal que Si ≤M para toda i. Entonces

lim
i→∞

N∑
k=1

bk ≤ lim
i→∞

( ∞∑
k=1

γkibk +

N∑
k=1

(1− γki)bk

)
≤M .

De aquí que S = limN→∞
∑N

k=1 bk es convergente. Por otro lado como γkibk ≤ bk
y {bk} ⊂ L1(N), del teorema de convergencia dominada se tiene

lim
i→∞

Si = lim
i→∞

∞∑
k=1

γkibk = S . �

1.2 Relaciones canónias de conmutación.

Consideremos el espacio de Hilbert L2(R, dx), y los dos operadores lineales sobre
este, denotados por X, P y de�nidos por

Xf(x) = xf(x) , Pf(x) = −ı~df

dx
.

Aquí ~ es la constante de Planck. Nótese que X y P no están de�nidos sobre
todo L2(R,dx), dado que las funciones L2 no necesariamente son diferenciables, y
que xf(x) puede no estar en L2 aún cuando f lo esté.

Propiamente hablando X y P están de�nidos sobre cierto dominio, el cual es
denso en L2. Es posible hacer un estudio en detalle de los dominios adecuados
de X, P tales que resulten ser autoadjuntos sobre L2(R, dx). Sin embargo no
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nos involucraremos en cuestiones de dominios ya que solamente daremos las ideas
básicas.

Calculando el conmutador de X con P obtenemos

[X,P ] = ı~I

donde I es el operador identidad. La relación anterior es llamada la relación

canónica de conmutación (RCC). El operador X es llamado el operador de

posición y el operador P es llamado el operador de momento.
Los operadores de posición y de momento en L2(Rn, dx), Xk y Pk, k = 1, . . . , n

son de�nidos por

Xkf(x) = xkf(x) , Pkf(x) = −ı~ ∂f
∂xk

,

donde x = (x1, x2, . . . , xn). Las relaciones canónicas de conmutación en n dimen-
siones son

[Xk, Xl] = 0 , [Pk, Pl] = 0 , [Xk, Pl] = ı~δk,lI

donde δk,l es la delta de Kronecker.
Es conveniente re-escribir las RCC en términos de los llamados operadores de

aniquilación y creación de�nidos por

ak =
Xk + ıPk√

2
, a†k =

Xk − ıPk√
2

. (1.6)

Dado que Xk y Pk son autoadjuntos, a†k es el adjunto de ak. Se puede probar
que [ak, al] = 0 y [ak, a

†
l ] = ~δk,lI. Así las RCC toman la forma

[ak, al] = 0 , [a†k, a
†
l ] = 0 , [ak, a

†
l ] = ~δk,lI .

El caracter fundamental de las RCC está respaldado por el teorema de Stone
von Neuman, el cual establece la equivalencia entre diferentes representaciones ir-
reducibles de dichas relaciones.

Teorema 1.10 (Stone von Neumann) Sea H̃ un espacio de Hilbert, b1, . . . , bn
operadores no necesariamente acotados sobre H̃, y b†1, . . . , b

†
n los adjuntos de los

bk
′s. Supongamos que

1. (RCC) Para todo k, l, [b†k, b
†
l ] = 0, [bk, b

†
l ] = ~δk,lI, y

2. (Irreducibilidad) Si V es un subespacio cerrado de H̃ invariante bajo todos los

bk
′s y b†k

′
s, debe de ocurrir que V = {0} o V = H̃.

Entonces existe un operador unitario, U : H̃ → L2(Rn,dx) tales que

UbkU
−1 = ak , y Ub†kU

−1 = a†k . (1.7)
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Donde ak, a
†
k están de�nidos en (1.6).

Hay que hacer notar que la presentación 1.10 del teorema de Stone von Neumann
(usualmente utilizada en física) no es totalmente rigurosa al ignorar cuestiones de
dominios de operadores (ver ejemplo 2 del capítulo VIII.5 de [24] para un contrae-
jemplo). Sin embargo no mencionaremos la versión rigurosa de este teorema, ya
que solo lo mencionamos para mostrar la idea de porque existe la transformada de
Bagmann en L2(Rn).

1.3 Espacio de Bargmann, BCn.

Consideremos ahora el caso de las RCC cuando n = 1. Consideremos los oper-
adores Z y ~d/dz de�nidos sobre el espacio H(C), donde Z denota multiplicación
por z. En 1928 Fock observó que [

~
d

dz
,Z

]
= ~I.

Así ~d/dz y Z cumplen las mismas relaciones que la de los operadores de creación
y aniquilación (ver (1.6) para de�nición de estos operadores).

Sin embargo para que los operadores Z y d/dz constituyan una representación
de las RCC se requiere de un espacio de Hilbert H en donde estos operadores sean
el adjunto uno del otro. En esta sección de�niremos tal espacio, incluyendo la
constante de Planck ~, el cual fue introducido por Bargmann [3] en 1961, cuando
~ = 1. A dicho espacio lo llamaremos espacio de Bargmann y lo denotaremos por
BCn .

El material de esta sección sigue la presentación de B. Hall [9], excepto la proposi-
ción 1.15 y el criterio 1.18, los cuales fueron tomados de [3].

Para z = (z1, z2, . . . , zn), w = (w1, w2, . . . , wn) en Cn, escribiremos z =
(z1, z2, . . . , zn) donde zj es el conjugado usual en C, |z|2 = |z1|2 + |z2|2 + . . .+ |zn|2
y z · w = z1w1 + z2w2 + . . . + znwn. Para k = (k1, k2, . . . kn) en Zn+ (donde
Z+ denota el conjunto de enteros no negativos) escribiremos k! = k1!k2! . . . kn!,
|k| = k1 + k2 + . . .+ kn y zk = zk11 zk22 . . . zknn .

De�nición 1.11 El espacio de Bargmann, BCn, es el espacio de funciones holo-
morfas HL2(Cn, v~n), donde v~n(z) = (~π)−ne−|z|

2/~. Esto es,

BCn =

{
f ∈ H(Cn)|

∫
Cn
|f(z)|2dv~n(z) <∞

}
con dv~n(z) = v~n(z)dzdz = (~π)−ne−|z|

2/~dzdz.

Por el teorema 1.3 el espacio de Bargmann BCn es un espacio de Hilbert con
producto interno

〈f, g〉BCn =

∫
Cn
g(z)f(z)dv~n(z), f, g ∈ BCn .
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Comentario 1.12 Bargmann encontró la función real positiva v~n (con ~ = 1) re-
quiriendo que los operadores Zk (multiplicación por zk) y ∂/∂zk son el adjunto uno
del otro. Es decir

〈Zkf, g〉HL2(Cn,v~n) =

〈
f,

∂g

∂zk

〉
HL2(Cn,v~n)

, f, g ∈ HL2(Cn, v~n) .

Lo cual sugiere que v~n debe de cumplir ∂v~n
∂zk

= −zkv~n, cuya solución (normalizada)

es v~n(z) = (π~)−ne −|z|
2/~.

Calculemos el núcleo reproductor de BCn usando el teorema 1.8. Para ello nece-
sitamos una base ortonormal de dicho espacio. Asi tenemos el siguiente

Lema 1.13

{
e~k(z) =

zk√
~|k|k!

}
k∈Zn+

es base ortonormal de BCn.

Demostración.

Consideremos la función

gσ(z) = z`zmχB(0,σ)(z) m, ` ∈ Zn+ .

Entonces gσ(z) → z`zm de manera puntual, si σ → ∞. Además |gσ(z)| ≤
|z`zm| . Como z` y zm están en L2(Cn, v~n), por la desigualdad de Hölder se tiene
que z`zm ∈ L1(Cn, v~n). Luego por el teorema de convergencia dominada

lim
σ→∞

∫
Cn
gσ(z)dv~n(z) =

∫
Cn

lim
σ→∞

gσ(z)dv~n(z) . (1.8)

Realizemos la prueba en dos pasos
Paso 1. Mostremos que {e~k} es ortonormal. Sean m, ` ∈ Zn+. Usando (1.8) y

coordenadas polares tenemos

〈
e~m, e

~
`

〉
BCn

=
(~π)−n√

~|`|+|m|`!m!
lim
σ→∞

n∏
j=1

σ∫
0

r
`j+mj+1
j

e
r2j /~

2π∫
0

e
ı(mj−`j)θjdθjdrj

=
δ`,m
m!

n∏
j=1

lim
σ→∞

∫ σ

0

2rj
~

(
r2
j

~

)mj
e
−r2j /~drj

=
δ`,m
m!

n∏
j=1

mj ! lim
σ→∞

(−e −u)
∣∣∣σ2/~

0
= δ`,m ,

donde se ha utilizado el cambio de variable u = r2
j/~.

Paso 2. Probemos que {e~k}k∈Zn+ es un conjunto completo. Para ello supong-
amos que para alguna f ∈ BCn se tiene 〈e~k, f〉BCn = 0 para toda k ∈ Zn+, entonces
queremos mostrar que f = 0. Por un argumento similar al dado al principio de la
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demostración 〈
f, e~k

〉
BCn

=
1√

~|k|k!
lim
σ→∞

∫
B(0,σ)

zkf(z)dv~n(z) .

Expresemos a f en su serie de potencias, ver ecuación (1.1). Como dicha serie
converge uniformemente en B(0, σ), podemos intercambiar la suma con la integral
obteniendo〈

f, e~k

〉
BCn

= lim
σ→∞

∑
m∈Zn+

am√
~|k|k!

∫
B(0,σ)

zkzmdv~n(z) = ak
√

~|k|k! , (1.9)

donde se utilizó que {e~k} es ortonormal. De aquí que ak
√
~|k|k! = 0 para toda

k ∈ Zn+, lo cual implica que f = 0.
�

Teorema 1.14 Para n ≥ 1, el núcleo reproductor del espacio BCn es

Kn(z,w) = e
z·w/~ .

En particular se obtiene, para cada F ∈ BCn, la cota puntual

|F (z)|2 ≤ e
|z|2/~||F ||2, ∀z ∈ Cn . (1.10)

Demostración.

Sean z,w ∈ Cn. Del lema 1.13 {e~k} es una base ortonormal de BCn . Entonces
por el teorema 1.8

Kn(z,w) =

∞∑
|k|=0

e~k(z)e~k(w) =

∞∑
s=0

1

s!~s
∑
|k|=s

s!

k!
zkwk =

∞∑
s=0

1

s!

(z ·w
~

)s
.

�

Como habíamos mencionado anteriormente, para que los operadores Zk y Rk =
~∂/∂zk constituyan una representación de las RCC se necesita un espacio de Hilbert
en donde sean el adjunto uno del otro. Aseveramos que dicho espacio es BCn , lo
cual se muestra en la siguiente

Proposición 1.15 Sean Zk y Rk, k = 1, . . . , n, los operadores de multiplicación
por zk y ~∂/∂zk, respectivamente, de�nidos sobre BCn. Entonces

1. Zk y Rk son operadores cerrados.

2. Los dominios D(Zk) y D(Rk) coinciden, donde

D(Bk) = {g ∈ BCn | Bkg ∈ BCn} , con Bk = Zk,Rk .
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3. Z†k = Rk y R†k = Zk.

Demostración.

Sea m ∈ Zn+, y consideremos la notación m[±k] = m± êk, donde êk ∈ Zn+ cuyas
entradas son cero excepto la k-ésima que es igual a uno.

1. Sea {fj} ⊂ BCn que converge a g en norma. Consideremos la sucesión {zkfj}
que converge a una función h. Por (1.10) no es difícil ver que convergencia en
norma implica convergencia puntual, así h(z) = zkg(z). Por lo cual Zk es cerrado.
De manera análoga, utilizando el teorema 1.5 se muestra que Rk es cerrado.

2. Sea F ∈ BCn . Dado que {e~k} es una base de BCn , consideremos a F de la
forma

F (z) =
∑

m∈Zn+

cme~m(z) , entonces ‖F‖2 =
∑

m∈Zn+

|cm|2 .

Luego

‖zkF‖2 = ~
∑

m∈Zn+

|cm|2(mk + 1) =

∥∥∥∥~ ∂F∂zk
∥∥∥∥2

+ ‖F‖2 .

Así ambos lados de esta ecuación son in�nitos o �nitos. Por lo que los dominios de
Zk y Rk coinciden.

3. Sea D(Z†k) = {g ∈ BCn | ∃! hg tal que 〈Zkf, g〉 = 〈f, hg〉 ∀f ∈ D(Zk)} y
g ∈ D(Z†k). Nótese que para

g =
∑

m∈Zn+

ame~m , hg =
∑

m∈Zn+

bme~m , f =
∑

m∈Zn+

cme~m

se tiene∑
m∈Zn+

cmbm = 〈f, hg〉BCn = 〈zkf, g〉BCn =
∑

m∈Zn+

√
~(mk + 1)cmam[+k]

.

Si f =
∑

m∈Zn+
e~m, entonces bm =

√
~(mk + 1)am[+k]

. Por otro lado

Rkg = ~
∑

m∈Zn+

am
mk√
~mk

e~m[−k]
=
∑

m∈Zn+

√
~(mk + 1)am[+k]

e~m = hg .

Por lo que Z†k ⊂ Rk. Por otro lado sean f ∈ D(Zk) y g ∈ D(Rk), Por lo anterior se

tiene que 〈zkf, g〉 =
〈
f, ∂g∂zk

〉
. Es decir g ∈ D(Z†k), con hg = ∂g

∂zk
.

�
Para �nalizar esta sección vamos a mostrar un criterio, dado por Bargmann

[3], que nos permite decir cuando una función F holomorfa está en BCn . Mas
adelante utilizaremos dicho criterio para mostrar que la transformada de Bargmann
se encuentra bien de�nida.



12 Transformada de Bargmann.

De�nición 1.16 Sea F ∈ H(Cn). Para 0 < λ < 1 de�namos

Fλ(z) = F (λz).

Observación 1.17 Si F ∈ BCn, entonces Fλ es holomorfa. Además por el teorema
1.14, Fλ ∈ L2(Cn, vn) para 0 < λ < 1 porque

|Fλ(z)|2 ≤ ||F ||2L2(Cn,v~n)e
λ2|z|2/~ .

De aquí que Fλ ∈ BCn para 0 < λ < 1.

Criterio 1.18 Sea F ∈ H(Cn). Entonces

F ∈ BCn ⇔ Fλ ∈ BCn y existe M tal que ||Fλ|| ≤M ∀ 0 < λ < 1.

En este caso Fλ converge a F en el espacio BCn cuando λ→ 1.

Demostración.

Supongamos que F ∈ BCn , por la observación 1.17, Fλ ∈ BCn . Dado que {e~k}
es una base de BCn , consideremos a F de la forma

F (z) =
∑

m∈Zn+

cme~m(z) , entonces Fλ(z) =
∑

m∈Zn+

cmλ
|m|e~m(z) . (1.11)

Luego por la identidad de Parseval y (1.11)

||Fλ||2 =
∑

m∈Zn+

|〈e~m, Fλ〉BCn |
2 =

∑
m∈Zn+

|cm|2λ2|m| ≤
∑

m∈Zn+

|cm|2 = ||F ||2.

Demostremos ahora la otra dirección. Dado que F es analítica

F (z) =
∑

m∈Zn+

amzm.

Por la identidad de Perseval y (1.9), la norma de F en BCn tiene la siguiente expre-
sión

||F ||2 =
∑

m∈Zn+

|am|2~|m|m!.

Probemos que la suma anterior es convergente. Por hipótesis ||Fλ||2 están acotadas
uniformemente para 0 < λ < 1. Consideremos la sucesión {λi} tal que 0 < λi < 1
y λi → 1 cuando i→∞. Sea

Si = ||Fλi ||
2 =

∑
m∈Zn+

|am|2λ2|m|
i ~|m|m!.

Por el teorema 1.9, {Si} converge a
∑

m∈Zn+
|am|2~|m|m! = ||F ||2. Por lo que
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‖F‖2 <∞. Además por la identidad de Parseval

||F − Fλ||2 =
∑

m∈Zn+

|〈e~m, (F − Fλ)〉BCn |
2 =

∑
m∈Zn+

|am|2(1− λ|m|)2 .

Dado que |am|2(1−λ|m|)2 ≤ |am|2 y
∑

m∈Zn+
|am|2 es �nita, entonces obtenemos

utilizando el teorema de convergencia dominada

lim
λ→1
||F − Fλ||2 =

∑
m∈Zn+

lim
λ→1
|am|2(1− λ|m|)2 = 0.

�

1.4 La Transformada de Bargmann, BRn.

En la proposición 1.15 se muestra que los operadores Zk (multiplicación por zk)
y Rk = ~∂/∂zk, k = 1, . . . , n, cumplen las RCC y además que

(Zk)
† = ~

∂

∂zk
en el espacio de Bargmann BCn .

Si asumimos la irreducibilidad de BCn , por el teorema del Stone-von Neumann
(teorema 1.10) existe un operador unitario BRn : L2(Rn) → BCn (llamado trans-
formada de Bargmann) que envía el operador de creación y aniquilación (1.6) en
el operador Zk y Rk, respectivamente.

En esta sección daremos la de�nición de la transformada de Bargmann, in-
cluyendo la constante de Planck. La de�nición de dicha transformada fue intro-
ducida por Bargmann en [3] con ~ = 1. Probaremos su unitaridad y se darán dos
versiones de su transformada inversa, una de las cuales sólo es presentada en [3].

De�nición 1.19 Para z ∈ Cn y x ∈ Rn, de�namos

An(x, z) = (~π)−n/4e −
1
2~ (z2+x2−2

√
2z·x) (1.12)

donde z2 = z2
1 + . . .+ z2

n, x
2 = x2

1 + . . .+ x2
n, z · x = z1x1 + . . .+ znxn.

Lema 1.20 Para z,w ∈ Cn, An(·, z) ∈ L2(Rn) con ‖An(·, z)‖2 = e
|z|2/~. Más aún〈

An(·, z), An(·,w)
〉
L2(Rn)

= e
1
~z·w .

Demostración.

Sean z,w ∈ Cn y Pr(z) de�nido en (1.2). De la expresión de An(x, z) tenemos

An(x, z)An(x,w) =
1

(π~)n/2
e

z·w/~
e
−(x− 1√

2
(z+w))2/~
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luego ∫
Rn
An(x, z)An(x,w)dx =

e
z·w/~

(~π)n/2
lim
r→∞

∫
Pr(0)

e
−(x− 1√

2
(z+w))2/~

dx

=
e

z·w/~

(~π)n/2

n∏
j=1

lim
r→∞

∫ r

−r
e
−u2/~du

= e
z·w/~.

Si z = w, entonces ‖An(·, z)‖2 = e

|z|2
~ . De aquí que An(·, z) ∈ L2(Rn).

�

De�nición 1.21 La transformada de Bargmann BRn : L2(Rn) → BCn es
de�nida por

BRnψ(z) =

∫
Rn
An(x, z)ψ(x)dx , ψ ∈ L2(Rn) , z ∈ Cn .

La función An(x, z) es llamada núcleo integral del operador integral BRn.

El operador BRn esta bien de�nido ya que ψ ∈ L2(Rn) y por el lema 1.20
An(·, z) ∈ L2(Rn) para toda z ∈ Cn. Luego utilizando la desigualdad de Hölder
obtenemos que An(·, z)ψ ∈ L1(Rn).

Comentario 1.22 Bargmann propuso la transformación BRn, con ~ = 1, como un
operador integral cuyo núcleo integral es An(x, z). Para obtener la expresión dada
en la de�nición 1.19 de An(x, z) utilizó que BRn debe de cumplir (1.7), es decir

BRn
∂

∂zk
(BRn)−1 = ak , BRn Zk (BRn)−1 = a†k

donde ak, a
†
k están de�nidos en (1.6).

Teorema 1.23 BRn es un operador unitario de L2(Rn) sobre BCn.

Demostración.

La prueba se realizará en cuatro pasos.

1. BRnψ es analítica para toda ψ ∈ L2(Rn).

2. BRnψ ∈ BCn y ‖BRnψ‖L2(Cn,v~n) = ‖ψ‖L2(Rn) para toda ψ ∈ L2(Rn) continua
de soporte compacto.

3. BRnψ ∈ L2(Cn, v~n) para toda ψ ∈ L2(Rn) y BRn es una isometría.

4. BRn es unitario.
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Paso 1. BRnψ es analítica para toda ψ ∈ L2(Rn).
Sea ψ ∈ L2(Rn). Para probar la analiticidad de BRnψ vamos a utilizar el

teorema de Morera, para el cual vamos a utilizar los siguientes comentarios

(a) Sea γ = (γ1, . . . , γn), donde γj es una curva planar cerrada en C. Utilizando
la desigualdad de Hölder y el lema 1.20 se puede probar que An(x, z)ψ(x) ∈
L1(Rn × γ).

(b) Sean {zm}, z0 en Cn con zm → z0, y g(s) = e
− 1

2~ ((z0+s)2−2
√

2(z0+s)·x). Por la
fórmula integral de Cauchy

g(s) =
1

2πı

∮
γ

g(y)

y − s
dy , (1.13)

donde γ es cualquier curva cerrada. Como {zm} converge a z0, sea N ∈ N tal
que para m ≥ N , |s| = |zm − z0| ≤ 1/2. Entonces de (1.13) con γ la curva
cerrada en el origen de radio uno se tiene

e
−x2

2~

∣∣∣e − 1
2~ (z2m−2

√
2zm·x) − e

− 1
2~ (z20−2

√
2z0·x)

∣∣∣
≤ e

−x2

2~

2π

∮
γ
|g(y)| |s|

|y − s||y|
d|y|

≤ e
−x2

2~ max
y∈γ
{|g(y)|} ∈ L1(Rn),

esto último es porque |y| = 1 y |y − s| ≥ 1/2.

Probemos primero que BRnψ es continua. Sean {zm} y z0 en Cn tal que zm →
z0. Por (b) y el hecho de que la función exponencial es continua se tiene

lim
m→∞

|BRnψ(zm)−BRnψ(z0)|

≤
∫
Rn

|ψ(x)| e
−x2

2~

(~π)
n
4

lim
m→∞

∣∣∣e − 1
2~ (z2m−2

√
2zm·x) − e

− 1
2~ (z20−2

√
2z0·x)

∣∣∣ dx = 0.

Por lo cual BRnψ es continua. Además por (a) podemos aplicar Fubini en la
siguiente integral

∫
γ
BRnψ(z)dzdz =

∫
γ

∫
Rn
An(x, z)ψ(x)dxdzdz

= (~π)−n/4
∫
Rn

e
−x2/2~ψ(x)

∫
γ
e
− 1

2~ (z2−2
√

2z·x)dzdzdx .

Como la última exponencial es una gausseana, y es analítica, por el teorema de
Cauchy dicha integral es cero. Aplicando el teorema de Morera tenemos BRnψ es
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analítica.

Paso 2. BRnψ ∈ BCn y ‖BRnψ‖L2(Cn,v~n) = ‖ψ‖L2(Rn) para toda ψ ∈ L2(Rn)
continua de soporte compacto.

Sea 0 < λ < 1 y z ∈ Cn. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz y el lema 1.20∫
Rn

∫
Rn

∣∣An(x, λz)ψ(x)An(y, λz)ψ(y)
∣∣dxdy

≤ ||An(·, λz)||2L2(Rn)||ψ||
2
L2(Rn)

= e
λ2|z|2/~||ψ||2L2(Rn) <∞ . (1.14)

Además de (1.14)∫
Cn

∫
R2n

∣∣∣An(x, λz)ψ(x)An(y, λz)ψ(y)
∣∣∣ dxdydv~n(z)

≤ (~π)−n||ψ||2L2(Rn)

∫
Cn

e
λ2|z|2/~

e
−|z|2/~dzdz <∞ (1.15)

ya que λ < 1.

Sea ψ ∈ L2(Rn). Por el paso 1, BRnψ ∈ H(Cn). Sea (BRnψ)λ como en la
de�nición 1.16. Utilicemos el criterio 1.18 para probar que BRnψ ∈ BCn . Para ello
encontremos una cota uniforme para ||(BRnψ)λ||L2(Cn,v~n). De (1.14), (1.15) y el
teorema de Fubini se puede mostrar que∫

Cn
(BRnψ)λ(z)(BRnψ)λ(z)dv~n(z)

=

∫
R2n

ψ(x)ψ(y)

∫
Cn
An(x, λz)An(y, λz)dv~n(z)dxdy.

Supongamos que ψ es una función continua de soporte compacto, ésto es: ψ = 0
fuera de la esfera Br centrada en el origen y de radio r. Nótese que si integramos en
x, y sobre Br, entonces la integral anterior es absolutamente convergente, lo cual
se demuestra de manera análoga a (1.14).

Por otro lado, para x,y ∈ Rn se tiene∫
Cn
An(x, λz)An(y, λz)dv~n(z)

=
[
~π(1− λ4)

]−n/2
e
− 1

4~

[
1−λ2
1+λ2

(x+y)2]+ 1+λ2

1−λ2 (x−y)2
]

=: σn(λ2,x,y).

de aquí que∫
Cn

(BRnψ)λ(z)(BRnψ)λ(z)dv~n(z) =

∫
R2n

ψ(x)ψ(y)σn(λ2,x,y)dxdy .
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Realizemos el cambio de variable

ε =

(
1− λ2

1 + λ2

)1/2

, s =
1

2
(x + y), t =

1

2
(x− y)

nótese que ε→ 0 cuando λ→ 1. Luego

σn(λ2,x,y) = (1 + ε2)ne−ε
2s2/~[2ε(~π)1/2]−ne −t

2/ε2~.

Dado que y = s− t, x = s + t, y como la convergencia es absoluta en Br, el rango
de s, t es Br. Por lo cual∫

Cn
(BRnψ)λ(z)(BRnψ)λ(z)dv~n(z)

= (1 + ε2)n
∫
|s|≤r

e−ε
2s2/~[ε(~π)1/2]−n

∫
|t|≤r

e
−t2/ε2~ψ(s + t)ψ(s− t)dtds

= (1 + ε2)n
∫
Br

e−ε
2s2/~Nε(s)ds (1.16)

donde utilizamos el cambio de variable t′ = t/ε, y

Nε(s) = (~π)−n/2
∫

e
−(t′)2/~ψ(s + εt′)ψ(s− εt′)dt′.

Dado que
∣∣∣e −(t′)2/~ψ(s + εt′)ψ(s− εt′)

∣∣∣ ≤ e
−(t′)2/~||ψ||2∞, entonces

lim
ε→0

Nε(s) = (~π)−n/2
∫

e
−(t′)2/~|ψ(s)|2dt′ = |ψ(s)|2 . (1.17)

Con esto se demuestra que Nε(s) converge uniformemente a |ψ(s)|2 cuando ε → 0.
Por lo cual de (1.16) y (1.17)

lim
λ→1

∫
Cn

(BRnψ)λ(z)(BRnψ)λ(z)dvn(z) =

∫
Br

|ψ(s)|2ds =

∫
Rn
|ψ(s)|2ds.

De aquí que las normas ||(BRnψ)λ||L2(Cn,v~n) están acotadas uniformemente. Por lo
tanto por el criterio 1.18, BRnψ ∈ BCn y además

||BRnψ||2L2(Cn,v~n) = lim
λ→1
||(BRnψ)λ||L2(Cn,v~n) = ||ψ||2L2(Rn). (1.18)

Así BRn es una isometría sobre las funciones continuas de soporte compacto en
Rn.

Paso 3. BRnψ pertenece a L2(Cn, v~n) para ψ ∈ L2(Rn) y BRn es una

isometría.

Sea ψ0 ∈ L2(Rn). Dado que el conjunto de funciones continuas con soporte
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compacto es denso en L2(Rn), sea {ψj} sucesión de estas funciones que convergen
a ψ0 en norma.

Sea f0 = BRnψ0 y fj = BRnψj . Por (1.18), la sucesión {fj} es de Cauchy en
BCn . Entonces existe g ∈ BCn tal que fj → g en norma. Sea z ∈ Cn, por (1.10) se
tiene que

|BRnψ0(z)− g(z)| ≤ |f0(z)− fj(z)|+ |fj(z)− g(z)|

≤ e
1
2~ |z|

2 [‖ψ0 − ψj‖L2(Rn) + ‖fj − g‖BCn
]
.

Lo cual implica que BRnψ0(z) = g(z) para toda z ∈ Cn. Además de (1.18)

||BRnψ0||L2(Cn,v~n) = lim
j→∞

||BRnψj ||L2(Cn,v~n)

= lim
j→∞

||ψj ||L2(Rn) = ||ψ0||L2(Rn).

Lo cual establece que BRn es una isometría sobre L2(Rn).
Paso 4. BRn es un operador unitario.

Debido a que BRn es una isometría, entonces es inyectiva. Demostremos que es
sobre. Para ello probemos que el rango de BRn , denotado por Ran BRn , es denso
en BCn .

Dado que el espacio BCn es de Hilbert se puede ver como

BCn = (Ran BRn)⊕ (Ran BRn)⊥.

Demostremos que (Ran BRn)⊥ = {0}. Para ello, sea F ∈ (Ran BRn)⊥ y w ∈ Cn.
Del lema 1.20, el núcleo reproductor del espacio de Bargmann, Kn(·,w) = e

(·)·w/~,
está en el rango de BRn . De hecho

(BRnAn(·,w))(z) = (BRnAn(·,w))(z) = e
z·w/~ = Kn(z,w) . (1.19)

Luego de la propiedad 2 del teorema 1.6

0 = 〈F,Kn(·,w)〉BCn =
〈
F,Kn(w, ·)

〉
BCn

= F (w) . �

Observación 1.24 Como BRn es un operador unitario, de (1.19) y el lema 1.20 se
tiene que

‖Kn(·,w)‖2 = ‖BRnAn(·,w)‖2 = e
|w|2/~ , w ∈ Cn .

Del lema 1.13 una base de BCn es
{
e~k
}
. Dado que BRn es unitario, nos gustaria

encontrar las funciones φ~k en L2(Rn) que cumplan

e~k(z) =
(
BRnφ

~
k

)
(z) =

∫
Rn
An(x, z)φ~k(x)dx , z ∈ Cn .



1.4 La Transformada de Bargmann, BRn . 19

Por el lema 1.20

e~k(z) =

(
~|k|

k!

)1/2
∂k1 . . . ∂kn

∂bk11 . . . ∂bknn
e

b·z/~

∣∣∣∣∣∣
b=0

=

(
~|k|

k!

)1/2

Dk
b

∫
Rn
An(x, z)An(x,b)dx

∣∣∣∣∣∣
b=0

.

Si suponemos que podemos intercambiar la derivada con la integral y utilizando
el hecho que BRn es unitario, sean

φ~k(x) :=

(
~|k|

k!

)1/2

Dk
bAn(x,b)

∣∣∣∣∣∣
b=0

=
(~π)−n/4√
k!2|k|/2

e
−x2/2~Dk

b′e
−b′2+2b′·x/

√
~

∣∣∣∣∣
b′=0

,

donde se a considerado el cambio de variable b′ = b/
√

2~.

Nótese que si ~ = 1, e −b
′2+2b′·x es la función generadora de los polinomios de

Hermite Hn(x). No es difícil probar que φ~k ∈ L2(Rn). Dado que {e~k} es base
ortonormal, tambien lo debe ser {φ~k}.

1.4.1 La inversa de la transformada de Bargmann.

Para �nalizar esta sección daremos dos fórmulas de inversión de la transformada
de Bargmann BRn .

En una dimensión. Sean x ∈ R y z ∈ C. Debido a que A1(x, z) es analítica en
z, podemos considerarlo como

A1(x, z) =

∞∑
m=0

1

m!

∂m

∂zm
A1(x, z)

∣∣∣∣∣
z=0

· zm =
∞∑
m=0

φm(x)e~m(z).

Para n > 1
An(x, z) =

∑
k∈Zn+

φ~k(x)e~k(z) , x ∈ Rn , z ∈ Cn

Sean ψ ∈ L2(Rn) y z ∈ Cn. Entonces

(BRnψ)(z) =

∫
Rn
An(x, z)ψ(x)dx =

∫
Rn

∑
k∈Zn+

e~k(z)φ~k(x)ψ(x)dx .



20 Transformada de Bargmann.

Si ψ = φ~m. Entonces de manera informal tenemos

(BRnφ
~
m)(z) =

∫
Rn

∑
k∈Zn+

e~k(z)φ~k(x)φ~m(x)dx = e~m(z).

Lo cual nos sugiere, para x ∈ Rn �jo que

(B−1
Rnf)(x) =

∫
Cn

∑
k∈Zn+

e~k(z)φ~k(x)f(z)dv~n(z)

=

∫
Cn
An(x, z)f(z)dv~n(z) =: (Wnf)(x) .

Sin embargo Bargmann mostro que An(x, ·) /∈ L2(Cn, v~n). Por lo cual se debe
de de�nir la inversa B−1

Rnde otra manera. Para ello, dada f ∈ BCn , consideremos
{fλ}, 0 < λ < 1, dadas como en la de�nición 1.16. De (1.10)

|fλ(z)| ≤ ‖f‖e λ2|z|2/2~ . (1.20)

Aseveramos que Wnfλ está bien de�nido. En efecto para x ∈ Rn y z ∈ Cn

|An(x, z)fλ(z)|v~n(z) ≤ ‖f‖(~π)−
5n
4

∣∣∣e − 1
2~ (z2+x2−2

√
2z·x)

∣∣∣e − 2−λ2
2~ |z|

2

=
‖f‖

(~π)
5n
4

e

(
− 1

2~ [(3−λ2)p2+(1−λ2)q2+x2]+
√
2

~ p·x
)
. (1.21)

Esto último es tomando z = p + ıq. Ahora sea ψ = Wnfλ, probemos que ψ ∈
L2(Rn). De (1.21)

|ψ(x)| ≤ ‖f‖(~π)−
5n
4 e
−x2

2~

∫
Rn

e
−
[
3−λ2
2~

]
p2+

√
2

~ p·x
∫
Rn

e
−
[
1−λ2
2~

]
q2

dqdp .

=
‖f‖(~π)−

3n
4 2

n
2

(1− λ2)n/2
e
−
(

1−λ2
2~(3−λ2)x

2
) ∫

Rn
e

− 1
~

[(
3−λ2

2

)1/2
p− 1

(3−λ2)1/2
x

]2
dp .

Ésto último es tomando el cambio de variable r = (1−λ2)1/2q/
√

2~. Consideremos

ahora el cambio de variable s =
(

3−λ2
2~

)1/2
p−

(
1

(3−λ2)~

)1/2
x. Entonces

|ψ(x)| ≤ ‖f‖(π~)−3n/42n~n/2

[(1− λ2)(3− λ2)]n/2
e
−
(

1−λ2
2~(3−λ2)

)
x2
∫
Rn

e
−s2ds

=
‖f‖(π~)−n/42n

[(1− λ2)(3− λ2)]n/2
exp

(
− 1− λ2

2~(3− λ2)
x2

)
.

Así ψ ∈ L2(Rn). Más aún se tiene que la función es entera. Ahora probemos que
B−1

Rnfλ = Wnfλ o bien que BRn(Wnfλ) = fλ. Antes de probar esto, tenemos de las



1.4 La Transformada de Bargmann, BRn . 21

de�niciones de v~n, An(x, z) y (1.20), la siguiente cota∣∣An(x,w)An(x, z)fλ(z)|v~n(z)

≤ ‖f‖
(π~)3n/2

∣∣∣e − 1
2~ (w2+x2−2

√
2w·x)

e
− 1

2~ (z2+x2−2
√

2z·x)
∣∣∣e 1

2~λ
2|z|2

e
− 1

~ |z|
2

≤ ‖f‖e
− 1−λ2

2~ (p2+q2)

(π~)3n/2

∣∣∣e 1
2~ (v2−u2+2

√
2u·x)

e
− 1

~ (x2+p2−2
√

2p·x)
∣∣∣ . (1.22)

En la última desigualdad se esta tomando w = u + iv y z = p + iq. De aquí que
podemos utilizar Fubini en

BRn(Wnfλ)(w) =

∫
Rn
An(x,w)

∫
Cn
An(x, z)fλ(z)dv~n(z)dx

=

∫
Cn
fλ(z)

∫
Rn
An(x,w)An(x, z)dxdv~n(z)

= fλ(w).

Ésto último es por el lema 1.20 y propiedades del núcleo reproductor (en particular
el punto 2 del teorema 1.6).

De�namos B−1
Rnf , para f ∈ BCn por

B−1
Rnf = lim

λ→1
B−1

Rnfλ = lim
λ→1

∫
Cn
An(·, z)f(λz)dv~n(z).

Otra versión de la inversa se enuncia en el siguiente

Teorema 1.25 Sea f ∈ BCn . La inversa de la transformada de Bargmann de f es
dada por

B−1
Rnf = lim

σ→∞

∫
|zm|≤σ

An(·, z)f(z)dv~n(z), (1.23)

con m = 1, 2, . . . , n.

Demostración.

Antes de probar (1.23), comprobemos que esta bien de�nida acotando la integral
para cada σ > 0. Para ello, sea x ∈ Rn �jo y σ > 0. A�rmamos que An(x, ·) ∈
L2
loc(Cn, v~n). En efecto de la de�nición de An(x, z), con z = q + ip se tiene∫
|z|≤σ

|An(x, z)|2dvn(z) =
e
−x2/~

(π~)3n/2

∫
|z|≤σ

e
− 1

~ (2q2−2
√

2q·x)dqdp <∞ . (1.24)

Además como f ∈ L2(Cn, v~n), entonces f ∈ L2
loc(Cn, v~n). Así aplicando la
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desigualdad de Cauchy-Schwarz∣∣∣∣∣∣∣
∫

|zm|≤σ

An(x, z)f(z)dv~n(z)

∣∣∣∣∣∣∣
2

≤
∫

|zm|≤σ

∣∣∣An(x, z)
∣∣∣2 dv~n(z)

∫
|zm|≤σ

|f(z)|2dv~n(z)

De aquí que el lado derecho de (1.23) se encuentra bien de�nido.

Por otro lado, sea f ∈ BCn y consideremos, para cada σ > 0, las funciones

ψσ(x) =

∫
|zm|≤σ

An(x, z)f(z)dv~n(z).

Por lo anterior, ψσ está bien de�nido. Además aseveramos que ψσ ∈ L2(Rn). En
efecto ∫

Rn
|ψσ(x)|2dx ≤

∫
Rn

∫
|zm|≤σ

|An(x, z)|2dv~n(z)

∫
|zm|≤σ

|f(z)|2dv~n(z)dx

≤ ||f ||2BCn
∫
Rn

∫
|zm|≤σ

|An(x, z)|2dv~n(z)dx

por Fubini (el cual se puede aplicar por (1.24)) y el lema 1.20 tenemos

= ||f ||2BCn
∫

|zm|≤σ

e
|z|2/~dv~n(z)

= C||f ||2BCn <∞,

con C constante que depende de σ. Aplicando a ψσ la transformada BRn

BRnψσ(z) =

∫
Rn
An(x, z)

∫
|wm|≤σ

An(x,w)f(w)dv~n(w)dx . (1.25)

Sea z = q + ip y w = a + ib. De manera análoga a como se obtuvo (1.22) se tiene∫
Rn

∫
|wm|≤σ

∣∣∣An(x, z)An(x,w)f(w)
∣∣∣ dv~n(w)dx

≤ C(z)

∫
Rn

e
−x2/~

∫
|wm|≤σ

e
− 1

~ (a2−
√

2(q+a)·x)dadbdx,

con C(z) constante que depende de z. De aquí que podemos aplicar Fubini en (1.25)
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y obtener

BRnψσ(z) =

∫
|wm|≤σ

f(w)e z·w/~dv~n(w) .

Calculemos que tan cerca están los BRnψσ de f cuando σ →∞

||f −BRnψσ||2BCn

=

∫
Cn

∫
|wm|≥σ

f(w)e
1
~z·wdv~n(w)

∫
|ηm|≥σ

f(η)e
1
~z·ηdv~n(η)dv~n(z) .

=

∫
|ηm|≥σ

∫
|wm|≥σ

f(w)f(η)

∫
Cn

e z·η/~e z·w/~dv~n(z)dv~n(w)dv~n(η) (1.26)

=

∫
|ηm|≥σ

∫
|wm|≥σ

f(w)f(η)〈Kn(·,w),Kn(·,η)〉BCndv~n(w)dv~n(η) (1.27)

en donde se está utilizando Fubini en (1.26) ya que f, e z·(·) ∈ L2(Cn, v~n), luego∫
Cn

∫
|wm|≥σ

∫
|ηm|≥σ

∣∣∣f(w)f(η)e z·w/~
e z·η/~

∣∣∣ dv~n(η)dv~n(w)dv~n(z)

≤
∫

|ηm|≥σ

|f(η)|2dv~n(η)

∫
|wm|≥σ

|e z·w/~|2dv~n(w)

∫
Cn

dv~n(z) <∞.

Utilizando (1.19), el hecho que BRn es unitaria y el lema 1.20 en (1.27) obtenemos

‖f −BRnψσ‖2BCn =

∫
|ηm|≥σ

∫
|wm|≥σ

f(w)f(η)e η·wdv~n(w)dv~n(η).

Nótese que si f(η)f(w)e η·w es integrable sobre todo Cn × Cn, entonces lo
anterior es cero cuando σ →∞. Como Kn(η,w) = e

η·w/~ es el núcleo reproductor
de BCn , del punto 2 del teorema 1.6 se tiene∫

Cn

∫
Cn
f(η)f(w)e η·wdv~n(w)dv~n(η) =

∫
Cn
f(η)f(η)dv~n(η) = ||f ||2BCn .

Por lo tanto BRnψσ → f , cuando σ →∞, en la norma de BCn . Dado que BRn

es unitario, existe ψ ∈ L2(Rn) tal que BRnψ = f . Luego

BRnψσ → BRnψ.
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Y como la transformada inversa de BRn existe y es continua

ψσ → B−1
Rnf.

Que es lo que se queria demostrar (ecuación (1.23)).

�
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Estados coherentes para L2(Rn).

En este capítulo se muestra como la transformada de Bargmann BRn , de�nida
en el capítulo anterior, se puede ver como la cuantización de una transfromación
canónica. Además se presentan las propiedades que cumplen los estados coherentes
para el oscilador armónico.

Finalmente se demuestra un teorema tipo Egorov que relaciona el símbolo princi-
pal de un operador pseudo-diferencial A de�nido en L2(Rn) con el límite semiclásico
del símbolo de Berezin del operador BRnA(BRn)−1.

2.1 Transformación canónica de una partícula movien-

dose en Rn.

En esta sección describiremos la relación que existe entre la transformada de
Bargmann BRn y una transformación canónica, la cual juega el papel del análogo
clásico. Esta sección se tomo del artículo de Villegas-Blas [31].

Siguiendo a Gra� y Parmeggiani [10] consideremos la función

ΦRn(x, z) = −ı
(
−1

2
[z2 + x2 − 2

√
2z · x]

)
, x ∈ Rn z ∈ Cn .

Nótese que la función anterior aparece en el argumento de la exponencial del
núcleo integral de BRn (ver de�nición 1.21 y (1.12)).

Consideremos una partícula moviendose en Rn. Cuyo espacio fase es T ∗Rn con
coordenadas (q,p) y forma simpléctica ωn =

∑n
j=1 dqj ∧ dpj .

Tomemos la función ΦRn como una función generadora de una transformación

25
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canónica que mapea las variables (q,p) a las variables (z,w) ∈ T ∗Cn a través de

pj = −∂ΦRn

∂qj
,

wj = ı
∂ΦRn

∂zj
,

j = 1, . . . , n.

Nótese que considerando estas ecuaciones se garantiza que

n∑
j=1

dqj ∧ dpj = −ı
n∑
j=1

dzj ∧ dwj .

Además las expresiones de (z,w) en términos de (q,p) son

zj =
1√
2

(qj − ıpj) , wj =
1√
2

(qj + ıpj) .

De aquí que podemos ver a wj como el complejo conjugado de zj . Lo cual nos
sugiere considerar la siguiente subvariedad de T ∗Cn

Dn =
{

(z,w) ∈ C2n | w = z
}
.

Tenemos que T ∗Cn es una variedad simpléctica con forma simpléctica κn =
−ı
∑n

j=1 dzj ∧ dwj . De aquí que podemos considerar a Dn como una variedad
simpléctica con forma simpléctica τn dada por la restricción de κn a Dn. Note
que (Dn, τn) se puede ver como la variedad simpléctica (Cn, µn), donde µn =
−ı
∑n

j=1 dzj ∧ dzj y (z, z)→ (z) es el simplectomor�smo entre (Dn, τn) y (Cn, µn).

Teorema 2.1 La función ΦRn es la función generadora de una transformación lin-
eal canónica, que es un simplectomor�smo Cn de (T ∗Rn, ωn) sobre (Cn, µn) de�nida
por

Cn(q,p) =
1√
2

(q− ıp) , (q,p) ∈ T ∗Rn . (2.1)

Dicha transformación lleva el Hamiltoniano H = 1
2

∑n
j=1 q

2
j + p2

j al Hamiltoniano
H′ =

∑n
j=1 zjzj.

Observación 2.2 El teorema anterior da el análogo clásico de la transformada de
Bargmann BRn en el sentido que BRn es un operador unitario de L2(Rn) sobre el
espacio de Bargmann BCn que lleva el Hamiltoniano cuántico del oscilador armónico
Ĥ = 1

2

∑n
j=1(−∂2/∂2qj + q2

j )− n/2 al operador Ĥ′ =
∑n

j=1 zj(∂/∂zj).

Por tal motivo, la transformada de Bargmann BRn puede verse como la cuanti-
zación de la transfromación canónica Cn.
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2.2 Estados coherentes para L2(Rn).

La teoria cuántica es mas básica que la teoria clásica. Por lo que si un sistema
cuántico es la cuantización de un clásico, ciertos aspectos clásicos se deben mostrar
en el régimen de mecánica cuántica. Dicho régimen es caracterizado tomando una
escala donde el valor de la constante de Planck se ve muy pequeño, esto es llamado
el régimen semiclásico. Una de las motivaciones básicas detrás de la consideración
del conjunto de estados coherentes para un sistema cuántico es para manifestar la
mecánica cuántica en un regimen semiclásico.

En esta sección describiremos el conjunto de estados coherentes introducidos en
1926 por E. Schrödinger [26] para el oscilador armónico. Aunque se ha modi�cado
la de�nición por un factor para que sean igual al complejo conjugado del núcleo
integral de la transformada de Bargmann.

De�nición 2.3 Para z ∈ Ck de�namos la función

Ψz,~(x) = Ak(x, z) , x ∈ Rk ,

donde Ak(x, z)es de�nido en (1.12). El conjunto S = {Ψz,~ | z ∈ Ck} ⊂ L2(Rk)
es conocido como el conjunto de estados coherentes canónicos del oscilador
armónico cuántico k dimensinal Ĥ =

∑k
j=1 a

†
jaj, con aj y a

†
j de�nidos en (1.6).

Nótese que S es un conjunto de elementos de L2(Rk) indexados por elementos
del espacio fase T ∗Rk ' Ck de una partícula moviendose en Rk.

El conjunto S tiene las siguientes propiedades

i) Resolución de la identidad. Para Ψ ∈ L2(Rk)

Ψ(x) = lim
R→∞

∫
|z|≤R

〈Ψ,Ψz,~〉L2(Rn) Ψz,~(x)dv~n(z) .

A la igualdad anterior se le conoce como resolución de la identidad.

ii) Los estados coherentes son funciones propias del operador de

aniquilación. Sea z ∈ Ck y aj el operador de�nido en (1.6). Entonces

ajΨz,~(x) =
1√
2

(xjΨz,~(x) + ~
∂Ψz,~(x)

∂xj
) = zjΨz,~(x).

Por lo cual el estado coherente Ψz,~ es función propia del operador de aniqui-
lación aj con valor propio zj .

iii) Estabilidad bajo evolución temporal. Si dejamos actuar el operador
de evolución temporal del sistema sobre los estados coherentes se tiene

exp

(
−ıtĤ
~

)
Ψz,~ = Ψe ıtz,~ , z ∈ Ck .



28 Estados coherentes para L2(Rn).

Es decir, los estados coherentes siguen el �ujo clásico del oscilador armónico
clásico k dimensional.

iv) Cota óptima en el principio de incertidumbre de Heisenberg. Sean
∆x y ∆p la desviación estándard de las distribuciones de densidad de proba-
bilidad 1

||Ψz,~||2 |Ψz,~|2 y 1
||FΨz,~||2 |FΨz,~|2, z ∈ Ck (donde F denota la trans-

formada de Fourier). Entonces

(∆x)(∆p) =
~
2
.

v) Concentración.

a) Concentración de los estados coherentes. Sea z = (q− ıp)/
√

2 con
p,q ∈ Rk. Las funciones Gausseanas Ψz,~ y FΨz,~ se concentran en una
vecindad alrededor de q =

√
2 Re(z) y p =

√
2 Im(z) respectivamente

para ~ pequeño (tomando ~ como un parámetro real).

Con concentración nos referimos a que la función se parece a la delta de
Dirac. Es decir, de�namos las funciones de densidad de probabilidad

Fz,~(x) =
|Ψz,~(x)|
||Ψz,~||2

y Gz,~(x) =
|FΨz,~(x)|
||FΨz,~||2

, x ∈ Rk .

Entonces para cualquier φ ∈ C∞0 (Rk) se tiene

lim
~→0

∫
Rk
Fz,~(x)φ(x)dx = φ(

√
2 Re(z)) ,

lim
~→0

∫
Rk
Gz,~(x)φ(x)dx = φ(

√
2 Im(z)) .

b) Concentración de la transformada de Bargmann de los estados

coherentes. Para w ∈ Ck, la transformada de Bargmann de los estados
coherentes se concentran en una vecindad alrededor de w. Es decir, al
igual que en a) de�namos la función de densidad de probabilidad

Hw,~(z) =
|BRkΨw,~(z)|2

‖BRkΨw,~‖2
1

(π~)k
exp

(
−|z|

2

~

)
, z ∈ Ck .

Entonces para cualquier φ ∈ C∞0 (R2k) se tiene

lim
~→0

∫
Ck
Hw,~(z)φ(z)dzdz = φ(w). (2.2)

Para probar (2.2) se utiliza que BRkΨw,~(z) = e
1
~z·w = Kk(z,w) (ver
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(1.14), (1.19) y el teorema 1.14) y que ||Kk(·,w)||2 = e
|w|2/~ (ver obser-

vación 1.24) para mostrar que Hw,~(z) = (π~)−k exp
(
− |z−w|

2

~
)
.

Luego la ecuación (2.2) se sigue de la última igualdad y el método de la
fase estacionaria (teorema 7.7.5 de [13]).

Método de la fase estacionaria. Sean f y φ funciones suaves a valores
complejos de�nidas sobre Rd con d un entero positivo. Asumamos que φ tiene
soporte compacto, Im(f) ≥ 0, f tiene un punto critico en x0 y que f ′(x) 6= 0 para
x 6= x0 (donde f ′ denota el gradiente de f). Además supongamos que Im(f(x0)) = 0
y det(f ′′(x0)) 6= 0, (donde f ′′(x0) denota la matríz Hessiana de f evaluada en el
punto critico x0). Entonces∫

Rd
e

ı
~f(x)φ(x)dx = e

ı
~f(x0)

[
det

(
f ′′(x0)

2πı~

)]−1/2

φ(x0) + O(~1+d/2) (2.3)

con dx la medida de Lebesgue sobre Rd.
Recordemos que si tenemos un sistema diferente que el del oscilador armónico,

uno podría introducir un sistema de estados coherentes para éste. Sin embargo, en
general no se van a tener las cinco propiedades mencionadas arriba. Por lo cual
uno escoge las propiedades que quiera mantener y entonces tratar de encontrar el
conjunto de estados que satisfagan esas propiedades.

Observación 2.4 Nótese que para Ψ ∈ L2(Rk) y z ∈ Ck

BRkΨ(z) = 〈Ψ,Ψz,~〉L2(Rk) .

Por lo cual BRk es también llamada transformada de estados coherentes.

2.3 Teorema tipo Egorov.

En esta sección se probará, de manera rigurosa, un teorema tipo Egorov que rela-
ciona el símbolo principal de un operador pseudo-diferencial A de�nido en L2(Rn)
con el límite semiclásido del símbolo de Berezin del operadorBRnA(BRn)−1, a través
de la transformación canónica Cn de�nida en (2.1).

Este teorema es conocido en la literatura de análisis semiclásico. Del ejemplo 1
del capítulo 5 del libro de Zworski y Evans [35] se puede obtener una prueba formal.

De�nición 2.5 Sea H = H(A) el espacio de Hilbert de funciones a valores complejos
sobre el conjunto A. Supongamos que H tiene un núcleo reproductor kλ con λ ∈ A.
Sea M un operador lineal acotado sobre H. Entonces el símbolo de Berezin de M
(denotado por M̃ ) es de�nido por

M̃(λ) =
〈Mkλ, kλ〉H
〈kλ, kλ〉H

, λ ∈ A ,
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Antes de probar el teorema tipo Egorov mencionado arriba voy a dar un resul-
tado necesario para su demostración.

Proposición 2.6 Sean G ∈ C∞(C), g : Rn → C función que tiene derivadas de
todos los órdenes y

M =
n∑
k=1

ak(p)
∂

∂xk
, ak constantes independientes de x .

Entonces para cualquier entero no negativo q

MqG(g(x)) =

q∑
d=1

G(d)(g(x))
∑ q!

p1! . . . p`!

(
M1g(y)

1!

)p1
. . .

(
M`g(y)

`!

)p`
donde la segunda suma corre sobre el conjunto de enteros no negativos que satisfacen
p1 + 2p2 + . . .+ `p` = q, d = p1 + p2 + . . .+ p`.

Demostración.
Se obtiene de la regla de Leibniz y la fórmula de Faà di Bruno (generalización

de la regla de la cadena) (ver [30]). �

Teorema 2.7 Sea a ∈ S2n(〈ξ〉m) un símbolo clásico, t ∈ [0, 1] y A = Opt~(a)
operador pseudo-diferencial con dominio en L2(Rn). Entonces para w ∈ Cn

lim
~→0

〈
BRnA(BRn)−1Kn(·,w),Kn(·,w)

〉
BCn

〈Kn(·,w),Kn(·,w)〉BCn
= ℘(A) ◦ C−1

n (w) ,

donde ℘(A) es el símbolo principal de A (ver de�nición B.5) y Cn es de�nido en
(2.1).

Demostración.

Sea AB := BRnA(BRn)−1 y w ∈ Cn. De (1.19), BRnΨw,~(z) = Kn(z,w), donde
Ψw,~ son los estados coherentes en L2(Rn) (ver de�nición 2.3).

De la observación 1.24, el hecho de que BRn es un operador unitario y la de�ni-
ción B.4 de operador pseudo-diferencial se tiene

ÃB(w) = 〈AΨw,~,Ψw,~〉e −|w|
2/~

=
e
−|w|2/~

(2π~)n

∫
Ψw,~(x)

∫
e
ı(x−y)·ξ/~

(
1 + ~M

1 + |ξ|2

)k [
at(x,y, ξ; ~)Ψw,~(y)

]
dydξdx (2.4)

con m+ n < k y

M =
1

ı

n∑
j=1

ξj
∂

∂yj
.
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Note que en el lado derecho de (2.4) tenemos

(1 + ~M)k(atΨw,~) =
k∑
s=0

s∑
q=0

(
k

s

)(
s

q

)
~s
[
Ms−qat

]
[MqΨw,~] . (2.5)

De la proposición 2.6, la acción del operador Mq sobre Ψw,~(y) = (π~)−
n
4 e
− 1

2~g(y),
con g(y) = −1

2(w2 + y2) +
√

2w · y es

MqΨw,~(y) =

q∑
d=1

Fd,q(y, ξ)
1

~d
Ψw,~(y) (2.6)

donde

Fd,q(y, ξ) =
∑ q!

p1! . . . p`!

(
M1g(y)

1!

)p1 (M2g(y)

2!

)p2
. . .

(
M`g(y)

`!

)p`
con la suma corriendo sobre el conjunto de enteros no negativos que satisfacen
p1 + 2p2 + . . .+ `p` = q, d = p1 + p2 + . . .+ p`. Nótese que

M1g(y) = ıξ · y − ı
√

2ξ ·w
M2g(y) = |ξ|2

para r > 2. Luego

Fd,q(y, ξ) =
q!

(2d− q)!(q − d)!

(
|ξ|2

2

)q−d
(ıξ · y − ı

√
2ξ ·w)2d−q (2.7)

con d ≥
⌈ q

2

⌉
, donde

⌈ q
2

⌉
denota el entero más grande o igual a q

2 .

Por otro lado tenemos

e
−|w|2/~Ψw,~(x)Ψw,~(y)e ı(x−y)·ξ =

1

(π~)n/2
exp

(
ı
1

~
f(x,y, ξ)

)
(2.8)

donde

f(x,y, ξ) =
ı

2

[
(x−

√
2Re(w))2 + (y −

√
2Re(w))2

]
+ (x− y) · (ξ +

√
2Im(w))

Como a ∈ S2n(〈ξ〉m) es símbolo clásico, existe una sucesión (a(j)) ⊂ S2n(〈ξ〉m)
tal que si N > 3n/2 y

ΨN (x̃, ξ̃; ~) =
N∑
`=0

~`a(`)(x, ξ) ,
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entonces para cualquier b ∈ Zn+, existe ~N,b > 0 y CN,b tales que∣∣∣∂b (a−ΨN )
∣∣∣ ≤ CN,b ~N 〈ξ〉m (2.9)

uniformemente sobre (x̃, ξ̃, ~) ∈ R2n × [0, ~N,b).

De las ecuaciones (2.4) - (2.8) tenemos

ÃB(w) = I1 + I2 (2.10)

donde

I1 =
(π~)−n/2

(2π~)n

∫
exp

( ı
~
f(x,y, ξ)

) k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=d q2e

(
k

s

)(
s

q

)
~s−d

(1 + |ξ|2)k

Fd,q(y, ξ)Ms−q [(a−ΨN )t(x,y, ξ; ~)] dydξdx ,

I2 =
(π~)−n/2

(2π~)n

∫
exp

( ı
~
f(x,y, ξ)

) k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=d q2e

(
k

s

)(
s

q

)
~s−d

(1 + |ξ|2)k

Fd,q(y, ξ)Ms−q [(ΨN )t(x,y, ξ; ~)] dydξdx .

Analicemos I1, de (2.7) y (2.9)

|I1| ≤
C

~3n/2

∫
e
− 1

2~ [(x−
√

2Re(w))2+(y−
√

2Re(w))2]〈ξ〉−2k

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=d q2e

~s−d~N 〈ξ〉q〈ξ〉s−q〈ξ〉m|Gd,q(y)|dydξdx

para algún polinomio Gd,q que sólo depende de y

≤ C~N

~3n/2

∫
e
−[(x−

√
2Re(w))2+(y−

√
2Re(w))2]〈ξ〉m−k

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=d q2e

|Gd,q(y)|dydξdx

≤ C~N−3n/2 .

ésto último es porque m+ n < k. De aquí que

lim
~→0

I1 = 0 . (2.11)

Analicemos ahora I2. Sea b(x,y, ξ) ∈ C∞0 (R3n) tales que b(x,y, ξ) = 1 para
(x,y, ξ) en una vecindad A de (

√
2Re(w),

√
2Re(w),−

√
2Im(w)) y 0 ≤ b ≤ 1.
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Sean I2,1 y I2,2 igual al lado derecho de I2, sólo que el integrando es multiplicado
por 1− b(x,y, ξ) y b(x,y, ξ) respectivamente.

Nótese que I2 = I2,1 + I2,2. A�rmamos que lim~→0 I2,1 = 0. En efecto de
manera análoga a como se obtuvo (2.11)

|I2,1| ≤
C

~3n/2

∫
R3n−A

e
− 1

2~ [(x−
√

2Re(w))2+(y−
√

2Re(w))2]〈ξ〉−2k

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=d q2e

~s−d〈ξ〉q〈ξ〉s−q
N∑
j=1

~j〈ξ〉m|Gd,q,j(y)|dydξdx

para algún polinomio Gd,q,j que sólo depende de y. Dado que (x,y, ξ) /∈ A, existe
µ > 0 tal que (x−

√
2Re(w))2 ≥ µ. Así

≤ C 1

~3n/2
e
− 1

~µ

∫
e
−[(x−

√
2Re(w))2+(y−

√
2Re(w))2]〈ξ〉m−k

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=d q2e

N∑
j=1

|Gd,q,j(y)|dydξdx

≤ C 1

~3n/2
e
− 1

~µ .

Por lo cual
lim
~→0

I2,1 = 0. (2.12)

Finalmente utilicemos el método de la fase estacionaria (ver (2.3)) para obtener
I2,2. Primero tenemos

Im(f) =
1

2

[
(x−

√
2Re(w))2 + (y −

√
2Re(w))2

]
≥ 0 .

Además para j = 1, . . . , n

∂f

∂xj
= ıxj − ı

√
2Re(wj) +

√
2Im(wj) + ξj

∂f

∂yj
= ıyj − ı

√
2Re(wj)−

√
2Im(wj)− ξj

∂f

∂ξj
= xj − yj .

Así el único punto crítico de f es

(x0,y0, ξ0) = (
√

2Re(w),
√

2Re(w),−
√

2Im(w)) .
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También se puede mostrar que

det f ′′(x,y, ξ) = det

ıIn 0n In
0n ıIn −In
In −In 0n


= ın ın (2ı)n ,

donde In (0n) es la matríz identidad (matríz con entradas 0) de n �las y n columnas.
De aquí que[

det

(
f ′′(x0,y0, ξ0)

2πı~

)]−1/2

=

[
ı3n2n

(2πı~)3n

]−1/2

= 2nπ3n/2~3n/2 .

Por lo tanto aplicando el método de la fase estacionaria a I2,2 obtenemos

I2,2 =
(π~)−n/2

(2π~)n

∫
exp

( ı
~
f(x,y, ξ)

) k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=d q2e

(
k

s

)(
s

q

)
~s−d

(1 + |ξ|2)k

b(x,y, ξ)Fd,q(y, ξ)Ms−q [(ΨN )t(x,y, ξ; ~)] dydξdx

=

N∑
`=0

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=d q2e

(
k

s

)(
s

q

)
~s−d+`

(1 + |ξ0|2)k
b(x0,y0, ξ0)Fd,q(y0, ξ0)

Ms−q
[
(a(`))t(x,y, ξ)

] ∣∣∣∣
(x,y,ξ)=(x0,y0,ξ0)

+O(~)

=
k∑
s=0

(
k

s

)
a(0)(
√

2Re(w),−
√

2Im(w))
Fs,s(y0, ξ0)

(1 + |ξ0|2)k
+ O(~)

De (2.7) Fs,s(y0, ξ0) = (|ξ0|2)s. Luego

I2,2 = a(0)(
√

2Re(w),−
√

2Im(w)) + O(~) . (2.13)

Por lo tanto de (2.10), (2.11), (2.12) y (2.13) tenemos

lim
~→0

ÃB(w) = lim
~→0

[I1 + I2,1 + I2,2]

= a(0)(
√

2Re(w),−
√

2Im(w))

= ℘(A) ◦ C−1
n (w) .

�
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3
Transformada de Bargmann para
L2(Sn), n = 2, 3. Motivación e ideas

principales.

En este capítulo se presenta la transformada de Bargmann sobre L2(Sn), para
los casos n = 2, 3, denotada por BSn , sobre cierto subespacio cerrado del espacio
de Bargmann BCm , m = 2, 4 respectivamente.

Ésto fue desarrollado por Thomas/Wassell [29] (para el caso n = 2) y por
Villegas-Blas en [31] (para n = 3). Sólo se darán las ideas principales de como
obtuvieron dichas transformaciones. Ya que éstas nos permitirán dar una idea de
como de�nir la transformada de Bargmann sobre L2(Sn), n ≥ 2.

La descripción estricta de la transformada de Bargmann para L2(Sn), n = 2, 3, 5
se da en el capítulo 5.

Además mostraremos la relación que existe entre la transformada de Bargmann
BSn y una transformación canónica que juega el papel del análogo clásico.

Primero de�namos el espacio L2(Sn), con n ≥ 2.

De�nición 3.1 Sea n un entero no negativo y dSn la medida de super�cie norma-
lizada sobre Sn. Denotemos por L2(Sn) al espacio de funciones Lebesgue medibles
integrables sobre Sn que son de cuadrado integrable respecto a la medida dSn .

El espacio L2(Sn) es de Hilbert con producto interno

〈F,G〉Sn =

∫
Sn
F (x)G(x)dSn(x) , F,G ∈ L2(Sn).

3.1 Transformada de Bargmann para L2(S2).

En [29] Thomas y Wassell introdujeron la trasformada de Bargmann para el caso
n = 2. Su idea fue basada en el hecho de que el grupo SU(2) (el grupo cubriente
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de SO(3)) tiene una representación como un grupo de operadores actuando en el
espacio de Bargmann BC2 .

Antes de de�nir la transformada de Bargmann para L2(S2), recordaremos al-
gunos hechos conocidos acerca de dos diferentes representaciones de SO(3), el grupo
de rotaciones de R3.

Consideremos el operador Laplaciano normalizado sobre la esfera S2, denotado
por ∆S2 . El espectro de este operador es {(`+ 1/2)2 | ` = 0, 1, . . .}.

Las coordenadas esféricas de S2, con 0 < θ < π, 0 ≤ φ ≤ 2π, son

x1 = sen(θ) cos(φ), x2 = sen(θ)sen(φ), x3 = cos(θ).

La expresión de ∆S2 en estas coordenadas es

∆S2 = − 1

sen(θ)

∂

∂θ
sen(θ)

∂

∂θ
− 1

sen2(θ)

∂2

∂φ2
+

1

4
.

Se puede probar que

∆S2 = L2
1 + L2

2 + L2
3 +

1

4
,

donde Lj , j = 1, 2, 3, son los generadores de las rotaciones en R3 a través del plano
perpendicular al eje xj . De hecho

L1 = ısen(φ)
∂

∂θ
+ ı cot(θ) cos(φ)

∂

∂φ
,

L2 = −ı cos(φ)
∂

∂θ
+ ı cot(θ)sen(φ)

∂

∂φ
,

L3 = −ı ∂
∂φ
.

Los operadores Lj actuan sobre un subespacio denso de L2(S2) y proveen una
representación del álgebra de Lie so(3) de SO(3). De hecho, estos operadores satis-
facen las relaciones de conmutación canónica

[Lj , Lk] = ıεjk`L`, j, k, ` = 1, 2, 3

donde {j, k, `} es una permutación de {1, 2, 3}. Si la permutación es par (impar),
entonces εjk` = 1 (εjk` = −1).

Es conocido que las funciones propias del Laplaciano ∆S2 son una base de
L2(S2). Más aún, si V` denota el espacio propio del Laplaciano ∆S2 asociado al
valor propio (`+ 1/2)2, ` = 0, 1, 2, . . ., entonces

L2(S2) =
∞⊕
`=0

V` .
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El grupo SO(3) actúa sobre L2(S2) de la siguiente manera. Dada R ∈ SO(3),
de�nimos TR : L2(S2)→ L2(S2) por

TRΨ(x) = Ψ(R−1(x)), Ψ ∈ L2(Sn) , x ∈ S2.

Una base particular de L2(S2) es tomanda por las funciones propias normaliza-
das tanto de ∆S2 , como de L3 (estos dos operadores conmutan). Dichas funciones
son conocidas como esféricos armónicos y los denotaremos por

Y`,m con ` = 0, 1, 2, . . . y m = −`,−`+ 1, . . . , `.

Más aún, si tomamos la acción del grupo {TR | R ∈ SO(3)} sobre el espacio

V` = span{Y`,m | m = −`,−`+ 1, . . . , `} ` ∈ Z+ ,

se obtienen todas las representaciones irreducibles de SO(3).
Por otro lado, se pueden obtener las representaciones irreducibles de SO(3) en

base a las representaciones irreducibles de SU(2) (el grupo de matrices unitarias de
dos por dos con entradas complejas y determinante uno). Una importante repre-
sentación del grupo SU(2) es obtenida al dejar actuar dicho grupo sobre el espacio
de Bargmann BC2 de forma similar a la acción del grupo SO(3) sobre L2(S2).

Sea S = {r/2 | r ∈ Z+} . Dado s ∈ S, sea

Ws = {p ∈ BC2 | p es polinomio homogeneo de grado 2s}.

Una base ortonormal de Ws es dada por los monomios

ys,m =
zs+m1 zs−m2√

(s+m)!(s−m)!
, m = −s,−s+ 1, . . . , s.

Cuando se restringe la acción de SU(2) a los espacios Ws, se obtienen todas
las representaciones irreducibles de SU(2). En particular cuando s es un entero no
negativo, se obtienen todas las representaciones irreducibles de SO(3).

De las dos representaciones de SO(3), descritas arriba, se de�ne la siguiente
asignación

Y`,m → y`,m , ` = 0, 1, 2, . . . m = −`,−`+ 1, . . . , `.

Thomas y Wassel de�nen la transformada de Bargmann BS2 para L2(S2)
como la extensión lineal de dicha asignación. Nótese queBS2 es un operador unitario
de L2(S2) sobre el subespacio cerrado F2 de BC2 generado por monomios de grado
par. Ésto es

F2 =
⊕
`∈Z+

W` .

De�nición 3.2 La transformada de Bargmann BS2 : L2(S2)→ F2 es de�nida
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por el operador integral

BS2Ψ(z) =

∫
x∈S2

KS2(x, z)Ψ(x)dS2(x) , Ψ ∈ L2(S2) , z ∈ C2

donde el núcleo integral de BS2 es

KS2(x, z) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Y`,m(x)y`,m(z) , x ∈ S2 , z ∈ C2 .

Otra forma de expresar el núcleo integral es por la siguiente serie de potencias

KS2(x, z) =
∞∑
`=0

√
2`+ 1

`!

(
1√
3

)`
(ϑS2(x, z))` ,

donde

ϑS2(x, z) =

1∑
m=−1

Y1,m(x)y1,m(z)

=

√
3

2

[
−sen(θ)e −ıφz2

1 + 2 cos(θ)z1z2 + sen(θ)e ıφz2
2

]
. (3.1)

3.2 Transformada de Bargmann para L2(S3).

En analogía con el caso L2(S2), Villegas-Blas [31] considero el Laplaciano nor-
malizado sobre la esfera S3, denotado por ∆S3 .

Las coordenadas esféricas de S3, con 0 < θ, λ < π y 0 ≤ φ ≤ 2π, son

x1 = sen(λ)sen(θ) cos(φ) , x2 = sen(λ)sen(θ)sen(φ) ,

x3 = sen(λ) cos(θ) , x4 = cos(λ) , .

La expresión para ∆S3 en estas coordenadas es

∆S3 = − ∂2

∂λ2
− 2 cot(λ)

∂

∂λ
+

∆S2 − 1
4

sen2(λ)
+ 1 .

Nótese que el espectro de ∆S3 es el conjunto {n2 | n ∈ Z+}.
Consideremos los generadores de las rotaciones en el plano (k, j), con k, j =

1, 2, 3, 4, dado por las restricciones a S3 de los siguientes operadores

Ek,j =
1

ı

(
xk

∂

∂xj
− xj

∂

∂xk

)
.

Hay seis operadores linealmente independientes entre los operadoresEk,j . Dichos
operadores son L1 = E2,3, L2 = E3,1, L3 = E1,2, Aj = E4,j , j = 1, 2, 3, los cuales
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proveen una representación del álgebra de Lie so(4).

Sean L2 = L2
1 + L2

2 + L2
3 y A2 = A2

1 + A2
2 + A2

3. Se puede probar que

∆S3 = L2 + A2 + 1 .

Como ∆S3 , L2 y L3 conmutan, podemos encontrar funciones propias normaliza-
das en común de estos operadores. Dichas funciones son conocidas por armónicos

hiperesféricos y los denotaremos por

Yn`m con n = 1, 2, . . . , ` = 0, 1, . . . , n− 1 , m = −`,−`+ 1, . . . , ` .

Para cada n, se tienen n2 armónicos hiperesféricos linealmente independientes. Si
tomamos la acción del grupo {TR | R ∈ SO(4)} sobre el espacio n2 dimensional
generado por Yn`m obtenemos todas las representaciones irreducibles de SO(4).

Encontremos el espacio de Hilbert de funciones analíticas relacionadas a L2(S3).
Para ello notemos que las RCC satisfechas por L, A son

[Li,Lj ] = ıεijkLk , [Li,Aj ] = ıεijkAk , [Ai,Aj ] = ıεijkLk .

De�namos los operadores

C =
L + A

2
D =

L−A

2
.

Las relaciones de conmutación de estos operadores son

[Ci,Cj ] = ıεijkCk , [Di,Dj ] = ıεijkDk , [Ci,Dj ] = 0 .

Así obtenemos que so(4) = su(2)× su(2).

Dado que L ·AΨ = (L1A1 + L2A2 + L3A3)Ψ = 0 se tiene que

C2Ψ = D2Ψ =

(
L2 + A2

4

)
Ψ .

Tenemos que los valores propios de C2 y D2 son de la forma u(u+ 1) y v(v+ 1)
respectivamente (con u, v ∈ S). Además como ∆S3 = L2 + A2 + 1 se puede probar
que u = v = (n− 1)/2.

Consideremos el espacio de Bargmann BC4 = BC2⊗BC2 de funciones analíticas de
cuatro variables complejas (z1, z2, z3, z4). Para cada entero n, también consideremos
el subespacio n2 dimensionalMn de BC4 dado por

Mn =W(n−1)/2 ⊗W(n−1)/2 ,

con W(n−1)/2 el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado n− 1 en dos
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variables complejas. Una base del espacioMn es dada por los monomios

ynm1m2 =
z
n−1
2

+m1

1 z
n−1
2
−m1

2 z
n−1
2

+m2

3 z
n−1
2
−m2

4[(
n−1

2 +m1

)
!
(
n−1

2 −m1

)
!
(
n−1

2 +m2

)
!
(
n−1

2 −m2

)
!
] 1
2

con −(n− 1)/2 ≤ m1,m2 ≤ (n− 1)/2.
Se desea asignar a una función analítica (de cuatro variables complejas) un

armónico hiperesférico Yn`m. Recordemos que Yn`m es una función propia tanto de
∆S3 , como de L2 y L3. Por tal motivo le asignamos a cada Yn`m una función propia
de la representación de los operadores ∆S3 , L2 y L3 en el espacio de Bargmann BC4 .
Dicha función es

yn`m(z1, z2, z3, z4) =
∑

m1+m2=m

C

(
n− 1

2
,m1,

n− 1

2
,m2; `,m

)
yn,m1m2 ,

donde C
(
n−1

2 ,m1,
n−1

2 ,m2; `,m
)
son los coe�cientes de Clebsch-Gordan [25].

Siguiendo a Thomas/Wassell, Villegas-Blas de�nió la transformada de Barg-
mann para L2(S3) como la extención lineal de la anterior asignación.

De�nición 3.3 La transformada de Bargmann BS3 : L2(S3) → F4, donde
F4 es el subespacio cerrado de BC4 generado por los espacios Mn (es decir F4 =
⊕∞`=1M`). Es de�nida por el operador integral

BS3Ψ(z) =

∫
x∈S3

KS3(x, z)Ψ(x)dS3(x) , Ψ ∈ L2(S3) , z ∈ C4

donde el núcleo integral de BS3 es

KS3(x, z) =

∞∑
n=1

n−1∑
`=0

∑̀
m=−`

Yn`m(x)yn`m(z) , x ∈ S3 , z ∈ C4 .

Al igual que en el caso de la esfera S2, KS3 puede escribirse en potencias de la
función

ϑS3(x, z) =

1∑
`=0

∑̀
m=−`

Y2`m(x)y2`m(z)

De hecho

KS3(x, z) =
∞∑
`=0

√
`+ 1

`!

(
1√
2

)`
(ϑS3(x, z))` , (3.2)

donde ϑS3(x, z) tiene la siguiente expresión explícita

ϑS3(x, z) =
√

2
(
z1z4 [cos(λ)− ı cos(θ)sen(λ)]− z2z3 [cos(λ) + ı cos(θ)sen(λ)]

+ ız1z3sen(θ)sen(λ)e −ıφ − ız2z4sen(θ)sen(λ)e ıφ
)
. (3.3)
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3.3 El núcleo de la transformada de Bargmann y trans-

formaciones canónicas

En esta sección se describirá como las transformadas de Bargmann BS2 , BS3

se pueden ver como una cuantización de una transformación canónica. Para ello
utilizaremos que el núcleo reproductor de la transformada de Bargman es una serie
de potencias en cierta función. Esta función va a ser la función generadora de la
transformación canónica mencionada arriba.

Para mas detalles ver el artículo de Villegas-Blas [31]. Primero analizemos el
caso de la esfera S2.

3.3.1 Transformación canónica de un partícula moviendose en S2.

La descripción para una partícula moviendose en Rn (ver sección 2.1) sugiere
considerar la función (−ı/

√
3)ϑS2(x, z) como la función generadora de una trans-

formación canónica C−1
(2,2) que mapea el espacio fase T ∗S2 − {0} (T ∗S2 menos la

sección cero) sobre una subvariedad de T ∗C2.
Consideremos

pθ = − ∂

∂θ

−ı√
3
ϑS2 , pφ = − ∂

∂φ

−ı√
3
ϑS2 ,

wj = ı
∂

∂zj

−ı√
3
ϑS2 , j = 1, 2.

De lo anterior y (3.1) se tienen las siguientes expresiones explícitas

pθ = − ı
2

[cos(θ)e −ıφz2
1 + 2sen(θ)z1z2 − cos(θ)e ıφz2

2 ] ,

pφ = −1

2
[sen(θ)e −ıφz2

1 + sen(θ)e ıφz2
2 ] ,

w1 = −sen(θ)e −ıφz1 + cos(θ)z2 ,

w2 = cos(θ)z1 + sen(θ)e ıφz2 .

(3.4)

Para identi�car la subvariedad de T ∗C2 que es la imagen de T ∗S2 − {0}, se
necesita encontrar la relación que existe entre las variables (w1, w2) y (z1, z2).

Utilizando las dos primeras ecuaciones de (3.4) y el hecho de que las variables
θ, φ, pθ, pφ son reales se obtienen expresiones para sen(θ), cos(θ) y exp(ıφ) en tér-
minos de las variables z1, z2. A partir de ésto se puede mostrar que

w1 = ±z1 , w2 = ±z2 .

Nos restringiremos a considerar el signo positivo, es decir (w1, w2) = (z1, z2).
Nótese que si (z1, z2) es solución de (3.4), también lo es (−z1,−z2). Por tal motivo
necesitamos identi�car (z1, z2) con −(z1, z2). Así C−1

(2,2) debe tomar valores en la
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siguiente subvariedad de T ∗C2.

D2 = {(z1, z2, w1, w2) ∈ C4 | w1 = z1 , w2 = z2}/{1,−1} .

Nóte que la variedad (D2, τ2) (con τ2 la restricción de la forma simpléctica
−ı
∑2

j=1 dzj ∧ dwj a D2) puede ser considerada como C̃2 = C2/{1,−1} con forma
simpléctica µ2 = −ı(dz1 ∧ dz1 + dz2 ∧ dz2).

También podemos expresar pθ, pφ en términos de (z1, z2, z1, z2):

pθ =

(
z1z2 − z1z2

2ı

)(
|z1|2 + |z2|2

z2
1 − z2

2

)
, pφ =

1

2

(
|z1|2 − |z2|2

)
,

H = p2
θ +

1

sen2(θ)
p2
φ =

(
|z1|2 + |z2|2

2

)2

.

Por otro lado, la función generadora (−ı/
√

3)ϑS2 de la transformación canónica
C−1

(2,2) puede ser escrita por el producto interno

−ı√
3
ϑS2(x, z) = −ı(ρ(2,2)(z) · x) , (3.5)

donde

x = (sen(θ) cos(φ), sen(θ)sen(φ), cos(θ))

ρ(2,2)(z) =
1

2

(
z2

2 − z2
1 , ız

2
1 + ız2

2 , 2z1z2

)
, x ∈ C2 .

Nótese que ρ(2,2)(z) se encuentra en la cuádrica nula de C2, de�nida por

De�nición 3.4 Sea k un entero positivo, de�namos la cuádrica nula compleja por

Qk = {α ∈ Ck+1 | α2
1 + . . .+ α2

k+1 = 0},

Nótese que

α ∈ Qk ⇔ |Re(α)| = |Im(α)| y Re(α) · Im(α) = 0, (3.6)

con Re(α) y Im(α) denotando la parte real e imaginaria de α respectivamente.
Por (3.6) la cuádrica nula (con el origen removido) puede ser identi�cada con

el haz cotagente de la esfera T ∗Sn (con la sección cero removida) a través de la
siguiente función

σn : Qn − {0} → T ∗Sn − {0} ,

σn(α) =

(
Re(α)

|Re(α)|
,−Im(α)

)
.

(3.7)

Por tal motivo, la transformación canónica C(2,2) hace que el siguiente triángulo
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conmute

�
�
�
�
��

?

-

Q2 − {0}

C̃2 − {0} T ∗S2 − {0}
C(2,2)

ρ(2,2)
σ2

(3.8)

Observación 3.5 De la de�nición 3.2, y de las ecuaciones (3.1), (3.5) se tiene que
otra expresión de la transformada de Bargmann para L2(S2) es

BS2Ψ(z) =

∫
x∈S2

∞∑
`=0

√
2`+ 1

`!

(
ρ(2,2)(z) · x

)`
Ψ(x)dS2(x) , Ψ ∈ L2(S2) , z ∈ C2

(3.9)

3.3.2 Transformación canónica de un partícula moviendose en S3.

En analogía con los espacios Rn y S2, consideremos la función − ı√
2
ϑS3 como

la función generadora de una transformación canónica. La cual va a ser de�nida a
través de las siguientes ecuaciones

pθ = − ∂

∂θ

−ı√
2
ϑS3 , pφ = − ∂

∂φ

−ı√
2
ϑS3 , pλ = − ∂

∂λ

−ı√
2
ϑS3 ,

wj = ı
∂

∂zj

−ı√
2
ϑS3 , j = 1, 2, 3, 4.

(3.10)

De (3.3) y el hecho de que θ, φ, λ, pθ, pφ, pλ son variables reales podemos expresar
el sen(θ), cos(θ), sen(λ) y cos(λ) en términos de las variables zj , zj , j = 1, 2, 3, 4. A
partir de lo cual obtenemos que

(w1, w2, w3, w4) = ±(z1, z2, z3, z4) .

Escojamos el signo positivo. A partir de ésto y las expresiones previamente
obtenidas de sen(θ), cos(θ), sen(λ) y cos(λ) se puede mostrar que

|z1|2 + |z2|2 = |z3|2 + |z4|2.

Además nótese que si (z1, z2, z3, z4) es solución de (3.10), entonces también lo
debe de ser (z1e

ıψ, z2e
ıψ, z3e

−ıψ, z4e
−ıψ), para cualquier ψ ∈ R. Por lo cual,

de�namos la siguiente relación de equivalencia en C4

(z1, z2, z3, z4) ∼ (z′1, z
′
2, z
′
3, z
′
4) si existe ψ ∈ R tal que

(z′1, z
′
2, z
′
3, z
′
4) = (z1e

ıψ, z2e
ıψ, z3e

−ıψ, z4e
−ıψ) .
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Por lo cual, la transformación canónica debe de tomar valores en

C̃4 = {(z1, z2, z3, z4) ∈ C4 | |z1|2 + |z2|2 = |z3|2 + |z4|2}/ ∼ .

Al igual que en el caso de S2, se puede probar que

−ı√
2
ϑS3(x, z) = −ıρ(3,4)(z) · x , (3.11)

donde z ∈ C4 y

ρ(3,4)(z) = (z1z3 + z2z4 , ı(z1z3 − z2z4) , ı(z1z4 + z2z3) , z1z4 − z2z3) .

x = (sen(λ)sen(θ) cos(φ) , sen(λ)sen(θ)sen(φ) , sen(λ) cos(θ) , cos(λ)) .

Nótese que para cualquier z ∈ C4, el vector ρ(3,4)(z) ∈ Q3. Por cual la transfor-
mación canónica se puede ver como la siguiente composición

C(3,4) = ρ(3,4) ◦ σ3 .

Observación 3.6 De la de�nición 3.3, y de las ecuaciones (3.2), (3.11) se tiene
que otra expresión de la transformada de Bargmann para L2(S3) es

BS3Ψ(z) =

∫
x∈S3

∞∑
`=0

√
`+ 1

`!

(
ρ(3,4) · x

)`
Ψ(x)dS3(x) , Ψ ∈ L2(S3) , z ∈ C4 .

(3.12)

Observación 3.7 En analogía con lo que pasa en Rn: las transformadas de Barg-
mann BS2 y BS3 son operadores integrales cuyo núcleo integral es una serie de
potencias en ϑ(n,m)(x, z) := −ıρ(n,m)(z) · x, con (n,m) = (2, 2), (3, 4) respectiva-
mente para x ∈ Sn, z ∈ Cm.

Además de que la función ϑ(n,m) tiene la propiedad de ser la función genera-
dora de una transformación canónica C(n,m). Por tal motivo, las transformadas
de Bargmann BS2 y BS3 pueden verse como la cuantización de la transformación
canónica C(n,m).
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4
Transformada de Bargmann para la n

esfera.

Es este capítulo introduciremos un espacio de Hilbert En, de funciones analíti-
cas de�nidas sobre la cuádrica nula Qn. Además de de�nir la transformada de
Bargmann Bn, que lleva una función de L2(Sn), n ≥ 2, a una función de dicho
espacio.

También se deducen de manera estricta las transformadas de Bargmann BSn

para L2(Sn), con n = 2, 3, 5 sobre cierto subespacio cerrado del espacio de Bargmann
Fm ⊂ BCm ,m = 2, 4, 8 respectivamente. En el capítulo 3 ya se mencionaron las ideas
principales de como dedujeron Thomas/Wassell y Villegas-Blas las transformadas
de Bargmann sobre L2(S2) y L2(S3) respectivamente. Sin embargo vamos a dar
demostraciones diferentes a las dadas por ellos. Las cuales van a utilizar el operador
Bn.

Cabe mencionar que podemos relacionar los espacios Fm (m = 2, 4, 8) con En
(n = 2, 3, 5) respectivamente a través de la función ρ(n,m) (ver (A.21), (A.22),
(A.23)).

4.1 Espacio de Bargmann-Todorov, En.

En esta sección daremos una descripción del espacio En introducido por V.
Bargman e I. T. Todorov [4], el cual llamaremos espacio de Bargmann-Todorov.

Consideremos la siguiente medida dm~
n+1 sobre Cn+1

dm~
n+1(α) =

1

2n−1~2(n−1)
F

(
|α|2

2~2

)
δ(α2)dαdα ,

con α = (α1, . . . , αn+1) ∈ Cn+1, |α|2 = |α1|2 + . . . + |αn+1|2, δ(α2) denotando la
distribución delta de Dirac sobre la cuádrica nula Qn (ver [6] para de�nición de

45
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delta de Dirac). dαdα denota la medida de Lebesgue sobre Cn+1 y la función F es
de�nida por

F(t) =

(
2

π

)n (16t)
3−n
4

Γ(n−1
2 )

Kn−3
2

(2
√
t) , t ∈ R+ , (4.1)

donde Kn−3
2

y Γ denotan las funciones de Macdonald Bessel y Gamma respecti-

vamente (ver [7] secciones 8.4 y 8.5 para de�nición y expresión de estas funciones
especiales). En la proposición 4.8 se muestra una expresión de la medida dm~

n+1 sin
la función delta de Dirac δ(α2).

Cabe remarcar que la medida dm~
n+1 es la medida considerada por Bargmann-

Todorov [4] pero reescalada por un factor 1√
2~ .

Más aún, la medida dm~
n+1 es invariante bajo el grupo de rotaciones SO(n+ 1).

La acción de SO(n+ 1) sobre Cn+1 que estamos considerando es la siguiente: para
R ∈ SO(n + 1) de�nimos la función TR : Cn+1 → Cn+1 por TR(z) = RRe(z) +
ıRIm(z) con z ∈ Cn+1 y RRe(z), RIm(z) son dados por la acción usual de SO(n+1)
sobre Rn+1.

Nótese que la cuádrica nulaQn es invariante bajo la acción mencionada arriba. A
continuación citaremos algunos resultados, sin demostración, dados por Bargmann-
Todorov. Ver [4] para detalles de las demostraciones.

De�nición 4.1 El espacio de Bargmann-Todorov En, es de�nido como el com-
pletamiento (respecto al producto escalar topologico) de

∞⊕
`=0

W` .

Donde W` el espacio de polinomios homogéneos de grado ` en n+ 1 variables com-
plejas vistos como elementos de la cuádrica nula Qn.

Observación 4.2 Note que dos diferentes polinomios de grado ` de�nidos inicial-
mente sobre Cn+1 podrían ser el mismo elemento en W`.

De hecho Bargmann y Todorov [4] muestran que

Proposición 4.3 El espacio En es un espacio de Hilbert con producto interno

〈f, g〉En =

∫
f(α)g(α)dm~

n+1(α) , f, g ∈ En . (4.2)

Para j = 1, . . . , n+1, sea Xj el operador de multiplicación por la coordenada αj
actuando sobre En. Se puede mostrar que en el espacio En, el adjunto del operador
Xj tiene la siguiente expresión

Dj = 2~2

(
Xk

∂

∂αk
+
n− 1

2

)
∂

∂αj
− ~2Xj∆ , (4.3)

donde ∆ =
∑n+1

k=1
∂2

∂α2
k
y asumiendo sumas sobre índices repetidos.
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Comentario 4.4 Bargmann y Todorov [4] encontraron la medida dm~
n+1 requirien-

do que los operadores Xj y Dj son adjunto uno del otro.

El espacio En tiene la propiedad de tener un núcleo reproductor como se muestra
en la siguiente

Proposición 4.5 El núcleo reproductor del espacio En, denotado para α,β ∈ Qn

por Tn = Tn(α,β), es dado por

Tn(α,β) =

∞∑
`=0

1

`!
(
n−1

2

)
`

(
α · β
2~2

)`
=

∞∑
`=0

T(`)
n (α,β)

(4.4)

con (a)` = Γ(a+`)/Γ(a) (símbolo de Pochhammer), y T
(`)
n el núcleo reproductor del

espacio W`. Más aún utilizando la fórmula 9.6.10 de [2], este núcleo reproductor
puede ser escrito de la forma

Tn(α,β) = Γ

(
n− 1

2

)(
α · β
2~2

) 3−n
4

In−3
2

(√
2α · β
~

)
(4.5)

con Ik denotando la función modi�cada de Bessel de primer tipo de orden k (ver [2]
sección 8.4 y 8.5 para de�nición y expresión de esta función especial).

Comentario 4.6 Cabe aclarar que para que el lado derecho de (4.5) tenga sentido
tenemos que hablar de ramas de la función raíz cuadrada

√
z = |z|1/2 exp(ıθ/2), con

θ = arg(z). Dicha rama dependera de donde se encuentra el arg(α · β).
De hecho la rama que se considerará va a ser en donde −π < θ < π. En el caso

de que arg(α · β) = π entonces la rama estará de�nida en donde 0 < θ < 2π.

Por otro lado, por la expresión de dm~
n+1 (ya que incluye la función δ(α2)),

la evaluación directa del producto interno de dos elementos de En podría ser com-
plicado, incluso cuando se trate de polinomios. Sin embargo, podemos evaluar el
producto interno de elementos de W` como se muestra en la siguiente (ver [4] para
mas detalles)

Proposición 4.7 Sea ` entero no negativo. El producto interno de dos elemento de
W` es proporcional a su producto interno considerados como elementos del espacio
de Bargmann BCn+1. Es decir, para f, g ∈W` se tiene

〈f, g〉En = (2~)`
(
n− 1

2

)
`

〈f, g〉BCn+1 .

Sin embargo cuando muestre la concentración de la transformada de Bargmann
de los estados coherentes (los cuales van a ser de�nidos posteriormente) voy a nece-
sitar la evaluación del producto interno de dos elementos cualquiera (no sólo de
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elementos en W`) en En. Por lo cual en la siguiente proposición doy una expresión
explícita de la función δ(α2) en ciertas coordenadas adecuadas y con ello una expre-
sión para dm~

n+1 que no involucra la delta de Dirac. Cabe mencionar que Bargmann
y Todorov no mencionan esta expresión de la medida.

Proposición 4.8 La expresión de la medida del espacio de Bargmann - Todorov es

dm~
n+1(β) =

1

2n+1~2(n−1)
F

(
r2

~2

)
r2n−3drdΩn(θ)dΩn−1(η) (4.6)

donde dΩk denota la medida de super�cie de la esfera Sk. De aquí que para f, g ∈ En

〈f, g〉En =

∫
r>0

∫
θ∈Sn

∫
η∈Sn−1

f(r(θ + ıη))g(r(θ + ıη))

r2n−3

2n+1~2(n−1)
F

(
r2

~2

)
drdΩn(θ)dΩn−1(η) .

Demostración.

Primero daremos coordenadas especí�cas a Qn − {0}. Para hacer ésto veamos
a β como un elemento de Cn+1 − {0}.

Note que dβdβ = d(Re(β))d(Im(β)), con d(Re(β)) y d(Im(β)) denotando la
medida de Lebesgue en Rn+1. Consideremos coordenadas esféricas para Re(β), es
decir

Re(β) = rθ , r > 0 , θ ∈ Sn .

Como Re(β) ∈ Rn+1, descompongamos Im(β) en las direcciones paralelas y
ortogonales a Re(β)/|Re(β)|

Im(β) = µ
Re(β)

|Re(β)|
+ ρη , µ ∈ R , ρ > 0 , |η| = 1 y θ · η = 0 .

Nótese que el vector ρη es ortogonal a Re(β)
|Re(β)| . Por tal motivo lo podemos

considerar como un elemento de Rn con η ∈ Sn−1. Así se tiene que

dβdβ = rnρn−1drdρdµdΩn(θ)dΩn−1(η)

donde dΩk es la medida de super�cie de la esfera Sk.

Tomemos estas coordenadas para Cn+1−{0}. Se puede probar que β ∈ Qn−{0}
(ver (3.6)) si y sólo si µ = 0 y r2 − ρ2 = 0.

Consideremos el cambio de coordenadas (r,θ, µ, ρ,η) 7→ (P1, P2, r,θ,η) con

P1 = r2 − (ρ2 + µ2) ,

P2 = 2rµ .
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Entonces dβdβ tiene la siguiente expresión en las nuevas coordenadas

dβdβ = dP1dP2
1

4
rn−1

[
r2 − P1 −

P 2
2

4r2

]n−2
2

drdΩn(θ)dΩn−1(η) .

De la de�nición de delta de Dirac (ver [6], capítulo III, sección 2.1) y tomando
β = r(θ + ıη) se obtiene (4.6).

�
Siguiendo [3], introducimos la siguiente proposición (similar al criterio 1.18)

que va a ser utilizada en la siguiente sección para probar que la transformada de
Bargmann de L2(Sn) es una isometría.

Proposición 4.9 Sea F función analítica de n + 1 variables complejas. Para 0 <
λ < 1, de�namos Fλ(z) = F (λz). Entonces

F ∈ En ⇔ Fλ ∈ En y sus normas ||Fλ||En son uniformemente acotadas.

En este caso Fλ converge a F en el espacio En cuando λ→ 1.

Demostración.
Sean ` entero no negativo y d` la dimensión del espacio W`. Sea {e`k}, k =

1, . . . , d` una base ortonormal de W` respecto al producto interno de�nido en (4.2).
Note que e`k es un polinomio homogéneo de grado `.

Sea F función analítica de n + 1 variables complejas. No es difícil ver que la
restricción de F a la cuádrica nula (que también la llamaremos F ) puede ser escrita
como la serie de potencias convergente

F (α) =

∞∑
`=0

d∑̀
k=1

A`ke`k(α) , α ∈ Qn (4.7)

para algunos coe�cientes A`k. Luego

F ∈ En si y sólo si
∞∑
`=0

d∑̀
k=1

|A`k|2 <∞ .

De (4.7) se tiene

Fλ(α) =
∞∑
`=0

d∑̀
k=1

A`ke`k(λα) =
∞∑
`=0

d∑̀
k=1

A`kλ
`e`k(α) .

Supongamos que F ∈ En. Como

∞∑
`=0

d∑̀
k=1

λ2`|A`k|2 ≤
∞∑
`=0

d∑̀
k=1

|A`k|2
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entonces Fλ ∈ En. Además las normas de Fλ, 0 < λ < 1 son uniformemente acotadas
por ||F ||En .

Supongamos ahora que Fλ ∈ En y que existe una constante C tal que ||Fλ||En ≤
C para toda 0 < λ < 1. Sea {λj}∞j=1 una sucesión de números en el intervalo

(0, 1) que convergen a 1. De�namos γ`j = λ2`
j y b` =

∑d`
k=1 |A`k|

2. Los números∑∞
`=0 γ`jb` =

∑∞
`=0

∑d`
k=1 λ

2`
j |A`k|2 = ‖Fλj‖2En son uniformemente acotados por C.

Por el teorema 1.9, la serie
∑∞

`=0

∑d`
k=1 |A`k|

2 es �nita. Por lo cual F pertenece a
En. Más aún

||F − Fλ||2 =

∞∑
`=0

d∑̀
k=1

(1− λ`)2|A`k|2 .

Dado que
∑∞

`=0

∑d`
k=1 |A`k|

2 es �nita. Entonces del teorema de convergencia domi-
nada de Lebesgue tenemos

lim
λ→1
||F − Fλ||2 = 0 . �

4.2 Transformada de Bargmann para L2(Sn), Bn.

Motivados en la de�nición de transformada de la Bargmann para L2(Sn), n =
2, 3, (ver ecuaciones (3.9) y (3.12)) es natural de�nir la transformada de Bargmann
de Ψ ∈ L2(Sn), n ≥ 2 por

BnΨ(α) =

∫
Sn

∞∑
k=0

ck
k!

(α · x
~

)k
Ψ(x)dSn(x) , α ∈ Qn . (4.8)

Donde dSn(x) es la medida de super�cie normalizada sobre Sn. Los coe�cientes
ck son calculados requiriendo que Bn sea una isometría. Para poder calcular estos
coe�cientes hacemos uso de la siguiente

Proposición 4.10 Sean α, β dos elementos de la cuádrica nula Qn y ` un entero
no negativo. De�namos Φ

(`)
α (x) = (α · x)`, x ∈ Sn. Entonces〈

Φ
(`)
α ,Φ

(`)
β

〉
Sn

=
(n− 1)!!(2`)!!

2`(2`+ n− 1)!!
(α · β)` .

Donde para un número entero no negativo k par (impar) se de�ne k!! como el
producto de todos los números pares (impares) menores o iguales a k.

Demotración.

Dado α ∈ Qn, existe R ∈ SO(n + 1) tal que α = |Re(α)|R(ê1 − ıê2), con
ê1 = (1, 0, . . . , 0), ê2 = (0, 1, . . . , 0) vectores unitarios en Rn+1. Luego〈

Φ
(`)
α ,Φ

(`)
β

〉
Sn

= |Re(α)|`
∫
y∈Sn

((ê1 − ıê2) · y)`(R−1β · y)`dSn(y) ,
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donde se utilizó el cambio de variable y = R−1x. Sean γ = R−1β y λ = |Re(α)|.
Introduzcamos coordenadas esféricas para la variable y = (y1, . . . , yn+1) ∈ Sn

y1 =

n∏
j=2

sen(θj) cos(θ1) , y2 =

n∏
j=2

sen(θj)

ys =
n∏
j=s

sen(θj) cos θs−1 , yn+1 = cos(θn)

(4.9)

con s = 3, . . . , n, θ1 ∈ (−π, π) y θ2, . . . , θn ∈ (0, π) . Luego〈
Φ

(`)
α ,Φ

(`)
β

〉
Sn

= λ`
∫ π

−π

∫ π

0
. . .

∫ π

0
(sen(θn) . . . sen(θ2))` e −ı`θ1

(γ · y(θ1, . . . , θn))`senn−1(θn) . . . sen(θ2)
dθn . . . dθ1

Vol(Sn)
.

Integremos la ecuación de arriba respecto a θ1. Utilizando las identidades
cos(θ) = 1

2(e ıθ + e
−ıθ), sen(θ) = 1

2ı(e
ıθ − e

−ıθ) y que
∫ π
−π e

ıθkdθ = 2πδk,0 se
puede probar que ∫ π

−π
e
−ı`θ cosk(θ)sens(θ)dθ =

2π

ı`−k2`
δ`,s+k . (4.10)

Luego por el teorema multinomial y (4.10)∫ π

−π
e
−ı`θ1(γ · y)`dθ1 =

∑
|m|=`

Cmγ
m1
1 γm2

2

n+1∏
j=3

(γjyj)
mj [sen(θj−1)]m1+m2

∫ π

−π
e
−ı`θ1 [cos(θ1)]m1 [sen(θ1)]m2dθ1

=
∑̀
k=0

C(k,`−k,0,...,0)
2π

ı`−k2`
(sen(θn) . . . sen(θ2))` γk1γ

`−k
2 ,

donde Cm = `!
m! . Por lo tanto, utilizando ésto se tiene

〈
Φ

(`)
α ,Φ

(`)
β

〉
Sn

= λ`
∑̀
k=0

(
`

k

)
2π

ı`−k2`
γk1γ

`−k
2

Vol(Sn)

n∏
j=2

∫ π

0
[sen(θj)]

2`+j−1dθj

= λ`(γ1 − ıγ2)`
(2`)!!(n− 1)!!

(2`+ n− 1)!!

1

2`

= λ`(R−1β · (e1 + ıe2))`
(2`)!!(n− 1)!!

(2`+ n− 1)!!

1

2`

= (α · β)`
(2`)!!(n− 1)!!

(2`+ n− 1)!!

1

2`
. �
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Ahora obtengamos los coe�cientes ck (de manera formal) que aparecen en (4.8).
Posteriormente probaremos que la de�nición que proponememos de transfromada
de Bargmann esta bien de�nida.

Sean β ∈ Qn, k ∈ Z+ y Ψβ =
Φ

(k)
β

||Φ(k)
β ||Sn

∈ L2(Sn), donde Φ
(k)
β (x) = (β · x)k,

x ∈ Sn. Tomemos α ∈ Qn y ` ∈ Z+. De la ortogonalidad de Φ
(`)
α con Φ

(k)
β y la

proposición 4.10

BnΨβ(α) =

∫
x∈Sn

∞∑
`=0

c`
`!

(α · x
~

)` (β · x)k

||(β · (·))k||Sn
dSn(x)

=
ck
~kk!

(
(n− 1)!!(2k)!!

2k(2k + n− 1)!!

)1/2 (α · β)k

(β · β)k/2
.

Consideremos el caso particular β = e1 − ıe2. Como deseamos que Bn sea
unitaria, de la proposición 4.7 se debe de tener que

1 = ‖Bn(Ψβ)‖2En

= (2~)k
Γ(n−1

2 + k)

Γ(n−1
2 )

|ck|2

~2kk!

(n− 1)!!

22k(2k + n− 1)!!
‖(α1 + ıα2)k‖2BCn+1

= |ck|2
(n− 1)

(2k + n− 1)
. (4.11)

Lo última igualdad es porque e~` (α) = α`/(
√
~|`|`!) es base ortonormal de BCn+1

(ver lema 1.13).

Comentario 4.11 Nótese que de (4.11) se sigue

ck = e
ıθk

(
2k + n− 1

n− 1

) 1
2

, para algunas constantes 0 ≤ θk < 2π ,

y no necesariamente θk = θ` para k 6= `. Sin embargo, por simplicidad vamos a
tomar θk = 0 para toda k. Ésto es porque cuando de�namos estados coherentes
sobre L2(Sn) va a ser más sencillo obtener el operador de aniquilación del cual
dichos estados son funciones propias (subsección 5.1.3). Además de que la asintótica
del núcleo integral del operador Bn obtenida en el apéndice C no es tan complicada,
lo cual va a ser utilizado para mostrar concentración de los estados coherentes.

Por lo tanto, al menos formalmente tenemos que para Ψ ∈ L2(Sn)

BnΨ(α) =

∫
Sn

∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(α · x
~

)k
Ψ(x)dSn(x) , α ∈ Qn . (4.12)

Mostremos ahora que Bn se encuentra bien de�nida y que es una isometría.
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Lema 4.12 Sea Ψ ∈ L2(Sn). Entonces

i) BnΨ(α) es una función analítica considerada como una función en Cn+1 (en
cada componente de α manteniendo todas las demás �jas).

ii) BnΨ es de cuadrado integrable respecto a la medida dm~
n+1.

iii) Bn es una isometría.

Demostración.
Denotemos el núcleo integral del operador Bn por

K(x,α) =
∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(α · x
~

)k
, x ∈ Sn , α ∈ Qn . (4.13)

Sea α ∈ Qn �jo, entonces

|K(x,α)| ≤
∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(
|α|
~

)k
<∞ ∀x ∈ Sn . (4.14)

Así K(·,α) ∈ L2(Sn). Luego de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, BnΨ(α) se
encuentra bien de�nido.

Sea g : C→ C la siguiente función

g(z) =
∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

zk , z ∈ C .

Por el criterio de la razón, la serie g es convergente para todo z, luego es analítica.
Por lo cual el núcleo integral K(x,α) = g(α · x/~) es analítico en cada componente
del vector α dejando las otras �jas (con x ∈ Sn �jo).

Prueba de i). Sean α ∈ Cn+1 y 1 ≤ j ≤ n + 1 entero. Fijemos todos los
componentes de α excepto el j-ésimo. Probemos la analiticidad de BnΨ(α) (en la
variable αj) utilizando el teorema de Morera. Para ello sea γ una curva en C. De
(4.14) y el hecho de que Ψ ∈ L1(Sn) se tiene que∫

γ

∫
x∈Sn

|K(x,α)Ψ(x)|dSn(x)dαj <∞ .

Luego podemos aplicar Fubini en la siguiente integral∫
γ
BnΨ(α)dαj =

∫
x∈Sn

Ψ(x)

∫
γ

K(x,α)dαjdSn(x) .

Como K(x,α) es analítico en la variable αj (para cada x ∈ Sn), por el teorema de
Cauchy la integral anterior es cero. Además por la continuidad de K(x,α) en la
variable αj y el teorema de convergencia dominada se sigue que BnΨ(α) es continua
en la variable αj .
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Prueba de ii) Utilicemos la proposición 4.9 para probar que BnΨ ∈ En. Sea
0 < λ < 1. Por i) sólo necesitamos mostrar que (BnΨ)λ ∈ En, y que ‖(BnΨ)λ‖En
son uniformemente acotadas.

Para probar que (BnΨ)λ ∈ En estudiemos las siguientes integrales

Iλ :=

∫
BnΨ(λα)BnΨ(λα)dm~

n+1(α)

=

∫ ∫
Sn×Sn

K(x, λα)K(y, λα)Ψ(x)Ψ(y)dSn(x)dSn(y)dm~
n+1(α). (4.15)

Para intercambiar el orden de integración en (4.15), mostremos que la integral
iterada del valor absoluto del integrando de (4.15) es �nita. La razón por la que se
estudia (BnΨ)λ en lugar de estudiar BnΨ directamente, es que esta integral no es
�nita cuando λ = 1.

Nótese que

|K(x, λα)| ≤
∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(
λ|Re(α)|

~

)k ∣∣∣∣Re(α) · x
|Re(α)|

+ ı
Im(α) · x
|Im(α)|

∣∣∣∣k .
Además dado que

∣∣∣Re(α)·x
|Re(α)| + ı Im(α)·x

|Im(α)|

∣∣∣ ≤ 1,

Jλ :=

∫ ∫
Sn×Sn

∣∣∣K(x, λα)K(y, λα)Ψ(x)Ψ(y)
∣∣∣dSn(x)dSn(y)dm~

n+1(α)

≤ ‖Ψ‖2L1(Sn)

∫  ∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

λ
k
2

(√
λ|Re(α)|

~

)k2

dm~
n+1(α) . (4.16)

Note también que si k es su�cientemente grande,
√

2k + n− 1√
n− 1

λk/2 =

√
2k + n− 1√
n− 1

exp

(
k

2
ln(λ)

)
≤ 1 .

Así de (4.16)

Jλ ≤ ‖Ψ‖2L1(Sn)

∫
P (|Re(α)|) exp

(
2
√
λ|Re(α)|
~

)
dm~

n+1(α)

donde P (|Re(α)|) es un polinomio en |Re(α)|.
De la proposición 4.8 se puede mostrar que

∫
f(|Re(α)|)dm~

n+1(α) =
An−1An~

1−3n
2

πn2n−2Γ(n−1
2 )

∞∫
0

f(r)r
3n−3

2 Kn−3
2

(
2r

~

)
dr (4.17)



4.2 Transformada de Bargmann para L2(Sn), Bn. 55

donde r = |Re(α)| y An denota el área de la esfera unitaria Sn. Además de la
fórmula 6.621-3 de [7] tenemos: para Re µ > |Re ν| y Re(b+ c) > 0

∞∫
0

rµ−1
e
−brKν(cr)dr =

√
π(2c)ν

(b+ c)µ+ν

Γ(µ+ ν)Γ(µ− ν)

Γ
(
µ+ 1

2

)
F

(
µ+ ν, ν +

1

2
;µ+

1

2
;
b− c
b+ c

)
. (4.18)

con F (· , · ; · ; ·) la serie hipergeométrica (ver 9.1 de [7]).

Así de (4.17) y (4.18) se sigue que Jλ es �nita (esto es porque b = −2
√
λ

~ y c = 2
~

luego b−c
b+c = −1−

√
λ

1−
√
λ
< 1 y por 9.102 de [7] la serie hipergeométrica es �nita).

De aquí que podemos aplicar el teorema de Fubini a (4.15) y obtener

Iλ =

∫
Sn×Sn

∫ ∑
`,k

√
2`+ n− 1

`!
√
n− 1

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(
λα · x

~

)`(λα · y
~

)k
·Ψ(x)Ψ(y)dm~

n+1(α)dSn(x)dSn(y) .

Usando nuevamente el teorema de Fubini y el hecho de que para ` 6= k, (α · x)` y
(α · y)k son ortogonales como funciones en la variable α

Iλ =
∞∑
`=0

λ2`

∫
Sn

[∫
Sn
H`(x,y)Ψ(x)dSn(x)

]
Ψ(y)dSn(y) , (4.19)

donde

H`(x,y) =
2`+ n− 1

(`!)2(n− 1)

∫ (α · x
~

)` (α · y
~

)`
dm~

n+1(α) .

Es conocido que L2(Sn) es igual a la suma directa de los espacios propios V`,
` = 0, 1, 2, . . . del Laplaciano sobre Sn (de hecho V` es el espacio de armónicos
esféricos de orden l, es decir, el espacio de restricciones a Sn de polinomios armónicos
homogéneos de orden ` en n+ 1 variables reales).

Sea P` el proyector ortonormal sobre V`. En el lema 4.13 (que se prueba después),
se muestra que la función H` es el núcleo de Schwartz del proyector P`. Por lo cual
de (4.19)

‖(BnΨ)λ‖2En = Iλ =

∞∑
`=0

λ2` 〈P`Ψ,Ψ〉Sn =

∞∑
`=0

λ2`‖P`Ψ‖2Sn . (4.20)

Finalmente, como
∑∞

`=0 ‖P`Ψ‖2Sn = ‖Ψ‖2Sn < ∞ se concluye de la proposición
4.9 que BnΨ ∈ En. Además de que (BnΨ)λ convergen a BnΨ cuando λ→ 1 en En.
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En particular
lim
λ→1
‖(BnΨ)λ‖En = ‖Bnψ‖En . (4.21)

Prueba de iii) La isometría de Bn se sigue de (4.20) y (4.21) ya que

‖Bnψ‖2En = lim
λ→1
‖(BnΨ)λ‖2En =

∞∑
`=0

‖P`Ψ‖2Sn = ‖Ψ‖2Sn . �

Lema 4.13 Sea ` un entero no negativo. Para toda Ψ ∈ L2(Sn)

P`Ψ(y) =

∫
Sn
H`(x,y)Ψ(x)dSn(x) , y ∈ Sn . (4.22)

Demostración.

Notemos primero que para y �jo, H`(x,y) pertenece al espacio V`. Para ver
esto consideremos a x como un elemento de Rn+1. Entonces H`(x,y) es un poli-
nomio homogéneo de orden ` como función de x. Además utilizando el teorema
de convergencia dominada de Lebesgue (el cual se puede usar porque la integral
que aparece en (4.17) es �nita cuando f(|Re(α)|) es un polinomio sobre |Re(α)|) se
puede mostrar que H`(x,y) es una función armónica (dado α ∈ Qn, el Laplaciano
en Rn+1 de la función (α · x)` es cero).

Si Ψ ∈ V⊥` , entonces ambos lados de (4.22) son cero. Por lo cual solo necesitamos
probar este lema para Ψ ∈ V`.

Sea Ψ ∈ V`. El lado derecho de (4.22) (como función de y) pertenece a V`.
De�namos el operador S` : V` → V` por

S`Ψ(y) =

∫
Sn
H`(x,y)Ψ(x)dSn(x) , Ψ ∈ V` , y ∈ Sn .

Probemos que S` es el operador identidad a través del lema de Schur.
De�namos la acción de SO(n + 1) sobre L2(Sn) por: dada R ∈ SO(n + 1), sea

TR : L2(Sn)→ L2(Sn) de�nido como TRΨ(x) = Ψ(R−1x).
Como la medida dm~

n+1 es SO(n+ 1) invariante, entonces se puede probar que
para cualquier R ∈ SO(n+ 1), H`(x,y) = H`(R

−1x, R−1y). De aquí que

S`TRΨ = TRS`Ψ , ∀ Ψ ∈ L2(Sn) .

Es conocido que el espacio V` es irreducible bajo la acción de SO(n + 1) men-
cionada arriba. El lema de Schur implica que S` = c`I, con c` ∈ R un número real
e I el operador identidad en V`.

Mostremos que c` = 1. Para ello sea Ψ(x) = ((ê1+ıê2)·x)`, con ê1 = (1, 0, . . . , 0)
y ê2 = (0, 1, . . . , 0) elementos en Rn+1. Usando el teorema de Fubini se tiene

c`((ê1 + ıê2) · y)`

=
2`+ n− 1

(`!~`)2(n− 1)

∫ 〈
(α · x)`, ((ê1 − ıê2) · x)`

〉
Sn

(α · y)`dm~
n+1(α).
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Tomemos a y = ê1. Del hecho de que {αk/
√
~|k|k!}k∈Zn+1

+
es base ortonormal

de BCn+1 (ver lema 1.13) y las proposiciones 4.10 y 4.7 se tiene

c(`) =
2`+ n− 1

`!2~`(n− 1)

(n− 1)!!(2`)!!

(2`+ n− 1)!!

(
n− 1

2

)
`

`!~` = 1 .

Esto último es porque
(
n−1

2

)
`

= (2`+n−3)!!
2`(n−3)!!

para n ≥ 4 y
(
n−1

2

)
`

= (2`+n−3)!!
2`

si
n = 2, 3.

�
En (1.19) se muestra que la transformada de Bargmann en L2(Rn) del conjugado

de su núcleo integral es igual al núcleo reproductor del espacio BCn . En analogía
con ésto mostremos en el siguiente lema que la función K(·,α) (núcleo integral de
Bn, ver (4.13)) tiene la propiedad de que su transformada de Bargmann es igual al
núcleo reproductor del espacio de Bargmann-Todorov En.

Lema 4.14 Para toda α, β ∈ Qn se tiene

(BnK(·,α)) (β) = Tn(β,α) .

Demostración.

En el lema 4.12 se muestra que K(·,α) ∈ L2(Sn). Del teorema de convergencia
domina de Lebesgue y la ortogonalidad de los espacios V` se tiene

(BnK(·,α))(β) =

∫
Sn

K(x,β)K(x,α)dSn(x)

=

∞∑
`=0

2`+ n− 1

(`!~`)2(n− 1)

(n− 1)!!(2`)!!

2`(2`+ n− 1)!!
(β ·α)` (4.23)

= Tn(β,α) . (4.24)

(4.23) y (4.24) se obtienen de la proposición 4.10 y (4.4) respectivamente.
�

Para �nalizar esta sección, mostraremos que Bn es un operador unitario.

Teorema 4.15 La transformada de Bargmann Bn : L2(Sn) → En es un operador
unitario

Demostración.

Del lema 4.12 iii), la trasformada de Bargmann Bn es una isometría, por lo cual
es inyectiva. Además, de la identidad de polarización Bn preserva producto interno.
Así sólo necesitamos mostrar que Bn es sobre.

Dado que el espacio de Bargman-Todorov es de Hilbert,

En = Ran(Bn)⊕ (Ran(Bn))⊥ .
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Con Ran(Bn) denotando el rango de Bn. De hecho utilizando que Bn es una
isometría y que L2(Sn) es de Hilbert se puede probar que Ran(Bn) = Ran(Bn).

Además del lema 4.14 y por propiedades del núcleo reproductor no es di�cil ver
que (Ran(Bn))⊥ = 0. El resultado se sigue de ésto.

�

4.2.1 Inversa de la transformada de Bargmann, B−1
n

En la sección anterior se muestra que Bn es un operador unitario, sin embargo
no se da una expresión explícita de su inversa. Motivados por la expresión de la
inversa de la transformada de Bargmann introducida en [8] para L2(K) con K un
grupo de Lie compacto, daremos una fórmula de inversión para la transformada de
Bargmann Bn. Así establecemos el siguiente

Teorema 4.16 Sea {Eq | q ∈ N} una sucesión creciente de conjuntos medibles
acotados en Qn tal que

⋃
q∈NEq = Qn. Sea G ∈ En, entonces la transformada

inversa de Bargmann de G es dada por

B−1
n G(x) = lim

q→∞

∫
Eq

∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(
α · x
~

)k
G(α)dmn+1(α) (4.25)

donde el límite en (4.25) es en el sentido de L2(Sn).

Demostración.
Consideremos la transformada de Bargmann Bn como un operador lineal de

L2(Sn) en el espacio de Hilbert L2(Qn,dm~
n+1) de funciones de cuadrado integrable

respecto a la medida dm~
n+1. Como Bn es un operador acotado, su adjunto B∗n es

un operador lineal acotado de L2(Qn,dm~
n+1) en L2(Sn).

Sean F una función en L2(Qn,dm~
n+1) y χEq la función característica del con-

junto Eq. Para cada Ψ ∈ L2(Sn) se tiene

〈
BnΨ, FχEq

〉
En =

∫ ∫
x∈Sn

K(x,α)Ψ(x)F (α)χEq(α)dSn(x)dm~
n+1(α) .

Note que podemos utilizar el teorema de Fubini en la integral anterior porque
el valor absoluto del integrando está acotado por

∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(rq
~

)k
|Ψ(x)| |F (α)χEq(α)| ≤ C|Ψ(x)| |F (α)χEq(α)|

donde rq es una cota superior del valor absoluto de los elementos de Eq y C es una
constante �nita. Como Ψ ∈ L1(Sn) y FχEq ∈ L1(Qn,dm~

n+1)〈
BnΨ, FχEq

〉
En =

〈
Ψ,B∗n(FχEq)

〉
Sn
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donde

B∗n(FχEq)(x) =

∫ ∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(
α · x
~

)k
F (α)χEq(α)dm~

n+1(α) .

Además como FχEq → F si q →∞ en L2(Qn,dm~
n+1) y B∗n es continuo

B∗n(FχEq)→ B∗nF .

Finalmente como Bn es un operador unitario en En, entonces para G ∈ En se
tiene B−1

n G = B∗nG. Así obtenemos (4.25).
�

4.3 Transformada de Bargmann para L2(Sn), n = 2, 3, 5.
Unitaridad y fórmula de inversión.

En esta sección mostraremos como la transformada de Bargmann BSn para
L2(Sn) n = 2, 3, 5 obtenida por Thomas/Wassell (caso n = 2) y Villegas-Blas (caso
n = 3) (ver capítulo tres para detalles) es un caso particular de la transformada de
Bargmann Bn de�nida en la sección anterior.

Notemos que el método mostrado en el capítulo tres es complicado generalizar-
se para el caso n = 5. Sin embargo en el apéndice A se muestra que la función
generadora de la transformación canónica C(n,m) : C̃m → L2(Sn) es la función
Φ(n,m)(x, z) = −ıρ(n,m)(z) · x, donde (n,m) = (2, 2), (3, 4), (5, 8).

Basados en esto último y las ecuaciones (3.9) y (3.12), mostremos de forma
rigurosa que la transformada de Bargmann BSn : L2(Sn)→ BCm de�nido por

BSnΨ(z) =

∫
Sn

∞∑
k=0

ck

(
ρ(n,m)(z) · x

~

)k
Ψ(x)dSn(x), Ψ ∈ L2(Sn) , z ∈ Cm

(4.26)
se encuentra bien de�nida. Nótese que se ha introducido la constante de Planck ~
como un parámetro. Los coe�cientes ck de la serie de potencias pueden ser calculados
requiriendo que BSn sea una isometría. De hecho

ck =

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

.

Cabe aclarar que estos resultados ya fueron obtenidos por Thomas/Wassell y
Villegas-Blas. Sin embargo en esta sección doy una forma diferente de como de-
mostrar que la transformada de Bargmann BSn es unitaria.

Antes de analizar BSn , de�namos un operador U(n,m) : En → BCm por la asig-
nación

U(n,m)F (z) = F (ρ(n,m)(z)) , F ∈ En , z ∈ Cm . (4.27)
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La de�nición del operador U(n,m) se basa en el hecho de que podemos identi�car
la cuádrica nula Qn−{0} con C̃m−{0}, con n = 2, 3, 5, m = 2, 4, 8 respectivamente.
Ésto es a través de la función ρ(n,m) : C̃m − {0} → Qn − {0} (ver ecuaciones
(A.21), (A.22), (A.23)). Además de que la función ρ(n,m) es invariante bajo la
acción del grupo Gm = Z2, S1,SU(2), con m = 2, 4, 8 respectivamente (es decir
ρ(n,m)(T(g)(z)) = ρ(n,m)(z) para toda g ∈ Gm y T(g) de�nida por (A.17), (A.18),
(A.19)).

Nótese que de (4.12), (4.27) y (4.26) se tiene que

BSn = U(n,m) ◦Bn . (4.28)

Además el operador U(n,m) tiene las siguientes propiedades

Proposición 4.17 Sean F,G ∈ En. Entonces

i) La función U(n,m)F , de�nida en (4.27), es analítica en Cm.

ii)
〈
U(n,m)F,U(n,m)G

〉
BCm

= 〈F,G〉En. Luego U(n,m) es una isometría.

Demostración.
La prueba de i) es inmediata ya que ρ(n,m) es analítica. Por otro lado, de la

de�nición 4.1 sólo es necesario probar ii) para F,G ∈ En polinomios.
Sean F,G ∈ En dos polinomios de diferentes grados. Entonces éstos son ortogo-

nales en En y también sus imagenes en BCm . Por lo cual solo necesitamos mostrar
ii) para F,G ∈ W` y ` ∈ Z+. Más aún utilizando que el núcleo reproductor del
espacio W` es T

(`)
n (ver (4.4) para de�nición) se puede mostrar que el complemento

ortogonal de span{Φ(`)
α (β) = (β · α)` | α ∈ Qn} en W` es el {0}. De aquí que es

su�ciente probar ii) para F = Φ
(`)
α y G = Φ

(`)
β , donde α = ρ(n,m)(z), β = ρ(n,m)(w)

con z,w ∈ Cm.
Sea

Ψ`
α(x) = C`,n(x ·α)` , con C`,n =

2`(2`+ n− 1)!!

(n− 1)!!(2`)!!

`!~`
√
n− 1√

2`+ n− 1
, x ∈ Sn .

Nótese que Ψ`
α ∈ L2(Sn). Además de (4.12), el teorema de convergencia dominada,

la ortogonalidad de los espacios V` y la proposición 4.10 se tiene que para γ ∈ Qn

BnΨ`
α(γ) =

2`(2`+ n− 1)!!

(n− 1)!!(2`)!!

〈
(γ · x)`, (α · x)`

〉
Sn

= (γ ·α)` = F (γ) .

Luego de lo mostrado arriba, la unitaridad de Bn y la proposición 4.10

〈F,G〉En =
〈

Ψ`
α,Ψ

`
β

〉
Sn

=
(2`+ n− 1)!!

(n− 1)!!

`!~2`(n− 1)

2`+ n− 1
(α · β)` .

Por otro lado, sean u,v ∈ Cm. Usando la expresión de ρ(n,m) (ver ecuaciones
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(A.21), (A.22) y (A.23)) se puede probar que

ρ(2,2)(u) · ρ(2,2)(v) =
1

2
(u · v)2.

ρ(3,4)(u) · ρ(3,4)(v) = 2(u1v1 + u2v2)(u3v3 + u4v4). (4.29)

ρ(5,8)(u) · ρ(5,8)(v) = 2%(u,v)

con

%(u,v) = [u1v1 + u2v2 + u3v3 + u4v4][u5v5 + u6v6 + u7v7 + u8v8]

+ [u7v1 − u8v2 + u5v3 − u6v4][u2v8 − u3v5 + u4v6 − u1v7].
(4.30)

Nótese que U(n,m)F (u) =
(
ρ(n,m(u) · ρ(n,m)(z)

)`. Utilizando la proposición 1.15
y (4.29) se puede mostrar que〈

U(n,m)F,U(n,m)G
〉
BCm

= 〈F,G〉En . �

Ahora vamos a darnos una idea de como es el rango deBSn . Para ello recordemos
que la función ρ(n,m) es invariante bajo la acción del grupo Gm = Z2, S1, SU(2), con
m = 2, 4, 8 respectivamente (es decir ρ(n,m)(T(g)(z)) = ρ(n,m)(z) para toda g ∈ Gm
y T(g) de�nida por (A.17), (A.18), (A.19)). De aquí que

Ran BSn ⊂ Fm = {f ∈ BCm | f(T(g)(z)) = f(z) ∀ g ∈ Gm}.

De hecho vamos a mostrar que Ran BSn = Fm. Pero antes hagamos un análisis
de este conjunto.

4.3.1 Los espacios Fm.

Primero mostremos que los espacios Fm son de Hilbert para m = 2, 4, 8. Luego
probemos que el núcleo reproductor del espacio Fm es el promedio del núcleo repro-
ductor del espacio de Bargmann BCm , respecto a la acción y medida de Haar de los
grupos Z2, S1, SU(2) para los casos m = 2, 4, 8, respectivamente. Los resultados de
esta subsección (excepto el teorema 4.20) son mostrados por Villegas-Blas en [33].

Antes de demostrar que Fm es de Hilbert de�namos los siguientes subconjuntos
de BCm

(i) Para m = 2. Sea F̃2 ⊂ BC2 el espacio generado por los monomios za11 za22 con
a1 + a2 un entero par no negativo.

(ii) Para m = 4. Sea F̃4 ⊂ BC4 el núcleo del operador

L = z1
∂

∂z1
+ z2

∂

∂z2
− z3

∂

∂z3
− z4

∂

∂z4
. (4.31)

El núcleo de L es de�nido por F̃4 = {f ∈ BC4 | Lf = 0}.
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(iii) Para m = 8. Sea F̃8 ⊂ BC8 la intersección del núcleo de los siguientes oper-
adores

R1 = z1
∂

∂z1
+ z2

∂

∂z2
+ z3

∂

∂z3
+ z4

∂

∂z4
− z5

∂

∂z5
− z6

∂

∂z6
− z7

∂

∂z7
− z8

∂

∂z8
,

R2 = z7
∂

∂z1
− z8

∂

∂z2
+ z5

∂

∂z3
− z6

∂

∂z4
− z3

∂

∂z5
+ z4

∂

∂z6
− z1

∂

∂z7
+ z2

∂

∂z8
,

R3 = z7
∂

∂z1
− z8

∂

∂z2
+ z5

∂

∂z3
− z6

∂

∂z4
+ z3

∂

∂z5
− z4

∂

∂z6
+ z1

∂

∂z7
− z2

∂

∂z8
, (4.32)

Las de�niciones de los operadores L, Ra es motivado por la cuantización de las
restricciones, al nivel de mecánica clásica, de la regularización de Kustaanheimo-
Sti�el y Davtyan del problema de Kepler 3, 5 dimensional respectivamente [33].

Dado que los operadores L, R1, R2 y R3 son cerrados (ver proposición 1.15),
los espacios F̃4, F̃8 son en realidad de Hilbert.

Proposición 4.18 Para m = 2, 4, 8, se tiene que F̃m = Fm.

Demostración.

Caso n = 2. Del lema 1.13, los monomios
{

za√
~|a|a!

}
a∈Z2

+

son una base ortonor-

mal de BC2 , entonces el caso n = 2 es inmediato.
Caso n = 3. Consideremos la base {e~k}k∈Z4

+
para el espacio BC4 (ver lema

1.13). Se puede mostrar que f ∈ F̃4 si y sólo si f es una combinación lineal de
monomios za11 za22 za33 za44 con a1 + a2 = a3 + a4. Utilizando ésto se tiene que f ∈ F4.

Inversamente sea f ∈ F4. Consideremos la expansión de f en términos de los
mononios za11 za22 za33 za44 con aj ∈ Z+, j = 1, 2, 3, 4. Como f es invariante bajo S1

entonces exp((−a1 − a2 + a3 + a4)ψ) = 1, ∀ψ ∈ R. Lo cual es posible sólo si
a1 + a2 − a3 − a4 = 0. Por lo cual f ∈ F̃4.

Caso n = 5. Sea f ∈ F8. Entonces f satisface

f(T(g(θ, α, β))(z)) = f(z) ∀ g ∈ SU(2) , z ∈ C8 . (4.33)

Consideremos la siguiente parametrización para g ∈ SU(2)

g(θ, α, β) =

(
cos(θ) exp(−ıα) −sen(θ) exp(ıβ)
sen(θ) exp(−ıβ) cos(θ) exp(ıα)

)
,

θ ∈ (0, π/2),

α, β ∈ (−π, π).
(4.34)

Si obtenemos la derivada parcial en ambos lados de (4.33) respecto a α y eva-
luamos la ecuación resultante en (θ, α, β) = (0, 0, 0), se obtiene que f pertenece al
núcleo del operador R1. De forma similar, se puede probar que f está en el núcleo
de los operadores R2 y R3. En estos casos se considera la derivada parcial respecto
a θ y β, respectivamente (de hecho en el último caso se debe de tomar el límite
cuando θ → 0).

Supongamos ahora que f ∈ F̃8. De�namos G(θ, α, β) = f(T(g(θ, α, β))(z)) −
f(z) para z ∈ C8 �jo. Considerando la transformación inversa de (A.19) se puede
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probar que el gradiente de G respecto a las variables θ, β, α es igual a cero. Luego
como G(0, 0, 0) = 0, entonces G(θ, α, β) = 0 para toda θ, α, β. De aquí que f es
invariante bajo la acción de SU(2). Por lo cual f ∈ F8.

�
De la proposición anterior se tiene que Fm es de Hilbert. Además utilizando que

exp(z ·w/~), con z,w ∈ Cn es el núcleo reproductor del espacio BCm se puede dar
una expresión del núcleo reproductor de Fm como se muestra en el siguiente

Teorema 4.19 Los espacios de Hilbert Fm, m = 2, 4, 8, tienen los siguientes nú-
cleos reproductores

Q
(~)
2 (z,w) =

1

2

(
exp

(
z1w1 + z2w2

~

)
+ exp

(
−z1w1 − z2w2

~

))
,

Q
(~)
4 (z,w) =

1

2π

∫ 2π

0
exp

(
1

~
z ·T(g(ψ))w

)
dψ,

Q
(~)
8 (z,w) =

∫ π/2

θ=0

∫ 2π

α=0

∫ 2π

β=0
exp

(
1

~
z ·T(g(θ, α, β))w

)
dm(θ, α, β).

donde T(g) es dada por la acción de Gm sobre Cm indicada en (A.18) y (A.19).
Aquí se está usando la notación g = g(ψ) = exp(ıψ) ∈ S1 para el caso m = 4. Y
g = g(θ, α, β) ∈ SU(2) (ver (4.34)) para el caso m = 8.

La medida dm(θ, α, β) es la medida de Haar de SU(2) bajo la parametrización
indicada en (4.34). De hecho dm(θ, α, β) = 1

2π2 sen(θ) cos(θ)dθdαdβ.

Para �nalizar esta subsección mostremos un resultado que nos permitirá probar
que el operador U(n,m) es unitario.

Teorema 4.20 Sean (n,m) = (2, 2), (3, 4), (5, 8), w ∈ Cm y β = ρ(n,m)(w). En-
tonces [

U(n,m)Tn(·,β)
]
(z) = Q(~)

m (z,w) , z ∈ Cm (4.35)

donde Tn(·,β) es de�nido en la proposición 4.5.

Demostración.

Sean z,w ∈ Cm y α = ρ(n,m)(z), β = ρ(n,m)(w). Como
[
U(n,m)Tn(·,β)

]
(z) =

Tn(α,β). De (4.4) y (4.29) se tiene que

T2(α,β) =

∞∑
k=0

1

(2k)!~2k
(z1w1 + z2w2)2k ,

T3(α,β) =

∞∑
k=0

1

(k!)2~2k
(z1w1 + z2w2)k(z3w3 + z4w4)k , (4.36)

T5(α,β) =

∞∑
k=0

1

k!(k + 1)!~2k
(%(z,w))k ,
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con %(z,w) de�nido en (4.30).
Usando la expansión de Taylor de la función exponencial en la expresión de

Q
(~)
m (z,w) (ver teorema 4.19) se obtiene la expresión de Tn(α,β) dada en (4.36),

para los casos m = 2, 4.
El último caso m = 8, se debe de integrar primero respecto a α y después

respecto a β. Para realizar la integración respecto a θ se utiliza la identidad∫ π/2
0 [sen(θ)]2(k−`)+1[cos(θ)]2`+1dθ = (k + `)!/2(k + 1)!.

�

4.3.2 Unitaridad de la transformada de Bargmann BSn.

Finalmente probemos que BSn es un operador unitario de L2(Sn) sobre Fm, con
(n,m) = (2, 2), (3, 4), (5, 8). De (4.28) sólo necesitamos probar que Ran U(n,m) =
Fm y que el operador U(n,m) : En → Fm es unitario. Lo cual se demuestra en el
siguiente

Teorema 4.21 Sean (n,m) = (2, 2), (3, 4), (5, 8) y F ∈ En. Entonces

i) La función U(n,m)F está en Fm.

ii) El operador U(n,m) : En → Fm es unitario.

Demostración.

Prueba de i). El caso (n,m) = (2, 2) es inmediato ya que la función ρ(2,2)

es homogénea de grado 2 en las variables (z1, z2). Los casos (n,m) = (3, 4), (5, 8)
son consecuencia de la regla de la cadena y el hecho de que las componentes de la
función ρ(n,m)(z) están en el núcleo de los correspondientes operadores que de�nen
a Fm (ver proposición 4.18, (4.31) y (4.32)). Es decir

L
(
ρ(3,4)(z)

)
k

= 0 ; Rj
(
ρ(5,8)(z)

)
k

= 0 ,
k = 1, . . . ,m,

j = 1, 2, 3.

Prueba de ii). De ii) de la proposición 4.17 lo único que debemos de probar
es que U(n,m) es sobre. Es decir que Ran U(n,m) es denso en Fm.

Dado que Fm es un espacio de Hilbert

Fm = (Ran U(n,m))⊕ (Ran U(n,m))
⊥ .

Del teorema 4.19, el teorema 4.20 y propiedades del núcleo reproductor no es difícil
ver que (Ran U(n,m))

⊥ = {0}.
�

Una consecuencia inmediata de (4.28), el teorema 4.21 y el teorema 4.15 es el
siguiente

Teorema 4.22 La transformada de Bargmann BSn, n = 2, 3, 5, es un operador
unitario de L2(Sn) sobre el espacio de Hilbert Fm, m = 2, 4, 8 respectivamente.
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5
Estados coherentes para L2(Sn), n ≥ 2.

En este capítulo se de�nirán los estados coherentes sobre L2(Sn) y se mostrará
que éstos cumplen propiedades similares a las cumplidas por los estados coherentes
sobre L2(Rn) (ver sección 2.2).

5.1 Estados coherentes en la n esfera, Sn.

En esta sección se introducirá un sistema de estados coherentes para L2(Sn),
n ≥ 2. Además de que se estudiarán las propiedades de satisfacen éstos.

Sea K = {K(·,α) | α ∈ Qn−{0}} ⊂ L2(Sn). De la de�nición de σn en (3.7) los
elementos de K son etiquetados por puntos del haz cotangente de la n-esfera (con
la sección cero removida).

Más aún nótese que la acción de la transformada de Bargmann Bn sobre una
función Ψ ∈ L2(Sn) es otra función en En, que evaluada en α, es igual al producto
interno en L2(Sn) de Ψ con K(·,α). Es decir

BnΨ(α) = 〈Ψ,K(·,α)〉Sn , Ψ ∈ L2(Sn) , α ∈ Qn .

Estas dos propiedades de K(·,α) nos sugiere considerar el conjunto K como un
sistema de estados coherentes para L2(Sn).

De�nición 5.1 Para α ∈ Qn − {0}, n ≥ 2, de�nimos los estados coherentes sobre
L2(Sn) por

Φα,~(x) = K(x,α) =

∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(
α · x
~

)k
, x ∈ Sn .

Observación 5.2 Nótese que al igual que en L2(Rk), estamos de�niendo los esta-
dos coherentes sobre L2(Sn) como el complejo conjugado del núcleo integral de la
transformada de Bargmann Bn (ver de�niciones 1.21 y 2.3).

65
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Los estados coherentes Φα,~ sobre L2(Sn) cumplen propiedades similares a las
cumplidas por los estados coherentes sobre L2(Rk) (ver éstas después de la de�nición
2.3). La demostración de tales propiedades usan una estimación de la norma de
Φα,~. La cual es consecuencia de la siguiente estimación del producto interno de
dos estados coherentes.

Proposición 5.3 Sean α,β ∈ Qn−{0}. Supongamos que α ·β 6= 0 y |arg(α ·β)| <
π. Entonces si ~→ 0

〈Φβ,~,Φα,~〉 = Γ

(
n− 1

2

)(
~2

2α · β

)n−2
4 2

n−4
2

√
π

exp

(√
2α · β
~

)
[1 + O(~)] .

Demostración.

Dado que la transformada de Bargmann Bn es unitaria y BnΦα,~ es igual al
núcleo reproductor Tn(·,α), de En (ver lema 4.14 y de�nición 5.1), se tiene

〈Φβ,~,Φα,~〉Sn = 〈Tn(·,β),Tn(·,α)〉En = Tn(α,β) . (5.1)

Como arg(α · β) < π, entonces arg(
√
α · β) < π

2 . De la expresión de Tn(α,β)
dada en (4.5) y por la fórmula 9.7.1 de [2] tenemos que para ~ su�cientemente
pequeño

Tn(α,β) = Γ

(
n− 1

2

)(
α · β
2~2

) 3−n
4

√
~ exp(

√
2α·β
~ )

√
2π(2α · β)1/4

[1 + O(~)]

= Γ

(
n− 1

2

)(
~2

2α · β

)n−2
4 2

n−4
2

√
π

exp

(√
2α · β
~

)
[1 + O(~)] �

Comentario 5.4 En el caso de que α · β = 0. Entonces por (5.1) y (4.4) tenemos
que 〈Φβ,~,Φα,~〉Sn = 1. En el caso de que arg(α · β) = π. Entonces utilizamos la
rama de la función raíz cuadrada

√
z = |z|1/2 exp(ıθ/2), con θ = arg(z), 0 < θ < 2π

(ver comentario 4.6). Luego de (5.1) y la fórmula 8.451-5 de [7] se puede probar
que para ~ su�cientemente pequeño

Tn(α,β) = Γ

(
n− 1

2

)(
~2

2α · β

)n−2
4 2

n−4
2

√
π

[
e

1
~
√

2α·β + ın−2
e
− 1

~
√

2α·β
]

[1 + O(~)]

Sea α ∈ Q − {0}. De la proposición 5.3, la relación |α|2 = 2|Re(α)|2 (ya que
α ∈ Qn) y tomando en cuenta que Vol(Sn) = 2π

n+1
2 /Γ(n+1

2 ), podemos dar una
estimación de la norma de los estados coherentes Φα,~.

‖Φα,~‖2Sn = Γ

(
n− 1

2

)(
~2

2|α|2

)n−2
4 2

n−4
2

√
π

exp

(√
2|α|
~

)
[1 + O(~)] (5.2)

=
2πn/2

Vol(Sn)

[
~
|Reα|

]n
2
−1 1

n− 1
exp

(
2|Reα|

~

)
[1 + O(~)]. (5.3)
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En las siguientes subsecciones probaremos que los estados coherentes en L2(Sn),
cumplen propiedades similares a las cumplidas por los estados coherentes en L2(Rk)
(ver sección 2.2).

5.1.1 Resolución de la identidad.

Sean Ψ ∈ L2(Sn) y {Eq| q ∈ N} una sucesión creciente de conjuntos medibles
acotados en Qn tal que

⋃
q∈NEq = Qn. Como Bn es unitario y BnΦα,~ = Tn(·,α)

para toda α ∈ Qn (ver lema 4.14 y de�nición 5.1). Entonces

BnΨ(α) = 〈BnΨ,Tn(·,α)〉En = 〈BnΨ,BnΦα,~)〉En = 〈Ψ,Φα,~〉Sn .

Tomando transformada inversa B−1
n (ver (4.25) para expresión de ésta)

Ψ(x) = lim
q→∞

∫
Eq

Φα,~(x) 〈Ψ,Φα,~〉Sn dm~
n+1(α) , x ∈ Sn .

Observación 5.5 Recordemos que L2(Sn) =
⊕
V`, donde V`, ` = 0, 1, 2, . . . es el

espacio propio del Laplaciano sobre Sn. Sea β ∈ Qn y Φ
(`)
β (x) := (β · x)` para

x ∈ Sn.
Por lo mostrado arriba el conjunto {Φα,~ | α ∈ Qn−{0}} dan una resolución de

la identidad en L2(Sn). A partir de ésto se puede probar que el complemento ortogo-
nal de span{Φ(`)

α | α ∈ Qn)} en V` es el {0}. Por lo cual el conjunto {Φ
(`)
α | α ∈ Qn}

es sobre completo en V`. Éste es un resultado conocido, por ejemplo ver [12].

5.1.2 Estabilidad bajo evolución temporal.

Denotemos por ∆Rn+1 al operador Laplaciano sobre Rn+1. Se puede mostrar
que en coordenadas esféricas, y = rx, con r > 0 real y x ∈ Sn

∆Rn+1 =
∂2

∂r2
+
n

r

∂

∂r
− 1

r2
∆Sn (5.4)

con ∆Sn un operador que no depende de la coordenada radial r. Dicho operador es
llamado el Laplaciano esférico.

Sea α ∈ Qn y k ∈ Z+. Aseveramos que los estados Φ
(k)
α (x) = (α · x)k, x ∈ Sn,

son funciones propias del Laplaciano esférico normalizado (denotado por ∆̃Sn y
de�nido por ∆̃Sn = ∆Sn + (n−1

2 )2) con valor propio (k + n−1
2 )2.

Para probar ésto, sea Φ̃
(k)
α (y) = (α · y)k con y ∈ Rn. Dado que α ∈ Qn,

entonces ∆Rn+1Φ̃
(k)
α (y) = 0. Además si y = rx con r > 0 y x ∈ Sn entonces

Φ̃
(k)
α (rx) = rkΦ

(k)
α (x). Luego de (5.4) se puede probar que

∆̃SnΦ
(k)
α =

[
∆Sn +

(
n− 1

2

)2
]

Φ
(k)
α =

(
k +

n− 1

2

)2

Φ
(k)
α . (5.5)
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Sea

N = ~
(√

∆̃Sn −
n− 1

2

)
.

El espectro del operador N es el conjunto de múltiplos enteros no negativos de ~.
De (5.5)

∆̃
−1/2
Sn

(
α · x
~

)k
=

(
k +

n− 1

2

)−1(α · x
~

)k
. (5.6)

Como ∆̃
−1/2
Sn es un operador continuo

∆̃
−1/2
Sn

∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

(
k +

n− 1

2

)(
α · x
~

)k
= Φα,~(x) .

Así de la ecuación anterior

NΦα,~(x) = ~
∞∑
k=0

√
2k + n− 1

k!
√
n− 1

k

(
α · x
~

)k
.

Lo que implica

exp
(
− ıs

~
N
)

Φα,~ = Φexp(ıs)α,~ .

Por lo cual la evolución temporal de los estados coherentes después de un tiempo
s respecto al Hamiltoniano N es otro estado coherente determinado por el �ujo
geodésico sobre Sn.

5.1.3 Los estados coherentes son funciones propias de un operador

de aniquilación.

Sea α ∈ Qn − {0}. Notemos primero que los estados coherentes Φα,~ pueden
ser escritos en términos de las funciones exp(α · x/~), x ∈ Sn. Para ver ésto sea

M =

√
2

n− 1
∆̃

1/4
Sn

de�nido por cálculo funcional. Utilizando (5.5) se puede mostrar que

M−1(α · x)` =

(
2

n− 1
`+ 1

)−1/2

(α · x)` . (5.7)

Además como ∆̃
−1/4
Sn es un operador continuo

M−1Φα,~(x) = exp

(
α · x
~

)
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considerando a exp(α · x/~) como una función de Sn. Por lo tanto

Φα,~(x) = M exp

(
α · x
~

)
, x ∈ Sn . (5.8)

Sean Ek, k = 1, . . . , n+ 1, los siguientes operadores con dominio en L2(Sn)

Ek = −ıx̃j
[
−ı~L̃kj

]
+ x̃kN

donde x̃j es el operador en L2(Sn) que multiplica por la coordenada xj y

L̃kj =

(
yk

∂

∂yj
− yj

∂

∂yk

)∣∣∣∣
Sn

, k, j = 1, 2, . . . , n+ 1

donde yj , j = 1, . . . , n + 1 denota coordenadas cartesianas para Rn+1 y ()|Sn la
restricción a la n-esfera. Note que ∆̃Sn es igual a L̃2 + (n−1

2 )2 con L̃2 =
∑

k<j L̃
2
kj .

Consideremos los operadores

Lkj = yk
∂

∂yj
− yj

∂

∂yk
, k, j = 1, 2, . . . , n+ 1

actuando sobre funciones suaves de�nidas sobre L2(Rn+1).

Introduzcamos coordenas esféricas (r,θ) = (r, θ1, . . . , θn) para Rn+1. Denotemos
éstas con la ecuación y = T (r,θ).

Sea f(y), y ∈ Rn, una función suave. Por la regla de la cadena tenemos

Lkjf(y) = Lkj(f ◦ T ◦ T−1)(y)

=
n∑
p=1

[
yk
∂θp
∂yj
− yj

∂θp
∂yk

]
∂f ◦ T
∂θp

(T−1(y)) .

Evaluando ambos lados de la ecuación anterior en y = T (r,θ) y luego en r = 1

(Lkjf)(T (1,θ)) = L̃kj(f(T (1,θ))) . (5.9)

De (5.9) se obtiene en particular que

L̃kj exp(α · x) =
1

~
(xkαj − xjαk) exp(α · x) , x ∈ Sn . (5.10)

Por otro lado, de (5.6) y el hecho que ∆̃
−1/2
Sn es un operador continuo

∆̃
−1/2
Sn

∞∑
k=0

1

k!

(
k +

n− 1

2

)(
α · x
~

)k
= exp

(
α · x
~

)
.
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Luego de la ecuación anterior

∆̃1/2 exp

(
α · x
~

)
=

[
α · x
~

+
n− 1

2

]
exp

(
α · x
~

)
,

lo cual implica que

N exp

(
α · x
~

)
= (α · x) exp

(
α · x
~

)
, x ∈ Sn . (5.11)

Por lo tanto de (5.10) y (5.11)

Ek exp

(
α · x
~

)
= αk exp

(
α · x
~

)
, x ∈ Sn . (5.12)

De�namos el operador Ak, k = 1, . . . , n+ 1 por

Ak = MEkM
−1 .

De (5.8) y (5.12) concluimos que los estados coherentes Φα,~ son funciones propias
del operador Ak, con valor propio αk.

Por otro lado recordemos que L2(Sn) =
⊕
V`, donde V`, ` = 0, 1, 2, . . . es el

espacio propio del Laplaciano sobre Sn. A�rmamos que el operador Ak manda el
espacio V` en V`−1, ` > 0 y anula a los elementos de V0. De la observación 5.5 sólo
es necesario ver que ocurre en las funciones (α ·x)` para α ∈ Qn. Así de (5.7), (5.6)
y (5.9) se tiene

Ak(α · x)` = MEk

(
2

n− 1
`+ 1

)−1/2

(α · x)`

= ~`
(

2`+ n− 1

n− 1

)− 1
2

Mαk(α · x)`−1

= ~`
(

2(`− 1) + n− 1

2`+ n− 1

) 1
2

αk(α · x)`−1 (5.13)

Es ésta la razón por la que al operador Ak, k = 1, . . . , n + 1 se le llamará
operador de aniquilación de L2(Sn).

Observación 5.6 Como DkTn(·,α) = αkTn(·,α) para toda α ∈ Qn − {0}, con
Dk el operador de�nido en (4.3). Entonces del lema 4.14 y la de�nición 5.1

AkΦα,~ = B−1
n DkBnΦα,~ .

Más aún de (5.13) se tiene que para cualquier α ∈ Qn − {0} y ` ∈ Z+

Ak(α · x)` = B−1
n DkBn(α · x)` , x ∈ Sn .
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Luego de la observación 5.5 se tiene que en un subconjunto denso de L2(Sn)

Ak = B−1
n DkBn .

Sin embargo no puedo decir que los operadores Ak y B−1
n DkBn son iguales, ya

que debo de analizar los dominios de éstos y no es el objetivo en este trabajo.

5.1.4 Cota mínima en el principio de incertidumbre de Heisenberg

Sea α ∈ Qn − {0}. Probemos que los estados coherentes normalizados Ψ~
α =

Φα,~/‖Φα,~‖Sn satisfacen el principio de incertidumbre de Heisenberg de manera
óptima. Para ello de�namos los siguientes operadores

X =
A + A†√

2
, P =

A−A†√
2ı

,

con A = (A1, . . . ,An+1) y la misma notación para X, P y A†, donde A†j denota
el operador adjunto de Aj . Los operadores X y P satisfacen las relaciones de
conmutación

[Xj ,Pj ] = ıYj

con Yj = [Aj ,A
†
j ] para j = 1, . . . , n+1. Nótese que los operadores Xj , Pj y Yj son

autoadjuntos. Así Xj y Pj satisfacen el principio de incertidumbre de Heisenberg
(ver [21]). Es decir para Ψ en un conjunto denso de L2(Sn) con ‖Ψ‖Sn = 1 se tiene

(∆Xj)Ψ(∆Pj)Ψ ≥
1

2
|〈Yj〉Ψ|

donde para un operador dado Q se de�ne su valor esperado 〈Q〉Ψ y su desviación
estándard (∆Q)Ψ respecto al estado Ψ por

〈Q〉Ψ = 〈QΨ,Ψ〉Sn , (∆Q)Ψ =

√〈
(Q− 〈Q〉Ψ)2 Ψ,Ψ

〉
Sn

.

Como los estados coherentes son funciones propias del operador de aniquilación
A se tienen las siguientes igualdades

(Pk − ıXk) Ψ~
α = −ı

√
2AkΨ

~
α = −ı

√
2αkΨ

~
α ,(

〈Pk〉Ψ~
α
− ı〈Xk〉Ψ~

α

)
Ψ~
α =

〈
(Pk − ıXk) Ψ~

α,Ψ
~
α

〉
Sn

Ψ~
α = −ı

√
2αkΨ

~
α .

Luego (
Pk − 〈Pk〉Ψ~

α

)
Ψ~
α = ı

(
Xk − 〈Xk〉Ψ~

α

)
Ψ~
α . (5.14)
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Lo cual implica

(∆Xk)
2
Ψ~

α
(∆Pj)

2
Ψ~

α
=
∥∥∥(Xk − 〈Xk〉Ψ~

α
)Ψ~
α

∥∥∥2

Sn

∥∥∥(Pj − 〈Pj〉Ψ~
α

)Ψ~
α

∥∥∥2

Sn

=
∣∣∣〈(Xk − 〈Xk〉Ψ~

α
)Ψ~
α, (Pk − 〈Pk〉Ψ~

α
)Ψ~
α

〉
Sn

∣∣∣2
=
∣∣∣〈Ψ~

α, (Xk − 〈Xk〉Ψ~
α

)(Pk − 〈Pk〉Ψ~
α

)Ψ~
α

〉
Sn

∣∣∣2
=

1

4

∣∣∣〈Ψ~
α,FΨ~

α

〉
Sn

+ ı
〈

Ψ~
α,GΨ~

α

〉
Sn

∣∣∣2
donde

F = (Xk − 〈Xk〉Ψ~
α

)(Pk − 〈Pk〉Ψ~
α

) + (Pk − 〈Pk〉Ψ~
α

)(Xk − 〈Xk〉Ψ~
α

) ,

G = −ı
(

(Xk − 〈Xk〉Ψ~
α

)(Pk − 〈Pk〉Ψ~
α

)− (Pk − 〈Pk〉Ψ~
α

)(Xk − 〈Xk〉Ψ~
α

)
)

De (5.14) se tiene que 〈Ψ~
α,FΨ~

α〉Sn = 0. Además como 〈Ψ~
α,GΨ~

α〉Sn =
〈Ψ~
α,−ıYjΨ

~
α〉Sn , concluimos que Ψ~

α satisface el principio de incertidumbre de
Heisenberg de manera óptima

(∆Xj)Ψ~
α

(∆Pj)Ψ~
α

=
1

2

∣∣∣〈Yj〉Ψ~
α

∣∣∣ .
5.1.5 Concentración.

• Concentración de los estados coherentes en la n esfera.

Usando el lema C.1 del apéndice C, con z = x·α
~ (x ∈ Sn, α ∈ Qn − {0}) y

s = 0 , se obtiene la siguiente expresión asintótica

Proposición 5.7 Sea C una constante positiva y α ∈ Qn − {0}. Entonces para
~ 7→ 0 y x ∈ Sn satisfaciendo |x · Im(α)| ≤ Cx · Re(α), se tiene

Φα,~(x) =

√
2

n− 1

(x ·α
~

)1/2
exp

(x ·α
~

)(
1 +

a1~
x ·α

+
a2~2

(x ·α)2
+ . . .

)
.

Sea α ∈ Qn − {0}. De�namos la función de densidad de probabilidad

Fα,~(x) =
|Φα,~(x)|2

||Φα,~||2Sn
, x ∈ Sn . (5.15)

Sea C alguna constante y consideremos la región de la n esfera donde se cumple
|x · Im(α)| ≤ Cx · Re(α). De la expansión asintótica de los estados coherentes
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(proposición 5.7) y la estimación de su norma (5.3) obtenemos

Fα,~(x) =
|x ·α|
(π~)

n
2

Vol(Sn)|Re(α)|
n−2
2
|exp (x ·α/~)|2

exp(2|Re(α)|/~)

1 + O(~)

1 + O(~)

= Dn|x ·α| exp

(
2|Re(α)|

~

[
x · Re(α)

|Re(α)|
− 1

])
(1 + O(~)) (5.16)

donde

Dn =
Vol(Sn)

(π~)
n
2

|Re(α)|
n−2
2 . (5.17)

Nótese que la ecuación (5.16) muestra concentración de Fα,~ en una pequeña
vecindad alrededor de Re(α)/|Re(α)|. Además Fα,~ se comporta parecido a la
función delta de Dirac, como lo establece la siguiente

Proposición 5.8 Sea α ∈ Qn − {0} y φ una función suave sobre Sn (con suave
nos referimos a que para cualquier carta (Uτ , τ) de Sn, con τ : Vτ ⊂ Rn → Uτ ⊂ Sn
se tiene que φ ◦ τ es de clase C∞). Entonces

lim
~→0

∫
x∈Sn

Fα,~(x)φ(x)dSn(x) = φ (Re(α)/|Re(α)|) .

Demostración.

Sea C una constante mas grande que uno. De�namos dos regiones en Sn

W =

{
x ∈ Sn | Cx · Re(α)

|Re(α)|
≥ 1

}
y V = Sn −W.

Note que si x ∈ W entonces |x · Im(α)| ≤ |x| |Im(α)| = |Re(α)| ≤ Cx · Re(α).
Por lo que podemos usar la expresión asintótica de Fα,~ dada en (5.16).

Sean

A =

∫
x∈W

Fα,~(x)φ(x)dSn(x) , B =

∫
x∈V

Fα,~(x)φ(x)dSn(x) .

De (C.2)

|Φα,~(x)| =
∣∣∣∣2√n− 1√

2π
e

1
~x·α

∫ 1

0

[
x ·α
~

2(1− w2)

n− 1
+ 1

]
e
−w

2

~ x·αm(w)dw

∣∣∣∣
≤ C1 e

|Re(α)|
~

∫ 1

0

[
|x ·α|

~
2

n− 1
+ 1

]
|m(w)|

exp

(
|Re(α)|

~

[
x · Re(α)

|Re(α)|
(1− w2)− 1

])
dw
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con C1 constante. Si x ∈ V entonces x·Re(α)
|Re(α)| (1−w

2)− 1 < −µ = 1
C − 1 < 0. Luego

|Φα,~(x)| ≤ C1 e
|Re(α)|

~ e
−µ |Re(α)|

~

[
|α|
~

2

n− 1
+ 1

]
.

Por lo cual si x ∈ V , utilizando (5.3), lo anterior y que |α| =
√

2|Re(α)| (ver
(3.6) ya que α ∈ Qn − {0}) se tiene que

|Fα,~(x)| ≤ C1
1

~
n−2
2

e
−2µ |Re(α)|

~

[
|α|
~

2

n− 1
+ 1

]2

(1 + O(~))

De aqui se sigue que B = O(~∞).
Por otro lado de (5.16) tenemos

A =

∫
x∈W

Dn|x ·α| exp

(
2|Re(α)|

~

[
x · Re(α)

|Re(α)|
− 1

])
(1 + O(~))φ(x)dSn(x).

Dado que para toda x ∈ V se cumple que x·Re(α)
|Re(α)| − 1 < 1

C − 1 < 0. Entonces
podemos tomar la integral anterior sobre toda la esfera con un error O(~∞).

Además como α ∈ Qn − {0}, existe una rotación R ∈ SO(n + 1) tal que α =
|Re(α)| R(ê1 + ıê2), con ê1 = (1, 0, . . . , 0), ê2 = (0, 1, . . . , 0) vectores unitarios en
Rn+1. Así utilizado el cambio de variable y = R−1x tenemos

A = Dn|Re(α)|
∫
y∈Sn

|y1 + ıy2|e
ı
~f(y)φ(Ry)(1 + O(~))dSn(y) + O(~∞)

donde f(y) = −ı2|Re(α)|(y1 − 1).
Introduzcamos coordenadas esféricas θ = (θ1, . . . , θn) para la variable y =

(y1, . . . yn+1) ∈ Sn (ver (4.9)). Nótese que ıf(θ) ≤ 0 para toda θ en la región
θ1 ∈ (−π, π), θ2, . . . , θn ∈ (0, π). Además de que ıf(θ) = 0 si y sólo si θ =
(0, π/2, . . . , π/2). Por lo cual existe η > 0 tal que ıf(θ) ≤ −η para toda θ que
satisfaga π/2 < |θ1| < π, θ2, . . . , θn ∈ (0, π/4) ∪ (3π/4, π). Así por un argumento
similar al dado para demostrar que B = O(~∞) se tiene

A = Dn|Re(α)|
∫ π

2

−π
2

. . .

∫ 3π
4

π
4

sen(θn) . . . sen(θ2)e
ı
~f(θ)φ(Ry(θ))(1 + O(~))

senn−1(θn) . . . sen(θ2)

Vol(Sn)
dθ1 . . . dθn + O(~∞) (5.18)

La función f(θ) sólo tiene un punto crítico en la región de integración. Éste es
θ0 = (0, π/2, . . . , π/2). Además, dado que

∂2f

∂θk∂θj

∣∣∣∣
θ=θ0

= ı2|Re(α)|δj,k .



5.1 Estados coherentes en la n esfera, Sn. 75

Entonces el determinante de la matríz Hessiana de la función f evaluada en el punto
crítico θ0 es igual a (ı2|Re(α)|)n.

Aplicando el método de fase estacionaria (ver (2.3)) a (5.18) y (5.17)

A =
Dn|Re(α)|

Vol(Sn)

(
2πı~

2ı|Re(α)|

)n
2

φ(Ry(θ0)) + O(~) = φ(Re(α)/|Re(α)|) + O(~).

Por lo tanto

lim
~→0

∫
x∈Sn

Fα,~(x)φ(x)dSn(x) = lim
~→0

(A+B) = φ (Re(α)/|Re(α)|) . �

• Concentración de la transformada de Bargmann Bn de los esta-

dos coherentes sobre Qn.

Sea α ∈ Qn − {0}. De�namos la siguiente función de densidad de probabilidad

Hα,~(β) =
|BnΦα,~(β)|2

||BnΦα,~||2En

F
(
|β|2
2~2

)
2n−1~2(n−1)

=
|Tn(β,α)|2F

(
|β|2
2~2

)
2n−1~2(n−1)‖Tn(·,α)‖2

, β ∈ Qn .

donde Tn(·,α) es el núcleo reproductor de En y F es la función de�nida en (4.1).

Teorema 5.9 Sea α ∈ Qn − {0} y φ una función suave en Qn (con suave nos
referimos a que para cualquier carta (Uτ , τ) de Qn, con τ : Vτ ⊂ Cn → Uτ ⊂ Qn se
tiene que φ ◦ τ es de clase C∞ en cada variable dejando las otras �jas). Entonces

lim
~→0

∫
Hα,~(β)φ(β)δ(β2)dβdβ = φ(α) . (5.19)

Demostración.

De la proposición 4.8 tenemos la siguiente expresión explícita de la integral que
aparece en (5.19)

(I~φ)(α) :=

∫
Hα,~(β)φ(β)δ(β2)dβdβ (5.20)

=

∫
r>0

∫
θ∈Sn

∫
η∈Sn−1

(Hα,~ φ)(r(θ + η))
r2n−3

4
drdΩn(θ)dΩn−1(η) .

De la expresión del núcleo reproductor Tn (ver (4.5)), la función F (ver (4.1)),
la aproximación de la norma ‖Tn(·,α)‖En = ‖Φα,~‖Sn (ver (5.3)) y la expresión
asintótica de la función modi�cada de Bessel y la función de Macdonald Bessel (ver
fórmulas 9.7.1 y 9.7.2 de [2] respectivamente) se tiene

lim
~→0

(I~φ)(α) = lim
~→0

1

2(
√

2π~)n

∫ (
|β ·α| |β|
|α|

)1−n
2

φ(β) exp

(
1

~
f(β)

)
r2n−3drdΩn(θ)dΩn−1(η) . (5.21)
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Donde β = r(θ + ıη) en la integral del lado derecho de (5.21) y

f(β) =
√

2(
√
β ·α+

√
α · β − |α| − |β|) =

√
2(2Re(

√
β ·α)− |α| − |β|) .

Utilicemos el método de la fase estacionaria para obtener (5.19).
De la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene f(β) ≤ −

√
2(
√
|α|−

√
|β|)2 ≤ 0.

Además f(β) = 0 si y sólo si |β| = |α| y 0 = 2Re(
√
β ·α) − |α| − |β|. Es decir

si β = e
ıγα para algún γ ∈ [0, 2π] y 0 = Re(

√
β ·α). Así f(β) = 0 si y sólo si

β = α. Luego f es una función suave en una vecindad del punto crítico β0 = α.
Supongamos que α = λ(ê1 + ıê2), con ê1 = (1, 0, . . . , 0), ê2 = (0, 1, . . . , 0)

vectores unitarios en Rn+1.
Obtengamos el determinante de la matríz Hessiana de la función f evaluada en

el punto crítico β0. Para ello introduzcamos coordenadas esféricas para θ y η

θ =


sen(θn) . . . sen(θ2)sen(θ1)
sen(θn) . . . sen(θ2) cos(θ1)

...
sen(θn) cos(θn−1)

cos(θn)

 , (5.22)

con θ1 ∈ (−π, π) y θj ∈ (0, π) para j = 2, . . . , n. Y sea

η = M(θ)v(γ) , (5.23)

donde M(θ) es una matríz de (n+ 1)× n cuyos vectores columna aj(θ) son

aj(θ) = − 1∣∣∣ ∂θ∂θj ∣∣∣
∂θ

∂θj
=



− cos(θj)sen(θj−1) . . . sen(θ2)sen(θ1)
− cos(θj)sen(θj−1) . . . sen(θ2) cos(θ1)

...
− cos(θj) cos(θj−1)

sen(θj)
0
...
0


, (5.24)

y v(γ) es el vector columna de n× 1

v(γ) =


sen(γn−1) . . . sen(γ2)sen(γ1)
sen(γn−1) . . . sen(γ2) cos(γ1)

...
sen(γn−1) cos(γn−2)

cos(γn−1)

 ,

con γ1 ∈ (−π, π) y γk ∈ (0, π), k = 2, . . . , n− 1.
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Nótese que el punto crítico r0(θ0 + ıη0) = β0 = α corresponde a r0 = λ,
(θ0)j = (γ0)j = π

2 para todos los valores posibles de j, k.
Utilicemos la notación ∂s = ∂/∂s y (·)|pc para indicar la evaluación en el punto

crítico β0 = α. Como θ · η = 0, entonces

0 = ∂θj (θ · η) = ∂θj (θ) · η + θ · ∂θj (η) , 0 = ∂γk(θ · η) = θ · ∂γk(η) . (5.25)

Utilizando (5.25) y las expresiones de θ (ver (5.22)) y η (ecuación (5.23)), pode-
mos obtener

∂θj∂γkf
∣∣
pc

= ∂θj∂γkη
∣∣
pc
· Im(α)

+
1

4r
∂γkη · Re(α)

[
−∂θjθ · Im(α) + ∂θjη · Re(α)

]∣∣∣∣
pc

= 0 ,

∂θj∂θrf
∣∣
pc

=

[
1

4r
[∂θrη · Re(α)− ∂θrθ · Im(α)][∂θjη · Re(α)− ∂θjθ · Im(α)]

+ ∂θj∂θrθ · Re(α) + ∂θj∂θrη · Im(α)

]∣∣∣∣
pc

= −λδjr ,

∂γk∂γsf
∣∣
pc

= ∂γk∂γsη · Im(α)

∣∣∣∣
pc

= −λδks

∂r∂rf
∣∣
pc

= − 1

λ

∂r∂γkf
∣∣
pc

=
1

2r
∂γkη · Im(α)

∣∣∣∣
pc

= 0

∂r∂θjf
∣∣
pc

=
1

2r
[∂θjθ · Re(α) + ∂θjη · Im(α)]

∣∣∣∣
pc

= 0 .

A partir de ésto se puede mostrar que det(f ′′(α)) = (−1)2n 1
λλ

2n−1 = λ2n−2.
Por lo tanto, aplicando el método de la fase estacionaria a la integral del lado

derecho de (5.21) se tiene∫ (
|β ·α| |β|
|α|

)1−n
2

φ(β) exp

(
1

~
f(β)

)
r2n−3drdΩn(θ)dΩn−1(η)

= (2λ2)1−n
2 φ(α)λ2n−3

(
λ2n−2

(2π~)2n

)− 1
2

+ O(~1+n)

= 21+n
2 (π~)nφ(α) + O(~1+n) .

Lo cual implica

lim
~→0

(I~φ)(α) = lim
~→0

(
√

2π~)−n

2

[
(π~)n

2−1−n
2

φ(α) + O(~1+n)

]
= φ(α) . (5.26)

Por lo tanto (5.19) se cumple para α = λ(ê1 + ıê2). Para el caso general, sea
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α ∈ Qn, existe R ∈ SO(n + 1) tal que α = |Re(α)|R(ê1 + ıê2). Como la medida
dm~

n+1 es invariante bajo la acción del grupo SO(n+ 1) se tiene

(I~φ)(α) = (I~TR−1φ)(|Re(α)|(ê1 + ıê2)) , (5.27)

donde (TR−1φ)(β) = φ(Rβ). Luego por (5.20), (5.27) y (5.26)

lim
~→0

∫
Hα,~(β)φ(β)δ(β2)dβdβ = (TR−1φ)(|Re(α)|(ê1 + ıê2)) = φ(α) . �

• Concentración de la transformada de Bargmann BSn, n = 2, 3, 5
de los estados coherentes sobre Cm, m = 2, 4, 8.

De aquí hasta el �nal de capítulo (a menos que se digan los valores explícita-
mente) vamos a tomar a n = 2, 3, 5 y a m = 2, 4, 8 respectivamente.

Por el teorema 5.9, una pregunta que nos podriamos hacer es si la transformada
de Bargmann BSn de los estados coherentes se concentran en Cm. Éste resultado
no es conocido en la literatura por lo que aquí doy una prueba de ello.

Primero necesitaremos un resultado similar al dado en (1.19) y el lema 4.14.
Cabe aclarar que el siguiente lema ya fue demostrado por Villegas-Blas en [31], sin
embargo aquí doy una prueba diferente utilizando el operador U(n,m).

Lema 5.10 Sea w ∈ Cm y β = ρ(n,m)(w). Entonces

BSnΦβ,~(·) = Q(~)
m (·,w) ,

donde Q
(~)
m (·,w) es el núcleo reproductor del espacio Fm.

Demostración.

Del lema 4.14 y la de�nición 5.1 se tiene que BnΦβ,~ = Tn(·,β). El resultado
se sigue de (4.28) y teorema 4.20.

�
También necesitaremos una estimación de la norma de los estados coherentes en

términos de las variables en Cm. Para ello sea α = ρ(n,m)(z) con z ∈ Cm, z 6= 0.
De (5.2) y la relación

√
2|α| = |z|2 tenemos la siguientes estimación

‖Φα,~‖2 = Γ

(
n− 1

2

)(
~
|z|2

)n−2
2 2

n−4
2

√
π

exp

(
|z|2

~

)
(1 + O(~)) . (5.28)

Después de dar éstos resultados sea w ∈ Cm y α = ρ(n,m)(w). De�namos la
siguiente función de densidad de probabilidad

Hα,~(z) =
|BSnΦα,~(z)|2

||BSnΦα,~||2
exp(−|z|2/~)

(π~)m
=
|Q(~)

m (z,w)|2

||Q(~)
m (·,w)||2

exp(−|z|2/~)

(π~)m
, z ∈ Cm.

donde Q
(~)
m es el núcleo reproductor del espacio Fm (ver teorema 4.19).
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Teorema 5.11 Sea α = ρ(n,m)(w) con w ∈ Cm satisfaciendo las restricciones
indicadas en (A.15), (A.16) para m = 4, 8 respectivamente. Entonces para cualquier
función φ suave sobre Cm tenemos

lim
~→0

∫
z∈Cm

Hα,~(z)φ(z)dzdz = φprom(ρ−1
(n,m)(α))

con dzdz la medida de Lebesgue sobre Cm ' R2m y φprom(ρ−1
(n,m)(α)) denota el

promedio de φ a lo largo de la imagen inversa de α bajo la función ρ(n,m).

Demostración.

Supongamos que w 6= 0.
Caso (n,m) = (2, 2). Del teorema 4.19 tenemos

Hα,~(z) =
exp(−|z−w|2/~)

2(π~)2(1 + exp(−2|w|2/~))
+

exp(−|z + w|2/~)

2(π~)2(1 + exp(−2|w|2/~))

+
cos(2Im(z ·w)/~) exp(−|z|2/~) exp(−|w|2/~)

(π~)2(1 + exp(−2|w|2/~))
.

Nótese que el último término de la ecuación anterior es O(~∞). Aplicando el método
de la fase estacionaria∫

z∈C2

Hα,~(z)φ(z)dzdz =
1

1 + exp(− 2
~ |w|2)

[∫
z∈C2

exp(− 1
~ |z−w|2)

2(~π)2
φ(z)dzdz

+

∫
z∈C2

exp(−|z + w|2/~)

2(~π)2
φ(z)dzdz + O(~∞)

]
=

1

1 + exp(−2|w|2/~)

[
φ(w) + φ(−w)

2
+ O(~)

]
.

Por lo cual

lim
~→0

∫
z∈C2

Hα,~(z)φ(z)dzdz =
φ(w) + φ(−w)

2
.

Caso (n,m) = (3, 4). Del teorema 4.19 y la estimación de la norma de un
estado coherente (ecuación (5.28))

∫
z∈C4

Hα,~(z)φ(z)dzdz =

[
|w|2

8~9π11

]1/2 2π∫
0

∫
z∈C4

2π∫
0

exp
( ı
~
f(z, z, θ, ψ)

)
φ(z)[1 + O(~)]dθdzdzdψ . (5.29)

Donde la función fase f es

f(z, z, θ, ψ) = ı
(
|z|2 + |w|2 − z ·T(g(ψ))w − z ·T(g(θ))w

)
, con g(ψ) = e

ıψ .

Veamos que se cumplen las hipótesis del método de la fase estacionaria.
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Dado que para j = 1, . . . , 4, Re(zjwje
ıψ + zjwje

−ıθ) ≤ 2|zj | |wj | para toda
θ, ψ, entonces

Im(f(z, z, θ, ψ)) ≥
4∑
j=1

(|zj | − |wj |)2 ≥ 0 .

Por otro lado, por la regla de la cadena se puede mostrar que ∇x,y,θf = 0 es
equivalente a ∇z,z,θf = 0, donde Re(zj) = xj , Im(zj) = yj . Luego ∇z,z,θf es igual
a cero si y sólo si

0 =
∂f

∂zj
= ı(zj − wje ıψ) , 0 =

∂f

∂zj
= ı(zj − wje −ıθ) , j = 1, 2

0 =
∂f

∂zj
= ı(zj − wje −ıψ) , 0 =

∂f

∂zj
= ı(zj − wje ıθ) , j = 3, 4

0 =
∂f

∂θ
= −z1w1e

−ıθ − z2w2e
−ıθ + z3w3e

ıθ + z4w4e
ıθ .

Realizando los cálculos se obtiene que el único punto donde el gradiente de f es
cero es θ0 = ψ, zj0 = wj exp(−ıψ), j = 1, 2 y zj0 = wj exp(ıψ), j = 3, 4 (nótese que
con estas condiciones z0 = (z10, z20, z30, z40) = T(g(ψ))w). Para que la igualdad
0 = ∂f/∂θ se cumpla se utiliza la condición |w1|2 + |w2|2 − |w3|2 − |w4|2 = 0.

Obtengamos el determinante de la matríz Hessiana de f respecto a las variables
x, y, θ evaluado en el punto crítico x0 + ıy0 = z0 = T(g(ψ))w, θ0 = ψ. Para ello,
nótese que

fxjxk(z0, θ0) = (fzjzk + fzjzk + fzjzk + fzjzk)(z0, θ0) = ı(2δj,k)

fxjyk(z0, θ0) = ı(fzjzk − fzjzk + fzjzk − fzjzk)(z0, θ0) = 0

fyjyk(z0, θ0) = (−fzjzk + fzjzk + fzjzk − fzjzk)(z0, θ0) = ı(2δj,k) .

(5.30)

Además para j = 1, 2

fxjθ(z0, θ0) = (fzjθ + fzjθ)(z0, θ0) = −wje −ıψ ,
fyjθ(z0, θ0) = ı(fzjθ − fzjθ)(z0, θ0) = ıwje

−ıψ .

De manera análoga para j = 3, 4

fxjθ(z0, θ0) = wje
ıψ , fyjθ(z0, θ0) = −ıwje ıψ

y �nalmente fθθ(z0, θ0) = ı|w|2.
Recordemos ahora que si A,B,C,D son matrices ` × `, ` × s, s × `, s × s

respectivamente, entonces

det

(
A B
C D

)
= det(A) det(D − CA−1B) . (5.31)
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Utilicemos la notación fx,y, fx,θ para indicar la matríz de 4 × 4, 4 × 1 cuyas
entradas son fxjyk , fxjθ respectivamente. De (5.30) y (5.31) tenemos (tomando a
D = fθ,θ)

det(f ′′(x0, θ0)) = det

fx,x fx,y fx,θ
fy,x fy,y fy,θ
fθ,x fθ,y fθ,θ

 = (2ı)8ı|w|2 .

Por lo tanto podemos aplicar el método de la fase estacionaria a (5.29) y obtener∫
z∈C4

Hα,~(z)φ(z)dzdz =

[
|w|2

8~9π11

] 1
2
[∫ 2π

0

(
(2πı~)

9
2

(ı|w|2(2ı)8)
1
2

φ(z0)[1 + O(~)]

+ O(~1+ 9
2 )

)
dψ

]
=

∫ 2π

0
φ(w1e

−ıψ,, w2e
−ıψ,, w3e

ıψ,, w4e
ıψ,)

dψ

2π
+ O(~).

De aquí que

lim
~→0

∫
z∈C4

Hα,~(z)φ(z)dzdz =
1

2π

∫ 2π

0
φ(w1e

−ıψ,, w2e
−ıψ,, w3e

ıψ,, w4e
ıψ,)dψ .

Caso (n,m) = (5, 8). Éste es similar al caso (n,m) = (3, 4), solo que los cálculos
son mas complicados. Del teorema 4.19 y la estimación de la norma de un estado
coherente (ecuación (5.28)) se tiene que∫

z∈C8

Hα,~(z)φ(z)dzdz =
|w|3
√
π√

2~3/2(π~)8

∫
θ,α,β

∫
z∈C4

∫
θ̃,α̃,β̃

e
ı
~f(z,z,θ̃,α̃,β̃,θ,α,β)φ(z)

[1 + O(~)]dm(θ̃, α̃, β̃)dzdzdm(θ, α, β) . (5.32)

Donde la función fase f es

f(z, z,θ̃, α̃, β̃, θ, α, β) = ı(|w|2 + |z|2 − z ·T(g(θ, α, β))w − z ·T(g(θ̃, α̃, β̃))w)

con g = g(θ, α, β) ∈ SU(2) dada por (4.34). Veamos que se cumplen las hipótesis
del método de fase estacionaria.

Para θ, α, β �jos, θ ∈ (0, π/2) y α, β ∈ (−π, π), las siguientes ecuaciones se
cumplen

0 =
∂f

∂zj
= ı(zj − (T(g(θ, α, β))w)j)

0 =
∂f

∂zj
= ı(zj − (T(g(θ̃, α̃, β̃))w)j)

(5.33)

si y sólo si z = T(g(θ, α, β))w = T(g(θ̃, α̃, β̃))w. Lo cual implica, utilizando (A.19),
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(A.20) y (A.7) que

L†V(g(θ, α, β))Lw = L†V(g(θ̃, α̃, β̃))Lw .

Lo que es equivalente a

V(g−1(θ̃, α̃, β̃)g(θ, α, β))Lw = Lw . (5.34)

Dado que w 6= 0, entonces Lw 6= 0. Por lo cual la ecuación (5.34) implica que
g−1(θ̃, α̃, β̃)g(θ, α, β) es la matriz identidad. Considerando la parametrización de
g ∈ SU(2) como en (4.34) se obtiene que (θ̃, α̃, β̃) = (θ, α, β).

Mostremos que se cumple que

∂f

∂θ̃

∣∣∣∣
pc

=
∂f

∂α̃

∣∣∣∣
pc

=
∂f

∂β̃

∣∣∣∣
pc

= 0 (5.35)

donde ∂f

∂θ̃

∣∣∣
pc

denota ∂f

∂θ̃
evaluada en z = T(g(θ, α, β))w y (θ̃, α̃, β̃) = (θ, α, β) (la

misma notación para las derivadas parciales respecto a α̃ y β̃).

Tenemos que

∂f

∂θ̃

∣∣∣∣
pc

= −ız · L† ∂
∂θ̃

V(g(θ̃, α̃, β̃))Lw

∣∣∣∣
pc

= −ıL† ∂
∂θ

V(g(θ, α, β))Lw · L†V(g(θ, α, β))Lw

= −ıV(g−1(θ, α, β))
∂

∂θ
V(g(θ, α, β))Lw · Lw . (5.36)

De manera análoga

∂f

∂α̃

∣∣∣∣
pc

= −ıV(g−1(θ, α, β))
∂

∂α
V(g(θ, α, β))Lw · Lw ,

∂f

∂β̃

∣∣∣∣
pc

= −ıV(g−1(θ, α, β))
∂

∂β
V(g(θ, α, β))Lw · Lw .

De la expresión de g = g(θ, α, β) dada en (4.34) podemos obtener que

∂f

∂θ̃

∣∣∣∣
pc

= −2Im
(
e
ıα+ıβ[w7w1 + w5w3 − w6w4 − w8w2]

)
,

∂f

∂α̃

∣∣∣∣
pc

= − cos2(θ)[w2
1 + w2

2 + w2
3 + w2

4 − w2
5 − w2

6 − w2
7 − w2

8]

+ 2Re
(

sen(θ) cos(θ)e ıα+ıβ[w5w3 − w6w4 + w7w1 − w8w2]
)
,
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∂f

∂β̃

∣∣∣∣
pc

= −sen2(θ)(w2
1 + w2

2 + w2
3 + w2

4 − w2
5 − w2

6 − w2
7 − w2

8)

− 2Re
(
e
ıα+ıβsen(θ) cos(θ)[w5w3 − w6w4 + w7w1 − w8w2]

)
.

Dado que w satisface las restricciones (A.16), las escuaciones (5.35) se cumplen.

De aquí que ∇fz,z,θ̃,α̃,β̃ = 0 si y sólo si

z = T(g(θ, α, β))w y (θ̃, α̃, β̃) = (θ, α, β) .

Es decir (z0, θ̃0, α̃0, β̃0) = (T(g(θ, α, β))w, θ, α, β) es el único punto crítico de f .

Por otro lado

z ·T(g(θ, α, β))w = e
−ıα cos(θ)(z5w5 + z6w6 + z7w7 + z8w8)

+ e
ıα cos(θ)(z1w1 + z2w2 + z3w3 + z4w4)

− e
−ıβsen(θ)(z3w5 − z4w6 + z1w7 − z2w8)

− e
ıβsen(θ)(z6w4 − z5w3 − z7w1 + z8w2) .

Luego

Re
(
z ·T(g(θ, α, β))w + z ·T(g(θ̃, α̃, β̃))

)
≤ 2

8∑
j,k=1

|zj | |wk| .

De aquí que

Im(f) = |w|2 + |z|2 − Re
(
z ·T(g(θ, α, β))w + z ·T(g(θ̃, α̃, β̃))w

)
≥

 8∑
j=1

(|zj | − |wj |)

2

≥ 0 .

Obtengamos ahora el determinante de la matríz Hessiana de f respecto a las
variables x, y, θ̃, α̃, β̃ (donde z = x + ıy) evaluada en el punto crítico x0 + y0 =
z0 = T(g(θ, α, β)), (θ̃0, α̃0, β̃0) = (θ, α, β).

De (5.30) y (5.33)

fxj ,xk(z0, θ̃0, α̃0, β̃0) = fyj ,yk(z0, θ̃0, α̃0, β̃0) = ı(2δj,k) , fxj ,yk(z0, θ̃0, α̃0, β̃0) = 0 .

Además para ϑ = θ, α, β

fxj ,ϑ̃(z0, θ̃0, α̃0, β̃0) = −ı(L† ∂
∂ϑ

V(g(θ, α, β))Lw)j ,

fyj ,ϑ̃(z0, θ̃0, α̃0, β̃0) = −(L†
∂

∂ϑ
V(g(θ, α, β))Lw)j .
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De forma similar a (5.36)

fϑ̃,ς̃(z0, θ̃0, α̃0, β̃0) = −ıV(g−1(θ, α, β))
∂2

∂ϑ∂ς
V(g(θ, α, β))Lw · Lw

con ϑ, ς = θ, α, β. De hecho

fθ̃,θ̃

∣∣∣
pc

= ı|w|2 , fα̃,α̃|pc = ı cos2(θ)|w|2 ,

fβ̃,β̃

∣∣∣
pc

= ısen2(θ)|w|2 , fϑ̃,ς̃ = 0 , si ϑ 6= ς.

Nótese que

[
fx,ϑ̃ · fx,ς̃ + fy,ϑ̃ · fy,ς̃

]∣∣∣∣
pc

= −(L†
∂

∂ϑ
V(g(θ, α, β))Lw) · (L† ∂

∂ς
V(g(θ, α, β))Lw)

+ (L†
∂

∂ϑ
V(g(θ, α, β))Lw) · (L† ∂

∂ς
V(g(θ, α, β))Lw)

= 0 .

Así utilizando (5.31) obtenemos que

det(f ′′(z0, θ̃0, α̃0, β̃0)) = (2ı)16ı3|w|6 cos2(θ)sen2(θ).

Por lo tanto, de (5.32) y el método de la fase estacionaria �nalmente tenemos∫
z∈C8

Hα,~(z)φ(z)dzdz =
|w|3
√
π√

2~3/2(π~)8

[∫
θ,α,β

(
(2πı~)

19
2 sen(θ) cos(θ)

2π2[(2ı)16ı3|w|6 cos2(θ)sen2(θ)]
1
2

φ(T(g(θ, α, β))w)[1 + O(~)] + O(~1+ 19
2 )

)
dm(θ, α, β)

]
=

∫
θ,α,β

φ(T(g(θ, α, β))w)dm(θ, α, β) + O(~) .

De lo cual concluimos que

lim
~→0

∫
z∈C8

Hα,~(z)φ(z)dzdz =

∫
θ,α,β

φ(T(g(θ, α, β)))dm(θ, α, β) .

Supongamos ahora que |w| = 0, entonces α = ρ(n,m)(w) = 0. Luego el estado
coherente etiquetado por α = 0 es la función constante uno en toda la esfera con
norma L2(Sn) igual a uno.

De aquí que Hα,~(z) = exp(−|z|2/~)/(π~)m. Y por el método de la fase esta-
cionaria se concluye que

lim
~→0

∫
z∈C8

Hα,~(z)φ(z)dz = φ(0) . �
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6
Teorema tipo Egorov.

En esta capítulo probaré un teorema tipo Egorov que relaciona el símbolo prin-
cipal de un operador pseudo-diferencial A~ de�nido en L2(Sn), n ≥ 2 con el límite
semiclásico del símbolo de Berezin del operador BnA~(Bn)−1.

6.1 Teorema tipo Egorov.

En esta sección se probará que se puede relacionar (a través de la transformación
σn, de�nida en (3.7) en el régimen semiclásico) el símbolo principal de un operador
pseudo-diferencial A~ con dominio en L2(Sn) (ver apéndice B para de�nición del
operador pseudo-diferencial en la esfera) con el símbolo de Berezin del operador
BnA~(Bn)−1 (ver de�nición 2.5).

Teorema 6.1 Sea A~ operador pseudo-diferencial con dominio en L2(Sn), n ≥ 2.
Entonces para cada α ∈ Qn − {0} se tiene

lim
~→0

〈
BnA~(Bn)−1Tn(·,α),Tn(·,α)

〉
En

〈Tn(·,α),Tn(·,α)〉En
= ℘(A~) ◦ σn(α) ,

donde ℘(A~) es el símbolo principal del operador A~ (ver de�nición B.7 y comentario
B.8), σn es la función que identi�ca Qn − {0} con el haz cotangente T ∗Sn − {0}
(ver (3.7)) y Tn(·,α) es el núcleo reproductor del espacio En (ver proposición 4.5).

Demostración.

Sea α ∈ Qn y M~ := BnA~(Bn)−1. Por el lema 4.14, BnΦα,~(·) = Tn(·,α),
donde Φα,~ son los estados coherentes en L2(Sn) (ver de�nición 5.1). Luego de la
de�nición 2.5 y el hecho de que Bn es un operador unitario

M̃~(α) =
〈A~Φα,~,Φα,~〉Sn

‖Φα,~‖2
. (6.1)

85



86 Teorema tipo Egorov.

La idea básica de la prueba es obtener una expanción asintótica de los estados
coherentes y de sus derivadas, para así poder usar el método de la fase estacionaria.
Para éste �n, sea C una contante mayor que uno. De�namos dos regiones disjuntas
en Sn

W =

{
x ∈ Sn | Cx · Re(α)

|Re(α)|
≥ 1

}
y V = Sn −W.

Tomemos las coordenadas locales (Uc, κc) de Sn, con Uc = κ−1
c A, c = 1, 2, . . . , n,

donde

A =

(θ, v3. . . . , vn+1) ∈ Rn | − π < θ < π,
n+1∑
q=3

v2
q < 1− 1

4(n− 1)


y κ−1

c : A→ Uc, de�nidas por

κ−1
1 (θ,v) = (r cos(θ), r sen(θ),v) ,

κ−1
a (θ,v) = Raκ

−1
1 (θ,v) ,

r =

1−
n+1∑
q=3

v2
q

 1
2

,

con v = (v3, . . . , vn+1), a = 2, . . . , n y Ra ∈ SO(n+1) la matríz que rota 180 grados
en el plano x1, x2 y 90 grados en el plano x2, xa+1. Es decir

Ra = (−ê1, êa+1, ê3, . . . , êa, ê2, êa+2, . . . , ên+1)

donde êj es el vector columna unitario en Rn+1 cuyas entradas son cero, excepto la
j-ésima que es igual a uno. Nótese que ê1 /∈ Ua para a = 2, . . . n. Además a�rmamos
que Sn = ∪nc=1Uc. Para probar ésto primero observemos que

Sn =
{

(r cos(θ), r sen(θ),v) | − π < θ ≤ π, |v|2 ≤ 1,v ∈ Rn−1, r2 = 1− |v|2
}
(6.2)

Sea x ∈ Sn, expresemoslo de la forma dada en (6.2). Supongamos que x /∈ U1. Sea
vj = max{v1, . . . , vn−1} y ṽ ∈ Rn−1 tal que ṽi = vi, i 6= j y ṽj = rsen(θ). Dado que(

−r
r̃

cos(θ)
)2

+
(vj
r̃

)2
= 1 , donde r̃2 = 1− |ṽ|2 = r2 cos2(θ) + v2

j > 0.

Entonces existe −π < θ̃ < π que satisface cos(θ̃) = − r
r̃ cos(θ), sen(θ̃) =

vj
r̃ . A partir

de ésto no es difícil ver que (θ̃, ṽ) ∈ A y que x = κ−1
j+1(θ̃, ṽ) ∈ Uj+1.

Sea {tc} una partición de la unidad de Sn subordinada a la cubierta {Uc}. Como
ê1 sólo está en U1, se tiene que t1(1, 0, . . . , 0) = 1. Consideremos otro conjunto de
funciones {%c} con %c ∈ C∞0 (Uc) y tc%c = tc para toda c = 1, . . . , n.

Nótese que

A~ =

n∑
c=1

[tcA~%c + tcA~(1− %c)] .
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Además como sop(tc) ∩ sop(1− %c) = ∅ y A~ es un operador pseudo-diferencial se
tiene

〈tcA~(1− %c)Φα,~,Φα,~〉Sn
‖Φα,~‖2

= O(~∞) , c = 1, . . . , n . (6.3)

Por otro lado, tenemos que

〈tcA~%cΦα,~,Φα,~〉Sn =

∫
Sn

tcA~%cΦα,~(w)Φα,~(w)dSn(w)

donde dSn es la medida de super�cie normalizada de Sn. Como sop(tc) ⊂ Uc,
utilizando el cambio de variable κ−1

c : A→ Uc se tiene

=

∫
(θ,v)∈A

tcA~%cΦα,~(κ−1
c (θ,v))Φα,~(κ−1

c (θ,v))

J(θ,v)

Vol(Sn)
dθdv (6.4)

donde J(θ,v) es el Jacabiano del cambio de variable mencionado arriba (de hecho
J(θ,v) = 1).

Luego de (6.4) y la de�nición de operador pseudo-diferencial (ver apéndice B)
existe m ∈ R, un entero no negativo k tal que m + n < k y símbolos clásicos
aκc ∈ S2n(〈pθ, pv〉m) tales que〈

tcA~%cΦα,~,Φα,~
〉
Sn

‖Φα,~‖2
=

(2π~)−n

‖Φα,~‖2

∫
(θ,v)∈A

∫
(θ̃,ṽ)∈A

∫
(pθ,pv)∈Rn

(Φα,~tc)(κ
−1
c (θ,v))

Vol(Sn)

(Φα,~tc)(κ
−1
c (θ,v)) exp

( ı
~

[(θ,v)− (θ̃, ṽ)] · (pθ, pv)
)( 1 + ~M

1 + p2
θ + p2

v

)k
(

(aκc)t(θ,v, θ̃, ṽ, pθ, pv; ~) (%cΦα,~) (κ−1
c (θ̃, ṽ))

)
dpθdpvdθ̃dṽdθdv (6.5)

con el operador M es de�nido por

M =
1

ı

(
pθ
∂

∂θ̃
+ pvj

∂

∂ṽj

)
, (6.6)

donde se está tomando la suma sobre índice repetidos.

Note que en el lado derecho de (6.5) tenemos

(1 + ~M)k((aκc)t%cΦα,~) =

k∑
s=0

s∑
q=0

(
k

s

)(
s

q

)
~sMs−q [(aκc)t%c] MqΦα,~ . (6.7)
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De la proposición 2.6, la acción del operador Mq sobre Φα,~ es

MqΦα,~(κ−1
c (θ̃, ṽ)) =Mqg

(
α · x̃c

~

)
=

q∑
d=1

F c
d,q(θ̃, ṽ)

1

~d
g(d)

(
α · x̃c

~

)
(6.8)

donde g es de�nida por (C.1), x̃c = x̃c(θ̃, ṽ) = κ−1
c (θ̃, ṽ) y

F c
d,q(θ̃, ṽ) =

∑ q!

p1!...p`!

(
M1α · x̃c

1!

)p1 (M2α · x̃c

2!

)p2
...

(
M`α · x̃c

`!

)p`
(6.9)

Con la suma corriendo sobre el conjunto de números que satisfacen las condiciones:
p1 + 2p2 + . . .+ `p` = q, d = p1 + p2 + . . .+ p`.

Por otro lado si x ∈ W entonces |x · Im(α)| ≤ |x| |Im(α)| = |Re(α)| ≤ Cx ·
Re(α). Por lo que para x ∈W podemos usar la expresión asintótica de los estados
coherentes Φα,~ (ver proposción 5.7), la estimación de su norma (ecuación (5.3)) y
la expresión asintótica de cualquier derivada de g (ver lema C.1).

Por tal motivo, consideremos de manera separada la integración en las variables
(θ̃, ṽ) en (6.5), en las regiones κc(W ∩ Uc) y κc(V ∩ Uc). Llamemosle a dichas
integrales IW,c e IV,c respectivamente. Así tenemos〈

tcA~%cΦα,~,Φα,~
〉
Sn

‖Φα,~‖2
= IW,c + IV,c .

Supongamos que α = λ(ê1 + ıê2). Mostremos que IV,c = O(~∞). Sea (θ̃, ṽ) ∈
κc(V ∩ Uκc) y x̃c = κ−1

c (θ̃, ṽ). De (C.2)∣∣∣∣g(b)

(
α · x̃c

~

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

[
P1(w)

α · x̃c

~
+ P2(w)

]
e

α·x̃c
~ (1−w2)m(w)dw

∣∣∣∣
con P1 y P2 polinomios en la variable w

≤ e
|Re(α)|/~

∫ 1

0

∣∣∣∣P1(w)
α · x̃c

~
+ P2(w)

∣∣∣∣ |m(w)|

exp

(
|Re(α)|

~

[
Re(α) · x̃c

|Re(α)|
(1− w2)− 1

])
dw

≤ C1

~
e
|Re(α)|/~

e
µ|Re(α)|/~ (6.10)

para alguna constante C1 y µ = 1
C − 1 < 0. Esto último es porque x̃c = κ−1

c (θ̃, ṽ) ∈
V .

De la de�nición del operador M (ver (6.6)), se puede mostrar que∣∣∣Mbα · x̃c

∣∣∣ ≤ (1 + p2
θ + p2

v)
b
2

∣∣∣Nb α · x̃c

∣∣∣ , (6.11)
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donde N = ∂
∂θ̃

+
∑n+1

j=3
∂
∂ṽj

. Nótese que la acción de las potencias del operador N

sobre α · x̃c involucra potencias inversas de r̃ = (1 − ṽ2
3 − . . . − ṽ2

n+1)1/2. Dichas
potencias son acotadas en el soporte de %c, por lo que no tenemos singularidades.
De hecho ∣∣∣Nbα · x̃c

∣∣∣ ≤ C1r̃
−b ≤ C1(2

√
n− 1)b

para alguna constante C1. Luego de lo anterior y (6.11)∣∣∣F c
d,q(θ̃, ṽ)

∣∣∣ ≤ C1〈(pθ, pv)〉d(2
√
n− 1)d , ∀ κ−1(θ̃, ṽ) ∈ sop(%c) . (6.12)

Por otro lado de (6.11) y el hecho de que aκc ∈ S2n(〈(pθ, pv)〉m)∣∣∣Mb [(aκc)t%c]
∣∣∣ ≤ 〈(pθ, pv)〉b

∣∣∣Nb [(aκc)t%c]
∣∣∣ ≤ C1〈(pθ, pv)〉b+m . (6.13)

Luego de (6.5), (6.7), (6.8)

|IV,c| ≤
C1

~n‖Φα,~‖2

∫
(θ,v)∈A

∫
(θ̃,ṽ)∈κc(V ∩Uc)

∫
(pθ,pv)∈Rn

∣∣(Φα,~tc)(κ−1
c (θ,v))

∣∣
(1 + p2

θ + p2
v)k

k∑
s=0

s∑
q=0

~s
∣∣∣Ms−q

[
(aκc)t(θ,v, θ̃, ṽ, pθ, pv; ~) %c(κ

−1
c (θ̃, ṽ))

]∣∣∣
q∑

d=1

∣∣∣F c
d,q(θ̃, ṽ)

∣∣∣ 1

~d

∣∣∣∣∣g(d)

(
α · κ−1

c (θ̃, ṽ)

~

)∣∣∣∣∣dpθdpvdθ̃dṽdθdv .

Utilizando lo obtenido en (6.10), (6.12) y (6.13)

|IV,c| ≤ C1
e
µ|Re(α)|/~

~n‖Φα,~‖2

∫
(θ,v)∈A

∫
(θ̃,ṽ)∈κc(V ∩Uc)

∫
(pθ,pv)∈Rn

∣∣(Φα,~tc)(κ−1
c (θ,v))

∣∣
(1 + p2

θ + p2
v)k

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=1

(2
√
n− 1)de

|Re(α)|
~

(1 + p2
θ + p2

v)
1
2

(q−s−m−d)

~s

~d+1
dpθdpvdθ̃dṽdθdv .

De la aproximación de ‖Φα,~‖ obtenida en (5.3) se tiene

|IV,c| ≤ C1
e
µ|Re(α)|/~

~
5n+2

4 ‖Φα,~‖

∫
(θ,v)∈A

∫
(pθ,pv)∈Rn

∣∣(Φα,~tc)(κ−1
c (θ,v))

∣∣
(1 + p2

θ + p2
v)

k−m
2

dpθdpvdθdv

≤ C1
e
µ|Re(α)|/~

~
5n+2

4

.
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La última desigualdad es obtenida por la desigualdad de Cauchy Schwartz y el hecho
de que n < k −m. De aquí que IV,c = O(~∞). O bien

lim
~→0

IV,c = 0 , c = 1, . . . , n. (6.14)

Para analizar la integral IW,c, nótese que xc = κ−1
c (θ,v) y x̃c = κ−1

c (θ̃, ṽ)
pertenecen a W . Luego |xc · Im(α)| ≤ Cxc · Re(α) y |x̃c · Im(α)| ≤ Cx̃c · Re(α).
Así del lema C.1, la proposición 5.7, (5.3), (6.5), (6.7) y (6.8) tenemos

IW,c =
~|Re(α)|

n
2
−1(n− 1)

2(π~)
n
2 (2π~)ne

2|Re(α)|
~

∫
(θ,v)∈κc(W∩Uc)

∫
(θ̃,ṽ)∈κc(W∩Uc)

∫
(pθ,pv)∈Rn

(
2α · xc

~(n− 1)

) 1
2

tc(xc) exp
( ı
~

[(θ,v)− (θ̃, ṽ)] · (pθ, pv)
)

exp
(α · xc

~

) k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=1

(
k

s

)(
s

q

)
~s−d

(1 + p2
θ + p2

v)k
Ms−q [(aκc)t%c]F

c
d,q(θ̃, ṽ)

(
2α · x̃c

~(n− 1)

) 1
2

exp

(
α · x̃c

~

)
[
1 + O(~)

]
dpθdpvdθ̃dṽdθdv .

Como se está tomando el caso particular α = λ(ê1 + ıê2)

IW,c =
λ
n
2
−1

(2π~)n(π~)
n
2

∫
(θ,v)∈κc(W∩Uc)

∫
(θ̃,ṽ)∈κc(W∩Uc)

∫
(pθ,pv)∈Rn

tc(κ
−1
c (θ,v))

exp
( ı
~
fc(θ,v, θ̃, ṽ, pθ, pv)

)(
λfc(−θ̃,−ṽ

) 1
2

(λfc(θ,v))
1
2

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=1(

k

s

)(
s

q

)
~s−d

(1 + p2
θ + p2

v)k
Ms−q

[
(aκc)t(θ,v, θ̃, ṽ, pθ, pv)%c(κ

−1
c (θ̃, ṽ))

]
F c
d,q(θ̃, ṽ)

[
1 + O(~)

]
dpθdpvdθ̃dṽdθdv . (6.15)

Donde

fc(θ,v, θ̃, ṽ, pθ, pv) = 2ıλ+ pθ(θ − θ̃) + pv(v − ṽ)− ıλ[fc(θ,v) + fc(−θ̃,−ṽ)] ,

con

fc(θ,v) =

{
re ıθ, c = 1 ,

−r cos(θ) + ıvc+1 , c = 2, . . . , n .
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A�rmamos que lim~→0 IW,c = 0 para c = 2, . . . , n. Para ver ésto tenemos de
(6.15), (6.12) y (6.13) que

|IW,c| ≤
C1

~3n/2

∫
(θ,v)∈κc(W∩Uc)

∫
(θ̃,ṽ)∈κc(W∩Uc)

∫
(pθ,pv)∈Rn

e
− λ~ (2+r cos(θ)+r̃ cos(θ̃))

〈(pθ, pv)〉2k

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=1

~s−d(2
√
n− 1)d

〈(pθ, pv)〉q−s−m−d
[1 + O(~)]dpθdpvdθ̃dṽdθdv

≤ C1

~3n/2
exp

(
−2λ

~

(
1− 1

2
√
n− 1

))
[1 + O(~)] .

De aquí que

lim
~→0

IW,c = 0 , c = 2, . . . , n . (6.16)

Analicemos ahora IW,1. Dado que aκ1 ∈ S2n(〈(pθ, pv)〉m) es un símbolo clásico,

existe una sucesión (a
(j)
κ ) ⊂ S2n (〈(pθ, pv)〉m) (que no depende de ~, ver de�nición

B.3) tal que si N > 3n/2 y

ΨN =
N∑
`=0

~`a(`)
κ .

Entonces para cualquier b ∈ Zn+, existe ~N,b > 0 y CN,b tales que∣∣∣∂b (aκ1 −ΨN )
∣∣∣ ≤ CN,b ~N 〈(pθ, pv)〉m (6.17)

uniformemente en R2n × (0, ~N,b).

Prosigamos con el análisis de IW,1. Sean I1
W,1 e I2

W,1 igual al lado derecho
de (6.15) (con c = 1) solo que en lugar de poner aκ1 se pone aκ1 − ΨN y ΨN

respectivamente. Nótese que IW,1 = I1
W,1 + I2

W,1. A�rmamos que lim~→0 I
1
W,1 = 0.

En efecto de (6.15), (6.12), (6.13) y (6.17)

∣∣I1
W,1

∣∣ ≤ C1

~3n/2

∫
(θ,v)∈κ1(W∩U1)

∫
(θ̃,ṽ)∈κ1(W∩U1)

∫
(pθ,pv)∈Rn

e
λ
~ (r cos(θ)+r̃ cos(θ̃)−2)

〈(pθ, pv)〉2k

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=1

~s−d~N (2
√
n− 1)d

〈(pθ, pv)〉q−s−m−d
[1 + O(~)]dpθdpvdθ̃dṽdθdv

≤ C1~N−3n/2[1 + O(~)] .

De aquí que
lim
~→0

I1
W,1 = 0 . (6.18)
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Finalmente utilicemos el método de fase estacionaria (ver (2.3)) para calcular
I2
W,1. Primero tenemos que

Im(f1) = −λr cos(θ)− λr̃ cos(θ̃) + 2λ ≥ 0 .

Además

∂f1
∂θ

= pθ + λre ıθ ,
∂f1

∂θ̃
= −pθ − λr̃e −ıθ̃ ,

∂f1
∂pθ

= θ − θ̃ ,

∂f1
∂vb

= pvb +
ıλ

r
vbe

ıθ ,
∂f1
∂ṽb

= −pvb +
ıλ

r̃
ṽbe

−ıθ̃,
∂f1
∂pvb

= vb − ṽb .

Así el único punto crítico (que contribuye) de f1 es

ϑ0 := (θ0,v0, θ̃0, ṽ0, pθ0 , pv0) = (0,0, 0,0,−λ,0) .

También se puede mostrar que

det f′′1(ϑ0) = det



ıλ 0 01,n−1 01,n−1 1 01,n−1

0 ıλ 01,n−1 01,n−1 −1 01,n−1

0n−1,1 0n−1,1 ıλIn−1 0n−1 0n−1,1 In−1

0n−1,1 0n−1,1 0n−1 ıλIn−1 0n−1,1 −In−1

1 −1 01,n−1 01,n−1 0 01,n−1

0n−1,1 0n−1,1 In−1 −In−1 0n−1,1 0n−1


= (−2ıλ)n ,

donde 0b,c es es la matríz de b �las y c columnas con entradas iguales a 0, 0n−1 =
0n−1,n−1 e In−1 es la matríz identidad de n− 1 �las y columnas. De aquí que[

det

(
f′′1(ϑ0)

2πı~

)]−1/2

=

[
(−2ıλ)n

(2πı~)3n

]−1/2

=
2n(π~)3n/2

λn/2
.

Dado que f1(θ0,v0, θ̃0, ṽ0, pθ0 , pv0) = 0 y t1(κ−1
1 (θ0,v0)) = t1(ê1) = 1. De (6.15)

y el método de fase estacionaria

I2
W,1 =

N∑
`=0

k∑
s=0

s∑
q=0

q∑
d=1

(
k

s

)(
s

q

)
~s−d+`

(1 + λ2)k
F 1
d,q(θ̃0, ṽ0)

Ms−q
[
(a(`)
κ1 )t%1)

] ∣∣∣∣
pc

[
1 + O(~)

]
+ O(~)

=
k∑
s=0

(
k

s

)
F 1
s,s(θ̃0, ṽ0)

(1 + λ2)k
(a(0)
κ1 )t

∣∣
pc
%1(κ−1

1 (θ̃0, ṽ0)) + O(~) (6.19)

donde con (·)
∣∣
pc

queremos decir la evaluación de (·) en el punto crítico ϑ0.
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Analicemos F 1
s,s(θ̃0, ṽ0). De la de�nición del operador M (ver (6.6)) tenemos

Mrα · x̃1

∣∣∣∣
pc

= (ıλ)r
∂r

∂θ̃r
λe −ıθ̃

∣∣∣∣
θ̃=θ̃0

= λr+1 .

Además recordemos que F 1
s,s es igual a una suma que corre en el conjunto de

números que cumplen que p1 + . . .+ p` = s = p1 + 2p2 + . . .+ `p` (ver (6.9)). Por
lo cual se debe de tener que p1 = s y p2 = . . . = p` = 0. De aquí que

F 1
s,s(θ̃0, ṽ0) = (λ2)s . (6.20)

Así de (6.19), (6.20) y el hecho que %1(κ−1
1 (θ̃0, ṽ0)) = %1(ê1) = 1, se obtiene

I2
W,1 =

k∑
s=0

(
k

s

)
(λ2)s

(1 + λ2)k
a(0)
κ1 (0,0,−λ,0) + O(~) .

De la de�nición de símbolo principal de A~ (ver (B.3))

I2
W,1 = ℘(A~)(κ−1

1 (0,0), κ∗1(−λ,0)) + O(~)

= ℘(A~) (ê1,−λê2) + O(~) . (6.21)

Por lo tanto de (6.1), (6.3), (6.14), (6.16), (6.18) y (6.21)

lim
~→0

M̃~(λ(ê1 + ıê2)) = lim
~→0

n∑
c=1

〈tcA~%cΦα,~,Φα,~〉Sn
‖Φα,~‖

= lim
~→0

n∑
c=1

[IV,c + IW,c]

= lim
~→0

[I1
W,1 + I2

W,1]

= ℘(A~) (σn(λ(ê1 + ıê2))) . (6.22)

Demostremos el caso general. Sea α ∈ Qn − {0}, existe R ∈ SO(n+ 1) tal que
α = λ(Rê1 + ıRê2) con λ = |Re(α)|. Sea TR : L2(Sn)→ L2(Sn) de�nido por

TRΨ(x) = Ψ(R−1x) , para Ψ ∈ L2(Sn) , x ∈ Sn .

Por la invarianza del producto interno en Rn+1

Φα,~ = TRΦλ(ê1+ıê2),~ .
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Además de (6.1)

M̃~(α) =
〈A~Φα,~,Φα,~〉S2

‖Φα,~‖2

=

〈
TR−1A~TRΦλ(ê1+ıê2),~,Φλ(ê1+ıê2),~

〉
S2

‖Φλ(ê1+ıê2),~‖2
(6.23)

y la conclusión se sigue de la siguiente

Proposición 6.2 Sean R ∈ SO(n+ 1) y A~ operador pseudo-diferencial sobre Sn.
Entonces TR−1A~TR es un operador pseudo-diferencial sobre Sn con símbolo prin-
cipal

℘(TR−1A~TR)(x,η) = ℘(A~)(Rx, (R−1)∗η) , ∀ (x,η) ∈ T ∗(Sn).

Demostración.
Sean (x,η) ∈ T ∗(Sn) y (Uτ , τ) cualquier carta tal que x ∈ Uτ . Denotemos por

(Uτ̃ , τ̃) la carta de�nida por Uτ̃ = RUτ y τ̃ = τ ◦R−1.
Sean u ∈ C∞(Sn) y φ, ψ ∈ C∞0 (Uτ ). Denotemos por ũ = TRu, ψ̃ = TRψ

y φ̃ = TRφ. Nótese que ψ̃, φ̃ ∈ C∞0 (Uτ̃ ). Dado que A~ es un operador pseudo-
diferencial, se tiene de (B.1) que

(ψTR−1A~TR(φu))(x) = (ψ̃A~φ̃ũ)(Rx)

=
[
ψ̃ (τ̃)∗Opt~(aτ̃ )(τ̃−1)∗(φ̃ũ)

]
(Rx)

=
[
ψτ∗Opt~(aτ̃ )(τ−1)∗(φu)

]
(x) .

Lo que implica que TR−1A~TR es un operador pseudo-diferencial sobre Sn, con
símbolo principal (ver (B.3))

℘(TR−1A~TR)(x,η) = a
(0)
τ̃ (τx, (τ−1)∗η)

= a
(0)
τ̃ (τ̃Rx, (τ̃−1)∗(R−1)∗η)

= ℘(A~)(Rx, (R−1)∗η) .

�

Prosiguiendo con la demostración del teorema, tenemos de (6.22), (6.23) y la
proposición 6.2

lim
~→0

M̃~(α) = ℘(TR−1A~TR)(ê1,−λê2))

= ℘(A~)

(
Re(α)

|Re(α)|
,−(R−1)∗λê2

)
= ℘(A~)(σn(α)) .

�
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Para �nalizar este capítulo probaremos un teorema tipo Egorov que relaciona
el símbolo principal de un operador pseudo-diferencial A~ con dominio en L2(Sn),
n = 2, 3, 5 con el símbolo de Berezin del operador BSnA~(BSn)−1. Dicha relación
es a través de la transformación C(n,m) de�nida en (A.24).

Teorema 6.3 Sea A~ operador pseudo-diferencial con dominio en L2(Sn), n =
2, 3, 5. Entonces para w ∈ Cm − {0}, m = 2, 4, 8 respectivamente, se tiene

lim
~→0

〈
BSnA~(BSn)−1Q

(~)
m (·,w),Q

(~)
m (·,w)

〉
BCm〈

Q
(~)
m (·,w),Q

(~)
m (·,w)

〉
BCm

= ℘(A~) ◦ C(n,m)(w) ,

donde ℘(A~) es el símbolo principal del operador A~ (ver de�nición B.7 y comen-
tario B.8), C(n,m) es la transformación canónica que identi�ca Cm − {0} con el haz

cotangente T ∗Sn−{0} (ver (A.24)) y Q
(~)
m (·,w) es el núcleo reproductor del espacio

Fm (ver teorema 4.19).

Demostración.

Sea w ∈ Cm − {0}, M~ = BSnA~(BSn)−1 y α = ρ(n,m)(w). De la de�nición
2.5, el lema 5.10 y el hecho de que BSn es un operador unitario tenemos

M̃~(w) =
〈A~Φα,~,Φα,~〉Sn

‖Φα,~‖2
.

Nótese que el lado derecho de la igualdad anterior es igual al lado derecho de
(6.1). Así por (6.1), el teorema 6.1 y (A.24)

lim
~→0

M̃~(w) = ℘(A~)(σn(α)) = ℘(A~)(C(n,m)(w)) .

�
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A
Transformación canónica.

El problema de Kepler en dimensión n = 2, 3, 5 es de�nido como el movimiento
de una partícula en Rn con posición x y momento p ≡ dx

dt bajo la acción de la fuerza
radial F = − x

|x|3 . Estamos asumiendo unidades en la cual los valores numéricos para
la masa de la partícula y la constante que aparece en la expresión para la fuerza
gravitacional son igual a uno.

La ecuación de Newton dada para la dinámica de este problema es

dp

dt
= − x

|x|3
.

Note que la ecuación anterior tiene una singularidad en el origen. Dicha singu-
laridad fue estudiada y regularizada de dos formas diferentes

a) Levi-Civita [19], Kustaanheimo y Stiefel [18] y Davtyan [5] estudiaron el caso
n = 2, 3, 5 dimensional respectivamente. Ellos consideraron extensiones de las
�braciones de Hopf S1 7→ S1, S3 7→ S2, S7 7→ S4. Esta regularización será
presentada en la sección A.1.

b) Considerando una extensión de la proyección estereográ�ca entre Rn y la n es-
fera Sn, Moser [22] regularizó el problema de Kepler para cualquier dimensión
n ≥ 1. Esta regularización va a ser presentada en la sección A.2

Nos restringiremos al caso de energía negativa E = |p|2/2 − 1/|x|. En las dos
regularizaciones se considera una reparametrización del tiempo. La intuición básica
es la siguiente: dado que la energía es una cantidad conservada, cuando la partícula
se mueve en una línea recta hacia el origen (órbita de colisión), la velocidad la
partícula (momento |p|) se debe de ir a in�nito. Sin embargo, por la conservación
de la energía, el producto |x| |p| tiene un límite bien de�nido cuando la partícula

97
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se aproxima al origen:

lim
|x|→0

|x| |p| = lim
|x|→0

|x|
∣∣∣∣ d

dt
x

∣∣∣∣ = 0.

Así el nuevo parámetro del tiempo s es introducido vía la siguiente ecuación:

d

ds
= |x| d

dt
. (A.1)

De aquí que la velocidad de la partícula (cuando ésta se aproxima al origen) es
�nita e igual a cero respecto al tiempo s.

A.1 Regularización del oscilador armónico

Sean N = (T ∗(Rn−{0}), ω) yM = (T ∗(Rm−{0}), ν) espacios simplécticos con
formas simplécticas ω = dp ∧ dx y ν = 4dv ∧ du.

En esta sección mostremos una transformación canónica que lleva al sistema Ha-
miltoniano del problema de Kepler n = 2, 3, 5 dimensional [N , H = 1

2 |p|
2− (1/|x|)]

en una adecuada reducción del sistema Hamiltoniano [M , H ′ = (1/|u|2)(2|v|2− 1)]
con m = 2, 4, 8, respectivamente. Más aún, se mostrará que para energía negativa
H = E y después de la reparametrización del tiempo (A.1), el �ujo Hamiltoniano
de H es transformado en el �ujo Hamiltoniano de la reducción de un oscilador
armónico isotrópico K = 1

2(|v|2 + k|u|2) con fuerza k = −E/2 y obtenido del �ujo
Hamiltoniano H ′. Como el �ujo K no tiene singularidades, diremos que hemos
logrado una regularización del problema de Kepler n = 2, 3, 5 dimensional.

Consideremos las siguientes transformaciones obtenidas como extensión de las
�braciones de Hopf

x = A(u)u, (A.2)

donde x ∈ Rn y u ∈ Rm. En los casos n = 3, 5 se está tomando x = (x1, x2, x3, 0) y
x = (x1, . . . , x5, 0, 0, 0) como elementos de R4 y R8 respectivamente para que (A.2)
tenga sentido. La matriz m×m A(u) es dada por

Para el problema de Kepler 2-dimendsional.

A(u) =

(
u2 u1

u1 −u2

)
.

Para el problema de Kepler 3-dimendsional.

A(u) =


u3 u4 u1 u2

−u4 u3 u2 −u1

u1 u2 −u3 −u4

u2 −u1 u4 −u3

 . (A.3)
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Para el problema de Kepler 5-dimendsional.

A(u) =



u5 u6 u7 u8 u1 u2 u3 u4

−u6 u5 −u8 u7 u2 −u1 u4 −u3

−u7 u8 u5 −u6 u3 −u4 −u1 u2

−u8 −u7 u6 u5 u4 u3 −u2 −u1

u1 u2 u3 u4 −u5 −u6 −u7 −u8

u2 −u1 −u4 u3 u6 −u5 −u8 u7

u3 u4 −u1 −u2 u7 u8 −u5 −u6

u4 −u3 u2 −u1 u8 −u7 u6 −u5


. (A.4)

Nótese que las �las (columnas) de la matriz A(u) son ortogonales entre ellas.
Además de que se satisface la relación A(u)tA(u) = |u|2I (con A(u)t la transpuesta
de A(u) e I la matriz identidad). De aquí que A(u) es invertible con inversa
A(u)−1 = A(u)t/|u|2 cuando |u| 6= 0.

Note también que la transformación u 7→ x de�nida en (A.2) no es uno a uno.
Dado x 6= 0 en Rn, n = 2, 3, 5, su imagen inversa tiene la siguiente propiedad: dado
un elemento u de la �bra asociada de x, se pueden obtener todos los elementos de
la misma �bra dejando actuar el grupo Gm = Z2 ≡ {1,−1}, S1 o SU(2) sobre u
para los casos m = 2, 4, 8 respectivamente.

La acción de Gm es de�nida por

u′ = T(g)u , g ∈ Gm,

con T(g) dado por

Caso m = 2.
T(g) = ±1.

Caso m = 4. Sea g = exp(ıψ) ∈ S1

T(g) = C†U(g)C,

donde C† denota el adjunto de la siguiente matriz unitaria

C =
1√
2


−ı −1 0 0
0 0 1 −ı
0 0 1 ı
−ı 1 0 0

 , (A.5)

y

U(g) =


exp(−ıψ) 0 0 0

0 exp(−ıψ) 0 0
0 0 exp(ıψ) 0
0 0 0 exp(ıψ)

 .
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Caso m = 8. Para g ∈ SU(2),

T(g) = D†V(g)D,

con D es la siguiente matriz unitaria

D =
1√
2



−ı −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 −ı 0 0 0 0
0 0 0 0 −ı −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −ı
0 0 0 0 0 0 −1 −ı
0 0 0 0 ı −1 0
0 0 1 ı 0 0 0 0
−ı 1 0 0 0 0 0 0


, (A.6)

y

V(g) =


g 0 0 0
0 g 0 0
0 0 g 0
0 0 0 g

 , (A.7)

donde todas entradas de V son matrices de 2× 2.

El grupo Hm = {T(g) | g ∈ Gm} es una representación de Gm actuando sobre
Rm, con m = 2, 4, 8. Esta acción puede ser extendida a una acción simpléctica sobre
M = (T ∗Rm, ν) (donde ν = 4dv ∧ du) en el siguiente sentido

(u′,v′) = (T(g)u,T(g)v) , g ∈ Gm . (A.8)

Dado que T(g) es una matriz ortogonal para toda g ∈ Gm, entonces la acción
u′ = T(g)u es simpléctica.

Denotemos por gm al algebra de Lie del grupo Gm. Ésto es, g4 es el espacio
vectorial R y g8 es el espacio vectorial real su(2).

Sea hm el algebra de Lie de Hm y denotemos sus elementos por T (ξ) con ξ ∈ gm.
Mas precisamente para m = 4

T (ξ) = C†U(ξ)C, ξ ∈ R

donde C es dada por (A.5) y

U(ξ) =


−ıξ 0 0 0
0 −ıξ 0 0
0 0 ıξ 0
0 0 0 ıξ

 .

Y para el caso m = 8
T (ξ) = D†V(ξ)D,
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donde D es dada por (A.6) y V(ξ) por (A.7) con ξ ∈ su(2).

Introduzcamos el siguiente producto interno en hm

〈T (ξ1), T (ξ2)〉 =
1

8
traza(T (ξ1)T (ξ2)) =

1

2
traza(ξ1ξ2) , ξ1, ξ2 ∈ gm .

Sea h̃m la representación del algebra de Lie gm dado por la matrices de la forma

T̃ (ξ) =

(
T (ξ) 0

0 T (ξ)

)
, con T (ξ) ∈ hm .

Consideremos el siguiente mapeo de momento Jm : M → (h̃m)∗, donde (h̃m)∗

denota el espacio vectorial dual de h̃m, asociado a la acción de Gm descrita en (A.8).
Dada ξ ∈ gm consideremos el campo vectorial Yξ determinado por la acción del
grupo Gm y cuyo valor en el punto (u,v) ∈M es

Yξ(u,v) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

exp(sT̃ (ξ))

(
u
v

)
.

El campo vectorial Yξ es llamado el generador in�nitesimal asociado a ξ.

El mapeo de momento da un Hamiltoniano H cuyo campo vectorial Hamiltoniano
asociado XH en el punto (u,v) es igual a Yξ(u,v). El Hamiltoniano H evaluado en
el punto (u,v) es igual a la evaluación de Jm(u,v) en T̃ (ξ). Es decir, la siguiente
ecuación se cumple

XJm(u,v)·T̃ (ξ)
=

d

ds

∣∣∣∣
s=0

exp(sT̃ (ξ))

(
u
v

)
, (A.9)

donde Jm(u,v) es determinada por el teorema de representación de Riez. Aquí se
dotó al algebra de Lie h̃m con el producto interno

〈T̃ (ξ1), T̃ (ξ2)〉 = traza(ξ1ξ2), con ξ1, ξ2 ∈ gm .

Por lo tanto la acción de Jm(u,v) en T̃ (ξ) debe de ser igual al producto interno
de un elemento de h̃m (denotado por T̃ (ξ(u,v))) con T̃ (ξ). Si pedimos que se
satisfaga (A.9) entonces ξ(u,v) ∈ gm debe de cumplir

Caso m = 4
ξ(u,v) = −u2v1 + u1v2 − u4v3 + u3v4. (A.10)

Caso m = 8

ξ(u,v) =

(
λ(u,v) α(u,v) + ıβ(u,v)

α(u,v)− ıβ(u,v) −λ(u,v)

)
,
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α(u,v) = −u3v1 − u4v2 + u1v3 + u2v4 − u7v5 − u8v6 + u5v7 + u6v8,

λ(u,v) = u2v1 − u1v2 − u4v3 + u3v4 + u6v5 − u5v6 − u8v7 + u7v8, (A.11)

β(u,v) = u4v1 − u3v2 + u2v3 − u1v4 + u8v5 − u7v6 + u6v7 − u5v8.

Las ecuaciones ξ = 0, λ = α = β = 0 son conocidas en la literatura como las
restricciones del problema de Kepler en las variables u y v para el problema de
Kepler n = 3 [18] y n = 5 [5] dimensional.

Nos restringiremos a la subvariedad J −1
m (0) de M . Como 0 es un valor regular

de Jm el método de reducción de Marsden-Weinstein [1] implica que podemos tomar
una reducción de M por la acción de Gm. Así consideremos la variedad simpléc-
tica J −1

m (0)/Gm con una forma simpléctica bien de�nida ν̃ actuando sobre ésta y
proveniente de la forma simpléctica inicial ν = 4dv ∧ du.

Consideremos la función H(n,m) : J −1
m (0)→ N = (T ∗Rn, ω) dado por

x = A(u)v , p =
2

|u|2
A(u)v,

donde A(u) se encuentra de�nida en (A.3) y (A.4). Notese que si (u,v) ∈ J −1
m (0)

entonces (v,u) ∈ J −1
m (0). Además se tiene la siguiente propiedad

A(u)v = A(v)u .

A partir de ésto se tiene que dx = 2A(u)du.
Como At(u)A(u) = |u|2I, entonces pdx = 4vdu. De aquí que H∗(n,m)ω =

ν. Así obtenemos una transformación canónica H̃(n,m) de la variedad simpléctica
(J −1

m (0)/Gm, ν̃) sobre la variedad simpléctica (T ∗Rn, ω).
De manera análoga, para el caso m = 2, la transformación canónica H̃(2,2) va

de (T ∗(R2 − {0})/Z2, ν̃) sobre (T ∗(R2 − {0}), ω).
Dado que el sistema hamiltoniano (J −1

m (0), ν, H ′ = (1/|u|2)(2|v|2 − 1)) es in-
variante bajo la acción de Gm. Las ecuaciones de movimiento del correspondiente
sistema Hamiltoniano reducido asociado a (J −1

m (0)/Gm, ν̃, H̃) (con H̃ la restricción
del Hamiltoniano H ′ sobre J −1

m (0)/Gm) son determinados por las ecuaciones del
movimiento de (J −1

m (0), ν,H ′). Las cuales son

du

dt
=

1

4

∂H ′

∂v
=

v

|u|2
,

dv

dt
= −1

4

∂H ′

∂u
=

u

2|u|4
(2|v|2 − 1) . (A.12)

Así sobre cada super�cie con energía negativa constante H ′ = E y después de
la reparametrización del tiempo (A.1), obtenemos las ecuaciones de movimiento de
un oscilador armónico isotrópico (con fuerza k = −E/2)

du

ds
= v ,

dv

ds
=
E

2
u .

El Hamiltoniano H ′ es llevado (a través de la transformaciónH(n,m)) al Hamilto-
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niano del problema de Kepler H. Ésto es H ′ = H ◦H(n,m). Dado que H∗(n,m)ω = ν,
las ecuaciones Hamiltonianas de H ′ (A.12), son llevadas a las ecuaciones Hamilto-
nianas del problema de Kepler

dx

dt
=
∂H

∂p
= p ,

dp

dt
= −∂H

∂x
= − x

|x|3
. (A.13)

Por lo cual, se concluye que para energía negativa �ja H = H ′ = E. El �ujo
Hamiltoniano del problema de Kepler dado por las ecuaciones (A.13) es equivalente
(después de una reparametrización del tiempo) a la reducción del �ujo Hamiltoniano
de un oscilador armónico isotrópico K = 1

2(|v|2 + k|u|2) con fuerza k = −E/2 bajo
la acción correspondiente de Z2, S1 o SU(2).

A.2 Regularización de Moser.

En esta sección, introduciremos la regularización de Moser para el problema de
Kepler n-dimensional. Dicha regularización funciona para cualquier n ≥ 1. Sin
embargo, la función de Moser que describiremos abajo es asociada a la energía �ja
E = −1/2. Para otros valores de energía negativa se pueden considerar dilataciones.
Por lo cual la expresión explicíta para la correspondiente transformación depende
del nivel de energía que queramos considerar.

La regularización del oscilador armónico solo funciona para las dimensiones n =
2, 3, 5, pero la expresión para la transformación no depende explicitamente del nivel
de energía. Ambas regularizaciones relacionan el �ujo Hamiltoniano del problema
de Kepler, con un nivel de energía �jo, con otro sistema Hamiltoniano cuyo �ujo es
periódico después de la reparametrización del tiempo indicada en (A.1). En el caso
de la regularización de Moser, este sistema es el �ujo geodésico sobre la esfera Sn.

La motivación intuitiva para entender la regularización de Moser es basado en
lo siguiente: Las orbitas correspondientes a un momento angular no cero (donde
los vectores de posición y de momento iniciales son linealmente independientes) son
círculos cuando proyectamos en el espacio de momentos. Los cuales corresponden,
bajo la proyección estereográ�ca Tn : Rn → Sn0 y energía �ja E = −1/2, a grandes
círculos sobre la esfera perforada Sn0 (la esfera Sn con el polo norte removido).

Siguiendo a Moser [22] consideremos la proyección estereográ�ca entre el espacio
de momentos Rn del problema de Kepler, y la esfera perforada Sn0

wn+1 =
|p|2 − 1

|p|2 + 1
,

wj =
2pj
|p|2 + 1

, j = 1, . . . , n.

Extendamos la proyección estereográ�ca a una funciónMn del espacio fase T ∗Rn
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sobre el haz tangente T ∗Sn0 , bajo la restricción

ξ · dw = x · dp , ξ ·w = 0 , con (w, ξ) ∈ T ∗Sn0 .

Las ecuaciones explícitas deMn son las siguientes:

ξj =
|p|2 + 1

2
xj − (x · p)pj , j = 1, 2, . . . , n,

ξn+1 = x · p =

n∑
j=1

xjpj .

Las ecuaciones de la transformada inversa son

pj =
wj

1− wn+1
,

xj = (1− wn+1)ξj + ξn+1wj .
j = 1, . . . , n .

La función de Moser es en realidad un simplectomor�smo del espacio fase T ∗Rn
(con la forma canónica simpléctica ω = dp∧dx) sobre T ∗Sn0 (con la forma simpléc-
tica κ = dw∧dξ, obtenida de la restricción a T ∗Sn0 de la forma canónica simpléctica
del ambiente T ∗Rn+1).

Consideremos la reparametrización indicada en (A.1). Entonces se tiene la si-
guiente correspondencia para energía negativa �ja E = −1/2:

. El �ujo Hamiltoniano del problema de Kepler de dimensión n [(Rn−{0})×Rn,
dp∧ dx, H = (|p|2/2)− (1/|x|)] es transformado en el �ujo geodésico de la n
esfera perforada con la sección cero removida [note que |ξ| = [(|p|2 + 1)/2]x
implica que ξ = 0 si y solo si x = 0].

. Las orbitas que colisionan (orbitas con momento angular cero) son enviadas
a geodesicas que pasan a través del polo norte pero no incluyen al polo norte
en si mismo.

El polo norte puede ser incluido en el siguiente sentido: se puede mostrar que,
después de una reparametrización del tiempo, una orbita de colisión del problemade
Kepler corresponde a una partícula moviendose sobre un segmento con uno de sus
extremos en el origen y llegando al origen con velocidad cero. Asi, si tomamos la
convención que después de la colisión con el centro de atracción la partícula retorna
a su movimiento sobre el segmento, entonces tenemos un movimiento oscilatorio
respecto al tiempo s.

Note que se ha incluido el punto x = 0, Mas aún, como la energía total es
conservada entonces |x| → 0 si y solo si |p| → ∞. Asi estamos incluyendo el caso
|p| = ∞ en la proyección estereográ�ca. Asignandole a |p| = ∞ al polo norte de
Sn. El movimiento oscilatorio corresponde a una geodesica pasando a través del
polo norte e incluyendo a este punto.
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Así decimos que para energía negativa �ja E = −1/2, el �ujo Hamiltoniano del
problema de Kepler n dimensional es regularizado por el �ujo geodesico de toda la
n esfera Sn (después de una reparametrización del tiempo).

A.3 Relación entre las dos regularizaciones: Una trans-

formación canónica.

En esta sección se describira la relación entre las regularizaciones del oscilador
armónico y la de Moser descritas en las secciones A.1 y A.2 respectivamente. Dicha
relación es basada en el trabajo de M. Kummer [17] quien estudio los casos (n,m) =
(2, 2), (3, 4).

Siguiendo a Kummer introduciremos una estructura compleja para el espacio
fase T ∗Rm. Luego para los casos (n,m) = (3, 4), (5, 8), consideraremos un grupo
F que es invariante bajo el mapeo de momento Jm. Además construiremos una
función ρ(n,m) que toma valores en la cuadrica nula, la cual identi�caremos con
el espacio cotangente de la n esfera con la sección cero removida a través de una
función σn. Finalmente consideraremos la función composición C(n,m) = σn ◦ρ(n,m).

La función C(n,m) tiene dos propiedad notables: relaciona las dos regularizaciones
del problema de Kepler descritas arriba y es una transformación canónica. Además
identi�caremos la función generadora de tal transformación, la cual es usada para
de�nir la transformada de Bargmann sobre L2(Sn), n = 2, 3, 5. El caso m = 2 se
llevará a cabo a mano sin una función de momento considerada (en este caso el
grupo Z2 no es un grupo de Lie).

Siguiendo las ideas de Kummer [17], consideremos la siguiente estructura com-
pleja para T ∗Rm. Sea Dm : T ∗Rm → Cm de�nida por

z = Mu + 2ıMv, (A.14)

con M la siguiente matriz unitaria

. Caso m = 2

M =
1√
2

(
−ı −1
−ı 1

)
,

. Caso m = 4

M =
1√
2


−ı −1 0 0
0 0 1 −ı
0 0 1 ı
−ı 1 0 0

 ,
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. Caso m = 8

M =
1√
2



−ı −1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 −ı 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 −ı 0 0
0 0 0 0 0 0 1 ı
0 0 0 0 0 0 1 −ı
0 0 0 0 1 −ı 0 0
0 0 1 −ı 0 0 0 0
−ı 1 0 0 0 0 0 0


.

Las restricciones ξ = 0 en (A.10) y λ = β = α = 0 en (A.11) para el problema
de Kepler n = 3, 5 dimensional son

Para (n,m) = (3, 4)

|z1|2 + |z2|2 = |z3|2 + |z4|2 . (A.15)

Para (n,m) = (5, 8)

4∑
j=1

|zj |2 =
4∑
j=1

|zj+4|2,

z7z1 − z8z2 + z5z3 − z6z4 = 0.

(A.16)

Además, dado que M es unitaria, se tiene

θ := −ıdz ∧ dz = 4dv ∧ du.

La acción del grupo Gm sobre Cm (denotada por T(g), con g ∈ Gm) puede ser
obtenida de (A.14) y (A.8). Así z′ = T(g)z tiene la siguiente expresión explícita

Caso m = 2.
z′ = z o z′ = −z. (A.17)

Caso m = 4. Para ψ ∈ R, exp(ıψ) ∈ S1

z′ =


exp(−ıψ) 0 0 0

0 exp(−ıψ) 0 0
0 0 exp(ıψ) 0
0 0 0 exp(ıψ)

 z. (A.18)

Caso m = 8. Para g ∈ SU(2)

z′ = L†V(g)Lz, (A.19)
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donde V(g) tiene la forma indicada en (A.7) y

L =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1


. (A.20)

De�namos ahora ρ(2,2). En este caso tenemos la acción z′ 7→ ±z del grupo Z2

sobre la variedad compleja C2. El conjuto de monomios {z2
1 , z

2
2 , z1z2} dan una base

del espacio vectorial F de todos los polinomios homogeneos de grado 2 (todos los
elementos de F son invariantes bajo la acción del grupo Z2). De�namos la función
ρ(2,2)(z) = (ρ1(z), ρ2(z), ρ3(z)) por

ρ1(z) = (z2
2 − z2

1)/2 , ρ2(z) = ı(z2
1 + z2

2)/2 , ρ3(z) = z1z2 . (A.21)

Nótese que la función ρ(2,2) toma valores en la cuádrica nula Q2 y es sobre.

Para de�nir ρ(n,m)(z) para los casos (n,m) = (3, 4), (5, 8) introduzcamos la
variable η = (ηI ,ηII), con ηI ,ηII ∈ Cm/2. Consideremos el siguiente cambio de
variable de z a η

ηI = zI , ηII = zII .

Así la forma simpléctica θ escrita en términos de η es

θ = −ı(dηI ∧ dηI − dηII ∧ dηII).

Denotemos por Km al mapeo de momento asociado a la acción del grupo Gm
sobre Cm en términos de la variable η. Es decir Km = Jm ◦ D−1

m . Km escrito en
términos de η y η es determinada por las siguientes ecuaciones (ver (A.10), (A.11)
y de�nición de Dm en (A.14)).

Caso m = 4.

ξ(η,η) =
1

4
η†
(
I2 0
0 −I2

)
η,

donde I` denota la matriz identidad de `× ` y η† el adjunto de η.
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Caso m = 8.

α(η,η) = −1

4
Re

[
ηt
(

0 J
J 0

)
η

]
,

β(η,η) =
1

4
Im

[
ηt
(

0 J
J 0

)
η

]
,

λ(η,η) = −1

4
ηt
(
I4 0
0 −I4

)
η,

con J la matriz

J =

(
0 σ1

σ1 0

)
, σ1 =

(
1 0
0 −1

)
.

Sea F el grupo de Lie de matrices de m × m con entradas complejas y de-
terminante uno que dejan el mapeo de momento Km invariante. Para el caso
(n,m) = (3, 4) este es el grupo SU(2, 2). Es decir, el grupo de matrices de 4× 4, S,
que satisfacen

S†
(
I2 0
0 −I2

)
S =

(
I2 O
0 −I2

)
.

Para el caso (n,m) = (5, 8), F es el subgrupo de SU(4, 4) de matrices S que
cumplen

S†
(
I4 0
0 −I4

)
S =

(
I4 O
0 −I4

)
y St

(
0 J
J 0

)
S =

(
0 J
J 0

)
,

donde St denota la transpuesta de S.
Se puede mostrar que la acción de F sobre (Cm, θ) es simpléctica. Por lo cual

podemos considerar el mapeo de momento asociado a esta acción. Escogiendo una
base adecuada para el algebra de Lie F de F , se puede de�nir la parte real e ima-
ginaria de los componentes de ρ(n,m) como los Hamiltonianos cuyo campo vectorial
Hamiltoniano asociado es igual al generador in�nitesimal asociado a los elementos
de la base de F . Luego ρ(n,m) va a tener la siguiente expresión (en términos de la
variable z)

ρ(3,4):
ρ1(z) = z1z3 + z2z4 , ρ2(z) = ı(z1z3 − z2z4) ,

ρ3(z) = ı(z1z4 + z2z3) , ρ4(z) = z1z4 − z2z3 .
(A.22)

ρ(5,8):
ρ1(z) = ı(−z1z6 + z3z8 + z2z5 − z4z7) ,

ρ2(z) = z1z6 + z3z8 + z2z5 + z4z7 ,

ρ3(z) = z2z6 + z3z7 − z1z5 − z4z8 ,

ρ4(z) = ı(−z1z5 + z4z8 − z2z6 + z3z7) ,

ρ5(z) = ı(−z1z8 − z2z7 − z3z6 − z4z5) ,

ρ6(z) = z1z8 + z2z7 − z3z6 − z4z5 .

(A.23)
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De�namos C(n,m) por el siguiente diagrama

�
�
�
�
�
�
��

?

-

Qn − {0}

Cm − {0} T ∗Sn − {0}
C(n,m)

ρ(n,m) σn

(A.24)

La transformación C(n,m) es canonica que relaciona la forma simpléctica θ =
−ıdz ∧ dz con la forma simpléctica de T ∗Sn obtenida de su ambiente T ∗Rn+1.

Remarcamos el hecho de que la función

ϑ(n,m)(z,x) = ρ(n,m)(z) · x , z ∈ Cm , x ∈ Sn ,

es la función generadora de la transformación canónica C(n,m) (ver sección 3.3 y para
más detalles [31] y [32]).
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B
Operadores Pseudo Diferenciales.

En este apéndice vamos a dar una pequeña descripción del concepto operado-
res pseudo-diferencial sobre Rn y sobre variedades. Ver [20] y [35] para detalles de
de�niciones de operadores pseudo-diferenciales sobre Rn y en variedades respecti-
vamente.

De�nición B.1 Sea η ∈ Rn. De�namos

〈η〉 :=
√

1 + |η|2

donde |η|2 = η2
1 + . . .+ η2

n.

De�nición B.2 Sea ~0 > 0 y m ∈ R. De�namos el espacio semiclásico de

símbolos S2n(〈ξ〉m) como el conjunto de funciones p = p(b, ξ; ~), b, ξ ∈ Rn, ~ ∈
(0, ~0] que junto con sus derivadas de cualquier órden son suaves en la variable
z = (b, ξ) y que para cualquier k ∈ Z2n

+

∂kp(b, ξ; ~) = O(〈ξ〉m)

uniformemente respecto a (z, ~) ∈ R2n × (0, ~0].

De�nición B.3 Sea m ∈ R y a ∈ S2n(〈ξ〉m). Consideremos (a(j)) una sucesión
de símbolos de S2n(〈ξ〉m) independientes de ~, asumiendo que la función a(0) no es
identicamente cero. Diremos que a es asintóticamente equivalente a la suma
formal

∑∞
j=0 ~ja(j) en S2n(〈ξ〉m)si para cada N ∈ N y cualquier k ∈ Zn+, existe

~N,k > 0 y CN,k > 0 tales que∣∣∣∣∣∣∂k
a− N∑

j=0

~ja(j)

∣∣∣∣∣∣ ≤ CN,k~N 〈ξ〉m
110
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uniformemente sobre R2n × (0, ~N,k]. En el caso de que ocurra ésto al símbolo a se
le llama símbolo clásico.

Ahora daremos la de�nición de operador pseudo-diferencial en Rn

De�nición B.4 Sean m ∈ R, a ∈ S2n(〈ξ〉m) y t ∈ [0, 1]. Se de�ne la acción de
un operador pseudo-diferencial en Rn, denotado por Opt~(a), en una función suave
f ∈ C∞0 (Rn) por

Opt~(a)f(b) =
1

(2π~)n

∫
c∈Rn

∫
ξ∈Rn

e
ı(b−c)·ξ/~

(
L(ξ, ~Dc)

)k(
at(b, c, ξ; ~)f(c)

)
dcdξ ,

donde at(b, c, ξ; ~) = a((1 − t)b + tc, ξ; ~), k es cualquier entero no negativo tal
que m+ n < k y

L(ξ, ~Dc) =
1 + ~ξ ·Dc

1 + |ξ|2
, Dc =

1

ı

(
∂

∂c1
, . . . ,

∂

∂cn

)
.

En la de�nición anterior, el operador L(ξ, ~Dc) es introducido para que tenga
sentido la integral posiblemente inde�nida∫

b∈Rn

∫
ξ∈Rn

e
ı(b−c)·ξ/~at(b, c, ξ; ~)f(c)dcdξ .

Hay que hacer notar que para los casos especiales t = 0, t = 1
2 y t = 1, Opt~(a)

es llamado cuantización izquierda, cuantización de Weyl y cuantización derecha,
respectivamente.

De�nición B.5 Sean m ∈ R, t ∈ [0, 1] y a ∈ S2n(〈ξ〉m). Si asumimos que a es un
símbolo clásico (ver de�nición B.3), a la función a(0) se le llama símbolo principal

del operador pseudo-diferencial Opt~(a). Éste será denotado por ℘(Opt~(a)).

Ahora daremos una breve descripción del concepto de operador pseudo-diferen-
ciales en Sn.

De�nición B.6 Sea A~ : C∞(Sn)→ C∞(Sn) operador lineal. Consideremos a Sn

como una variedad suave. Diremos que A~ es un operador pseudo-diferencial si y
sólo si existe m ∈ R y 0 ≤ t ≤ 1 tal que en cada carta (Uκ, κ) de Sn existe un
símbolo aκ ∈ S2n(〈ξ〉m) tal que para todo u ∈ C∞(Sn) se tiene

ΦA~(Ψu) = Φκ∗Opt~(aκ)(κ−1)∗(Ψu) , ∀ Φ,Ψ ∈ C∞0 (Uκ) . (B.1)

Además se requiere que si Φj ∈ C∞0 (Sn), j = 1, 2 satisfacen

sop(Φ1) ∩ sop(Φ2) = ∅
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entonces
‖Φ1 A~Φ2Ψ‖Sn ≤ O(~∞)‖Ψ‖Sn , ∀ Ψ ∈ C∞(Sn) . (B.2)

Con la condición (B.2) estamos diciendo que la diagonal del operador A~ es
insigni�cante en ~ y regularizable.

Nótese que para que tenga sentido (B.1) se está extendiendo (κ−1)∗(Ψu) como
cero fuera del conjunto Vκ y se esta usando la misma notación para la extensión.

Asumamos que aκ es un símbolo clásico para toda carta. Se requiere que se
cumpla lo siguiente: Dadas dos cartas (Uκ, κ), (Uν , ν) tales que Uκ ∩ Uν 6= ∅

a(0)
κ (b, ξ) = a(0)

ν ((ν ◦ κ−1)b, (ν ◦ κ−1)∗ξ) , ∀(b, ξ) ∈ T ∗(κ(Uκ ∩ Uν)) .

La condición anterior implica que podemos de�nir el símbolo principal ℘(A~)
del operador pseudo-diferencial A~ en todo el espacio T ∗Sn de la siguiente manera

De�nición B.7 Sea A~ operador pseudo-diferencial sobre Sn. El símbolo principal
de A~ es de�nido por

℘(A~)(x,η) = a(0)
κ (κx, (κ−1)∗η) , ∀ (x,η) ∈ T ∗(Sn) , (B.3)

donde (Uκ, κ) es cualquier carta tal que x ∈ Uκ.

Comentario B.8 De la de�nición B.3 se tiene que ℘(A~) no depende de ~.
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C
Asintótica de las derivadas del núcleo

integral.

En el presente apéndice se mostrará el comportamiento asintótico del núcleo
integral

∞∑
`=0

√
2`+ n− 1

`!
√
n− 1

(α · x
~

)`
de la transformada de Bargmann para L2(Sn). Además del comportamiento asin-
tótico de cualquier derivada de éste. Las ideas son seguidas de Thomas/Wassell (ver
apéndice B de la referencia [29]). Este resultado nos dará como consecuencia una
expresión asintótica de los estados coherentes, y de cualquier derivada de éstos, con
~ incluida.

Basado en la expresión del núcleo integral de la transformada de Bargmann,
de�namos la función g : C→ C por

g(z) =
∞∑
`=0

√
2`+ n− 1

`!
√
n− 1

z` , z ∈ C . (C.1)

Lema C.1 Sean z ∈ C y s entero no negativo. Supongamos que Re(z) > 0,
|Im(z)| ≤ CRe(z) con C una constante positiva y Re(z) → +∞. Entonces la
derivada s-ésima de g tiene la siguiente expansión asintótica

dsg(z)

dzs
=

(
2

n− 1

) 1
2

z1/2 exp(z)
[
1 +

a1,s

z
+
a2,s

z2
+ ...+

aN,s
zN

+ O(z−(N+1))
]

con a1,s, a2,s, ..., aN,s constantes.

Demostración.

Usando que para cualquier a ∈ R se tiene que 1√
a`+1

= 1√
π

∫∞
−∞ e

−(a`+1)t2dt y
la serie de Taylor de la exponencial se obtiene

113
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g(z) =
1√
π

∞∑
`=0

2`+ n− 1

`!(n− 1)
z`
∫ ∞
−∞

e
− 2`+n−1

n−1
t2dt

=
1√
π

 ∞∫
−∞

∞∑
`=1

2
n−1z

`

(`− 1)!
e
− 2`+n−1

n−1
t2dt+

∞∫
−∞

∞∑
`=0

z`

`!
e
− 2
n−1

`t2
e
−t2dt


=

1√
π

∞∫
−∞

[
2e −t

2

n− 1
ze −

2t2

n−1 exp

(
ze −

2t2

n−1

)
+ exp

(
ze −

2t2

n−1

)
e
−t2
]

dt

=
2√
π

∫ ∞
0

[
2z

n− 1
e
− 2t2

n−1 + 1

]
exp(ze −

2t2

n−1 )e −t
2
dt.

Tomando el cambio de variable e −
2t2

n−1 = 1− w2, con w ∈ [0, 1]

g(z) =
2
√
n− 1√
2π

e
z

∫ 1

0

[
2z

n− 1
(1− w2) + 1

]
e
−zw2

m(w)dw (C.2)

donde

m(w) :=
w(1− w2)

n−1
2
−1√

− ln(1− w2)
.

Para k entero positivo, analicemos la integral en la ecuación (C.2), y su k-ésima
derivada respecto a z, en el intervalo [1/2, 1]. Para ello sean

I(z) =

∫ 1

1/2

[
2z

n− 1
(1− w2) + 1

]
e
−zw2

m(w)dw ,

I(k)(z) =
dkI(z)

dzk
.

Aseveramos que I(k)(z) es O(z−∞). Para ver ésto observemos que

m(w) =
w(1− w2)

n−2
2

[−(1− w2) ln(1− w2)]1/2
.

Dado que n ≥ 2, la función (1 − w2)
n−2
2 se encuentra acotado en el intervalo

[1/2, 1]. Además −1/ ln(1−w2) está acotado por −1/ ln(3/4) en el mismo intervalo.
Y como

∫ 1
1/2 1/

√
1− w2dw <∞, entonces para cualquier número entero no negativo

p se tiene
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∫ 1

1
2

∣∣∣∣ dp

dzp

([
2z

n− 1
(1− w2) + 1

]
e
−zw2

m(w)

) ∣∣∣∣dw
≤

p∑
r=0

(
p

r

)∫ 1

1
2

∣∣∣∣ dr

dzr

[
2z

n− 1
(1− w2) + 1

]∣∣∣∣ ∣∣∣∣ dp−r

dzp−r
e
−zw2

∣∣∣∣ |m(w)|dw

≤
1∫

1
2

([
2|z|1− w

2

n− 1
+ 1

]
(−w2)p + 2p

1− w2

n− 1
(−w2)p−1

)
|m(w)|
|e zw2 |

dw

≤Me
−Re(z)/4(|z|+ 1) <∞ , (C.3)

conM una constante independente de z. Por lo cual la derivada p ésima de f(z, w) =[
2

n−1z(1− w
2) + 1

]
e
−zw2

m(w) (respecto a la variable z) es Lebesgue integrable en

w para toda z ∈ C. Además∣∣∣∣ dp+1

dzp+1
f(z, w)

∣∣∣∣ ≤ (w2)p
(

(p+ 1)
2(1− w2)

n− 1
+

[
|z|2(1− w2)

n− 1
+ 1

]
w2

)
|m(w)|
|e zw2 |

≤Mg(w)

con g(w) = (1 − w2)−1/2. Luego como g(w) es integrable, del teorema de conver-
gencia dominada se tiene que

I(k)(z) =
dk

dzk

∫ 1

1
2

([
2z

n− 1
(1− w2) + 1

]
e
−zw2

m(w)

)
dw

=

∫ 1

1
2

dk

dzk

([
2z

n− 1
(1− w2) + 1

]
e
−zw2

m(w)

)
dw.

Así de lo anterior y (C.3)∣∣∣∣zr dk

dzk
I(z)

∣∣∣∣ ≤Me
−Re(z)/4|z|r(|z|+ 1) , ∀ r ∈ N .

Luego como |Im(z)| ≤ CRe(z), tenemos |z| ≤ C1Re(z). Por lo cual para Re(z)→∞∣∣∣zrI(k)(z)
∣∣∣ ≤M |Re(z)|r+1

e
−Re(z)/4 <∞

Por lo tanto, cualquier derivada de I(z) es de O(z−r), para cualquier entero
positivo r. Es decir

I(k)(z) = O(z−∞) , cuando Re(z)→∞. (C.4)

Analizemos ahora la integral en la ecuación (C.2), y su k-ésima derivada respecto
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a z, en el intervalo [0, 1/2]. Para ello sean

J(z) =

∫ 1/2

0

[
2z

n− 1
(1− w2) + 1

]
e
−zw2

m(w)dw ,

J(k)(z) =
dkJ(z)

dzk
.

De�namos F : (0, 1/2)→ R, por

F (w) =
w

[− ln(1− w2)]1/2
,

y F̃ : (−1/2, 1/2)→ R por

F̃ (w) =
1√

1− f(w)
, f(w) = 1 +

ln(1− w2)

w2
.

Nótese que para w ∈ (0, 1/2), se cumple F (w) = F̃ (w). Además de que f
tiene serie de Taylor convergente en potencias pares en la variable w. Por lo cual
F̃ (w)→ 1 cuando w → 0.

Más aún dado que para todo número natural r, f tiene derivada r-ésima, en-
tonces la derivada r-ésima de F̃ , F̃ (r), se encuentra bien de�nida en (−1/2, 1/2) y
tiene límite cuando w → 0. Así F̃ (r) es continua en [−1/2, 1/2].

De aquí que F̃ tiene expansión asintótica en potencias pares de w. Luego F es
par y tiene una extensión C∞ al intervalo (−1/2, 1/2). Así pues, para 0 ≤ w ≤ 1/2

F (w) =
∞∑
j=0

1

(2j)!
F (2j)(0+)w2j , donde F (2j)(0+) = lim

w→0+
F (2j)(w) .

Y para cualquier entero no negativo N

F (w)−
N∑
j=0

1

(2j)!
F (2j)(0+)w2j = O(w2N+2) , w ∈ [0, 1/2] .

Escribamos
J(k)(z) = G(k)(z) + H(k)(z), (C.5)

con

G(z) =

∫ 1/2

0
e
−zw2

m(w)dw , G(k)(z) =
dkG(z)

dzk
,

H(z) =

∫ 1/2

0

2z

n− 1
(1− w2)e −zw

2
m(w)dw , H(k)(z) =

dkH(z)

dzk
.

(C.6)

Estudiemos G(k). Por el mismo argumento dado arriba se observa que m(w) =
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(1−w2)
n−1
2
−1F (w) tiene una expansión asintótica en potencias pares en la variable

w. De hecho existen números b2j , j = 0, 1, 2, ... tales que para w ∈ (0, 1/2)

m(w)−
N∑
j=0

b2jw
2j = O(w2N+2) , b0 = m(0) = 1.

Sea
G(k)(z) = G

(k)
1 (z) + G

(k)
2 (z) (C.7)

con

G1 =

∫ 1/2

0
e
−zw2

N∑
j=0

b2jw
2jdw , G

(k)
1 =

dkG1(z)

dzk
,

G2 =

∫ 1/2

0
e
−zw2

m(w)−
N∑
j=0

b2jw
2j

 dw , G
(k)
2 =

dkG2(z)

dzk
.

Probemos que G
(k)
2 = O(z−

2N+2k+3
2 ). Para ello tenemos que para cualquier entero

no negativo p

∫ 1/2

0

∣∣∣∣ dp

dzp
e
−zw2

m(w)−
N∑
j=0

b2jw
2j

 dw

∣∣∣∣
≤
∫ 1/2

0
| − w2|p|e −zw2 |

∣∣∣∣∣∣m(w)−
N∑
j=0

b2jw
2j

∣∣∣∣∣∣dw
≤M

∫ 1/2

0
e
−Re(z)w2

w2N+2+2pdw (C.8)

para alguna constante M independiente de z

≤M
∫ 1/2

0
w2N+2+2pdw <∞ .

Por lo cual la derivada p ésima de G(z, w) = e
−zw2

(
m(w)−

∑N
j=0 b2jw

2j
)
respecto

a la variable z es integrable en w para toda z ∈ C. Además

∣∣∣∣ dp+1

dzp+1
G(z, w)

∣∣∣∣ ≤ |w2|p+1|e −zw2 |

∣∣∣∣∣∣m(w)−
N∑
j=0

b2jw
2j

∣∣∣∣∣∣
≤Mg(w)

con g(w) = w2N+4+2p. Luego como g(w) es integrable, del teorema de convergencia
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dominada de Lebesgue y (C.8)

∣∣∣G(k)
2

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ 1/2

0

dk

dzk
G(z, w)dw

∣∣∣∣∣
≤M

∫ 1/2

0
e
−Re(z)w2

w2N+2+2kdw

si η =
√

Re(z)w

= M

∫ 1
2

√
Re(z)

0
e
−η2 η2N+2k+2

(Re(z))N+k+1

dη√
Re(z)

≤ M

|Re(z)|(2N+2k+3)/2

∫ ∞
0

e
−η2η2N+2k+2dη

≤ M

|z|(2N+2k+3)/2
.

Por lo cual
G

(k)
2 = O(z−

1
2

(2N+2k+3)) . (C.9)

Por otro lado, por un argumento similar al de arriba podemos intercambiar
derivada con integral en la expresión de G

(k)
1 y obtener

G
(k)
1 =

dk

dzk

 N∑
j=0

b2j

∫ 1
2

0
e
−zw2

w2jdw


=

N∑
j=0

b2j

∫ ∞
0

e
−zw2

w2j(−w2)kdw −
N∑
j=0

b2j

∫ ∞
1
2

e
−zw2

w2j(−w2)kdw .

(C.10)

La integral
∫∞

0 e
−zw2

w2(k+j)dw es igual a la integral a lo largo de la línea
{t/
√
z | t ≥ 0} en el plano complejo. Es decir∫ ∞

0
e
−zw2

w2j(−w2)kdw =

∫ ∞
0

e
−t2 t2j

(
√
z)2j

(−t2)k

(
√
z)2k

dt√
z

=
(−1)k

zk+j
√
z

∫ ∞
0

e
−t2t2(k+j)dt .
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Luego de (C.10)

G
(k)
1 =

N∑
j=0

(−1)kb2j
dj+k

zk+j
√
z
−

N∑
j=0

b2j

∫ ∞
1
2

e
−zw2

w2j(−w2)kdw (C.11)

con dr =

∫ ∞
0

e
−t2t2rdt. En particular d0 =

√
π

2
.

Aseveramos que el segundo término de G
(k)
1 (en la ecuación (C.11)) es O(z−∞).

Ésto es porque para cualquier número natural r∣∣∣∣∣∣zr
N∑
j=0

b2j

∫ ∞
1
2

e
−zw2

w2(k+j)dw

∣∣∣∣∣
≤M |Re(z)|r

N∑
j=0

|b2j |
∫ ∞

1
2

e
−Re(z)w2

w2(k+j)dw

si consideramos el cambio de variables v = w − 1/2

≤M |Re(z)|r
N∑
j=0

|b2j |e −Re(z)/4

∫ ∞
0

e
−Re(z)v2(v + 1/2)2(k+j)dv

= M |Re(z)|r
N∑
j=0

|b2j |e −Re(z)/4

|Re(z)|k+j+1/2

∫ ∞
0

e
−t2(t+

√
Re(z)/2)2(k+j)dt

esto último es tomando el cambio de variable t =
√

Re(z)v. Nótese que la integral∫∞
0 e

−t2(t+
√

Re(z)/2)2(k+j)dt son polinomios en la variable
√

Re(z). Entonces el
lado derecho de la anterior desigualdad es acotada por una constante que depende
de N , r y k. Por lo cual, el segunto término de G

(k)
1 es O(z−r). Es decir

G
(k)
1 = O(z−∞) . (C.12)

Luego de (C.7), (C.9), (C.11) y (C.12)

G(k)(z) =
N∑
j=0

(−1)kb2j
dj+k

zk+j
√
z

+ O(z−
1
2

(2N+2k+3))

= (−1)k
√
z

zk+1

 N∑
j=0

dj+k
zj

b2j + O(z−N−1)

 . (C.13)

Analicemos ahora H(k), de�nida en (C.6). Nótese que H(z) = 2z
n−1 [G(z) +
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G(1)(z)]. Luego

H(k) =
2

n− 1

k∑
j=0

(
k

j

)
dj

dzj
z

dk−j

dzk−j

[
G(z) + G(1)(z)

]
=

2z

n− 1

dk

dzk

[
G(z) + G(1)(z)

]
+

2k

n− 1

dk−1

dzk−1

[
G(z) + G(1)(z)

]
=

2

n− 1

[
zG(k)(z) + zG(k+1)(z) + kG(k−1)(z) + kG(k)(z)

]
.

De (C.13)

zG(k)(z) + kG(k−1)(z) = z(−1)k
√
z

zk+1

 N∑
j=0

dj+k
zj

b2j + O(z−N−1)


+ z(−1)k−1

√
z

zk

 N∑
j=0

dj+k−1

zj
b2j + O(z−N−1)


= (−1)k

√
z

zk

 N∑
j=0

b2j
zj

(dj+k − kdj+k−1) + O(z−N−1)


donde estamos tomando la convención que kdk−1 = 0 si k = 0. De manera análoga

zG(k+1)(z) + kG(k)(z) =
(−1)k+1

zk+ 1
2

 N∑
j=0

b2j
zj

(dj+k+1 − kdj+k) + O(z−N−1)

 .
Por lo cual

H(k)(z) =
2

n− 1
(−1)k

√
z

zk

[
b0(dk − kdk−1)

+
N∑
j=1

1

zj
(b2j − b2(j−1))(dj+k − kdj+k−1) + O(z−N−1)

]
.

(C.14)

Por lo tanto de (C.2)

ds

dzs
g(z) =

2
√
n− 1√
2π

ds

dzs
(e zJ(z) + e

zI(z))

=
2
√
n− 1√
2π

s∑
k=0

(
s

k

)
ds−k

dzs−k
e
z dk

dzk
(J(z) + I(z))

=
2
√
n− 1√
2π

s∑
k=0

(
s

k

)
e
z(J(k)(z) + I(k)(z))
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por (C.4), (C.5)

=
2
√
n− 1√
2π

s∑
k=0

(
s

k

)
e
z
(

G(k)(z) + H(k)(z)
)

+ e
zO(z−∞)

de (C.13) y (C.14)

= 2e z
(
z(n− 1)

2π

) 1
2

s∑
k=0

(
s

k

)
(−1)k

zk

[
2

n− 1
b0(dk − kdk−1)

+

N∑
j=1

1

zj

(
2

n− 1
(b2j − b2(j−1))(dj+k − kdj+k−1)

+ b2(j−1)dk+j−1

)
+O(z−N−1)

]
.

De aquí que

dsg(z)

dzs
=

√
2√

n− 1
z1/2 exp(z)

[
1 +

a1,s

z
+
a2,s

z2
+ ...+

aN,s
zN

+ O(z−(N+1))
]

para algunas constantes a1,s, a2,s, ..., aN,s.

�



Perspectivas

Como posibles proyectos futuros podemos mencionar

• En el contexto de la tesis obtener un sistema de estados coherentes y una
transformada de Bargmann para el espacio de Hilbert de estados ligados del
átomo de Hidrógeno.

• En la proposición 5.3 se muestra que para α,β ∈ Qn − {0} con α · β 6= 0 y
|arg(·β)| < π

〈Φβ,~,Φα,~〉Sn = C1

(
~2

α · β

)n−2
2

exp

(√
2α · β
~

)
[1 + O(~)]

donde C1 es una constante. Quiero dar una interpretación geométrica de la
fase que aparece en el término principal a través del área simpléctica asociada
al triángulo geodésico en el espacio fase conteniendo los puntos α, β y algún
origen.

• En [28] Twareque y Englis muestran que se puede obtener un producto estrella
en base a operadores de Toeplitz. Basado en ésto quiero encontrar un producto
estrella en Cn tomando operadores de Toeplitz en el espacio Fm ⊂ BCm con
n = 2, 3, 5 y m = 2, 4, 8 respectivamente.

• Encontrar el producto estrella en Qn proveniente de operadores de Toeplitz
en el espacio de Bargmann-Todorov En.

• Sea Tφ operador de Toeplitz sobre L2(Sn), n ≥ 2 con símbolo φ. Pretendo en-
contrar las condiciones necesarias y su�cientes sobre φ para que BnTφ(Bn)−1

sea un operador pseudo-diferencial sobre la esfera Sn.
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