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Capitulo 1

Introduccion

Las teorias de Relatividad y Mecéanica Cudantica revolucionaron a la fisica en
el primer tercio del siglo XX y abrieron nuevas ventanas para explorar y entender
a la naturaleza. Conceptos como tiempo, espacio y materia fueron reelaborados y
cambiaron en forma radical. A lo largo de ocho décadas se han puesto a prueba estas
teorias y siempre se ha corroborado su validez; sus predicciones se han concretado
en hallazgos y en un gran avance para la ciencia. La teoria de relatividad es hoy
en dia la mejor teoria para describir la naturaleza del espacio-tiempo, en ella se
“funden” espacio y tiempo en una sola entidad, el espacio-tiempo, y la nocién de
tiempo y espacio absolutos es eliminada. En su versién general, la relatividad nos
dej6é como leccion central que la geometria le dice a la materia como moverse y que
la materia le dice a la geometria como debe ser su curvatura; es decir, gravedad
es geometria. Entre los logros mas sonados de la teoria se encuentra la prediccion
exacta del corrimiento observado en la drbita del planeta Mercurio, la existencia
de ondas gravitacionales y la formacién de agujeros negros. Gracias a la relatividad
se han desarrollado areas como por ejemplo la cosmologia moderna, que es el area
a través de la cual se estudia y busca entender el génesis y evolucién de nuestro
Universo.

A pesar del cimulo de éxitos y avances que la relatividad ha aportado, debe
senialarse que el poder predictivo de la teoria estd acotado y que éste es (esencialmen-
te) nulo para describir fenémenos fisicos de indole gravito-cudntica, como aquellos
que presumiblemente se presentan en la era planckiana de nuestro Universo (i.e., a
tiempos del orden de 107%* s) o en la etapa final de la evolucién de agujeros negros,
por citar un par de ejemplos. Para conseguir una imagen fisica de lo que ocurre en el
mundo gravito-cuantico es necesario conciliar gravedad y mecanica cudntica en una
sola teoria que nos permita acceder al régimen planckiano; la bisqueda por mas de
sesenta anos de una teoria de gravedad cuantica ha sido, sin embargo, infructuosa
y el mundo planckiano contintia siendo inaccesible. No hemos conseguido formular
una teoria que incorpore Relatividad General y Mecanica Cuantica, pilares de la
fisica moderna, y por consiguiente la gravedad se mantiene como la unica de las
cuatro fuerzas fundamentales que no tiene una descripcién cuantica. La revolucién



del siglo XX estd inconclusa, el problema de la cuantizacién del campo gravitacional
es, quiza, el problema tedrico mas importante en la fisica actual.

En contraste con el resto de las teorias clasicas de campo, donde el espacio-
tiempo y los campos son dos entes bien separados y sin ningtina influencia entre si,
en relatividad no hay mas que un ente fundamental: el campo, éste tiene la doble
funciéon de describir la dindmica gravitacional y la estructura del espacio tiempo.
Esta dualidad es basicamente la responsable de que en el caso gravitacional falle el
empleo de procedimientos que han tenido éxito para cuantizar otros campos.

Entre las varias lineas de investigacién que se han desarrollado para cuantizar el
campo gravitatorio se encuentra la llamada Formulacion Candnica de la Gravedad
Cudntica. En esta linea se prescinde de una métrica de fondo fija y se intenta cons-
truir una teoria cuantica en cuyo espacio de Hilbert los operadores correspondientes
a toda la métrica sean adecuadamente representados. El programa comenzoé en los
cincuenta y corri6 a cargo de Bergmann y Dirac. Posteriormente, entre finales de
los anos cincuenta y principios de los sesenta, Bergmann, Dirac, Peres, Arnowit,
Deser y Misner exhibieron la estructura canénica de la relatividad. En los 70, época
en la que buena parte de la comunidad estaba impresionada e influenciada por el
formidable Modelo Estandar de Fisica de Particulas, la actividad en el campo de la
gravedad cuantica tuvo una fuerte inclinacién hacia aspectos de no renormalizacién
de la teoria, supergravedad y teorias con derivadas de orden superior. La formulacién
canonica no tuvo mayor avance en esos anos y fue hasta 1986 cuando se presenté un
nuevo e importante resultado dentro de esta linea de investigacién: A. Ashtekar di6 a
conocer la formulacién de la Relatividad General en términos de variables de cone-
xi6n [Ashtekar 1986, Ashtekar 1987]. El resultado seria el origen de la Gravedad
Cuéntica de Lazos [Ashtekar & Lewandowski 2004, Rovelli 2004, Thiemann 2007,
Rovelli 2008], un nuevo camino en la bisqueda de una teoria cuédntica de la grave-
dad.

En este trabajo de tesis se presenta en forma completa y consistente la reformu-
lacién de la Relatividad General en términos de variables de conexién que, como se
menciond anteriormente, es el punto de partida de la llamada Gravedad Cuéntica
de Lazos. La reformulacién se presenta en forma constructiva y es una version lige-
ramente distinta de la original planteada por Ashtekar, en tanto que se contemplan
conexiones reales [Barbero 1995] y, por esto, no es necesario introducir condiciones
de realidad. Cabe senalar que el entendimiento de la gravedad cuantica de lazos pa-
sa necesariamente por una adecuada comprension de la reformulacién (“tipo Yang-
Mills”) de la relatividad en variables de conexion, que es el terreno adecuado para
realizar una cuantizacion independiente del fondo y en la cual se pueden conside-
rar observables cudnticos tales como operadores de area y de volumen. El trabajo
esta estructurado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se presenta una breve introduccién a la teoria de la Relatividad
General asi como algunas de sus predicciones y aplicaciones. En la parte final de este
capitulo se introduce el formalismo Lagrangiano de la Relatividad General, inclu-
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yendo términos de frontera. En el Capitulo 3 se estudia la formulacion Hamiltoniana
de la Relatividad General, donde también se consideran los términos de frontera. En
este capitulo, basado en la presentaciéon de [Poisson 2004], veremos por qué se dice
que la Relatividad General es una teoria de constricciones. El Capitulo 4 toma como
pretexto la formulacion de la Relatividad General a la Palatini para introducir una
serie de herramientas matematicas necesarias para entender la formulacién clésica
de una teoria de norma y comprender, después, la formulacion de la relatividad en
variables de conexién. En este capitulo seguiremos a [Baez & Muniain 1994] y se
veran conceptos como el de haz fibrado vectorial, triadas, tétradas, conexiones y
curvatura para finalmente presentar a la relatividad en la formulacion de Palatini,
que es de gran importancia para tener una visiéon més clara de la formulacién en
conexiones (i.e., formulacién a la Ashtekar). El Capitulo 5 estd dedicado a presentar
la reformulaciéon de Relatividad General como una teoria de conexiones. En este
capitulo se utilizaran los conceptos y herramientas matemaéticas desarrollados en los
anteriores capitulos. Por tultimo, en el Capitulo 6 se presenta una breve discusion
y se hacen algunos comentarios adicionales; en particular se discute la importancia
fisica del parametro de Immirzi en la teoria y se presentan algunos elementos que
forman parte de los cimientos de la Gravedad Cuantica de Lazos. Por completez
y para ayudar en la comprensién de este trabajo, al final se incluye un apéndice
que contiene la mayor parte de las matematicas necesarias para lograr un adecuado
entendimiento.






Capitulo 2

Relatividad General.

En este capitulo daremos una introduccién muy breve a la teoria de la Relatividad
General (RG) formulada por A. Einstein en 1915. Suponemos que el lector estd ya
familiarizado con la teoria Especial de la Relatividad, asi que no abundaremos en
ésta. A lo largo del texto usaremos unidades en las cuales la velocidad de la luz es
¢ =1y la constante de la gravitacién universal es G = 1.

2.1. Origen de la Relatividad General

A finales del siglo XIX, dos teorias fisicas de las cuales se tenia buen conocimiento
eran la mecanica newtoniana y el electromagnetismo. La primera es la que se encarga
de describir la naturaleza mediante la aplicacion de la leyes de Newton, la segunda
consiste en los fendmenos fisicos que se pueden describir mediante las ecuaciones de
Maxwell!.

De las ecuaciones de Maxwell en el vacio podemos deducir que el campo eléctrico
y el magnético deben satisfacer la ecuacion de onda y que la velocidad con que se
propagan es la velocidad de la luz en el vacio. H. Hertz en el ano de 1887 confirmé lo
anterior, generando y recibiendo ondas de radio. En esta época se crefa que las
ondas electromégneticas necesitaban un medio para poder propagarse (éter), ya que
la experiencia parecia indicarlo asi, como en la propagaciéon de ondas en el agua.
Entonces, lo siguiente era buscar evidencia del medio sobre el cual se propagaba
la luz, fue aqui donde el Principio de Relatividad entré en juego: Galileo habia
postulado que las leyes de la fisica deben ser las mismas para observadores que se
mueven con velocidad constante unos respecto a otros. Observo que no tiene sentido
decir que un observador estéa en estado de reposo o movimiento (absoluto) pues tales
estados no pueden ser detectados mediante las leyes de la fisica; es decir, notd que
no hay marcos de referencia privilegiados. Esto, a la postre se traduciria en que
las leyes de Newton son invariantes (tienen la misma forma) en cualquier marco de

1 James C. Maxwell fue quien construyé una teoria unificada de la electricidad y el magnetismo
basandose fundamentalmnte en los trabajos de M. Faraday.
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referencia inercial.

La equivalencia entre marcos de referencia inerciales galileanos (i.e., referenciales
inerciales conectados por transformaciones de Galileo) no se cumplia, sin embargo,
cuando se consideraban ondas propagandose en un medio. La ecuacién de onda, co-
mo sabemos, no es invariante bajo transformaciones de Galileo, lo que implica que
el marco de refencia donde el medio se encuentra en reposo es un marco distingui-
do, privilegiado. Como la propagacién de ondas electromagnéticas (luz) requeria la
presencia del éter, entonces seria posible medir el paso de la Tierra a través de éste,
midiendo la velocidad de la luz en diferentes direcciones relativas al movimiento de
la Tierra a través del éter. Este fue precisamente el propdsito del experimento de
Michelson-Morley, determinar la presencia del éter mediante la medicién de la velo-
cidad de la luz en diferentes direciones mientras la Tierra viajaba alrededor del sol.
El resultado del experimento fue que la velocidad de la luz no cambiaba, sugiriendo
la eliminacién del éter como medio de propagacién para las ondas electromagnéticas.

Habia pues un conflicto entre el experimento y las transformaciones de Galileo; si
las leyes de la fisica habrian de ser las mismas en todo referencial inercial (Principio
de Relatividad), entonces la ley de adicién de velocidades galileana deberia estar
equivocada y por consiguiente también las transformaciones entre marcos inerciales.
Ante la evidencia, Einstein fue el tnico que se atrevié a dar un brinco intelectual
y supuso que deberian existir transformaciones mas generales que permitieran la
invarianza de las ecuaciones de Maxwell, tales transformaciones resultaron ser las
de Lorentz (que ya habian sido descubiertas por H.A. Lorentz algtin tiempo atras),
transformaciones que a bajas velocidades tienden a las de Galileo (de tal suerte
que en el limite de bajas velocidades se recupera la teoria newtoniana). En el afo
de 1905, Einstein formulé la Relatividad Especial, teoria basada en los siguientes
postulados:

1. Principio de Relatividad. Las leyes de la fisica son las mismas en todos los
marcos de referencia inerciales.

2. Constancia de la Velocidad de la Luz. La velocidad de la luz (en el vacio)
es la misma en todos los marcos de referencia inerciales y es independiente del
movimiento de la fuente. (En otras palabras, Finstein postula que la velocidad
de la luz es una constante de la naturaleza.)

Si la velocidad de la luz es independiente del movimiento de la fuente, entonces
el tiempo y el espacio pierden su cardcter newtoniano absoluto y se convierten en
conceptos relativos (al observador). Algunas conclusiones implicitas en la teorfa son:

1. Relatividad de la Simultaneidad. Dos eventos que ocurren al mismo tiem-
po pero en diferentes posiciones del espacio de acuerdo a un conjunto de ob-
servadores, no ocurren al mismo tiempo para cualesquiera otros observadores
que se mueven con velocidad constante con respecto al primer conjunto.
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2. Dilatacién del Tiempo. El intervalo de tiempo entre dos eventos que ocurren
en la misma posicién, de acuerdo a un conjunto de observadores, es siempre mas
pequeno que el intervalo de tiempo entre estos mismos eventos, medidos por
observadores que se mueven a velocidad constante relativa al primer conjunto.

3. Contraccion de la Longitud. La longitud de un objeto medido por obser-
vadores en un marco en el cual éste se encuentra en reposo es siempre mas
grande que la longitud del mismo objeto medido por observadores para los
cuales éste estd en movimiento.

En la teoria de la relatividad especial se pone de manifiesto que la velocidad
maxima con la que pueden propagarse las interacciones fisicas es la velocidad de la
luz en el vacio, esto indicaba que la teoria newtoniana de la gravitacién es incom-
patible con la relatividad especial, pues en la gravitacién newtoniana la velocidad
de propagacion de la interaccién es infinita. Fue esta incompatibilidad la que llevé a
Einstein a formular la teoria de la Relatividad General (RG). En la siguiente seccién
explicaremos brevemente cémo se construyo esta teoria.

2.2. Ecuaciones de Einstein

Einstein fue capaz de entender y darse cuenta de que el campo dindamico que
origina la gravitacién es un tensor métrico que describe la curvatura del espacio-
tiempo. El principio fisico detras de esta idea es la universalidad de la interaccion
gravitacional?, que de manera precisa est4d dada por el Principio de Equivalencia. A
continuacion trataremos de justificar como es que este principio fisico nos lleva a des-
cribir la gravedad como curvatura-geometria de una variedad pseudo-Riemanniana
(el lector ajeno a la geometria diferencial puede consultar la seccién (A.1) del apéndi-
ce para ver las definiciones de los conceptos matematicos que se mencionaran a
continuacion).

El Principio de Equivalencia se puede enunciar de diferentes maneras, entre las
cuales esta el principio de equivalencia débil que dice lo siguiente: el movimien-
to de particulas en caida libre es el mismo en un campo gravitacional que en un
marco acelerado uniformemente, en regiones del espacio-tiempo lo suficientemente
PEqUENAS.

Einstein generaliz6 el principio de equivalencia débil y lo convirtiéo en lo que
conocemos como el Principio de Equivalencia de Einstein (PEE) (o Principio de
Equivalencia Fuerte) que dice: en regiones del espacio-tiempo lo suficientemente
pequenas, las leyes de la fisica se reducen a las de la relatividad especial; es imposible
detectar la existencia de un campo gravitacional mediante experimentos locales. Es el

2Que la respuesta de la materia a un campo gravitacional es universal, es decir, que todos
los objetos caen con la misma aceleracion en un campo gravitacional independientemente de su
composicion, fue mostrado por Galileo mediante experimentos donde dejé rodar esferas por un
plano inclinado.



PEE lo que nos indica que debemos atribuir la accién de la gravedad a la curvatura
del espacio-tiempo. No hay objetos que sean gravitacionalmente neutros con respecto
a los cuales podamos medir la aceleracion debida a la gravedad. De hecho, un objeto
“no acelerado” (libre) es aquél que se encuentra en caida libre (es un referencial
inercial local). En consecuencia, la idea newtoniana de gravedad como una fuerza
queda eliminada, pues una fuerza es algo que origina una aceleracién y en el nuevo
enfoque aceleracién cero significa movimiento libre en la presencia de un campo
gravitacional.

Es importante enfatizar que la no uniformidad (en general) de los campos gravi-
tacionales cancela la posibilidad de construir un marco de referencia inercial global
(como los de relatividad especial); en RG sélo hay referenciales inerciales locales,
que corresponden a sistemas en caida libre en regiones acotadas del espacio-tiempo?.
En RG ocurre que dos particulas que sean inicialmente paralelas, en general tendran
lineas de mundo que no lo seran cuando éstas caigan libremente por un campo gra-
vitacional no uniforme. Esto nos dice que nuestro espacio-tiempo no es plano, ya
que el axioma de las pararelas no se cumple y entonces tenemos que hablar de un
espacio-tiempo con curvatura.

El nuevo paradigma renuncia pues a la idea de expresar a la gravedad como
una fuerza que se propaga a través del espacio-tiempo, asi como a tener marcos
de referencia inerciales globales. La consistencia fisica y matematica con las nuevas
ideas pasa ahora por considerar que el espacio-tiempo es curvo y que la gravitacién
es una manifestacién de dicha curvatura. La estructura matematica apropiada para
describir espacios con curvatura es la de wvariedad Riemanniana (o, para el caso
relativista, la Pseudo-Riemanniana), que bdasicamente es un tipo de espacio que
localmente es plano, pero globalmente puede tener una geometria muy distinta a la
plana. Es importante destacar que no puede probarse que la gravedad sea curvatura
del espacio-tiempo, lo que en realidad puede hacerse es proponer la idea, derivar sus
consecuencias y ver si éstas se apegan o no a las observaciones.

A partir de la idea gravedad-curvatura se propone como modelo de espacio-
tiempo a una variedad pseudo-Riemanniana?. Luego, la curvatura del espacio-tiempo
se construye a partir de la conexién, que es la herramienta matématica que nos per-
mite transportar paralelamente a los vectores. Si la conexién es simétrica y ademéds
es compatible con la métrica, entonces decimos que es una conexiéon de Levi-Civita,
para la cual tenemos que los coeficientes de conexién (simbolos de Christoffel) estan
dados por®

1
59’0\(8#9)\1/ + al/g/\,u - a)xguy)- (21)

La conexién permite definir la derivada covariante, que por decirlo de alguna manera
es una generalizacion del concepto de derivada parcial.

ko
", =

3Para una discusién més detallada al respecto ver por ejemplo [Schutz 1993]

4Ver seccién (A.2) en el apéndice

5Salvo que se especifique otra cosa, los indices griegos toman valores 0,1,2,3, mientras que los
latinos toman valores 1,2,3.



Ahora bien, para motivar las ecuaciones del campo gravitacional (ecuaciones
de Einstein) consideraremos la generalizaciéon de la ecuacién de Poisson para el
potencial newtoniano,

V20 = 4mp, (2.2)

donde V? = §9,0; es el Laplaciano y p es la distribucién de la densidad de ma-
teria en el espacio. En el lado izquierdo de (2.2) tenemos un operador diferencial
de segundo orden que actia sobre el potencial gravitacional y en el lado derecho
tenemos la manera en que esta distribuida la materia (fuente de la gravitacién). Un
“analogo” relativista de esta ecuacion debe ser en términos de una igualdad entre
cantidades tensoriales, pues son estos los objetos que permiten establecer ecuacio-
nes invariantes ante transformaciones de coordenadas®. El tensor que generaliza la
densidad de materia es el tensor de energia-momento 7),, (la fuente ya no sélo es
la materia, sino también la energia). En (2.2) dada la distribucién p (fuente) se
encuentra ® y el problema queda resuelto; ahora quisiéramos hallar, dada la fuente
T, la geometria. Puesto que la geometria (curvatura, conexién, geodésicas, etc.)
estd completamente determinada por la métrica, es natural considerar a ésta como
la variable fundamental y reemplazar entonces al potencial gravitacional por ella. La
ecuacion que estamos buscando es una que de un lado de la igualdad tenga la fuente
(i.e., al tensor de energia-momento) y del otro un tensor en términos de la variable
fundamental (métrica) y sus derivadas (de segundo orden, méximo); es decir, algo
de la forma

09, = KT, (2.3)

donde & es una constante. Como T}, es tipo (0,2) y simétrico, entonces [Og],,, debe
serlo también. Cuando consideramos una conexion de Levi-Civita, es inmediato ver
que el tensor de curvatura Riemanniana o tensor de Riemann tendra derivadas hasta
de segundo orden en la métrica g, ya que este tensor estd dado en funcién de los
simbolos de Christoffel y de sus primeras derivadas. Como los simbolos Christoffel
estan dados en funcion de las primeras derivadas de la métrica, entonces, Rl ,
contiene derivadas de segundo orden de g,,. El tensor de curvatura no tiene el
numero apropiado de indices, pero podemos contraerlo y asi obtener el tensor de
Ricci Ry,,. Si consideramos entonces que [Og],, = Ry, tendriamos que

R,, = KT, (2.4)

pv-

Esta ecuacion tiene el nada despreciable inconveniente de que 7}, no se conserva,
pues

VIR, # 0. (2.5)

Intuitivamente es claro que un espacio-tiempo no debe depender de las coordenadas en que se
le describa; de tal manera, debe tenerse una formulacién independiente de las coordenadas. Por el
PEE sabemos también que las leyes de la fisica tienen que ser de caracter tensorial.
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Asi, necesitamos encontrar un tensor (0,2), simétrico y que se conserve. El tensor
que cumple con estos requerimientos es el tensor de Einstein”

1
G,uz/ = Ruu - §Rguua (26)

en donde R es el escalar de curvatura dado por R = g R,,,. Con esto tenemos que
si [Og),w = G, entonces las ecuaciones de Einstein para el campo gravitacional
estan dadas por

1
R, — §Rgm, = KT,. (2.7)

Puede verificarse que para k = 8, esta ecuacién reproduce la ecuacion de Poisson
para el caso de campo débil.

2.3. Aplicaciones y predicciones de la Relatividad
General.

La RG es la mejor teoria del espacio-tiempo con la que contamos hoy en dia;
nos ha permitido entender y explicar en forma exacta el corrimiento del perihelio
de Mercurio, describir la deflexién de la luz, modelar objetos compactos (estrellas),
predecir el corrimiento al rojo gravitacional, etc. Entre los logros mas sonados de
la teoria se encuentran la predicciéon de agujeros negros, ondas gravitatorias y el
desarrollo de la cosmologia moderna. En esta secciéon esbozaremos un poco sobre los
dos tltimos (el lector interesado en estos temas puede consultar esencialmente cual-
quier libro de relatividad general, como por ejemplo [Bergstrom & Goobar 2004],
[Carroll 2004], [Schutz 1993] y [Wald 1984]).

2.3.1. Cosmologia

La cosmologia actual esta fundamentada en RG maés el llamado Principio Co-
pernicano (o Principio Cosmoldgico), que nos dice que el Universo se ve casi igual
en cualquier parte y direcciéon. Cabe mencionar que este principio sélo aplica a gran
escala donde las variaciones de densidad son pequenas respecto al tamano.

El Principio Copernicano esta relacionado con dos propiedades matematicas que
una variedad puede tener: isotropia y homogeneidad. La isotropia se aplica a algiun
punto especifico en la variedad y establece que el espacio es igual en cualquier direc-
cién que uno mire. La homogeneidad es la afirmacién de que la métrica es invariante
ante traslaciones espaciales. Asi, el Universo es una variedad diferenciable, espacial-
mente isétropo y homogéneo, que evoluciona en el tiempo. Méas ain, es un espacio

"Podria agregarse el término Ag,, con A una constante; sin embargo, aqui consideraremos las
ecuaciones como originalmente fueron planteadas y omitiremos la discusion en torno a la constante
cosmoldgica A.
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globalmente hiperbdlico, lo que significa que puede ser foliado por hipersuperficies ®

tipo-espacio, donde cada hipersuperficie 3-dimensional es maximalmente simétrica
(en virtud de la isotropia y homogeneidad). Es decir, el espacio-tiempo tiene la for-
ma R x Y, donde R representa la componente temporal y 3 la espacial, que es una
3-variedad maximalmente simétrica. En un espacio-tiempo como éste, la métrica
esta dada por

ds* = —dt* + a*(t)do?, (2.8)

donde t es la coordenada del tiempo, a(t) es una funcién sélo de ¢, denominada
factor de escala, y do? es el elemento de linea en X,

do® = hi;(y)dy'dy’, (2.9)

donde (y', y?, y*) son las coordenadas en ¥ y h;; es la métrica 3-dimensional maxi-
malmente simétrica.

El elemento de linea para una hipersuperficie 3-dimensional maximalmente simétri-
ca X estd dada por

dr?
2 2 102
do* = 72 + r=dQ)”, (2.10)
donde 7 es la coordenada radial, dQ? = df? + sin?dp? es el elemento de linea
estdndar de S? y k estd dada, en el caso 3-dimensional (n = 3), por
3) 3)
P (2.11)
n(n —1) 6

En esta expresién ®)R es el escalar de Ricci asociado a la métrica 3-dimensional
hij. De la ecuacién (2.11) podemos ver que el valor de k establece la curvatura. Es
comun elegir una normalizaciéon donde k toma los valores siguientes

ke{-1,0,+1}. (2.12)

El caso k = —1 corresponde a una curvatura constante negativa en J y el Universo es
llamado abierto; el caso k = 0 corresponde a una curvatura nula en > y el Universo
es llamado plano; finalmente, el caso k = +1 corresponde a una curvatura positiva en
Y. y el Universo es llamado cerrado. La métrica (elemento de linea) para el Universo

esta dada por
2

r
1 — kr2
que se conoce como métrica de Robertson-Walker.

Insertando la métrica de Robertson-Walker en las ecuaciones de Einstein se en-
cuentran las ecuaciones de Friedmann, que proporcionan la relacion entre factor de

escala a(t) con el contenido de materia-energia del Universo. Si consideramos fluido
perfecto como contenido de materia-energia, en el marco comévil tendremos que

T} = diag(—p,p,p,p), (2.14)

8Ver Seccién A.4 en el apéndice.

ds® = —dt* + a*(t) [ + rzdﬂz} : (2.13)
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donde p es la densidad de energia mientras que p es la presion del fluido. La traza
esta entonces dada por

T=T=-p+3p (2.15)
Utilizando lo anterior y reescribiendo las ecuaciones de Einstein en la forma siguiente
1
R,, =8r (Tuv — §gm,T) , (2.16)
tenemos que la ecuacién correspondiente a Ry = —3d/a es
a 47
-—=—-— 3p). 2.17
C = o+ ) (217)

Por otro lado, como R, =0si p# vy

i a\* .k
Ry = (‘ +2 (_) + 2_2> Gii
a a a

entonces el resto de las ecuaciones son simplemente la ecuacion

.. .\ 2
a a k
—+2 (—) +25 = 4m(p—p). (2.18)

a

Utilizando (2.17) para eliminar las segundas derivadas en (2.18) encontramos

.\ 2
a 8w k
(a) 3T (2.19)

A las ecuaciones (2.17) y (2.19) se les conoce como las ecuaciones de Friedmann.
Dada la geometria (i.e., dada una k = —1,0 o +1) y la ecuacién de estado (i.e.,
la relacién entre p y P) se resuelve para a(t) y se obtiene la métrica del Universo
correspondiente. En los modelos cosmolégicos més sencillos se considera la ecuacion
de estado P = wp, donde w = 0 para materia, w = 1/3 para radiacién y w = —1
para la energia de vacio (que es una especie de constante cosmolégica efectiva); de
la conservacién V, TH0 = 0 se sigue que

d (pa3) = —pd (a3) ,

3(1+%) De esta tltima relacion y (2.19)

de manera que si P = wp, entonces p < a~
se sigue que

aQ _ Ca2—3(1+w) — k.

En cosmologia estandar se suelen considerar modelos con mezcla de radiacion y
materia, la primera dominando en el Universo temprano, mientras que la segunda
gana terreno en el transcurso del tiempo y termina por dominar. En la actualidad,
el modelo que parece reproducir mejor las observaciones tiene tres componentes:
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radiacién (en la etapa temprana), materia (que en la etapa de la dltima dispersién
-formacién de hidrégeno neutro- ya era dominante) y energia oscura (que se supone
es la componente dominante hoy en dia y que segin algunos expertos podria deberse
a una constante cosmolégica proveniente de la energia de vacio); aparentemente el
Universo es esencialmente plano & = 0 con un contenido de ~ 27% de materia
oscura, ~ 3% de materia bariénica y jcerca de 70 %! de energia oscura (ver por
ejemplo [Perlmutter & Schmidt 2003]).

2.3.2. Ondas Gravitacionales

Cuando un campo gravitacional es débil, la métrica se puede descomponer en la
métrica de Minkowski 7, mas una pequena perturbacion h,,,, es decir como

Guv = Ny + h,um (220)

donde ||h,, || < 1. Para un sistema cuasi-Lorentziano como éste, podemos considerar

transformaciones de Lorentz
a® =AY 2. (2.21)

Puesto que
Gorpr = Ny NG G = Ny NGt + Ny N By, (2.22)

y dado que 7, es invariante bajo Lorentz, entonces
AZ/Ay/h“l/ — ha/ﬂ/. (223)

En otras palabras, bajo una transformacién de Lorentz (que podemos pensar
como la transformaciéon natural asociada al “espacio-tiempo de fondo de Minkowski”
que se tiene) h,, se transforma como si fuera un tensor en relatividad especial.
Sabemos, sin embargo, que no lo es, pues h,, estrictamente es una parte del tensor
guv- Puede verse entonces (aunque de manera ficticia) a hy, como un tensor definido
en un espacio-tiempo plano de fondo. Analogamente, puede pensarse a R“mﬁ y R,
que estan dados en términos de h,,, como campos en un fondo de Minkowski.

Para un sistema cuasi-Lorentziano, una transformacién en las coordenadas (del
fondo) dada por un vector £%, cuyas componentes son funciones de la posicién, tiene

la forma
L L ) (2.24)

Este cambio de coordenadas es una transformacion de norma bajo el requerimiento
de € y ||05€%|| pequenios; puesto que

/

oxr® o o or® o o
DB 05 + 0p€", 92F 05 — 0p&°, (2.25)
entonces a primer orden se sigue que
Garpr = Nap + hap — 0a€s — O58a. (2.26)
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El efecto de la transformacién de norma es por tanto redefinir a h,, como
hyw — by — 0,& — 0,6, (2.27)

Esta transformacion establece la clase de equivalencia para las perturbaciones fisi-
camente equivalentes (libertad de norma).

Ahora bien, un calculo directo muestra que los simbolos de Christoffel a primer
orden estan dados por

1
FZZ/ = 577[»\(8#}11//\ + aI/h')\,u - a)\h;w)- (228)

En el mismo orden de aproximacion, el Riemann es

Ruupa = nuAR);/pg = Tux (8PF$I/ - 8‘7]‘—‘Z\IJ>
1
= @by + 0oy — 0o, — 0,0u) (2.29)

A partir del tensor de Riemann encontramos que el tensor de Ricci,
1
R, = 5(808,/1‘; + 0,0,h°, — 0,0,h — Ohy,), (2.30)

donde h = h4, y U = 0"0,. De igual manera tenemos que el escalar de Ricci o de
curvatura es

R = ¢"R,, = 0,0, — Oh, (2.31)

Con los resultados anteriores tenemos que el tensor de Einstein G, en términos de
h, estda dado (a primer orden) por

1
G = §<aaayhau, + 0,0,h%, — 0,0,h — Uhyy, — nuvapakhp)\ + UWDh)' (2.32)

Introduzcamos el tensor de traza inversa de h

vy
- 1
B = 1 — S, (2.33)
(el nombre se debe a que h = h#, = —h). La ecuacién inversa de (2.33), estd dada
por
_ 1
B = B = b, (2.34)

Reescribiendo a G, en términos de f_zW y de h, tenemos
1 - _ _ _
G = —§[th + N 0pO\h — 050,17, — 950,h7)]. (2.35)

y utilizando la norma de Lorentz 0,h*” = 0, tenemos que G, se expresa como

1
G = —

Sm» (2.36)
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Las ecuaciones de campo en el vacio son entonces
Ohyw = 0, (2.37)

que resultan ser ecuaciones de onda para cada componente. Es decir, la perturbacion
de la métrica de Minkowski corresponde a ondas gravitacionales. jLa RG predice la
existencia de ondas gravitacionales! (el espacio-tiempo, literalmente, se deforma con
el paso de la onda). La deteccién directa de ondas gravitacionales significard una
corroboracion mas de la validez de la RG y abrird nuevas ventanas en la observacion
del Universo; de lo contrario, en caso de no detectarse, la RG sera puesta en duda.
Aqui vale la pena destacar, sin embargo, que hay evidencia indirecta de la existencia
de ondas gravitatorias; en efecto, en 1974 R. Hulse y J. Taylor detectaron pérdida
de energia en el sistema binario PSR1913+16, dicha pérdida coincide con la predi-
cha por emisién de radiacién gravitacional (este descubrimiento hizo acreedores del
premio Nobel de Fisica a Hulse y Taylor).

2.4. Formulaciéon Lagrangiana

Después de haber presentado una importante aplicacién (Cosmologia) y una
sorprendente predicciéon (Radiacion Gravitacional) de la RG, volvamos a la teoria
en toda su generalidad para obtener las ecuaciones de Einstein en la formulaciéon
Lagrangiana de la teoria via el Principio de Minima Accién. Adelantamos que bajo
una transformacién de Legendre se obtendra la formulacion Hamiltoniana de la
RG en el siguiente capitulo. En la presente secciéon seguiremos esencialmente el
tratamiento que se da en [Poisson 2004].

La funcional de accién de la RG se compone de dos partes: Sg[g], que corres-
ponde a la contribucién debida al campo gravitacional g.s, ¥ Su|¢; g], que es la
contribuciéon debida a los campos de materia. La contribuciéon correspondiente al
campo gravitacional estd formada, a su vez, por tres términos: Sgylg], que es el
término de Einstein-Hilbert, un término de frontera Sg[g| y un término no dinamico
So que sélo interviene en el valor numérico de la accién, pero que no contribuye a
las ecuaciones de campo. En concreto,

Sclgl = Senlgl + Szlg] — So, (2.38)

con

1 1
SEH:_ R\/—gd‘lx, SB:—
167 Jy, 8T

K/ hldy, So = if Ko/ R]dy
81 Joy
(2.39)
donde R es el escalar de Ricci, g el determinante de la métrica, }V es una region
4-dimensional del espacio-tiempo (i.e., un 4-volumen), K es la traza de la curvatura

extrinseca’ de 9V (la frontera de V), € es el médulo del normal unitario a 9V, que

oV

9La curvatura extrinseca K;; de una variedad n dimensional, NV, en una variedad m dimensional
(pseudo-) Riemanniana M, con m > n, es la curvatura asociada al encaje de N en M.
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es igual a +1 donde 9V es tipo-tiempo y —1 donde OV es tipo-espacio, K, es la
curvatura extrinseca de ) encajada en el espacio-tiempo plano (como veremos méas
adelante) y, finalmente, h es el determinante de la métrica inducida h;; en 0V. En
la regién V del espacio-tiempo usaremos coordenadas z® y en la hipersuperficie 9V
coordenadas y*, de manera que la primera forma fundamental h;; (métrica inducida)
en OV es hyj = guefel, donde ef = 0x7/dy’.

La funcional de accién para RG es, pues, la siguiente:

1 1
w6 [ BVEgda o § oK — Koy + Suligasl.  (240)
1%

" 167 iy

Slg; o]

Las primeras dos integrales corresponden a S, mientras que Sy, es la parte corres-
pondiente a la materia (depende del contenido material ¢ que se considere y de la
métrica). Por el momento nos ocuparemos del sector gravitacional e incorporaremos
mas adelante la contribuciéon de materia.

Como condicion de frontera en la variacién tenemos que

6gaB’BV =0. (241)

Es decir, la métrica inducida h;; en 0V se mantiene fija.
Antes de comenzar con la variacion veamos un par de relaciones que nos seran
de utilidad. Primero, puesto que g**g,3 = 03, entonces

5gaﬁ = _gaugﬁuégm/' (242)
Segundo, dada una matriz A, la variacién de In|detA| es (por definicién)
dln |detA|l = In|det(A + dA)| — d|detAl.

Usando las propiedades de la funcién In y del determinante, se sigue que el lado
derecho de esta expresiéon puede escribirse como In{det (1 + A7'§A)}. Puesto que
det(1+B) =1+ TrB y In[l + Tr B] = Tr B para B “pequena’, entonces

§In|detA| = Tr (A~'6A) .
Asf que, 61Ing = g*¥§g,s. Usando (2.42) y que dlng = dg/g tenemos que

69 = —9(9ap09”"). (2.43)
Por consiguiente,
1
0/ —g = —5\/—gga5590‘5. (2.44)

Comencemos ahora con la variacién del término de Einstein-Hilbert:
(167T)5SEH = /5(gaﬁRa/3\/—_g)d4ZE
= / (Rapv/—969°" + R6\/—g + g*° /=90 Rop)d"x
1
= /V —gd'z (Rap — §Rga5)5ga'8 + / V—gdz go‘ﬁéRag.(ZAS)
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Donde hemos utilizado (2.44) en el término RJ\/—¢g. Ahora bien, utilizando un
marco local, se tiene que

0Rap = 6(0,, — 951'.) = 0u(01,) — O5(01,,)
— V,(0T%,) — Va(oT™). (2.46)

En el dltimo renglén de (2.46) la derivada V, es la derivada covariante compatible
con la métrica de referencia g.g respecto a la cual se lleva a cabo la variacién.

Definiendo
dvt = gO‘B(SFga - go‘“éf‘ga (2.47)

es claro que B
9?6 Rop = V00" (2.48)

La barra sobre la § se utiliza para enfatizar que dv* no debe entenderse como la
variacién de v*. Usando (2.48), la ultima integral en (2.45) queda como sigue

/\/—gd‘lx 90 Rs = /\/—gd‘lx V60t = ?{agv“nuv \h|d*y, (2.49)

donde hemos usado el teorema de Gauss y que el elemento de superficie es dX, =
en,d¥ con d¥ = \/Wd?’y. Aqui, n, es el normal unitario a 9V y € (como ya dijimos)
la norma, € = n*n, = £1.

De la condicién de frontera, §g,5 = 6g° = 0 en 9V, se tiene que la variacién de

los Christoffel en 9V es
1 17
6Fga’3V = §gu (aﬁégau + aafsguﬁ - ay(sgﬁa>- (250)
Sustituyendo en (2.47) se sigue que
n*5v,lay = 1" 9% (04095 — 0,0Gap)- (2.51)

Pero g% = (en®n® + h*?), donde h** = hije?ef. Dado que n*n*(0499,8 — 0,0G03)
es claramente cero, entonces

n“gvubv = n“ho"g(ﬁa(SgMB — 0,09ap)- (2.52)

Luego, como dg,s se anula en todo 9V, las derivadas tangenciales €50,(g,s) deben
anularse también. De esto se sigue que h*?9,89,5 = 0 y por consiguiente

n*0v,lay = —n*h* 0,6 gugs. (2.53)

Esta igualdad es diferente de cero pues la derivada de dg,s3 a lo largo de la normal
es (en general) distinta de cero.
En suma, la variacion del término de Einstein-Hilbert es

(16m)0SEn = /\/—gd4x Goapdg™® — f&n“ha'gaﬁgw\/]hldgy. (2.54)
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donde Gop = Rop — gopR/2. El término de frontera en (2.54) tendrd una contribu-
ci6n indeseada (si el espacio no es compacto) en las ecuaciones; sin embargo, como
veremos a continuacion, dicha contribucién es cancelada por 0Sg(g|, y ésta es justa-
mente la razén por la cual se incluye el término de frontera Sg[g]. Veamos: puesto
que la métrica inducida es fija en 9V, la tnica cantidad que varia es K, la traza de
la curvatura extrinsecal?. De la expresién que define a la curvatura extrinseca,

Ky = Vange;"e’f, (2.55)
se obtiene la traza

K = h“bKab:h“bVangegef

= hVang = h*%(0ang — T gn,). (2.56)
Luego, la variacion de K es
§K = —h*"6T]4n,
= —%ho‘ﬁ (0ad9su + 930Gua — Oudgas)n’
= %haﬁa#(Sgaﬁn“’ (2.57)

donde hemos utilizado el hecho de que las derivadas tangenciales de dg.g se anulan
sobre 0V. Con esto, la variacion del término de frontera queda como sigue

(167)0Sp = 7{ en”h®?0,0gas\/|h|dy. (2.58)

Este es exactamente el término de frontera que aparece en (2.54), pero con el signo
contrario, de manera que se anulan.

Veamos ahora el papel que juega el término Sy. Supongamos que consideramos
una solucién en vacio, asi que R = 0. Si omitimos el término Sy, el valor numérico
de la funcional de accién estara entonces dado por

1
Sg = 8—7{€K\/\h|d3y, (2.59)
s

Al calcular esta integral en el espacio-tiempo plano nos encontramos con que ésta
diverge (sin importar que V esté acotado por dos hipersuperficies de t constante).
Este problema prevalece en cualquier espacio-tiempo asintéticamente plano'! y, por
consiguiente, la funcional de accién (en ausencia de Sp) para dichos espacios es
una cantidad que no esta bien definida. El término Sy se introduce entonces para
conseguir una funcional de accién bien definido; la idea es la siguiente: se considera

10Para mayores detalles sobre la definicién de este concepto y sobre la geometria de hipersuper-
ficies consultese la Seccién (A.4) en el Apéndice
1 Cabe sefialar que si el espacio-tiempo es espacialmente compacto no se presenta esta dificultad.
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a Sy como la funcional de acciéon para el espacio-tiempo plano y puesto que Sp
en espacios asintéticamente planos diverge como Sy, entonces la diferencia S — Sy
estara bien definida y la funcional de accion para espacio-tiempos asintéticamente
planos lo estara también. Esto es, la curvatura extrinseca K, de 0V encajada en el
espacio-tiempo plano cancela la divergencia.

Puesto que Sy depende solamente de la métrica inducida hg, (a través del factor
\/W en la integral), la variacién respecto a g, es cero y, por tanto, no contribuye
en las ecuaciones de movimiento. El propdsito de Sy es el de regularizar la accién
para espacios asintéticamente planos.

Como Sj es un término no dindmico, la variaciéon de la funcional de accién para
la componente gravitacional es

§Sq = 1 Gopdg™/—gd*z. (2.60)
167
(pues recordemos que el término de frontera proveniente de Sgy se cancela con la
variacion de Sp).
Vayamos, ahora si, al término que corresponde a la materia. La accién para
materia estd dada por

Suldsg] = / £y~ gd's,

donde la densidad lagrangiana £ depende de la métrica g,g, del campo de materia
¢ vy las derivadas de éste 0,¢. i.e., L(P, Da®; gap)- La variacion de Syr[¢; g, respecto
a gap (la variable fundamental de la teoria), es la siguiente:

Sy = /5(£\/—g)d4x
oL .5 4
= 8g°‘55ga V=g + Li/—g | d'z
= /( oL 1Ega,3> 6g°*P\/—gd'z. (2.61)

dgef 2

donde hemos usado (2.44). Definiendo el tensor de energia-esfuerzos como

oc 1
Taﬁ = -2 (agaﬁ - §£gaﬁ) s (262)

la expresién (2.61) queda de la siguiente forma

0Sy = —%/Taﬁéga/}\/—gdd‘x. (2.63)

De esta ultima expresion y la correspondiente a §.S¢ se tiene que

1 1
08 =05+ 05y = 16—W/Ga55ga5\/—gd4m ~ 3 /Tagéga'gx/—gd‘lx.
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Puesto que §S = 0 (minima accién) y las variaciones §g®° son arbitrarias, se sigue
que
Gag = 8ﬂTa5, (264)

que son justamente las ecuaciones de Einstein para el campo gravitacional. De esta
manera hemos visto que las ecuaciones de Einstein se pueden obtener por medio de
un principio variacional, en forma lagrangiana, a partir de la funcional de accién
(2.40). En vista de que esta funcional proveé las ecuaciones del campo gravitacional,
habremos de llamarla funcional de accion para RG.
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Capitulo 3

Formulacion Hamiltoniana de la
Relatividad General

3.1. Descomposicion 341 del espacio-tiempo.

Para especificar la formulaciéon Hamiltoniana de la RG es necesario considerar
una foliacion del espacio-tiempo; esto es, debe hacerse una eleccién de hipersuper-
ficies tipo-espacio que seran declaradas como las superficies de tiempo constante
y que, en conjunto, forman el espacio-tiempo. Esto es lo que se conoce como la
descomposicion 3+1 del espacio-tiempo.

La idea de la descomposicién es introducir un campo t(z®) con valores en los
reales tal que “las superficies de nivel” {t = constante} corresponden a una familia
de hipersuperficies tipo-espacio, que denotaremos por ¥;, que no se intersectan. La
funcion de tiempo es en realidad bastante arbitraria, las tnicas condiciones que se
imponen sobre ésta es que sea una funcién valuada simple de x® y que O,t sea un
campo vectorial tipo tiempo (9,t definira el normal n, a la superficie, que en tanto
unitario serd proporcional a d,t en cada punto). Para las hipersuperficies ¥; emplea-
remos coordenadas y®. Las hipersuperficies ¥J; son, evidentemente, topolégicamente
equivalentes y sus coordenadas pueden relacionarse de manera muy sencilla: Con-
sidérese la congruencia de curvas  parametrizadas por la funcién de tiempo t y con
tangente t* = dx®/dt. Evidentemente estas curvas intersectan (y no necesariamente
a lo largo de la normal) a las hipersuperficies 3;; ademés, las curvas pueden no ser
geodésicas. Sea 7y, una curva de la congruencia que pasa por ¢y en Y,; entonces,
siguiendo la curva tendremos que en >, pasara por un punto ¢, en X;, por ¢ y
asi sucesivamente. De esta manera vamos identificando puntos (qo, ¢1, g2,...) de
las diferentes hipersuperficies (X4, 3¢, 34,, ... ) con las curvas v de la congruencia
(74)- Para fijar las coordenadas de ¢; y ¢» dada la coordenada y*(qo) en 3, para
o, imponemos la condicién de que y*(q1) = y*(q2) = y*(qo). De esta forma y* se
mantiene constante en cada curva perteneciente a la congruencia. La construccion
define el sistema coordenado (¢,y®), donde t = cte corresponde a la hipersuperficie
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espacial Yy_ .
Puesto que las coordenadas originales pueden expresarse en términos de las nue-
vas, % = z°(t,y*), tenemos entonces que dz® = t*dt + e¢fdy’, donde

ox® ox®
o — ( ) L e (_) (3.1)
ot ) . b o /),

son, respectivamente, el vector tangente a la curva de la congruencia y el tangente
a ;. Obviamente, la derivada de Lie de los vectores tangentes e a lo largo de t* es
nula; i.e.,

Lie® = 0. (3.2)

Como adelantdbamos arriba, la normal unitaria a las hipersuperficies es propor-
cional a d,t en cada punto (evidentemente efd,t = 0), asi que

No = —NO4t, (3.3)

donde N es una funcion escalar, conocida bajo el nombre de lapso. N se introduce
para garantizar que n, sea normal unitario. Por construccion, t* no es necesaria-
mente paralelo a la normal a las superficies, de hecho la proyeccién de t* a lo largo
de la normal es —N, n,t® = —N, y puede tener una componente tangencial a la
hipersuperficie N® = e%t® llamada corrimiento; asi que [ver figura 3.1]

t* = Nn® + N%;. (3.4)

Figura 3.1: En este dibujo mostramos la descomposicién del vector tangente ¢“.

22



Dado que dz® = t*dt+eSdy®, utilizando (3.4) es sencillo ver que dz® = n®(Ndt)+
e2(dy® + Ndt). Por otro lado, la métrica inducida en 3; por la métrica de espacio-
tiempo g, estd dada por hes = gap + Nang; es decir, gog = —nang + hap y POr
tanto el elemento de linea es

ds® = (—nang + hag)dr®dz’ = —N?dt* + ha(dy® + N°dt)(dy® + N°dt),  (3.5)

donde Ay = hageg‘ef . Del elemento de linea es un ejercicio sencillo mostrar que
g = —N?h, donde g es el determinante de la métrica de espacio-tiempo y h el
determinante de la métrica inducida en YJ;; por consiguiente

v—g = NVh. (3.6)

Bien, consideremos ahora una region V del espacio-tiempo y una foliacién de ésta
por hipersuperficies >; cuya frontera son superficies 2-dimensionales cerradas que
denotaremos por S; [ver figura 3.2]. La regién V estd acotada por hipersuperficies
tipo espacio Y, y Yy, y por la unién de las 2-superficies S;, que forman la frontera
B tipo-tiempo.

Figura 3.2: La regién V del espacio-tiempo foliada por {¥;}, con frontera ¥, U3, UB.

Como antes, en ¥; tenemos coordenadas {y“}, métrica inducida hg, y vectores
tangentes e2. Sea {6} el conjunto de coordenadas para las 2-superficies S;, que son
la frontera de ¥; y folian a B, entonces S; estard dada por relaciones paramétricas
y%(64). El vector normal unitario r, a S; tiene como 4-vector asociado a 7% = r%2
(r“ro, = 1) que es, evidentemente, ortogonal al vector normal n® a ¥;; i.e., r®n, = 0.
Claramente los 3-vectores ¢4 = 0y®/06” son tangentes a S; y, por consiguiente,
rqe€% = 0. Esto ultimo, expresado en términos de 4-vectores, es r,e% = 0, donde

oxr®

o (3.7)

€4 = €€ =
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Asf que la métrica inducida en S;, oap, estd dada por oap = haedely = gaﬁejeﬁB.
El elemento de linea en S; es pues

ds® = o45d0"dH". (3.8)
La inversa de hy, puede escribirse como h® = r®? 4+ ¢, donde ¢® = ¢4P 6?46%

con 0P la inversa de o45. De forma andloga, ¢*® = —n*n® + h*?, donde h*? =
h“begef. Por lo tanto,

g = —nnP +rorf + GABeie%. (3.9)
La curvatura extrinseca de S; es
kap = ejegvlgrm (3.10)

pues kap = ejeﬁBkag donde (por definicién de curvatura extrinseca) kos = Vr,. La
traza de la curvatura extrinseca de S; es k = 048k 5.

Para relacionar las coordenadas 64 en las 2-superficies S; llevamos a cabo un
procedimiento andlogo como el descrito con anterioridad, con la salvedad de que
ahora pediremos que las curvas de la congruencia en B vayan a lo largo de n® (i.e.,
las curvas intersectan a las 2-superficies S; ortogonalmente). Ahora las coordenadas
64 no varfan a lo largo de las curvas cuyo tangente t* = (9z*/0t)ga es proporcional
a n®. En otras palabras, se impone que el corrimiento sea cero en Sy, y dado que
1 = Nn® + N, entonces en la frontera B se tiene que t = Nn®; i.e.,

oz
a— N1 11

Por contruccion, n® y €9 son siempre ortogonales.

Sobre B tenemos entonces coordenadas z' = (¢,64). La métrica inducida en la
frontera es v;; = gagef‘ef , donde e = 0x*/02" son los vectores tangentes e = t* =
Nn®y e = (02%/06%),. Ast que dax® = efdz’ es

dx® = Nn®dt + e5do™. (3.12)
Sustituyendo esta relacién en el elemento de linea de la frontera,
dsy = vyidz'dz) = gag(e?dzi)(e?dzj), (3.13)
se obtiene que

ds? = gas(Nnodt + eSd0™)(NnPdt + e2,do")

= (gapn®n”)N2dt? + (gageSie)do*do> . (3.14)
donde en el segundo renglén se ha utilizado el hecho de que n,e§ = 0. Puesto que
gagno‘nﬂ =—-1y gaﬁejeﬁB = 04p, entonces

vdz'dz) = —N2dt? + 0 4pdf*do”. (3.15)

24



Un célculo simple muestra que los determinantes de 7;; y oap se relacionan por

AV N\/E
Dado que r® es normal unitario a las 2-superficies S;, éste es también normal a
B. Por consiguiente, la curvatura extrinseca K;; de B es

K:ij = ef‘efvarg, (316)

cuya traza estd dada por K = v7IC;;.

3.2. La Funcional de Accion en la formulacion
3-41.

La formulacién Hamiltoniana de la RG consiste en realizar la descomposicion 3+1
en la funcional de accién (2.40). Consideremos pues esta funcional en la componente
gravitatoria,

(167)S¢ = / Ry/—gd'z + 274 eK+\/[h|dy. (3.17)
% ov

(Aqui hemos omitido a Sy, pero lo reincorporaremos mas adelante). La frontera 0V,
como antes, es Y, UX,, U B [figura 3.2], asi que la funcional de accién (3.17) queda
como sigue

(16m)Se = / Ry—gd'z —2 | KVhdy+2 | KVhdy
%

Et2 Etl
+ Q/K\/—vd:%z, (3.18)
B

(el signo en la integracién sobre ¥, se debe a que el normal debe estar dirigido hacia
afuera).
El escalar de Ricci en 3, estd dado por

R=OR+ KK, — K* - 2V,(n"Vsn® — n°V ), (3.19)

donde ®R es el escalar de Ricci construido a partir de hy, (ver Seccién A.4 en el
apéndice). De (3.6) se tiene que el elemento de volumen puede expresarse como

V—gd'z = NVhdt d®y, asi que
to
/ Ry/—gd*z = / / (PR + K®K,, — K*)NVhd®y
Y t1 P
— 27{ (n°Vgn™ — n®Vgn?)d%,, (3.20)
av

en donde para obtener el ultimo término hemos utilizado el teorema de Gauss. Esta
integral sobre la frontera 0V se divide en integrales sobre ¥, ¥, v B. En ¥, la
integral da

2 [ VanVhdly=2 [ KvVhdy. (3.21)

3tg Sty
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mientras que sobre Y;, da el negativo de esta expresiéon. Por tanto, los términos
de frontera en ¥, y 3, de (3.18) se cancelan. La integral sobre B, donde d¥, =

roy/—7d3z, queda como
—2/(nBVBna —nVenP)dy, = _2/(Vﬁna)nﬁ7“a\/—_7d3z
B B
= 2/(V5Ta)nan6\/—_'ydgz, (3.22)
B

donde hemos usado que n*r, = 0. De los resultados anteriores se sigue que (3.18)
queda como

to
(16m)Se = / dt / (®R+ K™K, — K?*) NVhd®y
t1 Yt

+ 2/(/C+nanﬂvgra)\/—7d3z. (3.23)
B

Utilizando la relacién g** = r*rf +~Yefe] es sencillo mostrar que

K=~"K;; = (g*F — r%ﬂ)varﬁ. (3.24)
Por consiguiente,
K+n*n’Varg = (¢% — 1" +n*n?)V,rs
(UABeje%)Varﬂ

= 0 Bkap =k

(3.25)

donde hemos usado (3.9). Utilizando esta ultima expresién y el elemento de volumen
V=7 d*z = N\/o dt d*0 llegamos a que (3.23) estd dada por

I
S dt [ / (PR + KKy — K*) NVhd*y +2 7{ (k — ko)N/o d*0| .
p

167 t St

(3.26)
Notese que hemos introducido el término correspondiente a Sy. La incorporacion
se realiza con base en lo siguiente: en el caso de espacio-tiempo plano, la integral
sobre ¥; se anula (al evaluar sobre la solucién) y entonces la tinica contribucién a
S es la que proviene de la integral sobre S;. La eleccion de kg como la curvatura
extrinseca de S; encajada en el espacio plano evita que la integral diverja en el limite
S; — o0, asegurando que Sg se anule en el caso plano y que esté bien definida en
el caso asintéticamente plano. Para el caso compacto, el término es nulo y no se
presenta dificultad alguna.
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3.3. El Hamiltoniano de Relatividad General

La descomposicion 3 + 1 es una construccion del espacio-tiempo como una “tra-
yectoria” de hipersuperficies ¥; con métrica h,,. En este contexto, es razonable
considerar como variables fundamentales a h,, y algin tipo de variable que nos
refiera al cambio de ésta. Como veremos en la presente seccion, en el formalismo
Hamiltoniano las variables fundamentales son, en efecto, la métrica y su momento
canonicamente conjugado.

Puesto que al pasar de la formulacién Lagrangiana a la Hamiltoniana (transfor-
macién de Legendre), la accion queda expresada (en forma genérica) como

S:/(PQ—H),

entonces nos avocaremos a escribir (3.26) en términos de

hab = Lthab; (327)

donde t* = Nn® 4+ N® es el campo vectorial “de flujo de tiempo”. Dado que hy, =
gaﬁeg‘ef y Lied = 0, entonces

hab = Lt(gaﬂegef) = (Ltgaﬁ)egef' (3.28)
Por otro lado, la derivada de Lie de la métrica g, es

Ltgozﬁ = Vatg + Vﬁta = Va(Nng + Ng) + Vﬁ(N?’La + Na)
= ngaaN + naagN + N(Vang + Vgna) + Vo Ng 4+ VgN,. (3.29)

Sustituyendo esta expresion en (3.28) se obtiene

hap = 2N Ko + DoN, + Dy N, (3.30)
donde hemos utilizado las definiciones de curvatura extrinseca, derivada covariante
intrinseca (DyA, = e%efVgA,) v que ng el = 0. De la ecuacién (3.30) podemos
despejar a la curvatura extrinseca, entonces

1 .
o (s = DNy = DyNG). (3.31)

Sustituyendo (3.31) en (3.26) -ignorando el término de frontera-

Kab =

1 t2 1 .
-— dt GR + K®—_(hy — D,N, — DyN,) — K*> | NVhd® 32
Sa 167 : /2t< R+ 2N( b b b ) \/_ y(33)

Escribiendo K? = K(h®K,) = K(h“bhab — 2h®D,N,)/2N y sustituyendo en la
anterior expresion para Sg se tiene que

t2 . ab __ ab
So=— [ / &y (hab\/E[K Kh] —T),
p3

~ 167 J, 2

T (_ NVAOR + VR[K® — Kh“b]DaNb> . (3.33)
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Al escribir el primer término de la integral como

hlKab — K pab . .
\/_[ 5 ] _ hab\/ﬁ[Kab . Khzzb] — g

se obtiene entonces que

ar / dy <abf (K — Kh] — [h \/E[Kabz_ K] +T])
t (3.34)

De esta expresion se sigue inmediatamente que el momento candnico conjugado a
hap €9

\/E[Kab . Khab]
2

hab

S, =
¢~ 167T

(167)p® = V(K™ — Kh). (3.35)
y que la densidad Hamiltoniana Hq es
. h Kab _ Khab
167‘(7‘[@ = [hab \/_[ 9 } + T . (336)

Noétese que al contraer (3.35) con hg, se obtiene que 167p = —2vhK, donde p =
Py = hayp®, v por consiguiente

1
VhK® = 167 (pab — —ph“b) : (3.37)

De acuerdo a (3.35) y (3.36) la accién queda como

SG—/ dt/dy happ™ HG)
3t

que es la forma candnica de la accion en una formulacién Hamiltoniana.

Sustituyendo (3.30) y 7 [dado por (3.33)] en (3.36) es fécil ver que la densidad
Hamiltoniana queda como sigue

167He = (K®Ky — K*—ORNVh + 2Vh(K® — Kh®)D,N,
= (KK — K? — OR)NVh + 2VhD,[(K® — Kh®)N,]
—2N,VhDo(K® — Kh®). (3.38)

La manera en que hemos obtenido la accién en forma candnica es equivalente
a haber considerado p* := 9 (y/=g La)/0hay, con L el Lagrangiano gravitacional
16my/—gLc = (PR + K® K, — KQ)N\/E, y luego la transformacién Hg = p®ha, —
VvV—9Lg.

Ahora bien, el Hamiltoniano de relatividad es la integral de Hq en ¥; y el término
de frontera; es decir

(16m)Hg = / (167 Had>y — 2 f{ (k — ko) N\/od*0
Et St
= / [N(K®Ky, — K? — ®R) — 2N, D, (K™ — Kh™)] Vhd®y
pa
+2 Jqf (K™ — Kh®™)N,dS, — 2 Jqf (k — ko) N+/ad?0. (3.39)
St St
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Como dS, = r,\/cd*0, entonces
(167T)HG = / [N(KabKab _K?_ (3)R) _ 2NbDa<Kab _ Khab)} \/EdBy
it

— 2 }'{ [N(k — ko) — Np(K*® — Kh®)r,] v/od?o. (3.40)
St

3.4. Ecuaciones de campo en forma Hamiltonia-
na.

Para hallar las ecuaciones de campo de la RG en forma Hamiltoniana habremos
de variar la funcional de accion

to .
Sg = / dt { / PChapd®y — HG] (3.41)
t1 P

respecto a las variable independientes N, N, hy, v p®. Es decir, considerar

to i
50 = [ [ / (habapab—pabéhawd?’y—aﬂc}. (3.42)
t1 3¢

Lo que debemos encontrar es, pues, la variacién d Hg del Hamiltoniano.

Variacion respecto al lapso y el corrimiento:

De (3.40) se sigue que la variacién respecto a N y N° (teniendo en cuenta las
condiciones de frontera N|s, =0y IN%|g, = 0) es

(16m)dyHe = / (=HON — HydN*)Vh d®y, (3.43)
3t
donde ) )
H=CR+K*—K®K,,  H,=2D,(Kg— K. (3.44)

Variacion respecto a hqy y p™:

Para realizar la variacion respecto a estas variables, debemos expresar a Hg en
funcién de éstas. Es decir, utilizar (3.37) y vVhK = —8mp para sustituir en (3.40) la
curvatura extrinseca y su traza en términos de hq, y p?°. Realizando lo anterior, y
considerando p® := (167)p®®, obtenemos que!

(16m)Hg = Hy + Hs, (3.45)
donde
. 1
Hy = / [Nh‘l/g(ﬁ“bﬁab = 5P%) = NW'2OR — 2N b 2D (h=25) | d*y - (3.46)
pI

1Si hubiésemos escrito Hg = Hyx, + Hg, entonces Hy, = (16m)Hys y Hg = (167)Hg. En adelante,
dada una cantidad A, A denotard A = 167 A.
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es el término de volumen, y

A

Hg = —2 ]{ [N(k — ko) — Nph™?pr,] \/od?0 (3.47)
St

es el término de frontera.
Consideremos la variacién de Hg respecto a p® y comencemos por el término de
volumen:

) 1
S,Hy = [ NhY28,(5"pay — 5P NPy —26, | NyDo(h™V*p™)h M 2dPy.  (3.48)

Et Et

Como ] 1
S5 (PPt — §p2) 2(Pab — §ﬁhab)5 P (3.49)

(pues la variacién es respecto a p°), sustituyendo en la primera integral y haciendo
la segunda por partes se llega a

R 1
5, Hy, = / NI~V (o — §ﬁhab) + D(uNy)op™d®y — 2 ¢ Nph™255%r,\/ad?0.
3t St
(3.50)

Hagamos la variacién del término de frontera respecto a p; en este caso tenemos
simplemente que

6,Hg =2 ¢ Nyh~Y/25p%r\/0d?6. (3.51)
St

Este término cancela al término de frontera en 5pﬁ2. Asi que 5prG = (5p]:12 + 5pfl g
es

6,He = / Hop0p™dy, (3.52)
P

donde
Hab =2Nh~ 12 (pab - _phab) + 2D(aNb)' (353)

Para realizar la variacién de Hg con respecto a hg, nos basaremos en algunos
célculos llevados a cabo en la seccién (2.4). Variando el término de volumen con
respecto a hg,, tenemos

2 1
opHy = / 5hN(ﬁ“bﬁab_ §ﬁ2)h_1/2d3y—/ 5hN(3)Rh1/2d3y
<t 5,
_/ 2Nb5h[hl/zDa<h_1/2ﬁab)]d3y. (354)
3y
Trabajando con la primera integral de (3.54), que llamaremos I;, vemos que

b ~ 1 50 b ~
I :/ NOW (D™ Pap — §p2)h 1243 +/ N(p®pay — —p 2oph~V2d3y. (3.55)
Et Zt



Si usamos las siguientes igualdades

1
Spht/? = §h1/2hab5hab (3.56)
Y 1 1
(D™ Pap — 5]52) = 2(p"p~ — 515]5“5)5’1@ (3.57)

la ecuacion (3.55) se puede escribir como

1 red o 1 o,a
L, = — §Nh’1/2(p e — 5]92)}1 PShapd®y
P

1
+2 [ Nh=V2(pepbe — §ﬁﬁ“b)5habd3y. (3.58)
p

Continuando con la segunda integral de (3.54), que denotaremos por I, podemos
ver que

Iy = [ N [(0uh"*)h Rap + W2 (6h™) Ry + W' 218, Ray] dPy. (3.59)

¢

Para la tercer integral de (3.59) tenemos que la variacién de tensor de Ricci 3-
dimensional esta dada por

onlRay = 8c(5hrga)_ab(5hrga)
= Dc(0nl5,) — Dy(0n1'5,), (3.60)

si ponemos 6v¢ = h®§,I¢, — he¢§, Iy, esta integral se puede escribir como

NRY2hS, Ryd®y = | NhY2D 6v¢dy. (3.61)

Et Et

Por otro lado, utilizando que 6h® = —h®h5h,,, la segunda integral en (3.59) es

NhY2Ryoh®Pd3y = — | NhY2R™5h,,d%y. (3.62)

Et 2t

Usando (3.56), la primer integral en (3.59) se puede reescribir como

1
N@®Rs, W 2d3y = / §h1/2N(3)Rh“b5habd3y. (3.63)

Et Zt

Juntando las expresiones anteriores tenemos que I se puede expresar como
1 _
I, = / §h1/2N(3)Rh“b5habd3y— / NhY2R®5h g d®y + / NRY2D sved?y. (3.64)
= bR =
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Ahora trabajaremos con la tercer integral de (3.54), que denotaremos por I3.
Integrando por partes,

I, = 26, ¢ N,h~Y%pPr,\/od?0 — 6, / 5% D, N,d>y
St P

pa

pues hgy, es fija en S;.

Reuniendo los resultados para Iy, I, e I3 llegamos a la siguiente expresion para
Sy Hy,

owHs = L —I—1Iy
1
— “Nh™ 1/2<ﬁ0dﬁcd 2 )habéhabdg

5, 2
1
+2 [ Nh=YV2(papbe — §ﬁ]§“b)5habd3y
3¢
1
— / §hl/2N<3>Rh“b5habd3y + [ NhY2R®Shg,d%y
Et Zt
NLV2D svedy + o), / 25" D, Nyd>y. (3.66)
Et Et
Si en (3.66) sustituimos las relaciones
1
G = R® — §<3>Rhab, 6nDaNy = Shpe Do N© 4 hype N3, T¢, (3.67)
entonces
. 1 1
5hHE _ / |:——Nh I/Q(ﬁCdﬁC i _p )hab+2Nh 1/2(Aaﬁbc__ﬁﬁab)
S ) 2 2
FNR2G 2p0<chNa>] Shand®y
+ / [~ NRhY2D,6v° + 2p2 N5, T¢, ] dy. (3.68)
¢

Integrando por partes el primer término de la segunda integral de (3.68) se
obtiene que

I, = — | NRY?D ved®y = / hY250°0.NdPy — ¢ NhY260°r.\/od*0
P pa St

_ / W25 0Ny + ¢ Nh®(D.5hy)r*/ad0, (3.69)
¢

St

donde hemos utilizado la version 3-dimensional de la ecuacién (2.53). Para expresar
la primer integral de I en términos de dj,h,, haremos lo siguiente, usando la relacion

1
o5, = 5hcd(D,,(Shad + Dy0hay — Dgbhay), (3.70)
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dv¢ puede escribirse como
Sv° = %(habhcd — hh* N [ DyShag + Dohay — Dgdhay) (3.71)
y entonces es sencillo verificar que
6v°(0.N) = —(h®®9*N — h*9*N)DyShep. (3.72)

Sustituyendo y llevando a cabo una segunda integracién por partes en I, tenemos

I = - / (h**0'N — B"0* N> Dgbhayd®y + ¢ Nh™(0.6hay)r\/od*6
Zt St

= / (h®DyDN — DY D N)hY26hapd®y + ¢ Nh®P(9.0ha)r\/0d?6(3.73)
Et St

donde hemos usado que dh,, se anula en S;. Regresemos a la segunda integral de
(3.68) y consideremos el segundo término en ésta:

/ 2p2 N, ¢ dPy = / PN (DoShay + Dadhia — DyShag)]d’y
Et Et
= / h=Y25% ND g (Shay )WY 2 dy. (3.74)
¥y
Integrando por partes (y usando la condicién de frontera, dhq, = 0 en Sy),

/ 2peN6, L dPy = — [ Da(h™?p* N¥)Shay h'2d%y. (3.75)
¢

a
P

Tenemos ya la segunda integral de (3.68) en términos de dhgy, asi que juntando
los resultados

SnHy, = / P hapd’y + 4 Nh®0(8hay)re/od?0, (3.76)
¢ t
donde
75ab — _%Nh—l/Q(ﬁcdﬁcd o %]52)hab + 2Nh_1/2(]5%]3bc - %ﬁf)ab)
+ Nh'2G +2p** DN + h*(h**D.D°N — D"D*N)
— YD (R7Y2pNe). (3.77)

Por otro lado, usando la versién 3-dimensional de la ecuacién (2.57), obtenemos
que la variacién de Hg es

onHg = — f 2Nk od?*0 = — § Nh™®0,(5hy)re/ad®0. (3.78)
St St
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Este término cancela la integral de frontera en (3.76), asi que la variacién del Ha-
miltoniano respecto a hgy, 0nHg = 0, Hs, + 0, Hg, queda como

5hI:IG:/ ﬁabéhabdgy, (379)
¢

con P dado por (3.77).
Finalmente, de (3.43), (3.52) y (3.79) se tiene que la variacién total del Hamil-
toniano de RG es

SHg = / (P*6hap + Hapop™ — HON — HyN®) dPy. (3.80)
3t

En esta expresion hemos eliminado las variables con gorrito dividiendo entre (167).
Con dHg a la mano podemos hallar las ecuaciones de campo de la RG en forma
Hamiltoniana. Recordemos que

to .
§Se = / dt [ / (hap0p®™® — p™0hay)dPy — 5HG] , (3.81)
t1 pI

entonces
to .
5Se = / dt / [(hab — Hap)6p™ — (5™ + P™)Shay + HON + HbaNb} dy. (3.82)
t1 P

De la condicién 6Sg = 0 se siguen las ecuaciones de Einstein (en vacio) en forma
Hamiltoniana. Esto es

hay = Hapy 9 =-P® H=0, H,=0. (3.83)

Las primeras dos ecuaciones nos dicen la forma en que las variables conjugadas
hay y p*° evolucionan. Las tltimas dos ecuaciones son las ecuaciones de constriccién
Hamiltoniana H = 0y de momento o difeomorfismos Hy = 0. Notese que el lapso
y el corrimiento no son variables dindmicas.

En la formulacién Hamiltoniana de la RG la situacién es entonces la siguiente:
De la descomposicién 3 4 1 se tiene que el elemento de linea es

ds? = —N2dt? + hap(dy® + N°dt)(dy® + N°dt), (3.84)

dados el lapso y el corrimiento. Se eligen valores iniciales para los campos tensoriales
ha v Ka que satisfagan las constricciones

OR+ K> - K%Ky =0, Dy (K& —K§) =0, (3.85)

y, entonces, se determina la evolucién de los valores iniciales usando las ecuaciones
Hamiltonianas

hay = Hap, 9™ = —P. (3.86)
Este método para encontrar soluciones de las ecuaciones de Einstein (construir el
espacio-tiempo) es utilizado en relatividad numérica (aunque frecuentemente, y por

conveniencia, con alguna transformacién canénica de por medio).
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3.5. Formulacién canodnica y constricciones

Consideremos un espacio-tiempo M = R x ¥ donde ¥ es una variedad 3-
dimensional compacta. Entonces, la accion es solo la de Einstein-Hilbert,

1
SG = SEH = — R\/ —gd4x. (387)

167 M

Por la descomposicién (3+1) tenemos que (ver ecuacién (3.19) y tomar en cuenta
que no hay frontera)

1 [t

=~ Tor ),

e dt / (PR + KK, — K*)NVhd’y. (3.88)
pa

Recordando la ecuacién (3.31) podemos ver que Sg contiene derivadas temporales de
la 3-métrica hgy, por medio de los términos que dependen de la curvatura extrinseca,
mientras que no hay derivadas temporales de la funcién lapso ni del vector corri-
miento. Esto nos dice que el Lagrangiano en singular? y entonces esperamos obtener
constricciones primarias como veremos a continuacion.

En la formulacion candnica el siguiente paso es definir los momentos conjugados.
Habiendo hecho la descomposicion (3+1) del espacio tiempo, tenemos que las varia-
bles independientes resultan ser N, N® y hy,, que tienen como momentos conjugados
respectivamente a

n - %% _, (3.89)
ON
I, = OLe _, (3.90)
ONe
oL Vh
ab G ab ab
= Z =" (K®_—Kh 91

donde hemos usado que (167)Lg = NVR(®R + K®K,, — K?). El espacio fase,
coordenado por (N, N%, hg, I1,I1,, p®), es entonces de dimensién 20 y esté equipado
con la siguiente estructura simpléctica

{N(ty), (L, y)} = 0y, ), (3.92)
{Na(tay)anb(t7y,)} = 5g<y7y/)7 (393)
{hao(t,9), (6, 9)} = 60,080y, y), (3.94)

y donde el resto de los paréntesis de Poisson son nulos.

2El que un Lagrangiano sea singular nos indica que no todas las velocidades pueden ser inver-
tidas de manera que sean funciones de las coordenadas generalizadas y de los momentos. Como
consecuencia, no todos los momentos son independientes, de hecho algunas relaciones entre éstos
se ponen de manifiesto. Estas son llamadas constricciones primarias
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De la definicion para los momentos conjugados se obtienen las constricciones
primarias siguientes

C=1Il~0, (3.95)
C, =TI, ~0. (3.96)

Aqui ~ denota igualdad débil, que significa que las cantidades en cuestiéon, en este
caso II y II,, estan restringidas a ser cero pero no son idénticamente cero en todo
el espacio fase. Cuando realizamos la formulacién mediante los corchetes de Poisson
de un teoria con constricciones, éstas deben ser introducidas sélo después de que
hemos calculado todos los corchetes de Poisson, de otra manera podemos afectar la
consistencia de la construccion. Esta es la razon por la cual usamos el simbolo ~, para
enfatizar el hecho de que las constricciones tienen que ser introducidas una vez que
se ha hecho el analisis canénico. Las constricciones limitan la evoluciéon del sistema
a una region restringida del espacio fase; definen una superficie de constriccion.
Debido a la presencia de las constricciones primarias, no todas las “velocidades”
pueden ser reexpresadas como funciones de las variables originales de configuracion
y de los momentos canénicos conjugados, esto lo que nos dice es que el Hamiltoniano

H =p¢' — L, (3.97)

(donde ¢" y p; son las coordenadas generalizadas en el espacio fase) no estd deter-
minado de manera unica como funcién de las variables originales y sus momentos.
El Hamiltoniano estd bien definido sélo en una region restringida del espacio fase
determinada por las constricciones. Para tener en cuenta la restriccion del espacio
fase debida a (3.95)-(3.96), se introducen multiplicadores de Lagrange A y A%, los
cuales se varian en forma independiente en la acciéon. Tenemos que

t2 . . .
Se¢ = / / [p®hgy +TIN +T[,N* — NH — N“H,
t1 P
—AC — \°Cy)dPy, (3.98)

donde H y H, son la constriccion Hamiltoniana y de difeomorfismos, respectiva-
mente,

Vh
N (3) 2 ab
H [16W( R+ K* — KKy) (3.99)
Hy = —2haeDyp™. (3.100)

El Hamiltoniano canoénico para el campo gravitacional, cuando el espacio es
compacto, estd dado por

Hg = / [NH + NHq + AC + NG| dPy. (3.101)
¢
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Realizando la variacién de la accion, dada por la ecuacion (3.98), respecto a los
multiplicadores de Lagrange obtenemos las constricciones primarias (3.95) y (3.96).
La consistencia dinamica-constricciones implica que éstas ultimas deben conservarse
bajo la evolucion del sistema. Puesto que

Ca<t7y) = {HGaca(t?y)}:Ha(t>y)v (3103)

entonces la consistencia dindmica-constricciones hace necesario imponer el conjunto
de constricciones secundarias

H(t,y) = (3.104)
Ha(t,y) = (3.105)
Estas constricciones generan el dlgebra3
{Ha(w), Ho(¥)} = Ha(y)00(y,y") — Ho(y)026(y' y) (3.106)
{Ha(), H(y)} = H(Y)Wd(y,y) (3.107)
{Hw), 1)y = H )y, y") —H )R y)- (3.108)

Debido a que los paréntesis de Poisson entre todas las constricciones se anulan
débilmente, podemos decir que H y H, junto con las constricciones primarias forman
un conjunto de constricciones de primera clase.

Para N y N se tiene que

N(t,y) = At,y) (3.109)

Ne(ty) = X(ty), (3.110)

por lo que el lapso y el vector de corrimiento son arbitrarios. Asi, la descripcion del
sistema en el espacio fase tiene como variables fundamentales a hy, y p®°, mientras
que la funcién lapso y el vector de corrimiento son considerados como multiplica-
dores de Lagrange. El Hamiltoniano en el caso compacto es una combinacién de
constricciones Hg = NH + N*H,, lo que significa que la dindmica es pura norma
en este caso.

3Para ver c6mo se obtiene esta dlgebra puede consultarse [Dond & Speziale 2010]
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Capitulo 4

Relatividad General a la Palatini

En esta seccion veremos una tercera forma en que las ecuaciones del campo gra-
vitacional pueden obtenerse a partir de una funcional de accién. Se introducird una
serie de conceptos que seran de gran relevancia mas adelante, cuando presentemos a
la relatividad en variables de conexion. Para comenzar, haremos una breve presen-
tacion sobre haces vectoriales. Después definiremos conexién y curvatura en un haz
vectorial. Finalmente daremos la acciéon de Palatini, que es una funcional a partir
de la cual también se derivan las ecuaciones del campo gravitacional.

4.1. Haces vectoriales.

Antes de definir un haz vectorial, empezaremos por definir lo que se entiende
por un haz. Un haz es una estructura que consiste de una variedad! E, llamada
espacio total, una variedad M, llamada espacio base, y una proyeccion 7 : E — M
del espacio total al base. Para cada punto p € M, el espacio

E,={q€ E:n(q) =p} (4.1)

es la fibra (de E) sobre p. El espacio total E' no es més que la unién de todas la
fibras,
E=|]JE, (4.2)
peEM

Cuando nos refiramos a un haz lo haremos algunas veces como el haz 7 : E'— M o
simplemente como el haz F (si requerimos enfatizar el espacio base, entonces diremos
que E es un haz sobre M).

Un ejemplo sencillo de haz es el haz tangente de una variedad M. En tal caso,
el espacio total £ = T'M es simplemente la unién de los espacios tangentes a M:

™™ = | T,M. (4.3)

peEM

IPara una discusién detallada sobre variedades ver Seccién A.1 en el Apéndice.
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La proyeccion 7 : T'M — M mapea a cada vector tangente v € T,M a p € M. La
fibra en cada p € M es el espacio tangente 7, M.

Dadas las variedades M y F, el haz trivial sobre M con fibra estindar F esta dado
por el producto cartesiano £ = M x F', con el mapeo proyeccién dado por

T(p. f) =p (4.4)

para todo (p, f) € M x F. En el haz trivial, la fibra sobre p es
E, ={p} x F, (4.5)

y por consiguiente las fibras son difeomorfas a la estandar F'. Diremos que un haz es
localmente trivial si en una vecindad lo suficientemente pequena de cualquier punto
en la base éste es trivial.

Sean 'y E’ dos haces con base M y M’, respectivamente. Un morfismo de haces
es un par de mapeos ¢ : E — E' y ¢ : M — M’ tales que ¢ mapea cada fibra E,
hacia la fibra Eg’b(p). Decimos que un morfismo es un isomorfismo si tanto ¢ como
son difeomorfismos.

Dado un haz E con base M y una subvariedad S C M, la restriccion a S tiene
como espacio total a

Els={q€ E :7(q) € S}, (4.6)

a S como espacio base y 7 (restringido a E|g) es la proyeccién. Asi, un haz es local-
mente trivial con fibra estandar F', si para cada punto p € M existe una vecindad
U de p y un isomorfismo de haces

¢:Ely = UxF (4.7)

que manda cada fibra E, a la fibra {p} x F. Al mapeo ¢ se le conoce bajo el nombre
de trivializacion local.

Una vez introducidos algunos conceptos basicos, podemos dar ahora la definicion
de haz vectorial. Un haz vectorial n-dimensional es un haz localmente trivial £ sobre
M tal que cada fibra E, es un espacio vectorial de dimension n. Ademas, requerimos
que para cada punto p € M, exista una vecindad U de p y una trivializacion local

¢:Ely > UxXR" (4.8)

que mande cada fibra E, a la fibra {p} x R" linealmente. Esto es equivalente a
requerir que la trivializacion sea lineal en la fibras.

Un morfismo de haces vectoriales es un morfismo de haces ¢ : E — E’ cuya
restriccién a cada fibra £, de E es lineal.

Definimos una seccion en un haz 7 : £ — M como una funciéon s : M — FE
que asigna a cada punto en el espacio base un vector en la fibra sobre ese punto,
s(p) € E,. Asi, tenemos que un campo vectorial sobre M no es otra cosa sino una
seccion del haz tangente de M.
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Notemos que si E = M x F es un haz trivial con fibra estdndar F', una seccién
de E es solamente una manera complicada de hablar acerca de una funcion de M
a F. En otras palabras, si tenemos una seccién s : M — FE, existe una funcion
f: M — F tal que

s(p) = (», f(p)) € Ep. (4.9)

Analogamente, si tenemos una funcién f : M — F'| la férmula anterior define una
seccion.
Denotemos al conjunto de todas las secciones de E por I'(F). Claramente,

(s+5)p) = s(p)+5'(p), (4.10)
(fs)(p) = f(p)s(p) (4.11)

pertenecen a I'(E) para toda s,s € I'(F) y toda funcién f € C*°(M). Dado un
haz vectorial F, decimos que las secciones {ey,...,e,} de E forman una base de
secciones de E si cualquier seccion s € I'(E) puede escribirse de manera tnica como
la suma

s = s'e;, (4.12)

donde s € C*°(M). Puesto que un haz vectorial es trivial localmente, siempre es
posible trabajar con una base de secciones sobre cualquier vecindad de un punto en
el espacio base.

Podemos ahora utilizar el concepto de haz vectorial para construir nuevos haces
vectoriales. Dado un haz vectorial E sobre M, definimos el haz vectorial dual E*
sobre M como sigue: puesto que cada fibra E, de E es un espacio vectorial, enton-
ces tiene un dual EJ, que es también un espacio vectorial; el espacio total £ lo
consideramos como la unién de los espacios vectoriales E para todop € M y a la
proyeccion 7 : E* — M como el mapeo que a cada £ lo manda al correspondiente
p € M (i.e., la fibra sobre p € M es E7). Un ejemplo sencillo de haz dual es el haz
cotangente T M de una variedad. En tal caso, la fibra T); M es el espacio cotangente
en p (es decir, el dual a T, M ). Una seccién de T*M es un campo de 1-formas en M.

Sean F y E’ dos haces vectoriales con el mismo espacio base M. Definimos la
suma directa de haces vectoriales E @ E' sobre M como el haz cuya fibra sobre p
es el espacio vectorial F, @ E;. De manera similar, el producto tensorial de haces
vectoriales £ ® E' sobre M tiene fibra £, ® E;, sobre p.

Otra forma de construir haces vectoriales es mediante el “pegado” de haces

vectoriales triviales (aqui entra en juego la teoria de grupos, sobre la cual se puede
aprender un poco en la Seccién (A.3) del Apéndice). La idea es la siguiente:
Sea M una variedad y {U,} una cubierta de M mediante conjuntos abiertos. Sea V'
un espacio vectorial y p una representacién de algin grupo G en V. Pegaremos los
haces triviales U, x V para obtener un haz vectorial 7 : £ — M usando las funciones
de transicion g.p : Uy (\Us — G. Para obtener el espacio total E, empezamos con
la unién disjunta

Jv.xv (4.13)
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e identificaremos dos puntos (p,v) € U, x V' y (p,v") € Ug x V como iguales si

v = p(gap(p))V'. (4.14)

En adelante simplificaremos notacién y en lugar de escribir p(gns(p)) escribiremos
simplemente g,s. Asi, tenemos que el pegado estd dado por

V= gapV'. (4.15)

Debemos, sin embargo, ser cuidadosos. El procedimiento nos dard un haz vectorial
sélo si las funciones de transicién satisfacen ciertas condiciones de consistencia. Por
ejemplo, segin la receta dada p € U, tenemos que identificar a (p,v) € U, x V
con (P, gaa®) € Uy X V. Si gaq fuese diferente de la identidad, entonces estariamos
identificando dos puntos diferentes en el mismo haz trivial U, x V', y eso es algo que
evidentemente no queremos. Por consiguiente, un primer requerimiento es que

Joa =1 en U,. (4.16)
Analogamente, si p € U, N Uz N U, tendremos que requerir
9ap9pygva =1 en U,NUgNU,. (4.17)

El haz vectorial que se obtiene con el pegado satisfaciendo estas condiciones de
consistencia es denominado un G-haz, donde G es el grupo de norma del haz y V
es la fibra estdndar?®. Evidentemente el nombre grupo de norma no es gratuito. Sea
7w : EF — M un haz vectorial. Una transformaciéon de norma es una transformacién
E, — E, lineal inyectiva que varia suavemente en p € M. Para el caso en que E es
un G-haz, la transformacién pertenece a G.

Consideremos el conjunto de todos los endomorfismos de un espacio vectorial V/,
End(V) (un endomorfismo de V' es una funcién lineal de V' en si mismo). Es ficil
probar que End(V') es un espacio vectorial; més atin, respecto al producto

End(V) x End(V) — End(V), (ST)(v) := S(T(v)), (4.18)

End(V') es un algebra. i.e., el producto es, en efecto, bilineal y satisface la ley
asociativa.

Veamos ahora que existe un isomorfismo entre V@ V* y End(V). En efecto, al
elemento v ® f € V ® V* le asociamos la funcion lineal

w — f(w)v (4.19)

para todo w € V. Asi, podemos considerar que End(V') es “igual” a V @ V*. Como
las ideas en espacios vectoriales se generalizan a haces vectoriales, entonces el haz de
endomorfismos de un haz vectorial E, End(FE), es el haz E® E*. La fibra de End(E)

2En teorfas de norma, los campos fisicos corresponden a secciones en un determinado G-haz.
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sobre cualquier punto p € M es lo mismo que End(E,) (pues la fibra corresponde a
E, ® E} que es End(FE,)), los endomorfismos de F,. Asi, una seccién 7' de End(E)
define el mapeo E, 3 v — T(p)v € E, (de E en s mismo) que es un morfismo de
haces vectoriales. Ahora es claro que una seccién 7' de End(E) actuando sobre una
seccién s de E da como resultado una nueva seccion T's de F,

(T's)(p) = T(p)s(p)- (4.20)

En otras palabras, T' determina una funcion
T:T'(FE)— [(E), (4.21)

donde I'(E) es el conjunto de todas las secciones de E. Esta funcion es C*°(M)-lineal;
es decir,

T(fs) = fT(s) (4.22)

para todas las funciones f y secciones s de F. El inverso también es cierto; i.e., todos
los mapeos C'*°(M)-lineales
T:T(E)—T'(E) (4.23)

corresponden a secciones de End(E).

Ahora supongamos que 7 : E — M es un G-haz, donde el grupo de norma G es
algin grupo de Lie, y consideremos T € End(E). Hemos visto que T'(p) € End(E,).
El mapeo T'(p) estd en G si es de la forma (p,v) — (p,p(g)v), donde p es una
representacion de G. Por otro lado, T estd en el dlgebra de Lie g de G, si T'(p) es
de la forma (p,v) — (p,dp(a)v) para a € g. Si T'(p) estd en G para toda p € M,
entonces diremos que 7 es una transformaciéon de norma (como se menciond con
anterioridad). Si T'(p) estd en g para todo p € M diremos que T' € g.

4.2. Conexién y curvatura en haces vectoriales.

Para poder hacer cédlculo diferencial en haces vectoriales es necesario introducir
la idea de conexion, pues ésta permite, por ejemplo, comparar espacios tangentes en
distintos puntos y proveé una manera de diferenciar secciones de un haz vectorial.
Sea m : E — M un haz vectorial y I'(F) el conjunto de todas las secciones de
E. Una conexion D en M es un objeto que asigna a un campo vectorial v en M
(v € X(M), donde X(M) denota el conjunto de campos vectoriales en M) una
funcion D, : I'(E) — I'(E) que satisface las siguientes propiedades:

D,(as) =aDys , Dy(s+t) = D,s+ D,t,
D,(fs)=v[fl]s+ fDys , DytwS=Dys+ Dys , Dg, = fD,s  (4.24)

para todo escalar o, f € C*(M), v,w € X(M) y s,t € ['(E). A D,s se le conoce
como derwada covariante de s en direccién v.
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En términos de un sistema coordenado local {z*} en un abierto U C M, se tiene
que la derivada covariante de la seccién s = s'e; (donde e; es la base de secciones de
E) alo largo de v = v"0, esta dada por (usaremos la notacién D, = Dy, )

Dys = Dyug,s =v"D,(s'e;) = v"((0,5")e; + Afnsiej)
= v"(9,s" + Azjsj)ei = v"(D,s)'e;, (4.25)

donde en la ultima igualdad del primer renglén hemos definido al potencial vectorial
Al como
D,e; = Ale;. (4.26)

Notese que el término que hace discrepar a la derivada covariante de la derivada
parcial, es decir el término
Al ots'e;, (4.27)

es una seccién. Claramente, si en lugar de v (o s) consideramos fv (o fs), donde f
es una funcién, tendremos que (4.27) estard multiplicada por f. Asi, concluimos que
el potencial vectorial “se come” un campo vectorial y una secciéon de £ y da como
resultado una nueva seccién de F, esto de una manera C°°(U)-lineal.

Ahora bien, recordemos que los mapeos C*°(U)-lineales T' : I'(E) — I'(E) co-
rresponden a secciones de End(FE) y que los objetos que se comen a los campos
vectoriales son las 1-formas, entonces podemos pensar al potencial vectorial como
una I-forma valuada en End(E) sobre U, es decir, como una seccién del haz

End(E|y) @ T*U. (4.28)
Revisemos esto con mayor cuidado. El potencial vectorial A se puede escribir como
A= Ae;®@dit e (4.29)
Al actuar sobre un campo vectorial v da
A(v) = Ale; @ da'(v) ® €' = Al u'(e; ® €),

que no es mas que una seccién de End(FE) sobre U. Si ahora actia sobre una seccién
s de E, tendremos A ‘
A(v)s = Aj 0" (e; ® e')s = Aj v"'s'e; (4.30)

que es de nuevo una seccién de E sobre U con componentes 57 = A7 v*s'. Eviden-
temente

A(v) : T(E) — T(E). (4.31)

Puesto que A(v) € End(FE), para el caso de un G-haz A(v) estd en G o en el dlgebra
de Lie g. De hecho, ocurre que A(v) estd en g y entonces hablamos de A como
una I-forma valuada en el dlgebra de Lie. Decimos que D es una G-conezion si en
coordenadas locales las componentes A, € End(E) estan en el dlgebra de Lie g.
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Notese que mientras que para el espacio base M utilizamos indices griegos, para
los objetos relacionados con £ ® E* = End(F) usamos indices internos i, j.
Dada una conexién, digamos D® en E, D = D° 4 A, es decir

D,s = D% + A(v)s, (4.32)

es también una conexiéon. Mdas aun, cualquier conexion D puede escribirse como
D® + A. Cuando se consideran coordenadas locales y una trivializacién de E, la
conexion que se considera es la conexion plana estandar

DY = v(s’)e;, (4.33)
de tal manera que cualquier conexiéon D esta dada por
Dys = [v(s") + Al jv"s’] ;. (4.34)

Consideremos un haz vectorial £ sobre M con una conexién D. Sean v,w €
X (M) (i.e., dos campos vectoriales en M), definimos a la curvatura F(v,w) como
el operador sobre secciones de E tal que

F(v,w)s = [Dy, Dy|s — Dpyu)5. (4.35)

Evidentemente la conexion estandar plana es tal que la curvatura es nula. De hecho,
el adjetivo plana proviene de este hecho. En general, diremos que si una conexion
tiene curvatura nula, F'(v,w)s = 0 para todo v,w € X(M) y secciones s, entonces
es una conexiéon plana.

Noétese que el operador de curvatura

F(v,w) = [Dy, Dy] = Diy ), (4.36)

es antisimétrico, F'(v,w) = —F(w,v). Ademas, la curvatura es lineal sobre C*(M)
en cada uno de los argumentos; i.e.,

F(fv,w)s = F(v, fw)s = F(v,w)fs = fF(v,w)s. (4.37)

De la definicién de D se tiene que dados v y w, F(v,w) define un mapeo I'(E) —
['(E); de hecho, por la dltima igualdad en la anterior expresion tenemos que dicho
mapeo es C°°(M)-lineal. Esto implica que F'(v,w) corresponde a una seccién de
End(E).

En coordenadas locales z# para un abierto U de M las componentes de la cur-
vatura son

F,y i= F(8,,8,) = [Dy, D)) — Dig, 5, = [Dy, D). (4.38)

Asi que
F(v,w) = v*"w"F,, (4.39)

para cualesquiera campos vectoriales v, w en U.
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Dado que F,, = [D,,D,], entonces podemos calcular la accién de F),, sobre
una base local {e;} de secciones para E sobre U; después de un poco de algebra se

obtiene que ‘ ' '
Fue; = [(0,4L) — (0,A%,) + Al Ab, — AL AR T e;. (4.40)

Hemos dicho que F'(v,w) corresponde a una seccién en End(E), asi que claramente
F,, = F(d,,0,) corresponde a una seccién en End(E). Puesto que ¢; ® €’ son una
base local para las secciones de End(E), entonces podemos escribir

F,, =F Wue] ® €', (4.41)

donde F”;,, son las componentes de la seccién en la base considerada. A tales com-

ponentes se les denomina como componentes de la curvatura. Claramente
Fue = FJWV (4.42)
de esta expresién y (4.40) se obtiene que las componentes de la curvatura son
= 0, AL, — 0,AL, + Al AL — Al AR, (4.43)

Si suprimimos los indices internos asociados a las bases de secciones de E sobre U,
la férmula anterior adquiere la conocida forma

F = 0,4, — 0,4, + A, A)]. (4.44)

Hemos reunido ya la herramienta necesaria y suficiente para presentar la formu-
lacién a la Palatini de la RG.

4.3. Accion de Palatini

La formulacién de Palatini de la RG es una manera de reescribir la accién de
Einstein-Hilbert

Sale] = <o / Ry—gd'r, (4.45)

en la cual la métrica ya no es la variable fundamental, sino que ahora las variables
fundamentales son una conexién y un campo de marcos.

Veamos primero qué es un campo de marcos. Sea M una variedad n-dimensional,
orientada y difeomorfa a R™. El haz T'M es entonces trivial, pues el haz tangente
a R™ es trivial. Recordemos que una trivializacién es un isomorfismo de haces, por
tanto una trivializacion de T'M es un isomorfismo

e: M xR*— TM (4.46)

tal que a cada fibra {p} x R™ del haz trivial M x R™ la manda al correspondiente
espacio tangente T, M. A esta trivializaciéon de T'M se le conoce como un campo de
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marcos, pues para cada p € M se mapea la base éstandar de R™ a una base para
T,M. El inverso de e es
et TM — M x R", (4.47)

asi que e y e~! nos permiten pasar de M x R™ a TM y viceversa. Para los casos

en que M es 3-dimensional y 4-dimensional al campo de marcos se le suele llamar
triada y tétrada, respectivamente.

En el formalismo de Palatini se trabaja fundamentalmente con el haz M x R".
En éste, la base natural de secciones claramente es

&(p) = (1,0,0,...), &((p)=(0,1,0,...), ..., &-1(p) =(0,0,...,1). (4.48)

Por tanto, cualquier seccién s € I'(M x R") se puede escribir como s = s'&;. A
R"™, que es la fibra del haz, le llamaremos espacio interno. Asi, las letras mayusculas
latinas I, J, ... denotan indices internos asociados a la base de secciones &;. Por otro
lado, emplearemos letras griegas para denotar a los indices del espacio-tiempo M
(que es el espacio base) asociados a una base coordenada 0, dada por una carta en
M.

Como e : M x R" — T'M, entonces e define un mapeo de secciones en el haz
M x R™ a campos vectoriales en M. Si denotamos a dicho mapeo también por e
(aunque debemos tener presente que en realidad es una restriccién de e), entonces
tenemos

e: D(M x R") —s T'(TM). (4.49)

Con e y la base de secciones {£;} definimos entonces una base de campos vectoriales
{e(&r)} sobre M. Dada una carta en M, escribimos a e({;) en coordenadas como

er :=e(&r) = €70q, (4.50)

donde las componentes e} son, evidentemente, funciones sobre M. Puesto que los
campos vectoriales e; (0, equivalentemente, las componentes €¢) determinan el cam-
po de marcos, es comun llamar a e; (o a €f) campo de marcos (triada si n = 3,
tétrada, si n = 4).

Equiparemos ahora al espacio interno R™ con la métrica natural, a saber la de
Minkowski 7, y nos referiremos a ella como la métrica interna. Dadas dos secciones
s,s € I'(M x R™), su producto interno es entonces

n(s,s) =nrss's”. (4.51)

Como mencionamos anteriormente, M es el espacio-tiempo y, por consiguiente,
tiene una métrica g. Asi que el producto interno de campos vectoriales sobre M

esta dado por
9(v,v") = gagv*v’’. (4.52)

Si el campo de marcos e es ortonormal,

gler,er) = s, (4.53)
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entonces para cualesquiera secciones s, s € I'(M x R™) tenemos que

gle(s),e(s) = gle(s'ér),e(s7€7)) = s's"ge(&r), e(€r))
= s'sgler,er) = mss’s” =n(s'¢r, 7€)
= n(s,s). (4.54)
Por tanto, con la inversa e~! tendremos que

g(v,v') = (e (v),e™ (V). (4.55)

Ahora bien, como 17y = g(er,ey) y ex = €40, entonces
N1y = gapele], (4.56)
relacion de la cual se sigue directamente que
6 = ele. (4.57)

A el se le denomina campo de co-marcos (co-triada o co-tetrada si las dimensiones
son 3y 4, respectivamente).
Como dada s € I'(M x R") tenemos un v € I'(T'M), v = e(s), entonces

v =10, = e(s) = e(s'¢;) = s7€$0,,

lo que indica que v® = sfe? v si contraemos esta igualdad con e’
I [

sl =v%!. Como s = e71(v), entonces

encontramos que

s'¢r = vel = e M (v*0s) = ve 1 (0a) (4.58)

y por tanto e *(9,) = €. &;. Las componentes de ¢, gas := (0, 95), quedan entonces
como sigue:

Jop = 9(0a,dp) =0 (In), e (9p))
= n(elg, eéfj) = nueieé. (4.59)

Relacién de la cual se sigue que
55 = efes. (4.60)

En el haz M x R™ consideraremos una conexién de Lorentz (i.e., compatible con
n). La eleccién natural es la conexién plana estandar

D%s = v(s")¢; (4.61)

que, por supuesto, es una conexion de Lorentz. Luego, cualquier conexién D en el
haz M x R™ se puede escribir como D°+ A, con A una 1-forma valuada en End(R™).
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Aqui vale la pena senalar que una conexién de Lorentz es una conexién SO(n —
1,1). En efecto, una conexién es de Lorentz si es compatible con 7, es decir si

wn(s,s') =n(Dys,s') +n(s, Dys').
Aplicando esta relacion a las bases de vectores y secciones se tiene que

0an(€r.€5) = n(Dakr,&5) +n(&r, Daly)

0 = n(Asr, &) + & Anséx)

0 = Agmks + Agnix

0 = Ao+ Aars

0 = A+ Al (4.62)
, Al7 = — A7l v por consiguiente las componentes A, estéan en el dlgebra de Lie

(n — 1,1); esto es, una conexién de Lorentz es una SO(n — 1, 1)-conexién.
Acorde a lo presentado en la Seccién 4.2, D, actiia sobre s como sigue

Dys = [v(s”) + AJvts"| & (4.63)
y la curvatura esta dada por

Flj=F" 5= 0,45 — 05AL + [Aa, Ag]". (4.64)
Ahora bien, el campo de marcos e y la conexion de Lorentz D definen una
conexiéon V,0z = I'] 30, en el haz tangente T'M con

7, = Alehel. (4.65)

Los simbolos I") 5 son una imitacion de los Christoffel a partir de los cuales se cons-
truye una imitacién del Riemann

R 5= 010 — 9510, + 14,19 —T% T (4.66)

Bo~ ay?

que se puede reescribir usando (4.65) como
R’yaﬁ = (8 AI - aﬁAiJ - AiKAffJ - A AaJ)eIe
donde para obtener la segunda linea hemos usado (4.64). Andlogamente construimos
una imitacién del Ricci N N
Rys = R ;= Fl sefe] (4.68)

v
y del escalar de Ricci

R = Flesel. (4.69)



La accion de Palatini es la accién de Einstein-Hilbert pero con las imitaciones;
es decir

1
Sp[A,e] = 167?/ Re d'z = —/ e’ F ired', (4.70)

donde e := /=g con dependiente del campo de marcos. Para hallar las ecuaciones
de campo debemos variar la accién respecto a las variables independientes, e} y A,
e imponer la condicién 6Sp = 0.

Empecemos con la variacién respecto a e}, (i.e., 04 = 0):

1 E
5SP_K |:(561> Fﬁe+el(5eJ) ile+efelFll(de)| d'w. (4.71)

De (2.44), (4.59), y la inversa de ésta tltima, se obtiene que
e = —elf (0l )e. (4.72)

Sustituyendo en (4.71) y usando la antisimetria de F' en los indices internos y en los
indices de espacio-tiempo se llega a

0Sp = —/ [ g — —e eKeg 7| (0e9) ed . (4.73)

.., = ) ) variacis
De la condicién S 0 la independencia con la variacién de A) tenemos que
para una variacion del campo de marcos arbitraria se cumple

1
eﬁFO{g — §eaeKeJF = 0. (4.74)

Nétese que e)eFX es la imitacién del escalar de Ricci. Asf que tenemos e F] —
(eL.R)/2 = 0. Al contraer esta ultima expresién con e,; y haciendo uso de la imitacién

del Ricci encontramos lo siguiente

1,
0 = epf(eJF —e!'R)
1 ~
= F”egep[ 2(€plei)R
= épa—égpaé. (4.75)

Estas ecuaciones son la imitacion de las de Einstein y son las de Einstein cuando la
conexion V es la conexion V; es decir, cuando V es compatible con g.g = nr Jeéeé .
Como veremos, es la variacién respecto a A la que proporciona la compatibilidad vy,
por tanto, que las ecuaciones de campo en la formulacién de Palatini sean en efecto
las de Einstein en el vacio.

La variacién respecto a la conexion es

N 4o B o 4 4
dSp 167?/ SRed*z 167r (0R.p)ed x. (4.76)
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De (2.46), tenemos que B L
ORas = 2V ,0T%, . (4.77)

Como V y V son conexiones en T'M, entonces podemos escribir

[, =T+l (4.78)

donde C’gﬁ es el objeto que mide la discrepancia entre las conexiones. Como V no
depende de la conexién de Lorentz,

0T 5 = 6C,. (4.79)

Asi que

1 1 ~ -~ .
_ — _0B8 _ B no o aB °w
26R = 29 0R.3 =g V[Mﬂ‘ma =g V[M(SCB]Q

= g*V0CY,, = g*°[Vu0Chy — VoCh,]
— P (auac;;a ~T7,5C", — 19,80 + Pgaacga)

Iy o

— g (agw;fa —T5,8Ck, —T5,0Ck + Pgaacga) . (4.80)

Ahora utilizamos que fzﬂ ="} 5+ C_, entonces llegamos a que

1.~ P
50f = ¢ N oCh,
= g (Vo Cs, )
+ g (05050‘5@ + C5,0C}, — Chg0CE, — CZQ5C“U) ) (4.81)
El primer término en la tltima igualdad es una divergencia y por tanto no con-
tribuird a las ecuaciones. Por otro lado, 6C = dI' y como de = 0 (pues estamos

variando respecto a A) entonces 6T va como 0A; es decir, 6C va como §A. Con esto
y un examen cuidadoso del segundo término en (4.81) se obtiene que C’ga = 0 deben

ser nulos, lo que implica que I' = T’ y, por tanto, que V=V. Asi, tenemos que las
ecuaciones de campo en la formulacién de Palatini son las ecuaciones de Einstein.

En el siguiente capitulo presentaremos otra manera adicional de formular a la
RG y haremos uso de varias de las ideas que hemos introducido en este capitulo
por lo que es recomendable que el lector esté ya bien familiarizado con lo que se ha
introducido hasta ahora.
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Capitulo 5

Relatividad General en Variables
de Conexion

5.1. Preambulo

La historia de la formulacién de la RG en variables de conexién podemos decir
que se inicié cuando A. Sen [Sen 1982a, Sen 1982b] construyé una derivada cova-
riante para los espinores SL(2,C) utilizando como fuente de inspiracién la prueba
espinorial de la positividad del teorema de energia de la RG. Pero fue A. Ashtekar
[Ashtekar 1986, Ashtekar 1987] quien se dié cuenta que una ligera modificacién a la
conexién introducida por Sen daria como resultado una nueva formulacién canénica
de la RG en términos de la conexién modificada y de su momento candnico conjuga-
do. El descubrimiento resulté importante pues, por ejemplo, en la nuevas variables
la forma de las constricciones se simplifica y con ello la promocién de éstas a opera-
dores. En las nuevas variables, la estructura matematica de la RG se asemeja a una
teoria de Yang-Mills, lo que permite aplicar técnicas de cuantizacién para teorias de
norma y ha permitido avanzar en la bisqueda de una teoria cuantica de la RG.

En la formulacién original de Ashtekar las variables fundamentales son com-
plejas, esto genera dificultades que tienen que ver con la implementacion de las
condiciones de realidad. Para sortear este problema, se propuso entonces una co-
nexion real a mediados de los noventa como variable fundamental de configura-
cién [Barbero 1995], llamada en algunos textos como de Ashtekar-Barbero. La re-
lacion entre las variables reales y complejas es en cierta medida clarificada por
la presencia del pardmetro de Immirzi’ 3 en las nuevas variables: éstas corres-
ponden a las (anti)autoduales para § = =+i y a las reales para cualquier § € R
[Immirzi 1997, Rovelli & Thiemann 1998].

'M4s adelante haremos una breve discusién sobre este pardmetro.
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5.2. Variables de conexion

A continuacién se presentara la formulacién de la RG en variables de conexién,
en ésta extenderemos el espacio fase mediante el uso de triadas. Cabe senalar que el
uso de las triadas simplifica la formulacién original de Ashtekar (basada en el calculo
espinorial SL(2,C)) y permite ver de manera més clara la equivalencia entre la nueva
formulacién y la formulacién 3+1 (i.e., la formulacién ADM). La construccién sera en
dos etapas, primero se llevard a cabo una extension del espacio fase de 3 + 1 (i.e.,
de ADM) y después se realizard una transformacion candnica en el espacio fase
extendido.

5.2.1. Extensién del espacio fase

Empecemos considerando un campo de co-triadas €, sobre la 3-variedad espacial
Y, los indices espaciales a,b,... y los internos 1, j, k,... toman valores 1,2,3. En
forma andloga a lo que vimos en el anterior capitulo, la 3-métrica en X, hg,, se
puede expresar en términos de e’

hab = 5jk€g€]b€. (51)

Es sencillo mostrar la invariancia bajo transformaciones SO(3); i.e., drel’el’ =

d;eeley donde e} = Olel, con O} elementos de matriz de SO(3).

Sea K la 1-forma en ¥ tal que la curvatura extrinseca estd dada por
Ky = Klej, (5.2)

aqui K'ej denota suma sobre el indice interno 7. Como la curvatura extrinseca K,
es un tensor simétrico, entonces se tiene la constriccién

Gap = Kj e = 0. (5.3)

Consideremos ahora a las triadas densitizadas
B! =Vhel. (5.4)

De la constriccién G, = 0 se sigue inmediatamente que Gabegez = 0. Dado que,

a Lo i i\ a L i ag i b i
Gabejez = 3 (Kle, — Kiel) ejez =3 (Kaejék — Kbe%j)
1 ,
= 5 (Kaej = Kije}) = Kaej, (5.5)

donde hemos usado que efe¢, = 6 y que ademas los indices internos se suben y
bajan con la métrica Euclideana. Asi, tenemos que

Ka[kei] = 0.
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También sabemos que ef = h~Y/2E¢, entonces podemos escribir hil/QKa[ng} = 0.
Es decir, de forma equivalente tenemos que la constriccién G, puede ser escrita
como

Gir = Ko B = 0. (5.6)

Como E? = v/he?, entonces el inverso es la co-triada densitizada EF = ef /v/h.

Lo que sige es reexpresar las variables candnicas hgq, v p® de la formulacién ADM
en términos de las nuevas variables E! y K7. Dado que h,, = d;zelel, entonces en
términos de EF = e /v/h se tiene que

hay = EXEf|det(E)|, (5.7)

donde det(FE) expresa el determinante de hg, en términos de las E’s; es decir, h =
detE. Por su parte

p* = Vh (K™ — Kh") = Vh (K{e} — Kfe,h™) .

Usando la relacién entre (co-)triadas y (co-)triadas densitizadas, asi como el inverso
de hy, = E¥EF|det(E)| (i.e., h® = E¢E!|det(E)| ™) y que h = detE,

p* = 2|det(E)| " Ef ELK] 65 B (5.8)

Con las expresiones anteriores podemos reescribir las constricciones Hamiltoniana y
de difeomorfismos, (3.99) y (3.100) respectivamente, como

-1 1

- — K'K) — KIKNE*E? + VdetE ®R 5.9
H 167 \/m( a™*b a b) [l + € ( )
He = —2Dy[K]E) — 6, K]EY, (5.10)

donde ®)R es considerado como una funcién de las triadas densitizadas E7.

Notemos que en la formulacion Hamiltoniana, el espacio fase consta de 6 variables
de configuracion hgy, y sus 6 respectivos momentos canoénicos. Es decir, 12 grados de
libertad. Ademaés, tenemos 4 constricciones; a saber: las constricciones Hamiltoniana
(una) y de difeomorfismos (tres). Puesto que? 2 (ntimero de grados de libertad fisicos)
= (ntmero de variables canénicas) —2 (ntmero de constricciones de primera clase),
entonces el nimero de grados fisicos de libertad es:

2(nim. de grados fisicos de libertad) = 12 — 2(4) =4

i.e., (numero de grados fisicos de libertad)=2.
Ahora bien, nuestras nuevas variables son (K’ Ef), en lugar de 12 grados de li-
bertad tenemos ahora 18. El espacio fase ha sido extendido; sin embargo, el niimero

2Ver [Henneaux & Teitelboim 1992] para consultar el conteo de grados fisicos de libertad en
teorfas con constricciones.
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de grados de libertad fisicos sigue siendo el mismo, pues a las constricciones Ha-
miltoniana y de difeomorfismos hay que agregar las 3 constricciones G, = 0; asf el
numero de grados de libertad fisicos es: [18 —2(4 + 3)]/2 = 4/2 = 2, como debe ser.

En el espacio fase extendido (K, Ejb) la estructura simpléctica (i.e., paréntesis
de Poisson) es

B K0)) = S0s(y.y) (5.11)
{E}(v), E{(y)} = {Ki(y). Ky (y)} =0. (5.12)

Ahora veamos explicitamente que la reduccién con la nueva constriccién G;; = 0 del
sistema extendido nos lleva a la descripcion ADM (i.e., 3 4+ 1). Consideremos para
ello la constriccién en la siguiente forma

G(A) = /2 N*K,BidPy, (5.13)

donde A% es una funcién matricial antisimétrica que genera rotaciones SO(3). De
los paréntesis de Poisson (5.11)-(5.12) se sigue que

{G(1), GV)) = ZG(A, A)), (5.14)

que resulta ser igual al dlgebra de rotaciones espaciales SO(3). Cualquier corchete de
Poissson entre G(A) y las variables canénicas ADM se anula, debido que estas tlti-
mas son invariantes bajo SO(3). Veamos que los corchetes de Poisson entre hg, y p®,
considerados como funciones de K, y E? en el espacio fase extendido [relaciones (5.7)
y (5.8)], nos dan los corchetes de Poisson del espacio fase ADM cuando se cumple
Gir = 0. Como hgy, es sélo funcién de E? | entonces se tiene que {hap(y), hea(y')} = 0.
El célculo para los paréntesis de los momentos entre si mismos da

“ wdy n [ det(E)
{r" (), p™(y)} = — ( 1

[hchad + hbdGac + hachd + hadGbc]) ’y5<y7y/),
(5.15)
que se anula cuando G, = Gjelelr = 0. Por tltimo, se verifica que {hu(y), p“(y'))} =
(Caég)é(y,y’) (el cambio de signo se debe a que {EY, K]} va como § y por tanto
{K}, Ej} va como —¢). Entonces, podemos decir que cuando se satisface la condi-
cién G;; = 0, las variables candénicas ADM escritas como funciones de las variables
(K!, E%) del espacio fase extendido, generan los mismos corchetes de Poisson.

La accién candnica en términos de nuestras nuevas variables es
SalK. E] = —— / dt / 2K]E“ (ARG, + N"H, + NH)] &y (5.16)
T

donde las constricciones estan dadas por (5.6), (5.9) y (5.10). Por lo que hemos
discutido ya, esta accién es equivalente a la de 34 1 siempre y cuando se satisfaga la
constriccion G;; = 0. Nétese que el 2 en el término K fLE]“ se debe a que el paréntesis
de Poisson entre las variables K7 y E¢ tiene un factor de 1/2.
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5.3. Transformacion canonica

Para formular a la relatividad en variables de conexién (a la Ashtekar) necesita-
mos realizar una transformacién candnica en el espacio fase extendido (K¢, Ei ) para
obtener las nuevas variables fundamentales: la conexién (variable de configuracion)
y su momento conjugado. Antes debemos introducir la conezrion de espin w, que
es una extension con indices internos en el algebra so(3) de la derivada covariante
espacial D, en Y. Definimos entonces la accién de D, sobre un objeto v; con indices
internos 7, como

Dov; = 0qv; + WajkVk, (5.17)

(aqui wgjkv, denota suma sobre el indice interno k, pues la métrica interna es 6;;)
de manera que la accion sobre las triadas e? esta dada por

b b

Do} = 9a€l + Th el + wajiey. (5.18)
Es decir, una parte es la conexion sobre indices espaciales a, b, ¢, ... y la otra sobre
indices internos i, j,k, ... El potencial wgj; es una una forma de conexién valuada

en el algebra de Lie so(3); i.e. wa]ky € so(3), donde y* € X(X).
Ahora bien, sabemos que e’ eb = 5’“ de esta igualdad se sigue que

0 = D, (ebel,f)
= (Da€})ey + €5 Daey ), (5.19)
entonces
e?(Daef) = —(Daeg’- Jer. (5.20)

Si contraemos con ¢/ obtenemos que
Dgef = —(Daeg’- )eler. (5.21)

Ahora introduciremos la ecuacién (5.18) en la expresién anterior con lo cual tenemos
lo siguiente

Dael = — (0a€) +Thued + wajkeZ) eley
= —(04€] )eJeb I edelel — wyjmed eler
—(0,€’ )e]eb 5d ~ Wajme; igk
= —(04€] )ejeb Fb — Wajkel. (5.22)

Veamos que las siguientes igualdades d,(e¥) = 9, (ebej ey) = (Daeh)eley + ehd,(elef),
nos permiten escribir que

—(8ae;’-)eie’b“ = —0, + eba (eje]lf)
+ ebelda(ey) + elefdalel)
+ (5b Oalef) + 5’%9 (el)

Oa(e )+3( ¢) = aler). (5.23)
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De manera que el primer término en la ecuacién (5.22) es simplemente d,e¥, con lo
cual ésta se puede escribir como sigue

Doef = 0,ef — T eff — wejrel. (5.24)
De esta expresion deducimos que
D% = 9,0F — wajkvj. (5.25)

Como la métrica interna es d;;, entonces podemos sustitur v; = §;v* en la
ecuacién (5.17), de esto se sigue que

Daéjkvk = &léjkvk + WajkOkmV" = &léjkvk + Wajm0™. (5.26)
Debido a que wgjmv™ = djxWakm?™, tenemos entonces que
D% = 0,0% + wWarmv™. (5.27)
Al comparar esta dltima expresién con (5.25) llegamos a la siguiente relacién
wajkvj = —WakmU. (5.28)

Pero como m es un indice mudo, podemos escribir wep,v™ = wakjvj y por tanto
tendremos que la condicién anterior es equivalente a

(Wajk + Was)v? =0 (5.29)
para toda v/; por lo tanto wgr = —wak;. Es decir
Wajk) = 0, (5.30)

lo que muestra que la 1-forma w,, en efecto, toma valores en el algebra so(3).
Ahora trataremos de escribir a la constriccién G, como una constriccién tipo
Gauss; es decir, trataremos de escribir a Gj; como (0, E* + [A,, E%]);, donde A
es alguna conexién con valores en so(3). Para ello consideraremos la anunciada
transformacion canonica; ésta consiste en un rescalamiento y una transformacion
afin.
Para [ cualquier nimero real no nulo, considérese el rescalamiento

(K, EY) — (K] = BK],EY = E¢/B), (5.31)

que claramente es una transformacion canénica. A 3 se le conoce como el parametro
de Immirzi®. Las constricciones Gy; son, como hemos dicho, tres constricciones; para
Y Y ?

3En algunos textos también se le conoce como el pardmetro de Barbero-Immirzi. Como se
menciond antes, si se considera a [ como un imaginario puro entonces se obtienen las variables
originales (complejas) de Ashtekar.
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enfatizar esto, es 1til escribir las constricciones como G; = €, K¥Ef; claramente G,
es invariante ante el rescalamiento y queda como

G, = euKFEp, (5.32)

Veamos ahora como esta dada la transformacién afin.
Sabemos que Daeg’» = 0, pues D, debe ser compatible con hg,, asi que D,Vh =0
y por tanto
VhD,eb = D,E" = 0. (5.33)

Ahora construiremos la divergencia de la triada densitizada EY, para esto, empeza-
remos por considerar la expresion genérica para la triada

Dyoel = 0,¢% + T8 yed + wajnes, (5.34)

a

que si la multiplicamos por v/h, nos da sencillamente que
DoE? = Vho,el + T4 ES + wa By (5.35)

Teniendo en cuenta que I'?; se puede escribir como?

1
o = 0.\, 5.36
ad \/E d ( )

llegamos a la expresion para la divergencia de las triadas densitizadas
1

Vh

aa(\/E€?> + wajkE,‘j

OB + wajn By, (5.37)

DuE} = Vhue§ + —=(0aVh) B} + wajn By

Ahora bien, de Dye] = 0 tenemos que la conexién de espin se puede escribir
como
_ b 7 c j
wajk = —€y, (g6 — Topel ) . (5.38)

Recordando que
1
Zb = ith ( aahbd —I— 8bhad - adhab) (539)

y que hg, se puede escribir en funcion de las triadas como
Rap = Opme™ey y  h™ = §"5e%el, (5.40)

se escribe a I'¢, como funcién de las triadas y sus derivadas y al sustituir en (5.38)
se llega a la relacion
Wajk = 2€d[ﬂ'8[aeg + 626?628[5,62]. (5.41)

4Ver por ejemplo [Wald 1984].
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Trabajando con el primer término del lado derecho de la tltima expresién, tenemos
que .
Qed[j(?[aed] =e ]&lefl] - ed[jé?dek} = ed[kﬁdeﬂ — ed[kﬁaeﬁl]. (5.42)

Por otro lado, considerando la parte e eka[bed] del segundo término, podemos ver
que

) 1, Y

9 J
y asi el segundo término se puede escribir como

626?628[;)62] = efljez]egabeg. (5.44)
Sustituyendo (5.42) y (5.44) en (5.41) llegamos a que

Waji = eMFyed) — ed[k&leg + e%ez]egﬁbeg. (5.45)

Utilizando las identidades
1

A[]Bk} = §€ijk€imnAmBn (546)
; 1 .
ckpil = Séike ™" C D", (5.47)

donde €™ = 07" 0y — 0307, tenemos que los dos primeros términos de la ecuacion
(5.45) se pueden escribir como

eMhguell = §eijkezm"ed”8de;” (5.48)
. 1 ,
ed[kaaef} = §€ijkelm"ed”8ae:l”, (5.49)

y el tercer término de (5.45) queda como

1 )
—eipe el el el el (5.50)

d b r ro__
€€ CaObly = 5

Por lo tanto la expresion (5.45) se puede reescribir como:

1 .
Wajk = §eijke’mn (ed”&ieg‘ — ednﬁaed + emeneaﬁbed)
1 .
= §eijke’m"ed” (Daell’ — D€l + b endacy) - (5.51)
Definamos ]
Wl = —5¢ €eld (Ogel — g€l + €l elduey) (5.52)

entonces la ecuacién (5.51) estard dada de la siguiente manera
Wajk = —eijkwé (553)
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Sustituyendo (5.53) en (5.37) se obtiene

DaE]‘-L = 8aE]‘-L — eijkaE,‘j. (5.54)
Usando que €;; = —¢€j;, la expresion anterior se puede escribir como
D,E} = 0,E! + €juwi Ef'. (5.55)

Si expresamos a la ecuacién (5.52) como funcién de las E’s se obtiene w’ como
funcién de las E’s

. 1 .. ; i
—w, = SNEL[0B] — 0.E] + ESE,0,E!]

I dei(E)eijk E} [2E10y(det(E)) — E]0,(det(E))] (5.56)

No es dificil verificar que si se calcula w’ para el rescalado se obtiene que es invariante;
es decir, se cumple que
0l = wl(E) = Wl (E) (5.57)

a

Evidentemente, de Da(EJ’-’) = 0 se sigue que D,(Ef) =0y que DQ(EJ‘?) =0, pues
[ es una constante. Por tanto, de (5.55) tendremos

0=0,E + ejuwl B}
Con esto podemos escribir a la constriccién G; = 0 como sigue
G = ejuKiE} = 0,(E?) + ejulwl + KFE} (5.58)
Esta es justamente la forma que buscdbamos; es decir, es de la forma
G = 0.E + € ALE} (5.59)

con
Al = w! + BKI, (5.60)

que es la conexion de Ashtekar-Barbero. La transformacion es  pues el rescalado més
la transformacion AJ = wl 4+ BKJ. Asociada a la conexién A tenemos la derivada
covariante Da.

Davj = 8avj+ejklflﬁvl (561)

Daub = Daub. (562)

La constriccién tiene ahora la forma G; = D, EY, que es andloga a la constriccion
de Gauss de una teorfa de norma SU(2), y es por esto que a esta constriccién se le
llama constriccién de Gauss.
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Si reemplazamos el par canénico (K, E;’) por el nuevo par

(Ko, BY) — (K, =BK,, Ej = B;/5)
— (AL =wl + K, E), (5.63)
los paréntesis de Poisson entre las nuevas variables se obtienen utilizando el parénte-

sis de Poisson entre el par canénico K7 y EY, y entre K con wi(E) = wi(E) [utili-
zando (5.56)]; el resultado es

{A). 4} = {EW),E)} =0, (5.64)
a 1 1 a
Es decir, las nuevas variables son, en efecto, variables canénicas conjugadas.

Para completar la formulacion de la RG en variables de conexion queda todavia
expresar la constriccion Hamiltoniana y la constriccién de difeomorfismos en térmi-
nos de las nuevas variables (A7, E%). Para realizar esto, introducimos las curvaturas
asociadas a wg y a fli, respectivamente

R, = 23[aw£] + €jmwhwy (5.66)

Fl, = 20,4} + euALA] (5.67)
Sustituyendo en F jb la forma explicita de fli en términos de wg y K g (i.e., fli =
wiy + BK]) se obtiene que

Fl, = R, + 28D, K + e KL Ky (5.68)
Si contraémos con Ejb se obtiene que
. 1. .
FLEY = BR;,)E;? + 2D, (K E) + BE, Gy, (5.69)

donde hemos usado que Gy = €; K E?. Trabajando un poco el primer término es
J5rbg
posible mostrar que éste es nulo®, asf se tiene que

F3,E? = 2D(K} E}) + BK)G;. (5.70)

Pero la constriccién de difeomorfismos es H, = —2D[b(KZ}E§) [ecuacién (5.10)],
asi que o i

FLE? =H, + KG;. (5.71)

Teniendo en cuenta la constriccion de Gauss se tiene que

_ [J b
Ha— ab J

SVer por ejemplo [Thiemann 2007].



Andlogamente, usando la contraccion F’ye;jn ELE? v que G; = 0, se verifica que
Y 00 D
_IRTR T

H= B, — (8" = 1) ey K K7 | :
det(EB)

En suma, las constricciones en términos de las nuevas variables son

Gy = D.E} = 0.Ef + AL B} (5.72)
Ho = FLE (5.73)
[a b
o= [~ (8- 1) iy iy B
|det(Ep)]
Con lo anterior, la funcional de accién de RG en variables de conexion esta dado
por
1 t2 . .
Spi=— [ dt / [2A;Eg — (NGj + N"H, + NH)} d*y. (5.75)
167 Jy, 5
Un aspecto importante de esta formulacion es que es independiente del fondo,
esta caracteristica ha permitido considerar a la formulacion en variables de conexién
como el punto de partida para llevar a cabo una cuantizacién independiente de
la métrica. Cabe senalar que a nivel clasico esta formulacion no presenta ninguna
ventaja respecto a la formulacién usual (con la 4-métrica como variable fundamental)
o la formulacién 3 + 1.

63



64



Capitulo 6

Discusion y comentarios
adicionales

Hemos presentado la formulacion de la RG en variables de conexion reales; sin
embargo, es importante mencionar que la formulacion original en términos de varia-
bles complejas no esta del todo descartada como posibilidad y, de hecho, hay quienes
sostienen (ver por ejemplo [Penrose 2007]) que puede tener un importante contenido
fisico: las variables originales de Ashtekar son asimétricas respecto al tratamiento
de las partes dextrogira y levégira del graviton, lo que para algunos es indicativo
de que hay algo profundamente asimétrico izquierda/derecha en la naturaleza. La
linea argumentativa de quienes apoyan la idea de considerar a las variables origi-
nales como fundamentales se apoya en que éste tipo de asimetria se presenta en
las interacciones débiles y en que el electromagnetismo también tiene restos de esta
asimetria cuando se considera la teoria unificada electrodébil. Por otro lado, estd la
postura pragmatica de quienes ven en las condiciones de realidad una desventaja
y se inclinan por eliminar el aspecto quiral de la teoria mediante la eleccién del
parametro de Immirzi 5 como un ntmero real.

Una cuestion importante que surge al considerar el parametro de Immirzi es que
los diferentes valores de 5 dan lugar a teorias cuanticas que, en general, son unita-
riamente inequivalentes. Esto es una ambigiiedad asociada a que no todas las trans-
formaciones candnicas se implementan unitariamente a nivel cuantico. El parametro
[ aparece en el espectro de los observables mas importantes de la teoria de gravedad
cuantica de lazos, como lo son los operadores de area y de volumen, dando como
resultado una familia (parametrizada por ) de observables. La pregunta que surge
es jqué B debe considerarse? la naturaleza es una y debe buscarse un criterio fisico
para seleccionar el 8 adecuado. Entre las propuestas esta la idea de que el parametro
de Immirzi se puede ver de manera analoga al angulo-6 del sector topologico de las
teorfas de Yang-Mills [Mercuri 2008]. Esta idea, inicialmente propuesta por Gambi-
ni, Obregén y Pullin [Gambini et al 1999], ha sido reconsiderada tdltimamente para
proponer una generalizacién de la funcional de accién para la RG [Mercuri 2006].

En diversas ocasiones se ha mencionado que la formulacién de la RG en variables
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de conexién (a la Ashtekar) ha dado lugar al desarrollo de la Gravedad Cuantica
de Lazos. El apelativo de lazos proviene de la siguiente cuestién: a principios de
los 80’s R. Gambini y A. Trias se percataron de la utilidad de las funciones de
lazo de Wilson en la construccién de una cuantizacién candnica para una teoria de
Yang-Mills [Gambini & Trias 1980]. Dado un lazo (trayectoria cerrada) v en ¥ y
una G-conexién A para algin grupo de norma G, podemos considerar la holonomia
de A a lo largo de 7,

hy(A) = Pe:vpjl{A, (6.1)

v

donde P denota el producto de trayectorias ordenadas. Las funciones de lazo de

Wilson son

T,(4) = tr(h, (A). (6.2)

La importancia de las funciones de lazo de Wilson es que, al menos para grupos
compactos, éstas engloban toda la informacién invariante de norma de la conexion.
Justamente la reformulacion de la RG en variables de conexién permite considerar
a la teoria como una teoria tipo Yang-Mills y gracias a este hecho fue que Jacobson,
Rovelli y Smolin pudieron utilizar las ideas de Gambini y Trias para comenzar la
construccién de una teoria cuantica de lazos para la RG a partir de la formulacion
en conexiones [Jacobson & Smolin 1988, Rovelli & Smolin 1990]. En el camino una
de las cosas que se deben tener presentes es que los corchetes de Poisson entre los
campos fundamentales A, y E® son singulares, asi que deben ser en cierta forma
regularizados. Para ello es necesario tener en cuenta la naturaleza tensorial de los
campos, por un lado la triada densitizada en una 2-forma asi que ésta es regularizada
de forma natural por una superficie,

E;(9) :/SraEfdza, (6.3)

donde 7, es la normal a la superficie. A E;(S) se le denomina el “flujo” a través de S.
Por otro lado, la conexién A es una 1-forma y por tanto es natural regularizarla a lo
largo de una trayectoria, es decir, considerar justamente la holonomia. La regulari-
zacion de los campos A y E mediante trayectorias y superficies da como resultado el
algebra regularizada de holonomias y flujos h,(A) y E;(S). Este es el punto del cual
parte el desarrollo de la gravedad cuantica de lazos. Esta teoria esta actualmente
en construccién y, junto con la teorfa de cuerdas [Polchinski 1998], parece ser un
solido candidato para lograr describir el mundo gravito-cuantico. Por construccién,
la teoria es independiente del fondo y no considera méas que cuatro dimensiones,
aunque se han tenido importantes avances en el desarrollo de la gravedad cuanti-
ca de lazos todavia no hay ningin resultado que pueda tomarse como definitivo y
tampoco se tiene alguna observacion que confirme alguna prediccién concreta.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Variedades y Analisis Tensorial

El concepto de variedad diferenciable es la generalizacion de lo que entendemos
por curvas e (hiper)superficies diferenciables encajadas en un espacio ambiente a
objetos diferenciables que mo estdn encajados en ningin espacio ambiente. Una
variedad m-dimensional es un espacio topolégico localmente homeomorfo a R™; ésta
puede diferir globalmente de R™. El homeomorfismo local permite asignarle a un
abierto de la variedad coordenadas locales. Si la variedad es globalmente homeomorfa
a R™, entonces el abierto corresponde a toda la variedad y las coordenadas son
globales; si no es el caso, entonces se necesita introducir un conjunto de coordenadas
locales que cubran a la variedad (en tal situacién hay puntos en la variedad que
pueden tener dos o més representaciones coordenadas) y la transicién de un sistema
de coordenadas a otro debe ser suave. Como veremos, esto permite utilizar el calculo
diferencial e integral en R™ y generalizarlo a variedades.

A.1.1. Espacio topolégico y variedad diferenciable

Definicién A.1 Sea X un conjunto arbitrario no vacio. Una topologia para X es
una coleccion T de subconjuntos de X que tiene las siguientes propiedades:

l.heryXer.

2. SiU, € 7T para cada o € A (A es un conjunto de indices numerable) , entonces
UpeaUa € 7.

3. Si Uy, ..., Uy estan en T, entonces Uy ()...(\Ur € T.

El par (X,7), es decir el conjunto X dotado con una topologia T, es llamado un
espacio topoldgico. Los elementos de T son llamados conjuntos abiertos de (X, T), o
simplemente abiertos en X.

67



Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un subconjunto C' de X es cerrado si su com-
plemento en X es un conjunto abierto, es decir, si X — C € 7.

A cada elemento = € X se le llamara punto.

Si (X, 7)y (Y,7) son ambos espacios topoldgicos, entonces decimos que un ma-
peo f: X — Y es continuo si f~}(U) es abierto en X (i.e., f~}(U) € 7) siempre
que U es abierto en Y (i.e, U € 7').

Para simplificar notacion, en lo que sigue denotaremos a los espacios topolégicos
(X, 7) s6lo por X. De tal manera que si tenemos dos espacios topolégicos (X, 7) y
(Y, 7’), nos referiremos a ellos simplemente como los espacios topolédgicos X y Y.

Sean X y Y espacios topoldgicos. Un mapeo continuo e inyectivo h de X sobre
Y, tal que h' : Y — X también es continuo, es llamado un homeomorfismo. Si tal
mapeo existe, decimos que X y Y son homeomorfos o topolégicamente equivalentes
y escribimos X =Y.

Un espacio topoldgico X se dice que es Hausdorff si para cualesquiera = y ¥y
puntos distintos de X siempre existen conjuntos abiertos U, y U, en X, con x € Uy,
y € Uy, tales que U, U, = 0.

Habiendo mencionado los conceptos topoldgicos preliminares, ahora ya podemos
dar la definicién de variedad diferenciable.

Definicién A.2 M es una variedad diferenciable m-dimensional (o m-variedad) si:
1. M es un espacio topologico;

2. M estd provisto con una familia de parejas {(U;,¢;)}, donde {U;} es una
familia de conjuntos abiertos que cubren a M, esto es |J,U; =M y; : U; C
M — U] C R™ es un homeomorfismo de U; C M con U C R™; y

3. Dados U; y U; tales que U; (U, # 0, el mapeo 1;; = Q/Jiowj’l de ;(U;NU;) C
R™ hacia ¢;(U;(U;) C R™ es infinitamente diferenciable (C™).

Diremos que la pareja (U;, ;) es una carta y que toda la familia {(U;, ;) } es un
atlas. Al subconjunto U; lo nombraremos como la vecindad coordenada, mientras que
a 1; como la funcién de coordenadas, o simplemente, las coordenadas. El homeomor-
fismo 1; estd representado por m funciones x!(p),...,z™(p), con p € M. Es decir,
Yi(p) = (z'(p),...,z™(p)) € R™. El conjunto {z*(p)} representa las coordenadas
de p asociadas al homeomorfismo ;.

Si U; y U;j se traslapan, dos sistemas de coordenadas son asignados a los puntos en
U; N U;. Por la condicién (3) sabemos que la transicién de un sistema de coordenadas
a otro debe ser diferenciable (C'*°). El mapeo v; asigna m valores coordenados
o (1 < p <m)ape U (U;, mientras ¢; le asigna y”(1 < v < m), la transicién
de y hacia z, " = x*(y"), estd dada entonces por m funciones de m variables. Las
funciones de transformacién de coordenadas z# = z#(y") son la forma explicita del

mapeo ¢;; = 1; o qu’l.

68



Si la unién de dos atlas {(U;, ¢i)} v {(V},%;)} es de nuevo un atlas, entonces se
dice que éstos son atlas compatibles. La compatibilidad es una relaciéon de equivalen-
cia, la clase de equivalencia generada por la compatibilidad es llamada la estructura
diferenciable.

Sea f : M — N un mapeo de una variedad m-dimensional M hacia una variedad
n-dimensional N; i.e., M > p — f(p) € N .Consideremos las cartas (U, ) en M y
(V ) en N tales que p € Uy f(p) € V, entonces f tiene la siguiente representacién
coordenada

pofop:R™ = R" (A.1)
Si escribimos ¢(p) = {2} y ¥(f(p)) = {y*}, ¥ o f o ¢~ no es més que la funcién
vectorial usual y = ¢ o fo~!(x) de m variables. En la igualdad vectorial y = f(z),
f debe entenderse como la funcién 1) o f o p~! : R™ — R™; la igualdad y = f(x)
expresada en componentes es y* = f*(z#), donde f® son las componentes de la
funcién o fop !l : R™ — R Siy =1 o f oy (x), o simplemente y* = f(z#),
es C™ en z#(p) [i.e., en x = p(p)] se dice que f es diferenciable en p. Si f es
diferenciable en p, para todo p € M, entonces f es diferenciable, suave o C'*°.

Consideremos el caso particular en que N es R; i.e., funciones sobre M a los
reales, f: M — R. En la carta (U, ) la representacion coordenada de f estd dada
por fop~t: R™ — R. La funcién de f : M — R es diferenciable si fop™! : R™ — R
es C*°. Al conjunto de funciones diferenciables sobre M lo denotaremos por C*°(M).

Definicién A.3 Sea f: M — N un homeomorfismo y sean ¢ y 1 funciones coor-
denadas como se definid previamente. Si o fo ™! es invertible (esto es, existe un
mapeo po f~royp™!) ytantoy =P o fopl(x) comox = po floyp y) son C™,
entonces se dice que f es un difeomorfismo y que M es difeomorfo a N y viceversa,
M = N.

A.1.2. Vectores, 1-formas y tensores

A un vector en una variedad M podemos considerarlo como el vector tangente
a una cierta curva en M. Para definir un vector tangente necesitamos una curva
¢ : (a,b) - M y una funcién f : M — R. Sea t € (a,b) el parametro de la
curva y supongamos que t = 0 estd contenido en nuestro intervalo abierto (a,b). Es
importante destacar que la suposicién ¢t = 0 € (a,b) es sélo por sencillez, pues el
andlisis puede hacerse con cualquier ¢, fijo en el intervalo (a,b).

Definimos el vector tangente en ¢(0) como la derivada direccional de una funcién
f(c(t)) alo largo de la curva ¢(t) en t = 0. La razén de cambio de f(c(t)) ent =0
a lo largo de la curva es

dt —0
En términos de las coordenadas locales, ésta se convierte en
n
Of dat(c(t)) A3
Oxr  dt 0
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[La derivada 0f/dz" realmente significa O(f o ¢~ '(x))/dz".] En otras palabras,
df (c(t))/dt en t = 0 se obtiene aplicando el operador diferencial

X (2. (3o 220 "

a f y evaluar en t = 0. Esto es,

df (c(t))
dt

o (i> Flico = XAz (A.5)

ozt

A X|imp = X*|4=00/0x" lo definimos como un vector tangente a M en el punto
p = ¢(0). Este vector es tangente a la curva c¢(t) en t = 0.

Para ser mas formales, introducimos una clase de equivalencia de curvas en M.
Si dos curvas ¢1(t) y co(t) satisfacen

L. ¢1(0) = c2(0) =p

o dat(ci(t) _ da(ca(D))

dt =0 dt =0

c1(t) y c2(t) dan el mismo operador diferencial X en p, en tal caso definimos ¢;(t) ~
c2(t). Claramente ~ es una relacién de equivalencia y ésta define a las clases de
equivalencia. Identificamos el vector tangente X con la clase de curvas equivalentes

¢(0) = ¢(0), wlt:o = wymo} : (A.6)

Todas las clases de equivalencia de curvas en p € M, es decir, todos los vectores
tangentes en p, forman un espacio vectorial llamado el espacio tangente a M en p
y que denotaremos por T,M. Evidentemente, e, = 0, = 9/02z* (1 < p < m) son
los vectores base de T,M y dimT,M = dimM. El conjunto {e,} es llamado la base
coordenada; si un vector V. € T,M estd escrito como V = V*e,, los numeros V*
son llamados las componentes de V' con respecto a e,.

Asociado al espacio vectorial T}, M existe un espacio vectorial dual, Ty M, cuyos
elementos son funciones lineales de T, M en R. El espacio dual Ty M es llamado
espacio cotangente a M en p. A los elementos w € Ty M, w : T,M — R, se les conoce
como vectores duales, vectores cotangentes o, en el contexto de formas diferenciales,
como 1-formas. El ejemplo més sencillo de una 1-forma es la diferencial df de una
funcién f € C*°(M), definida por la siguiente accién sobre vectores V:

(df V):V[f]:V“ﬁGR (A.7)
’ Ozt ’ '
donde hemos usado que V = V#9/9z#. Claramente (df, V) es R-lineal tanto en V
como en f.
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Puesto que df se expresa en términos de las coordenadas = = ¢(p) como df =
(0f /Ox")dx", es natural considerar a {dz"} como una base de 7M. De (A.7) se
sigue que esta base satisface que

, 0 ox” .

A las bases de vectores y 1-formas que cumplen la anterior relacion se les llama bases
duales. Por consiguiente, {0/0z*} y {dx"} son bases duales. En la base {dz*} una
1-forma arbitraria w se escribe como

w = w,dz", (A.9)

donde las w), son las componentes de w. Dado un vector V.= V#9/0x* y una 1-forma
w = w,dr" cualesquiera, definimos el producto interno (, ) : Ty M xT,M — R como

(w, V) =w, V" <da:“, i> =w, V" =w, V" (A.10)

ox”

Noétese que (w, V) =w(V) = V(w).

Un tensor tipo (g,7) es un objeto multilineal que mapea ¢ elementos de My
r elementos de T, M en los reales. 7 M denota el conjunto de tensores tipo (q,7)
en p € M. Un elemento de 7,2, M se escribe en términos de las bases descritas
anteriormente como

T = TH1-Hqe a a

vi..-br 8x#1 T 61’/@

dx" ... dx"". (A.11)

Claramente esto es una funcion lineal de @7y M®"T,M — R. Sea V; = V/'0/0xz# (1 <
i < 1)y w =wydet (1 <i<gq). La accién de T sobre ellos nos da un nimero:

T(w...wp Vi Vo) =T My, o owgu, VI V. (A.12)

Vi...Up

Si un vector es asignado suavemente a cada punto de M, esto es llamado un
campo vectorial sobre M. En otras palabras, V es un campo vectorial si V[f]| €
C>°(M) para cualquier f € C°°(M). El conjunto de campos vectoriales sobre M es
denotado como x(M).Un campo vectorial X en p € M es denotado por X]|,, el cual
es un elemento de 7,,(A/). Similarmente, definimos un campo tensorial de tipo (g, r)
como la asignacién suave de un elemento de 7,9 (M) en cada punto de p € M. El
conjunto de campos tensoriales de tipo (g, ) sobre M es denotado por T2(M). Por
ejemplo, T;? es el conjunto de campos vectoriales duales, el cual también es denotado
por Q'(M) en el contexto de formas diferenciales; T (M) = C*(M) es el conjunto
de funciones continuas y suaves sobre M, que en el contexto de formas diferenciales
se escribe como Q°(M).
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A.1.3. Mapeos inducidos

Un mapeo suave f : M — N induce naturalmente una funcion f, llamado mapeo
diferencial,
fe: TpM — Tf(p)N. (Alg)

La forma explicita de f, se obtiene a partir de la definicion de vector tangente
como una derivada direccional a lo largo de una curva. Si g € C*°(N), entonces
gof € C>®(M). Un vector V € T,M actua sobre go f para dar un nimero V[go f].
Ahora definimos f,V € T, (N) por

£ Vgl = Vigo f] (A.14)
o, en términos de las cartas (U, @) sobre M y (V1) sobre N,
(fV)lgov™ (W) = Vigo fo o™ (z)] (A.15)

donde z = ¢(p) y y = ¥(f(p)). Sean V = VF9/0x* y f.V = W*0/Jy*. Entonces
(A.15) nos da

a a -1 _ w a -1
w a—ya[gow W) =Vrg lgo fop™(2)]. (A.16)
Si tomamos g = y“, obtenemos la relacién entre W< y V#,
W = V“i (). (A.17)
oxH

Note que la matriz (Jy®/0x*) no es otra cosa sino el Jacobiano del mapeo f :
M — N. El mapeo diferencial f, se extiende naturalmente a tensores del tipo (g, 0),
fe t Top(M) = Tl (N).

Un mapeo f: M — N también induce una funcion

Note que f, va en la misma direccién que f, mientras que f* va en el sentido
contrario, por tanto el nombre de pullback (mapeo retroceso). Si tomamos V € T, M
y w € T}‘(p)N, el pullback de w por f* estd definido por

(f'w, V) = (w, £V). (A.19)

La expresién en componentes de f* estd dada por la matriz Jacobiana (dy®/0x*):
la 1-forma W,dy® en T]f(p)N es mapeada a la 1-forma V,dz" en Ty M segin V), =
W, 0y“/0x*. El pullback f* se extiende naturalmente a tensores del tipo (0,7),
fr 7;,0f(p)(N> — 7:‘?p<M>'

Antes de terminar daremos la definicion de subvariedad de una variedad. También
daremos el significado de incrustacién (o encaje).

Definicién A.4 (Inmersion, subvariedad, incrustacion) Sea f: M — N un mapeo
suave en donde dimM < dimN.
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1. El mapeo f es llamado una inmersion de M sobre N si f, : T,M — Ty, N es
inyectivo (1:1), esto es, si rangof, = dimM.

2. El mapeo f es llamado una incrustacién si f es inyectivo y ademds es una
inmersion. La imagen f(M) es llamada una subvariedad de N.

Si f es una inmersion, f, mapea a T,M isomorficamente hacia un subespacio
vectorial de Ty,) N ya que rangof, = dimM.

A.1.4. Derivada de Lie

A continuacién daremos la definicién de derivada de Lie. Sean o(t,x) y 7(t, )
dos flujos generados por los campos vectoriales X y Y que satisfacen,

W = X"(o(s,x)) (A.20)
drh(t, x) “
— YH(7(t, z)). (A.21)

Ahora evaluemos el cambio del campo vectorial Y a lo largo de (s, x). Para hacer
esto, tenemos que comparar el vector Y en un punto x con éste en otro punto cercano
' = o.(x). Esto no se puede hacer tomando simplemente las diferencias entre las
componentes de Y en los distintos puntos ya que estos pertenecen a diferentes
espacios tangentes T, M y T,,_(»)M; la diferencia entre vectores en puntos diferentes
atn no se ha definido. Para definir una derivada que tenga sentido, primero debemos
mapear Y|, (z) hacia T, M mediante (0_.). : T5. ()M — T, M, después de esto,
tomamos la diferencia entre los vectores (0_.).Y |5.(z) ¥ Y|z, que pertenecen a T, M.
La derivada de Lie del campo vectorial Y a lo largo del flujo ¢ de X esta definida
por

1
LxY = lim —[(0_2). Yo, (@) — Yla] (A.22)

e—0 €

que también puede escribirse como
L1
LxY = lim ~[Ylo.) = (02): YL2]. (A.23)

Sea (U, ¢) una carta con coordenadas x y sean X = X*9/0z" y Y = Y+ 9 /OzH
dos campos vectoriales definidos en U. Entonces o.(x) tiene las coordenadas z* +
eX(z) y

Y|Js(x) = Y”(J?V +€Xy(l‘))6#|x+ex
[Y#(x) + e XH(2)0,Y " (2)]en]arex, (A.24)
donde {e,} = {0/0x"} es la base coordenada y 0, = 0/0z”. Si mapeamos este
vector definido en o.(z) hacia z mediante (o_.),, obtenemos

YH(z) + 6X’\(:c)8AY“(x)]8M [z7 — e X" (x)]e, s
= [Y¥(x) +eXM2)hY"(z)] [0, — €0, X" ()]e, .
= YH*(@)eul. +e[X"(2)0,Y"(x) — Y*(2)9,X"(x)]es|. + o(c?)(A.25)
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A partir de (A.22) y (A.25), encontramos que

ExY = (X"9,YY —Y"9,X")e,
= [XY], (A.26)

donde el paréntesis [X,Y] = XY — YX recibe el nombre de paréntesis de Lie.
Geométricamente, el paréntesis de Lie muestra la no-conmutatividad de dos flujos.

A.1.5. Formas diferenciales

Antes de definir lo que son las formas diferenciales, examinaremos la propiedad
de simetria de los tensores. La operacion de simetria sobre un tensor w € 7;OP(M )
estd definida por

Pw(‘/l,...,‘/;) ZW(Vp(l),...7Vp(r)) (A27)

donde los V; € T,M y P es un elemento de S,, el grupo simétrico de orden r.
Consideremos una base coordenada {e,} = {0/0z"}. La componente de w en esta
base es

W(eum cee 76u7-) = Wy pg...up- (A28)

Las componentes de Pw se obtienen a partir de la ecuacién (A.27), entonces

(A.29)

Pw(ey. .. en) = Wupyp@)-1pe)

Para un tensor general de tipo (g, r), las operaciones de simetria estan definidas para
q indices y r indices separadamente.
La operacién de simetrizacién S de w € T, (M) estd definido por

1
Sw = — Z Puw, (A.30)

mientras que la operacién de antisimetrizar A es

1
Aw = — > sgn(P)Puw, (A.31)

" PeS,

donde sgn(P) = 1 para permutaciones pares y —1 para permutaciones impares.
Sw es totalmente simétrico (esto es, PSw = Sw para cualquier P € S,) y Aw es
totalmente antisimétrico (PAw = sgn(P)Aw).

Definicién A.5 Una forma diferencial de orden r o r-forma es un tensor totalmente
antisimétrico de tipo (0,r).
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Definimos el producto cuna A de r 1-formas como el producto tensorial totalmente
antisimétrico

dx" ANdxt? N N datt = Z sgn(P)dx'r® @ dx'r® @ ... @ dxH'Pm . (A.32)

Pes,

Por ejemplo,

dzt Ndx” = d2" @ dx” — da¥ @ da* (A.33)
da Ndrt Adet = dat @ dat @ da¥ + do¥ @ da? ® dat
+ drt ®de” @ dv — dat @ dr” @ da”

— dr’ @ drt @ do* — drt @ do* @ da”. (A.34)

El producto cuna satisface que:
1. dax*r ANdxt2 A ... Adxt = 0 si algin indice p aparece al menos dos veces.
2. dz" Ndat? A LA dat = sgn(P)dat P A datre A LA datre).
3. dz" Ndz*> N ... N\ dx* es lineal en cada dz*.

Si denotamos el espacio vectorial de las r-formas en p € M por (M), el
conjunto de r-formas (A.32) forma una base para Q27 (M) y un elemento w € 7 (M)

se expande como

1
W = =W T AT NN dat (A.35)
r

donde wy, ,...., son totalmente antisimétricos.
También se puede definir el producto exterior de una g-forma y una r-forma
. T +r T 3 .
A QM) x (M) — QI (M). Sean w € QUM) y & € (M) por ejemplo; la
accién de la (g + r)-forma w A £ sobre (g + r) vectores estd definida por

1
WAV, Vgry) = il Y sgn(P)w(Veqy, - Vo) (Ve - Vegen),

" PESg4r
(A.36)
donde los V; € T,M. Si (¢ + r) > m, donde m es la dimensién de la variedad M
entonces, el producto cuna w A £ se anula.

Definicién A.6 La derivada exterior d. es un mapeo QU (M) — QY M) cuya
accion sobre una r-forma

1
w = ﬁwmm,_,urdx’“ Adxt? NN datt
esta definida por
1/ 0 y i i
dyw = ] %wmmur dx” N dx"t NN dat. (A.37)
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Una expresion que resulta ttil para la derivada exterior se obtiene como sigue.
Consideremos X = X*9/0zt, Y = Y"0/0z" € x(M) y w = w,dat € QY(M).
Entonces se puede ver que la combinacion

X[w(Y)] - YwX)] - w(X,Y]) = %(X”Y“ — XHY") (A.38)
es igual a dw(X,Y); es decir
dw(X,Y) = X[w(Y)] = Y[w(X)] — w([X,Y]). (A.39)

A.2. Geometria Riemanniana

A.2.1. Tensor métrico

En geometria euclideana, el producto interno entre dos vectores U y V esta da-
do por U -V = X" UV, donde U; y V; son las componentes de los vectores en
R™. En una variedad M, el producto interno en cada p € M esta definido en el
correspondiente espacio tangente 1),/ a través de una métrica.

Definicion A.7 Sea M una variedad diferenciable. Una métrica Riemanniana g en

M es un campo tensorial de tipo (0,2) en M que satisface lo siguiente en cada punto
pe M:

1. ¢,(U, V) =g,(V,U)
2. si g,(U, V) =0 para cualquier U € T,M, entonces V =0
3. 9,(U,U) >0, donde la igualdad se cumple sdlo cuando U = 0.

Aqui U,V € T,M y g, = g|,- Resumiendo, g, es una forma bilineal simétrica, no
degenerada y positiva definida.

Un campo tensorial g de tipo (0,2) es una métrica pseudo-Riemanniana si ésta
satisface (1) y (2).

En la seccién anterior hemos definido el producto interno entre un vector V &€
T,M y un vector dual w € TyM como un mapeo (, ) : TxM x T,M — R. Si existe
una métrica g, definimos el producto interno entre dos vectores U,V € T),M como
g,(U, V). Dado que g, es un mapeo de T, M @ T,M — R, entonces podemos definir
un mapeo lineal ¢,(U, ) : T,M — R, V — ¢,(U, V). Entonces g,(U, ) es identi-
ficado con una 1-forma wy € TyM. Anélogamente, w € oM induce V,, € T,M
mediante (w, U) = g(V,,U). Entonces, la métrica g, nos brinda un isomorfismo
entre T,M y T M.

Sea (U,1)) una carta en M y {z*} las coordenadas. Como g € T9(M), ésta se
expande en términos de dx* ® dx”¥ como

9p = Guv(p)da* ® da”. (A.40)
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Es comin considerar (g,,) como una matriz cuya entrada (u,v) es g,,. Como la
matriz (g,,) tiene rango maximal, ésta tiene una inversa denotada por (¢g"*) y por
tanto g,,9" = g™ guu = 5,’). El determinante det(g,,) lo denotaremos por g. Clara-
mente el determinante de la inversa estd dado por det(g") = g~'. El isomorfismo
entre T, M y T7M a través de la métrica es expresado por:

wy =907, U'=g"w,. (A.41)

También tenemos la anticuada definicién de métrica como una distancia infinite-
simal al cuadrado. Tomemos un dezplazamiento infinitesimal dx*0/0* € T,M y
metamoslo en g para obtener

0 0 o 0
2 = P da’—— ) =datda’g | —, — | = Pdax”
ds* =g (dm ax#,dx 0;)3”) dz"dx’ g ((’%ﬂ’ 0x”) gudztdx”. (A.42)

A la cantidad ds* = g, dxtdz” se le suele llamar elemento de linea y, en algunas
ocasiones, métrica (a pesar de que en un sentido estricto la métrica es un tensor
Gudr* @ dz”). Como (g,,) es una matriz simétrica, los eigenvalores son reales. Si g
es Riemanniana, todos los eigenvalores son estrictamente positivos y si g es pseudo-
Riemanniana, algunos de ellos pueden ser negativos. Si hay j eigenvalores positivos
e 1 eingenvalores negativos, el par (7, j) es llamado el indice de la métrica. Si i = —1,
la métrica es llamada una métrica de Lorentz.

Si una variedad diferenciable M es dotada de una métrica Riemanniana g, el
par (M,g) es llamado una wvariedad Riemanniana. Si g es una métrica pseudo-
Riemanniana, (M, g) es llamada una variedad pseudo-Riemanniana. Si g es Loren-
tziana, (M, g) es una variedad Lorentziana.

A.2.2. Conexién afin

Definicién A.8 Una conexion afin V es un mapeo V : x(M) x x(M) — x(M) o
(X,Y) = VY que satisface las siguientes condiciones:

Vx(Y+2Z) = VxY +VxZ (A.43)
VxivZ = VxZ+VyZ ( )
VixY = fVxY (A.45)
Vx(fY) = X[f]Y + fVxY (A.46)

donde f € C*(M) y X,Y,Z € x(M).

Consideremos una carta (U, ) con coordenadas = = ¢(p) en M, y definamos m?

funciones F’\W, llamados los coeficientes de conexion, como sigue

Ve, =Vee,= e, (A.A4T)

j7%
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donde {e,} = (0/0z") es la base coordenada en T, M. Los coeficientes de conexién
especifican como los vectores base cambian de un punto a otro. Una vez que la accién
de V sobre los vectores base esta definida, podemos calcular la accion de V sobre
cualesquiera vectores. Sean V = Ve, y W = W"e, elementos de T,M. Entonces

VvW = VV%H(WVGV)
= ViV, (W"e,)
= VH(e, [W"]e, + W'V, e,)
= v~ (aiey + W”eAF’\W>

OxH

A
_ ym (%V; + W’TAW) ex. (A.48)

Por definicion, V mapea los vectores V' y W a un nuevo vector Vi W, cuya
A-ésima componente es V“VuW)‘ donde
B oW

o Ozt

v,.wA + W, (A.49)

Note que VHW’\ es la A-ésima componente de un vector V,W = VMW)‘e,\.

A.2.3. Transporte paralelo y geodésicas

Dada un curva en una variedad M, podemos definir el transporte paralelo de un
vector a lo largo de una curva. Sea ¢ : (a,b) — M una curva en M. Por simplicidad,
asumimos que la imagen estd cubierta por una sola carta (U, ¢) cuyas coordenadas
son = = ¢(p). Sea X un campo vectorial definido a lo largo de ¢(t)

X|C(t) = XH(C(t))eu|c(t)a (A50)
donde e, = 0/0x". Si X satisface la condicién
VvX =0 para cualquier t € (a,b), (A.51)

donde V = d/dt = dx*(c(t))/dte,|cq es el vector tangente a c(t), se dice que X es
transportado paralelamente a lo largo de ¢(t). La condicién (A.51) en términos de
las componentes es

dz*(c(t)) 0X* L dx*(c(t))
dt Ozt e dt

X" =0. (A.52)
Si el mismo vector tangente V() es transportado paralelamente a lo largo de
c(t), es decir, si

VvV =0, (A.53)
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entonces la curva c(t) es llamada una geodésica. En una representacién coordenada,
la ecuacién de la geodésica (A.53) estd dada por

d?x? \ dzt dx”
_I_ JR—
dt? Hdt dt

donde {z*(t)} son las coordenadas de ¢(t). Es decir, una geodésica es una curva que
transporta paralelamente a su vector tangente.

=0, (A.54)

A.2.4. Derivada covariante de campos tensoriales

Como Vx tiene el significado de una derivada, es natural definir la derivada
covariante de f € C*°(M) como la derivada direccional X[f]; es decir:

Vxf = X[f]. (A.55)

Partiendo de que la ecuacién (A.46) es similar a la regla de Leibniz para la
derivada de un producto de funciones, esto es

Vx(fY) = X[f]Y + fVxY, (A.56)
ahora generalizamos para el caso de un producto de tensores:
Vx(Th @T5) = (VxTh) @ To + Th @ (VxT3), (A.57)

donde T7 y T, son campos tensoriales de tipo arbitrario. La regla de Leibniz es
valida también para cualquier contraccion de los indices; asi, tendremos por ejemplo
que Vx(w,Y*) = Vx(w,)Y* + w,Vx(Y*). Con estos requerimientos, calculamos
la derivada covariante de una 1-forma w € Q'(M). Como (w,Y) € C°°(M) para
Y € x(M), se cumple que

X[(w, V)] = Vx[(w, V)] = (Vxw,Y) + (w,VxY). (A.58)

Escribiendo ambos lados de la ecuaciéon anterior en términos de las componentes
encontramos

(Vxw), = X*0,w, — X”F’\Ww,\. (A.59)
En particular, para X = ¢, tenemos
(Vaw)y = Guw, — T, wy. (A.60)

Para w = dz*, obtenemos (cf(A.47))
V,dz" = —F”W\dx’\. (A.61)

A partir de los resultados anteriores podemos generalizar la derivada covariante
a tensores de cualquier tipo:

VVT)\l...)\p — (9VT AL Ap + F)\l Tﬁ)\z...)\p o+ F/\p T)\l...)\p_lﬁ

H1---Hg H1---Hq H1---Hq H1---Hq
Tk A1y Tk A1 Ap
%, Tt — T, T (A.62)
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A.2.5. Conexion métrica

Si a una variedad diferenciable la dotamos con una métrica, entonces podemos
restringir las posibles conexiones requiriendo que si dos vectores X y Y son trans-
portados paralelamente a lo largo de una curva cualquiera, entonces el producto
interno entre ellos, g(X,Y), permanezca constante bajo el transporte paralelo. Sea
V un vector tangente a una curva suave arbitraria a lo largo de la cual los vectores
son transportados paralelamente. Entonces tenemos

0= Vvg(X,Y)] = VI[(Vig)(X,Y) + g(V X, Y) + g(X, V,Y)]
= VEXPYY(V9) (A.63)

donde hemos utilizado que V"V, X = V*V,Y = 0 (por la definicién de transporte
paralelo). Como esto debe cumplirse para cualquier curva y vectores que transpor-
temos paralelamente a lo largo de ella, entonces

(V,ig),ﬂ, =0, (A.64)
que usando (A.62) para el caso de tensores tipo (0,2) queda como
NG — FRAugHV — "\ 9kn = 0. (A.65)

Si se satisface la ecuacién (A.64), la conexién afin V se dice que es compatible con la
métrica o simplemente una conexion métrica. Permutaciones ciclicas de los indices
(A, 1, ) nos dan

augw\ - F’Lyg,‘iA - F’L)\gm/ = 0 (A66)
g — Tngup — T gex = 0. (A.67)

La combinacién -(A.65)4(A.66)+(A.67) nos da
_8>\g;w + a,ugl/)\ + al/g)\u + T’;#gﬁl/ + T’;ygnu - 2FH(W/).QH>\ = 07 (A68)

donde 1%, = 2I', , = Iy, — I, vy I, = 5(I%,, + T%,). El tensor T%, es

antisimétrico con respecto a los indices inferiores (i.e., 7%, = —T7"%,) y es llamado
el tensor de torsion. El tensor de torsion se estudiara en detalle en la proxima
subseccién. La ecuacién (A.68) se puede resolver para 't 1o cual nos da

K K 1 K K
I y — MV} + §(Tuu + TM V)’ (A69)

(pv

donde {7} son los simbolos de Christoffel definidos por

1
ZV} = 591{)\(8#91/)\ + augu)\ - a)\g/w)- (A70)
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Finalmente, el coeficiente de conexion I' estda dado por

Mo = Ty + Ty

K 1 K K K
= ul/} + §(Tuu + Tu v + Tuy)' (A71)
El segundo término en (A.71) es llamado la contorsién, ésta se denota por KJ;,:

1
K _ K K K
K, = §(TW + T, + Tw). (A.72)

Una conexién V es llamada una conexion simétrica si el tensor de torsion se
anula. En la base coordenada, los coeficientes de conexién de una conexién simétrica
satisfacen

I, =T, (A.73)

Teorema A.1 (El teorema fundamental de la geometria (pseudo-)Riemanniana).
En una variedad (pseudo-)Riemanniana (M, g), existe una unica conexidn simétrica
que es compatible con la métrica g. Esta conexion es llamada conexion de Levi-
Civital.

La conexién de Levi-Civita es la conexién que se usa en la teoria de la RG. Los
coeficientes I de la conexién de Levi-Civita V son los simbolos de Christoffel:

1
M = () = 5970w + 0w — Org). (A.74)

Esto nos indica que si partimos de una conexién de Levi-Civita, entonces los coefi-
cientes de conexion, es decir los simbolos de Christoffel, quedaran determinados de
manera Unica por la métrica.

A.2.6. Curvatura

Antes de entrar de lleno a los temas que se estudiaran en esta seccion, daremos
una forma equivalente de ver a los tensores.

Como se recordard de la subseccién (A.1.2), un tensor es un mapeo @771, M ®"
T,M — R, es decir, un objeto multilineal que mapea ¢ elementos de T;M y r ele-
mentos de T, M en los reales; sin embargo, podemos interpretar a un tensor también
como un objeto lineal, que al actuar sobre un vector (o una 1-forma) nos devuelve
un tensor.

Por ejemplo, el tensor F : T,M x T,M — R podemos verlo como el mapeo lineal
F:T,M — T;M, donde F(¢) no es mas que la 1-forma F (v, -); i.e., F(7) = F(, -)
para todo v en T, M.

!Para ver la demostracién de este teorema consultar [Nakahara 2003]
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Definicién A.9 Definimos el tensor de torsion T : x(M) @ x(M) — x(M) y
tensor de curvatura Riemanniana (o tensor de Riemann) R : x(M) ® x(M)
X(M) — x(M) por:

el
®

T(X,Y)=VyY — VyX — [X,Y] (A.75)
R(X,Y,Z) = VxVyZ — VyVxZ — Vixy) Z. (A.76)

Es comun escribir R(X,Y)Z en lugar de R(X,Y, Z),para que R parezca como un
operador que actia sobre Z. T y R satisfacen:

T(X,Y) = -T(V,X), R(X,Y)Z = -R(Y,X)Z. (A.77)

Ya que T y R son tensores, necesitamos saber como actian sobre cualesquiera
vectores dados, esto se logra una vez que la accién de éstos sobre los vectores base
es conocida. Con respecto a la base coordenada {e,} y a la base dual {dz"}, las
componentes de estos tensores estan dadas por:

wa = <dx’\,T(eﬂ,el,)> = (d:c’\,VHel, — Ve, —leus el
= <d$)\, v#el/ - Vlle,lL) = <dI>\, Fn;weﬁ - Fnu;ﬁﬁ) = F),\ul/ - F)\I/,LL (A78)

y
. = (d2" R(ey,e,)en) = (da",V,V,ex — V,V,ex — V|, €ex)
= (da",V,V,er -V Vue,\> = (dz", V. (I", \en) — V,,(Fnu)pn»
= (da®, (9,1 ) )ey + T\, e — (0,17 ) )ey — T\ T,, ee)
S = (dz®, R(ey, en)en) = 9,1, — 9,1, + T, I, —T", I, . (A.79)

No es dificil verificar que:

A A K _ K
™, = -T — R, (A.80)

vy Apv Avp

Es importante notar que cuando utilizamos la conexién de Levi-Civita, el tensor
de curvatura Riemanniana, quedard determinado de manera tnica por la métrica.
Es decir, dada una métrica, la geometria de nuestro espacio-tiempo estard comple-
tamente determinada.

Considerando el tensor de curvatura Riemanniana, podemos construir nuevos
tensores mediante la contracciéon de indices. El tensor de Ricci R, es un tensor

definido por
R,, = {dx*, R(ex, e,)e,) = R (A.81)

es decir, mediante la contraccion de primer indice con el tercer indice en el tensor
de curvatura Riemanniana. Ahora, si tomamos el tensor de Ricci y lo contraemos
con la métrica g,, obtenemos el escalar de curvatura, que esta dado por

R=g"R,,. A.82
m

N2
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Utilizando el tensor de Ricci y el escalar de curvatura, podemos definir el tensor de
FEinstein como

1
Guu - R;uz - ERg/uw (A83)

Este tensor es de gran importancia en la teoria de la RG, ya que éste relaciona a la
geometria del espacio-tiempo con el tensor de energia-momento.

A.3. Gruposy Algebras de Lie

Un grupo de Lie es una variedad en la cual las operaciones del grupo, producto
e inverso, estan definidas. Los grupos de Lie tienen una vasta aplicacién en fisica. A
continuacion daremos los apectos geométricos de los grupos de Lie y las algebras de
Lie.

A.3.1. Grupos de Lie

Definiciéon A.10 Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable dotada con una
estructura de grupo tal que las operaciones de grupo

1. :GxG—=G, (91,92) = 91" 92
2. 1G>G, g—gt

son diferenciables.

Por simplicidad omitiremos el simbolo del producto; asi que a ¢ - g» lo escribiremos
como ¢;¢g2. Denotaremos con la letra e a la identidad en GG. La dimension del grupo
no es mas que la dimensién de la variedad que lo representa.

Un ejemplo de grupo de Lie es el grupo general lineal GL(n,R); i.e. el grupo de
las matrices reales de n X n con determinante no nulo. El producto de elementos
del grupo es simplemente la multiplicacién de matrices y la matriz identidad es el
elemento identidad del grupo. Las coordenadas de GL(n,R) estdn dadas por las n?
entradas de M = {x;;} en GL(n,R) que, genéricamente, son independientes y, por
tanto, el grupo tiene dimensién real n?. El grupo GL(n,R) es una subvariedad de
R™.

Interesantes subgrupos de GL(n,R) son el grupo ortogonal O(n), el grupo especial
lineal SL(n,R) y el grupo especial ortogonal SO(n) los cuales se definen como:

Om) = {MeGL(n,R)| MM =M M=1,) (A.84)
SL(n,R) = {M e GL(n,R)|det M =1} (A.85)
SO(n) = O(n)NSL(n,R), (A.86)

donde el superindice ! denota la transpuesta de una matriz.
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La relatividad especial no escapa a la presencia de grupos de Lie; por ejem-
plo, estéd el grupo de Lorentz O(1,3), que es el grupo de isometrias del espacio de
Minkowski, es decir, el conjunto de matrices

L ={M e GL(4,R)(Mz, My) = (z, )}, (A.87)

donde x y y son vectores en el espacio de Minkowski. La métrica del espacio de
Minkowski estd dada por n = diag(—1,1,1,1). En notacién matricial (z,y) = z'ny
y entonces

vy = (Mz)'n(My) = 2" M'nMy (A.88)

requiere que M'nM = n.

El grupo GL(n,C) es el conjunto de transformaciones lineales no-singulares en
C", las cuales son representadas por matrices no-singulares de n X n con entradas
complejas. Subgrupos de GL(n,C) son el grupo unitario U(n), el grupo especial
lineal SL(n,C) y el grupo especial unitario SU(n):

Un) = {MecGL(n,C| MM =M M=1} (A.89)
SL(n,C) = {M e GL(n,C)|det M =1} (A.90)
SU(n) = U(n)NSL(n,C), (A.91)

donde T es la conjugada Hermitiana de una matriz.

A.3.2. Algebras de Lie

Definicién A.11 Sean a y g elementos de un grupo de Lie G. La traslacion-derecha
R, : G — G y la traslacion-izquierda L, : G — G de g por a estan definidas por

R.g = ga (A.92)
L.g = ag. (A.93)

Los mapeos L, y R, son difeomorfismos de G en G, de manera que inducen mapeos
Lo : T,G — TogG y Rew @ TG — TyG. En adelante, sélo consideraremos trasla-
ciones izquierdas (el andlisis basado en las traslaciones derechas puede realizarse de
una manera similar al que se hard con traslaciones izquierdas).

Definicién A.12 Sea X un campo vectorial sobre un grupo de Lie G. Se dice que
X es un campo vectorial invariante-izquierdo si L. X|, = X]|4-

Un vector V € T,G define un tinico campo vectorial invariante-izquierdo Xy, en
todo G segun
Xv|y = LgV, geq. (A.94)

De hecho, puede verificarse que Xv|oy = LoV = (LoLy)V = LgLguV =
La*XV|g-
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Elinverso de lo anterior es cierto también: un campo vectorial invariante-izquierdo
X define un tnico vector V.= X|, € T.G. Denotemos el conjunto de campos
vectoriales invariantes-izquierdos en G por g. El mapeo T.G — g definido por
V — Xy es un isomorfismo y se sigue que el conjunto de campos vectoriales
invariantes-izquierdos es un espacio vectorial isomorfo a T.G. En particular tene-
mos que dimg = dimG.

Como g es un conjunto de campos vectoriales, éste es un subconjunto de x(G)
y entonces en g también esta definido el paréntesis de Lie. El conjunto g es cerrado
bajo el paréntesis de Lie: Dados g y ag = L,g en G, si aplicamos L,, al paréntesis
de Lie [X, Y] tenemos que

Lo X, Y|y = [LasXlgy Lo Yg) = [X, Y]|ag (A.95)

donde hemos utilizado la relacién f,[X,Y] = [f.X, f.Y] y que X y Y son campos
vectoriales invariantes-izquierdos. 2

Definicién A.13 El conjunto de campos vectoriales invariantes-izquierdos g con el
paréntesis de Lie [, | : g x g — g es llamada un algebra de Lie de un grupo de Lie
G.

Denotaremos el algebra de Lie de un cierto grupo de Lie mediante las mismas

letras del grupo sélo que con minusculas y negritas. Por ejemplo, so(n) es el dlgebra
de Lie del grupo SO(n).

A.3.3. Ecuaciones de estructura

Sea el conjunto de n vectores {Vy, Va,...,V,} una base de T.G donde n =
dimG. Asumiremos que el nimero n es finito. La base define un conjunto de n cam-
pos vectoriales invariantes-izquierdos linealmente independientes {X;, Xa, ..., X,,}
en cada punto g € G mediante X, |, = L, V. Nétese que el conjunto {X,} es un
marco base en todo G. Como [X,,, X, ]|, también es un elemento de g, entonces

(X, X,] = ¢ X, (A.96)

donde los coeficientes cuﬁ son llamados las constantes de estructura del grupo de Lie

G. Si G es, por ejemplo, un grupo de matrices, entonces el lado izquierdo de (A.96)
en g = e es precisamente el conmutador de las matrices V,, y V. Localmente, las
constantes de estructura determinan por completo a un grupo de Lie.

Introduzcamos una base dual a {X,} y denotémosla por {*}; (0*,X,) = 6~.
El conjunto {#*} es una base para las 1-formas invariantes-izquierdas. La base dual
satisface las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan,

1
do" = —5¢,,"6" A 0. (A.97)

2Estas relaciones pueden encontrarse en [Isham 1999].
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Esto puede verse directamente a partir de la ecuacién (A.39); en efecto:

dQ“(XW X)\) = XV[QN(XAH - X)\[QH(XV)] - eu([XlM X)\])
= X0 — Xl — 0(e,5XK) =~ (A.98)

La I-forma candnica o forma de Maurer-Cartan en G es la 1-forma 0 : T,G —
T.G valuada en el algebra de Lie:

0: X (Ly1).X=(L,),'X XeT,G. (A.99)

Teorema A.2 1. La 1-forma candnica 0 puede expandirse como
0=V,x0" (A.100)

donde {V,} es la base de T,G y {0"} es la base dual de T,*G.

2. La 1-forma candnica 0 satisface
1
d0+§[0/\9] =0 (A.101)
donde df =V, @ dd" y [0 N0 =[V,,V,]26" N6

La demostracién de este teorema se puede ver en [Nakahara 2003].

A.3.4. Accién de grupos de Lie sobre variedades

En fisica, un grupo de Lie a menudo aparece como el conjunto de transforma-
ciones que actian sobre una variedad. Por ejemplo, SO(3) es el grupo de rotaciones
en R3, mientras el grupo de Poincaré es el conjunto de transformaciones que actian
sobre el espacio de Minkowski. Para poder estudiar casos més generales, daremos la
forma en que un grupo de Lie acttia sobre una variedad M.

Definicién A.14 Sea G un grupo de Lie y M una variedad. La accion de G sobre M
es un mapeo diferenciable o : G X M — M que satisface las siguientes condiciones:

1. o(e,p) =p para cualquier p € M

2. o(g1,0(92,p)) = (9192, p)-

[Para simplificar notacién, con frecuencia se denota o(g,p) simplemente por gp. La
condicién (2) de la definicién anterior se escribe entonces como ¢1(g2p) = (g192)p-]

Definicién A.15 Sea G un grupo de Lie que actia sobre una variedad M mediante
oc:Gx M — M. La accion de o se dice que es:
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1. transitiva si, para cualesquiera py,ps € M, existe un elemento g € G tal que
U(g7p1> = P2,

2. libre si, todo elemento no-trivial g # e de G no tiene un punto fijo en M ; esto
es, si existe un elemento p € M tal que o(g,p) = p, entonces g debe ser el
elemento unidad e; y

3. efectiva si, el elemento unidad e € G es el unico elemento que define la accion
trivial en M, i.e. si o(g,p) = p para todo p € M, entonces g debe ser el
elemento unidad e.

Dado un punto p € M, la accién de G sobre p lleva a éste hacia diferentes puntos
en M. La orbita de p bajo la acciéon de o es el subconjunto de M definido por

Gp ={o(9,p)|g € G}. (A.102)

Si la accion de G sobre M es transitiva, la érbita de cualquier p € M es M. La
accion de G sobre cualquier orbita Gp es transitiva.

Definicién A.16 Sea G un grupo de Lie que actia sobre una variedad M. El grupo
de isotropia de p € M es un subgrupo de G definido por

H(p) ={g € Glo(g,p) = p}, (A.103)

H(p) también es llamado el estabilizador de p.

A.4. Hipersuperficies

En esta seccién debemos tener en cuenta que los indices griegos «, (... toman
valores en el espacio-tiempo, mientras que los indices latinos solo toman valores en
la parte espacial.

A.4.1. Hipersuperficies y 2-superficies

En una variedad espacio-tiempo 4-dimensional, una hipersuperficie es una sub-
variedad 3-dimensional que puede ser tipo-espacio, tipo-tiempo o nula. Se puede
seleccionar una hipersuperficie 2 poniendo una restriccién en las coordenadas como

O(2%) = 0, (A.104)

¢ = x%(y?), (A.105)

donde y* (a=1,2,3) son las coordenadas intrinsecas a la hipersuperficie. Notese que
las relaciones x(y®) describen curvas que estan contenidas en .
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Sabemos que el valor de ® cambia solamente en la direcciéon ortogonal a 3,
entonces el vector 9, es normal a la hipersuperficie. Con ayuda de este vector
normal, podemos definir una normal unitaria n, si la hipersuperficie es no nula.
Esta est4 definida de tal manera que

nn, = €, (A.106)

y requerimos que n® apunte en la direccién en la que ® crece, es decir n“0,P > 0.
Cuando la hipersuperficie es tipo-espacio o tipo-tiempo, la normal unitaria esta dada
por
€0,P

B g0, ® 0,P[1/2

La métrica intrinseca a la hipersuperficie ¥ se obtiene cuando restringimos la
métrica a desplazamientos confinados a la hipersuperficie. Recordando las ecuaciones
paramétricas x® = x%(y“), tenemos que los vectores

ox®

e A.108
= G (A.108)

Na

(A.107)

son tangentes a las curvas contenidas en Y. Esto implica que ejn, = 0 en el caso
no-nulo. Para desplazamientos dentro de X tenemos que

ox™ oxP
2 _ aj,.8 _ a b
dss, = gapdz®da” = g3 <8ya dy ) (_8yb dy )
= hgdy®dy’, (A.109)

donde
has = GaeCel (A.110)

es la métrica inducida o primera forma fundamental, de la hipersuperficie. Esta es
un escalar con respecto a las transformaciones de coordenadas z® — z® del espacio-
tiempo, pero se comporta como un tensor bajo las transformaciones de coordenadas
y* — y® de la hipersuperficie. Nos referiremos a tales objetos como 3-tensores.
Podemos dar una expresiéon® para la métrica inversa en el caso no-nulo, ésta es la
siguiente

¢ = enn’® + h“begef, (A.111)

donde A es la inversa de la métrica inducida.
Si la hipersuperficie 3 es no-nula, entonces

ds = |h|V2d3y, (A.112)

donde h = det[hy) es un elemento de volumen 3-dimensional invariante en la hiper-
superficie. Nos referiremos a d> como el elemento de superficie, para evitar confun-
dirlo con el elemento de volumen 4-dimensional \/—gd*z. Si utilizamos la normal

3A este tipo de relaciones se les llama relaciones de completez
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unitaria, podemos construir el elemento de superficie dirigido n,d> que apunta en
la direccién en la cual ® aumenta. Entonces podemos poner que el elemento de
superficie dirigido esta dado por

dY, = engdS (A.113)

cuando la hipersuperficie es no-nula.

Ahora consideraremos una 2-superficie metida en una hipersuperficie X tipo-
espacio 3-dimensional. La hipersuperficie estda descrita mediante una ecuacién de la
forma ®(z*) = 0, y por las relaciones paramétricas ®(y®); no o J,® es la normal
unitaria dirigida hacia el futuro y los vectores €2 = Jz%/0y® son tangentes a la
hipersuperficie. La métrica inducida en ¥ a partir de gog s hap = gapege, y las
relaciones de completez estan dadas por ¢g*? = —n®nf + h“beg‘ef . La 2-superficie S
como una subvariedad de ¥ estd descrita por una ecuacién de la forma ¢ (y*) = 0
y mediante las relaciones paramétricas y%(#*) en las cuales #* son las coordenadas
intrinsecas a S; r, o« 0,1 es la normal unitaria en la direccién saliente y los 3-
vectores e = 0y?/004 son tangentes a la 2-superficie S. La métrica inducida en
S a partir de hy, es o4 = habeje% y las relaciones de completez estan dadas por
het = rorb 4 gABed b,

Podemos ver que combinando las relaciones paramétricas y®(64) y x%(y*) pode-
mos obtener las relaciones %(64), que describen la manera en que S estd metida en
el espacio-tiempo 4-dimensional. Los vectores

o Oz*  Oz® 0y* o a
eA:E)@A:@y“aHA:e“eB (A.114)
son tangentes a S'y
r“=r%, ren®=0 (A.115)

es normal a S. El vector n® también es normal a S y tenemos que la 2-superficie
admite dos vectores normales: una normal tipo-tiempo n® y una normal tipo-espacio

7,.@

A.4.2. Calculo en hipersuperficies

Habiendo introducido el concepto de hipersuperficie 33, se puede pensar en cam-
pos tensoriales A% que estdn definidos solamente en Y v los cuales son tangentes
a la hipersuperficie. Tales tensores se pueden descomponer como

AP = Aol (A.116)

donde los vectores e = Jz®/0y” forman una base en X. La ecuacién (A.116) implica
que A%-n, = A*ng = ... = 0, lo cual confirma que A% es tangente a la
hipersuperficie. Es importante notar que siempre un tensor arbitrario 7% puede
ser proyectado hacia la hipersuperficie de tal manera que sélo sus componentes
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tangenciales sobrevivan. El objeto con el que podemos realizar la proyeccion es
heb = h“beg‘ebﬁ = ¢ —en“nP, entonces hfjhff...T“”‘" serd tangente a la hipersuperficie
3.

Las proyecciones

Agp.e%€)... = Amp.. = hamhpp... A™™" (A.117)

dan el 3-tensor A% asociado con A%’ los indices latinos se pueden bajar y subir
mediante el uso de hy, y h? respectivamente. Con las ecuaciones (A.116) y (A.117)
podemos ver la manera en que los campos tensoriales A%’ estdn relacionados de
manera equivalente a sus 3-tensores A%, Es importante notar que mientras A
se comporta como un tensor bajo una transformacién de coordenadas y* — y®
intrinsecas a X, éste es un escalar bajo la transformacién de coordenadas z® —
del espacio-tiempo.

De la geometria Riemanniana sabemos como derivar campos tensoriales de una
manera general. Ahora debemos ver cémo es posible derivar campos tensoriales
tangentes a la hipersuperficie. Lo que haremos sera relacionar la derivada covariante
de A%+ (con respecto a la conexién que es compatible con la métrica del espacio-
tiempo gap) con la derivada covariante de A%, definida en términos de una conexién
que es compatible con la métrica inducida h,p,. Restringiremos nuestro analisis al caso
de un campo vectorial tangente A%, tal que

A% = A%%, A%n, =0, A, = Age®. (A.118)

La generalizacion a 3-tensores de rangos més altos sera obvia.
Definiremos a la derivada covariante intrinseca de un 3-vector A, como la pro-
yeccién de V,Ag sobre la hipersuperficie:

D, Ay = Vo Agelel. (A.119)

Se puede demostrar que de la manera en que hemos definido D, Ay, ésta no es sino la
derivada covariante de A; definida de la manera usual en términos de una conexién
I'¢, que es compatible con la métrica hg,, entonces

DoAy = 9,4, — TS, A.. (A.120)

Debido a que la conexién es compatible con la métrica hg,, ésta se puede expresar
como

1
¢ = 5hcd(aahbd + Ophaa — Oghay). (A.121)

Por construccién, sabemos que las cantidades D, A, = VaAﬁeg‘ef son las com-

ponentes tangenciales del vector V,A%e%. Ahora trataremos de resolver la pregunta
acerca de cuando este vector tendra una componente normal, ya que su solucion
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nos llevard al concepto de curvatura extrinseca. Entonces, reescribamos V,A%e? co-
o o :

mo gﬁ V. A*ed y descompongamos la métrica en sus partes normales y tangenciales,

como en la ecuacién (A.111). Esto nos da

VaAﬁeg = (5nﬁnu + hbmefemM)VaA“eg
= c(nuVaAe)n® + W (V At e)er (A.122)

y de esta ecuacion podemos ver que el primer término corresponde a una direccién
normal a la hipersuperficie mientras que el segundo término esta en la direccion
tangente a ésta. Teniendo en cuenta que A* es ortogonal a n* y usando la ecuacién
(A.119) tenemos lo siguiente

VoAPed = —e(Von,Are)n® + h™ D, Ael
= D A% — cAY(Vaneled)n”. (A.123)

Ahora podemos definir a la curvatura extrinseca o sequnda forma fundamental de
la hipersuperficie > como el 3-tensor dado por

Ky = Vangegebﬁ. (A.124)
Reescribiendo en términos de la curvatura extrinseca obtenemos
VaAPed = D, Ab) — c AP K 4yn” (A.125)

de lo cual podemos ver que D, A® representa la parte tangencial del campo vectorial,
mientras que —eA®K;, representa la componente normal. De esta forma podemos
responder a nuestra pregunta: La componente normal se anula si y sélo si la curva-
tura extrinseca también se anula.

Si en la ecuacién (A.125) ponemos ef en lugar de A”, entonces A° = & y la
version 3-dimensional de la derivada covariante implican

Vaeped =T¢ e — eKynP. (A.126)

Esta es conocida como la ecuacién de Gauss- Weingarten.

La curvatura extrinseca tiene la propiedad de ser un 3-tensor simétrico, es decir
K. = Ky, el cual nos dice la manera en que la hipersuperficie estd metida en el
espacio-tiempo. La traza de la curvatura extrinseca es

K = h" K, = Van®. (A.127)

K es igual a la expansion de una congruencia de geodésicas que intersectan a la
hipersuperficie ortogonalmente (tal que su vector tangente es igual a n® en la hi-
persuperficie). A partir de este resultado podemos concluir que la hipersuperficie
es conveza si K > 0 (la congruencia diverge), o concava si K < 0 (la congruencia
converge).
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A.4.3. Ecuaciones de Gauss-Codazzi

Una vez que hemos presentado la métrica inducida y su derivada covariante
intrinseca asociada, podemos definir un tensor de curvatura intrinseco de la forma
siguiente

DyDyA® — DyD, A = RS, A%, (A.128)
donde R, es la versién 3-dimensional del tensor de Riemman y esta dado por
Ry, = 0y — O Ugy + T oy — 13T 0a (A.129)

A continuacién encontraremos una forma de expresar esta versiéon 3-dimensional en
términos del tensor de Riemann R}, 5 (que es la versién 4-dimensional) evaluado en
3.

Empezaremos por la siguiente igualdad

V., (Vaele)el =V, (T%el — e Kyn®)el, (A.130)
que se sigue de la ecuacion (A.126) Desarrollando el lado izquierdo tenemos que

Vo(Vaejed)el = V,Vaeyel ewvaebw

— V. Vaerelel + Vaep (I es — 5Kcan"‘)
— V., Vepelel + T4 (15,e” —5den )
—eK . Vaeln®. (A.131)

Ahora, si trabajamos el lado derecho obtenemos lo siguiente

v (deed eKgn)e] = V (Fabed) -V (5Kabn5)ez
= 0 Fabed + dev ede7 0. Kyn® — 5KabV7nBeZ
= OT4el 419,18 — eKoqn®) — €0, K yn”
—€KabV7n el. (A.132)

Igualando las ecuaciones obtenidas en (A.131), (A.132) y despejando el término
correspondiente a V Vaebe e] obtenemos

V. Vaejedel = 9.I%el + T4 (1% — eKogn®) — T (1% e — eKgn®)
— 0K yn® + e Koo Vaeyn® — e Koy VonPel. (A.133)

Realizando de manera similar los cdlculos anteriores para la ecuacion
Va(V,elel)ed = Vo (Iheh — e KynP)e?, (A.134)
encontramos que

VoV eleled = 9,0%eh + T4 (¢80 — eKuqn®) — T4, (T%e? — eKgn”)
—0, K n” + gKacheb nY —eK,Vnle ° (A.135)
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A continuacién haremos la diferencia entre la ecuacién (A.133)y la ecuacién (A.135),
esto nos dard la siguiente expresion
R eyetel = V., Vaeyedel —V, V. eyeled
= (0L — T )ey + (P Tey — ThTey)e?
+ e(T8Kaa — T4 Kea)n” + €(0.K oy — 0K ap)n”
+ (K Vane® — KyVnled) + (T Ky — T4 Kg)n”
= Rjeq+en’(Dakoy — DeKu)

+ e(KpVanlel — Ky V. nPel). (A.136)
Si en (A.136) cambiamos 5 <+ 1, y proyectamos a lo largo de e, obtenemos que la
relacion entre el tensor de Riemann 3-dimensional y el 4-dimensional estda dada por
Rpﬂ,yaegeereg‘ = Ripea + eK i Kyg — e K gy K og. (A.137)

Si ahora proyectamos a lo largo de n,, encontramos que
Ryugyacyeletnt = DyKy — DKo, (A.138)

A las ecuaciones (A.137) y (A.138), se les conoce como las ecuaciones de Gauss-
Codazzi.

Ahora obtendremos el escalar de Ricci evaluado en la hipersuperficie >. Tenemos
que el tensor de Ricci para el espacio-tiempo esta dado por

Raﬂ = g;u/ Rual/ﬁ

= (en'n” +h""el el ) Ruaus

= eRypn'n” + K" R aupeler (A.139)
luego contraemos con ¢ para obtener el escalar Ricci, entonces
R = ¢ Ras
= (en®n® + h®e%e)) (e Ryuawpnn” + K™ Ryuauzel e’
= 2eh™ R0 gneine) + B R q el eSelel. (A.140)

Ahora trabajaremos con el primer término del lado izquierdo de la ecuacion (A.140).
Desarrollando obtenemos lo siguiente
2€h“bRW,,5n”egn”ef = 2¢(g™ — sno‘nﬁ)Ruwﬁn“n”
= 2eR,,nM'"n", (A.141)
donde hemos usado que Ryal,gn“no‘n”nﬁ = (. Recordando la definicién del tensor de
Riemann, lo anterior se puede escribir como
2eR,n'n" = (2¢)(9*° Rappontn”)
= (2¢)(VsV,n’n” —V,Vgnn")
— 29)[V5(Von'n®) = V,(Vsnn®) + Vsn®V,n”
—V,nPVsn]. (A.142)
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Reescribiendo el término V,n?Vsn” tenemos lo siguiente:

Vyn’BV5n” = g“ﬁg"”vynavgno
= (en®n? + L) (enn” + h)(V,naVsn,)
= h*°h(V,naVane,)
= WPV, naeted)(Vangey )
= hh"" KoKy
= K"K, (A.143)

Regresando a la ecuacién (A.140), tenemos que el segundo término en ésta se puede
escribir, mediante el uso de (A.137), como

hR™M R et etee) = hh™(Ropany + &(KnaKpm — KpaKom))
CR + e(K"K,, — K?). (A.144)

Finalmente si juntamos los calculos realizados, el escalar de Ricci (4-dimensional)
evaluado en a hipersuperficie 3, estd dado por

R =R+ e(K* — KKqy) 4+ 2eVa(Ven*n® —n*Vgn). (A.145)
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