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INTRODUCCION

Las algebras de conglomerado son una clase de anillos conmutativos
que cuentan con un conjunto distinguido de generadores, llamados
variables de conglomerado, los cuales estan agrupados en conjuntos
no ajenos de la misma cardinalidad, llamados conglomerados, los con-
glomerados estan relacionados mediante una estructura combinatoria
adicional. Las algebras de conglomerado fueron introducidas alrededor
del ano 2001 por S. Fomin y A. Zelevinsky [7] como una herramien-
ta algebraica para el estudio de positividad total y bases canodnicas
en grupos de Lie semisimples. En los anos subsecuentes, fueron des-
cubiertas construcciones que involucran algebras de conglomerado en
varios contextos de las matematicas, incluyendo uno geométrico, de-
sarrollado por S. Fomin, M. Shapiro y D. Thurston en [5] y por S.
Fomin y D.Thurston en [6]. En diciembre del ano 2008, durante el
taller del Congreso Internacional sobre Algebras de Conglomerado y
Temas Relacionados (ICONCART por sus siglas en inglés) celebrado
en Morelia, D. Thurston impartié el curso Triangulated surfaces en el
que se abordé los principales aspectos sobre la construccion de algebras
de conglomerado a partir de superficies trianguladas. El presente traba-
jo esta basado en dicho curso y es mi manera de entender el contenido.
A continuacion, se explica el contenido de las secciones de la presente
tesina:

En la primera seccion, se introduce el concepto de laminacién en una
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superficie marcada, asi como las relaciones combinatorias que se ob-
tienen a partir de una laminacién y las triangulaciones de la superficie.
En la segunda seccion, se usa la relacion entre la geometria de la super-
ficie y la combinatoria dentro del espacio de Teichmiiller decorado para
obtener una realizaciéon positiva de un algebra de conglomerado. En la
tercera seccién, se definen complejos simpliciales asociados a superfi-
cies marcadas y se enuncian algunas de las propiedades de las algebras
de conglomerado que provienen de superficies. La cuarta y tltima sec-
cion, consta de algunos resultados relacionados con la descripcion de
las bases de las algebras de conglomerado construidas.

1. SUPERFICIES MARCADAS Y LAMINACIONES

En esta seccién se introducen los conceptos que nos serviran como
base para obtener algebras de conglomerado (de tipo de mutacién fini-
to) a partir de objetos geométricos, de igual modo, se presentan resul-
tados clasicos sobre laminaciones de superficies punteadas que serviran
como motivacién (“tropical”) para obtener &dlgebras de conglomera-
do de tipo geométrico, es decir, con coeficientes principales en algin
vértice.

Definicién 1.1. Una superficie punteada es una pareja (S, M),
donde S es una superficie de Riemann compacta, orientada, coneza,
con frontera 0S (posiblemente vacia) y M es un subconjunto finito
no vacio de puntos distinguidos de S que intersecta a cada compo-
nente conera de 0S. Llamaremos pinchaduras a los puntos de M
que pertenezcan al interior de S.

Definicién 1.2. Un arco (ordinario) v en (S, M) es una curva en S,
tal que

e [os puntos extremos de v son puntos de M;

® v no se autointersecta, o se autointersecta unicamente en puntos
extremos;

e a excepcion de sus puntos extremos, v es ajena a M y a 0S;

e v no puede ser deformada a un punto de M o en una curva en

0S.

Cada arco v es considerado salvo isotopia dentro de la clase de dichas
curvas. Denotaremos al conjunto de arcos en (S, M) por A°(S, M).

Nota 1.3. Llamaremos segmentos de la frontera a las curvas en 0S
que conectan a dos puntos marcados adyacentes en 0S. Denotaremos
al conjunto de arcos en la frontera por B(S, M); la cardinalidad de
B(S, M), denotada por c, es igual al nimero de puntos marcados en

0S.
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Definicién 1.4. Decimos que dos arcos en (S, M) son compatibles

st hay representantes en sus clases de isotopia que no se intersectan en
el interior de (S, M).

Definicién 1.5. Una triangulacion ideal T de (S, M) es una colec-
cton maximal de arcos compatibles, distintos dos a dos.

Nota 1.6. Los arcos de una triangulacion dividen a una superficie en
regiones llamadas triangulos ideales. Los tres lados de dichas regiones
no necesariamente son distintos como se muestra en la Figura 1. Us-
ando la formula de Euler, se pude ver que cada triangulacion consiste

de

n=6g+3b+3p+c—6
arcos, donde g es el género de S, b es el numero de componentes de
la frontera, p es el numero de puntos marcados y ¢ es el niumero de
puntos marcados en la frontera. Esta notacion permanecerd a lo largo
del presente trabajo.

FicuraA 1. Triangulo doblado.

Nota 1.7. Llamaremos tridngulos ordinarios a los tridngulos cuyos
tres lados son distintos.

Nota 1.8. Consideraremos unicamente superficies punteadas con al
menos una triangulacion sin tridngulos doblados.

Nota 1.9. Con la convencion hecha arriba, hemos excluido solamente
a las siguientes superficies punteadas:

e una esfera con una o dos pinchaduras;
o Un disco sin pinchaduras con uno o dos puntos marcados en su
frontera.

Nota 1.10. Por razones técnicas que serdn explicadas mds adelante,
supondremos también que (S, M) no es una esfera con tres pinchaduras.

Definicién 1.11. Un flip de un arco v de una triangulacion T, es
una transformacion de T que remueve al arco v y lo remplaza por un
(unico) arco diferente 7', que junto con los otros arcos de T forman
una nueva triangulacion ideal p,(T) =T".

Observaciéon 1.12. No es posible realizar un flip en un arco que pertenez-
ca a un tridngulo doblado.



FiGuraA 2. Flip en el arco 7.

Proposicién 1.13. Dada una triangulacion ideal T y v un arco de T,
se tienen que p(T") =T, mds aun, cualesquiera dos triangulaciones
T yT' de (S, M) estin relacionadas por una sucesion de flips.

La proposicién anterior muestra que las triangulaciénes junto con lo
flips, tienen un comportamiento analogo al de las semillas de un algebra
de conglomerado junto con las mutaciones.

Definicién 1.14. Una laminacién L en una superficie punteada (S, M),
es una coleccion finita de curvas que no se intersectan a st mismas ni
se intersectan dos a dos, salvo isotopia relativa a M, sujetas a las sigu-
tentes restricciones. Cada curva debe ser alguna de las siguientes:

e una curva cerrada, que no es frontera de un disco con una o sin
pinchaduras;

e una curva que conecta a dos puntos de S\ M, que no es isotdpica
a una curva en 0S que no contiene o contiene solo un punto
marcado;

e una curva que comienza en un punto de S\ M y que en su otro
extremo converge a modo de espiral a un punto de M ;

e una curva cuyos extremos convergen a modo de espiral a puntos
de M (no necesariamente distintos).

Definicién 1.15. Una laminacion L en una superficie (S, M) define
una “medida”’ en el conjunto de todos los arcos en (S, M) dada por:

(1) pr(y) = min [{y N L},

donde el minimo esta considerado sobre todos los representantes en las
clases de isotopia.

Lema 1.16. Sean «, (3, v,6 € A°(S,M) U B(S,M) arcos o seg-

mentos de la frontera (no necesariamente distintos) que forman un

cuadrildatero; asumimos que los lados del cuadrildtero, en listados en

orden ciclico, son o, B, v,d. Sean n y 0 las diagonales del cuadrildtero.
Entonces la siguiente identidad se satisface:

pr(n) + pe(0) = max{pr (@) + pr(v), pr(B) + po(0)}



FicguraA 3. Cuadrilateros relacionados por un flip.

Podemos introducir coordenadas a una laminacién en una superficie
punteada (S, M), utilizando la nocién de coordenadas de corte (Shear
coordinates) introducida por W. Thurston.

Definicién 1.17. Sea L una laminacion en una superficie punteada
(S, M) y sea T una triangulacion ideal sin tridangulos doblados, para
cada arco v en T, la correspondiente coordenada de corte de L con
respecto a T, denotada por by (v;T), se define como la suma de las con-
tribuciones de todas las intersecciones de curvas en L con el arco ~y;
cada interseccion contribuye con +1 (resp., —1) a bp(v;T) si el corre-
spondiente segmento de curva en L corta al cuadrildtero rodeando a vy
por la izquierda (S es orientable), como se muestra en la Figura 4 (re-
sp., por la derecha). Es importante notar que ain en el caso en que un
arco de L converja a modo de espiral, el nimero de intersecciones que
contribuyen al cdlculo de by, (y,T) es finito. Un ejemplo en un hexdgono
punteado se muestra en la Figura 5.

F1GURA 4. Posibles intersecciones que contribuyen a by (v; 7).

A continuacién presentamos dos resultados importantes relacionados
con las coordenadas de corte. El primero, de W. Thurston, muestra que
las coordenadas de corte guardan, de algiin modo, toda la informacién
de una laminacién; el segundo, relaciona las coordenadas de corte de
triangulaciones relacionadas mediante un flip con las mutaciones de
matrices.



FicurA 5. Coordenadas de corte de una triangulacion
de un hexagono con una pinchadura.

Proposicién 1.18. Dada una superficie punteada (S, M) y una trian-
gulacion ideal T = (A;)P,, las coordenadas de corte by (A;;T) deter-
minan a L salvo anadir o remover curvas alrededor de puntos de M,
sujetas a la condicion: si Ay, ..., Ay son arcos alrededor de un punto
marcado, contando multzplzczdades entonces XF_.br(A;; T) = 0.

Lema 1.19. (Ver[5, Lemma 9.20] o [4, Section 3.1]) Dados dos cuadrildteros
como en la Figura 3, se tiene que

br(0,T") = —br(n;T)

br(a,T') = br(a;T) +méx(br(n; T),0)
(2) bo(B,T")  =0br(B;T) + méx(br(n; T),0)

br(v,T") = br(y; T) 4+ mdx (b (n; T),0)

br(0,T")  =br(0;T) 4+ méx(by(n;7T),0)

2. GEOMETRIA HIPERBOLICA Y COORDENADAS LAMBDA

A fin de obtener una realizacién positiva de un algebra de conglom-
erado normalizada de tipo geométrico, es necesario dotar a nuestras
superficies de una estructura hiperbdlica.

Definicién 2.1. Dada una superficie punteada (S, M), el espacio de
Teichmiiller T (S, M) es el espacio de métricas en S\ M con las
siguientes propiedades:

e son hiperbolicas, es decir, tienen curvatura constante igual a
—1;

e tienen frontera geodésica en la 0S \ M;

e S\ M es completo y tiene drea finita.

A los puntos o € T(S, M) los llamaremos estructuras hiperbdlicas.
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Nota 2.2. Las métricas de T (S, M) tienen cispides en los puntos de
M, que en este contexto llamaremos puntos ideales. Nuestras restric-
ciones acerca de (S, M) (ver Nota 1.8) garantizan que T (S, M) es no
vacio y tiene mds de un punto.

Definicién 2.3. Dada una estructura hiperbdlica en S\ M, un horo-
ciclo alrededor de un punto ideal p es una curva ortogonal a cadea
geodésica que pasa por p. Si bien una punto ideal se encuentra infini-
tamente lejos de cualquier punto en la superficie, podemos pensar a un

horociclo como un conjunto de puntos que equidista de un punto ideal
(ver Figura 6).

FicurA 6. Un horociclo al rededor de un punto ideal.

Nota 2.4. Los horociclos al rededor de puntos ideales que provienen
de pinchaduras, son curvas cerradas simples (ver [4, p.p. 664, 665]).

Definicién 2.5. El espacio de Teichmiiller decorado T(S, M) de
(S, M) es una estructura hiperbolica en T (S, M) junto con una eleccion
de horociclos, uno alrededor de cada punto ideal.

Definicién 2.6. (Penner) Para un arco v en (S, M), o un segmento
de la frontera en B(S, M) (ver Nota 1.3), y una estructura hiperbdlica
o € T(S,M) la longitud l,(v) de v con respecto a o es la distancia
entre las intersecciones de v, y los horociclos alrededor de los extremos
de 7y, donde 7, es la representacion geodésica de vy (relativa a o). La
distancia es positiva si los horociclos no se intersectan, de lo contrario
es negativa.

La longitud lambda () = A\, () de v se define como

(3) A(y) = exp(l(7)/2)

Definicién 2.7. Sea A un dlgebra de conglomerado de tipo geométrico
de rango n sobre un semicampo Trop(q; : @ € I), sea E la grdfica
n-regular subyacente y sean x(t) = (w4(t))j=, los conglomerados para
t € E. Una realizacion positiva de A es un espacio topoldogico T
Junto con una coleccion de funciones T;(t) : T — Rso (resp., G; :
T — Ry representando cada variable de conglomerado x;(t) (resp.,
cada coeficiente q;) tales que:

e [as funciones satisfacen las relaciones de intercambio apropiadas;



e para cada t € E, el mapeo

(4) [Tz x[a: T — RS
j=1

i€l
es un homeomorfismo.

Para cualquier arco o segmento de la frontera v podemos ver a la
longitud lambda
A(y) 10— As(7)

como una funcién real valuada del espacio de Teichmiiller decorado

T (S, M), mas atin, se tienen los siguientes resultados.

Teorema 2.8. (Ver [10, Theorems 5.8, 5.10] Para cualquier tirangu-
lacion ideal T de (S, M) sin tridngulos doblados, el mapeo

I A7 M) — R
~yETUB(S,M)

es un homeomorfismo.

Lema 2.9. (Relacion de Ptolomeo [9, Proposition 2.6(a)]) Sean o, 3, 7,9 €
A°(S, M) U B(S, M) arcos o segmentos de la frontera (no necesaria-
mente distintos) que forman un cuadrildtero; asumimos que los lados

del cuadrildtero, en listados en orden ciclico, son o, [, v,d. Sean n

y 0 las diagonales del cuadrildtero; ver Figura 3. Entonces, las corre-
spondientes longitudes lambda satisfacen la relacion de Ptolomeo

(5) AMAG) = A@)A(y) + AB)A(9)-

Ficura 7. Relacién de Ptolomeo.

Observacion 2.10. Con base en los ultimos dos resultados y la Proposi-
cion 1.13 estamos cerca de obtener una ralizacion positiva de un dlgebra
de conglomerado: podemos pensar a las triangulaciones como las semi-
llas, a los flips como mutaciones, al semicampo tropical P generado por
las longitudes lambda de los segmentos en la frontera como semicampo
de coeficientes, al campo generado sobre P por las longitudes lambda
de los arcos en una triangulacion inicial sin triangulos doblados como
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campo base, a las longitudes lambda de los segmentos en la frontera
y de los arcos de cada triangulacion como coeficientes y variables de
conglomerado, respectivamente. Aun es necesario obtener una matriz
de intercambio, asi como adaptar nuestros resultados a las triangu-
laciones con triangulos doblados; esto lo realizaremos en la siguiente
seccion.

A continuacién introducimos las coordenadas de corte para un arcos
usando el espacio de Teichmiiller decorado, en este caso, los niimeros
que obtendremos seran reales, no necesariamente nimeros naturales,
como en la secciéon anterior, mas aun, dichas coordenadas seran inter-
pretadas como los coeficientes, pues se vera que cumplen con la regla de
mutacién de coeficientes de un algebra de conglomerado renormalizada

(Ver [6, Section 17]).

Definicién 2.11. Sea 0 € T(S, M) una estructura hiperbolica y sean
a, 3,7 y o los lados de un cuadrildtero ideal y sea 1 una de sus diago-
nales como se muestra en la Figura 8, la coordenada de corte de n
con respecto a sigma, €s la razon cruzada siguiente:

Ao
(6) To(n) = N (B0 (6)

para cualquier o' € T(S, M) que levante a o (T, esta bien definida,
ver [6, Section 9]). Usaremos la notacion T,(n;T) cuando los arcos
considerados pertenecen a una triangulacion fija T de (S, M).

N
o

o

FicurA 8. Cuadrilatero ideal con una diagonal.

Lema 2.12. Dada una triangulacion T = (A;)i_, de una superficie
marcada (S, M), sea T" la triangulacion de (S, M) que se obtiene me-
diante un flip en el arco n, remplazandolo por el arco 0, entonces las
coordenadas de corte de de un cuadrildtero como el de la Figura 8, con
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respecto a T y T estdn relacionadas como sigue:

To(0;T") =To(n; 7)™

To(a; T) = To(a; T)(1 + To(n; T))
To(8;T) =To(B; 7)1+ To(n; T)~H) !
To(v:T) =To(v:T)A+To(n; T))
To(6:T) =To(6T) A+ To(n; 7))

Podemos hacer la siguiente comparacion del contexto tropical y del
contexto geométrico:

Tropical Geométrico
Laminaciones sin lazos rodeando Espacio de Teichmiiller
puntos marcados T(S, M)
coordenadas de corte coordenadas de corte
Laminaciones Espacio de Teichmiiller decorado 7 (.S, M)
longitudes usuales longitudes A

3. CONSTRUCCION DE ALGEBRAS DE CONGLOMERADO A PARTIR
DE SUPERFICIES

En esta seccion se construyen dlgebras de conglomerado a partir de
superficies. Estas algebras resultaran ser independientes de la eleccién
de coeficientes y de clase de mutacién finita; asi mismo clasificamos
a los complejos de conglomerado correspondientes por su crecimiento
(polinomial o exponencial). Dicha construccién se presenta en [5].

Definicién 3.1. El complejo de arcos A(S, M) de (S, M) es el com-
plejo simplicial cuyos vértices son los arcos en (S, M); los simplejos son
colecciones de arcos compatibles (distintos); sus simplejos mdximos son
las triangulaciones ideales.

Observacién 3.2. Las aristas (1-simplejos) de A°(S, M) conectan
pares de arcos compatibles.

Definicién 3.3. La grdfica de triangulaciones E°(S, M) de (S, M)
es la grdafica dual de A°(S, M).

Observacion 3.4. Los vértices de E°(S, M) son triangulaciones de
(S, M), las aristas conectan triangulaciones relacionadas por un flip.

Ejemplo 3.5. En la Figura 9 y Figura 10 mostramos el complejo de
arcos de un pentdagono sin pinchaduras y un triangulo con una pin-
chadura, respectivamente.
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Ejemplo 3.6. En la Figura 11 y Figura 12 mostramos la grdfica de
triangulaciones de un pentdagono sin pinchaduras y un tridngulo con
una pinchadura, respectivamente.

D

e

GE
L
TN

FicurA 9. A°(S, M) de un pentdgono sin pinchaduras.

Fiaura 10. A°(S, M) de un tridngulo con una pinchadura.

Ejemplo 3.7. En la Figura 13 se muestran el complejo de arcos y la
grdfica de triangulaciones para un disco con dos puntos marcados en la
frontera y una pinchadura.

A continuacién presentamos dos resultados estructurales de A°(.S, M).

Teorema 3.8. (Ver [5, Theorem 7.9]) El complejo de arcos A°(S, M)
es una seudo-variedad con frontera, es decir, cada (n-1)-simplejo esta
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FIiGura 11. E°(S, M) de un pentdgono sin pinchaduras.

Aé\
A B,
Y

Fiaura 12. E°(S, M) de un tridngulo con una pinchaduras.

=0 o N
ol to ¥

Firaura 13. A°(S, M) y E°(S, M) de un disco con dos
puntos marcados en la frontera y una pinchadura.

D l@'\

A,

> \»

contenido en uno o dos n-simplejos, donde n el la mdrima dimension
de un simplejo.

Teorema 3.9. (Ver [8]) El complejo de arcos A°(S, M) es contraible
si (S, M) no es un poligono, es decir S no es un disco o M ¢ 95S.
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Definicién 3.10. Para una triangulacion T de una superficie punteada
(S, M), denotamos por I'r al carcaj asociado a T, que se obtiene de
dicha triangulacion mediante el siguiente algoritmo:

e numeramos los arcos (ordinarios) de T' con los nimeros 1,...,n;

e colocamos un vértice en I'r por cada arco (ordinario) en T, nu-
meramos a los vértices de iqual modo que a los arcos;

® si1 Yy J son arcos de un triangulo ordinario en T', colocamos una
flecha del vértice © al vértice j si el arco j es inmediato al arco @
en sentido de las manecillas del relog;

e si los arcos i y j son lados de un triangulo doblado, e i esta
rodeado por el lazo j, entonces, por cada felcha k — j colocamos
una flecha k — @, y para cada flecha j — k colocamos una
flecha i — k;

e climinamos los 2-ciclos.

En la Figura 14 se muestra el carcaj asociado de algunas triangula-
ciones, relacionadas mediante flips, de un triangulo con una pinchadu-
ra.

FicuraA 14. El carcaj asociado a triangulaciones de un
triangulo con una pinchadura.

Lema 3.11. (Ver [6, Lemma 6.6]) Sean «,f,v,n,0 € A°(S,M) U
B(S, M) como se muestran en la Figura 3, es decir, o y B son frontera
de un disco con una pinchadura p y dos puntos marcados en la frontera;
0 y v conectan a p con los puntos marcados en la frontera; n es un lazo
que encierra a vy. Entonces

(7) AMAO) = Ma)A(y) + A(B)A(Y).

Definicién 3.12. Para o € T (S, M) una estructura hiperbdlica para
(S, M), p € M una pinchadura y h un horociclo al rededor de p, sea
L(h) la longitud de horociclo, es decir, la longitud de h como curva.

Definicién 3.13. Dos horociclos h, h' al rededor de un punto ideal p
son conjugados si L(h)L(h') = 1.

Lema 3.14. (Ver [10, Lemma 4.4]) Dadas o € T (S, M) una estructura
hiperbdlica, sean a,b,c € M puntos ideales, sean «, 3,y € A°(S, M) U
B(S, M) que conectan a los puntos ideales, o es opuesto a a, 5 a by
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(s}
PN
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5

F1GURA 15. Arcos en un disco con dos puntos marcados
en la frontera y una pinchadura.

v a c, y sea h, un horociclo al rededor de a, entonces se satisface la
siguiente identidad:

Aa)
AB)A(Y)
Corolario 3.15. En un disco con un punto marcado en la frontera y

una pinchadura p, sea o un arco que conecta a los puntos marcados y
B el lazo que es frontera del disco, ver Figura 16. Entonces

0 L(hy) = (“O“)Q)_l.

(8) L(hq) =

A(B)

F1GUurA 16. Un horociclo al rededor p.

Corolario 3.16. En la misma situacion que el lema anterior, sea h;,
un horociclo al rededor de p conjugado a h,,, denotamos por (') a la
longitud lambda del arco o con respecto a h;,, entonces:

(10) AB) = M)A ().
Demostracion. Por el Corolario 3.15 que L(hp)—l — _’\/\((aﬁ); y L(h;,)—l _
’\/5?5)) , multiplicando las ecuaciones obtenemos que
1 M)A
A(B)?
como todas las longitudes lambda son positivas se sigue el resultado.
O

Definicién 3.17. Un arco etiquetado en (S, M) es un arco vy con
uno o sus dos extremos decorados por una etiqueta tal que:

1= L(h,) " L(1})
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e v no es un lazo que es frontera de un disco con un punto marcado
en la frontera y una pinchadura;

e si los dos extremos de vy coinciden, entonces ambos extremos
estan etiquetados o mninguno esta etiquetado;

e los extremos de arcos que terminan en la frontera no estan eti-
quetados.

Denotamos al conjunto de arcos etiquetados como A™(S, M)

Definicién 3.18. Dado un arco vy en (S, M) lo representamos por un
nuevo arco T(7y) , como sigue. Si vy no es un lazo que es frontera de
un disco con un punto marcado en la frontera con una pinchadura,
entonces T(7y) es vy, en caso contrario, sea a el punto base del lazo 7,
sea b, ver Figura 17; dado que hemos asumido que (S, M) no es una
esfera con tres pinchaduras (Nota 1.10), hay un inico disco con esta
propiedad. Sea [ el unico arco conectando a b con a compatible con 7.
Entonces T(y) se obtiene de [ al etiquetar en el extremo que termina
en a.

b
" T(V)T

a

FicurA 17. Representando un lazo que es frontera de
un disco con una pinchadura por un arco etiquetado.

Definicién 3.19. Decimos que dos arcos etiquetados o y 3 son compa-
tibles si:

e si sus versiones sin etiqueta son compatibles;
e cn caso de que o y B compartan un punto extremo p, entonces
la etiqueta en p de alpha es la misma que la de (.

Definicién 3.20. Una triangulacén etiquetada de (S, M) es una
coleccion maximal de arcos etiquetados compatibles, distintos dos a dos.

Definicién 3.21. El complejo de arcos etiquetado A™(S, M) es el
complejo simplicial que tiene como vértices a los arcos etiquetados y co-
mo simplejos a colecciones de arcos etiquetados compatibles. Asi mismo

la grdfica de triangulaciones etiquetadas E™(S, M) es la grdfica
dual de A™(S, M).

Ejemplo 3.22. A continuacion, en la figura 18, mostramos el complejo
de arcos etiquetado y la grdfica de triangulaciones para un disco con
dos puntos marcados en la frontera y una pinchadura.
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AX(S, M)

Ficgura 18. A¥(S, M) y E¥(S, M) para un disco con
dos puntos marcados en la frontera y una pinchadura.

Teorema 3.23. (Ver [5, Theorem 7.11]) Si S no es una superficie cer-
rada con una o dos pinchaduras, entonces hay dlgebras de conglomerado
A(S, M) con grifica de intercambio E™(S, M), semillas las triangula-
ciones, mutaciones los flips, B-matriz la matriz B(T) y complejo de
conglomerado A™(S, M).

Teorema 3.24. (Ver [5, Theorems 10.1, 10.2])El complejo de arcos
A™(S, M) es contraible, a excepcion de que S sea una superficie cerra-
da, en cuyo caso AX(S, M) = SIMI=1 g esfera de dimension |M|—1, o
(S, M) es de tipo finito. En particular A™(S, M) conexo o simplemente
conexo, a excepcion de que S sea cerrada y |M| sea 1 o 2, respectiva-
mente.

Teorema 3.25. (Ver [3, Theorem 6.1]) Todas, salvo un nimero finito,
las dlgebras de conglomerado con una matriz de intercambio de tipo de
mutacion finito son:

e de rango dos;
e provenientes de una superficie puntada.

Las excepciones son las siguientes:

e los diagramas de Dynkin Es, F7, Fg;
e [os diagramas de Dynkin afines Fg, F;, Fg;

e [os diagramas de Dynkin afines extendidos Eél’l), ES’”, Eél’l);
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e los siguientes diagramas:
X6/ ® ) \
[ J / \./ \ [ ]

N\
VAN

Definicién 3.26. Un dlgebra de conglomerado tiene crecimiento poli-
nomaal si el numero de semillas distintas que se pueden obtener a
partir de una semilla inicial fija componiendo a lo mds k mutaciones,
estd acotado superiormente por una funcion polinomial de k; si dicha
funcion es lineal, cuadrdtica o cubica se dird que el crecimiento es lin-
eal, cuadrdatico o cubico, respectivamente. Un dalgebra de conglomerado
tiene crecimiento exponencial si el nimero de semillas distintas
que se pueden obtener a partir de una semilla inicial fija componiendo
a lo mds k mutaciones, estd acotado inferiormente por una funcion
exponencial de k.

Teorema 3.27. (Ver [5, Proposition 11.1]) Si A(S, M) es de crec-
imiento polinomial entonces (S, M) es de la siguiente forma:

e un poligono de n+3 lados sin pinchaduras, en cuyo caso el dlgebra
es de tipo finito A, ;

e un poligono de n lados con una pinchadura, en cuyo caso el dlge-
bra es de tipo finito D,,;

e un anillo sin pinchaduras, en cuyo caso el dlgebra tiene crec-
imiento lineal, es de tipo flnym;

e un anillo con una pinchadura, en cuyo caso el dlgebra tiene crec-
imiento lineal, es de tipo D,;

e ¢l caso en que el crecimiento es cuadrdtico o ciubico se puede en
listar explicitamente;

En cualquier otro caso el crecimiento es exponencial.

4. BASES POSITIVAS Y CANONICAS

Hemos logrado asociar a cada superficie punteada (S, M) un algebra
de conglomerado A(S, M), asi como una ralizacién positiva de A(S, M)
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en el anillo de coordenadas T (S, M). En esta seccién se obtendra més
informacién del dlgebra A(S, M) a partir de la geometria de la super-
ficie. Segin comunicacién privada con Dylan Thurston, el material de
ésta seccion serd incluida en una futura version del trabajo de S. Fomin
y D. Thurston.

Definicién 4.1. Una multi-curva C en (S, M) es una coleccion de
circulos e intervalos mapeados en S tales que
e [os extremos de los intervalos yacen en M;

e [a imagen del interior de los intervalos son ajenos a M y a 0S.

Nota 4.2. En la definicion anterior se permiten las intersecciones; en
caso de que las curvas se intersecten llamamos a la multi-curva simple.

Ejemplo 4.3. A continuacion mostramos una superficie punteada,
Junto con una multi-curva.

.
-
N

Ficura 19. Multi-curva.

Definicién 4.4. La longitud lambda de una multi-curva C' con re-

specto a una métrica hiperbolica decorada o € 7~‘(S, M) se define como
sigue:

e 51 C es la imdgen de un intervalo, entonces
Ao (C) = exp!=(@)/2

(longitud ligma entre las intersecciones con los horociclos ver
2.6);
e si C es la imdgen de una circunferencia, entonces

Ao_ (C) = explU(C)/2 + eXp_lU(C)/2

(longitud 1, del representante geodésico);

o st C = J,_, Ci, donde cada C; es la imdgen de un intervalo o
una circunferencia, entonces
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Notacién 4.5. Dada una multi-curva Cy con un cruce en un punto
po, denotamos por Cy y por C_ a las multi-curvas que se obtienen de
Cy al remover dicho cruce como se muestra en la Figura 20, diremos
que Cy y C_ suavizan a Cy

XL S

F1GURrA 20. Un cruce suavizado.

Lema 4.6. Dada una multi-curva Cy con un cruce en un punto py, Se
tiene que

(1) A(Co) = FA(C}) £ A(C)
donde Cy y C_ suavizan a Cy en dicho cruce.

Ejemplo 4.7. (Relacion de Ptolomeo) En un cuadrildtero con aristas
a, B, v, yd y diagonales n y 6 (ver Figura 3) se tiene que A(n)\(0) =
M)A (y) + AMB)A(D).. Esto se sigue de aplicar el lema 4.6, al cruce
entre las diagonales del cuadrildtero.

Ejemplo 4.8. Consideremos una superficie de género 2 con dos curvas
cerradas como se muestra en la Figura 21. Suavizando a la curva A®

tenemos que
'
‘

A A

F1cURA 21. Superficie de genero 2 con multi-curva.

AA@) = A2y — Ay — A=) = Aa)? -2

Nota 4.9. En general se tiene que N(A®) = 2T3,(\(A)/2), donde Ty,
es el k-ésimo polinomio de Chebyshev de primer tipo.

Los siguientes dos resultados motivan el estudio de las multi-curvas
para obtener una base de un algebra de conglomerado.
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Proposiciéon 4.10. Para cualquier multi-curva C, se tiene que
AC) =D,

donde cada C; es una multi-curva simple.

Teorema 4.11. El conjunto {\(C;) : C; es una multi-curva simple} es
linealmente independiente.

Hemos conseguido una base para algin anillo, sin embargo, dicha
base no necesariamente es positiva como se muestra en el Ejemplo
4.8 (M(A@) = X\(A)? — 2). Es por ello que introducimos las siguientes
definiciones.

Definicién 4.12. La longitud lambda con signo \*(C) de una

multi-curva C', es la funcion que estd determinada por los siguientes
ariomas:

e 51 C es un circulo contraible, )\i(O) = -2,
o 50 C es un lazo contraible, )\i(D) =0,

e s5i C es un rizo contraible, )\i(/Q) = —\E(M),

e s5i C no cae en algino de estos casos, entonces \E(C) = \(C).
Definicién 4.13. Una multi-curva es compatible (con sigo misma)
si:

e las componentes conexas son ajenas dos a dos,

e cada componente es simple, o es la potencia de algun circulo,

e no existen dos componentes conexras que sean potencias del mis-
mo circulo.

Conjetura 4.14. El conjunto {\*(C) : C' es una multi-curva compatible}
es una base positiva.

Ejemplo 4.15. Consideremos el dlgebra de conglomerado que proviene
de un anillo con un punto distinguido en cada componente de la frontera
(dlgebra de conglomerado de tipo 1211,1)- Consideremos las siguientes
multi-curvas A; y C; como se muestra en la Figura 22 y en la Figura
23, respectivamente.

=0 (=D o

A A, A,

FiGura 22. Multi-curvas A_q, Ag vy A;.
Declaramos las variables y; y z; como sigue:
yi = AMA)
7 = MGj)
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FiGuraA 23. Multi-curvas Cy, Cy y Cs.

Se tiene el siguiente resultado de Sherman y Zelevinsky:

Proposicién 4.16. (Ver [11]) El conjunto {y;, 2} j)ezxz €s una base
para el cono positivo del dlgebra de conglomerado de tipo Aj ;.
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