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Número de páginas: 123 p
Año: 2011



 



Rubén Águeda
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Prefacio

La memoria que ahora tiene entre manos pretende dar una introducción a
la aśı llamada Geometŕıa Algebraica Abstracta. Puesto que la empresa es ya
de por śı ambiciosa (el material es ampĺısimo y los enfoques muy diversos),
centramos nuestros esfuerzos en desarrollar la noción de Esquema y en discutir
por qué es la generalización correcta a la noción de Variedad Algebraica.

Esquemas: hacia una historia del concepto

Hágase cualquier pregunta sobre la situación actual de una disciplina, segu-
ramente encontrará, si no una respuesta precisa, variadas pistas para respon-
derla si se ocupa en hurgar en el pasado. Si su disciplina son las Matemáticas,
las cosas no son muy diferentes.1

Los fundamentos

Es prudente hablar de los fundamentos de la Geometŕıa Algebraica Clásica
con Hilbert y sus sucesores: Noether, Krull, van der Waerden; basándose ésta en
la teoŕıa de ideales de polinomios, cuyos resultados más importantes han sido
recopilados por M. Gröbner en su Moderne Algebraische Geometrie, de 1949.
Después de la aparición en 1946 del libro de A. Weil, Foundations of Algebraic
Geometry, la teoŕıa de valuaciones y de campos jugó un papel importante y
fueron los “fundamentos” comúnmente aceptados en su tiempo. Weil introduce
nuevos objetos de estudio: las variedades algebraicas abstractas, entendidas co-
mo conjuntos algebraicos sobre campos arbitrarios, aśı como el lenguaje de los
“puntos genéricos”. Pero es con O. Zariski y su escuela (P. Samuel, Cohen, etc.)
que los métodos del álgebra conmutativa son aplicados a la geometŕıa alge-
braica, en particular, se introduce el álgebra local, como puede verse en el libro
de P. Samuel Méthodes d’Algèbre Abstraite en Géométrie Algébrique, de 1955.

Aśı las cosas, el art́ıculo [Fac] de J. P. Serre sobre gavillas algebraicas coher-
entes es el detonante para un proceso subsecuente de reorganización de los fun-
damentos. En él se introduce los métodos del Álgebra Homológica y se extiende

1Esta sección está basada en [Die], [Cil] y, principalmente, en [Dol].
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la noción de variedad algebraica a la noción de espacio algebraico de Serre. Sin
embargo, otros puntos de vista son desarrollados por C. Chevalley (los esque-
mas de Chevalley) en Fondements de la Géométrie Algébrique, de 1958 y por
M. Nagata en A general theory of Algebraic Geometry over Dedekind domains
(Amer. J. Math., 78, No. 1, 78-116) de 1956.

Es A. Grothendieck, en 1958, quien desarrolla y generaliza las ideas de Serre,
introduciendo el lenguaje de la Teoŕıa de Categoŕıas a la Geometŕıa Algebraica,
que le permite generalizar la noción de variedad algebraica y sentar las bases
de la Teoŕıa de Esquemas. Con la publicación del tratado [EGA I-IV] (en co-
laboración con J. Dieudonné), sus nuevas ideas preparan terreno firme para
el desarrollo subsecuente y son ahora comúnmente aceptadas. Esta teoŕıa ha
permitido el regreso a los problemas no resueltos de generaciones anteriores,
aśı como las conexiones entre ésta y otras áreas de la Matemática, en virtud de
su orden y de una mejor visualización geométrica.

La noción de Variedad Algebraica

Varias construcciones, como lo son la variedad de Jacobi, el esquema de
Poincaré, entre otras, estimularon el desarrollo de la noción de variedad alge-
braica, comenzando por las variedades algebraicas abstractas, de Weil, hasta la
noción de espacio algebraico de Artin y Moishezon.

La definición clásica de variedad algebraica fue empleada para referirse a
subconjuntos cerrados (en la topoloǵıa de Zariski) de un espacio af́ın o proyecti-
vo sobre un campo k. Pero la idea de tratar de manera análoga a las variedades
algebraicas como se hace con variedades diferenciales se debe también a Weil.
En su libro de 1946 (que ya citamos arriba), Weil define una variedad algebraica
abstracta como un sistema de variedades algebraicas afines {Vα}, en cada una
de las cuales son elegidos subconjuntos abiertos Wαβ ⊆ Vα isomorfos con las
elecciones de los abiertos Wβα de cualquier otra variedad afin Vβ del sistema. Es
entonces que Weil tiene éxito en extender, a sus variedades, todos los conceptos
fundamentales de la Geometŕıa Algebraica.

Por otro lado, en 1950 Jean Leray introduce en [Le5] la noción de gavilla
sobre un espacio topológico, y es el seminario de 1950/51 de H. Cartan en donde
se desarrolla la teoŕıa de gavillas, misma que permite definir las variedades
diferenciales o anaĺıticas desde un nuevo punto de vista, considerándose como
espacios topológicos anillados.

En 1955, con [Fac], Serre descubre que una definición similar es aplicable
a la Geometŕıa Algebraica. Un espacio anillado, localmente isomorfo a una va-
riedad af́ın con una gavilla de gérmenes de funciones regulares en ella, será para
Serre una variedad algebraica (un espacio algebraico, usando su terminoloǵıa).
La estructura adicional de espacio anillado en una variedad algebraica, permite
no solamente la simplificación de varias construcciones, sino también la intro-
ducción en su estudio de los métodos del Álgebra Homológica, en conexión con
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los métodos de la teoŕıa de gavillas.
En 1958, en el congreso de Edimburgo, Grothendieck presenta The cohomol-

ogy theory of abstract algebraic varieties.2 En él, Grothendieck da un esbozo de
la (en ése entonces) posible generalización de la noción de variedad algebraica,
en conexión con la teoŕıa de esquemas. La primera definición de esquema es
presentada en su reporte al seminario Bourbaki de 1959 Géométrie formelle et
géométrie algébrique.3 Independientemente, la idea del esquema af́ın fue enun-
ciada también por Cartier, aunque no publicada, y por Kähler en su Geometria
aritmetica.4

Sea X una variedad algebraica af́ın sobre un campo arbitrario k, cuyo anillo
de coordenadas es k[X]. Los puntos de X (en el sentido clásico) están en cor-
respondencia biyectiva con el conjunto de morfismos {f : k[X] → k}, donde
k es la cerradura algebraica de k. De este modo, por cada f se tiene un ideal
Jf := Núc f máximo en k[X], es decir, se tiene una correspondencia biyecti-
va entre los puntos de X(k) (con coordenadas en k) y Specm (k[X]) (ideales
máximos de k[X]), por lo que la topoloǵıa de Zariski en X(k) corresponde a
la topoloǵıa en Specm (k[X]). Y al revés, cada k-álgebra de generación finita
sin elementos nilpotentes puede ser vista como el anillo de coordenadas de una
variedad. De este modo, la correspondencia entre k-álgebras de ése tipo A y
espectros máximos SpecmA es biyectiva. Grothendieck generaliza esta corre-
spondencia en dos sentidos importantes.

Primero, observa que dicha correspondencia podŕıa definir un funtor con
valores en una categoŕıa de espacios anillados: dado el morfismo de k-álgebras
afines ϕ : A→ B, la única manera razonable de inducir un morfismo SpecmB →
SpecmA es asociando a cada ideal máximo m ⊂ B, su preimagen bajo ϕ,
ϕ−1(m) ⊂ A, pero este último ideal podŕıa no ser máximo, aunque śı primo.
Entonces, Grothendieck sugiere reemplazar a SpecmA por SpecA, los ideales
primos de A, con una topoloǵıa análoga a la de SpecmA y estructura de espacio
topológico anillado. Se tiene entonces la asignación funtorial A → SpecA, que
es el análogo a la idea de Weil de considerar los puntos de una variedad X con
coordenadas en una extensión arbitraria de campo F de k.

La segunda consideración de Grothendieck fue tomar no solamente k-álge-
bras de generación finita sin elementos nilpotentes, sino cualquier anillo conmu-
tativo (en algunos casos, de Noether). De este modo, reemplazamos al campo
k por cualquier subanillo B de A. Esta generalización es importante, dado que
permitió explicar ciertos fenómenos clásicos en la Geometŕıa Algebraica de la
escuela italiana, gracias a la presencia de elementos nilpotentes en el anillo A.

Aśı, el espacio anillado SpecA, con A cualquier anillo conmutativo, es a lo
que nos referimos como el esquema af́ın correspondiente a A y es la genera-

2Proc. Internat. Congr. Mathematicians (Edimburgo, Agosto 14-21, 1958), J. A. Todd
(ed.), University press, Cambridge, 1960; pp. 103-118.

3Semin. Bourbaki. Secrét. Math., Année 11, 1958-1959, 182/01-182/28.
4Ann. Mat. Pura Appl., 45, 1958.
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lización natural de la noción de variedad algebraica af́ın. La idea de “pegar”
espacios anillados ahora permite definir un esquema como un espacio anillado
que localmente es isomorfo a un esquema af́ın. En este nuevo marco teórico,
una variedad algebraica es un esquema reducido de tipo finito.

Esta generalización trajo consigo, entre otras, dos caracteŕısticas impor-
tantes.

El Álgebra Conmutativa como parte de la Geometŕıa Algebraica. Es decir, se
trata de una teoŕıa de objetos locales: los esquemas afines. Este punto de vista
permite considerar todos los conceptos del Álgebra Conmutativa en lenguaje
geométrico, poniendo en manos del algebrista una poderosa herramienta: la
intuición geométrica.

La introducción de elementos nilpontentes. La aparición de elementos nilpo-
tentes en anillos es un suceso usual en las variedades algebraicas; por ejemplo,
las fibras múltiples de kodaira en la teoŕıa de superficies algebraicas. Su presen-
cia en un esquema de módulos o en un esquema de Poincaré permite explicar
el fenómeno que no era bien comprendido por la escuela clásica italiana, aśı co-
mo ciertas patoloǵıas de las variedades algebraicas sobre un campo de carac-
teŕıstica positiva. La teoŕıa de esquemas con elementos nilpotentes juega un rol
importante en el estudio de las propiedades infinitesimales de las variedades
algebraicas y ha servido de fundamento a la geometŕıa formal de Grothendieck.

La Teoŕıa de Esquemas

Hacia 1960, Grothendieck (en colaboración con J. Dieudonné) comienza a
publicar el monumental tratado [EGA I-IV], en el que se propone establecer los
fundamentos de la Geometŕıa Algebraica dentro del marco teórico de la Teoŕıa
de Esquemas. Sus resultados dan un poderoso ı́mpetu al desarrollo del Álgebra
Conmutativa, introduciendo nuevos métodos, ideas y problemas. Aqúı listamos
algunos de ellos.

1. El concepto de planaridad de un módulo (introducido por Serre en [Gaga],
en 1955) es desarrollado, se le da una interpretación geométrica.

2. La creación de la técnica de pasar al ĺımite proyectivo, que permite pasar
de anillos arbitrarios a anillos de Noether o a Z-álgebras de generación
finita.

3. La conexión con la noción de profundidad (dimensión homológica) de un
módulo, introducida y desarrollada por Serre en su Algèbre Locale, de
1965, con la teoŕıa de cohomoloǵıa y, en particular, con la teoŕıa local de
cohomoloǵıa.

4. La creación de la teoŕıa de los anillos excelentes, que generaliza y sistem-
atiza los resultados de Zariski y Nagata en anillos locales de Noether.
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5. La introducción de la Teoŕıa del Descenso.

6. La aplicación de métodos globales de la Geometŕıa Algebraica y la teoŕıa
de cohomoloǵıa, que permitió resolver ciertos problemas de anillos facto-
riales.

Problemas concretos en Geometŕıa Algebraica hicieron necesario el estudio
de esquemas de un tipo más especial. Por ejemplo, para la teoŕıa de singulari-
dades de variedades algebraicas se requirió del estudio de esquemas locales, es
decir, de conjuntos abiertos de esquemas de la forma SpecA, donde A es un
anillo local. Por otro lado, una generalización natural del concepto de grupo
algebraico en el lenguaje de la teoŕıa de esquemas (el esquema de grupo) fue útil
para el estudio de la reducción de una variedad abeliana. Y, en particular, H.
Hironaka, en la resolución de singularidades de variedades algebraicas sobre un
campo de caracteŕıstica cero5 hizo uso de las ténicas ideadas por Grothendieck,
y éste es uno de los variados ejemplos en los que se ha dejado ver su vaĺıa.

De primera intención

Nos planteamos como objetivos desarrollar el concepto de esquema y hacer
palpable la importancia del cambio de enfoque que esta teoŕıa presupone. Para
ello, los primeros dos caṕıtulos se avocan a establecer un puente entre los objetos
geométricos y algebraicos, en el caso af́ın para el primero, y en el caso proyectivo
para el segundo, con la finalidad de tener ejemplos concretos y, con ello, los pies
sobre la tierra. El tercer caṕıtulo se dedica a las cuestiones técnicas de la Teoŕıa
de Gavillas que nos serán útiles en el cuarto, en el que se trata de manera un
tanto superficial la Teoŕıa de Esquemas. Se ofrecen dos apéndices; en el primero
se hace una rápida revisión de conceptos y resultados sobre Teoŕıa de Categoŕıas,
y en el segundo, sobre Álgebra Conmutativa. Hubiese sido maravilloso poder
incluir material sobre Topoloǵıa Diferencial o Análisis Complejo, mas no lo
hacemos por razones de tiempo y economı́a. Se espera del lector un manejo de
las nociones básicas de Topoloǵıa, digamos, como en la primera parte de [Mun],
aśı como del material que usualmente se cubre en los dos primeros cursos de
Álgebra Moderna en la licenciatura en Matemáticas.

Como se habrá advertido, nos interesa la historia y el filosofar sobre lo que se
está haciendo; es por esa razón por la que, en la medida de lo posible, se presenta
ya sea una pequeña (muy pequeña) reseña sobre el pasado de los conceptos, o
comentarios que apoyan la exposición de los temas y que explican por qué los
consideramos. A juicio suyo quedará, estimado lector, si hemos logrado nuestro
cometido.

5H. Hironaka. Resolution of singularities of an algebraic variety over a fiel of characteristic
zero. Ann. Math. 79, No. 1, 109-180, 1964.
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A.1. Categoŕıas y funtores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
A.2. El principio de dualidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
A.3. Construcciones universales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

A.3.1. Productos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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Caṕıtulo 1

Espacios Afines

La noción de Geometŕıa Euclidiana está ı́ntimamente ligada al continuo de
números R. Para advertirlo, basta recordar que por espacio euclidiano entende-
mos al conjunto Rn, para n ∈ N∗, con su topoloǵıa usual. Si cavilamos sobre las
propiedades de R que hacen posible construir esta geometŕıa en Rn, de manera
que pueda establecerse una familia de axiomas para una geometŕıa análoga a
la eucĺıdea sobre un conjunto k, llegaremos a centrar nuestra atención en la
estructura de anillo o campo que posee R. Es entonces cuando emprendemos el
estudio de las “geometŕıas” que pueden construise tomando como base un cam-
po arbitrario k. A estos espacios con una geometŕıa “análoga” a la euclidiana
les llamamos espacios afines.1 Como conjunto, un espacio af́ın, al que denota-
mos por Ank , es igual a kn, pero se dota además de una estructura topológica:
la topoloǵıa de Zariski. Para el caso de R o C, tenemos a la mano las técni-
cas del Análisis Real y/o Complejo para el estudio las propiedades geométricas
(topológicas) de nuestro espacio. Pero cuando k es un campo arbitrario se nece-
sita, además, de los métodos que provee la Teoŕıa de Esquemas, misma que
será el objeto de estudio del Caṕıtulo 4. Cuando k es algebraicamente cerrado,
se dispone de lo que generalmente se llama Geometŕıa Algebraica Clásica para
el estudio de los conjuntos algebraicos, objetos geométricos que constituyen el
principal objeto de estudio y que definimos en la primera sección del presente
caṕıtulo. Se hará preciso extender un espacio af́ın a un espacio proyectivos y a
ello nos avocamos en el Caṕıtulo 2.

A grandes rasgos, los métodos de la Geometŕıa Algebraica Clásica consisten
en establecer un puente entre los conjuntos algebraicos (afines o proyectivos) y
ciertos ideales en anillos de polinomios. Requerir que el campo k sea algebraica-
mente cerrado es fundamental para garantizar la existencia de dichos ceros de
las familias de polinomios, por lo que en este caṕıtulo y el siguiente supondremos
que k = k.

1En este tópico puede consultar [Ag], aunque una referencia obligada es [Ar].

1



2 Conjuntos Algebraicos Afines

1.1. Conjuntos Algebraicos Afines

Considere el anillo de polinomios A := k[x1, . . . , xn] en n indeterminadas
con coeficientes en el campo k. Desde el punto de vista algebraico, A es una
extensión de anillo del campo k, o bien, la k-álgebra finitamente generada por
el conjunto {x1, . . . , xn} ⊂ A. Sin embargo, cada g ∈ A puede ser considerado
como una función de la forma

g : kn −→ k
(a1, . . . , an) 7−→ g(a1, . . . , an).

En lo que al punto de vista geométrico concierne, decimos que kn considerado
como espacio topológico es un espacio af́ın de dimensión n y lo denotamos por
Ank . Aśı, fijamos nuestra atención en los conjuntos de puntos (a1, . . . , an) ∈ kn
que son ceros comunes a familias de polinomios en A. Nos referimos a estos
conjuntos como conjuntos algebraicos.

Definición 1.1 Sea T ⊆ k[x1, . . . , xn] arbitrario. El conjunto algebraico af́ın
definido por T está dado por

V (T ) := {(a1, . . . , an) ∈ Ank : f(a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ T}.

Si el conjunto T es finito, escribimos V (f1, . . . , ft) en vez de V ({f1, . . . , ft}).

Nos referimos a A1
k como la ĺınea af́ın y a A2

k como el plano af́ın. Por tanto,
a los conjuntos de la forma

S := {(y1, . . . , yn) ∈ Ank : f(y1, . . . , yn) = 0}

los llamamos curvas si n = 2, superficies si n = 3 e hipersuperficies si n > 3.

Ejemplos. (Véase la Figura 1.1).

(a) R := {(x, y) ∈ A2
k : y2 − x(x2 − 1) = 0}.

(b) La estrofoide E := {(x, y) ∈ A2 : (1− x)y2 = x2(1 + x)}.

(c) P := {(x, y, z) ∈ A3
k : z2 − (x2 + y2) = 0}.

(d) La parábola semicúbica, o cúspide, C := {(x, y) ∈ A2
k : y2 − x3 = 0}.

(e) Si D ⊆ k[x] es un conjunto finito no vaćıo, entonces V (D) también es
finito en A1(k). Esto se sigue de advertir que cada polinomio en k[x], en
particular en D, se anula cuando mucho en tantos puntos como sea su
grado, puesto que k es algebraicamente cerrado.



Espacios Afines 3

Figura 1.1: Ejemplos de conjuntos algebraicos en A2
k.

Regresando a la definición 1.1, si un polinomio g ∈ k[x1, . . . , xn] puede factor-
izarse por al menos uno de los polinomios en T , es decir, si g ∈ 〈T 〉, es claro que
g(p) = 0 para todo p ∈ V (T ), puesto que k[x1, . . . , xn] es un dominio entero.
Dicho de otro modo, si un conjunto S ⊆ Ank es algebraico, se anulan en él no
solamente la familia de polinomios que lo definen, sino también cualquier g en
el ideal generado por éstos, a saber, 〈T 〉. En realidad, hemos probado que la
familia de polinomios

I(X) := {f ∈ k[x1, . . . , xn] : f(p) = 0 para todo p ∈ X}

que asignamos al conjunto arbitrario X ⊆ Ank , es un ideal de k[x1, . . . , xn]. Pero
lo anterior prueba aún más: V (〈T 〉) = V (T ).

El lector podrá tener la duda de cuántos polinomios son necesarios para
definir un conjunto algebraico, o de si existe un mı́nimo número de ellos. La
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respuesta se sigue del Teorema de la Base de Hilbert (véase el Apéndice B). Es
suficiente observar que el campo k es en particular un anillo de Noether (sus
únicos ideales 〈0〉 y 〈1〉 = k son finitamente generados), por lo que k[x1, . . . , xn]
también lo es. De este modo, todo ideal en k[x1, . . . , xn] es finitamente generado.
Pero podemos decir aún más de I(X).

Proposición 1.1 El ideal I(X) es radical.

Prueba. Sea f ∈ k[x1, . . . , xn] y suponga que fm ∈ I(X), con m ∈ N∗;
esto es, 0 = fm(p) = [f(p)]m ∈ k para todo p ∈ X. Dado que k es campo, en
particular es dominio entero, lo cual implica que f(p) = 0 para todo p ∈ X, es
decir, f ∈ I(X). 2

Hemos establecido dos reglas de correspondencia, si se considera a V e I
como funciones: para cada ideal J de k[x1, . . . , xn], V le asigna su conjunto de
ceros comunes V (J) ⊆ Ank ; mientras que I lo hace en el sentido inverso, para el
conjunto X ⊆ Ank se tiene el ideal I(X). ¿Bajo qué condiciones puede decirse
que V e I son funciones inversas la una de la otra? De principio, podemos
asegurar lo siguiente.

Lema 1.1

(a) Dados X ⊆ Y ⊆ Ank , I(Y ) ⊆ I(X).

(b) Si J ⊆ L ⊆ k[x1, . . . , xn] son ideales, entonces V (L) ⊂ V (J).

(c) Si J es ideal de k[x1, . . . , xn], entonces J ⊆ I(V (J)), pero no se tiene la
igualdad en general.

(d) Dado X ⊆ Ank , V (I(X)) ⊇ X. La igualdad se da si y sólo si X es alge-
braico.

(e) Dados los ideales J1, J2 ⊆ k[x1, . . . , xn], se tiene V (J1) ⊆ V (J2) si y sólo
si
√
J1 ⊇

√
J2.

Prueba. Los enunciados (a), (b) y (d) son obvios. En lo que respecta a
(c), la contención J ⊆ I(V (J)) es obvia. Considere el ideal J := 〈x2 + 2x + 1〉
en C[x, y]. Note que V (x2 + 2x + 1) = {(−1, y) : y ∈ A1

C} ⊂ A2
C , donde

I(V (J)) = 〈x+ 1〉 y x+ 1 6∈ J , por lo que J 6= I(V (J)).
Para probar la condición suficiente de (e) considere f ∈

√
J2, es decir, fm ∈

J2 para algún m ∈ N∗. Luego, V (fm) ⊇ V (J2) ⊇ V (J1), por lo que fm ∈ J1,
esto es, f ∈

√
J1. Para la condición necesaria, tome x ∈ V (J1), por lo que

f(x) = 0 para todo f ∈ J1. Suponga que x 6∈ V (J2), es decir, que existe g ∈ J2

tal que g(x) 6= 0. Como J2 ⊆
√
J2 ⊆

√
J1 y g ∈ J2 entonces gn ∈ J1 para

algún n ∈ N∗. Por lo tanto, gn(x) = 0, y esto implica que g(x) = 0 (dado que
k[x1, . . . , xn] es dominio entero), lo cual es una contradicción. 2
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1.2. El “Nullstellensatz” de Hilbert

El teorema de la situación de los ceros (como podŕıa versar la traducción del
término Nullstellensatz del alemán al español) es la generalización del Teorema
Fundamental del Álgebra de Gauß en el siguiente sentido: mientras que este
último garantiza la existencia de las ráıces o ceros de cualquier polinomio en
una variable con coeficientes en C, el Nullstellensatz de Hilbert extiende la
aseveración a ciertos ideales de polinomios en varias variables, toda vez que
los coeficientes de dichos polinomios pertenezcan a un campo algebraicamente
cerrado. Antes de enunciarlo y probarlo, nos será últil considerar el resultado a
continuación.

Lema 1.2

(a) Se tiene una correspondencia biyectiva entre los ideales maximales de
k[x1, . . . , xn] y los puntos de Ank .

(b) Para cada ideal propio J de k[x1, . . . , xn], V (J) 6= ∅.

Prueba.

(a) Sea a := (a1, . . . , an) ∈ Ank \{0}. Veamos que I(a1, . . . , an) ⊂ k[x1, . . . , xn]
es maximal. Considere la función evaluación

eva : k[x1, . . . , xn]→ k,

dada por eva(f) = f(a), y note que es un homomorfismo de anillos so-
breyectivo (para cada b ∈ k basta tomar f como el polinomio constante
b). Desde luego,

Núc eva = I(a1, . . . , an) = 〈x1 − a1, . . . , xn − an〉.

Entonces, k[x1, . . . , xn]/I(a1, . . . , an) ∼= k es campo, es decir, I(a1, . . . , an)
es maximal en k[x1, . . . , xn].

Suponga ahora que se tiene el ideal maximal m ⊂ k[x1, . . . , xn], en-
tonces el cociente F := k[x1, . . . , xn]/m es campo y, además, la k-álge-
bra finitamente generada k[x1, . . . , xn], donde cada xi es la clase de xi en
k[x1, . . . , xn]/m. Puesto que k es algebraicamente cerrado, k es infinito y
se cumplen aśı las hipótesis de la Proposición ??, de donde se sigue que
F es algebraico sobre k. De este modo, la composición

φ : k ↪→ k[x1, . . . , xn]
η−→ k[x1, . . . , xn]/m =: F,

donde k ↪→ k[x1, . . . , xn] es la inclusión y η asigna a cada f su clase de
equivalencia η(f) ∈ F , es una extensión de campos2. Finalmente, puesto

2Note que φ no es el morfismo constante cero, pues ello significaŕıa que η(k) = {0}, es
decir, que k ⊂ m, en particular, que 1 ∈ m y, por tanto, m = k[x1, . . . , xn], contradiciendo el
hecho de que m es maximal. Luego, Núcφ 6= k y puesto que k es campo, Núcφ = {0}.
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que k es algebraicamente cerrado y en virtud de la Proposición B.4, φ
establece el isomorfismo F ∼= k.

Por tanto, haciendo bi := φ−1(xi) para cada i, se tiene η(xi − bi) = 0,
es decir, xi − bi ∈ Núc η = m. Y aśı, 〈x1 − b1, . . . , xn − bn〉 ⊆ m; sin
embargo, ya mostramos que 〈x1− b1, . . . , xn− bn〉 es maximal, por lo que
〈x1 − b1, . . . , xn − bn〉 = m.

(b) Sea J un ideal de k[x1, . . . , xn]. Por tanto, existe un ideal maximal m
de k[x1, . . . , xn] tal que J ⊆ m. En virtud del inciso anterior, existe
(a1, . . . , an) ∈ Ank tal que m = 〈I(a1, . . . , an)〉 y, puesto que (a1, . . . , an) =
V (m) ⊆ V (J), entonces V (J) 6= ∅. 2

Observe que el lema anterior no es válido si k no es algebraicamente cerrado.3

Teorema 1.1 (Nullstellensatz) Para cada ideal J de k[x1, . . . , xn],

I(V (J)) =
√
J.

De este modo, la función I es inversa izquierda de V si y sólo si J =
√
J .

Prueba. Para verificar que
√
J ⊆ I(V (J)), considere g ∈

√
J , es decir,

gm ∈ J para alguna m, entonces 0 = gm(p) = [g(p)]m para todo p ∈ V (J) y,
por tanto, g(p) = 0 para todo p (en vista de que k es en particular dominio
entero). De este modo, g ∈ I(V (J)) y con ello gm ∈ I(V (J)) también.

Por otro lado, dado f ∈ I(V (J)), se pretende hallar q ∈ N∗ tal que fq sea
de la forma

fq =
s∑
i=1

Aigi, con gi ∈ J y Ai ∈ k[x1, . . . , xn].

En otras palabras, que fq ∈ J para algún q ∈ N∗. Para ello, introducimos una
nueva variable x0 y definimos4

Jf := 〈J, 1− x0f〉 ⊆ k[x0, x1, . . . , xn].

De este modo, se tiene

V (Jf ) =
{

(a0, a1, . . . , an) ∈ An+1
k : (a1, . . . , an) ∈ V (J) y a0f(a1, . . . , an) = 1

}
.

Puesto que f ∈ I(V (J)), f(a1, . . . , an) = 0 para todo (a1, . . . , an) ∈ V (J) y
aśı, a0f(a1, . . . , an) 6= 1, independientemente de la elección de a0. Por tanto,

3Véase la Proposición B.5.
4Este procedimiento es conocido como el “truco de Rabinowitsch”.
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V (Jf ) = ∅ y con ello Jf = k[x0, x1, . . . , xn], en particular 1 ∈ Jf ; es decir,
podemos escribir al elemento 1 como

1 = α0(1− x0f) +
r∑
i=1

αigi, (1.1)

donde α0, αi ∈ k[x0, x1, . . . , xn] y gi ∈ J para todo i. Elegimos q como la
máxima potencia de x0 que aparece en los polinomios αi para 0 ≤ i ≤ r, de
modo que si multiplicamos la ecuación (1.1) por fq resulta

fq = A0(1− x0f) +
r∑
i=1

Aigi, (1.2)

donde Ai := αif
q ∈ k[x0f, x1, . . . , xn] para 0 ≤ i ≤ r. Aclaramos esta última

aseveración: cada αi es de la forma

αi =
p∑
j=1

λjx
bj
0

0 x
bj
1

1 · · ·x
bj

n
n , con λj ∈ k,

por lo que

Ai := fqαi =
p∑
j=1

λjf
q−bj

0(x0f)b
j
0x
bj
1

1 · · ·x
bj

n
n

y puesto que f ∈ k[x1, . . . , xn], fq−b
j
0 puede expresarse como suma de monomios

en los que solamente aparecen potencias de x1, . . . , xn, potencias que podemos
sumar a cada bji ; al resultado de dicha suma lo denotamos por cji . Luego, se
tiene

Ai :=
p∑
j=1

λj(x0f)c
j
0x
cj
1

1 · · ·x
cj

n
n ∈ k[fx0, x1, . . . , xn].

Considere ahora el anillo k[x0, x1, . . . , xn]/〈1− xof〉 y el morfismo canónico

k[x1, . . . , xn]
η−→ k[x0, x1, . . . , xn]/〈1− xof〉.

Usando la ecuación (1.2) obtenemos

fq ≡
r∑
i=1

Ai(1, x1, . . . , xn)gi, mód 〈1− xof〉.

En virtud de la inyectividad de η, se tiene la igualdad

fq =
r∑
i=1

Ai(1, x1, . . . , xn)gi,

por lo que fq ∈ J , como se queŕıa probar. 2
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1.3. La Topoloǵıa de Zariski

La función V verifica las siguientes propiedades.

Lema 1.3

(a) Los conjuntos ∅ y Ank son algebraicos en Ank .

(b) La intersección arbitraria de conjuntos algebraicos afines es un conjunto
algebraico af́ın.

(c) La unión de una familia finita de conjuntos algebraicos afines es un con-
junto algebraico af́ın.

Prueba.

(a) Note que ∅ = V (k[x1, . . . , xn]) y Ank = V (0).

(b) Considere la familia de conjuntos algebraicos {V (Ji)}i∈I . Probaremos que

⋂
i∈B

V (Ji) = V

(∑
i∈B

Ji

)
.

Sea u ∈
⋂
i∈B

V (Ji). Si g ∈
∑
i∈B

Ji, dado que g es de la forma g =
∑
i∈B

λigi,

donde cada gi ∈ Ji y λi ∈ k[x1, . . . , xn] para todo i, se tiene g(u) = 0,

pues cada gi(u) = 0 por hipótesis. Luego, u ∈ V

(∑
i∈B

Ji

)
, por lo que

⋂
i∈B

V (Ji) ⊆ V

(∑
i∈B

Ji

)
. Por otro lado, para cada i ∈ B, Ji ⊆

∑
i∈B

Ji, por

tanto V (Ji) ⊇ V

(∑
i∈B

Ji

)
y aśı

⋂
i∈B

V (Ji) ⊇ V

(∑
i∈B

Ji

)
.

(c) Dada la familia finita de conjuntos algebraicos {V (Jr)}mr=1, probaremos
que

m⋃
r=1

V (Jr) = V

(
m∏
r=1

Jr

)
.

Sea u ∈
m⋃
r=1

V (Jr). Entonces, existe r∗ ∈ {1, . . . ,m} tal que u ∈ V (Jr∗),

es decir, f(u) = 0 para todo f ∈ Jr∗ . Si g ∈
m∏
r=1

Jr, tomado de manera
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arbitraria, entonces puede escribirse como una suma finita de la forma

g =
q∑
j=1

λj

[
m∏
r=1

g
αj

r
r

]
, donde λj ∈ k[x1, . . . , xn] y cada gr ∈ Jr. Dado que

gr∗(u) = 0, entonces
m∏
r=1

g
αj

r
r se anula en u y con ello g(u) = 0. Por lo tanto,

como g es arbitrario, u ∈ V

(
m∏
r=1

Jr

)
, por lo que

m⋃
r=1

V (Jr) ⊆ V

(
m∏
r=1

Jr

)
.

2

Dotamos al espacio af́ın Ank de una topoloǵıa si consideramos a cada con-
junto algebraico X como conjunto cerrado. El lema anterior establece que tales
propiedades de los conjuntos algebraicos son precisamente los axiomas de espa-
cio topológico. A esta topoloǵıa de Ank la llamamos la topoloǵıa de Zariski.

Sea M ⊆ Ank un conjunto arbitrario. Su cerradura según la topoloǵıa de
Zariski, es el menor conjunto algebraico M que contiene a M . Puede caracteri-
zarse de la siguiente manera: sea {V (Ji)}i∈Λ, con Ji ⊂ k[x1, . . . , xn], la familia
de conjuntos algebraicos que contienen a M , entonces

M =
⋂
i∈Λ

V (Ji) = V

(∑
i∈Λ

Ji

)
.

Por tanto, según el Nullstellensatz,

I(M) ⊇ I(M) =
√∑
i∈Λ

Ji.

Proposición 1.2 Para cada f ∈ k[x1, . . . , xn] definimos D(f) := Ank \ V (f).
La familia de abiertos D(f) forma una base para la topoloǵıa de Zariski en Ank .

Prueba. Sea X un conjunto abierto en Ank , por tanto, existe J ideal de
k[x1, . . . , xn] tal que V (J) = Ank \X. Por el Teorema de la Base de Hilbert, J es

de generación finita, digamos J = 〈f1, . . . , fs〉, de modo que V (J) =
s⋂
j=1

V (fj)

y por las leyes de De Morgan, X =
s⋃
j=1

D(fj). 2

Presentamos ahora una serie de propiedades topológicas de los conjuntos
algebraicos afines.

Proposición 1.3 Todo conjunto algebraico X ⊆ Ank es un espacio topológico
de Noether (cualquier cadena estrictamente descendente de conjuntos cerrados
en X es estacionaria).



10 La Topoloǵıa de Zariski

Prueba. Sea X1 ⊃ X2 ⊃ · · · ⊃ Xi ⊃ · · · una cadena estrictamente descen-
dente de subconjuntos algebraicos de X. Ésta induce una cadena estrictamente
creciente de ideales I(X1) ⊂ I(X2) ⊂ · · · ⊂ I(Xi) ⊂ · · · en I(X). Puesto que
k[x1, . . . , xn] es de Noether, dicha cadena de ideales es estacionaria, es decir,
I(Xr) = I(Xr+1) = · · · a partir de cierto r ∈ N, es decir, Xr = Xr+1 = · · · a
partir de ese valor r. 2

Definición 1.2 Decimos que un conjunto algebraico X ⊆ Ank es irreducible si
no admite una descomposición de la forma

X = X1 ∪X2

en subconjuntos algebraicos propios X1, X2 ⊂ X. De otro modo, se dice que X
es reducible.

Nos será útil considerar el siguiente resultado.

Observación 1.1 El conjunto algebraico X ⊆ Ank es irreducible si y sólo si el
ideal I(X) ⊆ k[x1, . . . , xn] es primo.

Prueba. Para mostrar la condición necesaria, suponga que I(X) es ideal
primo. SiX fuese reducible, existiŕıan al menos dos conjuntos algebraicosX1, X2

no vaćıos, de manera que X1∩X2 = ∅ y X = X1∪X2. De este modo, se tendŕıan
las contenciones propias X1 ⊂ X y X2 ⊂ X, de modo que existiŕıan f ∈ X \X1

y g ∈ X \ X2. Aśı, el polinomio fg ∈ I(X1)I(X2) = I(X) se anulaŕıa en X,
mientras que ni f ni g se anulan en X, lo cual implicaŕıa que I(X) no es primo,
lo cual estaŕıa en contra de las hipótesis. Por tanto, X es irreducible.

Para la condición suficiente, sea X ⊆ Ank irreducible y considere los poli-
nomios f1, f2 ∈ k[x1, . . . , xn] \ I(X). Suponer que f1f2 ∈ I(X) equivaldŕıa a
decir que 〈f1f2〉 ⊂ I(X) y esto a su vez que X = V (I(X)) ⊂ V (f1f2) =
V (f1) ∩ V (f2), es decir, que X ⊂ V (fi) y con ello que f1 y f2 se anulan en X,
esto es, f1, f2 ∈ I(X), lo cual es una contradicción. Por tanto, f1f2 6∈ I(X), por
lo que I(X) es primo. 2

Proposición 1.4 Para todo conjunto algebraico X ⊆ Ank existe una única fa-
milia finita de conjuntos algebraicos irreducibles {Xi}si=1, de manera que X
pueda expresarse como

X =
s⋃
i=1

Xi.

Prueba. Sea A la familia de conjuntos algebraicos de Ank que no admiten
una descomposición finita en componentes irreducibles y suponga que A 6= ∅.
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Sea F ∈ A. Si G ∪ G′ es una descomposición de F en conjuntos algebraicos,
donde G,G′ ⊂ F por supuesto, al menos uno de ellos, digamos G, es reducible;
por lo tanto, puede descomponerse a su vez como G = G1∪G′1. Nuevamente, al
menos uno de los conjuntos G1 o G′1 debe ser reducible, digamos G1 = G2∪G′2.
Iterando este proceso, obtenemos la cadena descendente de elementos de A

C : G ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ · · ·Gi ⊃ · · · ,

la cual, en virtud de la proposición (1.3), debe ser estacionaria. Sea Gp el ele-
mento mı́nimo de C. Puesto que Gp ∈ A, Gp debe ser reducible: Gp = W ∪W ′.
Sin embargo, dado que Gp es mı́nimo en C, entonces W = Gp o W ′ = Gp,
que contradice el hecho de que Gp es reducible. Por tanto, la contradicción es
consecuencia de suponer que A es no vaćıo.

Argumentamos a continuación la unicidad. Suponga que se tienen las dos
descomposiciones de X

X = X1 ∪ · · · ∪Xt = Y1 ∪ · · · ∪ Ys,

donde cada Xi y cada Yj son irreducibles, además de que Xi 6⊂ Xp ni Yj 6⊂ Yq,
siempre que i 6= p y j 6= q. De este modo

Xi = Xi ∩X =
s⋃
j=1

(Xi ∩ Yj).

Dado que cada Xi es irreducible, se tiene Xi ∩ Yj∗ = Xi, para algún ı́ndice j∗,
particularmente Yj∗ ⊃ Xi. Intercambiando los papeles de las dos descomposi-
ciones, un argumento similar muestra que para alguna i∗ se tieneXi∗ ⊃ Yj ⊃ Xi.
Por tanto, i = i∗ y Xi = Yj∗ . 2

Corolario 1.1 Si el conjunto algebraico X ⊂ Ank es irreducible y posee más
de un punto, entonces no es un espacio topológico de Hausdorff.

Prueba. Puesto que X es irreducible, para cada par X1, X2 de subconjuntos
cerrados de X, X1 ∪X2 6= X. Es decir, la intersección de los abiertos Xc

1 ∩Xc
2

no es vaćıa. 2

El siguiente lema es válido para cualquier espacio topológico, no depende de
la definición de la topoloǵıa de Zariski.

Lema 1.4 Sea X ⊆ Ank un conjunto algebraico. Son equivalentes

(i) X es irreducible;

(ii) si W1 y W2 son abiertos no vaćıos de X, entonces W1 ∩W2 6= ∅;
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(iii) todo subconjunto abierto no vaćıo U de X es denso en X.

Prueba. Note que

W1 ∩W2 6= ∅ si y sólo si (X \W1) ∪ (X \W2) = X.5 (1.3)

(1) ⇒ (2). Dados los abiertos no vaćıos W1 y W2 de X, X \W1 y X \W2.
Note que (X \W1) ∪ (X \W2), ya que X es irreducible; sin embargo, por (1.3)
se tiene W1 ∩W2 = ∅.

(2)⇒ (1) Si X es reducible, existen W1 y W2 subconjuntos cerrados propios
de X tales que W1 ∪W2 = X. Nuevamente, por (1.3), se tiene (X \W1)∪ (X \
W2) = X.

(2)⇒ (3) Si U es abierto no vaćıo de X, por la propiedad (ii), U ∪ U ′ 6= ∅
para todo abierto U ′ de X. Esta es la propia definición de conjunto denso.

(3)⇒ (2) La definición de conjunto denso. 2

1.4. Anillos de coordenadas

Es común que siempre que se definen los objetos de estudio se establezcan
las relaciones entre éstos. En este caso, estamos interesados en definir un mor-
fismo entre conjuntos algebraicos afines. Con este fin, establecemos primero la
terminoloǵıa.

Definición 1.3 Sea U ⊆ Ank . Se dice que la función f : U → k es polinomial
si existe un polinomio P ∈ k[x1, . . . , xn] tal que f(q) = P (q), para todo q ∈ U .

Es claro que todo g ∈ k[x1, . . . , xn] es una función polinomial. Sin embargo,
en la terminoloǵıa de la definición anterior, el polinomio P no caracteriza a
la función f , es decir, una función regular no está determinada por un único
polinomio. Para convencernos de ello, note que f = P + Q, para cualquier
Q ∈ I(U). Ahora bien, si en el conjunto de funciones polinomiales de la forma
U → k se establece la relación

φ ∼ γ si y sólo si φ− γ ∈ I(U),

se tiene entonces el isomorfismo

{Funciones polinomiales en U} ∼= k[x1, . . . , xn]/I(U) =: k[U ],

dado que ∼ es de equivalencia. Llamamos a k[U ] el anillo de coordenadas de U
y estaremos particularmente interesados en el caso en que U sea un conjunto
algebraico o un subconjunto abierto de Ank . De este modo, identificamos a la
función polinomial f anterior con la clase de equivalencia de P en k[U ].

5Para convencernos de ello, advierta que W1 ∪W2 6= ∅ si y sólo si (X \W1)∪ (X \W2)∪
(W1 ∩W2) = X.
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Ejemplos.

1. Considere U := V (x2 − x) ⊂ A1
k, esto es, U = {0, 1} ⊂ k. Su anillo de

coordenadas es k[U ] := k[x]/〈x2 − x〉.

2. El anillo de coordenadas k[Γ] de la curva algebraica Γ := V (y− x2) ⊂ A2
k

es k[x, y]/〈y − x2〉. Dicho cociente está generado, como k-álgebra, por las
clases x e y. Puesto que y − x2 ∈ 〈y − x2〉, se tiene la igualdad y = x2 y
dado que x2 ∈ 〈x〉 ⊂ k[Γ], pues x · x = x2, se tiene k[Γ] ∼= k[x].

Otra forma de convencernos de ello es la siguiente: observe que k[x, y]
puede ser visto como k[x][y]. Consideramos entonces el morfismo evalu-
ación

evx2 : k[x][y] → k[x]
f(y) 7→ f(x2).

Veamos que este morfismo es suprayectivo: dado h(x) =
∑s
r=0 crx

r en
k[x], separamos las potencias pares de x de las impares y reescribimos el
polinomio como

h(x) =
∑
i∈A

cri
xri +

∑
j∈B

crj
xrj ,

donde ri es impar y rj es par. Para el miembro de la derecha, factorizamos
x2:

h(x) =
∑
i∈A

cri
xri + x2

∑
j∈B

crj
xrj/2,

Reemplazamos x2 por y, otenemos un elemento (que no es único en gen-
eral)

g(x, y) :=
∑
i∈A

cri
xri + y

∑
j∈B

crj
xrj/2 ∈ (evx2)−1(h) ⊆ k[x][y].

Ahora bien, note que Núc ϕ = {g ∈ k[x, y] : (y−x2)|g} = 〈y−x2〉 y, por
tanto, k[x] ∼= k[x, y]/〈y − x2〉.

3. Considere la superficie S := V (z − xy) ∈ A3
k. Su anillo de coordenadas

k[X] está dado por k[x, y, z]/〈z − xy〉.

Intuitivamente, dado U ⊆ Ank , podemos pensar al anillo de coordenadas k[U ]
como el conjunto formado por las clases de las funciones polinomiales que no se
anulan en U y la clase del cero (estas últimas, las que se anulan en U).

Podemos, entonces, establecer la relación entre objetos que buscamos.

Definición 1.4 Sean X ⊆ Ank e Y ⊆ Amk conjuntos algebraicos afines. Un
morfismo polinomial entre conjuntos algebraicos es una función ϕ : X → Y
de la forma ϕ(q) = (P1(q), . . . , Pm(q)), con q ∈ X y P1, . . . , Pm funciones
polinomiales definidas en X.
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Veamos que todo morfismo polinomial ϕ : X → Y puede escribirse de la
forma f = (f1, . . . , fm), con fi ∈ k[X] para todo i y la razón es la siguiente.
Considere el diagrama

X
ϕ //

fi   A
AA

AA
AA

A Y

πi

��
A1
k,

donde πi asocia a cada p ∈ Y su coordenada i-ésima y fi = πi ◦ ϕ. Por tanto,
para cada i se tiene un morfismo fi ∈ k[X] .

Es de hacerse notar que la imagen de un conjunto algebraico bajo un mor-
fismo polinomial no es en general un conjunto algebraico: considere la función
φ : C2 → C2 dada por (x, y) 7→ (x, xy). En este caso, Im φ = C2 \ B, donde
B := {(0, b) : b 6= 0}.

Proposición 1.5 Todo morfismo polinomial µ : X → Y , donde X ⊆ Ank y
Y ⊆ Amk , es una función continua respecto a la topoloǵıa de Zariski.

Prueba. Sea u ∈ X y B una vecindad de µ(u) ∈ Y . De este modo, Y \B es
algebraico, digamos, Y \ B = V (h1, . . . , hr), con hi ∈ k[x1, . . . , xm]. Aśı, para
cada i, hi ◦µ(p) = 0, para todo p ∈ µ−1(Y \B), por lo que este último conjunto
es algebraico en X. Entonces, A := X \ µ−1(Y \B) es abierto y note, además,
que contiene a u. Puesto que µ(A) ⊂ B, µ es continua. 2

Observación 1.2

(a) La función identidad es morfismo polinomial.

(b) La composición de dos morfismos polinomiales es de nuevo un morfismo
polinomial.

Prueba.

(a) Sea q = (q1, . . . , qn) ∈ X. Considere el siguiente diagrama:

X
1X //

fi   A
AA

AA
AA

A X

πj

��
A1
k,

donde 1X es el morfismo identidad. Por tanto, escrimos 1X = (f1, . . . , fn),
donde cada fj = πi ◦ 1X = πj ∈ k[X] es tal que a cada q ∈ X asocia su
coordenada qj ; esto es, fj ∈ k[X].
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(b) Considere la composición de morfismos polinomiales X
ϕ−→ Y

ψ−→ Z, donde
X ⊆ Ank , Y ⊆ Amk y Z ⊆ Ark. Por tanto, escribimos

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) y ψ = (ψ1 . . . , ψr),

con ϕi ∈ k[X] para todo i, mientras que ψj ∈ k[Y ] para todo j. Dado
p ∈ X, se tiene

(ψ ◦ ϕ)(p) = ψ(ϕ1(p), . . . , ϕm(p))
= (ψ1(ϕ1(p), . . . , ϕm(p)), . . . , ψr(ϕ1(p), . . . , ϕm(p))).

Aśı, el morfismo ψ ◦ϕ : X → Z, está dado por ψ ◦ϕ = (f1, . . . , fr), donde
fj(p) = ψj(ϕ1(p), . . . , ϕm(p)), para cada p ∈ X, y note que cada fj es una
función polinomial. 2

Ejemplos.

1. Considere A := V (xy−1) ⊂ A2
k y B := A1

k. La asignación φ : A→ B, dada
por p 7→ π(p) es un morfismo polinomial entre conjuntos algebraicos (no
suprayectivo). Basta advertir que la función π : k[x, y]→ k es polinomial,
a saber, φ(x, y) = x.

2. Sean U := V (y−x3) ⊂ A2
k y W := V (x2 +y2 + z2−1) ⊂ A3

k. El morfismo
ω : U → W , donde ω = (ω1, ω2, ω3) y ω1(x, y) = x, ω2(x, y) = y y
ω3(x, y) = y, es un morfismo polinomial.

Definición 1.5 Dados los conjuntos algebraicos U ⊂ Ank y V ⊂ Amk , se dice
que el morfismo ϕ : U → V es un isomorfismo si existe un morfismo polinomial
φ : V → U de manera que ϕ ◦ φ = 1V y φ ◦ ϕ = 1U .

1.5. El diccionario Álgebra-Geometŕıa Af́ın

Las secciones anteriores proporcionan los resultados necesarios para afirmar
que se puede construir una categoŕıa cuyos objetos son los conjuntos algebraicos
afines sobre cierto campo k algebraicamente cerrado y como flechas los morfis-
mos polinomiales. A esta categoŕıa la denotamos por Afk. Hemos visto también
que a cada conjunto algebraico af́ın U ⊆ Ank es posible asociarle una k-álgebra
finitamente generada: su anillo de coordenadas k[U ]. ¿Es posible, entonces, es-
tablecer un puente entre estos objetos geométricos y alguna categoŕıa de objetos
algebraicos, digamos, la de anillos conmutativos AnC? La respuesta es, como
ha de sospechar, afirmativa.

Estudiemos primero las propiedades de los anillos de coordenadas.
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Observación 1.3 Sea X ⊆ Ank . El anillo k[X] no posee elementos nilpotentes.

Prueba. Note que k[X] = k[x1, . . . , xn]/I(X) es una k-álgebra finitamente
generada y que el ideal I(X) es radical. Suponga que k[X] posee elementos
nilpotentes, digamos f ∈ k[X] no cero, de manera que f

r
= fr = 0 para algún

r ∈ N∗. Entonces, fr ∈ I(X) y, puesto que I(X) es radical, f ∈ I(X), es decir,
f = 0, lo cual contradice las hipótesis. 2

A las álgebras sobre k que no poseen elementos nilpotentes se les llama
reducidas. Aśı, estaremos interesados en las k-álgebras reducidas finitamente
generadas, a las que nombramos k-álgebras afines. Éstas forman una categoŕıa,
que denotaremos por ÁlgAfk, donde los morfismos entre los objetos son los
homomorfismos de k-álgebras.

Ahora bien, considere los conjuntos algebraicos X ⊆ Ank , Y ⊆ Amk y Z ⊆ Ark.
Con el afán de construir un funtor Φ : Afk → ÁlgAfk, veremos a continuación
que todo morfismo polinomial ϕ : X → Y induce un homomorfismo de k-
álgebras afines ϕ∗ : k[Y ]→ k[X].

Dado g ∈ k[Y ], definimos ϕ∗(g) := g ◦ ϕ y tenemos entonces el siguiente
diagrama conmutativo.

X

ϕ∗(g)   A
AA

AA
AA

A
ϕ // Y

g

��
A1
k.

En otras palabras, ϕ∗ : k[Y ] → k[X] es tal que g 7→ g ◦ ϕ. Note además que si
φ : Y → Z es otro morfismo polinomial, se tiene para la composición

(φ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ φ∗ : k[Z]→ k[X].

Esto último se sigue de advertir que, dado f ∈ k[Z],

(φ ◦ ϕ)∗(f) = f ◦ (φ ◦ ϕ) = (f ◦ φ) ◦ ϕ = φ∗(f) ◦ ϕ = ϕ∗(φ∗(f)) = (ϕ∗ ◦ φ∗)(f).

Por lo tanto, el funtor Φ : Afk → ÁlgAfk asigna a cada conjunto algebraico
af́ın X su anillo de coordenadas k[X] y a cada morfismo polinomial ϕ : X → Y
el morfismo de k-álgebras afines ϕ∗ : k[Y ] → k[X], es decir, Φ es un funtor
contravariante.

En el sentido inverso, dado un homomorfismo ψ : k[Y ]→ k[X] de k-álgebras
afines, mostraremos que existe un único morfismo polinomial p : X → Y tal
que p∗ = ψ. Se quiere construir ahora un funtor Ψ : ÁlgAfk → Afk.

En virtud de que Y ⊆ Amk , observe que

k[Y ] = k[y1, . . . , ym]/I(Y ) = k[y1, . . . , ym],
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es un objeto de ÁlgAfk, donde yi denota la clase de yi módulo I(Y ), es decir,
yi = yi + I(Y ). Hagamos entonces fi := ψ(yi) ∈ k[X], veamos que

f := (f1, . . . , fm) : X → Amk

es el morfismo polinomial que buscamos.
Cada generador yi de k[Y ] establece una función polinomial: la proyección

πi : Y → A1
k, de modo que ψ(yi) : V → A1

k es también una función polinomial.
En consecuencia, f es un morfismo polinomial.

Para ver que f(X) ⊆ Y , considere un polinomio M(y1, . . . , ym) ∈ I(Y ), por
lo que su clase M(y1, . . . , ym) en k[Y ] es la clase del cero y dado que ψ(M) =
M ◦ f , entonces también ψ(M) = 0. Se tiene, aśı, el diagrama conmutativo

X
f //

ψ(M)   @
@@

@@
@@

@ Amk

M

��
A1
k.

De este modo,

0 = ψ(M((y)1, . . . , ym)) = M(ψ(y1), . . . , ψ(ym)) = M(f1, . . . , fm).

Por tanto, ψ(M) ∈ I(f(X)). Hemos mostrado la contención I(Y ) ⊆ I(f(X)) y
esto implica que f(X) ⊆ Y , como se queŕıa probar.

Solamente nos hace falta mostrar que ψ = f∗ y que f es único con tal
propiedad. Como las clases y1, . . . , ym generan a la k-álgebra k[Y ], es suficiente
mostrar que ψ(yi) = f∗(yi) = fi para cada i. Sin embargo, esta última igualdad
es precisamente la definición de fi; pero todav́ıa más, la igualdad también mues-
tra que f es el único morfismo tal que ψ = f∗, estableciéndose aśı la unicidad.

Con lo anterior, se construyó un puente entre conjuntos algebraicos afines
y k-álgebras afines, un diccionario “álgebra-geometŕıa”, mediante los funtores
Ψ y Φ. Si el amable lector se pregunta si éstos son inversos el uno del otro,
acertará al responderse: śı. Probamos este hecho enseguida.

Sea X un objeto de Afk, digamos, X ⊆ Ank . El funtor Φ asocia a X su
anillo de coordenadas k[X] en ÁlgAfk. Si bien establecimos Ψ, diciendo que
este funtor asocia a la k-álgebra k[X] su conjunto algebraico subyacente X,
no se dijo qué conjunto algebraico corresponde a una k-álgebra af́ın A arbi-
traria en ÁlgAfk, como lo hacemos a continuación. Como A es finitamente
generable, podemos elegir un conjunto de generadores {a1, . . . , an}, tal que
A = k[a1, . . . , an]. Consideramos entonces el morfismo

η : k[x1, . . . , xn]→ A = k[a1, . . . , an]
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definido por η(xi) = ai, para cada i; note que, por tanto, η es suprayectivo. Se
tiene aśı el isomorfismo

k[x1, . . . , xn]/Núc η ∼= A.

Dado que A no posee elementos nilpotentes, Núc η es un ideal radical, mismo
que define el conjunto algebraico V (Núc η) ⊆ Ank .

Por lo tanto, si ponemos atención en la composición de funtores

Afk
Φ−→ ÁlgAfk

Ψ−→ Afk,

ésta es tal que X 7→ k[X] = k[x1, . . . , xn]/I(X) 7→ V (I(X)) = X. En otras
palabras, Ψ ◦ Φ = 1Afk .

Por otro lado, si B es un objeto en ÁlgAfk, elegimos {b1, . . . , bm} ⊆ B de
modo que B = k[b1, . . . , bm]. Como se hizo antes, consideramos

δ : k[x1, . . . , xm]→ B,

con xj 7→ bj para todo j y aśı k[x1, . . . , xm]/Núc δ ∼= B. Se sigue entonces
que Ψ(B) = V (Núc δ) ⊆ Amk es algebraico. Por lo tanto, I(V (Núc δ)) = Núc δ.
Luego, al aplicar Φ a V (Núc δ) se obtiene k[x1, . . . , xm]/Núc δ ∼= B, esto es,
Φ ◦Ψ = 1ÁlgAfk

.

Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 1.2 El funtor Φ : Afk −→ ÁlgAfk, definido en objetos como

V 7−→ k[V ],

y en morfismos por (f : V → W ) 7−→ (f∗ : k[W ] → k[V ]), induce una equiva-
lencia de categoŕıas,6 donde Ψ : ÁlgAfk → Afk es tal que Φ−1 = Ψ. 2

A la luz de este teorema y de resultados anteriores, se tienen las siguientes
equivalencias.

Proposición 1.6 Existe una correspondencia biuńıvoca en cada uno de los ca-
sos siguientes.

(a) Ideales radicales de k[x1, . . . , xn] y conjuntos algebraicos en Ank .

(b) Conjuntos algebraicos irreducibles U ⊆ Ank e ideales primos en k[x1, . . . , xn]
(cada uno de los cuales da lugar a un dominio entero k[U ]).

(c) Ideales maximales en k[x1, . . . , xn] y puntos en Ank .

6Véase el Apéndice A.
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Prueba.

(a) Si X ⊆ Ank es algebraico, I(X) ⊆ k[x1, . . . , xn] es ideal radical, por la
proposición 1.1. Si J ⊆ k[x1, . . . , xn] es un ideal radical y suponemos que
V (J) no es algebraico, entonces I(V (J)) 6=

√
J , pero por el lema 1.1,

J ⊆ I(V (J)) 6=
√
J , una contradicción, pues J es radical.

(b) Si el conjunto algebraico U ⊆ Ank es irreducible suponga que I(U) no
es primo, es decir, existen h1, h2 ∈ k[x1, . . . , xn] tales que h1h2 ∈ I(U)
pero ni h1 ni h2 están en I(U). Sean J1 = 〈I(U), h1〉 y J2 = 〈I(U), h2〉;
note que V (J1) y V (J2) son subconjuntos algebraicos propios de U y que
U ⊂ V (J1)∪V (J2). Para cada p ∈ U , se tiene p ∈ U1 o p ∈ U2; por tanto,
si h1h2(p) = 0, entonces h1(p) = 0 o h2(p) = 0, por lo que U es reducible,
lo cual niega la hipótesis.

Por otro lado, si I(U) es primo, suponga que U es reducible, es decir,
pueden hallarse U1 y U2 subconjuntos algebraicos propios de U tales que
U = U1 ∪ U2 (note que I(U1), I(U2) ⊃ I(U)). De este modo, existen
g1 ∈ I(U1) \ I(U) y g2 ∈ I(U2) \ I(U), tales que el producto g1g2 se anula
en U1 ∪ U2 = U , es decir, g1g2 ∈ I(U). Por tanto, I(U) no es primo, lo
cual es una contradicción.

Luego, si U es irreducible, I(U) es primo y aśı k[U ] = k[x1, . . . , xn]/I(U)
es un dominio entero.

(c) Véase el lema 1.2. 2

1.6. Morfismos Racionales: el caso af́ın

Ponemos ahora nuestra atención en una clase particular de morfismos poli-
nomiales entre conjuntos algebraicos: los morfismos racionales.

A lo largo de esta sección, supondremos que U ⊆ Ank es un conjunto alge-
braico irreducible, de modo que, en virtud de la proposición (1.6), k[U ] será un
dominio entero.

Definición 1.6 El anillo k[U ] posee un campo de cocientes asociado, al que
denotamos por k(U) y llamamos campo de funciones racionales sobre U .7

Cada función racional f ∈ k(U) puede expresarse en términos de las fun-
ciones polinomiales g, h ∈ k[U ], con g 6= 0, como f = g/h. Sin embargo, esta
representación no es única en general.

7Véase el Apéndice B.
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Definición 1.7 Dados f ∈ k(U) y p ∈ U , decimos que la función racional f
es regular en p si existe para ésta una representación f = g/h, con g, h ∈ k[U ]
y h(p) 6= 0. Aśı, el dominio de definición de f es el conjunto

dom(f) := {q ∈ U : h(q) 6= 0}.

En general, dado r ∈ k[U ], definimos

D(r) := Ank \ V (r),

el cual es, por supuesto, un subconjunto abierto de Ank . Análogamente, si J es
ideal de k[x1, . . . , xn],

D(J) := Ank \ V (J)

es abierto en Ank .

Dado X es un subconjunto abierto de U , es usual la notación OU (X) para
referirse al subanillo de k(U) formado por las funciones regulares en X. En
particular, para cada punto p ∈ X, se tiene el anillo

OU,p := {f ∈ k(U) : f es regular en p} .

Cuando se consideran espacios topológicos E y F , es común que tratemos
con funciones continuas f : E → F y que se fije la atención en subconjuntos
abiertos de E, o bien, en aquéllas cuyo dominio sea un conjunto abierto A ⊆ E.
Se tienen entonces funciones “abiertas” entre espacios topológicos. En lo que
nos ocupa, se busca construir la analoǵıa para los conjuntos algebraicos con
la topoloǵıa de Zariski. Más precisamente, la importancia de considerar las
funciones racionales sobre conjuntos algebraicos, es que el dominio de definición
de éstas es siempre un conjunto abierto, como veremos a continuación.

Proposición 1.7 Sea f ∈ k(U).

(a) El conjunto dom(f) es abierto y denso en U .

(b) La igualdad dom(f) = U sucede si y sólo si f ∈ k[U ].

(c) Se tiene D(h) ⊆ dom(f) si y sólo si f ∈ k[U ][1/h]

(d) Para cada p ∈ U , el anillo OU,p es local. Se tiene además

OU,p = k[U ]{h−1 : h(p) 6= 0};

es decir, OU,p = k[U ][S]−1, con S = {h ∈ k[U ] : h(p) 6= 0}.
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Prueba.

(a) Considere el conjunto

den(f) := {h ∈ k[U ] : fh ∈ k[U ]}.

Note que éste es un ideal de k[U ] al que nombramos el ideal de deno-
minadores de f . Éste coincide con el conjunto de funciones polinomia-
les h ∈ k[U ] que aparecen como denominador en alguna representación
f = g/h, más la función constante cero. En otras palabras,

den(f) = {h ∈ k[V ] : existe g ∈ k[U ] de modo que f = g/h} ∪ {0}.

Aśı, V (den(f)) = {q ∈ U : h(q) = 0, para todo h ∈ den(f)} = U \
dom(f) es cerrado, esto es, dom(f) es abierto en U .

Dado que hemos considerado a U como irreducible, la densidad de dom(f)
en U se sigue del lema 1.4.

(b) Note que dom(f) = U si y sólo si V (den(f)) = ∅ que, por el inciso (b)
del Lema 1.2, se tiene si y sólo si 1 ∈ den(f), que a su vez equivale a que
f ∈ k[U ].

(c) Se tiene D(h) si y sólo si h(q) = 0 para todo q ∈ V (den(f)). De acuerdo
con el Teorema 1.1, lo anterior equivale a afirmar que alguna potencia de
h pertenece a den(f), digamos, hr, lo que a su vez implica que se tiene la
representación f = g/hr ∈ k[U ][1/h].

(d) En virtud de que k[U ] es un dominio entero, el conjunto

S := {h ∈ k[U ] : h(p) 6= 0}

es multiplicativamente cerrado. Podemos, pues, localizar a k[U ] respecto
de S; de este modo, se extiende a k[U ] incluyendo los inversos bajo la
multiplicación de todos los elementos en S. Se obtiene entonces

k[U ][S]−1 =
{ g
h

: g ∈ k[U ], h ∈ S
}
.

Ahora bien, el único ideal máximo de OU,p es

mp :=
{ g
h
∈ k[U ] : g(p) = 0

}
.

Para convencerse de ello, observe que un elemento en OU,p \ mp es de la
forma r/s, donde r, s ∈ S, el cual es invertible, su inverso es s/r. Por
tanto, si existiese un ideal n tal que mp ⊆ n ⊆ OU,p y suponemos que la
primera contensión es propia, un elemento u ∈ n \ mp es unidad y, por
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tanto, contiene al elemento 1, es decir, n = OU,p, lo que prueba que mp es
máximo.

Suponer que mp no es máximo nos lleva a suponer la existencia de otro
ideal máximo a distinto de mp, es decir, tal que a \mp 6= ∅. Sin embargo,
hemos visto que todo elemento de OU,p que no pertenece a mp es unidad,
es decir, mp = OU,p. 2

Las funciones entre conjuntos algebraicos que buscamos son los morfismos
racionales.

Definición 1.8 Sean X ⊆ Amk e Y ⊆ Ank conjuntos algebraicos irreducibles.
Un morfismo racional ρ : X → Ank es una colección ordenada ρ = (ρ1, . . . , ρn)
de funciones racionales ρ1, . . . , ρn en k(X). Decimos que ρ es regular en p ∈ X
si cada función racional ρj es regular en p. El dominio de definición de ρ es la
intersección de los conjuntos de puntos regulares de cada ρj, esto es,

dom(ρ) :=
n⋂
j=1

dom(ρj).

La función τ : X → Y es un morfismo racional entre conjuntos algebraicos
irreducibles si τ : X → Ank es un morfismo racional tal que τ(p) ∈ Y para cada
punto regular p ∈ X.

Se pretende asociar a cada morfismo racional τ : X → Y un morfismo de
campos τ∗ : k(Y )→ k(X), mismo que entenderemos como la extensión del mor-
fismo de anillos k[Y ] → k[X]. Se quiere hacer la analoǵıa con la construcción
dada en la sección 1.5. Pero, en constraste con lo que sucede con los morfis-
mos polinomiales, la composición de morfismos racionales no es en general un
morfismo racional.

Ejemplo. Considere los morfismos racionales f : A1
k → A2

k y g : A2
k → A1

k

dados por f(t) = (t, 0) y g(t, s) = s/t. Observe que f(A1
k)∩ dom(g) = ∅, por lo

que la composición no está definida.

¿Para qué clase de morfismos la composición está definida?, ¿qué propiedad
los caracteriza? A ello atiende la siguiente definición.

Definición 1.9 Decimos que el morfismo racional τ : X → Y es dominante
si τ(dom(τ)) es un subconjunto denso8 de Y .

Ya que hemos puesto nuestra atención en los puntos regulares, en este caso,
de τ , dado U ⊆ Y abierto, imagen inversa de U bajo τ significará

τ−1(U) := {p ∈ dom(τ) : τ(p) ∈ U}.
8Según la topoloǵıa de Zariski.
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Proposición 1.8 Sean X e Y conjuntos algebraicos irreducibles.

(a) Cada morfismo racional dominante τ : X → Y induce un morfismo de
campos τ∗ : k(Y )→ k(X).

(b) Si φ : k(Y )→ k(X) es un morfismo de campos, existe un único morfismo
racional dominante ψ : X → Y de modo que ψ∗ = φ.

(c) Si τ : X → Y y σ : Y → W son morfismos racionales dominantes,
entonces σ ◦ τ : X →W también lo es. Además, (σ ◦ τ)∗ = τ∗ ◦ σ∗.

Prueba.

(a) Para cada morfismo racional τ : X → Y se tiene el morfismo de anillos

τ ′ : k[Y ]→ k[X].

Pretendemos construir el morfismo τ∗ : k(Y )→ k(X) como

τ∗(f/h) := τ ′(f)/τ ′(h).

Probaremos por contrapositiva que si τ es dominante, la condición h(p) 6=
0 para todo p ∈ Y garantizará que τ ′(h)(q) 6= 0 para todo q ∈ X. Dado
h ∈ k[Y ], τ ′(h) es el morfismo constante cero si y sólo si τ(dom(τ)) ⊆
V (h) ⊆ Y . Puesto que τ es dominante, τ(dom(τ)) es denso en Y , es decir,
su cerradura τ(dom(τ)) = Y . De aqúı se sigue que V (h) = Y , esto es, h es
el morfismo constante cero. El morfismo τ∗ está, entonces, bien definido.

(b) Suponga que Y ⊆ Amk , por lo que expresamos a k[Y ] como

k[y1, . . . , ym]/I(Y ) = k[y1, . . . , ym],

donde yi denota la clase de yi. Por tanto, k(Y ) = k(y1, . . . , ym). Definimos

ψi := φ(yi) ∈ k(X) y ψ := (ψ1, . . . , ψm) : X → Amk .

Debe probarse que ψ(dom(ψ)) es un subconjunto denso de Y . De este
modo, la igualdad ψ∗ = φ se tendŕıa por la construcción que se ha hecho
de ψ.

Si G = G(y1, . . . , ym) pertenece a I(Y ), G(y1, . . . , ym) es el morfismo
constante cero en k[Y ]. De este modo,

G(ψ1, . . . , ψm) = G(φ(y1), . . . , φ(ym)) = φ(G(y1, . . . , ym)) = 0,

lo que prueba la contensión I(Y ) ⊆ I(ψ(dom(ψ))) o, equivalentemente,
que ψ(dom(ψ)) ⊆ Y .

Como ψ∗ = φ, se tiene ψ∗|k[Y ] = φ|k[Y ] y, dado que φ es un morfismo
de campos, φ es inyectivo. Aśı, el morfismo ψ∗|k[Y ] : k[Y ] → k(X) es
inyectivo, de donde se sigue (por lo discutido en el inciso (a) de esta
prueba) que ψ es dominante.
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(c) Puesto que τ : X → Y y σ : Y →W son dominantes, los morfismos

τ ′ : k[Y ]→ k(X) y σ′ : k[W ]→ k(Y )

son inyectivos, por lo que τ ′ ◦σ′ = (σ ◦ τ)′ también lo es. De aqúı se sigue
(por el inciso (a)) que σ ◦ τ : X →W es dominante. 2

Los subconjuntos abiertos de los conjuntos algebraicos afines comparten cier-
tas caracteŕısticas con los conjuntos algebraicos mismos. Bajo ciertas condi-
ciones, es posible establecer isomorfismos entre ellos, lo que justifica la siguiente
terminoloǵıa.

Definición 1.10 Un conjunto algebraico cuasiafin es un subconjunto abierto
de un conjunto algebraico af́ın.

De nueva cuenta, definidos los objetos de estudio, establecemos la manera
de relacionarlos. Dados A y B algebraicos cuasiafines irreducibles9, contenidos
en los conjuntos algebraicos X e Y , respectivamente, el morfismo α : A → Y
está dado por un morfismo racional ρ : X → Y tal que A ⊆ dom(ρ) y ρ|A = α.
Un morfismo entre conjuntos cuasiafines β : A→ B es un morfismo β : A→ Y
de modo que β(A) ⊆ B. El morfismo β anterior será un isomorfismo si existe
otro morfismo de conjuntos cuasiafines γ : B → A para el cual γ ◦ β = 1A y a
la vez β ◦ γ = 1B .

Dećıamos que un conjunto algebraico cuasiaf́ın puede ser isomorfo a uno
af́ın.

Ejemplo. El conjunto cuasiaf́ın X := A1
k\{0} de A1

k es isomorfo al conjunto
algebraico Y := V (xy − 1) ⊂ A2

k. En este caso, el morfismo cuasiaf́ın está dado
por la proyección π : Y → X, con π(x, y) = x, cuya inversa η : X → Y
es η(x) = (x, 1/x). Pese a ello, note que X no es algebraico. En la literatura,
cuando puede establecerse un isomorfismo de esta naturaleza, se dice que X e Y
son birracionalmente equivalentes o que π (y/o η) es un morfismo birracional.
La importancia de dichos morfismos radica en que hacen posible extender la
clase de objetos geométricos (de conjuntos algebraicos a conjuntos cuasiafines)
susceptibles de ser comparados. Para el ejemplo concreto, X no es algebraico
en A1

k, pero es equivalente a Y , que śı es algebraico en A2
k.

Ejemplos como éste, dan la pauta para indagar lo que sucede en general.

Proposición 1.9 Sea X ⊆ Ank conjunto algebraico af́ın y r ∈ k[X]. El conjunto
cuasiaf́ın Xr := X \ V (r) es isomorfo a un conjunto algebraico af́ın Y , cuyo
anillo de coordenadas es

k[Y ] = k[Xr] = k[X][r−1] = k[X]r.
9No expresables como uniones disjuntas de abiertos no vaćıos.
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Prueba. Otra vez, haremos uso del truco de Rabinowitsch. Sea J = I(X) ⊆
k[x1, . . . , xn] y tome F ∈ k[x1, . . . , xn] tal que F |X = r. Considere

JF := 〈J, tF − 1〉 ⊆ k[x1, . . . , xn, t].

Se afirma que Xr
∼= W , donde W = V (JF ) ⊆ An+1

k . Ésto se sigue después de
advertir que el morfismo

p : W −→ Xf

(x1, . . . , xn, y) 7−→ (x1, . . . , xn)

y el morfismo

q : Xf −→ W

(x1, . . . , xn) 7−→
(
x1, . . . , xn,

1
F (x1, . . . , xn)

)
son mutuamente inversos. 2

Observación 1.4 En la prueba anterior, es de hacerse notar que cualquier
conjunto abierto de X puede expresarse como la unión de conjuntos de la forma
Xr, por lo que éstos últimos forman una base para la topoloǵıa (de Zariski) de
X.

1.7. Producto de conjuntos algebraicos.

Sean X e Y conjuntos algebraicos afines. El conjunto algebraico X × Y ,
caracterizado de matera categórica, consiste en el producto cartesiano X ×Y y
la pareja de morfismos polinomiales

πX : X × Y → X y πY : X × Y → Y

tal que dado cualquier conjunto algebraico af́ın Z y cualesquiera morfismos
polinomiales

α : Z → X y β : Z → Y,

existe un único morfismo polinomial µ : Z → X × Y que hace conmutar el
siguiente diagrama:

Z
α

{{xxxxxxxxx
µ

��

β

##G
GGGGGGGG

X X × YπX

oo
πY

// Y ;

es decir, tal que πX ◦ µ = α y πY ◦ µ = β.
En otras palabras, se tiene el siguiente resultado.
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Proposición 1.10 Sean X ⊆ Ank e Y ⊆ Amk conjuntos algebraicos.

(i) El producto cartesiano X × Y ⊆ An+m
k es un conjunto algebraico af́ın.

(ii) Si X e Y son irreducibles, entonces X × Y también lo es.

Prueba.

(i) Suponga queX = V (f1, . . . , fr) e Y = V (g1, . . . , gs), con fi ∈ k[x1, . . . , xn]
y gj ∈ k[y1, . . . , ym]. Observe que

X × Y = V (f1, . . . , fr, g1, . . . , gs) ⊆ An+m
k .

(ii) Observe que para cada y ∈ Y , la proyección a la primera coordenada
establece un isomorfismo X × {y} ∼= X. Análogamente, {x} × Y ∼= Y ,
para todo x ∈ X.

Suponga, pues, que se tiene la descomposición X × Y = Z1 ∪ Z2, donde
cada Zi 6= ∅. De este modo:

X × {y} = (X × {y} ∩ Z1) ∪ (X × {y} ∩ Z2).

Puesto que X ∼= X × {y} y dada la irreductibilidad de X, se verifica
X × {y} ∩ Z1 = X × {y}, o bien, X × {y} ∩ Z2 = X × {y}; es decir,
X × {y} ⊆ Z1, o bien, X × {y} ⊆ Z2.

Considere entonces

Yi := {y ∈ Y : X × {y} ⊆ Zi}, con i = 1, 2.

Aśı, Y1 ∪ Y2 = Y . Si mostramos que cada Yi es cerrado, de la irreductibi-
lidad de Y se seguirá que Y1 = Y , o bien, que Y2 = Y . En el primer caso,
se tendrá X × Y = Z1, o bien, X × Y = Z2 para el segundo.

Dado x ∈ X, definimos

Y xi := {y ∈ Y : (x, y) ∈ Zi}, con i = 1, 2.

Note que {x} × Y xi = ({x} × Y ) ∩ Zi, por lo que los conjuntos Y xi son
cerrados y ya que Wi =

⋂
x∈XW

x
i , los conjuntos Wi son cerrados. 2

Observe que la topoloǵıa de Zariski en X × Y no es en general la topoloǵıa
producto. Como ejemplo, considere

A2
C = A1

C × A1
C .

Los cerrados de A2
C con la topoloǵıa producto deben ser finitos. Esto se sigue de

advertir que cada cerrado C en A1
C, distinto del total y del vaćıo, es unión finita
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de productos de la forma A × B, con A y B cerrados en A1
k que, como hemos

visto, son finitos. Si bien los subconjuntos finitos de A2
C son algebraicos, no es

posible obtener, por ejemplo, M = V (y2 − x2(x + 1)) ⊆ A2
k como producto de

conjuntos algebraicos en A1
C (consecuencia de que C es infinito).

Terminamos el caṕıtulo con una proposición.

Proposición 1.11 Sean X ⊆ Ank e Y ⊆ Amk conjuntos algebraicos. El anillo
de coordenadas k[X × Y ] es isomorfo a k[X]⊗k k[Y ].

Prueba. Dado (x, y) ∈ X × Y , definimos el morfismo

ϕ : k[X]⊗k k[Y ]→ k[X × Y ]

como ϕ

(∑
i

fi ⊗ gi

)
(x, y) :=

∑
i

fi(x)gi(y).

Observe que las funciones coordenadas xi e yj están en la imagen de ϕ, y
dado que éstas generan al anillo k[X × Y ], el morfismo ϕ es suprayectivo.

Para ver que ϕ es inyectivo, note que si las familias {fi} y {gj} son lin-
ealmente independientes en k[X] y k[Y ], respectivamente, entonces {fi ⊗ gj}
también lo es en k[X × Y ]. Por tanto, si∑

i,j

cijfi(x)gj(y) = 0,

como {fi} es linealmente independiente,
∑
j

cijgj(y) = 0 y como {gj} también

lo es, entonces cada cij = 0. En otras palabras, Núcϕ = {0}. 2



Caṕıtulo 2

Espacios Proyectivos

En el plano af́ın, cuando se habla de la intersección de (por ejemplo) curvas
algebraicas, normalmente se hace preciso separar el caso finito del infinito. Es
decir, discernimos cuando dos curvas se intersectan de cuando no lo hacen, e
interpretamos este último caso diciendo “se intersectan en un punto al infinito”.
Luego, si la pregunta es si puede construirse a partir del plano af́ın (en general, a
partir de Ank , para algún n) un espacio en el que tal distinción no sea necesaria,
la respuesta es afirmativa: los espacios proyectivos.

A lo largo de este caṕıtulo, veremos que muchas de las propiedades que
verifican los conjuntos algebraicos afines también son ciertas para los espacios
proyectivos.

Sea V un k-espacio vectorial de dimensión n + 1. Definimos en V − {0} la
relación de equivalencia

u ∼ v si y sólo si existe λ ∈ k − {0} tal que u = λv.

Definición 2.1 Decimos que V − {0}/ ∼ es el espacio proyectivo asociado a
V y lo denotamos por P(V ). Su dimensión está dada por

dim P(V ) = dimkV − 1.

Si V = kn+1, denotamos a su espacio proyectivo asociado P(kn+1) por Pnk .

Ejemplos.

1. El espacio P0
k consta de un solo punto.

2. El espacio proyectivo asociado a R2, la ĺınea real proyectiva P(R2) = P1
R,

es homeomorfo a S1.

3. La ĺınea proyectiva compleja P1
C es el espacio proyectivo asociado a C2. El

espacio P1
C es la esfera de Riemann.

4. El espacio P(R2) = P2
R es el plano proyectivo real. Éste puede descompo-

nerse como
P2

R = R2 ∪ P1
R,

28
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por el motivo siguiente. Podemos identificar a cada ĺınea L en R3 que pasa
por el origen, con su intersección con el plano ℘ : x = 1 y viceversa: a
cada punto de ℘ le corresponde una ĺınea que pasa por el origen. Se tienen
entonces dos clases de ĺıneas: las que intersectan a ℘ y las que pertenecen
al plano yz. El plano ℘ es homeomorfo a R2, y a él corresponden las del
primer grupo, mientras que las del último se identifican con P1

C.

Observación 2.1 Pese a que contradice lo enunciado al principio del Caṕıtulo
1, podemos considerar a An+1 como el k-espacio vectorial kn+1, de modo que

Pnk ∼= An+1
k − {0}/ ∼ .

¿Cómo manejamos los puntos de cierto Pnk? Dado que éstos son clases de
equivalencia, nos referimos a cada una de ellas eligiendo un representante. Es
decir, se tiene en mente la proyección π : kn+1 −→ Pnk y denotamos los puntos
en la imagen por (x0 : x1 : · · · : xn) := π(x0, . . . , xn). Aśı, (x0 : x1 : · · · : xn) son
las coordenadas homogéneas del punto P := π(x0, . . . , xn). En virtud de cómo se
definió la relación ∼, P puede representarse también por (λx0 : λx1 : · · · : λxn),
para cualquier elección de λ ∈ k − {0}.

Ejemplo. Considere nuevamente P2
R. Reescribir su descomposición como

P2
R = U1 ∪H∞, donde

U0 := {(x0 : x1 : x2) ∈ P2
k : x0 6= 0} y H0

∞ := {(x0 : x1 : x2) ∈ P2
k : x0 = 0}.

En general, dado Pnk puede elegirse t ∈ {0, 1 . . . , n} para establecer la des-
composición Pnk = Ut ∪Ht

∞, donde, análogamente,

Ut := {(x0 : . . . , xn) ∈ Pnk : xt 6= 0} y Ht
∞ := {(x0 : · · · : xn) ∈ Pnk : xt = 0}.

Al espacio Ht
∞, se le llama hiperplano al infinito, y se identifica con Pn−1

k ,
mientras que Ut es identificado con Ank . Esta última relación está dada por los
morfismos mutuamente inversos

αt : Ank −→ Ut
(x1, . . . , xn) 7−→ (x1 : · · · : xt−1 : 1 : xt : · · · : xn),

βt : Ut −→ Ank
(x0 : · · · : xt−1 : xt : · · · : xn) 7−→

(
x0

xt
, . . . ,

xt−1

xt
,
xt+1

xt
, . . . ,

xn
xt

)
.

Generalmente, se fija un valor de t (son usuales 0 o n), y nos referimos a Ut
como la parte af́ın de Pnk y a Ht

∞ como el hiperplano al infinito. Los puntos de
Ht
∞ son llamados puntos al infinito.

La descomposición anterior en una parte af́ın y otra proyectiva es conven-
cional, pero si se toma cualquier hiperplano proyectivo en Pnk , el complemento
siempre es af́ın.
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Definición 2.2 Un subespacio proyectivo de P(V ) es un conjunto de la forma
π(W −{0}), donde W es un subespacio vectorial de V . En tal caso, escribimos
P(W ) ⊆ P(V ).

Note que, dim P(W ) = dimkW − 1. Si dimkW = dimkV − 1.

Lema 2.1 Sea V un k-espacio vectorial de dimensión n + 1 y P(W1) y P(W2)
subespacios proyectivos de P(V ). Si

dim P(W1) + dim P(W2) ≥ n,

entonces P(W1) ∩ P(W2) 6= ∅.

Prueba. Que la suma dim P(W1) + dim P(W2) sea mayor o igual que n,
implica que dimkW1 + dimkW2 ≥ n+ 2 = dimkV + 1, de modo que W1 y W2 se
intersectan en, al menos, una ĺınea. Es decir, existe al menos un punto común
a P(W1) y a P(W2). 2

Veamos ahora algunas propiedades de Pnk . De acuerdo con el resultado ante-
rior, en particular, dos ĺıneas en el plano proyectivo siempre se intersectan, en
contraste con lo que sucede en un plano af́ın. Es decir, en un espacio proyectivo,
la distinción entre los casos ĺıneas paralelas y no paralelas ya no es necesaria.
Por otro lado, cualquier espacio proyectivo puede cubrirse por espacios afines,
de la siguiente manera

Pnk =
n⋃
i=0

Ui,

donde cada Ui := {(x0 : · · · : xn) ∈ Pnk : xi 6= 0}. Cuando k es R o C, esta
cubierta proporciona a PnR y a PnC, estructura de variedad topológica diferenciable
compacta real y compleja, respectivamente.1

2.1. Conjuntos Algebraicos Proyectivos

De manera análoga a como se hizo para los espacios afines, nuestro obje-
tivo es definir conjuntos de ceros de polinomios en Pnk . Para ello, estaremos
interesados en los polinomios f ∈ k[x0, . . . , xn] tales que si se anulan en cierto
P ∈ kn+1, también lo hagan en cada λP , para todo λ ∈ k − {0}, de modo que
los conjuntos de ceros en Pnk estén bien definidos. Esto condición no la satis-
face, por supuesto, cualquier polinomio, por lo que ponemos nuestra atención
en las formas o polinomios homogéneos de grado d, entendidas(os) como las
expresiones

f(x0, . . . , xn) =
∑

∑
νi=d

aν0,...,νn
xν00 · · ·xνn

n ,

1Véase el Apéndice C.
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siendo aν0,...,νn
∈ k. No es dif́ıcil ver que para éstas, se tiene

f(λx0, . . . , λxn) = λdf(x0, . . . , xn).

De este modo, si f(x0, . . . , xn) = 0, también f(λx0, . . . , λxn) = 0.

Definición 2.3 Un conjunto algebraico proyectivo es un subconjunto X de Pnk
tal que se tiene un conjunto de formas H ⊆ k[x0, . . . , xn] para el cual

X = {P ∈ Pnk : f(P ) = 0, para toda f ∈ H}.

Denotamos esta situación por X = VP (H).2

Debe hacerse notar que no se exige para esta definición, que las formas en
H que definen a X tengan un mismo grado. Y, de nueva cuenta, gracias al
Teorema de la Base, de Hilbert, podemos suponer que H es finito.

Ejemplos.

1. El polinomio homogéneo ν(x, y, z) = x3 + x2y − y2z (una forma de grado
2), define una curva algebraica C = VP (ν) de grado 3 en P2

k.

2. Homogeneización y deshomogeneización de polinomios. Como ya hemos
visto, puede identificarse al espacio af́ın Ank con el subconjunto U0 de Pnk a
través del morfismo φ : Ank → U0, dado por φ(x1, . . . , xn) = (1, x1, . . . , xn).
Si se considera a cada polinomio como función, el morfismo anterior induce
los siguientes morfismos de anillos. Por un lado,

φd : k[x0, x1, . . . , xn] → k[x1, . . . , xn],
f(x0, . . . , xn) 7→ f(1, x1, . . . , xn).

Por otro, dado g = g0 + g1 + · · · + gr ∈ k[x1, . . . , xn], donde cada gi
representa una forma de grado i, se tiene

φh : k[x1, . . . , xn] → k[x0, x1 . . . , xn],

g(x1, . . . , xn) 7→ xr0

r∑
i=1

gi = xr0 g(x1/x0, . . . , xn/x0).

En el primer caso, diremos que φd(f) =: fd es la deshomogeneización de
f respecto de x0; mientras que en el segundo, φh(g) =: gh es la homo-
geneización de g respecto de x0.

Siguiendo la misma notación de arriba, observe que el elemento gh en
k[x0, . . . , xn] es tal que φd(gh) = g ∈ k[x1, . . . , xn], por lo que el morfismo

2El sub́ındice P hace alusión a la palabra “proyectivo”.
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φd es sobreyectivo. Además, Núc (φd) = 〈1− x0〉, de modo que se tiene el
isomorfismo

k[x1, . . . , xn] ∼= k[x0, . . . , xn]/〈1− x0〉.
Otra consideración que debe destacarse es que este procedimiento puede
hacerse en relación a cualquier Ui y no precisamente respecto de U0; en
otra palabras, puede homogeneizarse y deshomogeneizarse polinomios res-
pecto de cualquier variable xi.

Ahora bien, tomando el polinomio ν del ejemplo 1, se obtiene una curva
algebraica af́ın al deshomogeneizar ν y considerar sus ceros V (νd) ⊆ A2

k

respecto de (digamos) z; expĺıcitamente, V (νd) = x3 + x2y − y2. Y en el
sentido inverso, dado µ = y4−x(x+ 1) (cuyo conjunto de ceros pertenece
al plano af́ın), al considerar los ceros de su homogeneización respecto de
z, V (µh) = V (y4−x2z2−xz3) obtenemos una curva algebraica proyectiva
en P2

k.

3. Haces de curvas. En Matemáticas, es común que, dado un conjunto de
objetos sobre los que se tiene interés, se construya otro espacio en el cual
cada uno de éstos sea un punto. Si se tiene en mente P2

k, las curvas de
grado d en él forman un espacio proyectivo PDk , donde D = 1/2d(d+ 3).

¿Cuántas curvas de grado d distintas entre śı es posible construir en P2
k?

Tantas como formas distintas de grado d se tengan y cada forma f ∈
k[x0, x1, x2] de grado d puede escribirse como

f =
∑

r+s+t=d

λ(r,s,t)x
r
0x
s
1x
t
2, con λ(r,s,t) ∈ k.

Para calcularlas, considere el siguiente arreglo

xd3
x1x

d−1
3 x2x

d−1
3

x2
1x
d−2
3 x1x2x

d−2
3 x2x

d−2
3

...
...

...
xd1 xd−1

1 x2 · · · · · · · · · x1x
d−1
2 xd2.

Observe que en el j−ésimo renglón se tienen j monomios distintos y que
hay d+ 1 renglones en total. De este modo, el número total de monomios
distintos entre śı es

D + 1 =
d+1∑
j=1

j =
(d+ 1)(d+ 2)

2
.

Si se identifica a cada curva f =
∑
r+s+t=d λ(r,s,t)x

r
0x
s
1x
t
2 con el punto

(λ1 : · · · : λD+1) ∈ PDk , se establece una correspondencia biyectiva entre
curvas de grado d en P2

k y los puntos de PDk .
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Ahora bien, dados A,B ∈ PDk (dos curvas en P2
k), una ĺınea parametrizada

que pasa por A y B es el conjunto de puntos λA + µB, donde al menos
uno de los valores λ o µ no es cero. De este modo, para cada par de valores
de λ y µ obtenemos una curva de grado d en P2

k. Decimos, entonces, que
la ĺınea parametrizada λA+ µB es un haz (lineal) de curvas de grado d.

4. Superficies regladas. Considere el morfismo ψ : P1
k × P1

k → P3
k dado por

ψ((x0 : x1), (y0 : y1)) = (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1).

El conjunto Imψ es la superficie algebraica proyectiva

Imψ = VP (z0z3 − z1z2) ⊆ P3
k.

Para cada punto Q ∈ P1
k, se tienen 2 familias de ĺıneas: ψ(P1

k × {Q}) y
ψ({Q} × P1

k). Decimos que cada una de estas familias es un reglado para
Imψ y que ésta última es una superficie reglada, al ser engendrada por
una recta móvil dependiente de un parámetro (el punto Q). Veremos más
adelante que éste es un caso particular del morfismo de Segre.

Como sucede también para conjuntos algebraicos afines, para espacios proyec-
tivos se verifica V (H) = V (I(H)), donde I(H) es el ideal homogéneo3 generado
por H. Además, si de nueva cuenta consideramos a los conjuntos algebraicos
proyectivos como los conjuntos cerrados de Pnk , se define aśı la topoloǵıa de
Zariski en Pnk , como se enuncia a continuación.

Proposición 2.1 Son conjuntos algebraicos proyectivos,

(i) el conjunto vaćıo y Pnk ,

(ii) la unión finita de conjuntos algebraicos proyectivos y

(iii) la intersección arbitraria de conjuntos algebraicos proyectivos.

Prueba. Completamente análoga a la misma proposición en el caso af́ın.2

Dado un conjunto algebraico af́ın V (T ) ⊆ Ank , donde T ⊆ k[x0, . . . , xn],
se quiere construir un conjunto algebraico proyectivo X ⊆ Pnk , de modo que
XA ∼= V (T ). Por ejemplo, si se considera la curva V (y − x2) ⊆ A2

k, basta
homogeneizar (respecto de alguna variable, digamos, z) el polinomio que la
define y considerar el conjunto algebraico proyectivo: VP (yz−x2) ⊆ P2

k. Observe
que VP (yz−x2)∩U2

∼= V (y−x2). Decimos, pues, que VP (yz−x2) es la cerradura
de V (y−x2); análogamente para el caso general, decimos que X es la cerradura
proyectiva de V (T ) y la denotamos por V (T ). Note, también, que V (T ) =
VP (Th), donde Th es el ideal homogéneo generado por las homogeneizaciones
de los polinomios que generan a T .

3Véase la sección Anillos Graduados e Ideales Homogéneos, en el Apéndice B.
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Observación 2.2 Con la topoloǵıa de Zariski, el morfismo βt : Ut → Ank , como
fue dado arriba, es un homeomorfismo.

Prueba. Considere los anillosA := k[x1, . . . , xn] yB := {f ∈ k[x0, . . . , xn] :
f es homogéneo}. Los conjuntos cerrados en Ut y Ank están determinados por
ideales de A y B, respectivamente. Entre estos anillos, se tienen los morfismos
γ : B → A y δ : A→ B, dados por

γ(f) := f(x0, . . . , xt−1, 1, xt+1, . . . , xn)

y

δ(g) := xgrad g
t g

(
x1

xt
, . . . ,

xt−1

xt
,
xt+1

xt
, . . . ,

xn
xt

)
,

mismos que verifican γ ◦ δ(g) = g.
Cualquier subconjunto cerrado Y de Ut es el resultado de intersectar la

cerradura proyectiva Y con Ut. Por tanto, existe T ⊆ B tal que Y = VP (T ), de
modo que βt(Y ) = V (γ(T )).

Por otro lado, todo subconjunto cerrado de Ank es de la forma W = V (S),
siendo S ⊆ A y β−1

t (W ) = VP (δ(S)) ∩ Ut. 2

Definición 2.4 Sea Y ⊆ Pnk algebraico. Decimos que X ⊆ Y es un conjunto
algebraico cuasiproyectivo si X es abierto en Y .

Los conjuntos algebraicos cuasiproyectivos son los objetos más generales que
hemos tratado en estos dos primeros caṕıtulos. La razón es la siguiente. Todo
conjunto algebraico (cuasi)af́ın puede ser considerado como el cono af́ın de su
cerradura proyectiva: si X ⊆ Ank es algebraico, entonces X ∼= X ∩ Ut, para
alguna t ∈ {0, . . . , n}. Aśı, X puede considerarse un subconjunto abierto de X.
Además, cualquier conjunto algebraico proyectivo Y ⊆ Pnk posee una cubierta

Y =
n⋃
t=0

Yt, donde Yt := Y ∩ Ut.

En esta descomposición, que llamamos la cubierta af́ın estándar de Y , identifi-
camos a cada Yt como una copia de Ank .

Como sucede en el caso af́ın, cada conjunto algebraico proyectivo posee una
descomposición en conjuntos algebraicos irreducibles.

2.2. Anillos Graduados e Ideales Homogéneos

Se tienen las correspondencias entre conjuntos algebraicos X ⊆ Pnk e ideales
homogéneos J de k[x0, . . . , xn], dadas por VP e IP , de manera análoga al ca-
so afin. Estamos interesados en saber cuándo éstas son mutuamente inversas.
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Pero antes de enunciar el Nullstellensatz en su versión proyectiva (donde, priv-
ilegiamos también los ideales radicales), debemos hacer ciertas consideraciones.

Por un lado, se tiene VP (k[x0, . . . , xn]) = ∅, pero por otro, el total no es el
único ideal del anillo de polinomios al que la función VP asigna el vaćıo, tenemos
además el ideal homogéneo máximo

(x0, . . . , xn) =
⊕
d≥1

kd[x0, . . . , xn];

es decir, VP (x0, . . . , xn) = ∅. Por esta razón, a este ideal se le llama el ideal
irrelevante.

Observe que, dado el ideal homogéneo J de k[x0, . . . , xn], puede considerarse
tanto el conjunto algebraico proyectivo X = VP (J) ⊆ Pnk como el af́ın XA =
V (J) ⊆ An+1

k . Si el ideal J es propio, se tiene

XA = π−1(X) ∪ {0},

siendo π la proyección An+1 \ {0} → Pnk ; y observe que un punto (x0, . . . , xn)
pertenece a XA si y sólo si (λx0, . . . , λxn) ∈ XA, para cualquier λ ∈ k. Lla-
mamos a XA el cono af́ın sobre el conjunto algebraico X ⊆ Pnk .

Teorema 2.1 (Nullstellensazt proyectivo) Sea J un ideal homogéneo
de k[x0, . . . , xn].

(i) VP (J) = ∅ si y sólo si
√
J ⊇ (x0, . . . , xn).

(ii) Si VP (J) 6= ∅ entonces IP (VP (J)) =
√
J .

Prueba.

(i) Observe que VP (J) = ∅ si y sólo si VP (J)A ⊆ {0} y ésto, a su vez, sucede
si y sólo śı

√
J ⊇ (x0, . . . , xn), de acuerdo con el Nullstellensatz del caso

af́ın.

(ii) Suponga que IP (VP (J)) 6= ∅. Si f ∈ IP (VP (J)), entonces f está en
IP (VP (J)A). De acuerdo con el Nullstellensatz af́ın, existe n ≥ 1 tal que
fn ∈ J , es decir, f ∈

√
J . 2

Corolario 2.1 Se tiene una correspondencia biyectiva entre

(i) ideales homogéneos radicales J de k[x0, . . . , xn] y conjuntos algebraicos
proyectivos X ⊆ Pnk ; e

(ii) ideales primos homogéneos y propios J de k[x0, . . . , xn] y conjuntos alge-
braicos irreducibles de Pnk .4

Prueba. Completamente análoga a la proposición correspondiente para el
caso af́ın. 2

4El ideal irrelevante corresponde al conjunto vaćıo.
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2.3. Morfismos racionales: el caso proyectivo

¿Puede construirse para X ⊆ Pnk , algebraico e irreducible, un anillo de co-
ordenadas? Considere su cono af́ın XA ⊂ An+1

k . Definimos

G[X] := k
[
XA
]

:= k[x0, . . . , xn]/IP (X).

Este anillo posee estructura de anillo graduado G[X] =
⊕
d≥0

Gd[X], donde5

Gd[X] := {[f ] ∈ G[X] : f es homogéneo, con gr f = d} ∪ {0}.

En efecto, observe que [f ] = [g] si y sólo si f − g ∈ IP (X), pues si gr f 6= gr g,
dado que IP (X) es homogéneo, entonces [f ] = [g] = 0; se sigue de aqúı que
Gd[X] ∩ Ge[X] = {0} siempre que d 6= e. Diremos que G[X] es el anillo de
coordenadas homogéneas de X.

A diferencia de lo que sucede en el caso af́ın, no cualquier polinomio en n+1
variables define una función en X ⊆ Pnk . Es por ello que nos restringimos a los
cocientes de polinomios homogéneos del mismo grado, f/g, puesto que verifican

f(λx0, . . . , λxn)
g(λx0, . . . , λxn)

=
λdf(x0, . . . , xn)
λdg(x0, . . . , xn)

=
f(x0, . . . , xn)
g(x0, . . . , xn)

;

es decir, el valor del cociente no depende de la elección del representante de la
clase de P ∈ X.

De este modo (haciendo énfasis en que consideramos a X irreducible), se
define en k(x0, . . . , xn) la relación

f

g
∼ p

q
si y sólo si fq − gp ∈ IP (X),

donde f, g, p y q son polinomios homogéneos tales que gr f = gr g y gr p = gr q.
Aśı, llamamos a

kP (X) :=
{
f

g
: f y g homogéneos, gr f = gr g y g 6∈ IP (X)

}
/ ∼

el campo de funciones de X y a sus elementos, funciones racionales.

Proposición 2.2 Sea X ⊂ Pnk algebraico y considere su cubierta estándar

af́ın X =
n⋃
i=1

Ui. Suponga que X 6⊂ VP (x0). Entonces, se tiene un isomorfis-

mo kP (X) ∼= k(U0).

5Como f ∈ k[x0, . . . , xn], [f ] denota la clase de este elemento en G[X].
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Prueba. Los morfismos

kP (X) −→ k(U0)
f(x0, . . . , xn)
g(x0, . . . , xn)

7−→ f(1, x1, . . . , xn)
g(1, x1, . . . , xn)

y

k(U0) −→ kP (X)

f(x1, . . . , xn)
g(x1, . . . , xn)

7−→
f
(
x1
x0
, . . . , xn

x0

)
g
(
x1
x0
, . . . , xn

x0

)
son mutuamente inversos. 2

Observe que kP (X) es también isomorfo a la localización6 G[X]((0)), lo cual
se sigue de la propia definición de kP (X).

Al contrario de lo que sucede en el caso af́ın, no todos los elementos de
kP (X) corresponden a funciones regulares en X. Se dirá, pues, que una función
h ∈ kP (X) es regular en Q ∈ X si existe para ésta una representación h = f/g,
con g(Q) 6= 0; nos referiremos al dominio de definición de h, denotado por
domh, como el conjunto de puntos de X donde h es regular.

De este modo, también se tiene un anillo local de X en el punto Q:

OX,Q := {h ∈ kP (X) : h es regular en Q},

cuyo único ideal máximo es mX,Q := {g ∈ OX,Q : g(Q) = 0}.
Nuevamente, si X es irreducible y X 6⊂ VP (x0), se tienen entonces dos anil-

los locales para cada punto Q ∈ U0 = X ∩ U0: OX,Q y OU0,Q, si se considera
a Q como punto de un espacio proyectivo o af́ın, respectivamente. Como con-
secuencia de la Proposición (2.2), se tiene OX,Q ∼= OU0,Q. Pero, además, si se
considera el ideal de G[X],

MQ := {f ∈ G[X] : f es homogéneo y f(Q) = 0},

oberve que OX,Q ∼= G[X](MQ).
Ahora bien, sea Y ⊆ X un conjunto algebraico cuasiproyectivo. Nos referi-

mos al conjunto
O(Y ) := {f ∈ kP (X) : Y ⊆ dom f},

como el anillo de funciones regulares en Y . Aśı, considerando a O(Y ) como
subconjunto de kP (X), se tiene

O(Y ) =
⋂
Q∈Y
OX,Q.

Estamos, pues, en posición de enunciar el siguiente importante resultado.
6Véase la Sección B.7 (Apéndice B).
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Teorema 2.2 Sea X ⊆ Pnk algebraico e irreducible, con k algebraicamente cer-
rado. Entonces, toda función regular en X es constante, es decir, O(X) ∼= k.

Prueba. Supóngase que X 6⊂ Hi
∞ := VP (xi) para todo i; de lo contrario,

X estaŕıa contenido en Hi
∞
∼= Pn−1

k y aśı, debeŕıamos consideralo en un espacio
proyectivo una dimensión menor. Será suficiente probar que O(X) ⊆ k.

Sea f ∈ O(X) y considere la cubierta estándar af́ın de X =
⋃n
i=0 Ui. Puesto

que f es regular en X, f |Ui
lo es en Ui. De este modo, por la prueba de la

Proposición 2.2, kP (X) ∼= kP (Ui) e identificamos a f |Ui
como un polinomio en

k

[
x1

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

]
. Luego, existe gi ∈ G[X] homogéneo de grado

αi tal que
f |Ui

=
gi
xαi
i

. (2.1)

Como consecuencia de la irreductibilidad de X, G[X] es dominio entero, por lo
que tiene sentido hablar de su campo (total) de cocientes Q(G[X]) = k(XA).
Este último es una extensión de anillo de O(X) y de G[X], aśı como una ex-
tensión de campo de k y de kP (X).

De (2.1), se sigue que
xNi
i f ∈ GNi

[X]. (2.2)

Tome, pues, N >
∑
i

Ni y observe que GN [X] es un k-espacio vectorial de di-

mensión finita, generado por las clases de los monomios de grado N en G[X].
De este modo, cualquier monomio α ∈ GN [X] es divisible por xNi

i , para algún
i. Se sigue de (2.2) que αf ∈ GN [X] y, por tanto, GN [X]f ⊆ GN [X]. Es decir,
para q ≥ 1 se tiene la sucesión de inclusiones

GN [X]fq ⊆ GN [X]fq−1 ⊆ · · · ⊆ GN [X]f ⊆ GN [X],

que, en particular, implica que xN0 f
q ∈ GN [X], para todo q ≥ 1. Por lo tanto,

G[X][f ] ⊆ x−N0 G[X] ⊆ Q(G[X]).

Como x−N0 G[X] es un módulo de generación finita sobre G[X], de la Proposi-
ción (B.8) se sigue que x−N0 G[X] es de Noether, por lo que el submódulo G[X][f ]
está finitamente generado sobre G[X]. Por la parte (2) del Lema (B.4) f es en-
tero sobre G[X], es decir, satisface

fm + am−1f
m−1 + · · ·+ a1f + a0 = 0,

donde cada ai ∈ G[X]. Observe que f es homogéneo de grado 0 y que puede
tomarse la componente de grado 0 de cada ai, esto es, podemos suponer que ai
también es homogéneo de grado 0. Luego, ai ∈ G0[X] = k. Aśı, f es algebraico
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sobre k y como hemos supuesto k es algebraicamente cerrado, entonces f ∈ k,
como se queŕıa probar. 2

Ejemplo. Si X es la esfera de Riemann, es decir, X = P1
C, se tiene el

isomorfismo O(X) ∼= C.

Definición 2.5 Sea X ⊆ Pnk algebraico e irreducible. Un morfismo racional es
una composición

f : X
φ−→ Am+1

k
π−→ Y ⊆ Pmk ,

donde φ = (φ0, . . . , φm) es una colección ordenada de funciones racionales en
G[X], definida como φ(Q) := (φ0(Q) : φ1(Q) : · · · : φm(Q)), para todo Q ∈ X.
El dominio de φ está dado por

domφ =
m⋂
i=0

domφi

y se verifica φ(domφ) ⊆ π−1(Y ); además, dom f := domφ y f(domφ) ⊆ Y .

Observe que si λ ∈ k \ {0}, entonces (f0, . . . , fm) y (λf0, . . . , λfm) definen
el mismo morfismo racional.

Definición 2.6 Decimos que el morfismo racional f : X → Pmk es regular en
Q ∈ X si existe una representación f = (f0, . . . , fm) tal que cada fi es regular
en Q y fj(Q) 6= 0 para algún valor de j.

Ejemplos.

1. Considere la curva X = VP (zy2−x3−x2z) ⊂ P2
k. El morfismo proyección

ϕ : X → A2
k (desde el punto (0 : 0 : 1)) definido por

ϕ(x : y : z) = (tx, ty),

donde t ∈ k es tal que t(z−1) = 1, es decir, t = (z−1)−1, es un morfismo
racional. Pero más aún, ϕ es un morfismo regular.

2. Un ejemplo de morfismo regular que no es racional es φ : A2
k → P1

k dado
por ϕ(x, y) = (x : y). Éste está bien definido en A2

k \ {(0, 0)} y env́ıa las
ĺıneas en A2

k que pasan por el origen a puntos de P1
k, pero no hay modo

de extenderlo a todo A2
k.
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2.4. Funciones Birracionales y la equivalencia de categoŕıas

En esta sección, consideraremos a los conjuntos X ⊆ Pnk e Y ⊆ Pmk alge-
braicos e irreducibles.

Definición 2.7 Un morfismo racional f : X → Y es birracional (o una equi-
valencia birracional) si existe un morfismo racional g : Y → X de modo que
f ◦ g = idY y g ◦ f = idX . En tal caso, decimos X e Y son birracionalmente
equivalentes.

Ejemplo. Considere la cuádrica

Q :=
{

(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3
k : x0x3 − x1x2 = 0

}
y la proyección desde el punto p0 := (1 : 0 : 0 : 0)

η : P3
k → P2

k, donde η(x0 : x1 : x2 : x3) = (x1 : x2 : x3).

Entonces la restricción η|Q es un morfismo birracional, su inversa γ : P2
k → Q

está dada por

γ(x1 : x2 : x3) =
(
x1x2

x3
: x1 : x2 : x3

)
= (x1x2 : x1x3 : x2x3 : x2

3).

De nueva cuenta, la vaĺıa de la noción de equivalencia birracional radica
en que establece el criterio más general para decidir si dos objetos (conjun-
tos algebraicos proyectivos) son isomorfos. De este modo, en los problemas de
clasificación basta restringir la atención a las propiedades de los objetos que
permanecen invariantes bajo equivalencia racional.

Hemos definido morfismos racionales entre conjuntos algebraicos proyec-
tivos, pero no entre subconjuntos abiertos.

Definición 2.8 Sean U y W subconjuntos abiertos de X e Y , respectivamente.
Decimos que la función α : U → W es un morfismo racional si existe un
morfismo racional f : X → Y de modo que f |U = α, con U ⊆ dom f y
f(U) ⊆W . Dicho morfismo α es un isomorfismo si existe un morfismo racional
β : W → U tal que α ◦ β = 1W y β ◦ α = 1U .

Proposición 2.3 Dado el morfismo racional f : X → Y , las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

1. El morfismo f es una equivalencia birracional.

2. El morfismo f es dominante y f∗ : kP (Y )→ kP (X) es un isomorfismo.
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3. Existen conjuntos abiertos U ⊆ X e W ⊆ Y tales que la restricción
f |U : U →W es un isomorfismo.

Prueba. (1)⇔ (2) La prueba es completamente análoga a la que se dió en
la Proposición (1.8).

(3) ⇒ (1) Dado que f |U es un isomorfismo, existe su inverso α : W → U ,
por lo que se tiene un morfismo racional g : Y → X tal que g|W = α. Entonces,
los morfismos racionales

f ◦ g : Y → Y y g ◦ f : X → X,

que son la identidad en W y U , respectivamente. Finalmente, dado que tanto
U como W son densos, f ◦ g = 1Y y g ◦ f = 1X .

(1) ⇒ (3) Construiremos U y W . Sea g : Y → X el morfismo racional
inverso a f . Definimos X ′ := dom f e Y ′ := dom, g; aśı, ϕ := f |X′ : X ′ → Y y
ψ := |Y ′ : Y ′ → X son morfismos racionales. Dado que f ◦ g = 1Y , entonces

ϕ(ψ(p)) = p, para todo p ∈ ψ−1(X ′). (2.3)

Se tiene, pues, el siguiente diagrama conmutativo.

Y
g // X

f // Y

ψ−1(X ′)
ψ //

?�

OO

� r

$$H
HHHHHHHH X ′

ψ //?�

OO

Y

Y

Y

??~~~~~~~~

Definimos U := ϕ−1(ψ−1(X ′)) y W := ψ−1(ϕ−1(Y ′)). Si Q ∈ U , entonces
ϕ(Q) ∈ ψ−1(X ′), y por (2.3), ϕ(ψ(ϕ(Q))) = ϕ(Q). Entonces,

ϕ(Q) ∈ ψ−1(ϕ−1(Y ′)) = W ;

de este modo, el morfismo ϕ : U → W es racional. Análogamente, ψ : W → U
es un morfismo racional. Finalmente, note que ϕ y ψ son mutuamente inversos.
2

Proposición 2.4 Todo conjunto algebraico irreducible X ⊆ Pnk es birracional-
mente equivalente a una hipersuperficie af́ın.

Prueba. El campo kP (X) es una extensión finita de k, digamos, kP (X) :=
k(t1, . . . , tn). Si d es la cantidad máxima de generadores de kP (X) que son alge-
braicamente independientes sobre k, por la Proposición (B.6) puede escribirse

kP (X) = k(z1, . . . , zd+1), (2.4)
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donde la familia {z1, . . . , zd} es algebraicamente independiente sobre k y además
f(z1, . . . , zd) = 0, para f irreducible sobre k y f ′xd+1

6= 0. El campo de funciones
k(Y ) que define (2.4), asociado al conjunto algebraic af́ın Y es isomorfo a kP (X).
Por tanto, X es birracionalmente equivalente a Y . 2

Hasta este punto, hemos visto cómo asociar una extensión de campo finita de
k a un conjunto algebraico proyectivo dado y la proposición anterior establece
un método para construir un conjunto algebraico proyectivo a partir de una
extensión de campo finita de k.

En el lenguaje de la Teoŕıa de Categoŕıas, denotamos por CPk a la cate-
goŕıa de conjuntos algebraicos cuasiproyectivos y morfismos racionales domi-
nantes, mientras que Ek denota la categoŕıa de las extensiones de campo de k
de generación finita y morfismos k-lineales.

Hemos probado, pues, el siguiente resultado.

Teorema 2.3 Dado el campo k, las categoŕıas CPk y Ek son equivalentes.
2

Decimos que un conjunto algebraico cuasiproyectivo X ⊂ Pnk es racional si
es birracionalmente equivalente a Ank o a Pnk , para algún n ∈ N.

Proposición 2.5 Sea X ⊂ Pnk cuasiproyectivo. Son equivalentes:

1. X es racional;

2. kP (X) ∼= k(x1, . . . , xr);

3. existen los conjuntos abiertos U ⊂ X y W ⊂ Ark, de modo que U ∼= W .

Prueba.

(1)⇔ (2) Dado que X es racional, se tiene un morfismo birracional

f : X → Ark,

para algún r ∈ N. De acuerdo con la Proposición (2.3), existe tal f si y sólo si
los campos kP (X) y k(x1, . . . , xr) son isomorfos.

(1)⇔ (3) Nuevamente, por la Proposición (2.3), el morfismo f : X → Ark es
una equivalencia birracional si y sólo si existen los conjuntos abiertos U ⊂ X y
W ⊂ Ark, de modo que f |U : U →W es un isomorfismo. 2
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2.5. Productos

Para definir el producto de conjuntos algebraicos proyectivos emplearemos
morfismos de Segre, que definimos a continuación.

Dados [x] := (x1 : · · · : xn+1) ∈ Pnk e [y] := (y1 : · · · : ym+1) ∈ Pmk , considere
el morfismo

σ : Pnk × Pmk → PNk ,

con N = (n + 1)(m + 1) − 1, definido por σ([x], [y]) = (· · · : xiyj : . . . ), donde
1 ≤ i ≤ n+ 1 y 1 ≤ j ≤ m+ 1 toman todos los valores posibles.

Veamos que la imagen de σ, que denotamos por Σn,m, es un conjunto al-
gebraico al que llamamos variedad de Segre.7 En efecto, si denotamos las co-
ordenadas de los puntos de Σn,m por zi,j , el conjunto Σm,n está formado por
los ceros comunes a los polinomios homogéneos de la forma zi,jzr,s − zi,szr,j .
En otros términos, toda variedad de Segre es el resultado de los ceros comunes
a los menores de la matriz de 2 por 2 (zi,j), como puede verse en el ejemplo
siguiente.

Ejemplo. El conjunto algebraico

Y :=
{

(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3
k : rango

(
x0 x1 x2

x1 x2 x3

)
≤ 1
}

es la variedad de Segre definida por el morfismo

ϕ : P1 × P1
k → P3

k.

Es decir, Y = Σ1,1. Observe que éste es el ejemplo 4 de la página 33 (la superficie
reglada).

Hablando en general, se tiene el resultado siguiente.

Proposición 2.6 Sean X e Y conjuntos algebraicos proyectivos. El producto
X × Y es, de nuevo, algebraico proyectivo.

Prueba. Suponga que X ⊆ Pnk e Y ⊆ Pmk están definidos por las familias de
polinomios homogéneos {fi} y {gj}, respectivamente, con 1 ≤ i ≤ r y 1 ≤ j ≤ s.
Para cada valor de i y de j, definimos di := gr fi y ej := gr gj .

El conjunto X × Y ⊆ Pnk ×Pmk está formado por los ceros comunes a las fa-
milias de polinomios {Fil := fiy

di

l } y {Gjt := gjx
ej

t }, con i y j como antes, pero
0 ≤ l ≤ m y 0 ≤ t ≤ n. Al considerar como homogéneos a dichos polinomios,
digamos Fil = Fil(zµl) y Gjt = Gjt(ztν), el sistema de ecuaciones homogéneas
zµνzρσ − zµσzρν = 0 define a X × Y . 2

7En la literatura es común que el concepto variedad algebraica (o siemplemente variedad)
sea empleado para referirse a conjuntos algebraicos irreducibles, sean afines o proyectivos.
Nosotros lo usaremos en un sentido más general, como veremos en el Caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Gavillas

La Teoŕıa de Gavillas ha sido considerada originalmente como parte de la
Topoloǵıa Algebraica y su nacimiento estuvo muy ligado a la noción de coho-
moloǵıa. El art́ıculo que usualmente es citado como su origen es [Le1], pero
no es sino hasta los trabajos [Le2], [Le3] y [Le4] de 1946, en los que J. Leray
acuña el término faisceau (gavilla), cuyo significado no era precisamente el que
conocemos ahora.

A partir de los trabajos de Poincaré, asociar objetos algebraicos a espacios
geométricos o topológicos ha sido una herramienta bastante útil para obtener
información de estos últimos. Por ejemplo, el grupo de Poincaré1 de un espacio
topológico describe el número de “agujeros” que éste posee. Aśı también, en una
teoŕıa de cohomoloǵıa, se asocia espacios vectoriales (o módulos) a los espacios
topológicos. Del ejempo concreto de la cohomoloǵıa de de Rham (bien entendida
en su tiempo), Leray extrae los axiomas que una teoŕıa de cohomoloǵıa debe
verificar y entonces define una propia. En palabras llanas, su método consiste
en asociar una teoŕıa de cohomoloǵıa a cualquier morfismo (función continua)
entre espacios topológicos X → Y . Ello presupone problemas fundamentales
que resuelve introduciendo los conceptos de gavilla (faisceau), que permite la
consideración de la cohomoloǵıa de subespacios variables de X, y la noción de
sucesión espectral, que permite calcularla bajo ciertas restricciones (temas que
se salen de las pretenciones del presente trabajo).

Después de su publicación, transcurriŕıan algunos años para que los métodos
de Leray fuesen aceptados y no es sino hasta principios de la década de 1950,
en los trabajos de E. Cartan, A. Borel y J.P. Serre, en que se haŕıa patente su
importancia no solamente en Topoloǵıa, sino en áreas como el Análisis Com-
plejo, la Teoŕıa de Categoŕıas, las Ecuaciones Diferenciales y, por supuesto, la
Geometŕıa Algebraica.

El trabajo fundamental en el estudio de los conjuntos algebraicos desde el
punto de vista de la Teoŕıa de Gavillas es [Fac]. En él, Serre muestra que las var-
iedades algebraicas afines son el análogo a las variedades de Stein2, mientras que

1El grupo fundamental.
2El término “variedad” aqúı es entendida como espacio topológico euclidiano con estructura
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las variedades algebraicas proyectivas son el análogo a las variedades anaĺıticas
proyectivas. Puesto que un conjunto algebraico es un espacio topológico con la
topoloǵıa de Zariski, se usa entonces la Teoŕıa de Gavillas como herramienta, en
un intento por aplicar los métodos de la Topoloǵıa Algebraica a dichos espacios.
Un año después de la aparición de [Fac], Serre publica [Gaga], en el que prueba
que para una variedad algebraica compleja no singular, las teoŕıas anaĺıtica y
compleja coinciden.

Por otro lado, la Teoŕıa de Gavillas también desempeñó un papel funda-
mental en los trabajos de A. Grothendieck, quien, después de algunos intentos
por parte de Chevalley, Weil y otros, establece la correcta generalización del
concepto de variedad: los esquemas, concepto que será el objeto de estudio del
siguiente caṕıtulo.

En lo subsecuente, usamos el lenguaje de la Teoŕıa de Categoŕıas y tratamos
primero las gavillas de conjuntos, para posteriormente tratar las gavillas de
grupos, anillos y A-módulos.

3.1. Pregavillas de conjuntos

Dado el espacio topológico X, construimos la categoŕıa Top (X) de la sigu-
iente manera: como objetos, los subconjuntos abiertos de X, mientras que entre
dos objetos U y V existe un morfismo siempre que uno esté contenido (como
conjuntos) en el otro, digamos, V ⊆ U .

Definición 3.1 Una pregavilla de conjuntos F sobre el espacio topológico X
es un funtor contravariante

F : Top (X)→ Con.

Siempre que U y V sean objetos de Top (X), donde V ⊆ U , llamamos restric-
ciones a los morfismos ρUV : F (U)→ F (V ) correspondientes.

De manera análoga, diremos que F es una pregavilla de grupos abelianos,
anillos o A-módulos, sobre X, si la categoŕıa imagen de F es Ab, An, A−Mód,
respectivamente.3

Nos referimos al conjunto (resp. grupo abeliano, anillo,. . . ) F (U) que el
funtor F asigna al subconjunto abierto U de X como las secciones de F sobre
U . Observe que si los conjuntos W ⊆ V ⊆ U son abiertos de X, el diagrama

F (U)
ρUV //

ρUW $$I
IIIIIIII

F (V )

ρV W

��
F (W ),

compleja
3La categoŕıa imagen puede ser reemplazada por cualquier categoŕıa abeliana.



46 Secciones, tallos, gérmenes

conmuta. Además, se tiene 1U = ρUU .
Con la finalidad de simplificar la notación, dada la sección y ∈ F (U) y

V ⊆ U , escribimos y|V en vez de ρUV (y).

Ejemplo. Dado el espacio topológico, X y W uno de sus abiertos, consider-
amos el conjunto de funciones continuas f : W → R y lo denotamos por C(W ).
Se tiene entonces una asignación Λ : Top (X) → Con, donde Λ(W ) := C(W )
y si f ∈ V ⊆W , ρVW (f) := f |W ; Λ es entonces una pregavilla de conjuntos.

3.2. Secciones, tallos, gérmenes

La razón por la cual tratamos con pregavillas es por el puente que éstas pro-
porcionan entre el espacio topológico X y las estructuras algebraicas asignadas
cada uno de sus abiertos. Dado que nos interesamos en las propiedades locales
del espacio topológico en cuestión, es deseable responder a la pregunta de si
podemos hacer algo con las estructuras algebraicas asignadas a los conjuntos
abiertos del espacio que nos proporcione información “algebraica” al respecto.
Si se toma cierto punto x ∈ X, veremos que el proceso consistente en fijarse
en vecindades V de x cada vez más “pequeñas” tiene su análogo en las estruc-
turas algebraicas. Como se advierte en la sección A.2.2, dada la pregavilla de
conjuntos F sobre X, la familia {F (V )} indizada por el conjunto de abiertos
de X es un sistema dirigido de conjuntos, con lo cual tiene sentido establecer la
siguiente definición.

Definición 3.2 Sea x ∈ X. Definimos el tallo de F en el punto x como4

Fx := lim−→
x∈V

F (V ).

Dada la sección σ ∈ F (U), con x ∈ U , ésta define un elemento σx ∈ Fx a
través del morfismo canónico ηx : F (U)→ Fx. Decimos entonces que σx es el
germen de σ en Fx.

De esta manera, la estructura algebraica que nos proporciona información
sobre las propiedades locales en el punto x es el tallo Fx.

Ejemplo. En el ejemplo dado anteriormente, dado x ∈ X, el tallo de Λ en
x es el conjunto

Λx := {f ∈ C(X) : f es continua en x}.

En este caso, dado el abiertoW deX y x ∈W , el germen de la sección f ∈ Λ(W )
en x es la restricción fx := f |{x}.

4En el Apéndice A encontrará la definición de ĺımite directo.
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3.3. Morfismos de pregavillas

Definición 3.3 Sean F y G pregavillas de conjuntos sobre X. Un morfismo
de pregavillas ϕ : F → G es una transformación natural entre los funtores F
y G .

En otras palabras, el morfismo ϕ está determinado por la colección de mor-
fismos ϕU : F (U) → G (U), indizada por los subconjuntos abiertos de X, de
manera que los diagramas

F (U)

ρUV

��

ϕU // G (U)

ρ′UV

��
F (V )

ϕV // G (V ),

conmutan siempre que V ⊆ U .

Ejemplo. Considere nuevamente la pregavilla Λ de antes. Dada f ∈ C(X),
definimos el soporte de f como el conjunto

sop (f) := {y ∈ X : f(y) 6= 0}.

Considere entonces el funtor ∆ : Top (X) → Con definido en cada abierto U
de X por

∆(U) :=
⋃

f∈C(U)

sop (f).

El morfismo ϕ : Λ → ∆, definido por ϕU : Λ(U) → ∆(U), es un morfismo de
pregavillas.

Ahora bien, ¿puede darse a la familia de pregavillas de conjuntos sobre un
espacio topológico X dado (junto con sus morfismos) estructura de categoŕıa?
La respuesta es afirmativa, pero para convencernos de ello, debemos probar
que dado el morfismo ϕ : F → G y W ⊆ V ⊆ U abiertos de X, se tiene
ϕ(ρVW ◦ ρUV ) = ϕ(ρVW ) ◦ ϕ(ρUV ). El siguiente lema prueba éso y un poco
más.

Lema 3.1 Sea ϕ : F → G un morfismo de pregavillas sobre X.

1. El morfismo ϕ induce un único morfismo ϕx : Fx → Gx en los tallos,
para cada x ∈ X, de manera que ϕx(σx) = (ϕ(σ))x para cada sección σ
de F sobre alguna vecindad de x.

2. [1F ]x = 1Fx
.
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3. Si ψ : G →H es otro morfismo de pregavillas sobre X, entonces

(ψ ◦ ϕ)x = ψx ◦ ϕx.

Prueba.

1. Considere el siguiente diagrama.

F (W )
ϕW //

ηx

��

G (W )

ηx

��
Fx

ϕx // Gx

La unicidad del morfismo ϕx se sigue de advertir que cualquier elemen-
to t ∈ Fx puede ser escrito en la forma t = σx, para alguna sección
σ ∈ F (V ), con V algún abierto de X que contiene a x. La existen-
cia quedará probada si dadas las secciones σ ∈ F (U) y τ ∈ F (V ),
con U y V abiertos de X que contienen a x, de modo que σx = τx,
entonces [ϕ(σ)]x = [ϕ(τ)]x. En efecto, si σx = τx, existe una vecin-
dad W ⊆ V ∩ U de modo que σ|W y τ |W existen y son iguales. Aśı,
ϕ(σ)|W = ϕ(σ|W ) = ϕ(τ |W ) = ϕ(τ)|W . Por tanto, [ϕ(σ)]x = [ϕ(τ)]x.

2. El morfismo identidad 1F : F → F induce el morfismo [1F ]x : Fx → Fx,
es decir, [1F ]x = 1Fx .

3. Por el inciso 1 anterior, dado cualquier W abierto de X que contiene a x,
el diagrama

F (W )
ϕ //

ηx

��

G (W )
ψ //

ηx

��

H (W )

ηx

��
Fx

ϕx // Gx
ψx // Hx

es conmutativo. 2

Cuando nos fijamos en los tallos de una pregavilla F , generalmente se pierde
información acerca de ésta. Para analizar dicha pérdida se introduce su pregavilla
de secciones discontinuas [F ], definida en cada conjunto abierto V de X de la
siguiente manera:

[F ](V ) :=
∏
v∈V

Fv.

Por tanto, una sección τ ∈ [F ](V ) es de la forma (τv)v∈V , donde τv ∈ Fv.
Siempre que U y V sean abiertos de X tales que U ⊆ V , las restricciones para
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esta pregavilla están dadas por el morfismo

ρV U : [F ](V ) −→ [F ](U)
(τv)v∈V 7−→ (τu)u∈U .

El siguiente resultado proporciona una relación entre una pregavilla F sobre
X y su pregavilla de secciones discontinuas [F ].

Lema 3.2

1. La asignación λ : F → [F ], definida en cada conjunto abierto V de X
como λV (σ) = (σv)v∈V , es un morfismo de pregavillas.

2. Si ϕ : F → G es un morfismo de pregavillas, existe un único morfismo

[ϕ] : [F ]→ [G ]

que hace conmutar los diagramas

F
ϕ //

λ

��

G

λ

��
[F ]

[ϕ] // [G ].

3. [1F ] = 1[F ].

4. Si ψ : G →H es otro morfismo de pregavillas, entonces

[ψ ◦ ϕ] = [ψ] ◦ [ϕ].

Prueba.

1. Sea U abierto de V . Dada σ ∈ F (V ), debemos mostrar que λ(σ|U ) =
λ(σ)|U , es decir, que (σ|U )u = σu, para toda u ∈ U . Pero esta última
igualdad se verifica siempre.

2. Sea V abierto de X. Definimos [ϕ]V : [F ](V ) → [G ](V ) en cada sección
(τv)v∈V como

[ϕ]V ((τv)v∈V ) := (ϕv(τv))v∈V ∈ [G ](V ).

Por el Lema (3.1), ésta es la única manera de definir [ϕ]V para hacer
conmutar los diagramas.
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Para advetir que [ϕ] es un morfismo, dado U abierto de V debemos probar
el que el diagrama

[F ](V )
[ϕ]V //

��

[G ](V )

��
[F ](U)

[ϕ]U

// [G ](U)

.

conmuta, es decir, que dada la sección τ ∈ [F ](V ), se tiene

[ϕ]U (τ |U ) = [ϕ]V (τ)|U .

Es suficiente observar que

[ϕ]U (τ |U ) = [ϕ]U ((τu)u∈U ) = (ϕu(τu))u∈U = (ϕv(τv))v∈V |U = [ϕ]V (τ)|U .

3. Es claro.

4. Sea V abierto de X. De acuerdo con el inciso 2 anterior, el diagrama

F (V )
ϕV //

λ

��

G (V )
ψV //

λ

��

H (V )

λ

��
[F ](V )

[ϕ]V // [G ](V )
[ψ]V // [H ](V )

conmuta. En particular, [ψV ◦ ϕV ]V = [ψ]V ◦ [ϕ]V , para cada elección del
abierto V . 2

Una medida de analizar la pérdida de información al pasar a los tallos es la
siguiente.

Lema 3.3 Dadas σ, τ ∈ F (V ) para algún subconjunto abierto V de X, σv = τv
para todo v ∈ V si y sólo si existe una cubierta abierta {Vi}i∈I de V tal que
σ|Vi = τ |Vi , para cada i ∈ I.

Prueba. Sean σ, τ ∈ F (V ). Si V =
⋂
i Vi es una cubierta tal que σ|Vi

= τ |Vi

para todo i ∈ I y se fija v ∈ V , basta tomar Vj tal que v ∈ Vj ; para dicho ı́ndice
se tendrá σ|Vj

= τ |Vj
y, por tanto, σv = τv.

Por otro lado, construiremos una cubierta de V con la propiedad requerida.
Dado x ∈ V , por hipótesis, σx = τx. Por tanto, existe un abierto Wx de x y
contenido en V tal que σ|Wx

= τ |Wx
(por la definición de ĺımite directo). La

cubierta que buscamos es V =
⋃
x∈V Wx. 2
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De entre las pregavillas de conjuntos F sobre cierto espacio topológico X,
fijamos nuestra atención en aquéllas cuyas secciones σ ∈ F (U) están determi-
nadas por su comportamiento local. Las llamamos decentes, como se precisa a
continuación.

Sea F una pregavilla y considere el par de secciones σ, τ ∈ F (V ). Diremos
que F es decente si para cada v ∈ V , σv = τv implica σ = τ .5

3.4. Gavillas

Sea F una pregavilla sobre X y dado el abierto U de X, {Vi}i∈I una cu-
bierta abierta arbitraria para éste. Tome cualquier familia de secciones {σi ∈
F (Vi)}i∈I , de modo que para cada i, j ∈ I distintos entre śı, con Vi ∩ Vj 6= ∅,
se verifique

σi|Vi∩Vj = σj |Vi∩Vj .

Si existe σ ∈ F (V ) tal que σ|Vi
= σi con la propiedad anterior, decimos que F

satisface la condición de pegado.

Definición 3.4 Una pregavilla de conjuntos F sobre X es una gavilla de con-
juntos si es decente y satisface la condición de pegado.

Ejemplos.

1. Sea X ⊆ Ank un conjunto algebraico af́ın irreducible. El funtor

A : Top (X)→ ÁlgAfk,

que a cada abierto U de X asigna el anillo

A(U) = {f : U → k : f es regular en U},

es una gavilla. Antes de probar esta aseveración, observe que para cada
p ∈ X, el tallo de A en p está dado por

Ap := lim−→
p∈U
A(U) = {f : X → k : f es regular en p}.

Recordemos, también, que el anillo Ap es local y que para cada p ∈ U se
tiene un morfismo νU,p : A(U)→ Ap, que asigna a cada sección σ ∈ A(U)
su germen σp ∈ Ap.
Considere, pues, σ y τ dos secciones en U y p ∈ U . Suponer que σp = τp ∈
Ap para todo p ∈ U , significa que tanto σ|{p} como τ |{p} son regulares

5De acuerdo con el lema anterior, esto sucede si y sólo si existe una cubierta abierta {Vi}i∈I

de V tal que σ|Vi
= τ |Vi

para todo i ∈ I.
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para todo p ∈ U y que, además, coinciden. Por tanto, σ y τ son regulares
en U y σ = τ . Es decir, la pregavilla A es decente.

Sea U =
⋃
i∈I Vi una cubierta abierta para el abierto U de X y {σi}i∈I

una familia de secciones, donde cada σi ∈ A(Vi), tal que

σi|Vi∩Vj = σj |Vi∩Vj , (3.1)

con i 6= j y Vi ∩ Vj 6= ∅. Basta considerar σ ∈ A(U) definida en cada
p ∈ U como σ(p) = σi(p), donde i ∈ I es tal que p ∈ Vi. De este modo,
por la condición (3.1), σ está bien definida y es tal que σ|Vj

= σj , para
todo j ∈ I. La pregavilla A satisface aśı la condición de pegado.

2. Considere el espacio topológico P1
C = C∗/ ∼, donde (z0, z1) ∼ (w0, w1)

en C∗ siempre que exista λ ∈ C∗ tal que wi = λzi, i = 0, 1. Observe
que se tienen dos abiertos U0 y U1 de P1

C, para los que z0 6= 0 y z1 6= 0,
respectivamente, cada uno de los cuales es homeomorfo a C:

U0

∼=−→ C, U1

∼=−→ C,
(1, z) 7→ z, (u, 1) 7→ u.

El funtor H : Top (P1
C)→ AnC, definido en cada abierto U de P1

C por

H(U) := {f : U → C : f |U∩U0 y f |U∩U1 son holomorfas},

es una gavilla.

Proposición 3.1 Sea F pregavilla sobre X. La pregavilla de secciones discon-
tinuas [F ] es una gavilla sobre X.

Prueba. Sea U abierto de X y σ, τ ∈ [F ](U). Entonces, σ = (σt)t∈U y
τ = (τt)t∈U . Dado que para cada p ∈ U se tiene

[F ]p := lim−→
p∈U

[F ](U) = lim−→
p∈U

(∏
U∈U

Fu

)
∼= Fp,

los tallos σp y τp son precisamente las coordenadas p-ésimas de las expresiones
(σt)t∈U y (τt)t∈U , respectivamente. Por tanto, si σp = τp para cada p, es claro
que sigma = (σt)t∈U = (τt)t∈U = τ . Esto es, [F ] es decente.

Sea U =
⋃
i∈I Vi una cubierta abierta arbitraria y {σi}i∈I una familia de

secciones, con σi ∈ [F ](Vi) para cada i, de modo que

σi|Vi∩Vj
= σj |Vi∩Vj

. (3.2)

Escribirmos σi := (σi,v)v∈Vi
y σj := (σj,v)v∈Vj

, donde leemos σi,v como la
coordenadas v-ésima de la sección σi. Reescribimos entonces la condición (3.2)
como

(σi,v)v∈Vi∩Vj
= (σj,v)v∈Vi∩Vj

.
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Aśı, elegimos la sección global σ := (σu)u∈U ∈ [F ](U) de la siguiente manera:
dado que {Vi}i∈I es cubierta de U , para cada u ∈ U existe j ∈ I tal que u ∈ Vj ,
entonces elegimos sigmau := σj,u, la u-ésima coordenada de la sección σj .
Nuevamente, por la condición (3.2), σ está bien definida y, por su construcción,
es claro que σ|Vj

= σj , para cada j ∈ I. De este modo, [F ] satisface la condición
de pegado. 2

Proposición 3.2 Sea ϕ : F → G un morfismo de gavillas sobre X. Éste es
un isomorfismo si y sólo si los morfismos inducidos en los tallos ϕx : Fx → Gx
también lo son para cada x ∈ X.

Prueba. Si ϕ es isomorfismo, por supuesto, ϕx también lo es para cada
x ∈ X. Y al contrario, suponga que cada ϕx es isomorfismo. Se tiene un morfismo
ϕU : F (U)→ G (U) para cada abierto U de X. Veamos que cada ϕU es inyecti-
vo: tome σ ∈ F (U) y τ ∈ F (V ) y suponga que ϕW (σ|W ) = ϕW (τ |W ) ∈ G (W ),
para algún abierto W de U ∩ V . Aśı, para cada x ∈W ,

[ϕW (σ|W )]x = ϕx(σx) = ϕx(τx) = [ϕW (τ |W )]x ∈ Gx

y puesto que ϕx es inyectivo para cada x, entonces σx = τx ∈ Fx para cada
x. Dado que F es gavilla, en particular, es decente, por lo que σ|W = τ |W , es
decir, ϕW es inyectivo.

Dado el abierto U de X, considere τ una sección en G (U). Puesto que para
cada x ∈ U , la función ϕx : Fx → Gx es suprayectiva y τx ∈ Gx, existe m ∈ Fx

tal que ϕx(m) = τx. Tome V una vecindad de x, con V ⊆ U , y σ ∈ F (V )
de modo que σx = m. Aśı, ϕV (σ) y τ |V pertenecen a G (V ) y son tales que
[ϕV (σ)]x = [τ |V ]x. Dado que G es gavilla, existe un abierto Wx de V tal que

[ϕV (σ)]|Wx = ϕWx(σ|Wx) = τ |Wx .

De este modo, hemos construido una cubierta U =
⋃
x∈U Wx y se tiene una

familia de secciones s(x) := σ|Wx
∈ Wx. Ahora bien, dados x, y ∈ U , las sec-

ciones s(x)|Wx∩Wy , s(y)|Wx∩Wy ∈ F (Wx∩Wy) son tales que sus imágenes bajo
ϕWx∩Wy coinciden y su valor es τ |Wx∩Wy . Como se probó en el párrafo anterior,
ϕWx∩Wy

es inyectiva, por lo que s(x)|Wx∩Wy
= s(y)|Wx∩Wy

.
Nuevamente, puesto que F es gavilla, se tiene una sección global s ∈ F (U)

tal que s|Wx
= s(x) para cada x ∈ U , y dado que

ϕx(sx) = ϕx([s(x)]x) = τx,

entonces ϕU (s) = τ ; es decir, ϕU es inyectiva. 2

Sea X un espacio topológico. Dadas dos pregavillas (resp. gavillas) de con-
juntos F y G , ambas sobre X, decimos que F es subpregavilla (resp. subgavilla)
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de G si para cada conjunto abierto U de X, F (U) ⊆ G (U) y, dados V ⊆ U
abiertos de X, los morfismos restricción de F son ρUV |F(U), donde ρUV es la
restricción correspondiente a G .

Ejemplo. Si X ⊆ Ank es un conjunto algebraico af́ın, la gavilla X 7→ k[X]
(de funciones polinomiales sobre X) es una subgavilla de la gavilla de funciones
racionales X 7→ k(X) con las restricciones de funciones. Veremos más adelante
que la gavilla X 7→ k[X] es el ejemplo t́ıpico de gavilla estructural o gavilla de
funciones regulares en X, que denotaremos por OX .

3.5. La gavilla asociada a una pregavilla

Dada la pregavilla F sobre X, denotaremos por λ al morfismo F → [F ],
que en cada abierto V de X el morfismo correspondiente

λV : F (V )→ [F ](V ) :=
∏
v∈V

Fv

está dado por λV (σ) = (σv)v∈V .
Ahora bien, ¿bajo qué condiciones es posible construir (asociar) una gavilla

a una pregavilla dada? El siguiente lema nos ayudará a dar una respuesta.

Lema 3.4 Sean F ,G pregavillas de conjuntos sobre X y x ∈ X un punto arbi-
trario.

(a) Si F es subpregavilla de G , entonces Fx ⊆ Gx.

(b) Una subpregavilla de una pregavilla decente es decente.

(c) Si F es subpregavilla de una gavilla G , existe una subgavilla mı́nima H
de G que contiene a F . De este modo, Fx = Hx.

(d) Sea ϕ : F → G morfismo de pregavillas. Para cada subconjunto abier-
to V de X definimos Fϕ(V ) := ϕV (F (V )) ⊆ G (V ). Entonces, Fϕ es
subpregavilla de G e Imϕx = Fϕ,x.

Prueba.

(a) Dados el abierto U de X y x un punto arbitrario en U , los diagramas

F (U)

��

iU // G (U)

��
Fx

ix // Gx
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conmutan, donde cada iU es la inclusión natural de conjuntos e ix es
el morfismo inducido en los tallos. Probaremos que ix es inyectivo. Sean
σ, τ ∈ F (U) ⊆ G (U), y, considerándolas como secciones de G (U), suponga
que σx = τx ∈ Gx. Por tanto, existe W abierto de U tal que σ|W = τ |W .
Puesto que los diagramas

F (U)

��

iU // G (U)

��
F (W )

iW // G (W )

también conmutan, entonces σ|W = τ |W consideradas como secciones de
F (W ). Por tanto, σx = τx ∈ Fx, como se queŕıa probar.

(b) Sean F y G pregavillas sobre X, G decente y V abierto arbitrario de X.
Considere el diagrama conmutativo

F (V )
λV //

iV

��

[F ](V )

i′V
��

G (V )
λ′V // [G ](V ),

donde iV e i′V son inclusiones naturales de conjuntos. Dadas dos secciones
σ, τ ∈ F (V ), debemos probar que σv = τv ∈ Fv implica que σ = τ .
En efecto, si se considera a σ y τ como elementos de G (V ) y se supone
que λ′V (σ) = λ′V (τ) ∈ [G ](V ), entonces (σv)v∈V = (τv)v∈V , es decir,
σv = τv, para todo v ∈ V . Esta última condición, dada la decencia de
G , implica que σ = τ ; hemos probado que el morfismo λ′ : G → [G ] es
inyectivo. Como F ⊆ G , en virtud del inciso anterior, Fv ⊆ Gv, para todo
v ∈ V , de modo que habiendo tomado σ y τ en F (V ), podemos considerar
σv = τv ∈ Fv y, de este modo, también el morfismo λ : F → [F ] es
inyectivo, que, junto a la igualdad anterior, significa que σ = τ ∈ F (V ),
es decir, que F es decente.

(c) Sea V abierto de X. Dado que H debe ser subgavilla de G , se debe tener
F (V ) ⊆H (V ) ⊆ G (V ) y H (V ) debe contener las secciones en G (V ) que
son obtenidas “pegando” secciones de F . Definimos, pues, H (V ) como
el conjunto de todas las secciones σ ∈ G (V ) tales que σ|Vi ∈ F (Vi) para
todo i ∈ I y para alguna cubierta V =

⋃
i∈I Vi.

Para mostrar que H es subpregavilla de G , veamos que dado el abierto
U de V el morfismo ρV U : G (V ) → G(U) restringido a H (V ) es tal que
Im ρ|H (V ) ⊆ H (U). Observe que, dada la cubierta V =

⋃
i∈I Vi, puede
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construirse otra cubierta U =
⋃
i∈I(U ∩ Vi). Tome, pues, σ ∈ H (V ) ⊆

G (V ) y como G es gavilla, satisface la condición de pegado, es decir,

(σ|U )|U∩Vi
= (σ|Vi

)|U∩Vi
.

Dado que tomamos σ ∈H (V ), entonces

(σ|U )|U∩Vi
= (σ|Vi

)|U∩Vi
∈ F (U ∩ Vi)

y por como se definió H , esto quiere decir que σ|U ∈H (U).

Por otra parte, en virtud del inciso anterior, H es decente. Hace fal-
ta probar que H satisface la condición de pegado. Sea {Wj}j∈J una
cubierta abierta para el abierto W de X. Dada la familia de secciones
σj ∈H (Wj) ⊆ G (Wj) que satisfacen

σj |Wj∩Wr
= σr|Wj∩Wr

∈H (Wj ∩Wr) ⊆ G (Wj ∩Wr),

dado que G es gavilla, existe σ ∈ G (W ) tal que σ|Wj
= σj . Debemos ver

que, en realidad, σ ∈ H (W ). En efecto, dado que σj ∈ H (Wj), se tiene
una cubierta Wj = ∪t∈TWj,t para cada j ∈ J , tal que σj ∈ G (Wj) verifica
σj |Wj,t ∈ F (Wj,t). Note que se tiene, entonces, una nueva cubierta

W =
⋃

j∈I, t∈T
Wj,t

y σ satisface aśı la definición de H (W ), es decir, σ ∈H (W ).

(d) De nueva cuenta, dados los abiertos V ⊆ U de X, si σ ∈ Fϕ(V ) ⊆ G (V ),
entonces ϕV (σ)|U ∈ G (U) y es tal que ϕV (σ)|U = ϕU (σ|U ) ∈ Fϕ(U),
donde σ|U ∈ F (U). Por tanto, Fϕ es subpregavilla de G .

Ahora bien, los diagramas

F (V )

��

ϕV // Fϕ(V )

��
Fx

ϕx // Fϕ,x

conmutan para todo abierto V de X y todo x ∈ V . Por tanto, es claro
que Imϕx = Fϕ,x. 2

Dada una pregavilla F sobre X, denotaremos por F [ a la subpregavilla
Fλ de [F ], donde λ es el morfismo de pregavillas F → D[F ]. La subgavilla
mı́nima de [F ] que contiene a F [ será denotada por F ].
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Lema 3.5 Sean F y G pregavillas de conjuntos sobre X.

(a) Se tienen los morfismos de pregavillas F → F [ ↪→ F ] ↪→ [F ]. Para cada
punto x ∈ X, los morfismos inducidos en los tallos Fx

∼=−→ F [
x

∼=−→ F ]
x son

isomorfismos. Además, F [ es decente.

(b) Si ϕ : F → G es morfismo de pregavillas, existen los morfismos

ϕ[ : F [ → G [ y ϕ] : F ] → G ],

únicos tales que el diagrama

F //

ϕ

��

F [ //

ϕ[

��

F ] //

ϕ]

��

[F ]

[ϕ]

��
G // G [ // G ] // [G ]

conmuta.

(c) Se tiene (1F )[ = 1F[ y (1F )] = 1F] .

(d) Si ψ : G →H es otro morfismo de pregavillas, entonces

(ψ ◦ ϕ)[ = ψ[ ◦ ϕ[ y (ψ ◦ ϕ)] = ψ] ◦ ϕ].

Prueba.

(a) Como hemos visto, [F ] es gavilla sobre X y el morfismo λ : F → [F ] es
tal que para cada abierto U de X, λU : F (U) → [F ](U) asigna a cada
σ ∈ F (U) la sección (σv)v∈U ∈

∏
v∈V Fv. Como se ha dicho, F [ es el

funtor definido por F [(U) := λU (F (U)) ⊆ [F ](U). Es claro que F [ es
subpregavilla de [F ]. En virtud del lema anterior, existe una subgavilla
mı́nima F ] de [F ] que contiene a F [, cuyas secciones F ](U) son todas
aquellas σ ∈ [F ](U) tales que σ|Ui

∈ F [(Ui), para todo i ∈ I de alguna
cubierta U =

⋃
i∈I Ui. De este modo, se tienen los morfismos

F
λ−→ F [ ↪→ F ] ↪→ [F ].

Por el inciso (c) del lema anterior, F [
x = F ]

x, para todo x ∈ X.

Por otro lado, según el inciso (d), también del lema anterior, los morfismos
λx : Fx → F [

x son suprayectivos, para todo x ∈ X. Veamos que también
son inyectivos. Sean a, b ∈ Fx tales que λx(a) = λx(b). Existe entonces un
abierto W de X que contiene a x tal que ηW,x(y) = λx(a) = λx(b), para
algún y ∈ F [(W ), siendo ηW,x : F [(W ) → F [

x el morfismo canónico.
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Luego, dado que el morfismo λW : F (W ) → F [(W ) es suprayectivo,
existe m ∈ F (W ) tal que λW (m) = y. Puesto que el diagrama

F (W )
λW //

η′W,x

��

F [(W )

ηW,x

��
Fx

λx // F [
x

conmuta, el valor de η′W,x(m) es, a la vez, a y b. Puesto que η′W,x es función,
entonces a = η′W,x(m) = b. De este modo, λx también es inyectivo y, por
tanto, Fx

∼= F [
x.

Observe, además, que F [ es decente, dado que es subgavilla de la gavilla
F ] que, en particular, es decente.

(b) Dado el abierto U de X, se tiene el siguiente diagrama.

F (U)
λU //

ϕU

��

F [(U)

ϕ[
U

��

// F ](U) //

ϕ]
U

��

[F ](U)

[ϕ]U

��
G (U)

λ′U // G [(U) // G ](U) // [G ](U).

Existencia y unicidad de ϕ[. Dada la sección σ ∈ F [(U), como λU es
suprayectivo, existe τ ∈ F (U) tal que λU (τ) = σ. Definimos

ϕ[U (σ) := (λ′U ◦ ϕU )(τ).

Si τ ′ ∈ F (U) es otra sección tal que σ = λU (τ ′), aplicando ϕ[U a ambos
miembros de esta última igualdad, se tiene

(λ′U ◦ ϕU )(τ) = ϕ[U (σ) = ϕ[U (λU (τ ′)) = λ′U (ϕU (τ ′)).

Por tanto, ϕ[U está bien definido. Aśı, ϕ[U ◦ λU = λ′U ◦ ϕU y ϕ[U es único
con esta propiedad.

Existencia y unicidad de [ϕ]. Sea s ∈ [F ](U), entonces s = (σx)x∈U , para
alguna sección σ ∈ F (U). Definimos [ϕ]U : [F ](U)→ [G ](U) por

[ϕ]U (s) := ([ϕU (σ)]x)x∈U .

Veamos que esta definición no depende de la elección de σ. Si existiese
τ ∈ F (U) tal que (τx)x∈U = s = (σx)x∈U , entonces τx = σx para cada
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x ∈ U . Por tanto, ϕx(σx) = ϕx(τx) ∈ Gx, para todo x ∈ U . Dado que los
diagramas

F (U)
ϕU //

��

G (U)

��
Fx

ϕx // Gx

conmutan para cada x y cada U , se tiene

[ϕU (σ)]x = ϕx(σx) = ϕx(τx) = [ϕU (τ)]x ∈ Gx,

y con ello, [ϕ]U (s) := ([ϕU (σ)]x)x∈U = ([ϕU (τ)]x)x∈U . Ésta es al única
manera de definir [ϕ]U de tal suerte que los diagramas

F (U)
λU //

ϕU

��

[F ](U)

[ϕ]U

��
G (U)

λ′U // [G ](U)

conmutan, para todo U abierto de X.

Existencia y unicidad de ϕ]. Probaremos ahora que

ϕ]U := [ϕ]U |F](U) : F ](U)→ G (U).

Para ello, dada s ∈ F ](U), mostraremos que ϕ]U (s) := [ϕ]U (s) es una
sección de G ](U). Observe que ϕ]U (s) ∈ [G ](U), por lo que bastará ver
que para alguna cubierta U =

⋃
i∈I Ui, las restricciones ϕ]U (s)|Ui

∈ G [(Ui)
para todo i ∈ I. Como s ∈ F ](U) ⊆ [F ](U), existe una cubierta {Ui}i∈I
tal que s|Ui ∈ F [(Ui) para todo i ∈ I. Dado que los diagramas

[F ](U)
[ϕ]U //

��

[G ](U)

��
[F ](Ui)

[ϕ]Ui // [G ](Ui)

son conmutativos, entonces

ϕ]U (s)|Ui
= [ϕ]U (s)|Ui

= [ϕ]Ui
(s|Ui

) := ([ϕUi
(σ|Ui

)]x)x∈Ui
= ([ϕU (σ)|Ui

]x)x∈Ui
.
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Esta última igualdad se tiene gracias a que los diagramas

F (U)
ϕU //

��

G (U)

��
F (Ui)

��

ϕUi // G (Ui)

��
Fx

ϕx // Gx

son conmutativos. Pero además, ([ϕU (σ)|Ui
]x)x∈Ui

es la imagen de la sec-
ción ϕU (σ)|Ui

∈ G (Ui) bajo el morfismo λ′Ui
: G (Ui)→ G [(Ui), es decir,

([ϕU (σ)|Ui
]x)x∈Ui

= ϕ]U (s)|Ui
∈ G [(Ui).

Por lo tanto, ϕ]U (s) ∈ G ](U), como se queŕıa probar. Finalmente, dado
que [ϕ]U es único, ϕ]U también lo es.

(c) Si A es un abierto de X, los diagramas

F (A) //

1F,A

��

F [(A)

(1F,A)[

��

// F ](A)

(1F,A)]

��
F (A) // F [(A) // F ](A)

conmutan. Aśı, (1F ,A)[ = 1F[(A) y (1F ,A)] = 1F](A).

(d) Dado el morfismo de pregavillas ψ : G → H , en virtud del inciso (b)
anterior, el siguiente diagrama es conmutativo.

F //

ϕ

��

F [ //

ϕ[

��

F ]

ϕ]

��
G //

ψ

��

G [ //

ψ[

��

G ]

ϕ]

��
H // H [ // H ].

Visto este diagrama de otro modo, se tiene

F //

ψ◦ϕ
��

F [ //

(ψ◦ϕ)[

��

F ]

(ψ◦ϕ)]

��
H // H [ // H ].
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Y dada la unicidad de los morfismos, es claro que (ψ ◦ ϕ)[ = ψ[ ◦ ϕ[ y
también (ψ ◦ ϕ)] = ψ] ◦ ϕ]. 2

Hemos construido una gavilla F ] a partir de la pregavilla F . Por supuesto,
si F ya es gavilla, entonces F ] y F coinciden.

3.6. Gavillas abelianas, de anillos y A-módulos

Diremos que una gavilla (resp. pregavilla) F sobre el espacio topológico X
es una gavilla (resp. pregavilla) abeliana si para cada abierto U de X, F (U) es
un grupo abeliano y las restricciones ρV U : F (U) → F (V ) son morfismos de
grupos abelianos.

Si F es una gavilla abeliana sobre X, las condición de decencia es equivalente
a la siguiente condición: dado el abierto U de X y U =

⋃
i∈I Ui una cubierta

abierta arbitraria, si σ ∈ F (U) es tal que σ|Ui
= 0 para todo i ∈ I, entonces

σ = 0. Lo probamos a continuación.
Recuerde la siguiente formulación de propiedad de decencia para pregavillas

de conjuntos: dos secciones σ, τ ∈ F (U) son iguales si y sólo si σ|Ui = τ |Ui

para todo i ∈ I de alguna cubierta abierta U =
⋃
i∈I Ui. Suponga, pues, que

F es una gavilla abeliana sobre X; en particular, es decente como pregavilla
de conjuntos. Considere σ ∈ F (U) tal que σ|Ui

= 0 ∈ F (Ui), para todo i ∈ I.
Dado que todo morfismo de grupos “env́ıa” el elemento neutro en el elemento
neutro, el tallo 0x = 0 ∈ Fx, para todo x ∈ X. Por tanto, y dado que σ|Ui = 0,
σx = 0, para todo x ∈ X y, puesto que F es decente (como pregavilla de
conjuntos), entonces σ = 0.

Y a la inversa, suponga que dado el abierto U de X y U =
⋃
i∈I Ui una

cubierta abierta arbitraria, si σ ∈ F (U) es tal que σ|Ui
= 0 para todo i ∈ I,

entonces σ = 0. Sean σ, τ ∈ F (U) tales que σ|Ui
= τ |Ui

para todo i ∈ I.
Entonces, dado que los morfismos restricción son morfismos de grupos abelianos,
se tiene

(σ − τ)|Ui
= σ|Ui

− τ |Ui
= 0 ∈ F (Ui),

para todo i ∈ I. De acuerdo con las hipótesis, la condición anterior implica que
σ − τ = 0 ∈ F (U), esto es, σ = τ .

En lo sucesivo, dado que trataremos con gavillas cuya categoŕıa imagen son
conjuntos con estructura (grupos, anillos, A-módulos,. . . ), preferiremos esta for-
mulación de la propiedad de decencia que acabamos de introducir, a la anterior
(la conjuntista).

Una gavilla de anillos A sobre X, como su nombre lo indica, asigna a cada
abierto U un anillo A(U), siendo las restricciones morfismos de anillos y los
tallos Ax, también anillos para cada x ∈ X.
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En lo sucesivo, si k es un campo algebraicamente cerrado, nos referiremos
a un conjunto algebraico cuasiproyectivo X ⊆ Pnk como una variedad sobre k
(variedad algebraica o, simplemente, una variedad).

Ejemplo. La gavilla estructural. Si X es una variedad, el funtor

OX : Top (X)→ AnC

que a cada abierto U de X asigna el conjunto OX(U) de funciones regulares
sobre U , es una gavilla de anillos. La llamamos la gavilla estructural de X. Como
hemos visto, ésta es tal que para cada x ∈ X, el tallo OX,x es siempre un anillo
local, cuyo único ideal maximal mx está formado por las funciones regulares en
OX,x que se anulan en x.

Si A es gavilla de anillos sobre X, una gavilla de A-módulos sobre X es una
gavilla abelianaM que a cada abierto U de X asigna un A(U)-móduloM(U).
Si V es un abierto de U , a ∈ A(U) y m ∈M(U), los morfismos restricción son
morfismos de A(U)-módulos tales que (a ·m)|V = a|V ·m|V .

3.7. Gavillas imagen directa e imagen inversa

Hasta el momento hemos tratado con gavillas sobre un sólo espacio topológi-
co. En esta sección nos ocuparemos en cómo cambiar el espacio base v́ıa una
función continua.

SeanX e Y espacios topológicos y f : X → Y una función continua suprayec-
tiva. Dadas las gavillas F y G sobre X e Y , respectivamente, dado cualquier
abierto V de Y , considere el funtor

f∗F : Top (Y )→ A,

con A cualquier categoŕıa abeliana, definido por f∗F (V ) := F (f−1V ). Veamos
que es una pregavilla. Dado el abierto W de V , observe que f−1W ⊆ f−1V . Aśı,
dada la sección σ ∈ f∗F (V ), el morfismo restricción ρVW : f∗F (V )→ f∗F (W )
está definido como ρVW (σ) := σ|f−1W . Puesto que F es gavilla, f∗F también
lo es, pero sobre Y . Llamamos a f∗F la la gavilla imagen directa sobre Y .

Dado x ∈ X, los tallos de f∗F están dados por la igualdad f∗Fx = Ff−1(x).
Por otro lado, dado el abierto U de X, f(U) no es en general abierto de Y ,

por lo que, para definir una gavilla sobre X, usando G , echamos mano de la
noción de ĺımite directo. Considere el funtor

f•G : Top (X)→ A,

que a cada abierto U de X asigna el objeto f•G (U) := lim−→
V⊆f(U)

G (V ).
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Veamos que f•G es una pregavilla sobre X. Sean W ⊆ U abiertos de X y
note que f(W ) ⊆ f(U). Observe que

M := ({G (V )}V⊇f(U), πV B)

es un sistema dirigido de objetos, indizado por la familia de conjuntos abiertos
V que contienen a f(U) y donde cada morfismo πV B : G (V ) → G (B), con
B ⊆ V , es la restricción correspondiente a la gavilla G . De este modo, el par
(f•G (U), νV ) es el ĺımite directo para dicho sistema, con νV : G (V )→ f•G (U)
el morfismo canónico para cada V .

A su vez, el sistema

N := ({G (Z)}Z⊇f(W ), πZA)

es también un sistema dirigido de objetos, indizado por la familia de abiertos Z
que contienen aW , πZA también las restricciones de la gavilla G y (f•G (W ), φZ)
su ĺımite directo.

Probaremos que (f•G (W ), φZ) es un ĺımite para el sistema M . Dados V y
B abiertos de X que contienen a f(U), como f(U) ⊇ f(W ), entonces G (V ) y
G (B) son también elementos del sistema N , por lo que los diagramas

G (V )
φV //

πV B

��

f•G (W )

G (B)
φB

::ttttttttt

son conmutativos (se satisface la condición de compatibilidad); es decir, f•G (W )
es un ĺımite para el sistema M . De este modo, dado que f•G (U) satisface
una propiedad universal, existe un único morfismo ξUW que hace conmutar los
diagramas

G (V )
φV //

νV

��

f•G (W ).

f•G (U)
ξUW

99rrrrrrrrrr

Éstas son las restricciones de la pregavilla f•G .
Ahora bien, mediante el procedimiento de la sección anterior, podemos aso-

ciar a f•G una gavilla, a la que denotamos por f−1G y llamamos la gavilla
imagen inversa sobre X.

Si los objetos de la categoŕıa A son, por ejemplo, grupos abelianos, anillos o
A-módulos,6 dado el abierto U de X, los elementos de f−1G (U) son secciones

6En general, conjuntos con alguna estructura algebraica conmutativa. Esta aclaración es
pertinente dado que nos referimos a una sección como un elemento del conjunto que la gavilla
asocia al abierto U .
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σ ∈ [f•G ](U) tales que σ|Ui
∈ f•G (Ui), para alguna cubierta U =

⋃
i∈I Ui.

Veamos cómo son los tallos de f•G , que de acuerdo con el Lema (3.5), son
los tallos de f−1G . Con la notación anterior, considere x ∈ X y la familia de
abiertos V de Y que contienen al punto f(x). Entonces (f•G )x = Gf(x). Esto
se sigue de advertir que

(f•G )x := lim−→
V⊇{f(x)}

G (V ) = lim−→
V 3f(x)

G (V ) =: Gf(x).

Tenemos, pues, un método para asociar a una gavilla sobre X, una gavilla
sobre Y y viceversa, haciendo uso de la función continua f . En otras palabras,
hemos construido dos funtores entre las categoŕıas GavX y GavY de gavillas
sobre X e Y , respectivamente. Veamos que éstos son funtores adjuntos7 uno del
otro.

Proposición 3.3 (Propiedad de adjunción) Sea f : X → Y una función
continua suprayectiva entre espacios topológicos y F y G gavillas sobre X e Y ,
respectivamente. Se tienen los morfismos f−1f∗F 7→ F y G 7→ f∗f

−1G , que
inducen el isomorfismo

HomGavX
(f−1G ,F ) ∼= HomGavY

(G , f∗F ).

Note que f−1 y f∗ son funtores, donde f−1 asigna a cada gavilla G sobre Y ,
una gavilla f−1G sobre X, mientras que f∗ hace corresponder a la gavilla F
sobre X, la gavilla f∗F sobre Y . En estos términos, diremos que f−1 es adjunto
izquierdo de f∗ y f∗, adjunto derecho de f−1.

Para convencernos de la proposición, considere HomPreX
(f•G ,F ), donde

PreX denota la categoŕıa de pregavillas sobre X. De este modo, dividimos la
prueba en dos partes: probaremos primero el isomorfismo

HomGavX
(f−1G ,F ) ∼= HomPreX

(f•G ,F ) (3.3)

y, posteriormente, que

HomPreX
(f•G ,F ) ∼= HomGavY

(G , f∗F ). (3.4)

Prueba.
(3.3) Sea ϕ ∈ HomPreX

(f•G , f∗F ). Dado que F es gavilla, coincide tanto con
F [ como con F ]. Por lo que, de acuerdo con el Lema 3.5, ϕ induce un único
morfismo ϕ] : f−1G → F , que hace conmutar el diagrama

f•G
h //

ϕ
##H

HHHHHHHH (f•G )[

ϕ[

��

h // f−1G .

ϕ]

zztttttttttt

F

(3.5)

7Véase el Apéndice A.
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Esta asignación nos define entonces un morfismo

Ψ : HomPreX
(f•G ,F ) −→ HomPreX

(f−1G ,F )
ϕ 7−→ Ψ(ϕ) = ϕ].

Por otro lado, dado ψ : f−1G → F , se tiene el siguiente diagrama:

f•G
h //

α
##H

HHHHHHHH (f•G )[

ϕ[

��

h // f−1G ,

ψ
zztttttttttt

F

donde α := ψ ◦ h ◦ g : f•G → F . De esta manera, definimos un morfismo

Φ : HomGavX
(f−1G ,F ) −→ HomPreX

(f•G ,F )
ψ 7−→ Φ(ψ) = α.

Bastará mostrar que los morfismos Ψ y Φ son inversos uno del otro. Dado
ϕ ∈ HomPreX

(f•G ,F ), obtenemos

Φ(Ψ(ϕ)) = Φ(ϕ]) = ϕ] ◦ h ◦ g = ϕ,

de acuerdo con la conmutatividad del diagrama 3.5. Y en el otro sentido, dado
ψ ∈ HomGavX

(f−1G ,F ), se tiene

Ψ(Φ(ψ)) = Ψ(ψ ◦ h ◦ g) = (ψ ◦ h ◦ g)] = ψ,

por la unicidad del morfismo (ψ ◦ h ◦ g)].

(3.4) Construiremos dos morfismos ∆ y Ω y probaremos que son inversos el
uno del otro.

La regla de correspondencia ∆ : HomPreX
(f•G ,F )→ HomGavY

(G , f∗F ).

Sea ψ ∈ HomPreX
(f•G ,F ). Se tiene, entonces, un morfismo

ψU : f•G (U)→ F (U),

para cada abierto U de X, de modo que si W es abierto de U , el diagrama

f•G (U)
ψU //

ρ′UW

��

F (U)

ρUW

��
f•G (W )

ψW // F (W ),
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conmuta. Si se fija U , dado que f•G (U) es un ĺımite directo, para cada abierto
V en Y que contiene a f(U) se tiene un morfismo

ηV : G (V )→ f•G (U).

De este modo, definimos

γV,U := ψU ◦ ηV : G (V )→ F (U)

y observe que este morfismo es compatible con las restricciones de F , es decir,
dado W abierto de U , el diagrama

G (V )
γV,U //

γV,W $$H
HH

HH
HH

HH
F (U)

ρUW

��
F (W )

es conmutativo. Luego, si para cada V se toma el abierto particular A := f−1V
en X (esto es posible, pues f es suprayectiva), se obtiene la familia de morfismos

γV : G (V )→ F (A) = F (f−1V ) =: f∗F (V ).

Esta familia determina un morfismo γ ∈ HomGavY
(G , f∗F ) que, en efecto, es

un morfismo de gavillas. Por tanto, puede establecerse un morfismo

∆ : HomPreX
(f•G ,F )→ HomGavY

(G , f∗F ),

siendo ∆(ψ) := γ su regla de correspondencia.

La regla de correspondencia Ω : HomGavY
(G , f∗F )→ HomPreX

(f•G ,F ).

Un morfismo ϕ ∈ HomGavY
(G , f∗F ) define una familia de morfismos

ϕV : G (V )→ f∗F (V ) := F (f−1V ),

con V abierto de Y , de modo que si W es abierto de V el diagrama

G (V )
ϕV //

ρ′V W

��

F (f−1V )

ρf−1V f−1W

��
G (W )

ϕW // F (f−1W )

conmuta.
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Si se fija el abierto U de X y consideramos los abiertos V de Y que contienen
a f(U), se tiene U ⊆ f−1V para cada V . Definimos entonces

βU,V := ρf−1V,U ◦ ϕV : G (V )→ F (U). (3.6)

Observe que esta familia de morfismos es tal que dado el abierto W de V , que
también contiene a f(U), el diagrama

G (V )
βU,V //

ρ′V W

��

F (U)

G (W )
βU,W

::vvvvvvvvv

conmuta. Pero esta última propiedad es precisamente la condición de compati-
bilidad para F (U), que de este modo es un ĺımite para el sistema {G (V ), ρ′VW },
indizado por la familia de abiertos de Y que contienen a f(U). Luego, por la
propiedad universal de f•G (U), existe un único morfismo βU : f•G (U)→ F (U)
que hace conmutar los diagramas

G (V )
βU,V //

ηV

��

F (U).

f•G (U)
βU

::ttttttttt

(3.7)

Nos hace falta probar que los morfismos βU son compatibles con las restricciones
de F , es decir, que dado E abierto de U , el diagrama

f•G (U)

ξUE

��

βU // F (U)

ρUE

��
f•G (E)

βE

// F (E)

(3.8)

conmuta. Sea σ ∈ f•G (U) y puesto que f•G (U) es un ĺımite directo, existe un
abierto V de Y , con f−1V ⊇ U , de modo que σ = ηV (τ), para algún τ ∈ G (V )
y donde ηV es el morfismo G (V )→ f•G (U). Considere, entonces, la extensión
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del diagrama anterior:

F (f−1V )

ρf−1V U

��
G (V )

ηV

//

η′V $$I
IIIIIIII

ϕV

44iiiiiiiiiiiiiiiiiii
f•G (U)

ξUE

��

βU // F (U)

ρUE

��
f•G (E)

βE

// F (E).

Recuerde que βU ◦ ηV = βU,V y βE ◦ η′V = βE,V , de acuerdo con la conmuta-
tividad de los diagramas (3.7). Pero además, por la igualdad (3.6), se tiene

βU,V := ρf−1V,U ◦ ϕV y βE,V := ρf−1V,E ◦ ϕV .

Por lo tanto, βE,V (τ) = ρf−1V,E(ϕV (τ)) = ρUE(ρf−1,U (ϕV (τ))) ∈ F (E). Pero
ρf−1V,U (ϕV (τ)) = βU,V (τ) = βU (ηV (τ)), aśı que

βE,V (τ) = ρf−1V,E(ϕV (τ)) = ρUE(βU (ηV (τ))) = ρUE(βU (σ)). (3.9)

Por otro lado, dado que η′V (τ) = ξUE(ηV (τ)) ∈ f•G (E), se tiene

βE,V (τ) = βE(η′V (τ)) = βE(ξUE(ηV (τ))) = βE(ξUE(σ)). (3.10)

Aśı, de (3.9) y (3.10) concluimos que ρUE ◦βU = βE ◦ ξUE , esto es, el diagrama
(3.8) conmuta. Observe, pues, que la regla de correspondencia ϕ 7→ β define,

aśı, un morfismo

Ω : HomGavY
(G , f∗F )→ HomPreX

(f•G ,F ),

donde, por supuesto, β =: Ω(ϕ).

Finalmente, los morfismos ∆ y Ω son mutuamente inversos por como los
hemos construido. 2



Caṕıtulo 4

Esquemas y Variedades Algebraicas

En los primeros dos caṕıtulos consideramos como objetos geométricos a los
conjuntos algebraicos y sus subconjuntos cerrados, según la topoloǵıa de Zariski.
Vimos que cualquier conjunto algebraico cuasiproyectivo (la noción más general
que se estudió), pod́ıa “cubrirse” por partes afines, lo que le daba a los conjuntos
algebraicos afines cierta importancia. Pusimos énfasis en la correspondencia:
conjuntos algebraicos afines X y una clase de anillos a los que llamamos k-
álgebras afines (extensiones de anillo del campo k, de generación finita sobre éste
y sin elementos nilpotentes). Cuando tratamos con un campo k algebraicamente
cerrado, se tuvo la correspondencia biyectiva entre los puntos de X y los ideales
máximos de su anillo de coordenadas k[X] y, también, una correspondencia del
mismo estilo entre subconjuntos algebraicos de X e ideales primos de k[X]. Y
aqúı nos detenemos con el afán de generalizar esta correspondencia.

Observemos lo que hemos hecho: establecimos como principales objetos de
estudio los conjuntos algebraicos, los ceros de familias de polinomios y constru-
imos, a partir de ellos, objetos algebraicos, una clase particular de anillos. La
Teoŕıa de Esquemas ve la situación desde un enfoque más general al proceder
en el sentido inverso: si no se impone ninguna condición a los anillos conmuta-
tivos que hemos de estudiar, de los que se toman en cuenta sus ideales primos,
¿qué objeto geométrico les corresponde? La respuesta: los esquemas afines.

Hablar de una variedad diferenciable M es considerar un espacio topológi-
co de Hausdorff obtenido al “pegar” bolas abiertas de un espacio eucĺıdeo, es
decir, un espacio topológico con un atlas de cartas coordenadas. Especificar la
estructura diferenciable en M equivale a especificar qué clase de las funciones
continuas en M son diferenciables en sus abiertos, pues la noción de difer-
enciabilidad es una noción local. Aśı, las funciones diferenciables forman una
subgavilla C∞(M) de la gavilla C(M) de funciones continuas en M . De esta
forma, puede darse una definición alternativa de variedad diferenciable: un es-
pacio topológico de Hausdorff M junto con una subgavilla C∞(M) ⊂ C(M) de
modo que el par (M, C∞(M)) es localmente isomorfo a un subconjunto abierto
de Rn con su gavilla de funciones diferenciables. A Weil debemos el aplicar esta
noción a las variedades algebraicas con el objeto de generalizar la noción, pero
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no es sino con Grothendieck que se logra la correcta analoǵıa: un esquema, como
veremos más adelante, es un par (X,OX), un espacio topológico X y su gavilla
de anillos OX , localmente isomorfo a un esquema af́ın. Aśı, obtendremos un
esquema en general, “pegando” esquemas afines. Pero se tiene una diferencia
importante: en variedades diferenciables, cada punto “se ve” localmente como
cualquier otro y las bolas abiertas de un espacio euclidiano son suficientes para
su construcción; en contraste, los esquemas admiten una variación local mucho
más rica: dos puntos distintos arbitrarios pueden tener vecindades que no son
isomorfas, los abiertos más pequeños en un esquema pueden ser tan grandes y
poseer geometŕıa muy interesante.

En lo sucesivo, todos los anillos considerados serán, por supuesto, conmuta-
tivos con elemento unitario.

En lugar de considerar un anillo de coordenadas y sus ideales primos, con-
sideramos cualquier anillo A. Considere el conjunto

SpecA := {p ⊂ A : p es ideal primo}.

Dotamos a este conjunto con una topoloǵıa, a la que llamamos, por extensión,
la topoloǵıa de Zariski. Los conjuntos cerrados serán los conjuntos de la forma

V (a) := {p ∈ SpecA : p ⊇ a},

siendo a cualquier ideal de A. Para advertir que esta familia de conjuntos da a
SpecA estructura de espacio topológico, considere el siguiente lema.

Lema 4.1

1. Dados los ideales a y b de A, V (ab) = V (a) ∪ V (b).

2. Si {ai}i∈I es cualquier familia de ideales de A,

V

(∑
i∈I

ai

)
=
⋂
i∈I

V (ai).

3. Para los ideales a y b de A, V (a) ⊆ V (b) si y sólo si
√

a ⊇
√

b.

4. Se tiene V (A) = ∅ y V ({0}) = SpecA.

Prueba.

1. Si p ∈ V (a) ∪ V (b), entonces p ⊇ a ó p ⊇ b. En cualquier caso, p ⊇ ab,
esto es, p ∈ V (ab). Y al contrario, si p ∈ V (ab) suponga que no contiene
a uno de los ideales, digamos, p 6⊇ a. Existe, entonces, a ∈ a tal que a 6∈ p.
De este modo, para todo b ∈ b, se tiene ab ∈ p, pues p ∈ V (ab), pero
a 6∈ p, por lo que b ∈ p, dado que p es primo. Aśı, p ⊇ b.
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2. Si p ∈ V

(∑
i∈I

ai

)
, entonces p ⊇

∑
i∈I

ai ⊇ ai para cada i ∈ I; por tanto,

p ∈
⋂
i∈I

V (ai). Por otro lado, si p contiene a cada ai, entonces también

contiene a
∑
i∈I

ai, dado que este último es ideal más pequeño que contiene

a cada ai.

3. Recordemos que dado el ideal d de A,
√

d =
⋂

p⊇d p, con p primo. Aśı,
si V (a) ⊆ V (b), todo p que contiene a b también contiene a a, es decir,
todo p ∈

√
b es tal que p ∈

√
a, i.e.

√
b ⊆
√

a. Al contrario, que
√

b ⊆
√

a
significa que todo ideal primo que contiene a b contiene también a a, es
decir, que V (a) ⊆ V (b).

4. Es claro. 2

De este modo, hemos definido una topoloǵıa en SpecA. Definiremos ahora
una gavilla de anillos en SpecA. Para cada ideal primo p ⊂ A, considere la
localización Ap. Pondremos atención en las funciones

σ : U →
∐
p∈U

Ap

que son localmente el cociente de dos elementos de A, es decir, que para cada
p verifiquen σ(q) = f/g ∈ Aq, con f, g ∈ A y g 6∈ q, para todo q en alguna
vecindad V ⊆ U de p. Suponga que O(U) asigna a U el anillo de esta clase de
funciones; se define aśı un funtor

O : Top (SpecA) −→ AnC,

teniéndose una pregavilla de anillos. Note que hay similitud entre estas funciones
y las funciones regulares definidas en conjuntos algebraicos, pero en lugar de
considerar sus valores en un sólo campo, en este caso las funciones toman valores
en anillos locales distintos.

Veamos que O es una gavilla. Sea U abierto de SpecA y {Vi}i∈I una cubierta
abierta de U .

(a) Sea σ ∈ O(U) tal que σ|Vi
= 0 para todo i ∈ I. Es decir, fijo i ∈ I,

σ(q) = 0 ∈ Aq, para todo q ∈ Vi; luego, dado que ésto sucede para todo
i, σ(p) = 0, para todo p ∈ U .

(b) Sea σi ∈ O(Vi) para todo i ∈ I de modo que para cada par de ı́ndices i y
j distintos entre śı, σi|Vi∩Vj

= σj |Vi∩Vj
. Para cada p ∈ U , existe i ∈ I tal

que p ∈ Vi. Definimos τ ∈ O(U) por

τ(p) := σi(p).
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De acuerdo con las hipótesis, τ está bien definida; O satisface, entonces,
la condición de pegado.

Finalmente, dado el anillo A, diremos que el espacio topológico SpecA junto
con su gavilla de anillos O definida en él como antes, es el espectro de A. Esta
asignación, A 7→ (SpecA,O) define ahora un funtor, pero no hemos dicho cuál
es la categoŕıa imagen, a ello se avoca la siguiente sección.

Dado el elemento f ∈ A, consideramos su ideal 〈f〉 ⊆ A y denotamos
D(f) := SpecA \ V (〈f〉). Veamos que la familia de conjuntos {D(f)}f∈A for-
ma una base para la topoloǵıa de SpecA. Dado el ideal a de A, el conjunto
U := SpecA \ V (a) es abierto. Si p ∈ U , entonces p 6⊇ a, es decir, existe f ∈ a
tal que f 6∈ p; aśı, p ∈ D(f) y, puesto que V (f) ⊇ V (a), D(f) ∩ V (a) = ∅.

Establecemos algunas propiedades de la gavilla O. Denotaremos O(SpecA)
por Γ(SpecA,O).1

Proposición 4.1 Sea A un anillo y (SpecA,O) su espectro.

(a) Para cada p ∈ SpecA, Op
∼= Ap.

(b) Dado f ∈ A, O(D(f)) ∼= Af . En particular, Γ(SpecA,O) ∼= A.

Prueba.

(a) Sea p ∈ SpecA. Todo elemento en Op es la clase [s] de algún elemento
s ∈ O(V ), para algún abierto V de SpecA que contiene a p. De este modo,
s es un morfismo s : V →

∐
q∈V Aq tal que s(p) ∈ Ap. Definimos pues el

morfismo ϕ : Op → Ap como ϕ([s]) := s(p).

Veamos que ϕ es suprayectivo. Todo elemento de Ap puede ser represen-
tado en la forma f/g, donde f, g ∈ A y g 6∈ p. Aśı, D(g) es un abierto
de SpecA que contiene a p y es tal que existe τ ∈ O(D(f)) de modo que
τ(p) = f/g ∈ Ap. Por lo tanto, f/g es la imagen bajo ϕ de [τ ] ∈ Op.

Para probar la inyectividad de ϕ, sean [s], [t] ∈ Op, con s, t ∈ O(U) para
algún abierto U que contiene a p; podemos entonces escoger f, g, h,m ∈ A,
con g,m 6∈ p de modo que s(p) y t(p) poseen las representaciones f/g y
h/m, respectivamente. Suponga que s(p) = t(p), es decir, que f/g y h/m
pertenecen a la misma clase de equivalencia. De acuerdo a la construcción
de un anillo local, existe una unidad u 6∈ p de modo que u(fm−hg) = 0 ∈
A. Aśı, f/g = h/m en cualquier anillo local Aq para el que g, h,m 6∈ q. El
conjunto de tales q es precisamente el abierto A := D(g)∩D(h)∩D(m) ⊆
U que contiene a p, en donde las secciones s|A y t|A coinciden, por lo que
sus tallos en p también.

1Esta notación es la misma que A. Grothendieck usa en [EGA I-IV].
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(b) Construimos un morfismo ψ : Af → O(D(f)) que asigna a cada a/fn la
sección s ∈ O(D(f)) cuya clase [s] ∈ Op es tal que ϕ([s]) = a/fn ∈ Ap.

Probaremos que ψ es inyectivo. Suponga, pues, que ψ(a/fn) = ψ(b/fm).
Entonces, para cada p ∈ D(f), a/fn y b/fm poseen la misma imagen en
Ap, es decir, se tiene un elemento h 6∈ p tal que h(fma − fnb) = 0 ∈ A.
Considere el anulador a de fma− fnb y, dado que h ∈ a y h 6∈ p, entonces
a 6⊆ p. Dado que ésto sucede para todo p ∈ D(f), entonces V (a) y D(f)
son disjuntos; por lo tanto, f ∈

√
a, esto es, fr ∈ a, para algún natural r.

De este modo, fr anula a fma− fnb en A y, aśı, a/fn = b/fm ∈ Af .

Veamos que ψ es suprayectivo. Sea s ∈ O(D(f)). Entonces, puede darse
una cubierta D(f) =

⋃
i∈I Vi de modo que s|Vi

(p) tiene una representación
ai/gi ∈ Ap, con gi 6∈ p, para todo p ∈ Vi. De este modo, cada Vi está con-
tenido en D(gi) y puesto que los conjuntos de la forma D(h) forman una
base para la topoloǵıa, podemos suponer que Vi = D(hi), para algún
hi. Aśı, D(hi) ⊆ D(gi), con lo que V (〈hi〉) ⊇ V (〈gi〉) y, por tanto,√
〈hi〉 ⊆

√
〈gi〉, en particular, hni ∈ 〈gi〉 para algún natural n. Luego,

existe c tal que hni = cgi, de modo que ai/gi = cai/h
n
i . Reemplazando en

esta última igualdad cai por ai y, dado que D(hi) = D(hni ), hni por hi, se
tiene ai/gi = ai/hi; por tanto, podemos suponer que se tiene una cubierta
D(f) =

⋃
i∈I D(hi), de modo que la sección s tiene una representación

s|D(hi)(p) = ai/hi ∈ Ap para todo p ∈ D(hi).

En realidad, es suficiente una cantidad finita de tales hi. Observe que
D(f) ⊆

⋃
i∈I

D(hi) si y sólo si

V (〈f〉) ⊇
⋂
i∈I

V (〈hi〉) = V

(∑
i∈I
〈hi〉

)
,

lo que equivale a decir que f ∈
√∑

i∈I〈hi〉, esto es, fn ∈
∑
i∈I〈hi〉, para

algún n. Aśı, fn puede ser expresado como la suma finita fn =
∑r
i=1 bihi,

con cada bi ∈ A; por lo que D(f) ⊆ D(h1) ∪ · · · ∪D(hr).

Como D(hi) ∩ D(hj) = D(hihj), se tienen dos elementos ai/hi y aj/hj
en Ahihj que representan a la vez a s|D(hihj)(p) para todo p ∈ D(hihj).
Luego, aplicando la inyectividad que probamos antes para ϕ, ahora para
ψ en D(hihj), se tiene ai/hi = aj/hj ∈ Ahihj

. Aśı,

(hihj)n(hjai − hiaj) = 0 ∈ A.

Dado que tal n existe para cualquier par i, j ∈ {1, . . . , r}, podemos elegirlo
lo suficientemente grande, de modo que verifique la ecuación anterior para
cualquier par i, j. Reescribimos dicha igualdad como

hn+1
j (hni ai)− hn+1

i (hnj aj) = 0,
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en la que, si reemplazamos cada hn+1
i por hi y cada hni ai por ai, se tiene

hjai = hiaj . De este modo, la sección s tiene en cada D(hi) una repre-
sentación ai/hi y es tal que hjai = hiaj , para todo par i, j.

Ahora, como fn =
r∑
i=1

bihi, haciendo a =
r∑
i=1

biai, se tiene para cada j

hja =
r∑
i=1

biaihj =
r∑
i=1

bihiaj = fnaj ,

que muestra a/fn = aj/hj ∈ Ahi
. Luego, como aj/hj es la representación

de s|D(hj)(p), se tiene ψ(a/fn) = s. Por lo tanto, ψ es suprayectivo,
teniéndose aśı un isomorfismo.

Finalmente, tomando f = 1, se tiene D(1) = SpecA y también A1 = A,
de modo que Γ(SpecA,O) := O(D(1)) ∼= A1 = A. 2

4.1. Espacios anillados y localmente anillados

Sea X un espacio topológico. Considere en él una gavilla

OX : Top (X)→ An

que a cada abierto U de X asigna el anillo OX(U). Decimos, entonces, que
el par (X,OX) es un espacio anillado. Dado otro espacio anillado (Y,OY ), un
morfismo de espacios anillados es un par

(f, f ]) : (X,OX)→ (Y,OY ),

donde f : X → Y es una función continua y f ] : OY → f∗OX es un morfismo
de gavillas sobre Y , donde f∗OX denota, de acuerdo a lo discutido en la sección
3.7, la gavilla imagen directa.

El par (X,OX) es un espacio localmente anillado si para todo p ∈ X el
tallo OX,p es un anillo local. Si tanto (X,OX) como (Y,OY ) son localmente
anillados, el morfismo (f, f ]) será un morfismo de espacios localmente anillados
si para cada p ∈ X el morfismo inducido en los tallos

f ]p : OY,f(p) → OX,p

es un morfismo local, es decir, si n y m son los ideales máximos de OY,f(p) y
OX,p, respectivamente, (f ]p)−1(m) = n.

Este morfismo de espacios localmente anillados (f, f ]) será un isomorfismo
si posee un morfismo inverso bilateral; es decir, si f es un homeomorfismo y f ]

un isomorfismo de gavillas.
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Proposición 4.2

(a) Dado el anillo A, el par (SpecA,O) es un espacio localmente anillado.

(b) Cada morfismo de anillos ϕ : A → B induce un morfismo de espacios
localmente anillados

(f, f ]) : (SpecB,OSpecB)→ (SpecA,OSpecA).

(c) Y a la inversa, todo morfismo de espacios localmente anillados

(f, f ]) : (SpecB,OSpecB)→ (SpecA,OSpecA)

es inducido por un morfismo de anillos ϕ : A → B, como en el inciso
anterior.

Prueba.

(a) Es claro que (SpecA,O) es un espacio anillado. Del inciso (a) de la
Proposición (4.1) se sigue que es, además, localmente anillado.

(b) Dado el morfismo de anillos ϕ : A → B, definimos f : SpecB → SpecA
como f(p) := ϕ−1(p), para todo p ∈ SpecB. Esta función es continua,
pues si a es ideal de A, f−1(V (a)) = V (ϕ(a)).

Ahora bien, para cada p ∈ SpecB, el morfismo ϕ induce un morfismo
local ϕp : Aϕ−1(p) → Bp, definido en cada a/b ∈ Aϕ−1(p) como ϕp(a/b) :=
ϕ(a)/ϕ(b); definición que tiene sentido, pues como b 6∈ ϕ−1(p), entonces
ϕ(b) 6∈ p. Por esta misma razón, el ideal máximo Mp de Aϕ−1(p) = Af(p)

es precisamente la imagen inversa bajo ϕp del ideal máximo Np de Bp.
De este modo, se tiene un diagrama conmutativo

A
ϕ //

νp

��

B

πp

��
Af(p)

ϕp // Bp

(4.1)

para cada p. En efecto, dado x ∈ A, ϕ(x) ∈ B y

πp(ϕ(x)) = ϕ(x)/1 = ϕ(x)/ϕ(1) =: ϕp(x/1) = ϕp(νp(x)).

Luego, dado el abierto V de SpecA, definimos el morfismo

f ]V : OSpecA(V )→ OSpecB(f−1V )

como f ]V (p) := πp(Np), para todo p ∈ V . Observe que, ciertamente,
f ]V (p) ∈ f−1V , en virtud de la conmutatividad del diagrama (4.1).
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Finalmente, por el inciso (a) de la Proposición (4.1),OSpecA, f(p)
∼= Af(p) y

OSpecB, p
∼= Bp. Aśı, el morfismo inducido en los tallos f ]p es precisamente

ϕp que, como se dijo ya, es local, haciendo de (f, f ]) un morfismo de
espacios localmente anillados.

(c) Por el inciso (b) de la Proposición (4.1), se tienen los isomorfismos

Γ(SpecA,OSpecA) ∼= A y Γ(SpecB,OSpecB) ∼= B.

Por lo tanto, dado el morfismo (f, f ]) de las hipótesis, el morfismo f ]SpecA

(tomado en las secciones globales) es precisamente el morfismo de anillos

f ]SpecA =: ϕ : A→ B.

Para este morfismo construimos, en la sección anterior, un morfismo local
ϕp : Af(p) → Bp de manera que el diagrama (4.1) conmuta.

Por definición, el morfismo f ]p es local, de modo que ϕ−1(p) = f(p), es
decir, f coincide con el morfismo SpecB → SpecA inducido por ϕ. Por
lo tanto, f ] también es inducido por ϕ. 2

Ahora śı, estamos en posición de decir que la asignación funtorial

A 7→ (SpecA,OSpecA)

de la que hablábamos, toma valores en la categoŕıa de espacios localmente ani-
llados.

4.2. Esquemas

Y entramos en materia.

Definición 4.1 Un esquema af́ın es un espacio localmente anillado que, como
tal, es isomorfo al espectro de algún anillo A. Un esquema es un espacio anillado
(X,OX) para el que cada punto x ∈ X posee una vecindad U , de modo que el
par (U,OX |U ) es un esquema af́ın.

Si (X,OX) es un esquema, nos referiremos a X como su espacio topológico
subyacente y a OX como su gavilla estructural. En ocasiones abusaremos de la
notación y diremos que “X es un esquema”, haciendo alusión al par (X,OX).
Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente anillados y
éste será isomorfismo si posee un morfismo inverso bilateral.
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Un esquema (X,OX) es conexo (resp. irreducible o compacto) si su espacio
topológico subyacente X es conexo (resp. irreducible o compacto2). Diremos que
es reducido si para todo abierto U de X el anillo OX(U) no posee elementos
nilpotentes; diremos que es entero siOX(U) es dominio entero, para todo abierto
U de X.

Ejemplo. Si X = SpecA, entonces (X,OX) es

(a) irreducible si y sólo si el nilradical N de A es primo;

(b) reducido si y sólo si el nilradical N de A es cero;

(c) entero si y sólo si A es dominio entero.

Prueba.

(a) Suponga que X es irreducible y tome f, g ∈ A, de modo que fg ∈ N, es
decir, que existe r ∈ N∗ tal que (fg)r = frgr = 0. Por lo tanto,

X = V ((fg)r) = V (frgr) = V (fr) ∪ V (gr).

Como X es irreducible, V (fr) o V (gr) es vaćıo, es decir, alguno de estos
conjuntos es X, digamos, X = V (fr); por tanto, fr = 0 y con ello, f ∈ N.
Luego, N es ideal primo de A.

Por otro lado, si N es primo, suponga que X puede descomponerse como
X = V (a)∪V (b), para algunos ideales a y b en A. Por tanto, X = V (ab),
de modo que ab = 〈0〉, es decir, ab ⊆ N. Aśı, alguno de los dos ideales es
nulo, digamos, a = 〈0〉 y, con ello, V (a) = V (0) = X, probando aśı que X
es irreducible.

(b) Suponga que el esquema (X,OX) es reducido; es decir, para cualquier
elección del abierto U de X, OX(U) no posee elementos nilpotentes, en
particular, las secciones globales Γ(X,OX). Puesto que Γ(X,OX) ∼= A, el
anillo A no posee elementos nilpotentes distintos de 0, es decir, N = 〈0〉.
Si N = 〈0〉, entonces A no posee elementos nilpotentes distintos de 0 y
dado que A ∼= Γ(X,OX) ⊇ OX(U) para cada abierto U de X, entonces
OX(U) tampoco posee elementos nilpotentes distintos de 0. Aśı, (X,OX)
es entero.

(c) Si el esquema (X,OX) es entero, entonces Γ(X,OX) ∼= A es dominio en-
tero. Y a la inversa, si A es dominio entero, como A ∼= Γ(X,OX) ⊇ OX(U)
para cualquier elección del abierto U de X, entonces OX(U) tampoco
posee divisores de cero, es decir, OX(U) es dominio entero. 2

2Un espacio topológico de Noether es compacto si cualquier cubierta abierta de X posee
una subcubierta finita.
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Proposición 4.3 Un esquema es entero si y sólo si es, a la vez, reducido e
irreducible.

Prueba. Si (X,OX) es un esquema es entero, cada anillo OX(U) es dominio
entero y, por tanto, no posee elementos nilpotentes, por lo que (X,OX) es
reducido. Si (X,OX) fuese reducible, existen U1 y U2 abiertos de X tales que
X = U1 ∪ U2, de modo que Γ(X,OX) = OX(U1 ∪ U2) = OX(U1) × OX(U2),
que no es dominio entero. Luego, la propiedad “dominio entero” implica la
irreducibilidad de X.

Suponga que (X,OX) es reducido e irreducible. Considere el abierto U de
X y f, g ∈ OX(U) tales que fg = 0. Dado p ∈ X, denotaremos por mp al único
ideal máximo del anillo local OX,p. Definimos

Y := {x ∈ U : fx ∈ mx} y Z := {x ∈ U : gx ∈ mx}.

Veamos que éstos son subconjuntos cerrados de U tales que Y ∪ Z = U .
Dado que (X,OX) es esquema, existe un anillo B de modo que U = SpecB.

Aśı, según la Proposición (4.1), OX(U) ∼= B y OX,p ∼= Bp para todo p ∈ SpecB.
Además, los elementos del ideal máximo mp son de la forma a/b, con a ∈ p y
b ∈ B \ p.

Dado f ∈ OX(U), probaremos que Y = V (f) ⊆ SpecB.
Si x ∈ Y , entonces se tiene un morfismo ηx : B → Bx dado por ηx(c) = c/1,

para todo c ∈ B; en particular, fx ∈ Bx y es la imagen de f ∈ B bajo ηx, es
decir, fx = f/1. Dado que x ∈ Y , fx ∈ mx, por lo que f ∈ x. De este modo,
x ∈ V (f), lo que muestra que Y ⊆ V (f).

Y en el otro sentido, si y ∈ V (f), entonces y ∈ U y es tal que f ∈ y, por
lo que ηy(f) = fy = f/1 ∈ my, cumpliendo aśı con la definición de Y ; en otras
palabras, y ∈ Y y esto prueba que V (f) ⊆ Y .

Luego, Y = V (f) y dado que V (f) es cerrado en U , Y también lo es. Probar
que Z es cerrado en U es un procedimiento completamente análogo, a saber,
Y = V (g).

Como fg = 0, entonces U = V (0) = V (fg) = V (f) ∪ V (g) = Y ∪Z. Puesto
que X es irreducible, U también lo es, de modo que alguno de los conjuntos Y
o Z es precisamente U , digamos U = Y ; pero esta igualdad implica que V (0) =
U = Y = V (f), es decir, que f es nilpotente. Sin embargo, como (X,OX) es
un esquema reducido, OX(U) no posee elementos nilpotentes distintos de cero,
de donde se sigue que f = 0. Esto prueba que OX(U) es dominio entero y, aśı,
que el esquema (X,OX) es entero. 2

Un esquema (X,OX) es localmente de Noether si puede darse una cubierta
del espacio topológico subyacente X =

⋃
i∈I Ui donde cada (Ui,OX |Ui

) es iso-
morfo al espectro de un anillo Ai, siendo cada Ai un anillo de Noether; (X,OX)
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es de Noether si es localmente de Noether y compacto.3

4.3. Variedades Algebraicas

El concepto “esquema” no generaliza por śı solo la noción de variedad alge-
braica. De hecho, una variedad algebraica no es un esquema; el espacio topológi-
co subyacente de un esquema tiene más puntos que una variedad: los puntos
genéricos.

Considere, como ejemplo, el espectro de k[x, y], con k algebraicamente cerra-
do. El par (Spec k[x, y],OSpec k[x,y]) es un esquema af́ın. Los puntos de su espacio
topológico subyacente son todos los ideales primos p ∈ k[x, y] y es aqúı donde
aparece la discrepancia. Considerando los ideales máximos m de k[x, y], que de
acuerdo al Nullstellensatz son de la forma m = 〈x−a, y−b〉, con a, b ∈ k, rescata-
mos todos los puntos del espacio af́ın A2

k; estos puntos tienen la propiedad de
ser cerrados en Spec k[x, y], puesto que su cerradura V (m) = {m}.

Ahora, si, por ejemplo, f es un polinomio irreducible, el ideal 〈f〉 es primo
en k[x, y] y su cerradura en Spec k[x, y] es el punto mismo 〈f〉 y todos los puntos
cerrados (a, b) tales que f(a, b) = 0, es decir, 〈f〉 y la curva V (f) ⊆ A2

k. Peor
aún, dado que k[x, y] es dominio entero, el ideal (0) ∈ Spec k[x, y] y es tal que
V (0) = Spec k[x, y], su cerradura es ¡el espacio completo! Éstos son dos ejemplos
de puntos genéricos, aquéllos que no son cerrados.

Pese a lo anterior, existe una manera natural de agregar puntos genéricos
a una variedad. Precisamos esta noción: dado el espacio topológico X y Z un
subespacio cerrado e irreducible de éste, decimos que un punto ξ ∈ X es un
punto genérico de Z si {ξ} = Z.

Lema 4.2 Sea (X,OX) un esquema. Cualquier subconjunto no vaćıo, cerrado
e irreducible no vaćıo de X posee un único punto genérico.

Prueba. Sea Z ⊆ X no vaćıo, cerrado e irreducible. Puesto que se tiene
una cubierta X =

⋃
i∈I Ui donde cada (Ui,OX |Ui

) es isomorfo al espectro de
un anillo Ai y Z es irreducible, entonces Z ⊆ SpecAi, para algún i ∈ I. Dado
que Z es cerrado, existe un ideal a de Ai tal que Z = V (a) ⊆ SpecAi; como
no es vaćıo, a 6= A (es propio) y dado que Z es irreducible, a es primo en Ai.
Observe, pues, que a ∈ Z es un punto tal que {a} = V (a) = Z, es decir, a es un
punto genérico para Z. Éste es el único, pues si se tuviese b tal que Z = {b},
como {b} = V (b) = Z = V (a), entonces

√
a =

√
b. Pero tanto a como b son

ideales primos de Ai, de modo que coinciden con sus respectivos radicales, es
decir, a = b. 2

3O equivalentemente, el esquema (X,OX) es de Noether si existe una cubierta finita X =
U1 ∪ · · · ∪ Ur del espacio topológico subyacente, de modo que cada (Ui,OX |Ui

) es isomorfo
al espectro de un anillo Ai.
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Con el afán de explicar de qué modo usamos la Teoŕıa de Esquemas para
generalizar la noción de variedad algebraica sobre un campo k, explicamos lo
que se entiende por un esquema sobre otro.

Definición 4.2 Fije S un esquema. Un esquema sobre S, o un S-esquema, es
un par (X,α), donde X es un esquema y α : X → S un morfismo de esquemas.
Si (X,α) e (Y, β) son S-esquemas, un morfismo entre ellos f : (X,α)→ (Y, β)
(un S-morfismo) es un morfismo de esquemas f : X → Y de modo que el
diagrama

X
f //

α

��

Y

S

β

>>~~~~~~~~

conmuta.

Fijo el esquema S, denotaremos Sq(S) a la categoŕıa de esquemas sobre S y
S-morfismos. Dado el anillo A, denotaremos Sq(A) a la categoŕıa de esquemas
sobre SpecA.

Antes de enunciar el siguiente resultado, haremos algunas consideraciones.
Dado el espacio topológico E, denotamos por Irr (E) a la familia de subconjuntos
no vaćıos cerrados e irreducibles de E. Observe que si W 6= ∅ es un subconjunto
cerrado e irreducible de E, Irr (W ) ⊆ Irr (E) y que, además,

Irr (W1 ∪W2) = Irr (W1) ∪ Irr (W2) e Irr

⋂
j∈J

Wj

 =
⋂
j∈J

Irr (Wj).

Note que puede darse a Irr (E) estructura de espacio topológico, consideran-
do como los cerrados de su topoloǵıa a los conjuntos de la forma Irr (Y ), donde
Y ⊆ E es cerrado, no vaćıo e irreducible en E. Además, a cada función continua
f : X1 → X2 entre espacios topológicos, puede asociársele un morfismo

f̃ : Irr (X1)→ Irr (X2)

definido en Y ⊆ X1 como f̃(Y ) := f(Y ).
Por otra parte, puede definirse un morfismo α : X → Irr (X) por α(p) = {p}.

Además, α induce una biyección entre la topoloǵıa de X y la de Irr (X).

Ahora bien, estamos en posición de enunciar el resultado más importante de
esta monograf́ıa.

Teorema 4.1 Sea k un campo algebraicamente cerrado. Se tiene un proce-
dimiento para asociar a cada variedad algebraica sobre k un esquema sobre k,
a saber, existe un funtor Ω : Var(k)→ Sq(k) pleno y fiel.
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Prueba. Sea V una variedad algebraica sobre k y OV su gavilla de fun-
ciones regulares. Dado α : V → Irr (V ) definido como antes, mostraremos
que (Irr (V ), α∗(OV )) es un esquema sobre k. Y dado que cualqueir variedad
puede cubrirse usando sólo subvariedades afines, será suficiente probar que
(Irr (V ), α∗(OV )) es un esquema, siendo V af́ın.

Suponga, pues, que V es una variedad af́ın sobre k; definimos el morfismo
de espacios localmente anillados

(h, h]) : (V,OV )→ (Spec k[V ],OSpec k[V ])

como sigue. Para cada p ∈ V , h(p) := mp, el ideal de k[V ] de todas las funciones
regulares que se anulan en p. De acuerdo con el Nullstellensatz, mp es máximo
en k[V ] y h es, por tanto, una correspondencia biyectiva entre los puntos de V
y los puntos cerrados de Spec k[V ]. De este modo, h es un homeomorfismo.

Ahora, dado el abierto U de X := Spec k[V ], definimos a continuación el
morfismo

h]U : OX(U)→ h∗OV (U) := OV (h−1U).

Observe que, dada la sección s ∈ OX(U) y un punto p ∈ h−1U , h(p) ∈ U y
OX,h(p)

∼= k[V ]mp . Entonces sh(p) ∈ k[V ]mp y definimos

s(p) := [sh(p)] ∈ k[V ]mp
/mp

∼= k.

De este modo, s define una función s : h−1U → k que es, desde luego, regular.
Puesto que hemos tomado s ∈ OX(U) y construido un elemento t ∈ h∗OV (U),
definido en cada p ∈ h−1U como t(p) := s(p) := [sh(p)], la asignación s 7→ t
define un isomorfismo OX(U) ∼= h∗OV (U).

Finalmente, como los ideales primos de k[V ] están en correspondencia biyec-
tiva con los subconjuntos irreducibles de V , (X,OX) e (Irr (V ), α∗OV ) son iso-
morfos como esquemas afines.

Para mostrar que (Irr (V ), α∗OV ) es un esquema sobre k, debemos dar un
morfismo de (Irr (V ), α∗OV ) a Spec k. Para ello, es suficiente dar un morfismo
de anillos

k → Γ(Irr (V ), α∗OV ) = Γ(V,OV )

que a cada λ ∈ k asocia el morfismo constante λ.
Puesto que se tiene el isomorfismo

HomVar(k)(V,W ) ∼= HomSq(k)(Irr (V ), Irr (W )),

el funtor Ω es pleno y fiel. 2
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4.4. Eṕılogo

Es de este modo que la Teoŕıa de Esquemas es empleada para construir un
marco conceptual, en el que la noción de variedad alebraica sobre el campo
k puede incorporarse y obtener una generalización. En este último caṕıtulo la
hemos tratado de manera superficial, pues hubiese sido agradable plantear y
resolver problemas (ejemplos) con este enfoque (sobre curvas o superficies, por
ejemplo), para hacer palpable la diferencia con el enfoque clásico. Además de que
no se dio una descripción más o menos profunda de la categoŕıa de esquemas,
en tanto que no se trataron sus propiedades más importantes.

En nuestros tiempos suena a broma aspirar a elaborar tratados, por lo que
no es en ese sentido en el que afirmamos que fueron varias las limitaciones de
esta memoria: por mencionar algunas, el Caṕıtulo 3 hubiese sido más claro si
se agregasen ejemplos concretos de variedades anaĺıticas complejas, en los que
pudiera usarse la Teoŕıa de Gavillas para calcular, ejemplos en los que pudiera
haberse dicho de manera precisa qué información se rescata con tal herramienta
(multiplicidades de intersecciones, singularidades, etcétera); en el Caṕıtulo 2 no
discutimos el procedimiento de “explosión” (del inglés blow up), de cómo usarlo
en puntos singulares... no hablamos ni del espacio tangente a una variedad ni
del teorema de Bézout; y, pese a que es fundamental, en toda la memoria ni
siquiera asomó la cabeza la Teoŕıa de la Dimensión.

Esperamos que todas estas inquietudes puedan ser incorporadas en versiones
posteriores, solamente con la finalidad de hacer más claras (palpables) nuestras
discusiones.

Mayo de 2010.
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Apéndice A

Teoŕıa de Categoŕıas

El Álgebra de los siglos XIX y XX se ha caracterizado por hacer énfasis en
la noción de “estructura”. La Teoŕıa de Categoŕıas es un esfuerzo por formalizar
esta noción y de unificar una gran cantidad de propiedades comunes a varias
disciplinas en Matemáticas al establecer un marco conceptual en el cual incor-
porarlas. De este modo, se vela, entre otras cosas, por un desarrollo uniforme
de dichas disciplinas y por un lenguaje estandarizado para ellas.

Enfatizamos dos de los primeros intentos en este sentido. Por un lado, los tra-
bajos del grupo Nicolas Bourbaki, que formuló una teoŕıa de estructuras como
parte de su bien conocido tratado en varios volúmenes. Por otro, la idea de Oys-
tein Ore de obviar la existencia de elementos en cada sistema matemático, con-
siderado individualmente, para concentrarse en las interrelaciones entre éstos.
Esta idea ha sido desarrollada sistemáticamente hasta dar con la Teoŕıa de
Categoŕıas.1

A.1. Categoŕıas y funtores

Definición A.1 Una categoŕıa C consiste en lo siguiente.

(i) Una clase de objetos, que denotamos por Ob C .

(ii) Para cada par de objetos X,Y en C , se tiene un conjunto de morfismos
entre ellos, que denotamos por HomC (X,Y ).

(iii) Para cada tŕıada X, Y y Z de objetos de C , se tiene una función

◦ : HomC (X,Y )×HomC (Y, Z) −→ HomC (X,Z)

a la que llamamos la composición, tal que

(a) ψ◦(ϕ◦λ) = (ψ◦ϕ)◦λ, para cada λ ∈ HomC (X,Y ), ϕ ∈ HomC (Y, Z)
y ψ ∈ HomC (Z,W );

1Referimos al lector interesado en la historia de este tema al texto [Cor].
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(b) para todo X ∈ Ob C , existe el morfismo identidad 1X ∈ HomC (X,X),
de manera que para cada ϕ ∈ HomC (X,Y ) se tiene

1Y ◦ ϕ = ϕ y ϕ ◦ 1X = ϕ.

Denotaremos un morfismo ϕ ∈ HomC (X,Y ) por una flecha ϕ : X → Y .

Ejemplos.

1. Sea J un conjunto parcialmente ordenado bajo la relación ≤. Puede for-
marse una categoŕıa J con los elementos de J como objetos y, dados
i, j ∈ Ob J , diremos que HomJ (i, j) posee un único elemento i → j
siempre que i ≤ j y que es vaćıo en otro caso.

2. La categoŕıa Grp, cuyos objetos son los grupos y como morfismos los
homomorfismos de grupos.

3. La categoŕıa Ab de grupos abelianos y sus homomorfismos.

4. La categoŕıa Top de espacios topológicos y funciones continuas.

5. La categoŕıa Con, donde los objetos son los conjuntos y los morfismos,
las funciones entre ellos.2

6. La categoŕıa AMod de A-módulos izquierdos y morfismos A-lineales.

7. La categoŕıa Afk de conjuntos algebraicos afines sobre el campo k y mor-
fismos polinomiales.

8. La categoŕıa ÁlgAfk de k−álgebras afines y sus morfismos.

Una categoŕıa S es una subcategoŕıa de C si los objetos de S también lo son
de S , si HomS (X,Y ) ⊆ HomC (X,Y ) para cualesquiera dos objetos X,Y de
S , y además la función composición en S es inducida por la de C . Denotamos
esta situación por S ⊆ C .

No se tiene la noción de igualdad entre dos objetos en una categoŕıa arbi-
traria C , por lo que se hace necesaria la noción de isomorfismos entre objetos.
Un morfismo ϕ : X → Y es un isomorfismo si existe un morfismo γ : X ← Y tal

2Este ejemplo es muestra de que la clase de objetos de una categoŕıa no es en general un
conjunto. De manera análoga, los elementos de HomC (X,Y ) no son necesariamente funciones
(ya sea que preserven la estructura o no: morfismos de grupos, funciones continuas, funciones
crecientes, etc.) Si en el ejemplo (1), dados i, j ∈ Ob J definimos i < j ⇔ i ≤ j e i 6= j,
entonces podemos considerar a HomJ (i, j) como un conjunto de sucesiones finitas, a saber

HomJ (i, j) := {(i0, . . . , in) | ik < ik+1, con i = i0 y j = in}.
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que ϕ ◦ γ = 1Y y γ ◦ϕ = 1X . En este caso se dice que el objeto X es isomorfo a
Y y se escribe X ∼= Y , o bien, X

∼=−→ Y . Dado que γ es único con esta propiedad
lo denotamos por ϕ−1.

Definición A.2 Sean C y D categoŕıas. Un funtor covariante F : C → D es
una asignación3 que a cada objeto X en C hace corresponder un objeto F (X)
de D ; y a cada morfismo ϕ : X → Y asigna un morfismo F (ϕ) : F (X)→ F (Y ),
de modo que

(i) F (ϕ ◦ γ) = F (ϕ) ◦ F (γ), para todo ϕ ∈ HomC (X,Y ) y γ ∈ HomC (Y,Z),

(ii) F (1X) = 1F (X), para cada X ∈ Ob C .

Análogamente, un funtor contravariante es aquél que invierte el sentido de las
flechas en (b) y el orden de la composición en (i).

Ejemplos.

1. El funtor amnésico A : Top→ Con, que a cada espacio topológico asigna
su conjunto subyacente, es decir, “olvida” la estructura. De manera si-
milar es posible construir un funtor de este tipo para cada categoŕıa cuyos
objetos sean conjuntos con alguna estructura.

2. Dados dos funtores F : C → D y G : D → E , definimos su composición
G ◦ F : C → E . Ésta es, por supuesto, asociativa. Se tiene además el
funtor identidad 1C : C → C . Por tanto, podemos hablar de la categoŕıa
Cat, cuyos objetos son todas las categoŕıas y los funtores entre ellas como
morfismos.

3. El funtor Φ : Afk →ÁlgAfk que asocia a cada conjunto algebraico af́ın
X su anillo de coordenadas k[X].

4. Y a la inversa, el funtor Ψ :ÁlgAfk → Afk que a cada k-álgebra af́ın
asocia un conjunto algebraico af́ın.

Definición A.3 Sean F,G : C → D funtores. Una transformación natural
ν : F → G entre éstos (o simplemente un morfismo entre funtores) consiste en
la familia de morfismos

νX : F (X)→ G(X),

3El término “asignación” es un tanto impreciso. La acepción que aqúı le damos es “regla
de correspondencia”, pues si bien una categoŕıa no es un conjunto, un funtor no es en general
una función.
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indizada por los objetos X en C , de manera que para cada morfismo entre
objetos ϕ : X → Y el diagrama

F (X)
νX //

F (ϕ)

��

G(X)

G(ϕ)

��
F (Y )

νY // G(Y )

conmuta. Si cada morfismo νX es un isomorfismo, entonces se dice que ν es
una equivalencia natural.

En consecuencia, al considerar la familia de funtores entre dos categoŕıas C
y D , aśı como las transformaciones naturales entre ellos, obtenemos una nueva
categoŕıa Fnt(C ,D). También es usual la notación DC . En particular, se tiene
la noción de isomorfismo de categoŕıas.

Definición A.4 Se dirá que un funtor F : C → D es una equivalencia de
categoŕıas si existe un funtor G : D → C tal que G ◦ F ∼= 1C y F ◦G ∼= 1D .

Decimos que un objeto I en una categoŕıa C es inicial si para cualquier
objeto B existe un único morfismo f : I → B. Un objeto F es un objeto final
si, análogamente, para cualquier objeto B existe un único morfismo g : B → F .

Diremos que un funtor F : C → B es pleno si para cualquier par de objetos
A,B de C y cualquier flecha g : F (A) → F (B) de B, existe un morfismo
f : A→ B en C tal que g = F (f).

Decimos que el funtor F : C → B es fiel cuando para cada par de objetos
A,B de C y cualquier par de morfismos f, g : A→ B, la igualdad F (f) = F (g) :
T (A)→ T (B) implica f = g.

A.2. El principio de dualidad

Veremos en la siguiente sección como algunos enunciados son válidos si se
invierte el sentido de las flechas (morfismos) y el de las composiciones.

Definición A.5 Dada una categoŕıa C , su categoŕıa dual (u opuesta4) C ∗

está formada de la siguiente manera:

(i) Ob C = Ob C ∗ ;

(ii) dados dos objetos A y B, HomC (A,B) = HomC∗(B,A); dado f : A→ B
en C , escribimos f∗ : B → A para el correspondiente morfismo en C ∗. La
ley de composición en C ∗ es, de este modo, dada por f∗ ◦ g∗ = (g ◦ f)∗.

4En tal caso, también se denota por C op.
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De este modo, si hablamos de una propiedad, un enunciado, válido para
objetos y morfismos en la categoŕıa A , entonces el enunciado dual será válido
en A ∗.

Metateorema A.1 (Principio de dualidad) Suponga la validad, en cual-
quier categoŕıa, de un enunciado garantizando la existencia de ciertos objetos o
morfismos o la equivalencia de algunas composiciones. Entonces, el enunciado
dual, obtenido al invertir la dirección de los morfismos y cambiando el orden
en las composiciones del original, también es válido en cualquier categoŕıa.

Por ejemplo, si un enunciado es válido para un objeto inicial, también es
válido el enunciado dual para un objeto final.

A.3. Construcciones universales

Siempre que una estructura algebraica es definida, a menudo nos interesa
construir o definir su producto cartesiano, cocientes, uniones, intersecciones,
etcétera. En el caso general, tomaremos una categoŕıa y definiremos este tipo
de objetos en ella, a través de una propiedad universal.

A.3.1. Productos

Dados A y B objetos de C . El producto cartesiano A × B es una tŕıada
(A×B, πA, πB), donde πA : A×B → A y πB : A×B → B son las proyecciones
correspondientes, que satisface una propiedad universal, i.e., de modo que si se
tiene otro objeto C y los morfismos f : C → A y g : C → B, existe un único
morfismo h : C → A×B que hace conmutar el diagrama

C
f

||xxxxxxxxx
g

##G
GG

GG
GG

GG

h

��
A A×BπA

oo
πB

// B.

Debe destacarse que si en la categoŕıa C existe el producto de cualquier
par de objetos A y B, éste es único salvo isomorfismo; en particular, se tiene
A×B ∼= B ×A. Además, dado un tercer objeto C, se tiene

(A×B)× C ∼= A× (B × C).

Del mismo modo puede definirse el producto de una familia arbitraria de
objetos {Ai}i∈I : (∏

i∈I
Ai, {πi}i∈I

)
,
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donde cada πi :
∏
i∈A

Ai → Ai es la proyección al i-ésimo objeto correspondiente.

De nueva cuenta, este objeto satisface una propiedad universal: dado cualquier
objeto C y cualquier familia de morfismos {fi}i∈I , donde fi : C → Ai, existe
un único morfismo h : C →

∏
i∈I

Ai de modo que fi = πi ◦ h, para cada i ∈ I. El

producto de una familia arbitraria de objetos (cuando éste existe) es también
único salvo isomorfismo.

Ejemplos.

1. El producto de una familia de objetos {Ui}i∈I en Con es el producto
cartesiano

∏
i∈I

Ui.

2. En Ab el producto de la familia {Gλ}λ∈Λ es el grupo producto
∏
λ∈Λ

Gλ.

3. En Afk, es el producto de conjuntos algebraicos afines.

La noción dual a la de producto es la de coproducto, obtenida al invertir las
flechas en la defininición de producto y también el orden de las composiciones.

Ejemplos.

1. El coproducto en Con de la familia {Ui}i∈I es la unión disjunta
∐
i∈I

Ui,

que denifimos en la siguiente sección.

2. En Ab, el coproducto de {Gλ}λ∈Λ es la suma directa
⊕
λ∈Λ

Gλ.

3. En la categoŕıa AnC de anillos conmutativos, el coproducto de la familia
{Ri}i∈I es el producto tensorial generalizado

⊗
i∈I

Ri (sobre Z).

A.3.2. Ĺımites

Dedicamos especial atención a esta sección, dada la importancia que ten-
drá para nuestro estudio de la teoŕıa de gavillas. Comenzamos trabajando en la
categoŕıa Con.

Dada la familia de conjuntos {Xα}α∈Λ, formamos su unión disjunta de la
siguiente manera: ∐

α∈Λ

Xα :=
⋃
α∈Λ

{α} ×Xα.
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Definición A.6 Se dice que el conjunto ordenado5 (Λ,≤) es dirigido si para
cualesquiera i, j ∈ Λ existe un tercer elemento k ∈ Λ de manera que i ≤ k y
j ≤ k. Si la familia de conjuntos {Uk}k∈Λ está indizada por el conjunto dirigido
Λ y dados i, j ∈ Λ, con i ≤ j, se tiene ψij ∈ Hom(Ui, Uj) que verifica las
siguientes propiedades:

(a) para todo k ∈ Λ, φkk = 1Uk
; y

(b) si se tienen i, j, k ∈ Λ tales que i ≤ j ≤ k, el diagrama

Ui
φik //

φij   @
@@

@@
@@

Uk

Uj

φjk

>>}}}}}}}

conmuta; entonces diremos que el par

({Uk}Λ, φij)

es un sistema directo o sistema inductivo de conjuntos.6

Ejemplos.

1. Si para a, b ∈ N∗ establecemos

a ≤ b si y sólo si b|a,

hacemos de N un conjunto dirigido, puesto [a, b] es tal que a ≤ [a, b]
y b ≤ [a, b]. Considere la familia de conjuntos {Zq}q∈N∗ y la familia de
morfismos

φqr : Zq → Zr,

tales que para cada n ∈ Zq, se tiene φqr(n) = m ∈ Zr, siempre que
n ≡ m mód r. Aśı, hacemos de ({Zq}q∈N∗ , φqr) un sistema inductivo de
conjuntos.

2. Sea A un conjunto no vaćıo. El conjunto P(A), junto con la relación de
orden

X ≤ Y si y sólo si X ⊇ Y,
5La relación ≤ definida en Λ es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Algunos autores pre-

fieren decir parcialmente ordenado.
6Abusamos de la notación, puesto que φij simboliza la familia de morfismos

{Ui → Uj | i, j ∈ Λ, con i ≤ j y Λ dirigido}.
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es un conjunto dirigido (el cnjunto X ∩ Y es tal que X ≤ X ∩ Y e Y ≤
X ∩ Y ). Considere el conjunto A con la topoloǵıa discreta;7 para U ⊆ A
definimos

RU := {f : U → R | f es continua};

y siempre que U ≤ V en P(A), establecemos el morfismo

ψUV : RU → RU
f 7→ f |V ,

de manera que para cada f ∈ RU los diagramas

U
f // R,

V

i

OO

f |V

??~~~~~~~

donde i denota la inclusión natural entre conjuntos, conmutan. De esta
manera, el par (

{RU}U∈P(A), ψUV
)

es un sistema inductivo.

3. Sea X un espacio topológico y Ω su topoloǵıa. Considere una pregavilla
F de conjuntos sobre X y x ∈ X. La familia de conjuntos abiertos ∆ :=
{Uα}α∈Λ, tal que cada Uα es vecindad de x es un conjunto dirigido. Por
tanto, la familia de conjuntos {F (U)}U∈∆ es un sistema inductivo de
conjuntos.

Definición A.7 Dado el sistema inductivo ({Uk}k∈Λ, φij), un ĺımite para el
sistema es un conjunto L y una colección de morfismos ϕk ∈ Hom(Uk, L),
k ∈ Λ, que satisface la condición de compatibilidad: para cada i, j ∈ Λ tales que
i ≤ j, el diagrama

Uj
ϕj //

φjk

��

L

Uk

ϕk

??��������

conmuta. El ĺımite (L, {ϕk}Λ) es un ĺımite inductivo o ĺımite directo del sistema
si satisface la siguiente propiedad univesal: si (M, {ψk}Λ) es otro ĺımite del

7La topoloǵıa asociada al conjunto A es su conjunto potencia.
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sistema, existe un único morfismo f : L→M , de manera que para cada k ∈ Λ
el diagrama correspondiente

Uk
ψk //

ϕk

��

M

L

f

>>||||||||

es conmutativo.

Es prudente hacer notar que si un sistema inductivo posee un ĺımite directo,
entonces éste es único salvo isomorfismo.

Proposición A.1 Cualesquiera dos ĺımites directos

(L, {ϕk}Λ) y (M, {ψk}Λ)

de un mismo sistema inductivo ({Uk}k∈Λ, φij) son isomorfos.

Prueba. En virtud de la propiedad universal que verifican L y M , existen

los morfismos L
f //

M
g

oo , de manera que para cada k ∈ Λ los diagramas

L

Uk

>>||||||||
//

  B
BB

BB
BB

B M

g

OO

L

f

OO

conmutan. Nuevamente, dado que L es universal, 1L : L → L es el único
morfismo que hace conmutar los diagramas

Uk
φk //

ϕk   A
AA

AA
AA

A L

L.

1L

OO

Por lo tanto, 1L = g ◦ f . Procediendo de manera análoga para el ĺımite directo
M obtenemos 1M = f ◦ g. 2

Luego, tenemos justificación para hablar del ĺımite directo de un sistema
inductivo; lo denotamos por

L = lim−→
k∈Λ

Uk.
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El siguiente lema establece, en particular, las condiciones necesarias para
que un ĺımite sea un ĺımite directo.

Lema A.1 Considere el sistema inductivo de conjuntos ({Uk}k∈Λ, φjk) y supon-
ga que (L, {ϕk}Λ) es un ĺımite para el sistema. Entonces (L, {ϕk}Λ) es el ĺımite
directo del sistema si y sólo si se verifican

(i) para todo u ∈ L existe k ∈ Λ de manera que u ∈ Imϕk, y

(ii) dados x ∈ Uj e y ∈ Uk, ϕj(x) = ϕk(y) si y sólo si existe q ∈ Λ, con j ≤ q
y k ≤ q, tal que φjq(x) = φkq(y).8

Prueba. (⇐) Mostraremos que (L, {ϕk}Λ) satisface una propiedad univer-
sal. Para ello, considere otro ĺımite (M, {ψk}Λ) para el sistema. Se busca definir
un morfismo f : L→M único que haga conmutar los diagramas

Uk
ψk //

ϕk

��

M,

L

f

==||||||||

(A.1)

para todo k ∈ Λ.
Sea u ∈ L. De acuerdo con la propiedad (i), existe s ∈ Λ tal que u = ϕs(x)

para algún x ∈ Us. De esta manera, ψs(x) ∈M y definimos f(u) := ψs(x).
La asignación f es función (está bien definida). Si existe r ∈ Λ distinto de

s, de tal suerte que u = ϕr(w) con w ∈ Ur, entonces ψs(x) = ψr(w). En otras
palabras, f aśı definida no depende del conjunto Uk donde se tome la imagen
inversa de u bajo ϕk.

La función f hace conmutar los diagramas (A.1). Dado x ∈ Up, con p ∈ Λ,
éste define un elemento ϕp(x) ∈ L. Nuevamente por la condición (i), existe
j ∈ Λ tal que ϕp(x) = ϕj(z), con z ∈ Uj . Entonces

f(ϕp(x)) = f(ϕj(z)) := ψj(z).

Puesto que ϕp(x) = ϕj(z), en virtud de la propiedad (ii), existe q ∈ Λ, con p ≤ q
y j ≤ q, de manera que ψpq(x) = ψjq(z). Dado que la familia de morfismos
{ϕk}k∈Λ satisface lacondición de compatibilidad, se tiene

ψj(z) = ϕq ◦ ψjq(z) = ϕq ◦ ψpq(x) = ψp(x).

Por tanto, ψp(x) = ψj(z) = f(ϕp(x)).
La unicidad de f . Finalmente, si g : L → M es otro morfismo que hace

conmutar los diagramas (A.1), entonces, para cada k ∈ Λ,

g ◦ ϕk = ψk = f ◦ ϕk.
8Observe que la condición suficiente de este inciso siempre se verifica.
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Es decir, g = f .
(⇒) Ahora bien, ¿todo sistema inductivo de conjuntos posea un ĺımite direc-

to? Para responder, construiremos el ĺımite directo para el sistema ({Uk}k∈Λ, φjk)
y veremos que satisface las condiciones (i) y (ii).

Sea
W =

∐
k∈Λ

Uk

la unión disjunta de la familia de conjuntos {Uk}k∈Λ. Se define una relación ∼
en W de la siguiente manera: dados x ∈ Uj e y ∈ Uk, x ∼ y si y sólo si existe
q ∈ Λ, con j ≤ q y k ≤ q, de manera que φjq(x) = φkq(y).9

Veamos que ∼ es de equivalencia. No es dif́ıcil advertir que ∼ es simétrica
y reflexiva; probamos la transitividad: sean x ∈ Uj , y ∈ Uk y z ∈ Ur tales que
x ∼ y e y ∼ z; podemos entonces elegir q, s, t ∈ Λ para los cuales tenemos el
diagrama:

Uj
φjq // Uq

φqt // Ut.

Uk

φkq

>>}}}}}}} φks // Us

φst

>>}}}}}}}}

Ur

φrs

>>}}}}}}}}

Es decir, se tiene φjq(x) = φkq(y) ∈ Uq y φrs(z) = φks(y) ∈ Us, de modo que
t ∈ Λ es tal que

φjt(x) = φqt(φjq(x)) = φst(φrs(z)) = φrt(z).

Concluimos entonces que x ∼ z.
Si tomamos L = W/ ∼ y para todo k ∈ Λ el morfismo ϕk : Uk → L

como la composición Uk ↪→ W → W/ ∼, afirmamos que (L, {ϕk}k∈Λ) es un
ĺımite inductivo para el sistema {Uk}Λ. Y, en efecto, (L, {ϕk}k∈Λ) satisface las
condiciones (i) y (ii):

(i) cada elemento en L es la clase de equivalencia [u] de cierto elemento
u ∈ Uk, para algún k ∈ Λ, por la construcción que se hizo arriba;

(ii) si x ∈ Uj y w ∈ Uk son tales que ϕj(x) = ϕk(w) en L, entonces [x] = [w],
por lo que x ∼ w, lo cual significa que φjm(x) = φkm(w) en Um (con
j ≤ m y k ≤ m, por supuesto). 2

9Note que x e y debeŕıan ser pensados en rigor como elementos de los conjuntos {j} × Uj

y {k} × Uk, respectivamente. Sin embargo, nos permitimos este abuso de lenguaje dado que
dichos elementos pueden ser identificados con (j, x) y (k, y), respectivamente.
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Observe que para cada sistema inductivo de conjuntos ({Uk}k∈Λ, φjk) para
cada k ∈ Λ se tiene el morfismo canónico

νk : Uk → lim−→
k∈Λ

Uk,

el cual aplica a cada elemento f ∈ Uk a su clase de equivalencia [f ] en L.

Ejemplos. Damos a continuación los ĺımites directos correspondientes a los
ejemplos de sistemas directos que se dieron arriba, por orden de aparición.

1. El conjunto Z1 = {0} es el ĺımite directo del sistema ({Zq}q∈N∗ , φqr), como
veremos a continuación.10 En principio, Z1 es un ĺımite para el sistema,
dado que para todo q ∈ N∗, se tiene la proyección canónica ϕq definida
como

Zq
ϕq−−→ Z1

m 7−→ 0,

para todo m ∈ Zq; con ello, Z1 verifica la condición (i) del Lema A.1.
Finalmente, dados x ∈ Zp y w ∈ Zq, ϕp(x) = ϕq(w) = 0 en Z1 y puesto
que Z1 es un elemento del sistema, la condición (ii) se verifica trivialmente.

2. Aplicamos la construcción al sistema
(
{RU}U∈P(A), ψUV

)
. En este caso,

se tiene
W =

∐
U∈P(A)

RU .

Dados f ∈ RU y g ∈ RW , la relación de equivalencia está dada por la
regla

f ∼ g si y sólo si f |V = g|V , para algún V ⊆ U ∩W.

El ĺımite directo para el sistema es el par (W/ ∼, ψV ) donde

ψV : RV →W/ ∼

es la composición RV ↪→ W → W/ ∼, para cada conjunto abierto V de
A.

3. Construiremos el ĺımite directo para el sistema inductivo {F (U)}U∈∆,
con x ∈ X y ∆ := {Uα}α∈Λ, tal que cada Uα es vecindad de x. Considere

L =
∐
U∈∆

F (U).

10Pese a que en este ejemplo el ĺımite directo del sistema inductivo pertenede a éste último,
no sucede en general (véase el Lema A.2).
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Si σ ∈ F (V ) y τ ∈ F (U), decimos que σ ∼ τ si y sólo si existe W ⊆ U∩V ,
con W ∈ ∆, de modo que σ|W = τ |W . Aśı, el ĺımite directo es el par

(L/ ∼, νV )

donde νV es la composición F (V ) ↪→ L → L/ ∼ . Dado que se tiene un
sistema de este estilo para cada x ∈ X, denotamos Fx := (L/ ∼, νV ), el
tallo de F en x.

Hasta el momento hemos considerado sistemas inductivos de conjuntos sola-
mente. Pero nos será útil hacer lo propio con anillos, módulos y grupos abelianos.
Comenzamos con estos últimos.

Definición A.8 Un sistema inductivo de grupos abelianos es un sistema in-
ductivo de conjuntos ({Gk}k∈Λ, φjk) para el que cada conjunto Gk posee estruc-
tura de grupo abeliano y cada φjk es un morfismo de grupos abelianos.

Un ĺımite para dicho sistema es un grupo abeliano G junto con una familia
de morfismos {ϕk}Λ de grupos abelianos. Este ĺımite será un ĺımite inductivo
para el sistema si dicha familia de morfismos satisfacen una propiedad universal.

Como en el caso para conjuntos, cualesquiera dos ĺımites inductivos para un
sistema inductivo de grupos abelianos son isomorfos. Sin embargo, las condi-
ciones suficientes para que un ĺımite sea ĺımite inductivo vaŕıan un poco, en
vista de la estructura de grupo abeliano. El análogo al Lema A.1 es el siguiente.

Lema A.2 El ĺımite (G, {ϕk}Λ) del sistema inductivo ({Gk}k∈Λ, φjk) de grupos
abelianos es un ĺımite directo si y sólo si satisface

(a) para cada g ∈ G existe j ∈ Λ tal que g ∈ Imϕj, y

(b) si para todo k ∈ Λ tomamos gk ∈ Gk, entonces ϕk(gk) = 0 si y sólo si
existe q ∈ Λ, tal que k ≤ q y φkq(gk) = 0.

Prueba. (⇐) Probaremos, de nueva cuenta, que (G, {ϕk}Λ) satisface una
propiedad universal; es decir, que dado otro ĺımite (H, {ψk}Λ) para el sistema,
existe un único morfismo γ : G→ H que hace conmutar los diagramas

Gk

ϕk

��

ψk // H

G

γ

>>||||||||

(A.2)

para todo k ∈ Λ. En efecto, dado g ∈ G, por (a), se tiene j ∈ Λ tal que g = ϕj(x)
para algún x ∈ Gj . Definimos γ : G→ H por

γ(g) := ψj(x).
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La asignación γ es función. Si existe k 6= j tal que ϕk(y) = g, para alguna
g ∈ Gk, entonces

ψk(y) = γ(g) = ψj(x).

La función γ es morfismo de grupos abelianos. Tome h otro elemento de G;
aśı h = ϕk(y), con y ∈ Gk para alguna k ∈ Λ. Como G es ĺımite, los morfismos
{ϕk}Λ satisfacen la condición de compatibilidad, y dado que {Gk}Λ es inductivo,
se tiene m ∈ Λ tal que k, j ≤ m y aśı

ϕj = ϕm ◦ φjm y ϕk = ϕm ◦ φkm.

Desde luego, γ(g) := ψj(x) y γ(h) := ψk(y). Se tiene entonces el siguiente
diagrama.

Gj

ϕj

��

φjm !!B
BB

BB
BB

B
ψj

��

Gm

ϕm

��

ψm

((QQQQQQQQQQQQQQQ

Gk

φkm

aaCCCCCCCC

ψk

//

ϕk
}}zz

zz
zz

zz
H

G
γ

@@

Dado que los morfismos {ψk}Λ satisfacen la condición de compatibilidad y ψm
es morfismo de grupos abelianos, se tiene

γ(g + h) = γ[ϕm ◦ φjm(x) + ϕm ◦ φkm(y)] = γ[ϕm(φjm(x) + φkm(y))] =
= ψm(φjm(x) + φkm(y)) = ψm(φjm(x)) + ψm(φkm(y)) =
= ψj(x) + ψk(y) = γ(g) + γ(h).

El morfismo γ hace conmutar los diagramas A.2. Dado h ∈ G, existe j ∈ Λ
tal que h = ϕj(x) para algún x ∈ Gj , de modo que, según la definición de γ, se
tiene ψj(x) = γ(h) = γ(ϕj(x)).

El morfismo γ es único. Suponga la existencia del morfismo de grupos δ :
G → H de manera que δ ◦ ϕk = ψk, para todo k ∈ Λ. Dado gk ∈ Gk se tiene
entonces

δ(ϕk(gk)) = ψk(gk) = γ(ϕk(gk)),

para cada k ∈ Λ. Luego, δ = γ.
(⇒) Ahora bien, construiremos el ĺımite directo del sistema inductivo de

grupos abelianos ({Gk}Λ, φjk) y veremos que éste satisface (a) y (b). Definimos

H :=
⊕
k∈Λ

Gk;
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y para cada Gk se tienen las inclusiones naturales ik : Gk → H como morfismos.
Definimos H0 como el subgrupo abeliano de H generado por el conjunto

{im(φkm(gk))− ik(gk) : k ≤ m ∈ Λ}.

Haciendo G = H/H0 y tomando los morfismos ϕk : Gk → G como los morfis-
mos canónicos, hacemos de (G, {ϕk}Λ) el ĺımite directo para el sistema, como
se muestra a continuación. Veamos que (G, {ϕk}Λ) verfica la condición de com-
patibilidad: considere el diagrama

Gk ϕk

��ik   A
AA

AA
AA

A

φkm

��

H
η // H/H0.

Gm

im

>>}}}}}}}}
ϕm

??

De esta forma, dado gk ∈ Gk se tiene φkm(gk) ∈ Gm, entonces

ϕk(gk) := η(ik(gk)).

Basta ver que (G, {ϕk}Λ) verifica las condiciones (a) y (b).

(a) Observe que G = {ik(hk) +H0 : hk ∈ Gk} y la razón es la siguiente: todo
elemento de G es de la forma ξ =

∑
k

ik(gk) +H0, basta tomar j ∈ Λ tal

que k ≤ j para todo k y gk 6= 0 para obtener

ξ =
∑
k

(ik(gk)+H0) =
∑
k

(ik(gk)−ik(gk)+ij(φkj(gk))+H0) = ij(hj)+H0,

donde hj =
∑
k

φkj(gk) ∈ Gj . En otras palabras, cada u ∈ G es de la forma

ij(hj) +H0, para alguna j ∈ Λ, es decir, u ∈ Imϕj .

(b) Probaremos que ik(hk) +H0 = 0 si y sólo si existe q ∈ Λ, con q ≥ k para
todo k, tal que φkq(hk) = 0.

(⇐) En virtud de la condición de compatibilidad, si existe q tal que
φkq(hk) = 0, entonces

ik(hk) +H0 = ik(hk)− ik(hk) + φkq(hk) +H0 = H0.

(⇒) Si ik(hk) + H0 = 0, entonces ik(hk) ∈ H0 es una suma finita de la
forma ik(hk) =

∑
j µj ∈ H, donde cada µj ∈ H0 es de la forma

µj = iα(j)(φjα(j)(gj))− ij(gj),
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donde cada gj ∈ H y j < α(j) ∈ Λ. Consideremos cualquier q > k tal que
q > α(j) para toda j. Fijemos j y hagamos α = α(j). Entonces

µj = [iq(φjq(gj))− ij(gj)] + [iα(φjα(gj))− iq(φkq(φjα(gj)))].

Observe que µj es ahora una suma de dos elementos en H0 en los que el
ı́ndice más grande en cada caso es q. Por tanto, ik(hk) puede ser expresado
como una suma de elementos cuyo máximo ı́ndice es q en cada término.
Cualquier suma finita de elementos que poseen el mismo ı́ndice máximo
y el mismo ı́ndice mı́nimo es igual a un único elemnto con los mismos
ı́ndices. Aśı,

iq(φkq(hk)) = [iq(φkq(hk))− ik(hk)] + ik(hk), y ik(hk) =
∑
j

µj ∈ H0

muestra que iq(φkq(hk)) puede ser expresado como una suma finita de
elementos cada uno de los cuales posee como ı́ndice máximo a q, es decir,

iq(φkq(hk)) =
∑
p≤q

(iq(φpq(dp))− ip(dp)), con dp ∈ Gp.

Ésta última es una relación en H, donde un elemento es cero si y sólo
si cada componente es cero a la vez. Entonces, para cada p < q se tiene
−ip(dp) = 0, o bien, dp = 0 y, por tanto, φpq(dp) = 0. Si p = q, entonces
φqq es el morfismo identidad y, de nuevo,

iq(φqq(dq)− iq(dq)) = 0.

Por tanto, iq(φkq(hk)) = 0. 2

En el lenguaje de la teoŕıa de categoŕıas, si se considera el funtor covariante
F : D → C , se tiene una familia de objetos {F (D)}D∈Ob D (la generalización
de un sistema dirigido de conjuntos). Cuando éste existe, un ĺımite para dicho
sistema consiste en un objeto L ∈ C y una familia de morfismos µD : F (D)→ L
en C , de modo que dado el morfismo f : D → E en D , se tiene µE = F (f)◦µD.
En otras palabras, un ĺımite para F es el par (L, {µD}D∈Ob D), tal que los
diagramas

F (D)
µD //

F (f)

��

L

F (E)

µE

=={{{{{{{{

conmutan. Aśı, un ĺımite directo para {F (D)}D∈Ob D (si existe) es un ĺımite
(L, {µD}D∈Ob D), de modo que para cualquier otro ĺımite (M, {νD}D∈Ob D) ex-
iste un único morfismo γ : L → M con la propiedad νD = γ ◦ µD, para cada
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objeto D en D ; es decir, de tal suerte que los diagramas

F (D)
µD //

νD
""E

EE
EE

EE
E L

γ

��
M

son conmutativos para cada objeto D en D .
Observe que cambiando el funtor F : D → C se obtienen distintas familias

de objetos {F (D)}D∈Ob D . Considere, pues, además de F , otro funtor G : D →
C y el sistema de objetos {G(D)}D∈Ob D . Suponga que ambos sistemas son
dirigidos11, digamos,

({F (D)}Ob D , φDE) y ({G(D)}Ob D , ψDE)

y poseen ĺımites directos (L, {µD}D∈Ob D) y (N, {λD}D∈Ob D), respectivamente.
Un morfismo entre tales sistemas

f : {F (D)}Ob D → {G(D)}Ob D

es una familia de morfismos fD : F (D)→ G(D), tales que los diagramas

F (D)
fD //

φDE

��

G(D)

ψDE

��
F (E)

fE // G(E)

conmutan. Cada morfismo f de tal naturaleza induce un morfismo en los ĺımites

lim−→
ObD

fD : L→ N,

de modo que para cada objeto D en D conmuta el diagrama

F (D)
fD //

ηF

��

G(D)

ηG

��
L

lim−→ fD
// N.

11Es decir, que puede establecerse un orden parcial en los objetos de la categoŕıa D , de
modo que pueda darse a ésta estructura de conjunto dirigido.
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A.4. La noción Categoŕıa Abeliana

Los axiomas que definen a una categoŕıa abeliana se extraen de la categoŕıa
de grupos abelianos Ab y son una generalización a ésta. Precisaremos esta
aseveración.

Diremos que una categoŕıa A es una Ab-categoŕıa si para cada par de
objetos D,E, el conjunto HomA (D,E) posee estructura de un grupo abeliano,
de modo que la composición de morfismos se distribuya con su suma. Diremos
que A es aditiva si posee un objeto cero12 y para cada par de objetos D,E su
producto D × E está definido.

Sea A una categoŕıa con objeto cero, A,B objetos de A y f : A → B un
morfismo entre ellos. Decimos que el morfismo ν : N → A es un núcleo de f si
f ◦ ν = 0 y para todo morfismo ν′ : N ′ → A, de modo que f ◦ ν′ = 0, existe un
único morfismo g : N ′ → N tal que ν ◦ g = ν′. La noción conúcleo es dual.

Definición A.9 Decimos que una categoŕıa A es abeliana es una categoŕıa
aditiva tal que

(a) todo morfismo en A posee núcleo y conúcleo,

(b) todo monomorfismo es el núcleo de su conúcleo, y

(c) cada epimorfismo es el conúcleo de su núcleo.

Ejemplos. Ab, A-Mód, AnC, Con.

Para nuestros fines, la importancia de las categoŕıas abelianas radica en que
sus axiomas nos permiten hablar de, entre otras propiedades, (co)productos y
ĺımites directos.

12Un objeto cero 0 es un objeto tal que para cualquier objeto C en A se tienen los morfismos
únicos C → 0→ C.



Apéndice B

Álgebra Conmutativa

En este apéndice, se tratan una serie de resultados necesarios para los caṕıtu-
los anteriores.

B.1. El anillo k[x]

Proposición B.1 El anillo de polinomios en una variable k[x] es un dominio
de ideales principales.

Prueba. El anillo k[x] es un dominio entero: sean

f(x) = arx
r + · · ·+ a1x+ a0 y g(x) = bsx

x + · · ·+ b1x+ b0

polinomios en k[x] distintos de cero, de modo que existen i∗ ∈ {1, . . . , r} y
j∗ ∈ {1, . . . , s} para los cuales ai∗ 6= 0 6= bj∗ . Suponer que∑

0≤i≤r
0≤j≤s

aibjx
i+j = 0

implica que cada uno de los términos aibjxi+j = 0 y, puesto que ai, bj ∈ k
y k es campo (en particular, dominio entero), se tiene entonces que ai = 0 o
bj = 0. Sin embargo, esto no sucede con la pareja de ı́ndices i∗, j∗, lo cual es
una contradicción.

Mostraremos ahora que todo ideal en k[x] es principal. Sea J ideal de k[x].
La asignación de grado a cada polinomio f en k[x] puede ser considerada como
una función1 gr : k[x]→ N. Considere entonces gr(J) := {gr(f) : f ∈ J} ⊂ N.
De acuerdo con el principio del buen orden, existe en gr(J) un elemento mı́nimo
m, el cual corresponde a cierto polinomio g ∈ J . Sea h ∈ J . Mostraremos que
g|h. Por el algoritmo de la división en k[x], existen q, r ∈ k[x] de modo que

h(x) = q(x) · g(x) + r(x),

1A cada polinomio se le asigna uno y sólo uno de los elementos en N.
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donde r(x) = 0 ó gr(r) < gr(g). Observe que r(x) = h(x) − q(x) · g(x) ∈ J y,
dado que g(x) posee el grado mı́nimo en J , la condición gr(r) < gr(g) no puede
darse. Por tanto, r(x) = 0 y aśı, h(x) = q(x) · g(x), como se queŕıa probar. 2

Proposición B.2 (algoritmo de la división) Para cada par de polinomios
f, g ∈ k[x], con g 6= 0, existen r(x), q(x) ∈ k[x] únicos, de modo que

f(x) = q(x) · g(x) + r(x),

donde r(x) = 0 ó gr(f) < gr(g).2

Prueba. Si gr(f) < gr(g), basta hacer q(x) = 0 y r(x) = f(x). De otro
modo, si gr(f) ≥ gr(g), escribamos

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ asx
s y

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ btx
t,

donde bt 6= 0 y, por supuesto, s ≥ t. Pretendemos dividir f/g, por lo que el
primer término del cociente será (as/bt)xs−t. Definimos

f1(x) := f(x)− as
bt
xs−tg(x)

y observe que el término de mayor grado de f(x), asxs, se cancela con el término

−
(
as
bt

)
xs−tbtx

t = −asxt,

por lo que gr (f1) < gr (f). Usaremos induccción sobre el grado t de f . Por
hipótesis de inducción se tiene

f1(x) = g(x)q1(x) + r(x),

donde r(x) = 0, o bien, gr (r) < gr (g). Al substituir (B.1) en (B.1), se tiene

f(x)−
(
as
bt
xs−tg(x)

)
= g(x)q1(x) + r(x) y entonces

f(x) =
(
as
bt
xs−t + q1(x)

)
g(x) + r(x),

con q(x) := (as/bt)xs−t + q1(x) ∈ k[x] y r(x) = 0 ó gr (r) < gr (g).

2Por gr(f) denotamos al grado del polinomio f(x) = a0 + a1x + · · · + amxm, es decir, el
número natural m correspondiente a la máxima potencia de x cuyo coeficiente am 6= 0.
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Para probar la unicidad de q y r, suponga que existen q′ y r′ en k[x] tales
que f(x) = g(x)q′(x) + r′(x), con r′(x) = 0 ó gr (r′) < gr (g). Se tienen, pues,
dos expresiones para f(x) que, al restarlas, se obtiene

g(x)(q(x)− q′(x)) = r(x)− r′(x).

Observe que r − r′ = 0 si y sólo si q − q′ = 0; en otro caso, se tendŕıa

gr (g) ≤ gr (g) + gr (q + q′) = gr (r − r′) ≤ máx {gr (r), gr (r′)},

lo cual es absurdo. 2

B.2. Extensiones de campos

Dado el campo k, decimos que el número p ∈ N∗ tal que px :=
∑p
i=1 x = 0

para todo x ∈ k, es la caracteŕıstica del campo.

Proposición B.3 Sean k un campo y R anillo. Todo morfismo de anillos no
cero ϕ : k → R es inyectivo.

Prueba. Es suficiente advertir que Núcϕ es un ideal de k. Puesto que k es
campo y ϕ no es la función constante cero, Núcϕ = {0}. 2

Definición B.1 Una extensión de campos, que denotamos F : k, es un mor-
fismo de campos φ : k → F .

Puesto que φ es inyectivo (por la proposición inmediata anterior), identificamos
a k con su imagen φ(k) en F .

Definición B.2 Dada la extensión de campos F : k y α ∈ F , decimos que α
es algebraico sobre k si existe f(x) ∈ k[x] de modo que f(α) = 0. Si esto sucede
para todo α ∈ F , el campo F es entonces una extensión algebraica de k, o que
F es algebraico sobre k. Si el elemento α ∈ F no es algebraico sobre k, decimos
que α es trascendente sobre k.

Definición B.3 Un campo k es algebraicamente cerrado si cualquier polinomio
no constante en k[x] posee al menos una ráız en k.

Teorema B.1 (Fundamental del Álgebra) El campo C es algebraicamente
cerrado.
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Prueba. Considere el anillo R[x] y su ideal 〈x2 + 1〉. Puesto que x2 + 1
es irreducible3 en R[x], 〈x2 + 1〉 es ideal primo y, por tanto, maximal en R[x].
De este modo, R(α) := R[x]/〈x2 + 1〉 es campo. Sea α := x + 〈x2 + 1〉 (la
clase de x en R(α)). Mostraremos que que todo polinomio f(α) posee una ráız
en R. Observe que αr, para r ∈ N∗, pertenece a la clase de (−1)r/2 si r es
par, o bien, a la de (−1)rα si r es impar.4Entonces, existen a, b ∈ R tales que
f(α) = a+bα. Suponer que f(α) no posee ráıces para ningún valor de α implica
que a+ bα 6= 0, es decir, que ninguna ecuación lineal posee soluciones en R, lo
cual es falso. Luego, todo polinomio f(α) posee al menos una ráız en R.

Finalmente, consideramos el morfismo

M : R(α)→ C

dado por f(α) 7→ f(i). Y, puesto que f(α) = a + bα para algunos a, b ∈ R, α
juega el mismo rol en R(α) que i en C, estableciéndose aśı una biyección. De
este modo, R(α) ∼= C. 2

Definición B.4 Dada la extensión de campo F : k, la cerradura algebraica en
F de k es el conjunto

k := {γ ∈ F : γ es algebraico sobre k}.

Se dice que la extensión F : k es algebraica (resp. trascendente) si todo elemento
de F es algebraico (resp. trascendente) sobre k.

Proposición B.4 Sea k un campo algebraicamente cerrado. Se verifican las
dos condiciones siguientes.

(a) El campo k posee una cantidad infinita de elementos.

(b) Si F : k es una extensión algebraica de k, entonces F = k.

Prueba.

(a) Sea k un campo algebraicamente cerrado. Suponga que k es finito, di-
gamos, k = {a0 = 1, a1 = 0, a2, . . . , as}, con s ∈ N∗. De este modo,
cualquier polinomio f ∈ k[x] debe anularse en al menos un elemento ai
de k, es decir, f es divisible por x− ai. Sin embargo, el polinomio

g(x) = 1 +
t∏
i=1

(x− ai),

no se anula para ningún ai ∈ k. Luego, k debe ser infinito.
3No existen a, b ∈ R de modo que x2 + 1 = (x− a)(x− b).
4Dados p, q ∈ R[x], p ∼ q (están en la misma clase de equivalencia en R[x]/〈x2 + 1〈) si y

sólo si p− q ∈ 〈x2 + 1〈.
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(b) Si α ∈ F , por hipótesis, α es algebraico sobre k, es decir, existe f(x) ∈ k[x]
de modo que f(α) = 0. Dado que k[x] es un dominio de ideales principales,
existe g(x) ∈ k[x] mónico irreducible tal que 〈f(x)〉 = 〈g(x)〉 y g(α) = 0.
Como k es algebraicamente cerrado, α ∈ k. Esto muestra que F ⊆ k, por
lo que F = k. 2

Proposición B.5 Si k es algebraicamente cerrado, todo f ∈ k[x1, . . . , xn] posee
al menos una ráız en Ank .

Prueba. Se establece como consecuencia del inciso (a) del Lema 1.2, o bien,
una reformulación del inciso (b). 2

Dada una extensión F : k, diremos que la familia L = {a1, . . . , ar} ⊂ F
es algebraicamente dependiente5 sobre k si existe f ∈ k[x1, . . . , xr] no cero,
tal que f(a1, . . . , ar) = 0. En otro caso, decimos que L es algebraicamente
independiente. Si L es infinita, diremos que es algebraicamente dependiente si
cualquier subconjunto finito M ⊂ L lo es.

Lema B.1 Toda extensión finita L de un campo k es algebraica.

Prueba. Suponga que la extensión L de k no es algebraica, es decir, existe
α ∈ L trascendente sobre k. De este modo, el conjunto {1, α, α2, . . . } es lineal-
mente independiente sobre k, lo que contradice el hecho de que [L : k] < ∞.
2

El enunciado a continuación se sigue como corolario.

Observación B.1 Si L es una extensión finita del campo algebraicamente cer-
rado k, entonces L = k.

Prueba. Cada elemento de β ∈ L es algebraico sobre k y la cerradura
algebraica de k obliga a que β pertenezca a k, es decir, L ⊆ k. 2

Regresemos a k[x]. Diremos que un polinomio

f(x) = arx
r + ar−1x

r−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ k[x], con ar 6= 0

es irreducible si éste no puede expresarse como producto de polinomios de menor
grado. Sea F : k una extensión y u ∈ F ; diremos que f es el polinomio mı́nimo
de u en k[x] si f es mónico (i.e. ar = 1), irreducible y f(u) = 0. Por derivada
de f nos referiremos al polinomio

f ′(x) := rarx
r−1 + ar−1ar−1x

r−2 + · · ·+ a1 ∈ k[x].

Diremos que un polinomio irreducible f es separable si f ′(x) 6= 0. Un elemento
u ∈ F es separable si su polinomio mı́nimo f es separable.

5O bien, que a1, . . . , ar son algebraicamente dependientes.
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Proposición B.6 Sea k algebraicamente cerrado y F : k una extensión finita.
Existe una familia de elementos {z1, . . . , zd+1} ⊂ F algebraicamente independi-
ente sobre k tal que F = k(z1, . . . , zd) y zd+1 es separable sobre k(z1, . . . , zd).

Prueba. Por hipótesis, existen t1, . . . , tr ∈ F de modo que F = k(t1, . . . , tr).
De éstos, sea d ≤ r el número máximo de elementos algebraicamente inde-
pendientes sobre k, digamos t1, . . . , td. Por tanto, dado cualquier y ∈ F , el
conjunto {t1, . . . , tr, y} es algebraicamente dependiente; sin embargo, existe
f ∈ k[x1, . . . , xd+1] irreducible tal que f(t1, . . . , td, y) = 0. Veamos que la deriva-
da parcial f ′xi

6= 0 para alguna i ∈ {1, . . . , d+ 1}. En efecto, si tal i no existiese,
cada xi apareceŕıa en f en potencias múltiplos de la caracteŕıstica p del campo,
es decir,

f(x1, . . . , xd+1) =
∑
j

aj1···jd+1x
pj1
1 · · ·xpjd+1

d+1 .

Hagamos, entonces, aj1···jd+1 =: bpj1···jd+1
y g :=

∑
j

bj1···jd+1x
j1
1 · · ·x

jd+1
d+1 ; de este

modo, f = gd, lo que contradice la irreductibilidad de f .
Ahora bien, como para dicha i, f ′xi

6= 0, la familia {t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , td+1}
(con d elementos) es algebraicamente independiente sobre k. De nuevo, co-
mo f ′xi

6= 0, la variable xi aparece en f , por lo que ti es algebraico sobre
k(t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , td+1). Sin embargo, la familia {t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , td+1}
podŕıa ser algebraicamente dependiente y, por tanto, el grado de trascendencia
de k(t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , td+1) podŕıa ser menor que d, lo que contradice la
independencia algebraica de t1, . . . , td.

Renombrando dicho ti, puede decirse que la familia {t1, . . . , td} es alge-
braicamente independiente sobre k y que f ′xd+1

6= 0. Esto muestra que td+1 es
separable sobre k(t1, . . . , td). Dado que td+2 es algebraico sobre k(t1, . . . , td), por
el teorema del elemento primitivo6, puede hallarse y tal que k(t1, . . . , td+2) =
k(t1, . . . , td, y). Iterando este procedimiento, se consigue adjuntar los elementos
td+1, . . . , tr y podemos aśı expresar a F como k(z1, . . . , zd+1), donde la familia
{z1, . . . , zd} es algebraicamente independiente sobre k y además f(z1, . . . , zd+1) =
0, con f irreducible sobre k y f ′xd+1

6= 0. 2

B.3. Extensiones de anillos - k-Álgebras - Módulos

Sea A anillo. Observe que si A es dominio entero, entonces A[x] también lo
es. Para convencerse de ello, tome f(x) =

∑
i aix

i y g(x) =
∑
j bjx

j polinomios
en A[x] y suponga que tanto f como g son distintos de cero. Existen, entonces,
ai∗ y bj∗ distintos de cero en A, por lo que ai∗bj∗xi

∗+j∗ 6= 0, pues A es dominio
entero. Por tanto, fg 6= 0.

6Véase [PONER REFERENCIA]
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Se tiene aún más, si A es dominio entero, entonces A[x1, . . . , xn] también lo
es y, en particular, k[x1, . . . , xn] es dominio entero. Probamos esta aseveración
por inducción sobre n. Hemos dicho que A[x1] es dominio entero. Por hipótesis
de inducción, R := A[x1, . . . , xn−1] es dominio entero y aśı,

R[xn] = A[x1, . . . , xn−1][xn] = A[x1, . . . , xn]

también lo es. Finalmente, si k es campo, es en particular dominio entero y, por
tanto, también k[x1, . . . , xn].

Diremos que un anillo A es de Noether si todos sus ideales son de generación
finita.

Proposición B.7 Sea A anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. A es de Noether.

2. Cualquier cadena ascendente de ideales

J1 ⊂ J2 ⊂ · · · Jr ⊂ Jr+1 ⊂ · · ·

de A es estacionaria7.

3. Cualquier colección de ideales {Jα}α∈Λ (Λ 6= ∅) de A posee un elemento
máximo.

Prueba.

(1)⇒ (2). Considere la cadena ascendente de ideales de A

J1 ⊂ J2 ⊂ · · · Jr ⊂ Jr+1 ⊂ · · · ⊂ A,

cada uno de los cuales es de generación finita8. Puesto que A también es
ideal de śı mismo, también es de generación finita, entonces debe existir
t ∈ N tal que Jr+1 \Jr = ∅, para todo r ≥ t, es decir, tal que Jt = Jt+1 =
Jt+2 = · · · .

(2)⇒ (3). Note que el conjunto F := {Jα}α∈Λ es un orden parcial bajo la
inclusión y puesto que Λ 6= ∅, la colección es no vaćıa. Tome una cadena
C de ideales en F y considere el número natural s para el cual la cadena
se estaciona (ésta es la hipótesis), entonces el ideal Js es una cota superior
para C. La conclusión se sigue del Lema de Zorn.

7Existe un ı́ndice t ∈ N a partir del cual Jt = Jt+1 = Jt+2 = · · · .
8Las contenciones son propias.
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(3)⇒ (1). Sea J ideal de A. Suponer que J es el ideal generado por algún
conjunto infinito S ⊂ J , tal que no es generado por ningún conjunto finito
T ⊂ S, nos permitiŕıa construir una cadena infinita de ideales

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · · ,

donde cada Ij está generado por el conjunto {α1, . . . , αj} de elementos
distintos entre śı, para cada j ∈ N.9 Observe que la familia {Ij}j∈N no
está acotada, en contradicción con las hipótesis. Luego, todo ideal J de A
debe ser de generación finita. 2

Si, en cambio, se considera el A-módulo M y éste es tal que todos sus
submódulos son de generación finita, entonces diremos que M es de Noether.

Lema B.2 Sea 0 → N
α−→ M

β−→ P → 0 una sucesión exacta de A-módulos10.
Entonces, M es de Noether si y sólo si N y P son de Noether.

Prueba.

(⇒) Sean S1 ⊂ S2 ⊂ · · · y T1 ⊂ T2 ⊂ · · · cadenas de submódulos de N
y P , respectivamente. Dado que α es inyectivo (resp. β es suprayectivo),
la cadena de submódulos de M : α(S1) ⊂ α(S2) ⊂ · · · (resp. β−1(T1) ⊂
β−1(T2) ⊂ · · · ) es estacionaria, por lo que la cadena de las preimágenes
de α (resp. imágenes de β) también lo es.

(⇐) Sea L1 ⊂ L2 ⊂ · · · una cadena de submódulos de M , de modo
que α−1(L1) ⊂ α−1(L2) ⊂ · · · y β(L1) ⊂ β(L2) ⊂ · · · son cadenas
de submódulos en N y P , respectivamente. Existen entonces r, s ∈ N
ı́ndices a partir de los cuales se tiene α−1(Lr) = α−1(Lr+1) = · · · y
β(Ls) = β(Ls+1) = · · · . Aśı, a partir del máximo de estos dos ı́ndices, se
tiene Lmáx {r,s} = Lmáx {r,s}+1 = · · · . 2

Lema B.3 Si {Mi}ni=1 es una coleción de A-módulos de Noether, entonces el

A-módulo
n⊕
i=0

Mi también lo es.

Prueba. Aplicaremos inducción sobre n. Considere la sucesión exacta

0→M2 ↪→M1 ⊕M2
η−→M1 → 0,

9Como S es infinito, contiene al menos un conjunto {α1, α2, α3, . . . } numerable.
10Es decir, Imα = Núcβ
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donde η es la proyección a M1. En virtud del lema anterior, M1 ⊕M2 es de
Noether. Suponga este resultado cierto para n − 1 (hipótesis de inducción), es

decir, que
n−1⊕
i=1

Mi es de Noether y considere la sucesión exacta

0→Mn ↪→
n⊕
i=1

Mi
π−→

n−1⊕
i=1

Mi → 0,

donde π es una proyección. El resultado se sigue de aplicar de nuevo el lema
anterior. 2

Proposición B.8 Sea A un anillo de Noether y M un A-módulo de generación
finita. Entonces M es de Noether.

Prueba. Dado que M es de generación finita, existen {a1, . . . , ar} ⊂ M
tales que M = Aa1 + · · ·+Aar. De este modo,

M =
r⊕
i=1

Ai,

donde cada Ai := Aai ∼= A. Luego, por el Lema (B.3), M es de Noether. 2

Teorema B.2 (de la Base, de Hilbert) Si R es un anillo de Noether, en-
tonces R[x1, . . . , xn] también lo es.

Prueba. Usaremos inducción sobre n.
Sea J un ideal de R[x1], probaremos que J es de generación finita. Considere

el ideal

C := {a ∈ R : f(x1) = axs + (coeficientes de menor grado), con f ∈ J},

es decir, el ideal generado por los coeficientes principales de los polinomios en
J . Dado que R es de Noether, es suficiente una cantidad finita de elementos
a1, . . . , at ∈ C para generar a C. Entonces, para cada i se tiene (al menos) un
polinomio fi(x1) ∈ J con

fi(x1) = aix
ri
1 + (términos de menor grado).

Hagamos r := máx {ri : 1 ≤ i ≤ t} y tome H como el ideal 〈f1, . . . , ft〉 ⊆ R[x1].
Sea h = bxm + (términos de menor grado) ∈ J , observe que b ∈ C. Si m ≥ r,
escŕıbase b =

∑t
i=1 uiai, con cada ui ∈ R. Aśı, h −

∑t
i=1 iix

m−ri
1 fi(x1) ∈ J

y su grado es menor que m. Iterando este procedimiento, podemos ir restando
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elementos en C de h hasta obtener un polinomio g de grado menor que r; es
decir, pueden obtenerse p ∈ C tal que h = g + p.

Hemos probado que J = (J∩M)+C, donde M es el R-módulo Rx1 +Rx2
1 +

· · ·+Rxr−1
1 ; esto es, con M de generación finita que, por la Proposición (B.8),

es de Noether. Aśı, C ∩M también es de generación finita como R-módulo, dig-
amos, C∩M = Rq1 + · · ·Rd, por lo que el conjunto finito {f1, . . . , ft, q1, . . . , qd}
genera a J , como se queŕıa probar.

Ahora bien, por hipótesis de inducción, A := R[x1, . . . , xn−1] es de Noether.
Basta observar que R[x1, . . . , xn] = R[x1, . . . , xn−1][xn] = A[xn] y aplicar el
argumento anterior a A[xn] para obtener el resultado deseado. 2

Sea A anillo y B un subanillo de A. Diremos que A es una extensión de
anillo de B o una B-álgebra si existe un conjunto S ⊆ A tal que

A = B[S] =

∑
j∈I

λjs
αj

j : cada λj ∈ B, sj ∈ S, y αj ∈ N

 .

En otras palabras, A es la B-álgebra B[S] si todo elemento f ∈ A puede ser
considerado como un “polinomio” con indeterminadas en S; sin embargo, ob-
serve la definición da cabida a que S pueda ser infinito y que existan relaciones
entre los elementos de S, por lo que no se trata precisamente de polinomios.11

Si el conjunto S es finito, digamos, S = {a1, . . . , ar} diremos que A es una
B-álgebra finitamente generada o de tipo finito y escribimos A = B[a1, . . . , ar].

Nuevamente, suponga que A es extensión de B. Un elemento α ∈ A es entero
sobre B si existe un polinomio mónico f(x) = xr + br−1xr−1 + · · ·+ b1x+ b0 tal
que f(α) = 0. Diremos que A es una extensión entera de B si todo elemento en
A es entero sobre B.

B.4. Normalización de Noether

Para probar el teorema principal de esta sección, necesitaremos los siguientes
resultados.

Lema B.4 Sean C ⊆ B ⊆ A anillos.

1. Si B y A son módulos de generación finita sobre C y B, respectivamente,
entonces A es de generación finita como C-módulo.

2. Si A es un B-módulo finitamente generado, entonces A es extensión entera
de B.

11Sólo con fines didácticos, suponga, por ejemplo, que se tiene at = 0, o bien, aq = b, para
algunos a, b ∈ S, situación que no sucede en A = k[x1, . . . , xn] entre las variables xi, donde
el anillo A = k[S], siendo S = {x1, . . . , xn}.
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3. Si x ∈ A es entero sobre B, entonces B[x] es un B-módulo de generación
finita.

Prueba.

1. Por hipótesis, existen {a1, . . . , ar} ⊂ A y {b1, . . . , bm} ⊂ B tales que
A = Ba1 + · · ·+Bar y B = Cb1 + · · ·+Cbm. De modo que A = Ca1b1 +
· · ·+ Carbm.

2. Dado u ∈ A, optamos por construir m ∈ B[x] tal que m(u) = 0. Usamos
para ello el truco del determinante. Puesto que A es un B-módulo de
generación finita, se tiene la familia {a1, . . . , an} de elementos en A tales
que

A = Ba1 + · · ·Ban.
De este modo, para cada i ∈ {1, . . . , n} se tienen las familias {δij} y {bij}
de elementos en B, con j ∈ {1, . . . , n}, de modo que

ai =
n∑
j=1

δijaj y uai =
n∑
j=1

bijaj .

Aśı, sustituyendo la primera igualdad en la segunda, se tiene una expresión
n∑
j=1

(uδij − bij) aj = 0, (B.1)

para cada i. Nombrando como M a la matrix (uδij − bij)ij y haciendo

a :=



a1

...
aj
...
an


podemos reescribir (B.1) como

Ma = 0. (B.2)

Considere la ecuación adj(M) ·M = 1 · det(M). Multiplicando (B.2) por
adj(M), obtenemos

adj(M) ·M · a = 1 · det(M) · a = 0.

Por lo tanto, det(M) = 0. De este modo,

det(M) = α0 + α1u+ · · ·+ αr−1
r−1u

r−1 + ur = 0,

donde cada αi ∈ B, es un polinomio en B[x], como se queŕıa hallar.
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3. Por hipótesis, x ∈ A es tal que f(x) = xs + bt−1x
s−1 + · · ·+ b1x+ b0 = 0,

esto es, xs puede expresarse en términos de b0, x, x2, . . . , xs−1. Luego, son
suficientes las primeras s − 1 potencias de x y los elementos de B para
generar cualquiel polinomio en B[x]; por tanto,

B[x] = B +Bx+Bx2 + · · ·+Bxs−1.

2

Lema B.5 Sea F campo y B subanillo de F . Si F es un B-módulo de generación
finita, entonces B también es campo.

Prueba. Sea b ∈ B \ {0}. Puesto que F es campo, existe b−1 ∈ F . Basta
probar b−1 en realidad pertenece a B. Por el inciso 2 del lema anterior, se tienen
c0, . . . , ct−1 ∈ B tales que

(b−1)t + ct−1(b−1)t−1 + · · ·+ c1(b−1) + c0 = 0;

expresión que al multiplicar por bt−1 resulta

b−1 = −ct−1 − ct−2b− · · · − c0bt−1 ∈ B,

como se queŕıa mostrar. 2

Lema B.6 (Nakayama) Sea A 6= 0 un B−módulo de generación finita. Para
todos los ideales propios J de B se tiene JA 6= A.

Prueba. Usamos de nuevo el truco del determinante, como en el Lema
(B.4). Existen a1, . . . , ar ∈ A tales que A = Ba1 + · · · + Bar, por hipótesis.
Sea J ideal propio de B y suponga que JA = A. Existen entonces bij ∈ J , con
1 ≤ i, j ≤ r, tales que

ai =
r∑
j=1

bijaj , 1 ≤ i ≤ r.

Por tanto, det (δij − bij) = 0. Basta expandir la expresión anterior para probar
que 1 ∈ J , contradiciendo aśı las hipótesis. 2

Dado f =
∑
α λαx

α1
1 xα2

2 · · ·xαn
n ∈ k[x1, . . . , xn], donde cada λα ∈ k y α =

(α1, . . . , αn) ∈ Nn, decimos que el grado de f es el número natural

deg f =
n∑
i=1

αi.
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Lema B.7 Sea f ∈ k[x1, . . . , xn] no cero. El cambio de variables wi = xi−αixn,
donde i ∈ {1, . . . , n− 1} y cada αi ∈ k, es tal que el polinomio

f(w1 + α1xn, . . . , wn−1 + αnxn, xn) ∈ k[w1, . . . , wn−1, xn]

tiene un término de la forma cxgrad f
n .

Prueba. Sea f ∈ k[x1, . . . , xn] y considere wi = xi − αixn, para alguna
elección de αi ∈ k, con 1 ≤ i ≤ n− 1. Podemos escribir entonces

f = Fgrad f +G,

donde Fgrad f es una suma de monomios cada uno de los cuales tiene el mismo
grado que f y gradG ≤ grad f − 1. De este modo,

f(w1 + α1xn, . . . , wn−1 + αn−1, xn) = Fgrad fx
grad f
n + ∆,

donde ∆ denota una suma de términos de menor grado en xn. Puesto que
Fgrad f (α1, . . . , αn−1, 1) no es el polinomio cero, V (Fgrad f) 6= An−1

k y, dado
que k es infinito, ello significa que pueden elegirse α1, . . . , αn−1 ∈ k tales que
Fgrad f (α1, . . . , αn−1, 1) 6= 0. Haciendo c := Fgrad f (α1, . . . , αn−1, 1) completa-
mos la prueba. 2

Teorema B.3 (Normalización de Noether) Existe una familia de elemen-
tos y1, . . . , ym ∈ k[x1, . . . , xn] =: A (1 ≤ m ≤ n) algebraicamente independi-
entes sobre k, de modo que k[x1, . . . , xn] es una k[y1, . . . , ym]-álgebra finita.

Prueba. Procederemos por inducción sobre n. Considere el morfismo de
anillos ψ : k[x1, . . . , xn] → k[a1, . . . , an], dado por ψ(xi) = ai para todo i.
Si Núcψ = {0}, entones m = n y la aseveración es trivial. En otro caso,
tome f ∈ Núcψ y observe que k[a1, . . . , an] puede identificarse con el cociente
k[x1, . . . , xn]/Núcψ. Si n = 1, entonces m = 0 y, como f(a1) = 0, el resultado
se sigue como consecuencia del inciso 3 del Lema (B.4).

Suponga pues que la tesis se verifica para n−1. En virtud del Lema anterior,
pueden construirse α1, . . . , αn−1 ∈ k tales que, haciendo zi := ai − αian y
B := k[z1, . . . , zn−1] ⊂ A, existe un elemento no cero c ∈ k de modo que el
polinomio

F (xn) :=
1
c
f(z1 + α1xn, . . . , zn−1 + αn−1xn, xn)

es un polinomio mónico en B[xn] para el que F (an) = 0. Y, por el Lema (B.4),
an es entero sobre B.

Por hipótesis de inducción, existen y1, . . . , ym ∈ B algebraicamente in-
dependientes sobre k, tales que B es un módulo de generación finita sobre
k[y1, . . . , ym]. Nuevamente, por el inciso 3 del Lema (B.4), A = B[an] es un
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módulo finitamente generado sobre B y, por el inciso 1, A también es un
k[y1, . . . , ym]-módulo de generación finita. 2

Lema B.8 Sea k es infinito y A una k-álgebra de generación finita. Si A es,
además, campo, entonces A es una extensión algebraica de k.

Prueba. Por hipótesis, se tiene una familia {a1, . . . , ap} de elementos en
A, tal que A = k[a1, . . . , ap]. El Lema de Normalización de Noether garantiza
la existencia de los elementos y1, . . . , yr, algebraicamente independientes sobre
k, con r ≤ n, de modo que A resulta ser un k[y1, . . . , yr]-módulo finitamente
generable. Al suponer que A es campo, se verifican las hipótesis del Lema (B.5),
de donde se sigue que k[y1, . . . , yr] es campo. Esto sucede siempre que r = 0.
Aśı, A es una extensión finita de k que, por el Lema 3, es algebraica sobre k.2

B.5. Localización de anillos

Dado el anillo R, decimos que el subconjunto S ⊂ R no vaćıo es multiplica-
tivamente cerrado si 1R ∈ S y para cada par de elementos s, t ∈ S, su producto
st ∈ S.

El proceso que denominamos localización en el anillo R pretende extender
al mismo, construyendo los inversos bajo la multiplicación de cierta familia de
elementos en él. Se trata de una generalización de la construcción de Q a partir
de Z. Procedemos de la siguiente manera.

Dado el conjunto multiplicativamente cerrado S ⊂ R, construimos en R×S
una relación de equivalencia:

(r, s) ∼ (t, u) si y sólo si existe m ∈ S de modo que m(ru− ts) = 0.

Al conjunto de clases de equivalencia le denotamos por RS := R × S/ ∼
(en algunos casos, también se denotará por R[S]−1) y el śımbolo r/s indicará la
clase del elemento (r, s) ∈ R×S. Llamamos a RS la localización de R respecto de
S. Éste es, de nuevo, un anillo conmutativo con elemento unitario y el morfismo
natural

R → RS
r 7→ r

1

es un morfismo de anillos.
Al igual que en Q, cada elemento r/s ∈ RS puede no tener una repre-

sentación única, salvo el caso en el que R es un dominio de factorización única.
Cuando el anillo R es un dominio entero y S := R∗ = R\{0}, llamamos a RS

su campo total de cocientes, puesto que S es el máximo subconjunto de R para
el cual R es susceptible de localizarse. En otras palabras, la localización RS , en
este caso, coincide con el campo de cocientes Q(R). Ejemplo de lo anterior es el
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anillo de coordenadas k[X] del conjunto algebraico X ⊆ Ank , un dominio entero,
cuyo campo de cocientes denotamos por k(X).

El siguiente ejemplo tiene gran importancia en lo que nos ocupa en la pre-
sente monograf́ıa. Dado un ideal primo p de R, el conjunto S := R \ p es
multiplicativamente cerrado. En este caso denotamos por Rp a la localización
RS ; la llamamos la localización de R en p. El anillo Rp es en realidad un anillo
local12, su ideal máximo está dado por

mp :=
{a
b

: a ∈ p, b ∈ R \ p
}

$ Rp

Note que esta contensión es propia, puesto que los elementos de de la forma
r/s, con r, s ∈ R \ p están en Rp \mp y dado que éstos son unidades (su inverso
es s/r) el ideal mp es, en efecto, máximo en Rp.

Otro ejemplo útil lo constituye un dominio entero R, f ∈ R∗ y como conjunto
multiplicativamente cerrado S = {1, f, f2, f3, . . . }. Definimos

Rf := RS .

Dado que R es dominio entero, el morfismo R → Rf , dado por r 7→ r/1 es un
morfismo inyectivo de anillos, de modo que en el campo total de cocientes de R
tenemos la igualdad

Rf = R[1/f ] ⊆ Q(R).

B.6. Anillos Graduados e Ideales Homogéneos

Definición B.5 Sea A un semigrupo abeliano.13 Un anillo A-graduado es un
anillo G junto con una descomposición en grupos abelianos

G =
⊕
d∈A

Gd,

tal que si d 6= e, se tiene Gd∩Ge = {0} y que satisface, además, Gd ·Ge ⊆ Gd+e.
Los elementos de cada Gd se llaman elementos homogéneos de grado d.

El ejemplo representativo de anillo graduado es el anillo de polinomios

k[x0, . . . , xn] =
⊕
d≥0

kd[x0, . . . , xn],

donde kd[x0, . . . , xn] denota al conjunto constituido por las formas de grado d
y el polinomio constante cero.

Nos serán de particular interés los anillos N-graduados, a los que llamaremos
simplemente anillos graduados.

12Un anillo que posee un único ideal máximo.
13Es decir, se tiene una operación binaria + en A, asociativa y conmutativa, además de la

existencia de un elmento neutro 0.
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Definición B.6 Se dice que el ideal H de un anillo graduado G es homogéneo
si es tal que

H =
⊕
d∈N

(H ∩Gd).

Observe que un ideal H es homogéneo si y sólo si cada elemento f ∈ H tiene
una descomposición única de la forma

f = f0 + · · ·+ fr,

donde cada fi ∈ H es un elemento homogéneo de grado di.

Proposición B.9 Sea H un ideal del anillo graduado G.

1. El ideal H es homogéneo si y sólo si está generado por elementos ho-
mogéneos.

2. Sea H ideal homogéneo; H es ideal primo si y sólo si para cualquier par
de elementos homogéneos f, g ∈ G, para los que fg ∈ H, entonces f ∈ H
o g ∈ H.

3. El radical de un ideal homogéneo es un ideal homogéneo, aśı como también
lo son la suma, el producto y la intersección de ideales homogéneos.

Prueba.

1. Sea H = 〈u1, . . . , ur〉 ideal homogéneo.

(⇒) Como H es homogéneo, entonces H =
⊕
d≥0

(H ∩Gd), de modo

que cada ui posee una descomposición de la forma ui = g
(i)
0 + g

(i)
1 +

· · · + g
(i)
ti , con u

(i)
j ∈ H ∩ Gj . Aśı, el ideal H está generado por la

familia de elementos homogéneos
{
g

(i)
0 , . . . , g

(i)
ti

}r
i=0

.

(⇐) Suponga que cada ui es homogéneo. Todo f ∈ H tiene una
descomposición de la forma f =

∑r
i=1 λiui, donde cada λi ∈ G.

Puesto que G es graduado, se tiene para cada uno de estos últi-
mos una descomposición λi =

∑di

j=1 h
(i)
j , con h(i)j ∈ Gj . Por tanto,

λiui =
∑di

j=1 uih
(i)
j , donde cada uih

(i)
j es una forma de grado j+grui,

perteneciente a H. Esto implica que H es homogéneo.

2. La condición suficiente es la propia definición de ideal primo. Veamos
la condición necesaria: dados f, g ∈ G =

⊕
d≥0Gd, tales que fg ∈ H,

debemos probar que f ∈ H o que g ∈ H. Se tienen las descomposiciones

f = f0 + f1 + · · ·+ fM y g = g0 + g1 + · · ·+ gN ,

para algunos M,N ∈ N. Por tanto, fg =
∑
figj
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3. Es claro. 2

B.7. Localización de anillos graduados

Sea G =
⊕

d≥0Gd un anillo graduado y S ⊆ G un conjunto multiplicati-
vamente cerrado de elementos homogéneos. Se prentende dar a la localización
G[S]−1 estructura de anillo graduado. Para ello, será necesario definir lo que se
entiende por grado de una expresión de la forma f/g, con f ∈ G y g ∈ S:

gr
(
f

g

)
:= gr (f)− gr (g).

Dada cualquier otra representación de la misma clase, digamos, p/q = f/g,
existe h ∈ S de modo que h(pg − fq) = 0, es decir, hpg = hfq. Por tanto,

gr (hpg) = gr (h) + gr (p) + gr (g) = gr (h) + gr (f) + gr (q) = gr(hfq),

por lo que gr (f)− gr (g) = gr (p)− gr (q). Aśı, el grado de f/g no depende del
representante.

Definición B.7 Llammamos al anillo

G(S)−1 :=
{
f

g
∈ G[S]−1 :

f

g
es homogéneo de grado cero

}
la localización homogénea de G en S.

Observe que, en realidad, G(S)−1 es un anillo local: su único ideal maximal
es

M =
{
f

g
∈ G(S)−1 : f ∈ G \ S, g ∈ S

}
.

Considérense dos ejemplos. Primero: para un ideal primo homogéneo p ⊆ G,
el conjunto S := G \ p := {f ∈ G : f es homogéneo, f 6∈ p} es multiplicati-
vamente cerrado. Aśı, el anillo G(p) := G(S)−1 es una localización homogénea.
Segundo: si G es dominio entero y f ∈ G \ {0}, el conjunto T := {fn : n ≥ 0}
es también multiplicativamente cerrado y el anillo G(f) := G(T )−1 es una lo-
calización homogénea.

B.8. Producto tensorial de anillos

Sea A anillo y L, M y N tres A-módulos. Diremos que el morfismo

φ : M ×N → L
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es bilineal si fijando una de las coordenadas se tiene un morfismo A-lineal en la
otra, es decir,

φ(x+ x′, y) = φ(x, y) + φ(x′, y), φ(ax, y) = aφ(x, y),

φ(x, y + y′) = φ(x, y) + φ(x, y′), φ(x, ay) = aφ(x, y).

Denotamos por HomA(M×N,L) al conjunto de morfismos bilineales de M×N
en L, mismo que tiene una estructura de A-módulo.

Sea L0 un A-módulo y considere el morfismo ⊗ : M×N → L0 (dado (x, y) en
M×N , escribiremos x⊗y en vez de⊗(x, y)); suponga que⊗ satisface la siguiente
propiedad universal: para todo A-módulo L y todo φ ∈ HomA(M×N,L), existe
un único morfismo ϕ : L0 → L de modo que el diagrama

M ×N

φ

��

⊗ // L0

ϕ
{{vvv

vv
vv

vv
v

L

conmuta. Si esto sucede, diremos que L0 es el producto tensorial de M y N ,
y lo denotamos por M ⊗A N . Frecuentemente omitiremos el sub́ındice A y
escribiremos M ⊗N cuando ello no cause confusión. Y observe que si tal objeto
M ⊗A N existe, es único bajo isomorfismos.

Debemos probar la existencia del producto tensorial. Sean F el A-módulo
libre generado por el conjunto M ×N y R ⊂ F el submódulo generado por los
elementos de la forma

(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y), (ax, y)− a(x, y),

(x, y + y′)− (x, y)− (x, y′), (x, ay)− a(x, y).

De este modo, hacemos L0 := F/R y escribimos x⊗ y para la imagen en L0 de
(x, y) ∈ F . Note que los elementos de M⊗AN son sumas de la forma

∑
i xi⊗yi.

B.9. Miscelánea

Denotamos al ideal formado por todos los elementos nilpotentes de un anillo
A por N. De este modo, A/N no posee elementos nilpotentes distintos del 0.
Llamamos a N el nilradical de A.

Proposición B.10 Considere P := {p ⊆ A : p es ideal primo}. Entonces

N =
⋂

p∈P

p.
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Prueba. Dado f ∈ N, se tiene fn = 0 ∈ p, para algún n ∈ N∗ y para todo
ideal primo p. Por lo tanto, f ∈ p (pues p es primo).

Suponga que la inclusión (⊇) no se verifica, es decir, que existe f ∈
⋂

p∈P

p

que no es nilpotente. Considere entonces la familia de ideales

Σ := {a ⊆ A : {fr}r∈N∗ ∩ a = ∅}

y observe que Σ 6= ∅, dado que (0) ∈ Σ. Observe que la inclusión entre ideales
da a Σ estructura de conjunto parcialmente ordenado, de tal suerte que si se
toma cualquier cadena en él

C : a1 ⊂ a2 ⊂ · · · ⊂ ai ⊂ · · ·

el conjunto J =
⋃
i∈N∗ ai es un ideal y una cota superior para la cadena, como

se prueba a continuación.

(i) Es ideal, porque dados u, v ∈ J , existen i, j ∈ N∗ tales que u ∈ ai y u ∈ aj .
Suponga que j ≥ i, por tanto, ai ⊆ aj , y aśı, u ∈ aj y u + v ∈ aj ⊆ J .
Para todo c ∈ A, cu ∈ ai (pues este último es ideal) y con ello cu ∈ J .

(ii) Es cota superior porque, en efecto, J ∈ Σ, pues {fr}r∈N∗ ∩ J = ∅. Si
existiese f t ∈ J para algún t ∈ N∗, se tendŕıa algún k ∈ N∗ de modo que
f t ∈ ak, lo que contradice las hipótesis.

Se satisfacen aśı las hipótesis del Lema de Zorn, por lo que Σ posee elementos
máximos. Sea q ∈ Σ uno de tales elementos máximos, veamos que es primo.
Dados x, y ∈ A \ q, los ideales q + (x) y q + (y) contienen estrictamente a q
y, por tanto, no pertencen a Σ; de este modo, existen m,n ∈ N∗ tales que
fm ∈ q + (x) y fn ∈ q + (y). Aśı, fm+n ∈ q + (xy), por lo que este último ideal
tampoco pertenece a Σ, de donde se sigue que xy ∈ A \ q, es decir, q es un ideal
primo que no contiene a f , de modo que f 6∈

⋂
p∈P

p, que es absurdo. 2

Corolario B.1 Sea a ideal de A. Entonces
√

a =
⋂
p⊇a

p,

con cada p ideal primo de A.

Prueba. Considere el morfismo canónico η : A → A/a. Observe que cada
ideal p de A/a se corresponde un ideal q := η−1(p) de A que contiene a a. En
particular, si p es primo, q también lo es. Por tanto, en virtud de la proposición
anterior y dado que

√
a := η−1(N), el enunciado “la intersección de ideales

primos enA/a es el nilradical N enA/a”, puede reemplazarse por: la intersección
de ideales primos de A que contienen a a es

√
a. 2
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