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Prdlogo

Estamos haciendo un libro,

testimonio de lo que no decimos.
Reunimos nuestro tiempo, nuestros dolores,
nuestros ojos, las manos que tuvimos,

los corazones que ensayamos;

nos traemos al libro,

y quedamos, no obstante,

méas grandes y mas miserables que el libro.
El lamento no es el dolor.

El canto no es el péajaro.

El libro no soy yo, ni es mi hijo,

ni es la sombra de mi hijo.

El libro es sélo el tiempo,

un tiempo mio entre todos mis tiempos,
un grano en la mazorca,

un pedazo de hidra.

Jaime Sabines. Tarumba, 1956.



Prefacio

La memoria que ahora tiene entre manos pretende dar una introduccién a
la asi llamada Geometria Algebraica Abstracta. Puesto que la empresa es ya
de por s{ ambiciosa (el material es amplisimo y los enfoques muy diversos),
centramos nuestros esfuerzos en desarrollar la nocién de Esquema y en discutir
por qué es la generalizacién correcta a la nocién de Variedad Algebraica.

Esquemas: hacia una historia del concepto

Héagase cualquier pregunta sobre la situacién actual de una disciplina, segu-
ramente encontrard, si no una respuesta precisa, variadas pistas para respon-
derla si se ocupa en hurgar en el pasado. Si su disciplina son las Matematicas,
las cosas no son muy diferentes.!

Los fundamentos

Es prudente hablar de los fundamentos de la Geometria Algebraica Clasica
con Hilbert y sus sucesores: Noether, Krull, van der Waerden; basdandose ésta en
la teoria de ideales de polinomios, cuyos resultados mas importantes han sido
recopilados por M. Grobner en su Moderne Algebraische Geometrie, de 1949.
Después de la aparicién en 1946 del libro de A. Weil, Foundations of Algebraic
Geometry, la teoria de valuaciones y de campos jugé un papel importante y
fueron los “fundamentos” cominmente aceptados en su tiempo. Weil introduce
nuevos objetos de estudio: las variedades algebraicas abstractas, entendidas co-
mo conjuntos algebraicos sobre campos arbitrarios, asi como el lenguaje de los
“puntos genéricos”. Pero es con O. Zariski y su escuela (P. Samuel, Cohen, etc.)
que los métodos del algebra conmutativa son aplicados a la geometria alge-
braica, en particular, se introduce el algebra local, como puede verse en el libro
de P. Samuel Méthodes d’Algebre Abstraite en Géométrie Algébrique, de 1955.

Asf las cosas, el articulo [Fac] de J. P. Serre sobre gavillas algebraicas coher-
entes es el detonante para un proceso subsecuente de reorganizacién de los fun-
damentos. En él se introduce los métodos del Algebra Homoldgica y se extiende

IEsta seccién estd basada en [Die], [Cil] y, principalmente, en [Dol].

X



la nocién de variedad algebraica a la nocién de espacio algebraico de Serre. Sin
embargo, otros puntos de vista son desarrollados por C. Chevalley (los esque-
mas de Chevalley) en Fondements de la Géométrie Algébrique, de 1958 y por
M. Nagata en A general theory of Algebraic Geometry over Dedekind domains
(Amer. J. Math., 78, No. 1, 78-116) de 1956.

Es A. Grothendieck, en 1958, quien desarrolla y generaliza las ideas de Serre,
introduciendo el lenguaje de la Teoria de Categorias a la Geometria Algebraica,
que le permite generalizar la nociéon de variedad algebraica y sentar las bases
de la Teoria de Esquemas. Con la publicacién del tratado [EGA I-IV] (en co-
laboracién con J. Dieudonné), sus nuevas ideas preparan terreno firme para
el desarrollo subsecuente y son ahora cominmente aceptadas. Esta teoria ha
permitido el regreso a los problemas no resueltos de generaciones anteriores,
as{ como las conexiones entre ésta y otras areas de la Matematica, en virtud de
su orden y de una mejor visualizacién geométrica.

La nocién de Variedad Algebraica

Varias construcciones, como lo son la variedad de Jacobi, el esquema de
Poincaré, entre otras, estimularon el desarrollo de la nocién de variedad alge-
braica, comenzando por las variedades algebraicas abstractas, de Weil, hasta la
nocién de espacio algebraico de Artin y Moishezon.

La definicién clasica de variedad algebraica fue empleada para referirse a
subconjuntos cerrados (en la topologia de Zariski) de un espacio afin o proyecti-
vo sobre un campo k. Pero la idea de tratar de manera andloga a las variedades
algebraicas como se hace con variedades diferenciales se debe también a Weil.
En su libro de 1946 (que ya citamos arriba), Weil define una variedad algebraica
abstracta como un sistema de variedades algebraicas afines {V,}, en cada una
de las cuales son elegidos subconjuntos abiertos W,g C V, isomorfos con las
elecciones de los abiertos Wj,, de cualquier otra variedad afin Vg del sistema. Es
entonces que Weil tiene éxito en extender, a sus variedades, todos los conceptos
fundamentales de la Geometria Algebraica.

Por otro lado, en 1950 Jean Leray introduce en [Le5] la nocién de gavilla
sobre un espacio topolégico, y es el seminario de 1950/51 de H. Cartan en donde
se desarrolla la teoria de gavillas, misma que permite definir las variedades
diferenciales o analiticas desde un nuevo punto de vista, considerandose como
espacios topoldgicos anillados.

En 1955, con [Fac|, Serre descubre que una definicién similar es aplicable
a la Geometria Algebraica. Un espacio anillado, localmente isomorfo a una va-
riedad afin con una gavilla de gérmenes de funciones regulares en ella, serd para
Serre una variedad algebraica (un espacio algebraico, usando su terminologia).
La estructura adicional de espacio anillado en una variedad algebraica, permite
no solamente la simplificacién de varias construcciones, sino también la intro-
duccién en su estudio de los métodos del Algebra Homolégica, en conexién con
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los métodos de la teoria de gavillas.

En 1958, en el congreso de Edimburgo, Grothendieck presenta The cohomol-
ogy theory of abstract algebraic varieties.? En él, Grothendieck da un esbozo de
la (en ése entonces) posible generalizacién de la nocién de variedad algebraica,
en conexién con la teoria de esquemas. La primera definicién de esquema es
presentada en su reporte al seminario Bourbaki de 1959 Géométrie formelle et
géométrie algébrique.? Independientemente, la idea del esquema afin fue enun-
ciada también por Cartier, aunque no publicada, y por Kéhler en su Geometria
aritmetica.*

Sea X una variedad algebraica afin sobre un campo arbitrario k, cuyo anillo
de coordenadas es k[X]. Los puntos de X (en el sentido cldsico) estédn en cor-
respondencia biyectiva con el conjunto de morfismos {f : k[X] — k}, donde
k es la cerradura algebraica de k. De este modo, por cada f se tiene un ideal
J; := Nic f méximo en k[X], es decir, se tiene una correspondencia biyecti-
va entre los puntos de X (k) (con coordenadas en k) y Specm (k[X]) (ideales
méaximos de k[X]), por lo que la topologia de Zariski en X (k) corresponde a
la topologia en Specm (k[X]). Y al revés, cada k-dlgebra de generacién finita
sin elementos nilpotentes puede ser vista como el anillo de coordenadas de una
variedad. De este modo, la correspondencia entre k-algebras de ése tipo A y
espectros maximos Specm A es biyectiva. Grothendieck generaliza esta corre-
spondencia en dos sentidos importantes.

Primero, observa que dicha correspondencia podria definir un funtor con
valores en una categoria de espacios anillados: dado el morfismo de k-dlgebras
afines p : A — B, la inica manera razonable de inducir un morfismo Specm B —
Specm A es asociando a cada ideal maximo m C B, su preimagen bajo ¢,
e 1(m) C A, pero este 1ltimo ideal podrfa no ser maximo, aunque s primo.
Entonces, Grothendieck sugiere reemplazar a Specm A por Spec A, los ideales
primos de A, con una topologia andloga a la de Specm A y estructura de espacio
topolégico anillado. Se tiene entonces la asignacién funtorial A — Spec A, que
es el andlogo a la idea de Weil de considerar los puntos de una variedad X con
coordenadas en una extension arbitraria de campo F' de k.

La segunda consideraciéon de Grothendieck fue tomar no solamente k-dlge-
bras de generacién finita sin elementos nilpotentes, sino cualquier anillo conmu-
tativo (en algunos casos, de Noether). De este modo, reemplazamos al campo
k por cualquier subanillo B de A. Esta generalizacién es importante, dado que
permitié explicar ciertos fenémenos clasicos en la Geometria Algebraica de la
escuela italiana, gracias a la presencia de elementos nilpotentes en el anillo A.

Asi, el espacio anillado Spec A, con A cualquier anillo conmutativo, es a lo
que nos referimos como el esquema afin correspondiente a A y es la genera-

2Proc. Internat. Congr. Mathematicians (Edimburgo, Agosto 14-21, 1958), J. A. Todd
(ed.), University press, Cambridge, 1960; pp. 103-118.

3Semin. Bourbaki. Secrét. Math., Année 11, 1958-1959, 182/01-182/28.

4Ann. Mat. Pura Appl., 45, 1958.
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lizacion natural de la nocién de variedad algebraica afin. La idea de “pegar”
espacios anillados ahora permite definir un esquema como un espacio anillado
que localmente es isomorfo a un esquema afin. En este nuevo marco teérico,
una variedad algebraica es un esquema reducido de tipo finito.

Esta generalizacién trajo consigo, entre otras, dos caracteristicas impor-
tantes.

El Algebra Conmutativa como parte de la Geometria Algebraica. Es decir, se
trata de una teoria de objetos locales: los esquemas afines. Este punto de vista
permite considerar todos los conceptos del Algebra Conmutativa en lenguaje
geométrico, poniendo en manos del algebrista una poderosa herramienta: la
intuicién geométrica.

La introduccién de elementos nilpontentes. La aparicién de elementos nilpo-
tentes en anillos es un suceso usual en las variedades algebraicas; por ejemplo,
las fibras multiples de kodaira en la teoria de superficies algebraicas. Su presen-
cia en un esquema de mddulos o en un esquema de Poincaré permite explicar
el fenémeno que no era bien comprendido por la escuela clasica italiana, asi co-
mo ciertas patologias de las variedades algebraicas sobre un campo de carac-
teristica positiva. La teoria de esquemas con elementos nilpotentes juega un rol
importante en el estudio de las propiedades infinitesimales de las variedades
algebraicas y ha servido de fundamento a la geometria formal de Grothendieck.

La Teoria de Esquemas

Hacia 1960, Grothendieck (en colaboracién con J. Dieudonné) comienza a
publicar el monumental tratado [EGA I-IV], en el que se propone establecer los
fundamentos de la Geometria Algebraica dentro del marco teérico de la Teoria
de Esquemas. Sus resultados dan un poderoso impetu al desarrollo del Algebra
Conmutativa, introduciendo nuevos métodos, ideas y problemas. Aqui listamos
algunos de ellos.

1. El concepto de planaridad de un médulo (introducido por Serre en [Gagal,
en 1955) es desarrollado, se le da una interpretacién geométrica.

2. La creacién de la técnica de pasar al limite proyectivo, que permite pasar
de anillos arbitrarios a anillos de Noether o a Z-algebras de generacién
finita.

3. La conexién con la nocién de profundidad (dimensién homoldgica) de un
médulo, introducida y desarrollada por Serre en su Algébre Locale, de
1965, con la teoria de cohomologia y, en particular, con la teoria local de
cohomologia.

4. La creacion de la teoria de los anillos excelentes, que generaliza y sistem-
atiza los resultados de Zariski y Nagata en anillos locales de Noether.
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5. La introduccién de la Teoria del Descenso.

6. La aplicacion de métodos globales de la Geometria Algebraica y la teoria
de cohomologia, que permitié resolver ciertos problemas de anillos facto-
riales.

Problemas concretos en Geometria Algebraica hicieron necesario el estudio
de esquemas de un tipo més especial. Por ejemplo, para la teoria de singulari-
dades de variedades algebraicas se requirié del estudio de esquemas locales, es
decir, de conjuntos abiertos de esquemas de la forma Spec A, donde A es un
anillo local. Por otro lado, una generalizacién natural del concepto de grupo
algebraico en el lenguaje de la teoria de esquemas (el esquema de grupo) fue ttil
para el estudio de la reduccién de una variedad abeliana. Y, en particular, H.
Hironaka, en la resolucién de singularidades de variedades algebraicas sobre un
campo de caracteristica cero® hizo uso de las ténicas ideadas por Grothendieck,
y éste es uno de los variados ejemplos en los que se ha dejado ver su valia.

De primera intencion

Nos planteamos como objetivos desarrollar el concepto de esquema y hacer
palpable la importancia del cambio de enfoque que esta teoria presupone. Para
ello, los primeros dos capitulos se avocan a establecer un puente entre los objetos
geométricos y algebraicos, en el caso afin para el primero, y en el caso proyectivo
para el segundo, con la finalidad de tener ejemplos concretos y, con ello, los pies
sobre la tierra. El tercer capitulo se dedica a las cuestiones técnicas de la Teoria
de Gavillas que nos seran utiles en el cuarto, en el que se trata de manera un
tanto superficial la Teoria de Esquemas. Se ofrecen dos apéndices; en el primero
se hace una rapida revisién de conceptos y resultados sobre Teoria de Categorias,
y en el segundo, sobre Algebra Conmutativa. Hubiese sido maravilloso poder
incluir material sobre Topologia Diferencial o Anélisis Complejo, mas no lo
hacemos por razones de tiempo y economia. Se espera del lector un manejo de
las nociones bdsicas de Topologfa, digamos, como en la primera parte de [Mun],
asi como del material que usualmente se cubre en los dos primeros cursos de
Algebra Moderna en la licenciatura en Matematicas.

Como se habra advertido, nos interesa la historia y el filosofar sobre lo que se
estd haciendo; es por esa razén por la que, en la medida de lo posible, se presenta
ya sea una pequena (muy pequefia) resefia sobre el pasado de los conceptos, o
comentarios que apoyan la exposiciéon de los temas y que explican por qué los
consideramos. A juicio suyo quedard, estimado lector, si hemos logrado nuestro
cometido.

5H. Hironaka. Resolution of singularities of an algebraic variety over a fiel of characteristic
zero. Ann. Math. 79, No. 1, 109-180, 1964.
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Capitulo 1
Espacios Afines

La nocién de Geometria Euclidiana esta intimamente ligada al continuo de
nuameros R. Para advertirlo, basta recordar que por espacio euclidiano entende-
mos al conjunto R", para n € N*, con su topologia usual. Si cavilamos sobre las
propiedades de R que hacen posible construir esta geometria en R”, de manera
que pueda establecerse una familia de axiomas para una geometria andloga a
la euclidea sobre un conjunto k, llegaremos a centrar nuestra atencion en la
estructura de anillo o campo que posee R. Es entonces cuando emprendemos el
estudio de las “geometrias” que pueden construise tomando como base un cam-
po arbitrario k. A estos espacios con una geometria “analoga” a la euclidiana
les llamamos espacios afines." Como conjunto, un espacio afin, al que denota-
mos por A}, es igual a k™, pero se dota ademés de una estructura topolégica:
la topologia de Zariski. Para el caso de R o C, tenemos a la mano las técni-
cas del Anélisis Real y/o Complejo para el estudio las propiedades geométricas
(topoldgicas) de nuestro espacio. Pero cuando k es un campo arbitrario se nece-
sita, ademas, de los métodos que provee la Teoria de Esquemas, misma que
serd el objeto de estudio del Capitulo 4. Cuando k es algebraicamente cerrado,
se dispone de lo que generalmente se llama Geometria Algebraica Clésica para
el estudio de los conjuntos algebraicos, objetos geométricos que constituyen el
principal objeto de estudio y que definimos en la primera seccién del presente
capitulo. Se hard preciso extender un espacio afin a un espacio proyectivos y a
ello nos avocamos en el Capitulo 2.

A grandes rasgos, los métodos de la Geometria Algebraica Clésica consisten
en establecer un puente entre los conjuntos algebraicos (afines o proyectivos) y
ciertos ideales en anillos de polinomios. Requerir que el campo k sea algebraica-
mente cerrado es fundamental para garantizar la existencia de dichos ceros de
las familias de polinomios, por lo que en este capitulo y el siguiente supondremos
que k = k.

IEn este tépico puede consultar [Ag], aunque una referencia obligada es [Ar].
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1.1. Conjuntos Algebraicos Afines

Considere el anillo de polinomios A := k[z1,...,2,] en n indeterminadas
con coeficientes en el campo k. Desde el punto de vista algebraico, A es una
extensién de anillo del campo k, o bien, la k-dlgebra finitamente generada por
el conjunto {x1,...,2,} C A. Sin embargo, cada g € A puede ser considerado
como una funcién de la forma

g: K — k
(a1y...,an) — glar,...,an).

En lo que al punto de vista geométrico concierne, decimos que k" considerado
como espacio topoldgico es un espacio afin de dimensién n y lo denotamos por
A7, Asi, fijamos nuestra atencién en los conjuntos de puntos (ai,...,a,) € k"
que son ceros comunes a familias de polinomios en A. Nos referimos a estos
conjuntos como conjuntos algebraicos.

DEFINICION 1.1 Sea T C kl[x1,...,z,] arbitrario. El conjunto algebraico afin
definido por T estd dado por

V(T) :={(a1,...,a,) €A} : f(a1,...,a,) =0 para todo f € T}.
Si el conjunto T es finito, escribimos V(f1,..., fi) en vez de V({f1,..., fi}).

Nos referimos a A}, como la linea afin'y a A? como el plano afin. Por tanto,
a los conjuntos de la forma

Si={1, - yn) €AY f(Y1,- -, 9n) = 0}

los llamamos curvas si n = 2, superficies si n = 3 e hipersuperficies si n > 3.

EJEMPLOS. (Véase la Figura 1.1).

finito en Al(k). Esto se sigue de advertir que cada polinomio en k[z], en
particular en D, se anula cuando mucho en tantos puntos como sea su
grado, puesto que k es algebraicamente cerrado.
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y (a) (b)

() v (@

. . . . . 2
Figura 1.1: Ejemplos de conjuntos algebraicos en Az.

Regresando a la definicién 1.1, si un polinomio g € k[z1,...,z,] puede factor-
izarse por al menos uno de los polinomios en T, es decir, si g € (T'), es claro que
g(p) = 0 para todo p € V(T), puesto que k[z1,...,2,] es un dominio entero.
Dicho de otro modo, si un conjunto S C A} es algebraico, se anulan en ¢l no
solamente la familia de polinomios que lo definen, sino también cualquier g en
el ideal generado por éstos, a saber, (T'). En realidad, hemos probado que la
familia de polinomios

I(X):={f € klz1,...,2,] : f(p) =0 para todo p € X}

que asignamos al conjunto arbitrario X C A}, es un ideal de k[z1, ..., z,]. Pero
lo anterior prueba atn més: V((T')) = V(T).

El lector podra tener la duda de cudntos polinomios son necesarios para
definir un conjunto algebraico, o de si existe un minimo numero de ellos. La
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respuesta se sigue del Teorema de la Base de Hilbert (véase el Apéndice B). Es
suficiente observar que el campo k es en particular un anillo de Noether (sus
unicos ideales (0) y (1) = k son finitamente generados), por lo que k[z1, ..., x,)
también lo es. De este modo, todo ideal en k[x1, ..., z,] es finitamente generado.
Pero podemos decir ain més de I(X).

PROPOSICION 1.1 El ideal I(X) es radical.

PRUEBA. Sea f € k[zi,...,x,] y suponga que f™ € I(X), con m € N*;
esto es, 0 = f™(p) = [f(p)]™ € k para todo p € X. Dado que k es campo, en
particular es dominio entero, lo cual implica que f(p) = 0 para todo p € X, es
decir, f € I(X). a

Hemos establecido dos reglas de correspondencia, si se considera a V' e I
como funciones: para cada ideal J de k[x1,...,x,], V le asigna su conjunto de
ceros comunes V (J) C A7; mientras que I lo hace en el sentido inverso, para el
conjunto X C A7 se tiene el ideal I(X). ;Bajo qué condiciones puede decirse
que V e I son funciones inversas la una de la otra? De principio, podemos
asegurar lo siguiente.

LeEMA 1.1
(a) Dados X CY C A}, I(Y) C I(X).
(b) Si J CLCklzy,...,x,] son ideales, entonces V(L) C V(J).

(c) SiJ esideal de k[xy,...,x,], entonces J C I(V(J)), pero no se tiene la
tgualdad en general.

(d) Dado X C A}, V(I(X)) D X. La igualdad se da si y sdlo si X es alge-
braico.

(e) Dados los ideales J1,Ja C klx1,...,2y], se tiene V(J1) C V(Jz) siy sélo
si v/ Ji 2V .

PRUEBA. Los enunciados (a), (b) y (d) son obvios. En lo que respecta a
(¢), la contencién J C I(V(J)) es obvia. Considere el ideal J := (z? + 2z + 1)
en Clz,y]. Note que V(22 + 2z + 1) = {(-1,y) : y € AL} C AZ, donde
IV(J)={(x+1)yxz+1¢&J, porlo que J # I(V(J)).

Para probar la condicién suficiente de (e) considere f € \/Ja, es decir, f™ €
Ja para algin m € N*. Luego, V(f™) D V(J2) 2 V(J1), por lo que f™ € Jy,
esto es, f € y/Ji. Para la condicién necesaria, tome z € V(J;), por lo que
f(z) =0 para todo f € J;. Suponga que x & V(Jz), es decir, que existe g € J,
tal que g(z) # 0. Como Jo C v/Jo C /J1 y g € Jo entonces g" € J; para
algin n € N*. Por lo tanto, g"(z) = 0, y esto implica que g(z) = 0 (dado que
k[x1,...,2,] es dominio entero), lo cual es una contradiccidn. a
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1.2. El “Nullstellensatz” de Hilbert

El teorema de la situacién de los ceros (como podria versar la traduccién del
término Nullstellensatz del alemén al espafiol) es la generalizacién del Teorema
Fundamental del Algebra de GauB en el siguiente sentido: mientras que este
ultimo garantiza la existencia de las raices o ceros de cualquier polinomio en
una variable con coeficientes en C, el Nullstellensatz de Hilbert extiende la
aseveracion a ciertos ideales de polinomios en varias variables, toda vez que
los coeficientes de dichos polinomios pertenezcan a un campo algebraicamente
cerrado. Antes de enunciarlo y probarlo, nos sera ultil considerar el resultado a
continuacion.

LEMA 1.2

(a) Se tiene una correspondencia biyectiva entre los ideales mazimales de
klz1,...,xz,] y los puntos de A}.

(b) Para cada ideal propio J de klx1,...,z,], V(J) # &.
PRUEBA.
(a) Seaa:= (a1,...,a,) € AP\{0}. Veamos que I(a1,...,a,) C k[z1,..., 2]
es maximal. Considere la funcién evaluacién

ev, : klxy, ..., x,] — K,

dada por ev,(f) = f(a), y note que es un homomorfismo de anillos so-
breyectivo (para cada b € k basta tomar f como el polinomio constante
b). Desde luego,

Nicev, = I(a1,...,an) = {(x1 —a1,...,Tp — ayp).
Entonces, k[z1,...,z,])/I(a1,...,a,) = k es campo, es decir, I(aq,...,a,)
es maximal en k[z1,...,z,].
Suponga ahora que se tiene el ideal maximal m C k[xi,...,x,], en-
tonces el cociente F' := k[x1,...,z,]/m es campo y, ademads, la k-dlge-
bra finitamente generada k[Z1,...,T,], donde cada T; es la clase de z; en
klx1,...,2,]/m. Puesto que k es algebraicamente cerrado, k es infinito y

se cumplen asi las hipédtesis de la Proposicién 77, de donde se sigue que
F' es algebraico sobre k. De este modo, la composiciéon

bk k[zy, ... xn) 5 k[xy, ..., 2,]/m=:F,

donde k — k[x1,...,2,] es la inclusién y n asigna a cada f su clase de
equivalencia n(f) € F, es una extensién de campos?. Finalmente, puesto

2Note que ¢ no es el morfismo constante cero, pues ello significarfa que n(k) = {0}, es
decir, que k C m, en particular, que 1 € m y, por tanto, m = k[z1,...,zn], contradiciendo el
hecho de que m es maximal. Luego, Nic ¢ # k y puesto que k es campo, Nic ¢ = {0}.
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que k es algebraicamente cerrado y en virtud de la Proposicién B.4, ¢
establece el isomorfismo F' = k.

Por tanto, haciendo b; := ¢~1(Z;) para cada i, se tiene n(z; — b;) = 0,
es decir, ; — b; € Nicn = m. Y asi, (x1 — by,...,z, — b,) C m; sin
embargo, ya mostramos que (x; — b1,..., 2, — b,) es maximal, por lo que
<(E1—b1,...,.’bn—bn> =m.

(b) Sea J un ideal de k[xy,...,x,]. Por tanto, existe un ideal maximal m
de k[z1,...,z,) tal que J C m. En virtud del inciso anterior, existe

(a1,...,a,) € A} tal que m =

<I(a17 s 7a’n)> Vs puesto que (ala AR an) =
V(m) C V(J), entonces V(J) # @.

O

Observe que el lema anterior no es valido si k no es algebraicamente cerrado.?
TEOREMA 1.1 (NULLSTELLENSATZ) Para cada ideal J de k[xy, ..., xy],
I(V(J)) = VJ.
De este modo, la funcidn I es inversa izquierda de V si y sélo si J = /J.

PRUEBA. Para verificar que v/J C I(V(J)), considere g € /J, es decir,
g™ € J para alguna m, entonces 0 = g™ (p) = [g(p)]™ para todo p € V(J) v,
por tanto, g(p) = 0 para todo p (en vista de que k es en particular dominio
entero). De este modo, g € I(V(J)) y con ello g™ € I(V(J)) también.

Por otro lado, dado f € I(V(J)), se pretende hallar ¢ € N* tal que f9 sea
de la forma

fq:ZAigi» con g; € Jy Aj € k[xy, ... xy].
i—1

En otras palabras, que f? € J para algin g € N*. Para ello, introducimos una
nueva variable zg v definimos*
Jp = (J,1 —xof) Cklzo,z1,...,2n].
De este modo, se tiene
V(Jy) = {(ao,al, coeyap) € AZ'H s (a1, .yan) €V() vy aoflar, ... an) = 1} .

Puesto que f € I(V(J)), f(a1,...,a,) = 0 para todo (ai,...,a,) € V(J) y
asi, agf(a1,...,a,) # 1, independientemente de la eleccién de ag. Por tanto,

3Véase la Proposicién B.5.
4Este procedimiento es conocido como el “truco de Rabinowitsch”.
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V(Jf) = @ y con ello Jy = klzg,z1,...,2,), en particular 1 € J; es decir,
podemos escribir al elemento 1 como

1 :Oéo(lfl’of)+zaigi, (11)
i=1
donde «g,; € klxg,x1,...,2,] y gi € J para todo i. Elegimos ¢ como la

méxima potencia de xg que aparece en los polinomios «; para 0 < ¢ < r, de
modo que si multiplicamos la ecuacién (1.1) por f? resulta

fr=A0(1 = zof) + Y Aigi, (1.2)
i=1
donde A; := «a;f? € k[zof,x1,...,2,) para 0 < i < r. Aclaramos esta tdltima

aseveracion: cada «; es de la forma

_ Z” L \en
o = jTo Ty v Tn, con Aj € K,
Jj=1
por lo que
P . _
Z i i bl b7
Ai = quéi = Aij bO(IOf)bOzll ...zn"
j=1
_y .
y puesto que f € k[x1,...,2,], f97% puede expresarse como suma de monomios
en los que solamente aparecen potencias de z1,...,,, potencias que podemos

sumar a cada b}; al resultado de dicha suma lo denotamos por ¢]. Luego, se
tiene

P i j
Ai = Z Aj('rof)céxil o x%n S k[f]}o, T1y--- ,J?n]-
j=1
Considere ahora el anillo k[zg, 21, ...,z,]/(1 — 2, f) y el morfismo canénico
klay, ... xn) & klzo, 21, ..., 2]/ (1 — o f).

Usando la ecuacién (1.2) obtenemos
fi= ZAi(l,xl, ey @) gi, mod (1 —x,f).
i=1
En virtud de la inyectividad de 7, se tiene la igualdad
T
fq = ZAi(laxla s 7xn)gi7
i=1

por lo que f9 € J, como se queria probar. O
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1.3. La Topologia de Zariski
La funcién V verifica las siguientes propiedades.

LEmMA 1.3
(a) Los conjuntos @ y A} son algebraicos en AJ}.

(b) La interseccion arbitraria de conjuntos algebraicos afines es un conjunto
algebraico afin.

(¢) La unién de una familia finita de conjuntos algebraicos afines es un con-
junto algebraico afin.

PRUEBA.

(a) Note que @ =V (k[z1,...,x,]) y A} = V(0).

(b) Considere la familia de conjuntos algebraicos {V(.J;) };cs. Probaremos que
V)=V <Z J)
ic€B i€B

Sea u € ﬂ V(J;).Sige Z J;, dado que g es de la forma g = Z)\igi,

i€B i€B i€B
donde cada g; € J; y \; € k[z1,...,x,] para todo i, se tiene g(u) = 0,

pues cada g;(u) = 0 por hipétesis. Luego, u € V ZJZ- , por lo que

i€B
ﬂ V(J;)CV (Z Ji>. Por otro lado, para cada ¢ € B, J; C Z Ji, por
i€B ieB ieB
tanto V(J;) DV (Z Ji> yasi (| V(J;) 2V (Z J)
ieB ieB ieB

(c) Dada la familia finita de conjuntos algebraicos {V(J,)},, probaremos
que
Uvy=v (H Jr>.
r=1 r=1

Sea u € U V(J,). Entonces, existe r* € {1,...,m} tal que u € V(Jx),

r=1

es decir, f(u) = 0 para todo f € J,«. Si g € H J, tomado de manera

r=1
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arbitraria, entonces puede escribirse como una suma finita de la forma

q mo
g= Z)\j [H ggﬂ, donde \; € k[z1,...,2,] y cada g, € J,. Dado que
j=1 r=1

m .
g (u) = 0, entonces H gfd‘ se anula en u y con ello g(u) = 0. Por lo tanto,

r=1

como g es arbitrario, u € V (H JT> , por lo que U V(J)CV (H JT> .
r=1 r=1 r=1

O

Dotamos al espacio afin A} de una topologia si consideramos a cada con-
junto algebraico X como conjunto cerrado. El lema anterior establece que tales
propiedades de los conjuntos algebraicos son precisamente los axiomas de espa-
cio topolégico. A esta topologia de A} la llamamos la topologia de Zariski.

Sea M C A} un conjunto arbitrario. Su cerradura segin la topologia de
Zariski, es el menor conjunto algebraico M que contiene a M. Puede caracteri-
zarse de la siguiente manera: sea {V(J;)}iea, con J; C k[z1,...,zy], la familia
de conjuntos algebraicos que contienen a M, entonces

M = ﬂV(Ji)=V<ZJi>.

€A €A

Por tanto, segtin el Nullstellensatz,

I(M)2I(M) = > Ji
AN

PROPOSICION 1.2 Para cada f € klx1,...,x,] definimos D(f) := AP\ V(f).
La familia de abiertos D(f) forma una base para la topologia de Zariski en A}.

PRUEBA. Sea X un conjunto abierto en A}, por tanto, existe J ideal de
k[z1,...,2z,] tal que V(J) = AR\ X. Por el Teorema de la Base de Hilbert, J es

de generacién finita, digamos J = (f1,..., fs), de modo que V(J) = ﬂ V(f5)
j=1

y por las leyes de De Morgan, X = U D(f;)- -
j=1

Presentamos ahora una serie de propiedades topolégicas de los conjuntos
algebraicos afines.

PROPOSICION 1.3 Todo conjunto algebraico X C A} es un espacio topoldgico
de Noether (cualquier cadena estrictamente descendente de conjuntos cerrados
en X es estacionaria,).
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PRUEBA. Sea X7 D X5 D --- D X; D --- una cadena estrictamente descen-
dente de subconjuntos algebraicos de X. Esta induce una cadena estrictamente
creciente de ideales I(X;) C I(X3) C -+ C I(X;) C --- en I(X). Puesto que

E[x1,...,2,] es de Noether, dicha cadena de ideales es estacionaria, es decir,
I(X,) =I(X,4+1) = -+ a partir de cierto r € N, es decir, X, = X,41 =--- a
partir de ese valor 7. O

DEFINICION 1.2 Decimos que un conjunto algebraico X C Al es irreducible si
no admite una descomposicion de la forma

X =X1UXs

en subconjuntos algebraicos propios X1, Xs C X. De otro modo, se dice que X
es reducible.

Nos sera util considerar el siguiente resultado.

OBSERVACION 1.1 El conjunto algebraico X C A} es irreducible si y sdlo si el
ideal I(X) C k[z1,...,xy,] es primo.

PRUEBA. Para mostrar la condicién necesaria, suponga que I(X) es ideal
primo. Si X fuese reducible, existirian al menos dos conjuntos algebraicos X1, Xs
no vacios, de manera que X1NXo = gy X = X;UX5. De este modo, se tendrian
las contenciones propias X; C X y X3 C X, de modo que existirfan f € X \ X3
y g € X \ Xs. Asi, el polinomio fg € I(X1)I(X3) = I(X) se anularfa en X,
mientras que ni f ni g se anulan en X, lo cual implicaria que I(X) no es primo,
lo cual estaria en contra de las hipdtesis. Por tanto, X es irreducible.

Para la condicién suficiente, sea X C A} irreducible y considere los poli-
nomios f1, fo € k[z1,...,z,] \ I(X). Suponer que fifs € I(X) equivaldria a
decir que (fif2) C I(X) y esto a su vez que X = V(I(X)) C V(fif2) =
V(f1) NV (f2), es decir, que X C V(f;) y con ello que f; y fo se anulan en X,
esto es, f1, fo € I(X), lo cual es una contradiccién. Por tanto, fif2 & I(X), por
lo que I(X) es primo. O

PROPOSICION 1.4 Para todo conjunto algebraico X C A} existe una tnica fa-
milia finita de conjuntos algebraicos irreducibles {X;}5_,, de manera que X
pueda expresarse como

PRUEBA. Sea A la familia de conjuntos algebraicos de A} que no admiten
una descomposicién finita en componentes irreducibles y suponga que A # @.
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Sea F' € A. Si G UG’ es una descomposicién de F' en conjuntos algebraicos,
donde G, G’ C F por supuesto, al menos uno de ellos, digamos G, es reducible;
por lo tanto, puede descomponerse a su vez como G = G UGY. Nuevamente, al
menos uno de los conjuntos Gy o G’ debe ser reducible, digamos G; = Go UG,.
Iterando este proceso, obtenemos la cadena descendente de elementos de A

C:. GODG DG D---G;D -+,

la cual, en virtud de la proposicién (1.3), debe ser estacionaria. Sea G, el ele-
mento minimo de C. Puesto que G, € A, G, debe ser reducible: G, = WU W".
Sin embargo, dado que G, es minimo en C, entonces W = G, o W' = G,
que contradice el hecho de que G, es reducible. Por tanto, la contradiccién es
consecuencia de suponer que A es no vacio.

Argumentamos a continuacion la unicidad. Suponga que se tienen las dos
descomposiciones de X

X=XjU---UuX,=Y1U---UY;,

donde cada X; y cada Y} son irreducibles, ademas de que X; ¢ X, ni Y; ¢ Y,
siempre que ¢ # p y j # q. De este modo

X, =X;NnX = U(X,-ij).

Jj=1

Dado que cada X; es irreducible, se tiene X; NY;~ = X;, para algin indice j*,
particularmente Y;~ D X;. Intercambiando los papeles de las dos descomposi-
ciones, un argumento similar muestra que para alguna i* se tiene X;- D Y; D X;.
Por tanto, ¢ = 1" y X; = Y. O

COROLARIO 1.1 Si el conjunto algebraico X C A} es irreducible y posee mds
de un punto, entonces no es un espacio topolégico de Hausdorff.

PRUEBA. Puesto que X es irreducible, para cada par X1, Xo de subconjuntos
cerrados de X, X1 U Xy # X. Es decir, la interseccién de los abiertos X{ N X§
no es vacia. O

El siguiente lema es valido para cualquier espacio topolégico, no depende de
la definicién de la topologia de Zariski.

LEMA 1.4 Sea X C A} un conjunto algebraico. Son equivalentes
(i) X es irreducible;

(i) st Wy y Wa son abiertos no vacios de X, entonces W1 N Wa # &;
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(i1i) todo subconjunto abierto no vacio U de X es denso en X.
PRUEBA. Note que
WiNWsy # @ siysélosi (X \Wi)U(X\ W) =X5 (1.3)

(1) = (2). Dados los abiertos no vacfos Wy y Wy de X, X \ Wy y X \ Wa.
Note que (X \ W1) U (X \ Wa), ya que X es irreducible; sin embargo, por (1.3)
se tiene W1 N Wy = @.

(2) = (1) Si X es reducible, existen W y Wy subconjuntos cerrados propios
de X tales que W71 U W, = X. Nuevamente, por (1.3), se tiene (X \ Wi) U (X \
Wa) = X.

(2) = (3) Si U es abierto no vacio de X, por la propiedad (ii), U UU’ # @
para todo abierto U’ de X. Esta es la propia definicién de conjunto denso.

(3) = (2) La definicién de conjunto denso. ad

1.4. Anillos de coordenadas

Es comun que siempre que se definen los objetos de estudio se establezcan
las relaciones entre éstos. En este caso, estamos interesados en definir un mor-
fismo entre conjuntos algebraicos afines. Con este fin, establecemos primero la
terminologia.

DEFINICION 1.3 Sea U C A}. Se dice que la funcion f : U — k es polinomial
si existe un polinomio P € k[x1,...,x,] tal que f(q) = P(q), para todo q € U.

Es claro que todo g € k[x1,...,x,] es una funcién polinomial. Sin embargo,
en la terminologia de la definicién anterior, el polinomio P no caracteriza a
la funcién f, es decir, una funcién regular no estd determinada por un tnico
polinomio. Para convencernos de ello, note que f = P + @, para cualquier
Q@ € I(U). Ahora bien, si en el conjunto de funciones polinomiales de la forma
U — k se establece la relacién

¢~ysiysdlosigp—vyellU),
se tiene entonces el isomorfismo
{Funciones polinomiales en U} = k[z1,...,2,]/I(U) =: k[U],

dado que ~ es de equivalencia. Llamamos a k[U] el anillo de coordenadas de U
y estaremos particularmente interesados en el caso en que U sea un conjunto
algebraico o un subconjunto abierto de A}. De este modo, identificamos a la
funcién polinomial f anterior con la clase de equivalencia de P en k[U].

5Para convencernos de ello, advierta que W1 U Wa # @ si y sélo si (X \ W) U (X \ Wa)U
(W1 N W) = X.
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EJEMPLOS.

1. Considere U := V(22 — z) C A}, esto es, U = {0,1} C k. Su anillo de
coordenadas es k[U] := k[z]/(z? — z).

2. El anillo de coordenadas k[I'] de la curva algebraica I' := V(y — 2?) C A
es k[z,y]/(y — z?). Dicho cociente esté generado, como k-dlgebra, por las
clases T e . Puesto que y — 2% € (y — 2?), se tiene la igualdad y = 22 y
dado que 22 € (T) C k[I'], pues T - T = a2, se tiene k[I'] & k[x].

Otra forma de convencernos de ello es la siguiente: observe que k[z,y]
puede ser visto como k[z][y]. Consideramos entonces el morfismo evalu-
acion
evge : klzlly] —  kla]
fly) = f@?).
Veamos que este morfismo es suprayectivo: dado h(z) = >.°_,c.a” en
k[x], separamos las potencias pares de = de las impares y reescribimos el

polinomio como
h(x) = E c’l‘i‘rri + E ch mTj)
icA jeB

donde 7; es impar y r; es par. Para el miembro de la derecha, factorizamos

2
h(z) = Zcmx” + 22 Z crjx”j/z,

T4
icA jeB

Reemplazamos 2 por y, otenemos un elemento (que no es tinico en gen-
eral)

g(z,y) =Y era™ +y > e/ € (evy2) T (h) C kla][yl.
i€A jEB

Ahora bien, note que Ntic ¢ = {g € k[z,y] : (y—2?)|g} = (y —2?) y, por
tanto, klz] = klz, y]/ (y — %),

3. Considere la superficie S := V(2 — zy) € A}. Su anillo de coordenadas
k[X] estd dado por k[z,y, z]/{z — xy).

Intuitivamente, dado U C A}, podemos pensar al anillo de coordenadas k[U]
como el conjunto formado por las clases de las funciones polinomiales que no se
anulan en U y la clase del cero (estas ultimas, las que se anulan en U).

Podemos, entonces, establecer la relacion entre objetos que buscamos.

DEFINICION 1.4 Sean X C A} e Y C A" conjuntos algebraicos afines. Un
morfismo polinomial entre conjuntos algebraicos es una funcion ¢ : X — Y
de la forma ¢(q) = (P1(q),...,Pn(q)), con g € X y Py,..., P, funciones
polinomiales definidas en X .
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Veamos que todo morfismo polinomial ¢ : X — Y puede escribirse de la
forma f = (f1,..., fm), con f; € k[X] para todo i y la razén es la siguiente.
Considere el diagrama

X — >y

N

1
Ay,

donde m; asocia a cada p € Y su coordenada i-ésima y f; = m; o . Por tanto,
para cada i se tiene un morfismo f; € k[X] .

Es de hacerse notar que la imagen de un conjunto algebraico bajo un mor-
fismo polinomial no es en general un conjunto algebraico: considere la funcién
¢ : C? — C? dada por (z,y) — (x,zy). En este caso, Im ¢ = C2\ B, donde
B :={(0,b) : b#0}.

PROPOSICION 1.5 Todo morfismo polinomial pp : X — Y, donde X C A} y
Y C A", es una funcion continua respecto a la topologia de Zariski.

PRUEBA. Sea u € X y B una vecindad de u(u) € Y. De este modo, Y\ B es
algebraico, digamos, Y\ B = V(hy,...,h;), con h; € k[z1,...,2,]. Asi, para
cada i, h; o u(p) = 0, para todo p € u~ (Y \ B), por lo que este ltimo conjunto
es algebraico en X. Entonces, 4 := X \ u~1(Y \ B) es abierto y note, ademas,
que contiene a u. Puesto que pu(A) C B, u es continua. O

OBSERVACION 1.2
(a) La funcion identidad es morfismo polinomial.

(b) La composicion de dos morfismos polinomiales es de nuevo un morfismo

polinomial.
PRUEBA.
(a) Sea g = (q1,...,qn) € X. Considere el siguiente diagrama:
1x
X—X
m
fi
A},
donde 1x es el morfismo identidad. Por tanto, escrimos 1x = (f1,..., fn),

donde cada f; = m; 0 1x = m; € k[X] es tal que a cada ¢ € X asocia su
coordenada g¢;; esto es, f; € k[X].
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(b) Considere la composicién de morfismos polinomiales X 2> Y LNy , donde
X CAL Y CAy Z C Ay Por tanto, escribimos

90:(9017"'7@771) y ¢:(¢1"'7wr)7

con ¢; € k[X] para todo ¢, mientras que ¢; € k[Y] para todo j. Dado
p € X, se tiene

(Wop)p) = P(p1(p)s---spm(p)
= (W1(e1(@)s-- s om®))s - r(@1(p)s - - s o (p)))-

Asi, el morfismo ¢pop : X — Z, estéd dado por Yoy = (f1,..., f-), donde

fi(p) =vi(e1(p), ..., pm(p)), para cada p € X, y note que cada f; es una
funcién polinomial. O

EJEMPLOS.

1. Considere A := V(zy—1) C A7 y B:= A}.. La asignacién ¢ : A — B, dada
por p — 7(p) es un morfismo polinomial entre conjuntos algebraicos (no
suprayectivo). Basta advertir que la funcién 7 : k[z, y] — k es polinomial,
a saber, ¢(x,y) = .

2. Sean U :=V(y—a3) CA; y W := V(22 +y*>+2%—1) C A}. El morfismo
w:U — W, donde w = (w1,ws,ws) y wi(z,y) = z, wa(z,y) =y y
ws(x,y) =y, es un morfismo polinomial.

DEFINICION 1.5 Dados los conjuntos algebraicos U C A} y V. C A, se dice
que el morfismo ¢ : U — V es un isomorfismo si existe un morfismo polinomial
¢:V — U de manera que pop =1y ypop = 1y.

1.5. El diccionario Algebra—Geometria Afin

Las secciones anteriores proporcionan los resultados necesarios para afirmar
que se puede construir una categoria cuyos objetos son los conjuntos algebraicos
afines sobre cierto campo k algebraicamente cerrado y como flechas los morfis-
mos polinomiales. A esta categoria la denotamos por Afy. Hemos visto también
que a cada conjunto algebraico afin U C A} es posible asociarle una k-algebra
finitamente generada: su anillo de coordenadas k[U]. ;Es posible, entonces, es-
tablecer un puente entre estos objetos geométricos y alguna categoria de objetos
algebraicos, digamos, la de anillos conmutativos AnC? La respuesta es, como
ha de sospechar, afirmativa.

Estudiemos primero las propiedades de los anillos de coordenadas.
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OBSERVACION 1.3 Sea X C A}. El anillo k[X] no posee elementos nilpotentes.

PRUEBA. Note que k[X] = k[z1,...,2,]/I(X) es una k-algebra finitamente
generada y que el ideal I(X) es radical. Suponga que k[X] posee elementos
nilpotentes, digamos f € k[X] no cero, de manera que ?r = f7 = 0 para algtin
r € N*. Entonces, f7 € I(X) y, puesto que I(X) es radical, f € I(X), es decir,
f =0, lo cual contradice las hipétesis. O

A las dlgebras sobre k que no poseen elementos nilpotentes se les llama
reducidas. Asi, estaremos interesados en las k-algebras reducidas finitamente
generadas, a las que nombramos k-dlgebras afines. Estas forman una categoria,
que denotaremos por AlgAfk, donde los morfismos entre los objetos son los
homomorfismos de k-algebras.

Ahora bien, considere los conjuntos algebraicos X C A}, Y C A"y Z C Aj.
Con el afan de construir un funtor ® : Af, — AlgAfk7 veremos a continuacién
que todo morfismo polinomial ¢ : X — Y induce un homomorfismo de k-
algebras afines ¢* : k[Y] — k[X].

Dado g € k[Y], definimos ¢*(g) := g o ¢ y tenemos entonces el siguiente
diagrama conmutativo.

X — Yy

g
«p*\(g)\4 l

Al

En otras palabras, ¢* : k[Y]| — k[X] es tal que g — g o ¢. Note ademds que si
¢ :Y — Z es otro morfismo polinomial, se tiene para la composicién

(Pow)" =" o¢": k[Z] — K[X].
Esto tltimo se sigue de advertir que, dado f € k[Z],

(o) (f)=fo(pop)=(fop)op=0¢"(f)op =" (¢"(f)) = (¢" 0 d")(f)

Por lo tanto, el funtor ® : Afy — AlgAfk asigna a cada conjunto algebraico
affn X su anillo de coordenadas k[X] y a cada morfismo polinomial ¢ : X — Y
el morfismo de k-dlgebras afines ¢* : k[Y] — k[X], es decir, ® es un funtor
contravariante.

En el sentido inverso, dado un homomorfismo ¢ : k[Y] — k[X] de k-&lgebras
afines, mostraremos que existe un unico morfismo polinomial p : X — Y tal
que p* = 1. Se quiere construir ahora un funtor W : AlgAfk — Afy.

En virtud de que Y C A}, observe que

k‘[Y] = k[ylw-'vym]/I(Y) = k[ylv"'aymL
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es un objeto de AlgAfk7 donde g; denota la clase de y; médulo I(Y), es decir,
y; = y; + I(Y). Hagamos entonces f; := ¥(7;) € k[X], veamos que

f=01, . fm): X — A

es el morfismo polinomial que buscamos.

Cada generador g; de k[Y] establece una funcién polinomial: la proyeccién
m; Y — AL, de modo que (y;) : V — A} es también una funcién polinomial.
En consecuencia, f es un morfismo polinomial.

Para ver que f(X) CY, considere un polinomio M (y1,...,ym) € I(Y), por
lo que su clase M(¥y,...,7,,) en k[Y] es la clase del cero y dado que (M) =
M o f, entonces también (M) = 0. Se tiene, asi, el diagrama conmutativo

M
w(m l

Al
De este modo,

0=9(M(W)1,- -+ Tm)) = MO@G1), -0 @m)) = M(frs- o fmn)-

Por tanto, ¥(M) € I(f(X)). Hemos mostrado la contencién I(Y) C I(f(X)) y
esto implica que f(X) C Y, como se querfa probar.

Solamente nos hace falta mostrar que ¢ = f* y que f es unico con tal
propiedad. Como las clases 7y, . .., 7,, generan a la k-dlgebra k[Y], es suficiente
mostrar que ¥(7;) = f*(y,;) = f; para cada i. Sin embargo, esta dltima igualdad
es precisamente la definicién de f;; pero todavia més, la igualdad también mues-
tra que f es el inico morfismo tal que ¢ = f*, estableciéndose asi la unicidad.

Con lo anterior, se construyé un puente entre conjuntos algebraicos afines
y k-algebras afines, un diccionario “algebra-geometria”, mediante los funtores
U y ®. Si el amable lector se pregunta si éstos son inversos el uno del otro,
acertard al responderse: si. Probamos este hecho enseguida.

Sea X un objeto de Afy, digamos, X C A}. El funtor ® asocia a X su
anillo de coordenadas k[X] en AlgAf,. Si bien establecimos ¥, diciendo que
este funtor asocia a la k-dlgebra k[X] su conjunto algebraico subyacente X,
no se dijo qué conjunto algebraico corresponde a una k-algebra afin A arbi-
traria en AlgAfk, como lo hacemos a continuacién. Como A es finitamente
generable, podemos elegir un conjunto de generadores {ai,...,a,}, tal que
A = kla1,...,a,]. Consideramos entonces el morfismo

n:klzy, ... 2, = A=klay, ..., ay)
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definido por n(z;) = a;, para cada i; note que, por tanto, 1 es suprayectivo. Se
tiene asi el isomorfismo

klz1,...,z,]/Niacy = A.

Dado que A no posee elementos nilpotentes, Niic7 es un ideal radical, mismo
que define el conjunto algebraico V (Nicn) C A}.
Por lo tanto, si ponemos atencién en la composicién de funtores

Af 2 AlgAf, L Afy,

ésta es tal que X — k[X] = klz1,...,2,]/I(X) — V(I(X)) = X. En otras
palabras, Wo ® = 14¢, .

Por otro lado, si B es un objeto en AlgAfy, elegimos {b1,...,bm} C B de
modo que B = k[by,...,by]. Como se hizo antes, consideramos

0:k[xy,...,zm] — B,

con x; +— b; para todo j y asi k[z1,...,%]/Nicd = B. Se sigue entonces
que ¥(B) = V(Nucd) C A} es algebraico. Por lo tanto, I(V(Nucd)) = Nucé.
Luego, al aplicar ® a V(Nucd) se obtiene k[xi,...,x,]/Nicd = B, esto es,

Dol = 14ga1, -

Hemos probado el siguiente resultado.
TEOREMA 1.2 El funtor ® : Af, — AlgAfk, definido en objetos como
V— k[V],
y en morfismos por (f : V. — W)+ (f* : k[W] — k[V]), induce una equiva-
lencia de categorias,® donde W : AlgAf, — Afy es tal que @1 = U, m]

A la luz de este teorema y de resultados anteriores, se tienen las siguientes
equivalencias.

PROPOSICION 1.6 Eriste una correspondencia biunivoca en cada uno de los ca-
508 siguientes.

(a) Ideales radicales de k[x1,...,x,] y conjuntos algebraicos en A}.

b) Conjuntos algebraicos irreducibles U C AT e ideales primos en k[x1, ..., Ty,
k
(cada uno de los cuales da lugar a un dominio entero k[U]).

(¢) Ideales mazimales en k[z1,...,x,] y puntos en A,

6Véase el Apéndice A.
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PRUEBA.

(a)

()

Si X C A} es algebraico, I(X) C k[z1,...,z,] es ideal radical, por la
proposicién 1.1. Si J C k[zy,...,x,] es un ideal radical y suponemos que
V(J) no es algebraico, entonces I(V(J)) # +/J, pero por el lema 1.1,
J CI(V(J)) #+/J, una contradiccién, pues J es radical.

Si el conjunto algebraico U C A} es irreducible suponga que I(U) no
es primo, es decir, existen hy, ho € k[xy,...,2,] tales que hihe € I(U)
pero ni hy ni hy estén en I(U). Sean J; = (I(U),h1) y Jo = (I(U), ha);
note que V(J1) y V(J2) son subconjuntos algebraicos propios de U y que
U CV(J1)UV(Jy). Para cada p € U, se tiene p € Uy o p € Us; por tanto,
si h1ha(p) = 0, entonces hi(p) = 0 0 ha(p) = 0, por lo que U es reducible,
lo cual niega la hipotesis.

Por otro lado, si I(U) es primo, suponga que U es reducible, es decir,
pueden hallarse U; y U, subconjuntos algebraicos propios de U tales que
U = Uy UU;y (note que I(Ur),I(Uz) D I(U)). De este modo, existen
g1 € IUN)\I(U) y g2 € I(Uz) \ I(U), tales que el producto g1 g2 se anula
en Uy UUy = U, es decir, gi1g2 € I(U). Por tanto, I(U) no es primo, lo
cual es una contradiccion.

Luego, si U es irreducible, I(U) es primo y as{ k[U] = k[z1, ..., 2,]/I(U)

es un dominio entero.

Véase el lema 1.2. O

1.6. Morfismos Racionales: el caso afin

Ponemos ahora nuestra atencién en una clase particular de morfismos poli-
nomiales entre conjuntos algebraicos: los morfismos racionales.

A lo largo de esta seccién, supondremos que U C A} es un conjunto alge-
braico irreducible, de modo que, en virtud de la proposicién (1.6), k[U] serd un
dominio entero.

DEFINICION 1.6 El anillo k[U] posee un campo de cocientes asociado, al que
denotamos por k(U) y llamamos campo de funciones racionales sobre U.”

Cada funcién racional f € k(U) puede expresarse en términos de las fun-
ciones polinomiales g,h € k[U], con g # 0, como f = g/h. Sin embargo, esta
representacion no es tnica en general.

"Véase el Apéndice B.
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DEFINICION 1.7 Dados f € k(U) y p € U, decimos que la funcidén racional f
es regular en p si existe para ésta una representacion f = g/h, con g, h € k[U]
y h(p) # 0. Asi, el dominio de definicién de f es el conjunto

dom(f) :={q €U : h(q) # 0}.
En general, dado r € k[U], definimos
D(r) = AR\ V(r),

el cual es, por supuesto, un subconjunto abierto de A}. Andlogamente, si J es
ideal de k[z1,...,xy),
D(J) == A\ V(J)

es abierto en A}.

Dado X es un subconjunto abierto de U, es usual la notacién Oy (X) para
referirse al subanillo de k(U) formado por las funciones regulares en X. En
particular, para cada punto p € X, se tiene el anillo

Ovp:={f€k(U) : f esregular en p}.

Cuando se consideran espacios topolégicos F y F, es comun que tratemos
con funciones continuas f : E — F y que se fije la atencién en subconjuntos
abiertos de F, o bien, en aquéllas cuyo dominio sea un conjunto abierto A C F.
Se tienen entonces funciones “abiertas” entre espacios topoldgicos. En lo que
nos ocupa, se busca construir la analogia para los conjuntos algebraicos con
la topologia de Zariski. Mdas precisamente, la importancia de considerar las
funciones racionales sobre conjuntos algebraicos, es que el dominio de definicién
de éstas es siempre un conjunto abierto, como veremos a continuacion.

PROPOSICION 1.7 Sea f € k(U).
(a) El conjunto dom(f) es abierto y denso en U.
(b) La igualdad dom(f) = U sucede si y sélo si f € k[U].
(c¢) Se tiene D(h) C dom(f) si y sdlo si f € k[U][1/h]
(d) Para cada p € U, el anillo Oy, es local. Se tiene ademds
Ou,p = kU™ h(p) # 0}

es decir, Oy, = k[U][S]7Y, con S = {h € k[U] : h(p) # 0}.
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PRUEBA.

(a)

Considere el conjunto
den(f) :={h € k[U] : fh € k[U]}.

Note que éste es un ideal de k[U] al que nombramos el ideal de deno-
minadores de f. Este coincide con el conjunto de funciones polinomia-
les h € k[U] que aparecen como denominador en alguna representacién
f = g/h, més la funcién constante cero. En otras palabras,

den(f) = {h € k[V] : existe g € k[U] de modo que f = g/h} U {0}.

Asi, V(den(f)) = {¢ € U : h(q) = 0, paratodo h € den(f)} = U \
dom(f) es cerrado, esto es, dom(f) es abierto en U.

Dado que hemos considerado a U como irreducible, la densidad de dom( f)
en U se sigue del lema 1.4.

Note que dom(f) = U si y sélo si V(den(f)) = @ que, por el inciso (b)
del Lema 1.2, se tiene si y sélo si 1 € den(f), que a su vez equivale a que

f e kU]

Se tiene D(h) siy s6lo si h(g) = 0 para todo ¢ € V(den(f)). De acuerdo
con el Teorema 1.1, lo anterior equivale a afirmar que alguna potencia de
h pertenece a den(f), digamos, h", lo que a su vez implica que se tiene la
representacién f = g/h" € k[U][1/h].

En virtud de que k[U] es un dominio entero, el conjunto
S:={h €k[U] : h(p) # 0}

es multiplicativamente cerrado. Podemos, pues, localizar a k[U] respecto
de S; de este modo, se extiende a k[U] incluyendo los inversos bajo la
multiplicacién de todos los elementos en S. Se obtiene entonces

kK[UI[S]) ! = {% . g€ k[U],h € s}.

Ahora bien, el inico ideal maximo de Oy, es

g
my, = {E e k[U] : g(p) = O}.
Para convencerse de ello, observe que un elemento en Oy, \ m, es de la
forma r/s, donde r;s € S, el cual es invertible, su inverso es s/r. Por
tanto, si existiese un ideal n tal que m, € n C Oy, y suponemos que la
primera contensién es propia, un elemento u € n '\ m, es unidad y, por
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tanto, contiene al elemento 1, es decir, n = Oy, lo que prueba que m, es
maximo.

Suponer que m, no es maximo nos lleva a suponer la existencia de otro
ideal méximo a distinto de m,,, es decir, tal que a\ m, # &. Sin embargo,
hemos visto que todo elemento de Oy, que no pertenece a m, es unidad,
es decir, m, = Oyp,p. O

Las funciones entre conjuntos algebraicos que buscamos son los morfismos
racionales.

DEFINICION 1.8 Sean X C A" e Y C A} conjuntos algebraicos irreducibles.
Un morfismo racional p : X — A} es una coleccion ordenada p = (p1,...,pn)
de funciones racionales p1, ..., pn en k(X). Decimos que p es regular enp € X
st cada funcion racional p; es reqular en p. El dominio de definicién de p es la
interseccion de los conjuntos de puntos regulares de cada pj, esto es,

dom(p) := ﬂ dom(p;).
j=1

La funcion 7 : X — Y es un morfismo racional entre conjuntos algebraicos
irreducibles si T : X — A} es un morfismo racional tal que 7(p) € Y para cada
punto regular p € X.

Se pretende asociar a cada morfismo racional 7 : X — Y un morfismo de
campos 7* : k(YY) — k(X), mismo que entenderemos como la extensién del mor-
fismo de anillos k[Y] — k[X]. Se quiere hacer la analogia con la construccién
dada en la seccién 1.5. Pero, en constraste con lo que sucede con los morfis-
mos polinomiales, la composicién de morfismos racionales no es en general un
morfismo racional.

EJEMPLO. Considere los morfismos racionales f : A,lc — Ai vg: Ai — A}
dados por f(t) = (t,0) y g(t,s) = s/t. Observe que f(A})Ndom(g) = @, por lo
que la composicién no estd definida.

;Para qué clase de morfismos la composicion esta definida?, ;qué propiedad
los caracteriza? A ello atiende la siguiente definicion.

DEFINICION 1.9 Decimos que el morfismo racional 7 : X — Y es dominante
si 7(dom(T)) es un subconjunto denso® de Y.

Ya que hemos puesto nuestra atencién en los puntos regulares, en este caso,
de 7, dado U C Y abierto, imagen inversa de U bajo T significara

() = {p € dom(r) : 7(p) € U}.

8Segiin la topologia de Zariski.
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PROPOSICION 1.8 Sean X eY conjuntos algebraicos irreducibles.

(a) Cada morfismo racional dominante 7 : X — Y induce un morfismo de

campos 7 : k(Y) — k(X).

(b) Si¢:k(Y)— k(X) es un morfismo de campos, existe un dnico morfismo

racional dominante ¢ : X — Y de modo que p* = ¢.

(c) SiT:X - Y yo:Y — W son morfismos racionales dominantes,

entonces o o1 : X — W también lo es. Ademds, (0 oT)* =71*00".

PRUEBA.

(a)

Para cada morfismo racional 7: X — Y se tiene el morfismo de anillos
kY] — k[X].
Pretendemos construir el morfismo 7 : k(Y) — k(X) como

(/) =T (f)/7(h).

Probaremos por contrapositiva que si 7 es dominante, la condicién h(p) #
0 para todo p € Y garantizard que 7/(h)(q) # 0 para todo ¢ € X. Dado
h € k[Y], 7/(h) es el morfismo constante cero si y sélo si 7(dom(7)) C
V(h) CY. Puesto que 7 es dominante, 7(dom(7)) es denso en Y, es decir,
su cerradura 7(dom(7)) = Y. De aqui se sigue que V(h) =Y, esto es, h es
el morfismo constante cero. El morfismo 7* esta, entonces, bien definido.

Suponga que Y C A", por lo que expresamos a k[Y] como

k[yla cee 7ym]/I(Y> = k[?h tee ’ymL

donde g; denota la clase de y;. Por tanto, k&(Y) = k(yy, ..., 7,,). Definimos

Vii= 0@) ERX) ¥ Y= (1, ) s X — AP

Debe probarse que ¥ (dom(t)) es un subconjunto denso de Y. De este
modo, la igualdad ¥* = ¢ se tendria por la construcciéon que se ha hecho
de .

Si G = G(y1,-..,Ym) pertenece a I(Y), G(yy,...,7,,) es el morfismo
constante cero en k[Y]. De este modo,

G(¢17 e 71/}771) = G(Qs(gl)? ey ¢(?m)) = (ZS(G(ylv e 7ym)) = 07

lo que prueba la contensién I(Y) C I(¢(dom(w))) o, equivalentemente,
que (dom (1)) C Y.

Como ¢* = ¢, se tiene ¥*|yy] = @|xy] ¥, dado que ¢ es un morfismo
de campos, ¢ es inyectivo. Asi, el morfismo ©*[yy) @ K[Y] — k(X) es
inyectivo, de donde se sigue (por lo discutido en el inciso (a) de esta
prueba) que ¢ es dominante.
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(c) Puestoque 7: X - Y y 0:Y — W son dominantes, los morfismos
TRY]) s k(X)) y o kW] — k(YY)

son inyectivos, por lo que 7/ o’ = (oo 7)" también lo es. De aqui se sigue
(por el inciso (a)) que 0 o7 : X — W es dominante. O

Los subconjuntos abiertos de los conjuntos algebraicos afines comparten cier-
tas caracteristicas con los conjuntos algebraicos mismos. Bajo ciertas condi-
ciones, es posible establecer isomorfismos entre ellos, lo que justifica la siguiente
terminologia.

DEFINICION 1.10 Un conjunto algebraico cuasiafin es un subconjunto abierto
de un conjunto algebraico afin.

De nueva cuenta, definidos los objetos de estudio, establecemos la manera
de relacionarlos. Dados A y B algebraicos cuasiafines irreducibles?, contenidos
en los conjuntos algebraicos X e Y, respectivamente, el morfismo a : A — Y
estd dado por un morfismo racional p: X — Y tal que A C dom(p) y pla = a.
Un morfismo entre conjuntos cuasiafines 8 : A — B es un morfismo f: A —» Y
de modo que B(A) C B. El morfismo 8 anterior serd un isomorfismo si existe
otro morfismo de conjuntos cuasiafines v : B — A parael cual yof =14y a
lavez Boy=1p.

Deciamos que un conjunto algebraico cuasiafin puede ser isomorfo a uno
afin.

EJEMPLO. El conjunto cuasiafin X := Al \{0} de A} es isomorfo al conjunto
algebraico Y := V(zy — 1) C AZ. En este caso, el morfismo cuasiafin estd dado
por la proyeccién w : Y — X, con w(x,y) = x, cuya inversa n : X — Y
es n(z) = (z,1/x). Pese a ello, note que X no es algebraico. En la literatura,
cuando puede establecerse un isomorfismo de esta naturaleza, se dice que X e Y’
son birracionalmente equivalentes o que 7 (y/o n) es un morfismo birracional.
La importancia de dichos morfismos radica en que hacen posible extender la
clase de objetos geométricos (de conjuntos algebraicos a conjuntos cuasiafines)
susceptibles de ser comparados. Para el ejemplo concreto, X no es algebraico
en A}C, pero es equivalente a 'Y, que si es algebraico en A%.

Ejemplos como éste, dan la pauta para indagar lo que sucede en general.

PROPOSICION 1.9 Sea X C A} conjunto algebraico afin yr € k[X]. El conjunto
cuasiafin X, := X \ V(r) es isomorfo a un conjunto algebraico afin Y, cuyo
anillo de coordenadas es

kY] = [X,] = k[X][r~] = K[X],.

9No expresables como uniones disjuntas de abiertos no vacios.
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PRUEBA. Otra vez, haremos uso del truco de Rabinowitsch. Sea J = I(X) C
klx1,...,2,] v tome F € klxq,...,2,] tal que F|x = r. Considere

Jp = (J,tF — 1) C k[z1,..., 2, 1.

Se afirma que X, 2 W, donde W = V(Jg) C AZ“. Esto se sigue después de
advertir que el morfismo

p: w — Xy
(@1, @n,y) — (T1,..,20)
y el morfismo
q: Xy — w
( ) !
1 s n 15 y by F<x1,~--,$n)
son mutuamente inversos. O

OBSERVACION 1.4 En la prueba anterior, es de hacerse notar que cualquier
conjunto abierto de X puede expresarse como la unién de conjuntos de la forma
X, por lo que éstos tltimos forman una base para la topologia (de Zariski) de
X.

1.7. Producto de conjuntos algebraicos.

Sean X e Y conjuntos algebraicos afines. El conjunto algebraico X x Y,
caracterizado de matera categorica, consiste en el producto cartesiano X X Y y
la pareja de morfismos polinomiales

Tx : XXY—=X y 7wy: XxY->Y

tal que dado cualquier conjunto algebraico afin Z y cualesquiera morfismos
polinomiales
a:Z—-X 'y p[:Z-=Y,

existe un Unico morfismo polinomial y : Z — X X Y que hace conmutar el

siguiente diagrama:
Z
SN
"

X<=——XxY—>=Y;
T™X Yy

es decir, tal que rx op=a y my opu = .
En otras palabras, se tiene el siguiente resultado.



26

Producto de conjuntos algebraicos.

PROPOSICION 1.10 Sean X C A} eY C A conjuntos algebraicos.

(i) El producto cartesiano X x'Y C AZ“” es un conjunto algebraico afin.

(ii) Si X eY son irreducibles, entonces X x Y también lo es.

PRUEBA.

(1)

Supongaque X =V (f1,...,fr)eY =V(g1,...,9s),con f; € k[z1,..., 2]
Y 95 € k[y1, ..., ym]. Observe que

X XY =V(fi, s g1, 595) CATT™.

Observe que para cada y € Y, la proyeccién a la primera coordenada
establece un isomorfismo X x {y} = X. Andlogamente, {z} xY 2 Y,
para todo x € X.

Suponga, pues, que se tiene la descomposicién X x Y = Z; U Z3, donde
cada Z; # &. De este modo:

X x{y} =X x{y}NZ1) U(X x {y} N Z).

Puesto que X = X x {y} y dada la irreductibilidad de X, se verifica
X x{y}nZ; = X x {y}, o bien, X x {y} N Zo = X x {y}; es decir,
X x {y} C %1, 0 bien, X x {y} C Z.

Considere entonces
Yii={yeY : X x{yt} <2}, coni=12.

Asi, Y7 UY5 =Y. Si mostramos que cada Y; es cerrado, de la irreductibi-
lidad de Y se seguira que Y7 =Y, o bien, que Yo =Y. En el primer caso,
se tendra X x Y = Z1, o bien, X x Y = Z; para el segundo.

Dado z € X, definimos
Yo ={yeY : (z,y) €Z}, coni=1,2.

Note que {z} x ¥ = ({2} x Y) N Z;, por lo que los conjuntos Y;* son

1
cerrados y ya que W; = [, x W7, los conjuntos W; son cerrados. O

Observe que la topologia de Zariski en X X Y no es en general la topologia
producto. Como ejemplo, considere

AZ = AL x AL.

Los cerrados de A(QC con la topologia producto deben ser finitos. Esto se sigue de
advertir que cada cerrado C' en A}, distinto del total y del vacio, es unién finita
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de productos de la forma A x B, con Ay B cerrados en A} que, como hemos
visto, son finitos. Si bien los subconjuntos finitos de AZ son algebraicos, no es
posible obtener, por ejemplo, M = V(y*> — 2%(z + 1)) C A2 como producto de
conjuntos algebraicos en Al (consecuencia de que C es infinito).

Terminamos el capitulo con una proposicion.

PROPOSICION 1.11 Sean X C A} eY C A7 conjuntos algebraicos. El anillo
de coordenadas k[X x Y] es isomorfo a k[X] @y k[Y].

PrUEBA. Dado (z,y) € X x Y, definimos el morfismo

0 k[X] @ kY] — k[X x Y]

como (Z fi ®gi> (z,y) = Zfz(x)gl(y)

Observe que las funciones coordenadas x; e y; estdn en la imagen de ¢, y
dado que éstas generan al anillo k[X X Y], el morfismo ¢ es suprayectivo.

Para ver que ¢ es inyectivo, note que si las familias {f;} y {g;} son lin-
ealmente independientes en k[X] y k[Y], respectivamente, entonces {f; ® g;}
también lo es en k[X x Y. Por tanto, si

>_ciifi@)gi(y) =0,

como {f;} es linealmente independiente, Zcijgj(y) =0y como {g;} también

j
lo es, entonces cada ¢;; = 0. En otras palabras, Nicy = {0}. ]



Capitulo 2
Espacios Proyectivos

En el plano afin, cuando se habla de la interseccién de (por ejemplo) curvas
algebraicas, normalmente se hace preciso separar el caso finito del infinito. Es
decir, discernimos cuando dos curvas se intersectan de cuando no lo hacen, e
interpretamos este tltimo caso diciendo “se intersectan en un punto al infinito”.
Luego, si la pregunta es si puede construirse a partir del plano afin (en general, a
partir de A}, para algiin n) un espacio en el que tal distincién no sea necesaria,
la respuesta es afirmativa: los espacios proyectivos.

A lo largo de este capitulo, veremos que muchas de las propiedades que
verifican los conjuntos algebraicos afines también son ciertas para los espacios
proyectivos.

Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién n + 1. Definimos en V' — {0} la
relaciéon de equivalencia

u~ v siy sélo si existe A € k — {0} tal que u = Aw.

DEFINICION 2.1 Decimos que V — {0}/ ~ es el espacio proyectivo asociado a
V' y lo denotamos por P(V'). Su dimension estd dada por

dimP(V) = dim;V — 1.
Si V = k™", denotamos a su espacio proyectivo asociado P(k"!) por P7.
EJEMPLOS.
1. El espacio PY consta de un solo punto.

2. El espacio proyectivo asociado a R?, la linea real proyectiva P(R?) = Pg,
es homeomorfo a S!.

3. La linea proyectiva compleja P{ es el espacio proyectivo asociado a C2. El
espacio Pl es la esfera de Riemann.

4. El espacio P(R?) = P2 es el plano proyectivo real. Este puede descompo-
nerse como
PZ = R2 U P,

28
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por el motivo siguiente. Podemos identificar a cada linea L en R? que pasa
por el origen, con su interseccién con el plano @ : * = 1 y viceversa: a
cada punto de g le corresponde una linea que pasa por el origen. Se tienen
entonces dos clases de lineas: las que intersectan a p y las que pertenecen
al plano yz. El plano p es homeomorfo a R?, y a él corresponden las del
primer grupo, mientras que las del ultimo se identifican con ]P’(lc.

OBSERVACION 2.1 Pese a que contradice lo enunciado al principio del Capitulo
1, podemos considerar a A1 como el k-espacio vectorial k”*!, de modo que

Py = APl - {0}/ ~ .

. Cémo manejamos los puntos de cierto P}'? Dado que éstos son clases de
equivalencia, nos referimos a cada una de ellas eligiendo un representante. Es
decir, se tiene en mente la proyeccién 7 : k"1 — P? y denotamos los puntos

en la imagen por (zg : 1 : -+ @) = w(To,...,Tpn). Asl, (xg: 1 : -+ x,) son
las coordenadas homogéneas del punto P := 7 (zg,...,x,). En virtud de cémo se
definié la relacién ~, P puede representarse también por (Azg : Azy @+« : Azy),

para cualquier eleccién de A € k — {0}.

EJjeEmpPLO. Considere nuevamente IP’H%{. Reescribir su descomposicién como
PZ = U; U Hy,, donde

Up:={(wo: 21 :22) €EPF : 29 A0}y HY := {(w0 : 21 : 32) € P} : 29 = 0}.

En general, dado P} puede elegirse t € {0,1...,n} para establecer la des-
composicién P = U, U HY_, donde, andlogamente,

Upi={(zo:...,zn) €EPY 2, #0} y HY i={(xg: -+ 2n) €EPY 2y =0}

Al espacio H!_, se le llama hiperplano al infinito, y se identifica con Pz_l,
mientras que U, es identificado con A}. Esta tltima relacién estd dada por los
morfismos mutuamente inversos

oy Ay — U,
(1, yxn) — (T1: iy lixg oo my),
ﬂt: Ut — AZ’
. . . . . Zo Ti—1 Ti41 Tn
(ot v i@py 1Ty st y) — e, —= ., — .
Tt Tt Tt Tt

Generalmente, se fija un valor de ¢ (son usuales 0 o n), y nos referimos a Uy
como la parte afin de P} y a H!_ como el hiperplano al infinito. Los puntos de
H!_ son llamados puntos al infinito.

La descomposicién anterior en una parte afin y otra proyectiva es conven-
cional, pero si se toma cualquier hiperplano proyectivo en P}, el complemento
siempre es afin.
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DEFINICION 2.2 Un subespacio proyectivo de P(V') es un conjunto de la forma
7(W —{0}), donde W es un subespacio vectorial de V. En tal caso, escribimos
P(W) C B(V).

Note que, dim P(W) = dim;W — 1. Si dim W = dim;V — 1.

LEMA 2.1 Sea V un k-espacio vectorial de dimension n+ 1 y P(W1) y P(W3)
subespacios proyectivos de P(V'). Si

dimP(Wy) + dimP(W3) > n,
entonces P(W1) NP(W3) # @.

PRUEBA. Que la suma dimP(W;) + dimP(W5) sea mayor o igual que n,
implica que dim; Wy +dimpWs > n+2 = dimgV + 1, de modo que Wy y Wy se
intersectan en, al menos, una linea. Es decir, existe al menos un punto comun
aP(W1) y a P(Ws). O

Veamos ahora algunas propiedades de IPj;. De acuerdo con el resultado ante-
rior, en particular, dos lineas en el plano proyectivo siempre se intersectan, en
contraste con lo que sucede en un plano afin. Es decir, en un espacio proyectivo,
la distincién entre los casos lineas paralelas y no paralelas ya no es necesaria.
Por otro lado, cualquier espacio proyectivo puede cubrirse por espacios afines,
de la siguiente manera

n
Z = U Uz’a
i=0

donde cada U; = {(zo : -+ : ) € P} : x; # 0}. Cuando k es R o C, esta
cubierta proporciona a Pg y a P¢, estructura de variedad topoldgica diferenciable
compacta real y compleja, respectivamente. !

2.1. Conjuntos Algebraicos Proyectivos

De manera andloga a como se hizo para los espacios afines, nuestro obje-
tivo es definir conjuntos de ceros de polinomios en P}. Para ello, estaremos
interesados en los polinomios f € k[xo,...,x,] tales que si se anulan en cierto
P € k"1 también lo hagan en cada AP, para todo A € k — {0}, de modo que
los conjuntos de ceros en P} estén bien definidos. Esto condicién no la satis-
face, por supuesto, cualquier polinomio, por lo que ponemos nuestra atencién
en las formas o polinomios homogéneos de grado d, entendidas(os) como las
expresiones

f(x07""'rn) = Z aVO:--an'rgO.'.x’ll'/Ln’
lei:d

1Véase el Apéndice C.
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siendo a,, ..., € k. No es dificil ver que para éstas, se tiene

FOzo,. .., Azn) = M f(xo,. .., xp).
De este modo, si f(xg,...,x,) =0, también f(Azo,...,Azx,) =0.

DEFINICION 2.3 Un conjunto algebraico proyectivo es un subconjunto X de P}
tal que se tiene un conjunto de formas H C k[xo,...,T,] para el cual

X={PelPy: f(P)=0, para toda f € H}.

Denotamos esta situacion por X = Vp(H).?

Debe hacerse notar que no se exige para esta definicion, que las formas en
H que definen a X tengan un mismo grado. Y, de nueva cuenta, gracias al
Teorema de la Base, de Hilbert, podemos suponer que H es finito.

EJEMPLOS.

1. El polinomio homogéneo v(x,y,2) = 23 + 2%y — y?z (una forma de grado
2), define una curva algebraica C' = Vp(v) de grado 3 en P%.

2. Homogeneizacion y deshomogeneizacion de polinomios. Como ya hemos
visto, puede identificarse al espacio afin A}’ con el subconjunto Uy de P}} a
través del morfismo ¢ : A} — Uy, dado por ¢(z1,...,2,) = (1, z1,...,2y).
Si se considera a cada polinomio como funcién, el morfismo anterior induce
los siguientes morfismos de anillos. Por un lado,

¢ K[zo,m1,.. .m0 — k@, 3],
f(@o,.yzn)  —  f(L,m,...,20).

Por otro, dado g = go + g1 + -+ + g» € k[z1,...,2,], donde cada g;
representa una forma de grado i, se tiene

o klwy,... m,] — klwo,Ti.. ., T4,

'
g(@1,.ywn) Y gi =g g(x1/T0, ., 0 /T0).
i=1

En el primer caso, diremos que ¢¢(f) =: f¢ es la deshomogeneizacion de
f respecto de xg; mientras que en el segundo, ¢"(g) =: g" es la homo-
geneizacion de g respecto de zg.

Siguiendo la misma notacién de arriba, observe que el elemento ¢ en
k[xo, ..., 7] es tal que ¢%(g") = g € k[x1,...,x,], por lo que el morfismo

2El subindice P hace alusién a la palabra “proyectivo”.
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#? es sobreyectivo. Ademas, Niic (¢%) = (1 — z¢), de modo que se tiene el
isomorfismo
Elxi, ..., 2n] 2 k[zo,...,2,]/{1 — x0).

Otra consideracién que debe destacarse es que este procedimiento puede
hacerse en relacién a cualquier U; y no precisamente respecto de Uy; en
otra palabras, puede homogeneizarse y deshomogeneizarse polinomios res-
pecto de cualquier variable x;.

Ahora bien, tomando el polinomio v del ejemplo 1, se obtiene una curva
algebraica affn al deshomogeneizar v y considerar sus ceros V(v4) C A2
respecto de (digamos) z; explicitamente, V (v?) = 2% + 2%y — y2. Y en el
sentido inverso, dado p = y* — x(x + 1) (cuyo conjunto de ceros pertenece
al plano afin), al considerar los ceros de su homogeneizacién respecto de
2, V(u") = V(y* — 2222 — 223) obtenemos una curva algebraica proyectiva
en P2

. Haces de curvas. En Matematicas, es comun que, dado un conjunto de

objetos sobre los que se tiene interés, se construya otro espacio en el cual
cada uno de éstos sea un punto. Si se tiene en mente P%, las curvas de
grado d en él forman un espacio proyectivo P2, donde D = 1/2d(d + 3).

;Cudntas curvas de grado d distintas entre sf es posible construir en P3?
Tantas como formas distintas de grado d se tengan y cada forma f €
k[xo,x1,x2] de grado d puede escribirse como

t
'f = Z A(T75,t)$6$iqx27 con >‘(7‘,s7t) € k.
r+s+t=d

Para calcularlas, considere el siguiente arreglo

o
xlxg_l xgacg_l
2, .d—2 d—2 d—2
TiT3 T1X2T3 T2Tg
x(li :I;(liil‘TQ - e e x1x371 :L'g.

Observe que en el j—ésimo renglén se tienen j monomios distintos y que
hay d + 1 renglones en total. De este modo, el nimero total de monomios
distintos entre si es

d+1

PERE (d+1)2(d+2)

Jj=1
Si se identifica a cada curva f = 37 . .,

(M-t Apy1) € PkD, se establece una correspondencia biyectiva entre
curvas de grado d en Pi y los puntos de PkD .

A s,t)Zox b con el punto
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Ahora bien, dados A, B € ]P’kD (dos curvas en ]P’z), una linea parametrizada
que pasa por A y B es el conjunto de puntos AA + uB, donde al menos
uno de los valores A o p no es cero. De este modo, para cada par de valores
de X y p obtenemos una curva de grado d en P%. Decimos, entonces, que
la linea parametrizada AA + pB es un haz (lineal) de curvas de grado d.

4. Superficies regladas. Considere el morfismo v : P}, x P+ — P dado por

V(o : 1), (o : ¥1)) = (ToYo : Toy1 : 1Yo : T1Y1)-
El conjunto Im 1) es la superficie algebraica proyectiva
Imvy = Vp(z023 — 2122) C ]P’z.

Para cada punto @ € P}, se tienen 2 familias de lineas: ¥(Pi x {Q}) vy
Y({Q} x P}). Decimos que cada una de estas familias es un reglado para
Im+y y que ésta ultima es una superficie reglada, al ser engendrada por
una recta mévil dependiente de un pardmetro (el punto Q). Veremos més
adelante que éste es un caso particular del morfismo de Segre.

Como sucede también para conjuntos algebraicos afines, para espacios proyec-
tivos se verifica V(H) = V(I(H)), donde I(H) es el ideal homogéneo® generado
por H. Ademés, si de nueva cuenta consideramos a los conjuntos algebraicos
proyectivos como los conjuntos cerrados de P}, se define asi la topologia de
Zariski en P}, como se enuncia a continuacién.

PROPOSICION 2.1 Son conjuntos algebraicos proyectivos,
(i) el conjunto vacio y P},
(ii) la unidn finita de conjuntos algebraicos proyectivos y
(iti) la interseccion arbitraria de conjuntos algebraicos proyectivos.
PRUEBA. Completamente analoga a la misma proposicion en el caso afin.O

Dado un conjunto algebraico afin V(T') C A}, donde T' C klxzo,...,Zx),
se quiere construir un conjunto algebraico proyectivo X C P}, de modo que
XA = V(T). Por ejemplo, si se considera la curva V(y — 2?) C A2, basta
homogeneizar (respecto de alguna variable, digamos, z) el polinomio que la
define y considerar el conjunto algebraico proyectivo: Vp(yz—a2) C ]P’i. Observe
que Vp(yz—2?)NUy =2 V (y—a?). Decimos, pues, que Vp(yz—1x?) es la cerradura
de V(y — 2?); andlogamente para el caso general, decimos que X es la cerradura
proyectiva de V(T') y la denotamos por V(T). Note, también, que V(T) =
Vp(T"), donde T" es el ideal homogéneo generado por las homogeneizaciones
de los polinomios que generan a T'.

3Véase la seccién Anillos Graduados e Ideales Homogéneos, en el Apéndice B.
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OBSERVACION 2.2 Con la topologia de Zariski, el morfismo 3y : Uy — A, como
fue dado arriba, es un homeomorfismo.

PRUEBA. Considere los anillos A := k[z1,...,2,]y B:={f € klxo,...,zn] :
f es homogéneo}. Los conjuntos cerrados en Uy y A} estdn determinados por
ideales de A y B, respectivamente. Entre estos anillos, se tienen los morfismos
v:B— Ay d:A— B, dados por

v(f) = f(xo,. -, xe—1, L, Teq1, -, Tn)

._ _gradg Zy1 Ti—1 Tt41 Tn
6(9)—$t g(x,...7 T , " 7...,? 5
t t t t

mismos que verifican vy o §(g) = g.

Cualquier subconjunto cerrado Y de U; es el resultado de intersectar la
cerradura proyectiva Y con U;. Por tanto, existe T C B tal que Y = Vp(T), de
modo que 3,(Y) = V(v(T)).

Por otro lado, todo subconjunto cerrado de A} es de la forma W = V(5),
siendo S C Ay ;1 (W) = Vp(5(S)) N Us. O

DEFINICION 2.4 Sea Y C P} algebraico. Decimos que X CY es un conjunto
algebraico cuasiproyectivo si X es abierto en Y.

Los conjuntos algebraicos cuasiproyectivos son los objetos mas generales que
hemos tratado en estos dos primeros capitulos. La razon es la siguiente. Todo
conjunto algebraico (cuasi)afin puede ser considerado como el cono afin de su
cerradura proyectiva: si X C A} es algebraico, entonces X = X N Uy, para
alguna t € {0,...,n}. Asi, X puede considerarse un subconjunto abierto de X.
Ademés, cualquier conjunto algebraico proyectivo Y C P} posee una cubierta

Y = JV, donde V; :=Y N U,
t=0

En esta descomposicién, que llamamos la cubierta afin estandar de Y, identifi-
camos a cada Y; como una copia de A}.

Como sucede en el caso afin, cada conjunto algebraico proyectivo posee una
descomposicion en conjuntos algebraicos irreducibles.

2.2. Anillos Graduados e Ideales Homogéneos

Se tienen las correspondencias entre conjuntos algebraicos X C P} e ideales
homogéneos J de k[zg,...,z,], dadas por Vp e Ip, de manera andloga al ca-
so afin. Estamos interesados en saber cuiando éstas son mutuamente inversas.
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Pero antes de enunciar el Nullstellensatz en su versién proyectiva (donde, priv-
ilegiamos también los ideales radicales), debemos hacer ciertas consideraciones.

Por un lado, se tiene Vp(k[zo,...,z,]) = &, pero por otro, el total no es el
Unico ideal del anillo de polinomios al que la funcién Vp asigna el vacio, tenemos
ademas el ideal homogéneo méaximo

(Toy .oy Tpn) = @kd[xo,...,xn];

d>1
es decir, Vp(zo,...,2,) = &. Por esta razon, a este ideal se le llama el ideal
irrelevante.

Observe que, dado el ideal homogéneo J de k[zg, . .., z,], puede considerarse

tanto el conjunto algebraico proyectivo X = Vp(J) C P} como el afin X A4 =
V({J)C AZ“. Si el ideal J es propio, se tiene

X4 =r"YX)u{o},

siendo 7 la proyeccién A"T!\ {0} — P?; y observe que un punto (zo, ..., %)
pertenece a X4 si y sélo si (Azg, ..., \z,) € X4, para cualquier A\ € k. Lla-
mamos a X4 el cono afin sobre el conjunto algebraico X C Py

TEOREMA 2.1 (NULLSTELLENSAZT PROYECTIVO) Sea J un ideal homogéneo
de klzg, ..., Tn].

(i) Vp(J) = @ siy sdlo si v J D (xo,...,x,).
(ii) Si Vp(J) # @ entonces Ip(Vp(J)) =V J.

PRUEBA.
(i) Observe que Vp(J) = @ siy sélo si Vp(J)?4 C {0} y ésto, a su vez, sucede
siy sélo si V/J D (zo,...,x,), de acuerdo con el Nullstellensatz del caso
afin.

(ii) Suponga que Ip(Vp(J)) # @. Si f € Ip(Vp(J)), entonces f estd en
Ip(Vp(J)?). De acuerdo con el Nullstellensatz afin, existe n > 1 tal que
f* e J, es decir, f € VJ. O

COROLARIO 2.1 Se tiene una correspondencia biyectiva entre

(i) ideales homogéneos radicales J de k[xo,...,x,] y conjuntos algebraicos
proyectivos X CPL; e

(i) ideales primos homogéneos y propios J de k[xo,...,x,] y conjuntos alge-
braicos irreducibles de P .4

PrUEBA. Completamente andloga a la proposicién correspondiente para el
caso afin. a

4E] ideal irrelevante corresponde al conjunto vacio.
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2.3. Morfismos racionales: el caso proyectivo

(Puede construirse para X C P}, algebraico e irreducible, un anillo de co-
ordenadas? Considere su cono affn X4 C AZH. Definimos

G[X] =k [X?] := k[zo, ..., 2] /Ip(X).

Este anillo posee estructura de anillo graduado G[X] = @ G4 X], donde®
d>0

GqlX] :={[f] € G|X] : f es homogéneo, con gr f = d} U {0}.

En efecto, observe que [f] = [g] siy sélosi f —g € Ip(X), pues si gr f # gryg,
dado que Ip(X) es homogéneo, entonces [f] = [g] = 0; se sigue de aqui que
Gq[X] N G.[X] = {0} siempre que d # e. Diremos que G[X] es el anillo de
coordenadas homogéneas de X.

A diferencia de lo que sucede en el caso afin, no cualquier polinomio en n+ 1
variables define una funcién en X C P}. Es por ello que nos restringimos a los
cocientes de polinomios homogéneos del mismo grado, f/g, puesto que verifican

f(Azg, ..., Axy,) N (o, 2n) ~ fxo,.. s xn)

- )

g0, ..., x,)  Mg(xo,...,xn)  g(xo,...,2n)

es decir, el valor del cociente no depende de la eleccién del representante de la
clase de P € X.

De este modo (haciendo énfasis en que consideramos a X irreducible), se
define en k(xo,...,x,) la relacién

/ ~P y sélo si fqg —gp € Ip(X),
g q

donde f,g,p y ¢ son polinomios homogéneos tales que gr f = grg y grp = grq.
Asi, llamamos a

kp(X) = {g . [y g homogéneos, grfzgrgygafpm}w

el campo de funciones de X y a sus elementos, funciones racionales.

PROPOSICION 2.2 Sea X C P} algebraico y considere su cubierta estindar
n

afin X = U U;. Suponga que X ¢ Vp(xg). Entonces, se tiene un isomorfis-

mo k:p(X)i:%1 k(Uy).

5Como f € k[zo, .. .,%n], [f] denota la clase de este elemento en G[X].
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PRUEBA. Los morfismos

f(x()a" RN f(laxla" 73777,) y
g(xoy ..., Tn) gLz, .., 2,)
k(Uo) — kp(X)
T T
f(ZL'l,...,.’En) f(%’ ’:co>
_— —
g(x1,...,zn) g (Ll Ln)
T
son mutuamente inversos. O

Observe que kp(X) es también isomorfo a la localizacion® G[X]((g)), lo cual
se sigue de la propia definicién de kp(X).

Al contrario de lo que sucede en el caso afin, no todos los elementos de
kp(X) corresponden a funciones regulares en X. Se dird, pues, que una funcién
h € kp(X) es reqular en @ € X si existe para ésta una representacién h = f/g,
con g(Q) # 0; nos referiremos al dominio de definicién de h, denotado por
dom h, como el conjunto de puntos de X donde h es regular.

De este modo, también se tiene un anillo local de X en el punto Q:

Ox,g :={h € kp(X) : h es regular en Q},

cuyo unico ideal méximo es mx g := {9 € Ox g : ¢(Q) = 0}.

Nuevamente, si X es irreducible y X ¢ Vp(zy), se tienen entonces dos anil-
los locales para cada punto @ € Uy = X NUp: Ox.q v Ou,,@, si se considera
a () como punto de un espacio proyectivo o afin, respectivamente. Como con-
secuencia de la Proposicién (2.2), se tiene Ox ¢ = Oy, ,q- Pero, ademas, si se
considera el ideal de G[X],

Mg :={f € G[X] : f es homogéneo y f(Q) = 0},

oberve que Ox @ = G[X](n)-
Ahora bien, sea Y C X un conjunto algebraico cuasiproyectivo. Nos referi-
mos al conjunto
OY) :={f € kp(X) : Y C dom f},

como el anillo de funciones regulares en Y. Asi, considerando a O(Y) como
subconjunto de kp(X), se tiene

oY) = () Oxaq

QeY

Estamos, pues, en posicién de enunciar el siguiente importante resultado.

6Véase la Seccion B.7 (Apéndice B).
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TEOREMA 2.2 Sea X C P} algebraico e irreducible, con k algebraicamente cer-
rado. Entonces, toda funcion reqular en X es constante, es decir, O(X) = k.

PRUEBA. Supéngase que X ¢ H! := Vp(x;) para todo i; de lo contrario,
X estarfa contenido en HY = ]P’Zfl y asi, deberfamos consideralo en un espacio
proyectivo una dimensién menor. Serd suficiente probar que O(X) C k.

Sea f € O(X) y considere la cubierta estandar afin de X = J!"_, U;. Puesto
que f es regular en X, f|Ui lo es en U;. De este modo, por la prueba de la
Proposicién 2.2, kp(X) = kp(U;) e identificamos a f|;; como un polinomio en

T T T @

E|l—,..., , ,..., —|. Luego, existe g; € G[X] homogéneo de grado
X; X x; T
a; tal que
gi
= — 2.1
flo, = 2% (21)

2

Como consecuencia de la irreductibilidad de X, G[X] es dominio entero, por lo
que tiene sentido hablar de su campo (total) de cocientes Q(G[X]) = k(X4).
Este tltimo es una extensién de anillo de O(X) y de G[X], asi como una ex-
tensién de campo de k y de kp(X).
De (2.1), se sigue que
i f € Gy, [X]. (2.2)

Tome, pues, N > Z N; y observe que G n[X] es un k-espacio vectorial de di-

?
mensién finita, generado por las clases de los monomios de grado N en G[X].
De este modo, cualquier monomio o € Gx[X] es divisible por z)¢, para algin
i. Se sigue de (2.2) que af € Gn[X] vy, por tanto, Gn[X]f C Gn[X]. Es decir,
para g > 1 se tiene la sucesién de inclusiones

GN[X]f1 CGn[X]fI71 C - CGNIX]f C GN[X],
que, en particular, implica que z' f¢ € G y[X], para todo ¢ > 1. Por lo tanto,
GIX][f] € M G[X] € Q(GIX)).

Como z; ¥ G[X] es un médulo de generacién finita sobre G[X], de la Proposi-
cién (B.8) se sigue que x5 ¥ G[X] es de Noether, por lo que el submédulo G[X][f]
estd finitamente generado sobre G[X]. Por la parte (2) del Lema (B.4) f es en-
tero sobre G[X], es decir, satisface

"+ amf" 4 arf4a=0,

donde cada a; € G[X]. Observe que f es homogéneo de grado 0 y que puede
tomarse la componente de grado 0 de cada a;, esto es, podemos suponer que a;
también es homogéneo de grado 0. Luego, a; € Go[X] = k. Asi, f es algebraico



Espacios Proyectivos 39

sobre k y como hemos supuesto k es algebraicamente cerrado, entonces f € k,
como se queria probar. O

EJEMPLO. Si X es la esfera de Riemann, es decir, X = P{, se tiene el
isomorfismo O(X) = C.

DEFINICION 2.5 Sea X C P} algebraico e irreducible. Un morfismo racional es
UNQ COMPOSICion

FiX L Aamt Ly cpp

donde ¢ = (¢o,...,0m) es una coleccion ordenada de funciones racionales en

G[X], definida como ¢(Q) := (¢o(Q) : $1(Q) : -+ : ¢m(Q)), para todo Q € X.
El dominio de ¢ estd dado por

dom ¢ = ﬁ dom ¢;

i=0
y se verifica ¢(dom ) C 7= 1(Y); ademds, dom f := dom¢ y f(dom¢p) C Y.

Observe que si A € k\ {0}, entonces (fo,..., fm) ¥ (Afo,...,Afm) definen

el mismo morfismo racional.

DEFINICION 2.6 Decimos que el morfismo racional f : X — PJ* es regular en
Q € X si existe una representacion f = (fo,..., fm) tal que cada f; es regular

en Q y f;(Q) # 0 para algin valor de j.

EJEMPLOS.

1. Considere la curva X = Vp(zy? —2® —2%2) C PZ. El morfismo proyeccién

0 : X — A (desde el punto (0:0: 1)) definido por

p(r:y:z) = (to, ty),

donde t € k es tal que t(z—1) = 1, es decir, t = (z— 1)}, es un morfismo
racional. Pero mas ain, ¢ es un morfismo regular.

2. Un ejemplo de morfismo regular que no es racional es ¢ : A% — P} dado
por p(z,y) = (x : y). Este estd bien definido en A2 \ {(0,0)} y envia las
lineas en Ai que pasan por el origen a puntos de ]P’,i, pero no hay modo
de extenderlo a todo Ai.
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2.4. Funciones Birracionales y la equivalencia de categorias

En esta seccién, consideraremos a los conjuntos X C P} e Y C P alge-
braicos e irreducibles.

DEFINICION 2.7 Un morfismo racional f : X — Y es birracional (o una equi-
valencia birracional) si existe un morfismo racional g :' Y — X de modo que
fog=idy ygo f=1idx. En tal caso, decimos X e Y son birracionalmente
equivalentes.

EJseEmpLo. Considere la cuadrica
Q= {(gco 2yt xg i w3) € P o3 — w0 = 0}
y la proyeccién desde el punto pg:=(1:0:0:0)
n: Py — P%, donde n(xo: @1 : w2 x3) = (71 : T2 2 3).

Entonces la restriccién 7| o s un morfismo birracional, su inversa -y : IP’% — @
estd dada por

T1T2

(w1t xgta3) = (

o STy Ty x3> = (z109 : 173 Tox3 : T3).

De nueva cuenta, la valia de la nocién de equivalencia birracional radica
en que establece el criterio més general para decidir si dos objetos (conjun-
tos algebraicos proyectivos) son isomorfos. De este modo, en los problemas de
clasificacién basta restringir la atencion a las propiedades de los objetos que
permanecen invariantes bajo equivalencia racional.

Hemos definido morfismos racionales entre conjuntos algebraicos proyec-
tivos, pero no entre subconjuntos abiertos.

DEFINICION 2.8 Sean U y W subconjuntos abiertos de X e Y, respectivamente.
Decimos que la funcion « : U — W es un morfismo racional si eziste un
morfismo racional f : X — Y de modo que f|, = a, con U C domf y
f(U) € W. Dicho morfismo a es un isomorfismo si existe un morfismo racional
B:W —=U tal que co =1y y foa=1y.

PROPOSICION 2.3 Dado el morfismo racional f : X — Y, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

1. El morfismo [ es una equivalencia birracional.

2. El morfismo | es dominante y f* : kp(Y) — kp(X) es un isomorfismo.
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3. Existen conjuntos abiertos U C X e W C Y tales que la restriccion
fly : U — W es un isomorfismo.

PRUEBA. (1) < (2) La prueba es completamente analoga a la que se dié en
la Proposicién (1.8).

(3) = (1) Dado que f|; es un isomorfismo, existe su inverso a : W — U,
por lo que se tiene un morfismo racional g : Y — X tal que g|;;, = o. Entonces,
los morfismos racionales

fog: Y =Y ygof: X —X,

que son la identidad en W y U, respectivamente. Finalmente, dado que tanto
U como W son densos, fog=1y ygo f=1x.

(1) = (3) Construiremos U y W. Sea g : ¥ — X el morfismo racional
inverso a f. Definimos X’ :=dom f e Y’ :=dom, g; asi, p 1= f|, : X' =Yy
Y := |y, : Y' — X son morfismos racionales. Dado que f o g = ly, entonces

©(¥(p)) = p, para todo p € ™ (X’). (2.3)

Se tiene, pues, el siguiente diagrama conmutativo.

Y

w—j(X’) R
A

Y
Deﬁmmos U= Y X))y W= (e }(Y')). Si Q € U, entonces
p(Q) € ¥7HX), y por (2.3), (1((Q))) = ¢(Q). Entonces,
p(@Q) e eI (Y) = W;

de este modo, el morfismo ¢ : U — W es racional. Andlogamente, ¢ : W — U
es un morfismo racional. Finalmente, note que ¢ y ¥ son mutuamente inversos.
O

PROPOSICION 2.4 Todo conjunto algebraico irreducible X C P} es birracional-
mente equivalente a una hipersuperficie afin.

PRUEBA. El campo kp(X) es una extension finita de k, digamos, kp(X) :=
k(ti,...,t,). Sid esla cantidad maxima de generadores de kp(X) que son alge-
braicamente independientes sobre k, por la Proposicién (B.6) puede escribirse

kp(X) :k(zl,...,zdﬂ), (24)
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donde la familia {z1, . .., 24} es algebraicamente independiente sobre k y ademds
f(z1,...,2q4) =0, para f irreducible sobre k y f;dﬂ # 0. El campo de funciones
E(Y) que define (2.4), asociado al conjunto algebraic afin Y es isomorfo a kp(X).
Por tanto, X es birracionalmente equivalente a Y. O

Hasta este punto, hemos visto cémo asociar una extensién de campo finita de
k a un conjunto algebraico proyectivo dado y la proposiciéon anterior establece
un método para construir un conjunto algebraico proyectivo a partir de una
extensién de campo finita de k.

En el lenguaje de la Teoria de Categorias, denotamos por CPj a la cate-
goria de conjuntos algebraicos cuasiproyectivos y morfismos racionales domi-
nantes, mientras que Ej; denota la categoria de las extensiones de campo de k
de generacion finita y morfismos k-lineales.

Hemos probado, pues, el siguiente resultado.

TEOREMA 2.3 Dado el campo k, las categorias CPy, y Ey son equivalentes.
O

Decimos que un conjunto algebraico cuasiproyectivo X C P} es racional si
es birracionalmente equivalente a A7 o a P}, para algin n € N.

PROPOSICION 2.5 Sea X C P} cuasiproyectivo. Son equivalentes:

1. X es racional;
2. kP(X) = k(xh cee 7:177")7'
3. emisten los conjuntos abiertos U C X y W C A}, de modo que U = W.

PRUEBA.
(1) & (2) Dado que X es racional, se tiene un morfismo birracional

f: X — AL,

para algin r € N. De acuerdo con la Proposicién (2.3), existe tal f si y sélo si
los campos kp(X) y k(z1,...,x,) son isomorfos.

(1) < (3) Nuevamente, por la Proposicién (2.3), el morfismo f: X — A], es
una equivalencia birracional si y s6lo si existen los conjuntos abiertos U C X y
W C Aj,, de modo que f|,; : U — W es un isomorfismo. o



Espacios Proyectivos 43

2.5. Productos

Para definir el producto de conjuntos algebraicos proyectivos emplearemos
morfismos de Segre, que definimos a continuacién.
Dados [z] := (z1: - 1 Zpt1) EPF e [yl := (y1: -+ : Ymy1) € PP, considere
el morfismo
o PP x PP — PN,

con N = (n+1)(m+ 1) — 1, definido por o([z], [y]) = (--- : &y, : ... ), donde
1<i<n+1y1<j<m+1 toman todos los valores posibles.

Veamos que la imagen de o, que denotamos por X, ,,, es un conjunto al-
gebraico al que llamamos variedad de Segre.” En efecto, si denotamos las co-
ordenadas de los puntos de X, ,, por z ;, el conjunto X, , estd formado por
los ceros comunes a los polinomios homogéneos de la forma z; jzr s — 2i s2r ;-
En otros términos, toda variedad de Segre es el resultado de los ceros comunes
a los menores de la matriz de 2 por 2 (z;;), como puede verse en el ejemplo
siguiente.

EJEMPLO. El conjunto algebraico

3 o T1 X2
= N : : : =
Y {(xo X1 T2 .’L‘3) € Pk rangO( r1 T2 I3 ) o 1}

es la variedad de Segre definida por el morfismo
@: P x PL — P3.

Es decir, Y = X4 1. Observe que éste es el ejemplo 4 de la pagina 33 (la superficie
reglada).
Hablando en general, se tiene el resultado siguiente.

PROPOSICION 2.6 Sean X e Y conjuntos algebraicos proyectivos. El producto
X XY es, de nuevo, algebraico proyectivo.

PRUEBA. Suponga que X C P} e Y C P}* estan definidos por las familias de
polinomios homogéneos { f;} y {g;}, respectivamente, con 1 <i <ry1<j <s.
Para cada valor de ¢ y de j, definimos d; := gr f; y e; := grg;.

El conjunto X x Y C P} x P/ estd formado por los ceros comunes a las fa-
milias de polinomios {F}; := flyld’} v {Gji :== gjz;’}, con i y j como antes, pero
0<I<my0<t<n. Al considerar como homogéneos a dichos polinomios,
digamos Fy; = Fy(2u) v Gjt = Gjt(21), €l sistema de ecuaciones homogéneas
ZuwZpo — ZucZpy = 0 define a X x Y. O

"En la literatura es comun que el concepto variedad algebraica (o siemplemente variedad)
sea empleado para referirse a conjuntos algebraicos irreducibles, sean afines o proyectivos.
Nosotros lo usaremos en un sentido mas general, como veremos en el Capitulo 4.



Capitulo 3
Teoria de Gayvillas

La Teoria de Gavillas ha sido considerada originalmente como parte de la
Topologia Algebraica y su nacimiento estuvo muy ligado a la nocién de coho-
mologfa. El articulo que usualmente es citado como su origen es [Lel], pero
no es sino hasta los trabajos [Le2], [Le3] y [Led] de 1946, en los que J. Leray
acuna el término faisceau (gavilla), cuyo significado no era precisamente el que
conocemos ahora.

A partir de los trabajos de Poincaré, asociar objetos algebraicos a espacios
geométricos o topoldgicos ha sido una herramienta bastante ttil para obtener
informacién de estos ltimos. Por ejemplo, el grupo de Poincaré' de un espacio
topolégico describe el nimero de “agujeros” que éste posee. Asi también, en una
teorfa de cohomologia, se asocia espacios vectoriales (o médulos) a los espacios
topoldgicos. Del ejempo concreto de la cohomologia de de Rham (bien entendida
en su tiempo), Leray extrae los axiomas que una teorfa de cohomologia debe
verificar y entonces define una propia. En palabras llanas, su método consiste
en asociar una teoria de cohomologia a cualquier morfismo (funcién continua)
entre espacios topolégicos X — Y. Ello presupone problemas fundamentales
que resuelve introduciendo los conceptos de gavilla (faisceau), que permite la
consideracién de la cohomologia de subespacios variables de X, y la nocién de
sucesidn espectral, que permite calcularla bajo ciertas restricciones (temas que
se salen de las pretenciones del presente trabajo).

Después de su publicacién, transcurririan algunos anos para que los métodos
de Leray fuesen aceptados y no es sino hasta principios de la década de 1950,
en los trabajos de E. Cartan, A. Borel y J.P. Serre, en que se haria patente su
importancia no solamente en Topologia, sino en areas como el Andlisis Com-
plejo, la Teoria de Categorias, las Ecuaciones Diferenciales y, por supuesto, la
Geometria Algebraica.

El trabajo fundamental en el estudio de los conjuntos algebraicos desde el
punto de vista de la Teorfa de Gavillas es [Fac]. En él, Serre muestra que las var-
iedades algebraicas afines son el anilogo a las variedades de Stein?, mientras que

LEl grupo fundamental.
2E] término “variedad” aqui es entendida como espacio topolégico euclidiano con estructura,

44
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las variedades algebraicas proyectivas son el andlogo a las variedades analiticas
proyectivas. Puesto que un conjunto algebraico es un espacio topolégico con la
topologia de Zariski, se usa entonces la Teoria de Gavillas como herramienta, en
un intento por aplicar los métodos de la Topologia Algebraica a dichos espacios.
Un afio después de la aparicién de [Fac|, Serre publica [Gaga], en el que prueba
que para una variedad algebraica compleja no singular, las teorias analitica y
compleja coinciden.

Por otro lado, la Teoria de Gavillas también desempendé un papel funda-
mental en los trabajos de A. Grothendieck, quien, después de algunos intentos
por parte de Chevalley, Weil y otros, establece la correcta generalizacién del
concepto de variedad: los esquemas, concepto que serd el objeto de estudio del
siguiente capitulo.

En lo subsecuente, usamos el lenguaje de la Teoria de Categorias y tratamos
primero las gavillas de conjuntos, para posteriormente tratar las gavillas de
grupos, anillos y A-médulos.

3.1. Pregavillas de conjuntos

Dado el espacio topoldgico X, construimos la categoria Top (X) de la sigu-
iente manera: como objetos, los subconjuntos abiertos de X, mientras que entre
dos objetos U y V existe un morfismo siempre que uno esté contenido (como
conjuntos) en el otro, digamos, V C U.

DEFINICION 3.1 Una pregavilla de conjuntos F sobre el espacio topoldgico X
es un funtor contravariante

Z : Top (X) — Con.

Siempre que U y V sean objetos de Top (X), donde V C U, llamamos restric-
ciones a los morfismos pyy : F(U) — F (V) correspondientes.

De manera andloga, diremos que F es una pregavilla de grupos abelianos,
anillos o A-mddulos, sobre X, si la categoria imagen de % es Ab, An, A—Méd,
respectivamente.>

Nos referimos al conjunto (resp. grupo abeliano, anillo,...) #(U) que el
funtor .# asigna al subconjunto abierto U de X como las secciones de % sobre
U. Observe que si los conjuntos W C V' C U son abiertos de X, el diagrama

FU) L 7 (V)

compleja
3La categoria imagen puede ser reemplazada por cualquier categoria abeliana.
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conmuta. Ademas, se tiene 1y = pyy.
Con la finalidad de simplificar la notacién, dada la seccién y € F(U) y
V C U, escribimos y|y en vez de pyv (y).

EJEmMPLO. Dado el espacio topolégico, X y W uno de sus abiertos, consider-
amos el conjunto de funciones continuas f : W — R y lo denotamos por C(W).
Se tiene entonces una asignacién A : Top (X) — Con, donde A(W) := C(W)
ysi feV W, pyw(f):= flw; A es entonces una pregavilla de conjuntos.

3.2. Secciones, tallos, gérmenes

La razén por la cual tratamos con pregavillas es por el puente que éstas pro-
porcionan entre el espacio topologico X y las estructuras algebraicas asignadas
cada uno de sus abiertos. Dado que nos interesamos en las propiedades locales
del espacio topoldgico en cuestion, es deseable responder a la pregunta de si
podemos hacer algo con las estructuras algebraicas asignadas a los conjuntos
abiertos del espacio que nos proporcione informacién “algebraica” al respecto.
Si se toma cierto punto x € X, veremos que el proceso consistente en fijarse
en vecindades V' de x cada vez méas “pequenas” tiene su andlogo en las estruc-
turas algebraicas. Como se advierte en la seccién A.2.2, dada la pregavilla de
conjuntos .# sobre X, la familia {#(V)} indizada por el conjunto de abiertos
de X es un sistema dirigido de conjuntos, con lo cual tiene sentido establecer la
siguiente definicién.

DEFINICION 3.2 Sea x € X. Definimos el tallo de Z en el punto x como*

Fp = lim F (V).
—

zeV

Dada la seccion o € F(U), con x € U, ésta define un elemento o, € F, a
través del morfismo candnico 0, : F(U) — F,. Decimos entonces que o, es el
germen de o en F,.

De esta manera, la estructura algebraica que nos proporciona informacién
sobre las propiedades locales en el punto x es el tallo .7,.

EJEMPLO. En el ejemplo dado anteriormente, dado x € X, el tallo de A en
x es el conjunto

Ay ={f € C(X) : f es continua en x}.

En este caso, dado el abierto W de X y & € W, el germen de la seccién f € A(W)
en x es la restriccion f, := f[{z}-

4En el Apéndice A encontrard la definicién de limite directo.
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3.3. Morfismos de pregavillas

DEFINICION 3.3 Sean .F y ¥ pregavillas de conjuntos sobre X. Un morfismo
de pregavillas ¢ : F — 4 es una transformacion natural entre los funtores F

yY.

En otras palabras, el morfismo ¢ esta determinado por la coleccién de mor-
fismos ¢y : F(U) — 4 (U), indizada por los subconjuntos abiertos de X, de
manera que los diagramas

FU) =9 (U)

pUV\L lp/Uv

Pv

FV)——=4(V),
conmutan siempre que V C U.

EJeEmpPLO. Considere nuevamente la pregavilla A de antes. Dada f € C(X),
definimos el soporte de f como el conjunto

sop (f) :={ye X : f(y) #0}.

Considere entonces el funtor A : Top (X) — Con definido en cada abierto U
de X por

AWy = |J sop ().

fec(u)

El morfismo ¢ : A — A, definido por ¢y : A(U) — A(U), es un morfismo de
pregavillas.

Ahora bien, ;puede darse a la familia de pregavillas de conjuntos sobre un
espacio topolégico X dado (junto con sus morfismos) estructura de categoria?
La respuesta es afirmativa, pero para convencernos de ello, debemos probar
que dado el morfismo ¢ : F — 4 y W C V C U abiertos de X, se tiene

olpvw o puv) = e(pvw) o p(puv). El siguiente lema prueba éso y un poco
maés.

LEMA 3.1 Sea ¢ : % — 4 un morfismo de pregavillas sobre X.

1. El morfismo ¢ induce un unico morfismo @, : Fr — Y. en los tallos,
para cada x € X, de manera que vz(0,) = (¢(0))s para cada seccion o
de F sobre alguna vecindad de x.

2. 1z]s =1z,.
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3. Si 9 — I es otro morfismo de pregavillas sobre X, entonces
(¢ o <p)w = 1Pz 0 Qg.

PRUEBA.

1. Considere el siguiente diagrama.

FW) g (W)

m;i lnz

P
xr g{t

La unicidad del morfismo ¢, se sigue de advertir que cualquier elemen-
to t € %, puede ser escrito en la forma t = o,, para alguna seccién
o € ZF(V), con V algin abierto de X que contiene a z. La existen-
cia quedard probada si dadas las secciones ¢ € F(U) y 7 € F(V),
con U y V abiertos de X que contienen a z, de modo que o, = T,
entonces [p(0)]. = [¢(7)]z. En efecto, si o0, = 7, existe una vecin-
dad W C VNU de modo que o|w y T|w existen y son iguales. Asf,
= ¢(olw

p(o)lw = ) = @(lw) = @(7)|w. Por tanto, [p(0)]e = [ (7).

2. El morfismo identidad 12 : % — % induce el morfismo [1 2|, : %, — Fo,
es decir, [1z], = 1z,.

3. Por el inciso 1 anterior, dado cualquier W abierto de X que contiene a z,
el diagrama
FW) L= G (W) "= 2 (W)

FL kL b

es conmutativo. O

Cuando nos fijamos en los tallos de una pregavilla %, generalmente se pierde
informacidn acerca de ésta. Para analizar dicha pérdida se introduce su pregavilla
de secciones discontinuas [.F], definida en cada conjunto abierto V de X de la

siguiente manera:
i

veV

Por tanto, una seccién 7 € [Z](V) es de la forma (7,)yev, donde 7, € Z,.
Siempre que U y V sean abiertos de X tales que U C V, las restricciones para
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esta pregavilla estdan dadas por el morfismo

pvo s [ZIV) —  [Z]U)

(To)vev = (Tu)uev.

El siguiente resultado proporciona una relacién entre una pregavilla .% sobre
X y su pregavilla de secciones discontinuas [.#].

LEMA 3.2

F — [Z], definida en cada conjunto abierto V de X

1. La asignacion A :
= (0y)vev, €s un morfismo de pregavillas.

como Ay (o
2. Sip: F — 9 es un morfismo de pregavillas, existe un unico morfismo
(o] : [#] — 9]

que hace conmutar los diagramas

3. [lz] =17

4. Si 9 — H es otro morfismo de pregavillas, entonces
[t o] =[] o [p].

PRUEBA.

1. Sea U abierto de V. Dada ¢ € %#(V), debemos mostrar que A(o|y) =
Ao)|u, es decir, que (o|y)y = oy, para toda u € U. Pero esta tdltima
igualdad se verifica siempre.

2. Sea V abierto de X. Definimos [¢]y : [#](V) — [¢](V) en cada seccién
(Tw)vev como

[]v ((To)vev) = (0o(T0))vev € [Z](V).

Por el Lema (3.1), ésta es la Unica manera de definir [¢]y para hacer
conmutar los diagramas.
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Para advetir que [p] es un morfismo, dado U abierto de V' debemos probar
el que el diagrama

LZ)(V) s ) (v) .

L

FIV) - )

conmuta, es decir, que dada la seccién 7 € [F](V), se tiene
[Plu(rlv) = [elv(Dly -
Es suficiente observar que
[Plu(rlv) = [Plu((Tu)uer) = (Pu(Tu))uer = (Po(To))vevly = [Plv(T)ly -

3. Es claro.

4. Sea V abierto de X. De acuerdo con el inciso 2 anterior, el diagrama

FV) s g (V) V)

[A (v) 2 {gj]lm RS [f;]im

conmuta. En particular, [y o pv]y = [¢]v o [p]v, para cada eleccién del
abierto V. O

Una medida de analizar la pérdida de informacién al pasar a los tallos es la
siguiente.

LEMA 3.3 Dadas 0,7 € (V) para algin subconjunto abierto V de X, 0, = 7,
para todo v € V si y sdlo si existe una cubierta abierta {V;}icr de V tal que
olv, = Tlv,, para cada i € I.

PRUEBA. Sean 0,7 € .Z (V). Si V =), V; es una cubierta tal que o|y, = 7|y,
para todo i € I y se fija v € V, basta tomar V; tal que v € Vj;; para dicho indice
se tendra oly, = 7|y, y, por tanto, o, = 7.

Por otro lado, construiremos una cubierta de V' con la propiedad requerida.
Dado z € V, por hipétesis, o, = 7,. Por tanto, existe un abierto W, de z y
contenido en V tal que o|w, = 7|w, (por la definicién de limite directo). La
cubierta que buscamos es V' = (J, oy, Wa. a
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De entre las pregavillas de conjuntos .% sobre cierto espacio topoldgico X,
fijamos nuestra atencién en aquéllas cuyas secciones o € % (U) estdn determi-
nadas por su comportamiento local. Las llamamos decentes, como se precisa a
continuacion.

Sea # una pregavilla y considere el par de secciones o, 7 € % (V). Diremos
que .Z es decente si para cada v € V, o, = 7, implica o = 7.5

3.4. Gavillas

Sea . una pregavilla sobre X y dado el abierto U de X, {V;};c; una cu-
bierta abierta arbitraria para éste. Tome cualquier familia de secciones {o; €
F (Vi) }ier, de modo que para cada i, j € I distintos entre si, con V; NV, # @,
se verifique

ailvinv; = ajlviny;-

Si existe o € .Z (V) tal que oy, = o; con la propiedad anterior, decimos que .7
satisface la condicion de pegado.

DEFINICION 3.4 Una pregavilla de conjuntos F sobre X es una gavilla de con-
juntos si es decente y satisface la condicion de pegado.

EJEMPLOS.

1. Sea X C A7 un conjunto algebraico afin irreducible. El funtor
A : Top (X) — AlgAf,,
que a cada abierto U de X asigna el anillo
AU)={f:U —k : f esregular en U},

es una gavilla. Antes de probar esta aseveracion, observe que para cada
p € X, el tallo de A en p estd dado por

Ap = lim A(U) = {f: X — k : [ es regular en p}.
peU

Recordemos, también, que el anillo A, es local y que para cada p € U se
tiene un morfismo vy, : A(U) — A, que asigna a cada seccién o € A(U)
su germen o, € A,.

Considere, pues, o y 7 dos secciones en U y p € U. Suponer que 0, = 7, €
A, para todo p € U, significa que tanto ol como 7|,y son regulares

5De acuerdo con el lema anterior, esto sucede si y sélo si existe una cubierta abierta {V; };cr
de V tal que o|y; = 7|y; para todo i € I.



52 Gavillas

para todo p € U y que, ademas, coinciden. Por tanto, o y 7 son regulares
en U y o0 = 7. Es decir, la pregavilla A es decente.

Sea U = (J;c; Vi una cubierta abierta para el abierto U de X y {o;}icr
una familia de secciones, donde cada o; € A(V;), tal que

ailvinv; = ajlviny;, (3.1)

con it # jy V;NV; # &. Basta considerar o € A(U) definida en cada
p € U como o(p) = o;(p), donde i € I es tal que p € V;. De este modo,
por la condicién (3.1), o estd bien definida y es tal que oy, = o, para
todo j € I. La pregavilla A satisface asi la condicién de pegado.

2. Considere el espacio topolégico Pt = C*/ ~, donde (zq,21) ~ (wo,w;)
en C* siempre que exista A € C* tal que w; = Az;, i = 0,1. Observe
que se tienen dos abiertos Uy y Uy de ]P’%:, para los que zg # 0y 2z # 0,
respectivamente, cada uno de los cuales es homeomorfo a C:

o

UO i (C, Ul — (Ca

(1,2) +— 2z (u, 1) — .
El funtor H : Top (P£) — AnC, definido en cada abierto U de P& por
HU):={f:U—-C: flunu, ¥ flunu, son holomorfas},
es una gavilla.

PROPOSICION 3.1 Sea F pregavilla sobre X . La pregavilla de secciones discon-
tinuas [F] es una gavilla sobre X.

PRUEBA. Sea U abierto de X y o,7 € [#]|(U). Entonces, 0 = (0¢)iev ¥y
7 = (7¢)tev. Dado que para cada p € U se tiene

], = i [Z)(U) = lim <H 5»‘) ~ 7,

peU peU \UecU

los tallos o), y 7, son precisamente las coordenadas p-ésimas de las expresiones
(o1)tev ¥ (Tt)ieu, respectivamente. Por tanto, si 0, = 7, para cada p, es claro
que sigma = (01)tev = (Tt)tev = 7. Esto es, [#] es decente.

Sea U = |J,c; Vi una cubierta abierta arbitraria y {o;}ic; una familia de
secciones, con o; € [Z](V;) para cada i, de modo que

oilvinv; = jlviny;- (3.2)

Escribirmos o; := (0i4)vev; ¥ 0j := (0j.0)vev;, donde leemos oy, como la
coordenadas v-ésima de la seccién o;. Reescribimos entonces la condicién (3.2)
como

(0iw)veviny; = (0j0)veviny; -
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Asi, elegimos la seccién global o := (0y,)uecv € [Z](U) de la siguiente manera:
dado que {V;}icr es cubierta de U, para cada u € U existe j € I tal que u € Vj,
entonces elegimos sigma, = 0j,, la u-ésima coordenada de la seccién o;.
Nuevamente, por la condicién (3.2), o estd bien definida y, por su construccién,
es claro que o|y; = 0, para cada j € I. De este modo, [.#] satisface la condicién
de pegado. O

PROPOSICION 3.2 Sea ¢ : .F — 4 un morfismo de gavillas sobre X . Este es
un isomorfismo si y sélo si los morfismos inducidos en los tallos v, : Fop — Y,
también lo son para cada x € X.

PRUEBA. Si ¢ es isomorfismo, por supuesto, ¢, también lo es para cada
x € X.Y al contrario, suponga que cada ¢, es isomorfismo. Se tiene un morfismo
vu : F(U) — 4(U) para cada abierto U de X. Veamos que cada ¢y es inyecti-
vo: tome 0 € F(U) y 7 € (V) y suponga que ow (olw) = ow (7|lw) € ¥(W),
para algin abierto W de U N V. Asi, para cada x € W,

[@W(U|W)]I = @m(ax) = @I(Tw) = [QOW(T|W)]$ S gx

y puesto que @, es inyectivo para cada x, entonces o, = 7, € &, para cada
x. Dado que # es gavilla, en particular, es decente, por lo que o|w = 7|w, es
decir, ow es inyectivo.

Dado el abierto U de X, considere 7 una seccién en ¢ (U). Puesto que para
cada x € U, la funcién ¢, : #, — ¥, es suprayectiva y 7, € ¥,, existe m € %,
tal que @, (m) = 7,. Tome V una vecindad de z, con V. C U,y 0 € F(V)
de modo que o, = m. Asi, py (o) y 7|v pertenecen a ¥(V) y son tales que
[pv(0)]z = [T]v]e- Dado que ¥ es gavilla, existe un abierto W, de V tal que

[ov(o)]lw, = ew, (olw,) = Tlw, .

De este modo, hemos construido una cubierta U = |J, ., We v se tiene una
familia de secciones s(z) := o|w, € W,. Ahora bien, dados z,y € U, las sec-
ciones s(z)|w,nw,, s(¥)|lw,nw, € F(W,NW,) son tales que sus imigenes bajo
Yw,nw, coinciden y su valor es T|Wzmwy. Como se probé en el parrafo anterior,
Yw,nw, es inyectiva, por lo que s(x)|w,nw, = s(¥)lw,aw,-

Nuevamente, puesto que % es gavilla, se tiene una seccién global s € % (U)
tal que s|lw, = s(x) para cada x € U, y dado que

Pu(s2) = pa([s(2)]2) = o,
entonces py(s) = 7; es decir, @y es inyectiva. o

Sea X un espacio topoldgico. Dadas dos pregavillas (resp. gavillas) de con-
juntos .Z% y ¢, ambas sobre X, decimos que % es subpregavilla (resp. subgavilla)
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de ¢ si para cada conjunto abierto U de X, F(U) C 4(U) y, dados V C U
abiertos de X, los morfismos restriccién de .7 son pyv |z, donde pyy es la
restriccién correspondiente a ¥.

EJEMPLO. Si X C A7 es un conjunto algebraico afin, la gavilla X +— k[X]
(de funciones polinomiales sobre X) es una subgavilla de la gavilla de funciones
racionales X — k(X) con las restricciones de funciones. Veremos més adelante
que la gavilla X +— k[X] es el ejemplo tipico de gavilla estructural o gavilla de
funciones regulares en X, que denotaremos por Ox.

3.5. La gavilla asociada a una pregavilla

Dada la pregavilla . sobre X, denotaremos por A al morfismo % — [Z],
que en cada abierto V' de X el morfismo correspondiente

Mo F(V) = [F1V) = ] #

estd dado por Ay (o) = (04)vev.-
Ahora bien, jbajo qué condiciones es posible construir (asociar) una gavilla
a una pregavilla dada? El siguiente lema nos ayudard a dar una respuesta.

LEMA 3.4 Sean #,9 pregavillas de conjuntos sobre X y x € X un punto arbi-
trario.

(a) Si F es subpregavilla de ¥4, entonces %, C Y.
(b) Una subpregavilla de una pregavilla decente es decente.

(c) Si F es subpregavilla de una gavilla 4, existe una subgavilla minima F
de 9 que contiene a .%. De este modo, F, = H,.

(d) Sea ¢ : F — 4 morfismo de pregavillas. Para cada subconjunto abier-
to V de X definimos F,(V) = v (F(V)) C 4(V). Entonces, F, es
subpregavilla de G e Im @, = F, 4.

PRUEBA.

(a) Dados el abierto U de X y x un punto arbitrario en U, los diagramas

L

F(U) —L=4(U)
Ty —2 @,
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conmutan, donde cada ¢y es la inclusién natural de conjuntos e i, es
el morfismo inducido en los tallos. Probaremos que i, es inyectivo. Sean
o,7€ F(U)C¥YU),y, considerdandolas como secciones de 4 (U), suponga
que 0, = T, € 9,. Por tanto, existe W abierto de U tal que o|lw = 7|w.
Puesto que los diagramas

w
también conmutan, entonces o|w = 7|y consideradas como secciones de
ZF(W). Por tanto, o, = 7, € #,, como se queria probar.

Sean & y ¢ pregavillas sobre X, ¢ decente y V abierto arbitrario de X.
Considere el diagrama conmutativo

|2

F(V) [Z1(V)

donde iy e i}, son inclusiones naturales de conjuntos. Dadas dos secciones
o,7 € Z(V), debemos probar que o, = 7, € %, implica que ¢ = 7.
En efecto, si se considera a o y 7 como elementos de (V) y se supone
que A, (0) = A, (1) € [¢9](V), entonces (0,)vev = (Tv)vev, es decir,
0y = Ty, para todo v € V. Esta ultima condicién, dada la decencia de
¢, implica que o = 7; hemos probado que el morfismo X : 4 — [¥] es
inyectivo. Como .# C ¢, en virtud del inciso anterior, %, C ¥, para todo
v € V, de modo que habiendo tomado o y 7 en % (V'), podemos considerar
oy = Ty € %, y, de este modo, también el morfismo \ : F — [F] es
inyectivo, que, junto a la igualdad anterior, significa que o = 7 € F(V),
es decir, que % es decente.

Sea V abierto de X. Dado que 7 debe ser subgavilla de ¢, se debe tener
F(V)CH(V)CY(V)y H(V) debe contener las secciones en 4 (V') que
son obtenidas “pegando” secciones de #. Definimos, pues, 52 (V) como
el conjunto de todas las secciones o € 4 (V) tales que o|y, € #(V;) para
todo i € I y para alguna cubierta V' = J,.; Vi.

Para mostrar que 7 es subpregavilla de ¢, veamos que dado el abierto
U de V el morfismo pyy : 9(V) — G(U) restringido a (V) es tal que
Im p| vy € 2(U). Observe que, dada la cubierta V' = | J,;c; Vi, puede
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construirse otra cubierta U = J,.;(U NV;). Tome, pues, o € (V) C
@(V) y como ¥ es gavilla, satisface la condicién de pegado, es decir,

(@lv)luav; = (@lv.)lunv;-
Dado que tomamos o € 5 (V), entonces
vi)

y por como se definié JZ, esto quiere decir que o|y € 2 (U).

v, € Z(UNV;)

(el)lvav, = (o

Por otra parte, en virtud del inciso anterior, J# es decente. Hace fal-
ta probar que . satisface la condicién de pegado. Sea {W;},c; una
cubierta abierta para el abierto W de X. Dada la familia de secciones
o; € H(W;) C¥9(W;) que satisfacen

O—j|anW7‘ = JT‘W}HWT S %(WJ n Wr) - %(W] n Wr),

dado que ¥ es gavilla, existe o € ¢ (W) tal que o|w, = 0;. Debemos ver
que, en realidad, o € J(W). En efecto, dado que o; € S (W), se tiene
una cubierta W; = Uer W, para cada j € J, tal que o; € ¢ (W;) verifica
oilw,, € F (W ¢+)- Note que se tiene, entonces, una nueva cubierta

W= J Wi
jel, teT

y o satisface asi la definicién de (W), es decir, o € 7 (W).

(d) De nueva cuenta, dados los abiertos V C U de X, si 0 € F,(V) C¥4(V),
entonces ¢y (0)|ly € 9(U) y es tal que pv(o)lv = gulolv) € F,(U),
donde o|y € .Z(U). Por tanto, %, es subpregavilla de .

Ahora bien, los diagramas

conmutan para todo abierto V de X y todo x € V. Por tanto, es claro
que Im p, = F, . O

Dada una pregavilla .%# sobre X, denotaremos por .Z” a la subpregavilla
F de [#], donde A es el morfismo de pregavillas .# — D[.Z]. La subgavilla
minima de [.#] que contiene a .#” serd denotada por .Z#*.
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LEMA 3.5 Sean F y 9 pregavillas de conjuntos sobre X.

(a) Se tienen los morfismos de pregavillas F — F° — F4 < [F]. Para cada

—
— TP = Ft son

punto x € X, los morfismos inducidos en los tallos %,
isomorfismos. Ademds, F° es decente.
(b) Sip: F — G es morfismo de pregavillas, existen los morfismos
R A VL TR R A R 4

unicos tales que el diagrama

F FP Fh (7]
l ® lcpb ltpu \L [e]
4 @ % [“]

conmuta.
(c) Se tiene (19)b =1lgv y (lg)ﬁ =1g:.

(d) Siyp:9 — S es otro morfismo de pregavillas, entonces
o) =9 op” y (Yop)f=yfoyh
PRUEBA.

(a) Como hemos visto, [.Z] es gavilla sobre X y el morfismo A : % — [#] es
tal que para cada abierto U de X, Ay : Z(U) — [Z](U) asigna a cada
o € Z(U) la seccién (0y)vev € [[,er Fo- Como se ha dicho, .Z” es el
funtor definido por .Z°(U) := \y(F(U)) C [F](U). Es claro que .#” es
subpregavilla de [.#]. En virtud del lema anterior, existe una subgavilla
minima .Z* de [#] que contiene a .Z”, cuyas secciones .Z*(U) son todas
aquellas o € [Z](U) tales que o|y, € F°(U;), para todo i € I de alguna
cubierta U = | J,; U;. De este modo, se tienen los morfismos

el
F N F o T (7).

Por el inciso (c) del lema anterior, .#. = .Z}4, para todo = € X.

Por otro lado, segtn el inciso (d), también del lema anterior, los morfismos
Ao+ Fp — F2 son suprayectivos, para todo x € X. Veamos que también
son inyectivos. Sean a,b € %, tales que A, (a) = A, (b). Existe entonces un
abierto W de X que contiene a x tal que nw4(y) = A\g(a) = Ay (b), para
algiin y € Z°(W), siendo nw,. : F°(W) — Z2 el morfismo canénico.



o8

La gavilla asociada a una pregavilla

Luego, dado que el morfismo Ay : .F(W) — .Z°(W) es suprayectivo,
existe m € .7 (W) tal que Ay (m) = y. Puesto que el diagrama

F(W) —=F"(W)
7. T

xT
conmuta, el valor de ny, . (m) es, ala vez, a 'y b. Puesto que ny, , es funcion,
entonces a = n{,v’z (m) = b. De este modo, A, también es inyectivo y, por

tanto, #, = F2.

x

%

Observe, ademds, que .#” es decente, dado que es subgavilla de la gavilla
Z*t que, en particular, es decente.

Dado el abierto U de X, se tiene el siguiente diagrama.

Ezistencia y unicidad de ¢°. Dada la seccién o € .Z°(U), como Ay es
suprayectivo, existe 7 € .#(U) tal que A\y(7) = o. Definimos

v (0) = (N 0 pu)(7).

Si 7/ € Z(U) es otra seccién tal que o = A\i7(7'), aplicando ¢?, a ambos
miembros de esta tltima igualdad, se tiene

(A 0 00)(1) = ¢y (0) = o (Au (') = Ny (pu (7).

Por tanto, go?] estd bien definido. Asi, <p'§] oAy =Apopuy cp?] es unico
con esta propiedad.

Ezistencia y unicidad de [p]. Sea s € [F#](U), entonces s = (04)zcv, para
alguna seccién o € Z(U). Definimos [¢|y : [Z](U) — [¢](U) por

[elu(s) == ([ev(0)]z)zeu-

Veamos que esta definicién no depende de la eleccién de o. Si existiese
7€ F(U) tal que (72)ecv = $ = (0z)zcu, entonces 7, = o, para cada
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x € U. Por tanto, ¢, (0:) = ¢.(72) € 9., para todo € U. Dado que los
diagramas

Z(U) > 9(U)
J\ Pu l
Ty ——> Y,
conmutan para cada x y cada U, se tiene

[ov(0)]e = 0e(02) = 02(T2) = [PU(T)]s € %%,

y con ello, [¢]y(s) == ([pr(0)]z)ecr = ([pr(7)]z)ecu- Bsta es al tnica
manera de definir [¢]y de tal suerte que los diagramas

|2

Z(U) [Z1(U)

conmutan, para todo U abierto de X.

Existencia y unicidad de ©*. Probaremos ahora que
ol = [Ylul sy + FHU) = G(U).

Para ello, dada s € #*#(U), mostraremos que @%(s) = [plu(s) es una
seccién de ¢%(U). Observe que gp%,(s) € [9](U), por lo que bastara ver
que para alguna cubierta U = J;c; Us, las restricciones (p% (8)|v, € 9°(U)
para todo i € I. Como s € F*#(U) C [F](U), existe una cubierta {U;};cr

tal que s|y, € .Z°(U;) para todo i € I. Dado que los diagramas

Z)0) ~ [9)(0)
son conmutativos, entonces
<P§J(3)|Ui = [plu(s)lu,
= [@lu.(slo,) = ([ev, (0lv,)]a)ecv, = (v (0)|v,]z)zev;-
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Esta tultima igualdad se tiene gracias a que los diagramas

FU) L 9(U)
.y
F(U;) —= 9 (U;)
|

Fa 9,

8

son conmutativos. Pero ademés, ([vy(0)|v,]z)zcu; es la imagen de la sec-
cién py(o)|u, € 4(U;) bajo el morfismo Ay, : 4(U;) — 4 (U;), es decir,

Uila)acu, = 04 (s)lu, € 9" (U;).

Por lo tanto, cp%,(s) € 9%(U), como se querfa probar. Finalmente, dado

([pu (o)

que [p]y es unico, <p§] también lo es.

(c¢) Si A es un abierto de X, los diagramas

conmutan. Asf, (17 4)" = Lascay y (Lz,4)" = Lzua).-

(d) Dado el morfismo de pregavillas ¢ : ¢ — 5, en virtud del inciso (b)
anterior, el siguiente diagrama es conmutativo.

T T T
l‘/’ ls@" lw“
G @b %

lw ld)b l@”
H ——= P —— "

Visto este diagrama de otro modo, se tiene

F F Ft

libo@ l(wos@)" l(d)w)”

H ——= P ——= ",
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Y dada la unicidad de los morfismos, es claro que (1) o ¢)° = 4”0 ¢* y
también (1) o p)* = f o pf. m|

Hemos construido una gavilla .Z* a partir de la pregavilla .%. Por supuesto,
si .Z ya es gavilla, entonces #! y .F coinciden.

3.6. Gavillas abelianas, de anillos y A-mddulos

Diremos que una gavilla (resp. pregavilla) % sobre el espacio topoldgico X
es una gavilla (resp. pregavilla) abeliana si para cada abierto U de X, .Z (U) es
un grupo abeliano y las restricciones pyy @ F(U) — F (V) son morfismos de
grupos abelianos.

Si .7 es una gavilla abeliana sobre X, las condicién de decencia es equivalente
a la siguiente condicién: dado el abierto U de X y U = J;.; U; una cubierta
abierta arbitraria, si o € .#(U) es tal que o|y, = 0 para todo i € I, entonces
o = 0. Lo probamos a continuacién.

Recuerde la siguiente formulacién de propiedad de decencia para pregavillas
de conjuntos: dos secciones o,7 € % (U) son iguales si y sélo si oly, = 7|u,
para todo ¢ € I de alguna cubierta abierta U = Uiel U;. Suponga, pues, que
% es una gavilla abeliana sobre X; en particular, es decente como pregavilla
de conjuntos. Considere o € .Z(U) tal que oy, = 0 € Z(U;), para todo i € I.
Dado que todo morfismo de grupos “envia” el elemento neutro en el elemento
neutro, el tallo 0, = 0 € .#,, para todo x € X. Por tanto, y dado que o|y, =0,
o, = 0, para todo € X y, puesto que .# es decente (como pregavilla de
conjuntos), entonces o = 0.

Y a la inversa, suponga que dado el abierto U de X y U = (J,c; U; una
cubierta abierta arbitraria, si o € %#(U) es tal que o|y, = 0 para todo i € I,
entonces ¢ = 0. Sean 0,7 € Z(U) tales que o|y, = 7|y, para todo i € I.
Entonces, dado que los morfismos restriccién son morfismos de grupos abelianos,
se tiene

(U - T)|U'i = U|U'i - T|U'i =0¢ 9(U1)7

para todo i € I. De acuerdo con las hipdtesis, la condicién anterior implica que
c—17=0€ .F(U), estoes, 0 =T.

En lo sucesivo, dado que trataremos con gavillas cuya categoria imagen son
conjuntos con estructura (grupos, anillos, A-médulos,. .. ), preferiremos esta for-
mulacién de la propiedad de decencia que acabamos de introducir, a la anterior
(la conjuntista).

Una gavilla de anillos A4 sobre X, como su nombre lo indica, asigna a cada
abierto U un anillo A(U), siendo las restricciones morfismos de anillos y los
tallos A,, también anillos para cada z € X.
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En lo sucesivo, si k es un campo algebraicamente cerrado, nos referiremos
a un conjunto algebraico cuasiproyectivo X C P} como una variedad sobre k
(variedad algebraica o, simplemente, una variedad).

EJEMPLO. La gavilla estructural. Si X es una variedad, el funtor
Ox : Top (X) — AnC

que a cada abierto U de X asigna el conjunto Ox(U) de funciones regulares
sobre U, es una gavilla de anillos. La llamamos la gavilla estructural de X. Como
hemos visto, ésta es tal que para cada x € X, el tallo Ox , es siempre un anillo
local, cuyo tnico ideal maximal m, estd formado por las funciones regulares en
Ox . que se anulan en x.

Si A es gavilla de anillos sobre X, una gavilla de A-mddulos sobre X es una
gavilla abeliana M que a cada abierto U de X asigna un A(U)-médulo M(U).
Si V es un abierto de U, a € A(U) y m € M(U), los morfismos restriccién son
morfismos de A(U)-mddulos tales que (a-m)|y = aly - m|y.

3.7. Gavillas imagen directa e imagen inversa

Hasta el momento hemos tratado con gavillas sobre un sélo espacio topolégi-
co. En esta seccién nos ocuparemos en cémo cambiar el espacio base via una
funcién continua.

Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién continua suprayec-
tiva. Dadas las gavillas .% y & sobre X e Y, respectivamente, dado cualquier
abierto V' de Y, considere el funtor

f«Z : Top (Y) — A,

con A cualquier categorfa abeliana, definido por f..# (V) := .Z(f~1V). Veamos
que es una pregavilla. Dado el abierto W de V, observe que f 'W C f~1V. Asi,
dadala seccién o € f,.Z (V), el morfismo restriccion pyw : fo# (V) — fo F (W)
estd definido como pyw (o) := o|f-1w. Puesto que .7 es gavilla, f,.# también
lo es, pero sobre Y. Llamamos a f..% la la gavilla imagen directa sobre Y.

Dado x € X, los tallos de f..# estan dados por la igualdad f..7; = Ff—1(y)-

Por otro lado, dado el abierto U de X, f(U) no es en general abierto de Y,
por lo que, para definir una gavilla sobre X, usando ¢, echamos mano de la
nocion de limite directo. Considere el funtor

f*9 : Top (X) — A,

que a cada abierto U de X asigna el objeto f*¢(U) := lim g (V).
VCrU)
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Veamos que f*¥ es una pregavilla sobre X. Sean W C U abiertos de X y
note que f(W) C f(U). Observe que

M= ({4 (V)}vorw), mvB)

es un sistema dirigido de objetos, indizado por la familia de conjuntos abiertos
V que contienen a f(U) y donde cada morfismo nyp : 4(V) — ¥4(B), con
B C V, es la restriccién correspondiente a la gavilla ¢. De este modo, el par
(f*9(U),vy) es el limite directo para dicho sistema, con vy : (V) — f*4(U)
el morfismo canénico para cada V.

A su vez, el sistema

N = ({9(2)}z2w)>724)

es también un sistema dirigido de objetos, indizado por la familia de abiertos Z
que contienen a W, 7z 4 también las restricciones de la gavilla¥ y (f*4 (W), ¢z)
su limite directo.

Probaremos que (f*¢4 (W), ¢z) es un limite para el sistema M. Dados V' y
B abiertos de X que contienen a f(U), como f(U) 2 f(W), entonces 4(V) y
% (B) son también elementos del sistema N, por lo que los diagramas

son conmutativos (se satisface la condicién de compatibilidad); es decir, f*¢ (W)
es un limite para el sistema M. De este modo, dado que f*¢(U) satisface
una propiedad universal, existe un tinico morfismo £y que hace conmutar los
diagramas

GV) —2Vs prg(W).

vy
l Euw

f*gU)

Estas son las restricciones de la pregavilla f*¥.

Ahora bien, mediante el procedimiento de la seccién anterior, podemos aso-
ciar a f*% una gavilla, a la que denotamos por f~'% y llamamos la gavilla
imagen inversa sobre X.

Si los objetos de la categoria A son, por ejemplo, grupos abelianos, anillos o
A-médulos,® dado el abierto U de X, los elementos de f~1¢(U) son secciones

SEn general, conjuntos con alguna estructura algebraica conmutativa. Esta aclaracién es
pertinente dado que nos referimos a una seccién como un elemento del conjunto que la gavilla
asocia al abierto U.
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o € [f*94](U) tales que o

v, € [*9(U;), para alguna cubierta U = J,;o; Us.

Veamos c6mo son los tallos de f*¥, que de acuerdo con el Lema (3.5), son
los tallos de f~1'%¢. Con la notacién anterior, considere z € X y la familia de
abiertos V' de Y que contienen al punto f(z). Entonces (f*%), = %) Esto
se sigue de advertir que

(f*9)e = lim 9(V)= lim 9(V) =%
VO {f(z)} Vaf(z)

Tenemos, pues, un método para asociar a una gavilla sobre X, una gavilla
sobre Y y viceversa, haciendo uso de la funcién continua f. En otras palabras,
hemos construido dos funtores entre las categorias Gavy y Gavy de gavillas
sobre X e Y, respectivamente. Veamos que éstos son funtores adjuntos’ uno del
otro.

PROPOSICION 3.3 (PROPIEDAD DE ADJUNCION) Sea f : X — Y wuna funcién
continua suprayectiva entre espacios topoldgicos y F y 4 gavillas sobre X e Y,
respectivamente. Se tienen los morfismos f~ fo.F — F y b — f.f7'9Y, que
inducen el isomorfismo

HomGaVX(f_lg,,?) ~ Homgavy (¥, f« 7).

Note que f~' y f. son funtores, donde f~! asigna a cada gavilla & sobre Y,
una gavilla f 1'% sobre X, mientras que f, hace corresponder a la gavilla %
sobre X, la gavilla f,.# sobre Y. En estos términos, diremos que f~! es adjunto
izquierdo de f. v f., adjunto derecho de f~1.

Para convencernos de la proposicién, considere Hompye, (f*¥,.%#), donde
Prex denota la categoria de pregavillas sobre X. De este modo, dividimos la
prueba en dos partes: probaremos primero el isomorfismo

Homgayx (f 'Y, F) = Hompre, (f*9, F) (3.3)
y, posteriormente, que
Hompye, (f*°Y,.7) =2 Homgav, (¥, f+-F). (3.4)

PRUEBA.
(3.3) Sea ¢ € Hompyrey (f*Y, f+.#). Dado que .# es gavilla, coincide tanto con
Z” como con .Z*%. Por lo que, de acuerdo con el Lema 3.5, ¢ induce un tinico
morfismo ¢f : f~1¢4 — .Z, que hace conmutar el diagrama

o4 —Ls (prgy s f1g. (3.5)
X\ J{‘pb o
F

"Véase el Apéndice A.
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Esta asignacién nos define entonces un morfismo

v HOmPreX (f.g, y) — HomPreX (filga j\)
© — \IJ((p) = <pﬁ.

Por otro lado, dado v : f~'% — %, se tiene el siguiente diagrama:

[*G "= (f g —> 1Y,
x iv%
F
donde a:=1ohog: f*9 — Z. De esta manera, definimos un morfismo

(O3 HomGavX (filg, j) — HomPrex (.f.ga ‘gz)
q/; — (I)(?/}) = Q.

Bastard mostrar que los morfismos ¥ y ® son inversos uno del otro. Dado
¢ € Hompye, (f*¥Y, %), obtenemos

®(U(p)) = (p*) = ¢pfohog =,

de acuerdo con la conmutatividad del diagrama 3.5. Y en el otro sentido, dado
Y € Homgayy (f 719, .F), se tiene

U(@() =¥(Yohog)=(Pohog) =1,
por la unicidad del morfismo (¢ o h o g)*.

(3.4) Construiremos dos morfismos A y  y probaremos que son inversos el
uno del otro.

La regla de correspondencia A : Hompye, (f*Y, ) — Homgavy (¥, [+ F).
Sea 1 € Hompye, (f*Y, F). Se tiene, entonces, un morfismo

Yo f*9U) — F(U),
para cada abierto U de X, de modo que si W es abierto de U, el diagrama

re )

p/UW\L ipuw

W) s 7 (W),
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conmuta. Si se fija U, dado que f*%(U) es un limite directo, para cada abierto
V en Y que contiene a f(U) se tiene un morfismo

nv:9V)— f*9U).
De este modo, definimos
wu =Yooy :9(V) — F(U)

y observe que este morfismo es compatible con las restricciones de %, es decir,
dado W abierto de U, el diagrama

YV, U

g(v) % g

Ny

| F (W)

U

)
PUW

es conmutativo. Luego, si para cada V se toma el abierto particular A := f =1V
en X (esto es posible, pues f es suprayectiva), se obtiene la familia de morfismos

wi9(V) = F(A) =F(fV)= f.F7(V).

Esta familia determina un morfismo v € Homgay, (¢, f«%) que, en efecto, es
un morfismo de gavillas. Por tanto, puede establecerse un morfismo

A : Hompye, (f*Y, #) — Homgayy (¥, f«7),

siendo A() := 7 su regla de correspondencia.

La regla de correspondencia Q : Homgavy (9, [« F) — Hompre, (f*Y, F).
Un morfismo ¢ € Homgay, (¢, f«#) define una familia de morfismos

v GV) = LF(V) = F(FV),
con V abierto de Y, de modo que si W es abierto de V' el diagrama

(%

9(V) —2% 2 (V)
p’vwl Pr=1v f=1lw

GW) —% FZ(f'W)

conmuta.
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Si se fija el abierto U de X y consideramos los abiertos V' de Y que contienen
a f(U), se tiene U C f~1V para cada V. Definimos entonces

Buyv = ps-rvyopy 9 (V) — F(U). (3.6)

Observe que esta familia de morfismos es tal que dado el abierto W de V', que
también contiene a f(U), el diagrama

conmuta. Pero esta tltima propiedad es precisamente la condicién de compati-
bilidad para .% (U), que de este modo es un limite para el sistema {4 (V), pl, i}
indizado por la familia de abiertos de Y que contienen a f(U). Luego, por la
propiedad universal de f*¥¢(U), existe un tnico morfismo Gy : f*4(U) — F(U)
que hace conmutar los diagramas

Bu,v

g(V) FU). (3.7)

" AT

f*gU)

Nos hace falta probar que los morfismos Gy son compatibles con las restricciones
de %, es decir, que dado E abierto de U, el diagrama

o) 2 7 ) (3.8)

£UE\L ipUE

1*4(B) —— 7(B)

conmuta. Sea o € f*4(U) y puesto que f*¥4(U) es un limite directo, existe un
abierto V de Y, con f~'V D U, de modo que o = 1y (7), para algtin 7 € 4(V)
y donde 7y es el morfismo ¥(V) — f*4(U). Considere, entonces, la extensién
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del diagrama anterior:

F(f71V)

/ lpflvu
Bu

GV) = [*9U) —— F(U)

, Sup pUE
v

1*9(E) —— F(E).

Recuerde que Sy ony = Buyv v Be oni, = Be,v, de acuerdo con la conmuta-
tividad de los diagramas (3.7). Pero ademds, por la igualdad (3.6), se tiene

Buyv =psvuowvy Y  Bevi=privEoQy.

Por lo tanto, Bp,v (1) = pr-1v,p(ev (7)) = pue(pr-1u(ev(r))) € F(E). Pero
pr-vu(ev(T)) = Buyv(T) = Bu(nv (7)), asi que

Bev(T) = p-1v,e(ev(T)) = pue(Bu(nv (7)) = pue(Bu(0)). (3.9)
Por otro lado, dado que i, (1) = {up(nv (1)) € f*Y(E), se tiene
Be.v (1) = Be(ny () = Be(Sue(nv (7)) = Be(éue()). (3.10)

Asi, de (3.9) y (3.10) concluimos que pyg o By = Br o&uE, esto es, el diagrama
(3.8) conmuta. Observe, pues, que la regla de correspondencia ¢ — 3 define,

asi, un morfismo
Q . HOHlGavY (g, f*j) - Hompl‘ex (f.gv j))
donde, por supuesto, 8 =: Q(p).

Finalmente, los morfismos A y € son mutuamente inversos por como los
hemos construido. m|



Capitulo 4
Esquemas y Variedades Algebraicas

En los primeros dos capitulos consideramos como objetos geométricos a los
conjuntos algebraicos y sus subconjuntos cerrados, segtin la topologia de Zariski.
Vimos que cualquier conjunto algebraico cuasiproyectivo (la nocién més general
que se estudid), podia “cubrirse” por partes afines, lo que le daba a los conjuntos
algebraicos afines cierta importancia. Pusimos énfasis en la correspondencia:
conjuntos algebraicos afines X y una clase de anillos a los que llamamos k-
algebras afines (extensiones de anillo del campo k, de generacién finita sobre éste
y sin elementos nilpotentes). Cuando tratamos con un campo k algebraicamente
cerrado, se tuvo la correspondencia biyectiva entre los puntos de X y los ideales
méximos de su anillo de coordenadas k[X] y, también, una correspondencia del
mismo estilo entre subconjuntos algebraicos de X e ideales primos de k[X]. Y
aqui nos detenemos con el afdn de generalizar esta correspondencia.

Observemos lo que hemos hecho: establecimos como principales objetos de
estudio los conjuntos algebraicos, los ceros de familias de polinomios y constru-
imos, a partir de ellos, objetos algebraicos, una clase particular de anillos. La
Teoria de Esquemas ve la situaciéon desde un enfoque mas general al proceder
en el sentido inverso: si no se impone ninguna condicién a los anillos conmuta-
tivos que hemos de estudiar, de los que se toman en cuenta sus ideales primos,
L.qué objeto geométrico les corresponde? La respuesta: los esquemas afines.

Hablar de una variedad diferenciable M es considerar un espacio topolégi-
co de Hausdorff obtenido al “pegar” bolas abiertas de un espacio euclideo, es
decir, un espacio topoldgico con un atlas de cartas coordenadas. Especificar la
estructura diferenciable en M equivale a especificar qué clase de las funciones
continuas en M son diferenciables en sus abiertos, pues la nocién de difer-
enciabilidad es una nocién local. Asi, las funciones diferenciables forman una
subgavilla C*°(M) de la gavilla C(M) de funciones continuas en M. De esta
forma, puede darse una definicién alternativa de variedad diferenciable: un es-
pacio topolégico de Hausdorff M junto con una subgavilla C*°(M) C C(M) de
modo que el par (M,C*>(M)) es localmente isomorfo a un subconjunto abierto
de R™ con su gavilla de funciones diferenciables. A Weil debemos el aplicar esta
nocién a las variedades algebraicas con el objeto de generalizar la nocién, pero
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no es sino con Grothendieck que se logra la correcta analogia: un esquema, como
veremos mas adelante, es un par (X, Ox), un espacio topoldgico X y su gavilla
de anillos Ox, localmente isomorfo a un esquema afin. Asi, obtendremos un
esquema en general, “pegando” esquemas afines. Pero se tiene una diferencia
importante: en variedades diferenciables, cada punto “se ve” localmente como
cualquier otro y las bolas abiertas de un espacio euclidiano son suficientes para
su construccion; en contraste, los esquemas admiten una variaciéon local mucho
mas rica: dos puntos distintos arbitrarios pueden tener vecindades que no son
isomorfas, los abiertos mas pequenos en un esquema pueden ser tan grandes y
poseer geometria muy interesante.

En lo sucesivo, todos los anillos considerados seran, por supuesto, conmuta-
tivos con elemento unitario.

En lugar de considerar un anillo de coordenadas y sus ideales primos, con-
sideramos cualquier anillo A. Considere el conjunto

Spec A :={p C A : p es ideal primo}.

Dotamos a este conjunto con una topologia, a la que llamamos, por extension,
la topologia de Zariski. Los conjuntos cerrados seran los conjuntos de la forma

V(a):={p € SpecA : p D a},

siendo a cualquier ideal de A. Para advertir que esta familia de conjuntos da a
Spec A estructura de espacio topoldgico, considere el siguiente lema.

LEMA 4.1
1. Dados los ideales a y b de A, V(ab) = V(a) UV (b).
2. Si{ai}ier es cualquier familia de ideales de A,

1 (Z ai> = V(a).

i€l iel
3. Para los ideales a y b de A, V(a) C V(b) si y sdlo si /a2 Vb.
4. Se tiene V(A) = @ y V({0}) = Spec A.
PRUEBA.

1. Sip € V(a) UV (b), entonces p 2 a 6 p 2 b. En cualquier caso, p D ab,
esto es, p € V(ab). Y al contrario, si p € V(ab) suponga que no contiene
a uno de los ideales, digamos, p 2 a. Existe, entonces, a € a tal que a & p.
De este modo, para todo b € b, se tiene ab € p, pues p € V(ab), pero
a ¢ p, por lo que b € p, dado que p es primo. Asi, p D b.
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2.SipeV (Z ai>, entonces p D Zai D a; para cada ¢ € I; por tanto,
iel i€l
pe ﬂ V(a;). Por otro lado, si p contiene a cada a;, entonces también
iel
contiene a Z a;, dado que este ultimo es ideal mas pequeno que contiene
icl
a cada a;.

3. Recordemos que dado el ideal ? de A, Vo = ﬂpDD p, con p primo. Asi,
si V(a) C V(b), todo p que contiene a b también contiene a a, es decir,
todo p € Vb es tal que p € v/a, i.e. Vb C /a. Al contrario, que vb C v/a
significa que todo ideal primo que contiene a b contiene también a a, es
decir, que V(a) C V (b).

4. Es claro. O

De este modo, hemos definido una topologia en Spec A. Definiremos ahora
una gavilla de anillos en Spec A. Para cada ideal primo p C A, considere la
localizacion A,. Pondremos atencién en las funciones

O'ZU—>HAp

que son localmente el cociente de dos elementos de A, es decir, que para cada
p verifiquen o(q) = f/g € Aq, con f,g € Ay g € q, para todo q en alguna
vecindad V' C U de p. Suponga que O(U) asigna a U el anillo de esta clase de
funciones; se define asi un funtor

O : Top (Spec A) — AnC,

teniéndose una pregavilla de anillos. Note que hay similitud entre estas funciones
y las funciones regulares definidas en conjuntos algebraicos, pero en lugar de
considerar sus valores en un sélo campo, en este caso las funciones toman valores
en anillos locales distintos.

Veamos que O es una gavilla. Sea U abierto de Spec A y {V; };c; una cubierta
abierta de U.

(a) Sea 0 € O(U) tal que o|y, = 0 para todo ¢ € I. Es decir, fijo i € I,
o(q) = 0 € Aq, para todo q € V;; luego, dado que ésto sucede para todo
i, o(p) = 0, para todo p € U.

(b) Sea o; € O(V;) para todo i € I de modo que para cada par de indices i y
J distintos entre si, o;[v;nv; = 0j|vinv;. Para cada p € U, existe i € I tal
que p € V;. Definimos 7 € O(U) por

7(p) := oi(p)-
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De acuerdo con las hipétesis, 7 estd bien definida; O satisface, entonces,
la condicién de pegado.

Finalmente, dado el anillo A, diremos que el espacio topolégico Spec A junto
con su gavilla de anillos O definida en él como antes, es el espectro de A. Esta
asignacién, A — (Spec A, O) define ahora un funtor, pero no hemos dicho cuél
es la categoria imagen, a ello se avoca la siguiente seccién.

Dado el elemento f € A, consideramos su ideal (f) C A y denotamos
D(f) := Spec A\ V({f)). Veamos que la familia de conjuntos {D(f)}sea for-
ma una base para la topologia de Spec A. Dado el ideal a de A, el conjunto
U := Spec A\ V(a) es abierto. Si p € U, entonces p 2 a, es decir, existe f € a
tal que f & p; asi, p € D(f) y, puesto que V(f) 2 V(a), D(f)NV(a) = .

Establecemos algunas propiedades de la gavilla O. Denotaremos O(Spec A)
por I'(Spec A, 0).1

PROPOSICION 4.1 Sea A un anillo y (Spec A, O) su espectro.
(a) Para cada p € Spec A, O, = A,.
(b) Dado f € A, O(D(f)) = Ay. En particular, I'(Spec A, O) = A.
PRUEBA.

(a) Sea p € Spec A. Todo elemento en O, es la clase [s] de algin elemento
s € O(V), para algtn abierto V' de Spec A que contiene a p. De este modo,
s es un morfismo s : V' — [,y A4 tal que s(p) € Ay. Definimos pues el
morfismo ¢ : Op — A, como ¢([s]) := s(p).

Veamos que ¢ es suprayectivo. Todo elemento de A, puede ser represen-
tado en la forma f/g, donde f,g € Ay g & p. Asi, D(g) es un abierto
de Spec A que contiene a p y es tal que existe 7 € O(D(f)) de modo que
T(p) = f/g € A,. Por lo tanto, f/g es la imagen bajo ¢ de [7] € O,.

Para probar la inyectividad de ¢, sean [s], [t] € O,, con s,t € O(U) para
algtin abierto U que contiene a p; podemos entonces escoger f, g, h,m € A,
con g,m ¢ p de modo que s(p) y t(p) poseen las representaciones f/g y
h/m, respectivamente. Suponga que s(p) = t(p), es decir, que f/gy h/m
pertenecen a la misma clase de equivalencia. De acuerdo a la construccién
de un anillo local, existe una unidad u ¢ p de modo que u(fm—hg) =0 €
A. Asi, f/g = h/m en cualquier anillo local A4 para el que g,h,m ¢ q. El
conjunto de tales q es precisamente el abierto A := D(g)ND(h)ND(m) C
U que contiene a p, en donde las secciones s|4 y t|4 coinciden, por lo que
sus tallos en p también.

!Esta notacién es la misma que A. Grothendieck usa en [EGA I-TV].
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(b) Construimos un morfismo ¢ : Ay — O(D(f)) que asigna a cada a/f" la
seccién s € O(D(f)) cuya clase [s] € O, es tal que p([s]) = a/f" € A,.
Probaremos que 9 es inyectivo. Suponga, pues, que ¥ (a/f™) = ¢ (b/f™).
Entonces, para cada p € D(f), a/f™ y b/ f™ poseen la misma imagen en
A,, es decir, se tiene un elemento h ¢ p tal que h(f™a — f"b) =0 € A.
Considere el anulador a de f™a — f"by, dado que h € ay h ¢ p, entonces
a Z p. Dado que ésto sucede para todo p € D(f), entonces V(a) y D(f)
son disjuntos; por lo tanto, f € v/a, esto es, f" € a, para algin natural r.
De este modo, f" anula a f™a — f"ben Ay, asi, a/f" =b/f™ € Ay.

Veamos que 1 es suprayectivo. Sea s € O(D(f)). Entonces, puede darse
una cubierta D(f) = (J;c; Vi de modo que s|y, (p) tiene una representacién
a;/g; € Ay, con g; ¢ p, para todo p € V;. De este modo, cada V; esté con-
tenido en D(g;) y puesto que los conjuntos de la forma D(h) forman una
base para la topologia, podemos suponer que V; = D(h;), para algin
hi. Asi, D(h;) C D(gi), con lo que V({h;})) 2 V({(g:)) vy, por tanto,

(hi) € +/{gi), en particular, h}" € (g;) para algin natural n. Luego,
existe ¢ tal que hl = cg;, de modo que a;/g; = ca;/h?. Reemplazando en
esta tltima igualdad ca; por a; y, dado que D(h;) = D(h?), h por h;, se
tiene a;/g; = a;/h;; por tanto, podemos suponer que se tiene una cubierta
D(f) = U;er D(hs), de modo que la seccién s tiene una representacién
5|p(n,)(0) = ai/h; € Ay para todo p € D(hy).
En realidad, es suficiente una cantidad finita de tales h;. Observe que
D(f) C U D(h;) siy sélo si

iel

V(M2 V() =V <Z<hi>> :

i€l icl

lo que equivale a decir que f € /> ;. (hs), esto es, f* € > .., (h;), para
algtin n. Asi, f puede ser expresado como la suma finita f™ = Y"7_, b;h;,
con cada b; € A; por lo que D(f) C D(hy)U---U D(h;).

Como D(h;) N D(h;) = D(h;hj), se tienen dos elementos a;/h; y a;j/h;
en Ap,p; que representan a la vez a s|p(u,n,)(p) para todo p € D(h;h;).
Luego, aplicando la inyectividad que probamos antes para ¢, ahora para
Y en D(h;hj), se tiene a;/h; = aj/h; € Ap,n,. Asi,

(hihj)" (hja; — hia;) = 0 € A.

Dado que tal n existe para cualquier par i,j € {1,...,r}, podemos elegirlo
lo suficientemente grande, de modo que verifique la ecuacién anterior para
cualquier par i, j. Reescribimos dicha igualdad como

Wyt (b ai) = bt (B ag) = 0,
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en la que, si reemplazamos cada h?“ por h; y cada hl'a; por a;, se tiene
hja; = h;a;. De este modo, la seccién s tiene en cada D(h;) una repre-

sentacién a;/h; y es tal que hja; = h;a;, para todo par i, j.

T T
Ahora, como " = Z b;h;, haciendo a = Z b;a;, se tiene para cada j

i=1 =1

hja = i:biaihj = ibihiaj = f"aj,
i=1 i=1

que muestra a/f" = a;/h; € Ap,. Luego, como a;/h; es la representacion
de .S|D(hj)(p), se .tlene Y(a/f™) = s. Por lo tanto, ¢ es suprayectivo,
teniéndose asi un isomorfismo.

Finalmente, tomando f = 1, se tiene D(1) = Spec A y también A; = A,
de modo que I'(Spec A, 0) := O(D(1)) =2 A; = A. =]

4.1. Espacios anillados y localmente anillados

Sea X un espacio topolégico. Considere en él una gavilla
Ox : Top (X) — An

que a cada abierto U de X asigna el anillo Ox(U). Decimos, entonces, que
el par (X,O0x) es un espacio anillado. Dado otro espacio anillado (Y, Oy ), un
morfismo de espacios anillados es un par

(f, f%) 1 (X, 0x) — (Y, Oy),

donde f : X — Y es una funcién continua y ff: Oy — f.Ox es un morfismo
de gavillas sobre Y, donde f,Ox denota, de acuerdo a lo discutido en la seccién
3.7, la gavilla imagen directa.

El par (X,0x) es un espacio localmente anillado si para todo p € X el
tallo Ox ;, es un anillo local. Si tanto (X, Ox) como (Y, Oy ) son localmente
anillados, el morfismo (f, f*) serd un morfismo de espacios localmente anillados
si para cada p € X el morfismo inducido en los tallos

fg :Ovr) = Oxp

es un morfismo local, es decir, si n y m son los ideales méximos de Oy ;) ¥y
Ox p, respectivamente, (f%)~*(m) = n.

Este morfismo de espacios localmente anillados (f, f*) serd un isomorfismo
si posee un morfismo inverso bilateral; es decir, si f es un homeomorfismo y f*
un isomorfismo de gavillas.
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PROPOSICION 4.2
(a) Dado el anillo A, el par (Spec A, Q) es un espacio localmente anillado.

(b) Cada morfismo de anillos ¢ : A — B induce un morfismo de espacios
localmente anillados

(fa fﬁ) : (SpeCBv OSpecB) - (SPCCAa OSpecA)~
(¢) Y a la inversa, todo morfismo de espacios localmente anillados
(fv fﬁ) : (SpeCB7 OSpecB) - (SPGCAa OSpecA)

es inducido por un morfismo de anillos ¢ : A — B, como en el inciso
anterior.

PRUEBA.

(a) Es claro que (SpecA,O) es un espacio anillado. Del inciso (a) de la
Proposicién (4.1) se sigue que es, ademds, localmente anillado.

(b) Dado el morfismo de anillos ¢ : A — B, definimos f : Spec B — Spec A
como f(p) := ¢ (p), para todo p € Spec B. Esta funcién es continua,
pues si a es ideal de A, f~1(V(a)) = V(¢(a)).

Ahora bien, para cada p € Spec B, el morfismo ¢ induce un morfismo
local gy : Ay-1(p) — By, definido en cada a/b € A,-1(,) como ¢p(a/b) :=
@(a)/p(b); definicién que tiene sentido, pues como b € ¢~!(p), entonces
©(b) & p. Por esta misma razén, el ideal méaximo 9, de A1) = Afp)
es precisamente la imagen inversa bajo ¢, del ideal maximo N, de B,.
De este modo, se tiene un diagrama conmutativo

A—2 o B (4.1)

Arp) s By
para cada p. En efecto, dado z € A, p(z) € By
mp(p(7)) = () /1= p(x)/p(1) = @p(2/1) = @p(1y(z)).
Luego, dado el abierto V' de Spec A, definimos el morfismo
Fb: Ospec a(V) = Ospec (/1Y)

como f\u,(p) = m(My), para todo p € V. Observe que, ciertamente,
f‘i} (p) € f~1V, en virtud de la conmutatividad del diagrama (4.1).
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Finalmente, por el inciso (a) de la Proposicién (4.1), Ogpec a, £(p) = Afp) ¥

Ospec B, p = Byp. Asi, el morfismo inducido en los tallos fg es precisamente
©p que, como se dijo ya, es local, haciendo de (f, %) un morfismo de
espacios localmente anillados.

(¢) Por el inciso (b) de la Proposicién (4.1), se tienen los isomorfismos
F(Spec A7 OSpec A) =A y F(Spec B, OSpecB) >~ B

Por lo tanto, dado el morfismo (f, f*) de las hipdtesis, el morfismo fépec A
(tomado en las secciones globales) es precisamente el morfismo de anillos

fgpecA::gp:AHB.

Para este morfismo construimos, en la seccién anterior, un morfismo local
@p : Agp) — By de manera que el diagrama (4.1) conmuta.

Por definicién, el morfismo fg es local, de modo que ¢~ !(p) = f(p), es
decir, f coincide con el morfismo Spec B — Spec A inducido por ¢. Por
lo tanto, f* también es inducido por . O

Ahora si, estamos en posicion de decir que la asignacién funtorial
A — (Spec A, Ogpec 4)

de la que habldbamos, toma valores en la categoria de espacios localmente amni-
llados.

4.2. Esquemas

Y entramos en materia.

DEFINICION 4.1 Un esquema afin es un espacio localmente anillado que, como
tal, es isomorfo al espectro de algin anillo A. Un esquema es un espacio anillado
(X,Ox) para el que cada punto © € X posee una vecindad U, de modo que el
par (U,Ox|u) es un esquema afin.

Si (X, Ox) es un esquema, nos referiremos a X como su espacio topoldgico
subyacente y a Ox como su gavilla estructural. En ocasiones abusaremos de la
notacién y diremos que “X es un esquema”, haciendo alusién al par (X, Ox).
Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente anillados y
éste serd isomorfismo si posee un morfismo inverso bilateral.
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Un esquema (X, Ox) es conexo (resp. irreducible o compacto) si su espacio
topolégico subyacente X es conexo (resp. irreducible o compacto?). Diremos que
es reducido si para todo abierto U de X el anillo Ox(U) no posee elementos
nilpotentes; diremos que es entero si Ox (U) es dominio entero, para todo abierto
U de X.

EJEMPLO. Si X = Spec A, entonces (X,Ox) es

(a)
(b)
(c)

irreducible si y sélo si el nilradical 9t de A es primo;
reducido si y solo si el nilradical 9t de A es cero;

entero si y sélo si A es dominio entero.

PRUEBA.

(a)

Suponga que X es irreducible y tome f,g € A, de modo que fg € M, es
decir, que existe r € N* tal que (fg)" = f"¢g" = 0. Por lo tanto,

X=V({(fg)") =V (fg")=V()UV(g).

Como X es irreducible, V(") o V(¢") es vacio, es decir, alguno de estos
conjuntos es X, digamos, X = V(f"); por tanto, f” = 0y con ello, f € 9.
Luego, 91 es ideal primo de A.

Por otro lado, si 9 es primo, suponga que X puede descomponerse como
X =V (a)UV(b), para algunos ideales a y b en A. Por tanto, X = V (ab),
de modo que ab = (0), es decir, ab C 9. Asi, alguno de los dos ideales es
nulo, digamos, a = (0) y, con ello, V(a) = V(0) = X, probando asi que X
es irreducible.

Suponga que el esquema (X,Ox) es reducido; es decir, para cualquier
eleccién del abierto U de X, Ox(U) no posee elementos nilpotentes, en
particular, las secciones globales T'(X, Ox). Puesto que I'(X,Ox) = A, el
anillo A no posee elementos nilpotentes distintos de 0, es decir, 9 = (0).

Si 9 = (0), entonces A no posee elementos nilpotentes distintos de 0 y
dado que A 2 T'(X,0x) 2 Ox(U) para cada abierto U de X, entonces
Ox (U) tampoco posee elementos nilpotentes distintos de 0. Asi, (X, Ox)
es entero.

Si el esquema (X, Ox) es entero, entonces I'(X, Ox) = A es dominio en-
tero. Y a la inversa, si A es dominio entero, como A 2 T'(X,Ox) 2 Ox (U)
para cualquier eleccién del abierto U de X, entonces Ox(U) tampoco
posee divisores de cero, es decir, Ox (U) es dominio entero. O

2Un espacio topolégico de Noether es compacto si cualquier cubierta abierta de X posee
una subcubierta finita.
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PROPOSICION 4.3 Un esquema es entero si y sélo si es, a la vez, reducido e
1rreductble.

PRUEBA. Si (X, Ox) es un esquema es entero, cada anillo Ox (U) es dominio
entero y, por tanto, no posee elementos nilpotentes, por lo que (X,Ox) es
reducido. Si (X, Ox) fuese reducible, existen U; y Uy abiertos de X tales que
X = U; UUs, de modo que I'(X,0x) = Ox (U UUz) = Ox(Uy) x Ox(Us),
que no es dominio entero. Luego, la propiedad “dominio entero” implica la
irreducibilidad de X.

Suponga que (X, Ox) es reducido e irreducible. Considere el abierto U de
Xy f,g€ Ox(U) tales que fg =0. Dado p € X, denotaremos por m,, al tnico
ideal maximo del anillo local Ox ,. Definimos

Yi={zeU: fremy} y Z:={xelU:g,cm}.

Veamos que éstos son subconjuntos cerrados de U tales que Y UZ =U.

Dado que (X, Ox) es esquema, existe un anillo B de modo que U = Spec B.
Asi, segiin la Proposicién (4.1), Ox(U) = By Ox p, = B, para todo p € Spec B.
Ademds, los elementos del ideal maximo m, son de la forma a/b, con a € p y
be B\p.

Dado f € Ox(U), probaremos que Y = V(f) C Spec B.

Si x € Y, entonces se tiene un morfismo 7, : B — B, dado por n,(c) = ¢/1,
para todo ¢ € B; en particular, f, € B, y es la imagen de f € B bajo n,, es
decir, f, = f/1. Dado que z € Y, f, € m,, por lo que f € z. De este modo,
z € V(f), lo que muestra que Y C V(f).

Y en el otro sentido, si y € V(f), entonces y € U y es tal que f € y, por
lo que n,(f) = fy, = f/1 € my, cumpliendo as{ con la definicién de Y; en otras
palabras, y € Y y esto prueba que V(f) C Y.

Luego, Y =V (f) y dado que V(f) es cerrado en U, Y también lo es. Probar
que Z es cerrado en U es un procedimiento completamente analogo, a saber,
Y =V(g).

Como fg =0, entonces U =V (0) =V (fg) =V(f)UV(g) =Y UZ. Puesto
que X es irreducible, U también lo es, de modo que alguno de los conjuntos Y
0 Z es precisamente U, digamos U = Y’; pero esta igualdad implica que V(0) =
U=Y =V(f), es decir, que f es nilpotente. Sin embargo, como (X,Ox) es
un esquema reducido, Ox (U) no posee elementos nilpotentes distintos de cero,
de donde se sigue que f = 0. Esto prueba que Ox(U) es dominio entero y, asi,
que el esquema (X, Ox) es entero. ]

Un esquema (X, Ox) es localmente de Noether si puede darse una cubierta
del espacio topolégico subyacente X = J,.; U; donde cada (U;, Ox|y,) es iso-
morfo al espectro de un anillo A;, siendo cada A; un anillo de Noether; (X, Ox)
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es de Noether si es localmente de Noether y compacto.?

4.3. Variedades Algebraicas

El concepto “esquema” no generaliza por si solo la nocién de variedad alge-
braica. De hecho, una variedad algebraica no es un esquema, el espacio topoldgi-
co subyacente de un esquema tiene méas puntos que una variedad: los puntos
genéricos.

Considere, como ejemplo, el espectro de k[z, y], con k algebraicamente cerra-
do. El par (Spec k[z, y], Ospec k[z,y)) €5 un esquema afin. Los puntos de su espacio
topoldgico subyacente son todos los ideales primos p € k[z,y] y es aqui donde
aparece la discrepancia. Considerando los ideales méximos m de k[x, y], que de
acuerdo al Nullstellensatz son de la forma m = (x—a, y—b), con a, b € k, rescata-
mos todos los puntos del espacio afin Ai; estos puntos tienen la propiedad de
ser cerrados en Spec k[z,y|, puesto que su cerradura V(m) = {m}.

Ahora, si, por ejemplo, f es un polinomio irreducible, el ideal (f) es primo
en k[z,y] y su cerradura en Spec k[z, y] es el punto mismo (f) y todos los puntos
cerrados (a,b) tales que f(a,b) = 0, es decir, (f) y la curva V(f) C A7. Peor
aun, dado que k[x,y] es dominio entero, el ideal (0) € Speck[x,y] y es tal que
V(0) = Spec k[z, y], su cerradura es jel espacio completo! Estos son dos ejemplos
de puntos genéricos, aquéllos que no son cerrados.

Pese a lo anterior, existe una manera natural de agregar puntos genéricos
a una variedad. Precisamos esta nocién: dado el espacio topologico X y Z un
subespacio cerrado e irreducible de éste, decimos que un punto § € X es un
punto genérico de Z si {{} = Z.

LEMA 4.2 Sea (X,0Ox) un esquema. Cualquier subconjunto no vacio, cerrado
e irreducible no vacio de X posee un unico punto genérico.

PRUEBA. Sea Z C X no vacio, cerrado e irreducible. Puesto que se tiene
una cubierta X = J,c; Us donde cada (U;, Ox|y,) es isomorfo al espectro de
un anillo A; y Z es irreducible, entonces Z C Spec A;, para algin i € I. Dado
que Z es cerrado, existe un ideal a de A; tal que Z = V(a) C Spec A;; como
no es vacio, 4 # A (es propio) y dado que Z es irreducible, a es primo en A;.
Observe, pues, que a € Z es un punto tal que {a} = V(a) = Z, es decir, a es un
punto genérico para Z. Este es el tnico, pues si se tuviese b tal que Z = {b},
como {b} = V(b) = Z = V(a), entonces y/a = v/b. Pero tanto a como b son
ideales primos de A;, de modo que coinciden con sus respectivos radicales, es
decir, a = b. O

30 equivalentemente, el esquema (X,0Ox) es de Noether si existe una cubierta finita X =
Ui U---U Uy del espacio topoldgico subyacente, de modo que cada (U, Ox|y;) es isomorfo
al espectro de un anillo A;.
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Con el afdn de explicar de qué modo usamos la Teoria de Esquemas para
generalizar la nocién de variedad algebraica sobre un campo k, explicamos lo
que se entiende por un esquema sobre otro.

DEFINICION 4.2 Fije S un esquema. Un esquema sobre S, o un S-esquema, es
un par (X, a), donde X es un esquema y o : X — S un morfismo de esquemas.
Si (X, ) e (Y,8) son S-esquemas, un morfismo entre ellos f : (X,a) — (Y, )
(un S-morfismo) es un morfismo de esquemas f : X — Y de modo que el
diagrama

f

HY

QI%

Fijo el esquema S, denotaremos &q(S) a la categorfa de esquemas sobre S y
S-morfismos. Dado el anillo A, denotaremos Gq(A) a la categoria de esquemas
sobre Spec A.

conmuta.

Antes de enunciar el siguiente resultado, haremos algunas consideraciones.
Dado el espacio topoldgico E, denotamos por Irr (E) a la familia de subconjuntos
no vacios cerrados e irreducibles de E. Observe que si W # & es un subconjunto
cerrado e irreducible de E, Irr (W) C Irr (E) y que, ademas,

It (Wy UWe) = Ter (W) UTer (W) e Tr | (W5 | = () Ter (W),
jeJ jed
Note que puede darse a Irr (E) estructura de espacio topoldgico, consideran-
do como los cerrados de su topologfa a los conjuntos de la forma Irr (Y'), donde
Y C FE es cerrado, no vacio e irreducible en E. Ademaés, a cada funcién continua
f: X1 — X5 entre espacios topolégicos, puede asocidrsele un morfismo

[T (X1) = Irr (Xa)

definido en Y C X3 como f(Y) := f(Y). o
Por otra parte, puede definirse un morfismo « : X — Irr (X) por a(p) = {p}.
Ademsds, « induce una biyeccién entre la topologia de X y la de Irr (X).

Ahora bien, estamos en posicién de enunciar el resultado méas importante de
esta monografia.

TEOREMA 4.1 Sea k un campo algebraicamente cerrado. Se tiene un proce-
dimiento para asociar a cada variedad algebraica sobre k un esquema sobre k,
a saber, existe un funtor Q : Var(k) — Sq(k) pleno y fiel.



Esquemas y Variedades Algebraicas 81

PRUEBA. Sea V una variedad algebraica sobre k y Oy su gavilla de fun-
ciones regulares. Dado a : V. — Irr (V) definido como antes, mostraremos
que (Irr (V), a.(Oy)) es un esquema sobre k. Y dado que cualqueir variedad
puede cubrirse usando sélo subvariedades afines, sera suficiente probar que
(Irr (V), 2. (Oy)) es un esquema, siendo V' afin.

Suponga, pues, que V es una variedad afin sobre k; definimos el morfismo
de espacios localmente anillados

(h’a hﬁ) : (‘/7 OV) - (Spec k[V], OSpec k:[V])

como sigue. Para cada p € V, h(p) := m,, el ideal de k[V'] de todas las funciones
regulares que se anulan en p. De acuerdo con el Nullstellensatz, m, es maximo
en k[V] y h es, por tanto, una correspondencia biyectiva entre los puntos de V'
y los puntos cerrados de Spec k[V]. De este modo, h es un homeomorfismo.

Ahora, dado el abierto U de X := Speck[V], definimos a continuacién el
morfismo

hi : Ox(U) — hOy(U) == Oy (h~'U).

Observe que, dada la seccién s € Ox(U) y un punto p € h='U, h(p) € U y
Ox h(p) = k[V]m,. Entonces s,y € k[V]n, v definimos

5(p) := [Sh(p)] € k[V]m,/mp = k.

De este modo, s define una funcién s : h='U — k que es, desde luego, regular.
Puesto que hemos tomado s € Ox (U) y construido un elemento ¢ € h, Oy (U),
definido en cada p € h™1U como t(p) := s(p) := [Sh(py], la asignacién s — ¢
define un isomorfismo Ox (U) & h,. Oy (U).

Finalmente, como los ideales primos de k[V] estan en correspondencia biyec-
tiva con los subconjuntos irreducibles de V, (X, Ox) e (Irr (V), @, Oy) son iso-
morfos como esquemas afines.

Para mostrar que (Irr (V), @Oy ) es un esquema sobre k, debemos dar un
morfismo de (Irr (V'), . Oy) a Speck. Para ello, es suficiente dar un morfismo
de anillos

kE— T(Irr (V), a.Oy) =T(V,Oy)

que a cada A € k asocia el morfismo constante A.
Puesto que se tiene el isomorfismo

Homgqe k) (V, W) = Homgqx (Irr (V), Irr (W),

el funtor €2 es pleno y fiel. O
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4.4. Epilogo

Es de este modo que la Teoria de Esquemas es empleada para construir un
marco conceptual, en el que la nocién de variedad alebraica sobre el campo
k puede incorporarse y obtener una generalizacion. En este tltimo capitulo la
hemos tratado de manera superficial, pues hubiese sido agradable plantear y
resolver problemas (ejemplos) con este enfoque (sobre curvas o superficies, por
ejemplo), para hacer palpable la diferencia con el enfoque cldsico. Ademds de que
no se dio una descripcién mas o menos profunda de la categoria de esquemas,
en tanto que no se trataron sus propiedades mas importantes.

En nuestros tiempos suena a broma aspirar a elaborar tratados, por lo que
no es en ese sentido en el que afirmamos que fueron varias las limitaciones de
esta memoria: por mencionar algunas, el Capitulo 3 hubiese sido més claro si
se agregasen ejemplos concretos de variedades analiticas complejas, en los que
pudiera usarse la Teoria de Gavillas para calcular, ejemplos en los que pudiera
haberse dicho de manera precisa qué informacién se rescata con tal herramienta
(multiplicidades de intersecciones, singularidades, etcétera); en el Capitulo 2 no
discutimos el procedimiento de “explosién” (del inglés blow up), de cémo usarlo
en puntos singulares... no hablamos ni del espacio tangente a una variedad ni
del teorema de Bézout; y, pese a que es fundamental, en toda la memoria ni
siquiera asomd la cabeza la Teoria de la Dimensién.

Esperamos que todas estas inquietudes puedan ser incorporadas en versiones
posteriores, solamente con la finalidad de hacer més claras (palpables) nuestras
discusiones.

Mayo de 2010.
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Apéndice A
Teoria de Categorias

El Algebra de los siglos XIX y XX se ha caracterizado por hacer énfasis en
la nocién de “estructura”. La Teoria de Categorias es un esfuerzo por formalizar
esta nocién y de unificar una gran cantidad de propiedades comunes a varias
disciplinas en Matematicas al establecer un marco conceptual en el cual incor-
porarlas. De este modo, se vela, entre otras cosas, por un desarrollo uniforme
de dichas disciplinas y por un lenguaje estandarizado para ellas.

Enfatizamos dos de los primeros intentos en este sentido. Por un lado, los tra-
bajos del grupo Nicolas Bourbaki, que formul6 una teoria de estructuras como
parte de su bien conocido tratado en varios volumenes. Por otro, la idea de Oys-
tein Ore de obviar la existencia de elementos en cada sistema matemaético, con-
siderado individualmente, para concentrarse en las interrelaciones entre éstos.
Esta idea ha sido desarrollada sistematicamente hasta dar con la Teoria de
Categorias."

A.1. Categorias y funtores

DEFINICION A.1 Una categoria € consiste en lo siguiente.
(i) Una clase de objetos, que denotamos por Ob€.

(ii) Para cada par de objetos X,Y en €, se tiene un conjunto de morfismos
entre ellos, que denotamos por Homx(X,Y).

(iii) Para cada triada X, Y y Z de objetos de €, se tiene una funcion
o: Homg(X,Y) x Homg(Y,Z) — Homy (X, Z)
a la que llamamos la composicién, tal que

(a) Yo(pod) = (Yoyp)o, para cada X € Homg(X,Y), ¢ € Homeg (Y, Z)
y ¥ € Home(Z,W);

IReferimos al lector interesado en la historia de este tema al texto [Cor].

84
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(b) paratodo X € Ob¥, existe el morfismo identidad 1x € Homg (X, X),
de manera que para cada ¢ € Homg(X,Y) se tiene

lyop=¢p Yy polx = .

Denotaremos un morfismo ¢ € Home(X,Y) por una flecha ¢ : X — Y.

EJEMPLOS.

1.

8.

Sea J un conjunto parcialmente ordenado bajo la relacion <. Puede for-
marse una categoria _# con los elementos de J como objetos y, dados
i,j € Ob ¢, diremos que Hom 4(4,j) posee un tnico elemento i — j
siempre que ¢ < j y que es vacio en otro caso.

La categoria Grp, cuyos objetos son los grupos y como morfismos los
homomorfismos de grupos.

La categoria Ab de grupos abelianos y sus homomorfismos.
La categoria Top de espacios topoldgicos y funciones continuas.

La categoria Con, donde los objetos son los conjuntos y los morfismos,
las funciones entre ellos.?

La categoria 4Mod de A-mddulos izquierdos y morfismos A-lineales.

La categoria Afy de conjuntos algebraicos afines sobre el campo k y mor-
fismos polinomiales.

La categoria AlgAf;C de k—algebras afines y sus morfismos.

Una categoria . es una subcategoria de € si los objetos de . también lo son
de .7, si Hom #(X,Y) C Hom¢(X,Y) para cualesquiera dos objetos X,Y de
.,y ademads la funcién composicién en . es inducida por la de ¥. Denotamos
esta situacién por . C %.

No se tiene la nocién de igualdad entre dos objetos en una categoria arbi-
traria %, por lo que se hace necesaria la nociéon de isomorfismos entre objetos.
Un morfismo ¢ : X — Y es un isomorfismo si existe un morfismo v : X « Y tal

2Este ejemplo es muestra de que la clase de objetos de una categorfa no es en general un
conjunto. De manera anéloga, los elementos de Home (X, Y) no son necesariamente funciones
(ya sea que preserven la estructura o no: morfismos de grupos, funciones continuas, funciones
crecientes, etc.) Si en el ejemplo (1), dados 4,5 € Ob ¢ definimos i < j & i < je i # j,
entonces podemos considerar a Hom} (,7) como un conjunto de sucesiones finitas, a saber

Hom g (i,7) := {(%0,--,in) | ik <ig41, cONi=1i0y j=in}.
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que poy =1y y yop = lx. En este caso se dice que el objeto X es isomorfo a

Y vy se escribe X 2 Y o bien, X =, Y. Dado que +y es tnico con esta propiedad

lo denotamos por ¢~ 1.

DEFINICION A.2 Sean € y 2 categorias. Un funtor covariante F : € — D es
una asignacion® que a cada objeto X en € hace corresponder un objeto F(X)
de 9; y a cada morfismo ¢ : X — 'Y asigna un morfismo F(p) : F(X) — F(Y),
de modo que

(i) F(po~) = F(p)o F(v), para todo ¢ € Homgx(X,Y) y v € Hom¢ (Y, Z),
(ii) F(1x) = 1p(x), para cada X € Ob¥%.

Andlogamente, un funtor contravariante es aquél que invierte el sentido de las
flechas en (b) y el orden de la composicidn en (i).

EJEMPLOS.

1. El funtor amnésico A : Top — Con, que a cada espacio topolégico asigna
su conjunto subyacente, es decir, “olvida” la estructura. De manera si-
milar es posible construir un funtor de este tipo para cada categoria cuyos
objetos sean conjuntos con alguna estructura.

2. Dados dos funtores F' : ¢ — 2y G : 2 — &, definimos su composicion
GoF :% — &. Esta es, por supuesto, asociativa. Se tiene ademés el
funtor identidad 14 : € — €. Por tanto, podemos hablar de la categoria
Cat, cuyos objetos son todas las categorias y los funtores entre ellas como
morfismos.

3. El funtor ® : Afy —>AlgAfk que asocia a cada conjunto algebraico afin
X su anillo de coordenadas k[X].

4. Y a la inversa, el funtor ¥ :AlgAfk — Afy que a cada k-algebra afin
asocia un conjunto algebraico afin.

DEFINICION A.3 Sean F,G : € — 2 funtores. Una transformacién natural
v: F — G entre éstos (o simplemente un morfismo entre funtores) consiste en
la familia de morfismos

vy : F(X) — G(X),

3E] término “asignacién” es un tanto impreciso. La acepcién que aqui le damos es “regla
de correspondencia”, pues si bien una categoria no es un conjunto, un funtor no es en general
una funcién.
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indizada por los objetos X en €, de manera que para cada morfismo entre
objetos ¢ : X —'Y el diagrama

F(X) 2% G(X)

F(w)l lGUp)

F(Y) 2> G(Y)

conmuta. Si cada morfismo vx es un isomorfismo, entonces se dice que v es
una equivalencia natural.

En consecuencia, al considerar la familia de funtores entre dos categorias €
vy 9, asi como las transformaciones naturales entre ellos, obtenemos una nueva
categorfa Fnt(%, Z). También es usual la notacién 2. En particular, se tiene
la nocién de isomorfismo de categorias.

DEFINICION A.4 Se dird que un funtor F' : € — 9 es una equivalencia de
categorias si existe un funtor G: 92 — € tal que GoF =21 y FoG = 14.

Decimos que un objeto I en una categoria € es inicial si para cualquier
objeto B existe un tnico morfismo f : I — B. Un objeto F es un objeto final
si, andlogamente, para cualquier objeto B existe un tinico morfismo g : B — F.

Diremos que un funtor F' : 4 — % es pleno si para cualquier par de objetos
A, B de € y cualquier flecha g : F(A) — F(B) de %, existe un morfismo
f:A— Ben % tal que g = F(f).

Decimos que el funtor F' : € — £ es fiel cuando para cada par de objetos
A, B de €y cualquier par de morfismos f, g : A — B, laigualdad F(f) = F(g) :
T(A) — T(B) implica f = g.

A.2. El principio de dualidad

Veremos en la siguiente seccién como algunos enunciados son validos si se
invierte el sentido de las flechas (morfismos) y el de las composiciones.

DEFINICION A.5 Dada una categoria €, su categoria dual (u opuesta®) €*
estd formada de la siguiente manera:

(i) Ob %€ = Ob " ;

(ii) dados dos objetos A y B, Homw (A, B) = Homegs (B, A); dado f: A — B
en €, escribimos f* : B — A para el correspondiente morfismo en €*. La
ley de composicidn en €* es, de este modo, dada por f* o g* = (go f)*.

4En tal caso, también se denota por €°P.
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De este modo, si hablamos de una propiedad, un enunciado, valido para
objetos y morfismos en la categoria o7, entonces el enunciado dual sera valido
en o/*.

METATEOREMA A.1 (PRINCIPIO DE DUALIDAD) Suponga la validad, en cual-
quier categoria, de un enunciado garantizando la existencia de ciertos objetos o
morfismos o la equivalencia de algunas composiciones. Entonces, el enunciado
dual, obtenido al invertir la direccion de los morfismos y cambiando el orden
en las composiciones del original, también es vdlido en cualquier categoria.

Por ejemplo, si un enunciado es valido para un objeto inicial, también es
valido el enunciado dual para un objeto final.

A 3. Construcciones universales

Siempre que una estructura algebraica es definida, a menudo nos interesa
construir o definir su producto cartesiano, cocientes, uniones, intersecciones,
etcétera. En el caso general, tomaremos una categoria y definiremos este tipo
de objetos en ella, a través de una propiedad universal.

A.3.1. Productos

Dados A y B objetos de ¥. El producto cartesiano A x B es una triada
(Ax B,ma,7p),donde 14 : AX B — Ay mp: Ax B — B son las proyecciones
correspondientes, que satisface una propiedad universal, i.e., de modo que si se
tiene otro objeto C' y los morfismos f: C — Ay g: C — B, existe un tnico
morfismo h : C — A x B que hace conmutar el diagrama

Debe destacarse que si en la categoria % existe el producto de cualquier
par de objetos A y B, éste es tnico salvo isomorfismo; en particular, se tiene
Ax B~ B x A. Ademas, dado un tercer objeto C, se tiene

(AxB)x(C=Ax (BxC(O).
Del mismo modo puede definirse el producto de una familia arbitraria de

objetos {A;}icr:
(H Ai, {Wi}ia) ;

icl
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donde cada ; : H A; — A; es la proyeccion al i-ésimo objeto correspondiente.
icA
De nueva cuenta, este objeto satisface una propiedad universal: dado cualquier
objeto C y cualquier familia de morfismos {f;}iecr, donde f; : C — A;, existe
un tnico morfismo A : C' — H A; de modo que f; = m; o h, para cada i € I. El
iel
producto de una familia arbitraria de objetos (cuando éste existe) es también
tnico salvo isomorfismo.

EJEMPLOS.

1. El producto de una familia de objetos {U;}ic; en Con es el producto

cartesiano H Us;.
icl

2. En Ab el producto de la familia {Gx}ea es el grupo producto H Ga.
AEA

3. En Afy, es el producto de conjuntos algebraicos afines.

La nocién dual a la de producto es la de coproducto, obtenida al invertir las
flechas en la defininicién de producto y también el orden de las composiciones.

EJEMPLOS.

1. El coproducto en Con de la familia {U;};cr es la unién disjunta H Ui,
i€l
que denifimos en la siguiente seccién.

2. En Ab, el coproducto de {G}rca es la suma directa @ G.
AEA

3. En la categoria AnC de anillos conmutativos, el coproducto de la familia
{R;}ier es el producto tensorial generalizado ® R; (sobre Z).
iel

A.3.2. Limites

Dedicamos especial atencién a esta seccién, dada la importancia que ten-
dra para nuestro estudio de la teoria de gavillas. Comenzamos trabajando en la
categoria Con.

Dada la familia de conjuntos {X, }aca, formamos su unidn disjunta de la

siguiente manera:
IT Xo = | {e} x Xa.
acA acA
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DEFINICION A.6 Se dice que el conjunto ordenado® (A, <) es dirigido si para
cualesquiera i,j5 € A existe un tercer elemento k € A de manera que i < k y
Jj < k. Sila familia de conjuntos {Uy}ren estd indizada por el conjunto dirigido
A y dados i,j5 € A, con i < j, se tiene v;; € Hom(U;,U;) que verifica las
siguientes propiedades:

(a) para todo k € A, ¢pr = lu,; y
(b) si se tienen i,j,k € A tales que i < j <k, el diagrama

ik U,
Uj

conmuta; entonces diremos que el par

({Uk}a, 9ij)

es un sistema directo o sistema inductivo de conjuntos.’

U;

EJEMPLOS.
1. Si para a,b € N* establecemos
a < bsiy sélo sibla,

hacemos de N un conjunto dirigido, puesto [a,b] es tal que a < [a,b]
y b < [a,b]. Considere la familia de conjuntos {Zg}qen+ y la familia de

morfismos

¢qr : Zq — Ly,
tales que para cada n € Z,, se tiene ¢4(n) = m € Z,, siempre que
n = m méd r. Asi, hacemos de ({Z4}4en+, @qr) un sistema inductivo de
conjuntos.

2. Sea A un conjunto no vacio. El conjunto P(A), junto con la relacién de
orden
X <Ysiysélosi X DY,

5La relacién < definida en A es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Algunos autores pre-
fieren decir parcialmente ordenado.
6 Abusamos de la notacién, puesto que ¢ij simboliza la familia de morfismos

{Ui = Uj|i,j € A, coni<jy A dirigido}.
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es un conjunto dirigido (el cnjunto X NY estal que X < X NY eY <
X NY). Considere el conjunto A con la topologfa discreta;” para U C A
definimos

RY := {f:U — R| f es continua};
y siempre que U <V en P(A), establecemos el morfismo

¢le RUHRU
f=flv,

de manera que para cada f € RY los diagramas

U—L-R,

i

Vv

donde i denota la inclusién natural entre conjuntos, conmutan. De esta
manera, el par

({RY}Yvepcay, Yuv)

es un sistema inductivo.

3. Sea X un espacio topoldgico y €2 su topologia. Considere una pregavilla
Z de conjuntos sobre X y x € X. La familia de conjuntos abiertos A :=
{Ua}acen, tal que cada U, es vecindad de z es un conjunto dirigido. Por
tanto, la familia de conjuntos {.#(U)};ca es un sistema inductivo de
conjuntos.

DEFINICION A.7 Dado el sistema inductivo ({Uy}ren, ¢ij), un limite para el
sistema es un conjunto L y una coleccion de morfismos ¢, € Hom(Uy, L),
k € A, que satisface la condicién de compatibilidad: para cada i,j € A tales que
1 < 7, el diagrama

U, %1
ol
Ui

conmuta. El limite (L, {px}a) es un limite inductivo o limite directo del sistema
si satisface la siguiente propiedad univesal: si (M, {r}a) es otro limite del

"La topologia asociada al conjunto A es su conjunto potencia.
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sistema, existe un unico morfismo f: L — M, de manera que para cada k € A
el diagrama correspondiente

Uk & M
Pk
v
L
es conmutativo.

Es prudente hacer notar que si un sistema inductivo posee un limite directo,
entonces éste es Unico salvo isomorfismo.

PROPOSICION A.1 Cualesquiera dos limites directos
(L, {pr}a) y (M, {¥r}a)
de un mismo sistema inductivo ({Uy}ren, ¢ij) son isomorfos.
PRUEBA. En virtud de la propiedad universal que verifican L y M, existen

los morfismos [, ——= M , de manera que para cada k € A los diagramas
g

L

Sl

U,—— M

AN

L

conmutan. Nuevamente, dado que L es universal, 1; : L. — L es el tnico
morfismo que hace conmutar los diagramas

UkLL

N

L.

Por lo tanto, 1;, = g o f. Procediendo de manera anéloga para el limite directo
M obtenemos 1,y = fog. o

Luego, tenemos justificacién para hablar del limite directo de un sistema
inductivo; lo denotamos por
L = lim Uy,.
—
keA
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El siguiente lema establece, en particular, las condiciones necesarias para
que un limite sea un limite directo.

LEMA A.1 Considere el sistema inductivo de conjuntos ({Uy trea, ¢jk) y Supon-
ga que (L, {@r}r) es un limite para el sistema. Entonces (L, {por}a) es el limite
directo del sistema si y solo si se verifican

(i) para todo u € L existe k € A de manera que u € Im gy, y

il) dados x € Uj ey € Uy, p;(x) = or(y) si y sdlo si existe g € A, con j < q
J Pj '
y k < q, tal que djq(x) = rq(y).®

PRUEBA. (<) Mostraremos que (L, {¢}) satisface una propiedad univer-
sal. Para ello, considere otro limite (M, {1} ) para el sistema. Se busca definir
un morfismo f : L — M tunico que haga conmutar los diagramas

U, _Ye M, (A1)

|

L

para todo k € A.

Sea u € L. De acuerdo con la propiedad (i), existe s € A tal que u = ps(x)
para algin z € Us. De esta manera, ¢s(x) € M y definimos f(u) := ¢,(x).

La asignacidn [ es funcion (estd bien definida). Si existe r € A distinto de
s, de tal suerte que u = @,.(w) con w € U,, entonces ¥s(x) = ¢, (w). En otras
palabras, f asi definida no depende del conjunto Uy donde se tome la imagen
inversa de u bajo ¢y.

La funcion f hace conmutar los diagramas (A.1). Dado « € U, con p € A,
éste define un elemento ¢,(z) € L. Nuevamente por la condicién (i), existe
J € A tal que ,(z) = ¢;(2), con z € U;. Entonces

flep(@)) = fpi(2)) = ¥i(2).

Puesto que ¢, (z) = ¢;(2), en virtud de la propiedad (ii), existe ¢ € A, con p < ¢
y j < g, de manera que ¥,q(x) = 1¥;4(2). Dado que la familia de morfismos
{¢k }rena satisface lacondicién de compatibilidad, se tiene

Vi (2) = pq 0 Yjq(2) = @q 0 Upq(x) = ().
Por tanto, ¥, (x) = 9;(2) = f(pp(z)).

La unicidad de f. Finalmente, si ¢ : L — M es otro morfismo que hace
conmutar los diagramas (A.1), entonces, para cada k € A,
go k=YK= fop.

80bserve que la condicién suficiente de este inciso siempre se verifica.
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Es decir, g = f.

(=) Ahora bien, ;todo sistema inductivo de conjuntos posea un limite direc-
to? Para responder, construiremos el limite directo para el sistema ({Uy }ren, @ji)
y veremos que satisface las condiciones (i) y (ii).

Sea
w =[] Us
keA

la unién disjunta de la familia de conjuntos {Uy }xea. Se define una relaciéon ~
en W de la siguiente manera: dados x € U; e y € Uy, v ~ y si y sblo si existe
g€ A, con j <qyk<gq,de manera que ¢j,(z) = ¢pq(y).°

Veamos que ~ es de equivalencia. No es dificil advertir que ~ es simétrica
y reflexiva; probamos la transitividad: sean x € U;, y € U, y z € U, tales que
x ~y ey ~ z; podemos entonces elegir ¢,s,t € A para los cuales tenemos el
diagrama:

U] d)jq Uq ¢qt Ut )

Pkq
¢st

Prs
Uk4k>Us

A

U,

Es decir, se tiene ¢jq(z) = ¢rq(y) € Uy y érs(2) = d1s(y) € Us, de modo que
t € A es tal que

$jt(7) = Pgt(0jq(2)) = Pst(Prs(2)) = Pre(2).

Concluimos entonces que x ~ z.

Si tomamos L = W/ ~ y para todo k € A el morfismo ¢y : U, — L
como la composicién Uy — W — W/ ~, afirmamos que (L, {©k}rea) €s un
limite inductivo para el sistema {Ui}a. Y, en efecto, (L, {pr trea) satisface las
condiciones (i) y (ii):

(i) cada elemento en L es la clase de equivalencia [u] de cierto elemento

u € Uy, para algin k € A, por la construccién que se hizo arriba;

(ii) six € Uj y w € Uy, son tales que ¢;(x) = ¢r(w) en L, entonces [x] = [w],
por lo que x ~ w, lo cual significa que ¢jn(z) = Ppm(w) en U, (con
j <my k <m, por supuesto). m]

9Note que x e y deberian ser pensados en rigor como elementos de los conjuntos {7} x U;
y {k} x Uy, respectivamente. Sin embargo, nos permitimos este abuso de lenguaje dado que
dichos elementos pueden ser identificados con (j,z) y (k,y), respectivamente.
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Observe que para cada sistema inductivo de conjuntos ({Uk}ren, ¢j1) para
cada k € A se tiene el morfismo candnico

Vi © Uk — hi>n Uk,
keA

el cual aplica a cada elemento f € Uy a su clase de equivalencia [f] en L.

EJEMPLOS. Damos a continuacion los limites directos correspondientes a los
ejemplos de sistemas directos que se dieron arriba, por orden de aparicién.

1. El conjunto Z; = {0} es el limite directo del sistema ({Z, }4en+, ¢gr), como
veremos a continuacién.!® En principio, Z; es un limite para el sistema,
dado que para todo ¢ € N*, se tiene la proyeccién canénica ¢, definida
como

Z, <% 7,

m +— 0,

para todo m € Zg; con ello, Z; verifica la condicién (i) del Lema A.1.
Finalmente, dados x € Z, y w € Zg, ¢p(x) = @4(w) = 0 en Z1 y puesto
que Z; es un elemento del sistema, la condicién (ii) se verifica trivialmente.

2. Aplicamos la construccién al sistema ({RU}UE'/)(A), ¢UV). En este caso,
se tiene
w= ] RY
UeP(A)

Dados f € RV y g € R, la relacién de equivalencia estd dada por la
regla
f~gsiysdlosi fly =g|v, paraalgin V CUNW.

El limite directo para el sistema es el par (W/ ~, 1y ) donde
Yy RV > W/ ~

es la composicion RV < W — W/ ~, para cada conjunto abierto V de

A.

3. Construiremos el limite directo para el sistema inductivo {F(U)}ca,
conx € X y A:={Uqs}aca, tal que cada U, es vecindad de 2. Considere

L= Zzw.

UeA

10Pese a que en este ejemplo el limite directo del sistema inductivo pertenede a éste tltimo,
no sucede en general (véase el Lema A.2).



96 Construcciones universales

Sice F(V)yte Z#(U),decimos que o ~ 7 siy sélosiexiste W C UNV,
con W € A, de modo que ol = 7|w. Asi, el limite directo es el par

(L) ~,vv)

donde vy es la composicién .Z# (V) — L — L/ ~ . Dado que se tiene un
sistema de este estilo para cada x € X, denotamos %, := (L/ ~,vy), el
tallo de F en x.

Hasta el momento hemos considerado sistemas inductivos de conjuntos sola-
mente. Pero nos sera 1til hacer lo propio con anillos, médulos y grupos abelianos.
Comenzamos con estos ultimos.

DEFINICION A.8 Un sistema inductivo de grupos abelianos es un sistema in-
ductivo de conjuntos ({Gr}tren, ®jx) para el que cada conjunto Gy, posee estruc-
tura de grupo abeliano y cada ¢ es un morfismo de grupos abelianos.

Un limite para dicho sistema es un grupo abeliano G junto con una familia
de morfismos {prta de grupos abelianos. Este limite serd un limite inductivo
para el sistema si dicha familia de morfismos satisfacen una propiedad universal.

Como en el caso para conjuntos, cualesquiera dos limites inductivos para un
sistema inductivo de grupos abelianos son isomorfos. Sin embargo, las condi-
ciones suficientes para que un limite sea limite inductivo varian un poco, en
vista de la estructura de grupo abeliano. El andlogo al Lema A.1 es el siguiente.

LEMA A.2 Ellimite (G, {¢r}n) del sistema inductivo ({Gr}trea, djx) de grupos
abelianos es un limite directo si y sélo si satisface

(a) para cada g € G existe j € A tal que g € Imp;, y

(b) si para todo k € A tomamos g, € Gy, entonces ¢r(gr) = 0 si y sdlo si
existe ¢ € A, tal que k < q y Prq(gx) = 0.

PRUEBA. (<) Probaremos, de nueva cuenta, que (G, {¢x}a) satisface una
propiedad universal; es decir, que dado otro limite (H, {¢x}) para el sistema,
existe un dnico morfismo v : G — H que hace conmutar los diagramas

G2 p (A.2)

14

G

para todo k € A. En efecto, dado g € G, por (a), se tiene j € A tal que g = p;(x)
para algin x € G;. Definimos v : G — H por

V(9) = ().
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La asignacion «y es funcidn. Si existe k # j tal que ¢ (y) = g, para alguna

g € Gy, entonces
Ur(y) =(g) = ¥ (@).

La funcion v es morfismo de grupos abelianos. Tome h otro elemento de Gj
asi h = ¢k (y), con y € G, para alguna k € A. Como G es limite, los morfismos
{¢r } A satisfacen la condicién de compatibilidad, y dado que {G}} A es inductivo,
se tiene m € A tal que k,j < m y asi

©j = Om O Pjm y Pk = Pm © Pkm-

Desde luego, v(9) = ¥;(z) v v(h) = 9¥x(y). Se tiene entonces el siguiente
diagrama.

Dado que los morfismos {9} o satisfacen la condicién de compatibilidad y ¢,
es morfismo de grupos abelianos, se tiene

Yg+h) = Y[emodim(x) + @m0 Skm(Y)] = Vem(Djm(x) + dem ()] =
Vi(x) + Yr(y) = v(g) +v(h).

El morfismo v hace conmutar los diagramas A.2. Dado h € G, existe j € A
tal que h = ¢;(z) para algin z € G;, de modo que, segin la definicién de v, se
tiene ¢;(z) = y(h) = v(p;(2)).

El morfismo 7y es unico. Suponga la existencia del morfismo de grupos ¢ :
G — H de manera que § o ¢, = g, para todo k € A. Dado gr € Gj se tiene
entonces

6(er(gr)) = Ur(gr) = Y(er(gr)),

para cada k € A. Luego, § = 7.
(=) Ahora bien, construiremos el limite directo del sistema inductivo de
grupos abelianos ({Gr}a, ¢jx) y veremos que éste satisface (a) y (b). Definimos

H:= @Gk;

keA
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y para cada G se tienen las inclusiones naturales ix : G — H como morfismos.
Definimos Hy como el subgrupo abeliano de H generado por el conjunto

{i7n(¢k'rn(gk)) - 'L]g(gk;) : k <me A}

Haciendo G = H/H, y tomando los morfismos ¢y : Gy, — G como los morfis-
mos canénicos, hacemos de (G, {pr}a) el limite directo para el sistema, como
se muestra a continuacién. Veamos que (G, {¢x }a) verfica la condicién de com-
patibilidad: considere el diagrama

Gk Pk
Prem H - H/HO.
Gm/ Pm

De esta forma, dado g, € Gy, se tiene ¢gm(gx) € G, entonces
on(gx) == n(ik(gr)).
Basta ver que (G, {¢x}a) verifica las condiciones (a) y (b).

(a) Observe que G = {ix(hi) + Ho : hi € G}y larazén es la siguiente: todo
elemento de G es de la forma & = Zik(gk) + Hj, basta tomar j € A tal

k
que k < j para todo k y g # 0 para obtener

€= (inlge)+Ho) = > (in(gr)—ik(gr)+i; (0r; (9x))+Ho) = i;(h;)+Ho,
B B

donde h; = Z ¢r;(gr) € G;. En otras palabras, cada u € G es de la forma
k
i;(hj) 4+ Ho, para alguna j € A, es decir, u € Im ;.

(b) Probaremos que i (hy) + Ho = 0 si y sélo si existe ¢ € A, con ¢ > k para
todo k, tal que ¢pq(hy) = 0.

(<) En virtud de la condicién de compatibilidad, si existe ¢ tal que
¢rq(hi) = 0, entonces

ix(hi) + Ho = ix(hi) — ir.(hr) + drq(hi) + Ho = Ho.

(=) Siig(hg) + Ho = 0, entonces ig(hy) € Hp es una suma finita de la
forma iy (hy) = >_; p; € H, donde cada p; € Hy es de la forma

1j = ia()(Bja0)(95) — i5(9;),
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donde cada g; € H'y j < a(j) € A. Consideremos cualquier g > k tal que
g > a(j) para toda j. Fijemos j y hagamos a = a(j). Entonces

1 = [ig(#5q(95)) = 15(95)] + [ia(Pjalgs)) — ig(Drq(Bjalgi)))]-

Observe que p; es ahora una suma de dos elementos en Hy en los que el
indice més grande en cada caso es ¢. Por tanto, ix(hy) puede ser expresado
como una suma de elementos cuyo maximo indice es ¢ en cada término.
Cualquier suma finita de elementos que poseen el mismo indice maximo
y el mismo indice minimo es igual a un tnico elemnto con los mismos
indices. Asi,

iq(Prq(hr)) = [iq(Prq (b)) — in(hi)] + in(he), v ir(hy) = Zﬂj € Hy

muestra que iq(¢rq(hi)) puede ser expresado como una suma finita de
elementos cada uno de los cuales posee como indice maximo a ¢, es decir,

iq(Prq(hi)) = Z(iq(¢pq(dp)) —ip(dp)), con dy, € G.

r<q

Esta tltima es una relacién en H , donde un elemento es cero si y sélo
si cada componente es cero a la vez. Entonces, para cada p < ¢ se tiene
—ip(dy) = 0, o bien, d, = 0y, por tanto, ¢,4(d,) = 0. Si p = ¢, entonces
@qq €s el morfismo identidad y, de nuevo,

iq(dqq(dq) —iq(dg)) = 0.
Por tanto, i4(¢pre(hr)) = 0. a

En el lenguaje de la teoria de categorias, si se considera el funtor covariante
F : 2 — €, se tiene una familia de objetos {F(D)}pecob o (la generalizacién
de un sistema dirigido de conjuntos). Cuando éste existe, un limite para dicho
sistema consiste en un objeto L € € y una familia de morfismos up : F(D) — L
en ¢, de modo que dado el morfismo f: D — E en 2, se tiene ug = F(f)opup.
En otras palabras, un limite para F' es el par (L,{up}pecob2), tal que los
diagramas

F(D) 22>,
F(E)

conmutan. Asi, un limite directo para {F(D)}pcobo (si existe) es un limite
(L,{usp}peonb 2), de modo que para cualquier otro limite (M, {vp}pcob o) ex-
iste un unico morfismo v : L — M con la propiedad vp = 7 o up, para cada
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objeto D en Z; es decir, de tal suerte que los diagramas

F(D) 22~
NS

son conmutativos para cada objeto D en Z.

Observe que cambiando el funtor F' : 2 — % se obtienen distintas familias
de objetos {F(D)}peon ¢ Considere, pues, ademds de F, otro funtor G : 9 —
% vy el sistema de objetos {G(D)}peob . Suponga que ambos sistemas son
dirigidos!!, digamos,

{F(D)}ova,¢pr) v ({G(D)}oba,¥pE)

y poseen limites directos (L, {up}peob2) v (N, {\p} peob 2), respectivamente.
Un morfismo entre tales sistemas

fAF(D)}obo —{G(D)}ob 2
es una familia de morfismos fp : F(D) — G(D), tales que los diagramas

F(D) 12~ G(D)

L G(J/;;E

conmutan. Cada morfismo f de tal naturaleza induce un morfismo en los limites

lim fp:L— N,
Ob D

de modo que para cada objeto D en &2 conmuta el diagrama

F(D) -2~ G(D)

nFl lnc
lim fp
L N.

—
_—

1Es decir, que puede establecerse un orden parcial en los objetos de la categorfa 2, de
modo que pueda darse a ésta estructura de conjunto dirigido.
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A.4. La nociéon Categoria Abeliana

Los axiomas que definen a una categoria abeliana se extraen de la categoria
de grupos abelianos Ab y son una generalizacién a ésta. Precisaremos esta
aseveracion.

Diremos que una categoria &/ es una Ab-categoria si para cada par de
objetos D, E, el conjunto Hom (D, E) posee estructura de un grupo abeliano,
de modo que la composicién de morfismos se distribuya con su suma. Diremos
que & es aditiva si posee un objeto cero'? y para cada par de objetos D, F su
producto D x E estd definido.

Sea o/ una categoria con objeto cero, A, B objetos de & v f: A — B un
morfismo entre ellos. Decimos que el morfismo v : N — A es un nicleo de f si
fov =0y para todo morfismo v/ : N’ — A, de modo que fov' = 0, existe un
tnico morfismo g : N’ — N tal que v o g = /. La nocién coniicleo es dual.

DEFINICION A.9 Decimos que una categoria </ es abeliana es una categoria
aditiva tal que

(a) todo morfismo en </ posee nicleo y conicleo,
(b) todo monomorfismo es el nicleo de su conicleo, y

(¢) cada epimorfismo es el conicleo de su nicleo.

EJEMPLOS. Ab, A-Mdéd, AnC, Con.

Para nuestros fines, la importancia de las categorias abelianas radica en que
sus axiomas nos permiten hablar de, entre otras propiedades, (co)productos y
limites directos.

12Un objeto cero 0 es un objeto tal que para cualquier objeto C en & se tienen los morfismos
tnicos C' — 0 — C.



Apéndice B
Algebra Conmutativa

En este apéndice, se tratan una serie de resultados necesarios para los capitu-
los anteriores.

B.1. El anillo k[x]

PROPOSICION B.1 El anillo de polinomios en una variable k[z] es un dominio
de ideales principales.

PrUEBA. El anillo k[z] es un dominio entero: sean
f@)=az"+ - +arx+aoy g(z) =bsz® + -+ bz + b

polinomios en k[z] distintos de cero, de modo que existen i* € {1,...,r} y
j* €{1,...,s} para los cuales a;+ # 0 # b;-. Suponer que

Z aibjx”j =0

0<i<r
0<j<s

implica que cada uno de los términos a;b;z*™/ = 0 y, puesto que a;,b; € k
y k es campo (en particular, dominio entero), se tiene entonces que a; = 0 o
b; = 0. Sin embargo, esto no sucede con la pareja de indices i*,5*, lo cual es
una contradiccion.

Mostraremos ahora que todo ideal en k[z] es principal. Sea J ideal de k[x].
La asignacién de grado a cada polinomio f en k[z] puede ser considerada como
una funcién! gr : k[z] — N. Considere entonces gr(J) := {gr(f) : f€ J} CN.
De acuerdo con el principio del buen orden, existe en gr(J) un elemento minimo
m, el cual corresponde a cierto polinomio g € J. Sea h € J. Mostraremos que
glh. Por el algoritmo de la divisién en k[z], existen ¢,r € k[z] de modo que

h(z) = gq(z) - g(2) + r(2),

LA cada polinomio se le asigna uno y sélo uno de los elementos en N.

102
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donde r(z) = 0 6 gr(r) < gr(g). Observe que r(z) = h(z) — q(x) - g(x) € J v,
dado que g(x) posee el grado minimo en J, la condicién gr(r) < gr(g) no puede
darse. Por tanto, r(z) = 0y asi, h(z) = g(z) - g(z), como se querfa probar. O

PROPOSICION B.2 (ALGORITMO DE LA DIVISION) Para cada par de polinomios
f,g € k[z], con g # 0, existen r(z),q(x) € k[z] dnicos, de modo que

donde r(x) =0 6 gr(f) < gr(g).2

PRUEBA. Si gr(f) < gr(g), basta hacer ¢(x) = 0 y r(z) = f(x). De otro
modo, si gr(f) > gr(g), escribamos

fx)=ao+az+---+auay
g(x) = b + by + - - + b,

donde b; # 0 y, por supuesto, s > t. Pretendemos dividir f/g, por lo que el
primer término del cociente serd (a,/b;)z*~t. Definimos

fi(z) == f(z) - Z—jx“g(w)

y observe que el término de mayor grado de f(z), asz*, se cancela con el término

as _
— | =) 2% bt = —agat,
by

por lo que gr(f1) < gr(f). Usaremos inducccién sobre el grado ¢ de f. Por
hipétesis de induccion se tiene

fil@) = g(@)qu(x) + r(z),

donde r(x) = 0, o bien, gr (r) < gr(g). Al substituir (B.1) en (B.1), se tiene

fz) - <(Zt8938_t9(95)> =g(z)q1(z) + r(z) y entonces

1) = (o + o)) o) + (),

con q(z) := (as/b)r*~" + qu(x) € k[z] y r(2) =06 gr(r) <gr(g).

2Por gr(f) denotamos al grado del polinomio f(z) = ag + a1z + -+ + amz™, es decir, el
ndmero natural m correspondiente a la maxima potencia de x cuyo coeficiente a., # 0.
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Para probar la unicidad de ¢ y r, suponga que existen ¢’ y 7’ en k[z] tales
que f(x) = g(x)¢' (x) +7'(x), con r'(x) = 0 6 gr (') < gr(g). Se tienen, pues,
dos expresiones para f(z) que, al restarlas, se obtiene

g9(x)(q(z) — ¢'(z)) = r(z) — ' (2).
Observe que r — 1/ = 0 si y sélo si ¢ — ¢’ = 0; en otro caso, se tendria
gr(g) <gr(g)+er(g+q)=gr(r—r) < mix{gr(r),gr()}

lo cual es absurdo. O

B.2. Extensiones de campos

Dado el campo k, decimos que el niimero p € N* tal que pz := le z=0
para todo x € k, es la caracteristica del campo.

PROPOSICION B.3 Sean k un campo y R anillo. Todo morfismo de anillos no
cero ¢ : k — R es inyectivo.

PRUEBA. Es suficiente advertir que Ntic ¢ es un ideal de k. Puesto que k es
campo y ¢ no es la funcién constante cero, Nicp = {0}. O

DEFINICION B.1 Una extensién de campos, que denotamos F : k, es un mor-
fismo de campos ¢ : k — F.

Puesto que ¢ es inyectivo (por la proposicién inmediata anterior), identificamos
a k con su imagen ¢(k) en F.

DEFINICION B.2 Dada la extension de campos F : k y o € F, decimos que
es algebraico sobre k si eziste f(x) € k[x] de modo que f(a) = 0. Si esto sucede
para todo o € F', el campo F' es entonces una extensién algebraica de k, o que
F' es algebraico sobre k. Si el elemento o € F no es algebraico sobre k, decimos
que o es trascendente sobre k.

DEFINICION B.3 Un campo k es algebraicamente cerrado si cualquier polinomio
no constante en k[x] posee al menos una raiz en k.

TEOREMA B.1 (FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA) El campo C es algebraicamente
cerrado.
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PRUEBA. Considere el anillo R[z] y su ideal (2% + 1). Puesto que 22 + 1
es irreducible® en R[z], (#? + 1) es ideal primo y, por tanto, maximal en R[z].
De este modo, R(a) := R[x]/(z? + 1) es campo. Sea a := x + (2% + 1) (la
clase de x en R(«)). Mostraremos que que todo polinomio f(«) posee una raiz
en R. Observe que o, para r € N*, pertenece a la clase de (—1)"/2 si r es
par, o bien, a la de (—1)"a si r es impar.*Entonces, existen a,b € R tales que
f(a) = a+ba. Suponer que f(«) no posee raices para ningin valor de o implica
que a + ba # 0, es decir, que ninguna ecuacién lineal posee soluciones en R, lo
cual es falso. Luego, todo polinomio f(«) posee al menos una rafz en R.

Finalmente, consideramos el morfismo

M :R(a) - C

dado por f(«a) — f(i). Y, puesto que f(«a) = a + ba para algunos a,b € R, «
juega el mismo rol en R(«) que i en C, estableciéndose as{ una biyeccién. De
este modo, R(«w) = C. O

DEFINICION B.4 Dada la extensién de campo F : k, la cerradura algebraica en
F de k es el conjunto

k:={y € F : v es algebraico sobre k}.

Se dice que la extension F : k es algebraica (resp. trascendente) si todo elemento
de F es algebraico (resp. trascendente) sobre k.

PROPOSICION B.4 Sea k un campo algebraicamente cerrado. Se wverifican las
dos condiciones siguientes.

(a) El campo k posee una cantidad infinita de elementos.
(b) Si F :k es una extension algebraica de k, entonces F = k.

PRUEBA.

(a) Sea k un campo algebraicamente cerrado. Suponga que k es finito, di-
gamos, k = {ag = 1,41 = 0,a2,...,as}, con s € N*. De este modo,
cualquier polinomio f € k[z] debe anularse en al menos un elemento a;
de k, es decir, f es divisible por x — a;. Sin embargo, el polinomio

t

g(z) =1+ H(ﬂf - ai),

i=1

no se anula para ningun a; € k. Luego, k debe ser infinito.

3No existen a,b € R de modo que 22 + 1 = (z — a)(z — b).
4Dados p,q € R[z], p ~ g (estén en la misma clase de equivalencia en R[z]/(z? + 1() si y
sélo si p—q € (x2 + 1.
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(b) Sia € F, por hip6tesis, a es algebraico sobre k, es decir, existe f(x) € k[z]
de modo que f(a) = 0. Dado que k[z] es un dominio de ideales principales,
existe g(x) € k[z] ménico irreducible tal que (f(x)) = (g(z)) vy g(a) = 0.
Como k es algebraicamente cerrado, a € k. Esto muestra que F C k, por
lo que F' = k. O

PROPOSICION B.5 Sik es algebraicamente cerrado, todo f € k[x1, ..., z,] posee
al menos una raiz en A} .

PRUEBA. Se establece como consecuencia del inciso (a) del Lema 1.2, o bien,
una reformulacién del inciso (b). O

Dada una extensién F' : k, diremos que la familia L = {aq,...,a,} C F
es algebraicamente dependiente® sobre k si existe f € k[xy,...,2,] no cero,
tal que f(a1,...,a,) = 0. En otro caso, decimos que L es algebraicamente
independiente. Si L es infinita, diremos que es algebraicamente dependiente si
cualquier subconjunto finito M C L lo es.

LEMA B.1 Toda extension finita L de un campo k es algebraica.

PRUEBA. Suponga que la extensiéon L de k no es algebraica, es decir, existe
a € L trascendente sobre k. De este modo, el conjunto {1,a,a?,...} es lineal-
mente independiente sobre k, lo que contradice el hecho de que [L : k] < oo.
O

El enunciado a continuacién se sigue como corolario.

OBSERVACION B.1 Si L es una extension finita del campo algebraicamente cer-
rado k, entonces L = k.

PRUEBA. Cada elemento de § € L es algebraico sobre k y la cerradura
algebraica de k obliga a que [ pertenezca a k, es decir, L C k. O

Regresemos a k[x]. Diremos que un polinomio
f(@) =aaz” + ar—12" '+ + a1x + ag € k[z], con a, #0

es irreducible si éste no puede expresarse como producto de polinomios de menor
grado. Sea I : k una extensién y u € F'; diremos que f es el polinomio minimo
de u en k[z] si f es mdnico (i.e. a, = 1), irreducible y f(u) = 0. Por derivada
de f nos referiremos al polinomio

(@) :=rax2" ' +a,_1a,_12" 2+ +a; € k[z].

Diremos que un polinomio irreducible f es separable si f'(x) # 0. Un elemento
u € F es separable si su polinomio minimo f es separable.

50 bien, que a1, ...,a, son algebraicamente dependientes.
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PROPOSICION B.6 Sea k algebraicamente cerrado y F : k una extensién finita.
Eziste una familia de elementos {z1,...,z4+1}+ C F algebraicamente independi-
ente sobre k tal que F = k(z1,...,24) Y za+1 es separable sobre k(z1,...,2q4).

PRUEBA. Por hipdtesis, existen t1, ... ,t, € F de modo que F' = k(t1,...,t.).
De éstos, sea d < r el nimero maximo de elementos algebraicamente inde-
pendientes sobre k, digamos t1,...,t4. Por tanto, dado cualquier y € F, el
conjunto {t1,...,t,,y} es algebraicamente dependiente; sin embargo, existe
f € kl[z1,...,xqs1] irreducible tal que f(t1,...,tq,y) = 0. Veamos que la deriva-
da parcial f; # 0 para alguna i € {1,...,d+1}. En efecto, si tal i no existiese,
cada x; apareceria en f en potencias multiplos de la caracteristica p del campo,
es decir,

_ o pj1 . PIdt1
flz1, ... xaq1) = E Ay ojysr T it
J

Hagamos, entonces, a;,...j,., = b} .., ., v g:= ijl...jdﬂx{l ety de este
J
modo, f = ¢¢, lo que contradice la irreductibilidad de f.

Ahora bien, como para dicha i, f, # 0, la familia {t1,...,t;1,ti41,. .., tar1}
(con d elementos) es algebraicamente independiente sobre k. De nuevo, co-
mo f, # 0, la variable x; aparece en f, por lo que t; es algebraico sobre
k(tl, PN ,tifl, ti+1, [P ,td+1). Sin embargo, la familia {tl, PN ,tifl, ti+1, ‘e athrl}
podria ser algebraicamente dependiente y, por tanto, el grado de trascendencia
de k(t1,...,ti—1,tit1,...,ta+1) podria ser menor que d, lo que contradice la
independencia algebraica de tq, ..., t4.

Renombrando dicho ¢;, puede decirse que la familia {¢1,...,ts} es alge-
braicamente independiente sobre k y que f., . # 0. Esto muestra que 41 es
separable sobre k(t1,...,tq4). Dado que t442 es algebraico sobre k(t1,...,t4), por
el teorema del elemento primitivo®, puede hallarse y tal que k(t1,...,tq12) =
E(ti,...,tq,y). Iterando este procedimiento, se consigue adjuntar los elementos
td+1,---,tr y podemos asi expresar a F' como k(z1,...,24+1), donde la familia
{z1,..., 24} es algebraicamente independiente sobre k y ademés f(z1,...,244+1) =
0, con f irreducible sobre k y f_,'ﬂd+1 #0. a

B.3. Extensiones de anillos - k—Algebras - Médulos

Sea A anillo. Observe que si A es dominio entero, entonces Afz] también lo
es. Para convencerse de ello, tome f(z) =3, a;2' y g(x) = 3_; bja’ polinomios
en Alz] y suponga que tanto f como g son distintos de cero. Existen, entonces,
a;+ y by~ distintos de cero en A, por lo que a;- bj*a:’*ﬂ* # 0, pues A es dominio
entero. Por tanto, fg # 0.

6Véase [PONER REFERENCIA]
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Se tiene ain mds, si A es dominio entero, entonces A[z1, ..., ,] también lo
es y, en particular, k[x1,...,2,] es dominio entero. Probamos esta aseveracién
por induccién sobre n. Hemos dicho que A[z1] es dominio entero. Por hipétesis
de induccién, R := A[zy,...,2,—1] es dominio entero y asi,

Rlz,] = Alz1, ..., xn_1][zn] = Alz1, ..., 20]

también lo es. Finalmente, si k es campo, es en particular dominio entero y, por
tanto, también k[xy,...,x,].

Diremos que un anillo A es de Noether si todos sus ideales son de generacién
finita.

PROPOSICION B.7 Sea A anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. A es de Noether.
2. Cualquier cadena ascendente de ideales

J1CJ2C"'J»,«CJ7-+1C"'

de A es estacionaria’.
3. Cualquier coleccion de ideales {Jo}aca (A # &) de A posee un elemento
maximo.

PRUEBA.

(1) = (2). Considere la cadena ascendente de ideales de A
JLCIC - J C 1 C--- CA,

cada uno de los cuales es de generacién finita®. Puesto que A también es
ideal de si mismo, también es de generacion finita, entonces debe existir
t € N tal que J,11 \ J, = &, para todo r > ¢, es decir, tal que J; = Jy11 =
Jopg =+

(2) = (3). Note que el conjunto .Z := {J, }aea es un orden parcial bajo la
inclusién y puesto que A # @, la coleccién es no vacia. Tome una cadena
C de ideales en .Z y considere el niimero natural s para el cual la cadena
se estaciona (ésta es la hipdtesis), entonces el ideal J; es una cota superior
para C. La conclusion se sigue del Lema de Zorn.

"Existe un indice t € N a partir del cual J; = Jy11 = Jyyo = ---.
8Las contenciones son propias.
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(3) = (1). Sea J ideal de A. Suponer que J es el ideal generado por algin
conjunto infinito S C J, tal que no es generado por ningin conjunto finito
T C S, nos permitiria construir una cadena infinita de ideales

LclhclycC---,

donde cada I; estd generado por el conjunto {a1,...,a;} de elementos
distintos entre sf, para cada j € N.2 Observe que la familia {I;};en no
estd acotada, en contradiccién con las hipétesis. Luego, todo ideal J de A
debe ser de generacién finita. O

Si, en cambio, se considera el A-médulo M y éste es tal que todos sus
submodulos son de generacién finita, entonces diremos que M es de Noether.

LEMA B.2 Sea 0 = N 5 M LN P — 0 una sucesidn exacta de A-mddulos'®.
Entonces, M es de Noether si y sélo si N y P son de Noether.

PRUEBA.

(=) Sean S; C So C --- yT1 C Ty C --- cadenas de submdédulos de N
y P, respectivamente. Dado que « es inyectivo (resp. [ es suprayectivo),
la cadena de submédulos de M: a(S;) C a(Ss) C -+ (resp. B~ 1(T1) C
B71(Ty) C ---) es estacionaria, por lo que la cadena de las preimdgenes
de « (resp. imdgenes de 3) también lo es.

(«<) Sea Ly C Ly C --- una cadena de submédulos de M, de modo
que a 1(Ly) C a (L) C -+ y B(L1) C B(L2) C --- son cadenas
de submédulos en N y P, respectivamente. Existen entonces r,s € N

indices a partir de los cuales se tiene o 1(L,) = a Y(Ly41) = -+ ¥
B(Ls) = B(Lsy1) = ---. Asi, a partir del méximo de estos dos {ndices, se
tiene Lméx {r,s} = Lmé.x {rs}41l =" - O

LEMA B.3 Si {M;}"_; es una colecion de A-mddulos de Noether, entonces el

A-mddulo @ M; también lo es.
i=0

PRUEBA. Aplicaremos induccién sobre n. Considere la sucesion exacta

0—>M2‘—>M1@M2LM1—>O,

9Como S es infinito, contiene al menos un conjunto {a1,a2,as, ...} numerable.
10Es decir, Im a = Nic 3
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donde 7 es la proyecciéon a M;. En virtud del lema anterior, M; & Ms es de

Noether. Suponga este resultado cierto para n — 1 (hipdtesis de induccién), es
n—1

decir, que @ M; es de Noether y considere la sucesion exacta
i=1

n n—1
0— M, - P M= PM —o,
i=1 i=1

donde 7 es una proyeccién. El resultado se sigue de aplicar de nuevo el lema
anterior. 0O

PROPOSICION B.8 Sea A un anillo de Noether y M un A-mddulo de generacion
finita. Entonces M es de Noether.

PRUEBA. Dado que M es de generacién finita, existen {ay,...,a,} C M
tales que M = Aay + - - - + Aa,.. De este modo,

M = @ Ai7
i=1
donde cada A; := Aa; = A. Luego, por el Lema (B.3), M es de Noether. a

TEOREMA B.2 (DE LA BASE, DE HILBERT) Si R es un anillo de Noether, en-
tonces R[x1,...,xy,) también lo es.

PRUEBA. Usaremos induccién sobre n.
Sea J un ideal de R[x4], probaremos que .J es de generacién finita. Considere
el ideal

C:={a€R: f(x1) =azx® + (coeficientes de menor grado), con f € J},

es decir, el ideal generado por los coeficientes principales de los polinomios en
J. Dado que R es de Noether, es suficiente una cantidad finita de elementos
ai,...,a; € C para generar a C. Entonces, para cada i se tiene (al menos) un
polinomio f;(z1) € J con

fi(z1) = a;x7" + (términos de menor grado).

Hagamos r := mdx {r; : 1 <i <t} ytome H como el ideal {f1,..., f;) C R[z1].
Sea h = bx™ 4+ (términos de menor grado) € J, observe que b € C. Sim > r,
escribase b = Zle u;a;, con cada u; € R. Asi, h — 25:1 Gz i) € J
y su grado es menor que m. Iterando este procedimiento, podemos ir restando
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elementos en C' de h hasta obtener un polinomio g de grado menor que r; es
decir, pueden obtenerse p € C tal que h = g + p.

Hemos probado que J = (JNM)+C, donde M es el R-médulo Rxq+ Rz? +
St R;E;*l; esto es, con M de generacién finita que, por la Proposicién (B.8),
es de Noether. Asi, CN M también es de generacién finita como R-médulo, dig-
amos, CNM = Rqy +- - - Rq, por lo que el conjunto finito {f1,..., ft,q1,---,qa}
genera a J, como se queria probar.

Ahora bien, por hip6tesis de induccién, A := R[z1,...,x,—1] es de Noether.
Basta observar que R[x1,...,%,] = R[z1,...,Zn_1][zn] = Alz,] y aplicar el
argumento anterior a A[z,] para obtener el resultado deseado. a

Sea A anillo y B un subanillo de A. Diremos que A es una extension de
anillo de B o una B-dlgebra si existe un conjunto S C A tal que

A= DB[S] = Z)\js?j ccada \j € B,s; €8, ya; €N
jel

En otras palabras, A es la B-dlgebra B[S] si todo elemento f € A puede ser
considerado como un “polinomio” con indeterminadas en S; sin embargo, ob-
serve la definicién da cabida a que S pueda ser infinito y que existan relaciones
entre los elementos de S, por lo que no se trata precisamente de polinomios.!!

Si el conjunto S es finito, digamos, S = {a1,...,a,} diremos que A es una
B-dlgebra finitamente generada o de tipo finito y escribimos A = Blay, ..., a,].

Nuevamente, suponga que A es extensién de B. Un elemento o € A es entero
sobre B si existe un polinomio ménico f(z) = " 4+ by_12,—1 4 - -+ bz + by tal
que f(a) = 0. Diremos que A es una extension entera de B si todo elemento en
A es entero sobre B.

B.4. Normalizacion de Noether

Para probar el teorema principal de esta seccidn, necesitaremos los siguientes
resultados.

LEMA B.4 Sean C C B C A anillos.

1. Si B y A son mddulos de generacion finita sobre C y B, respectivamente,
entonces A es de generacion finita como C-mddulo.

2. Si A es un B-mddulo finitamente generado, entonces A es extension entera
de B.

11S6lo con fines didécticos, suponga, por ejemplo, que se tiene at = 0, o bien, a4 = b, para
algunos a,b € S, situacién que no sucede en A = k[z1,...,zy] entre las variables z;, donde
el anillo A = k[S], siendo S = {z1,...,zn}.
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3. Six € A es entero sobre B, entonces Blzx] es un B-mddulo de generacion
finita.

PRUEBA.

1. Por hipétesis, existen {ay,...,a.} C Ay {b1,...,bn} C B tales que
A=Bay+---+Ba,y B=Cb; +---+ Cb,,. De modo que A = Caib; +
<o+ Cagpby,.

2. Dado u € A, optamos por construir m € B[] tal que m(u) = 0. Usamos
para ello el truco del determinante. Puesto que A es un B-mddulo de
generacion finita, se tiene la familia {a1,...,a,} de elementos en A tales
que

A = Bay +--- Ba,.
De este modo, para cada i € {1,...,n} se tienen las familias {d;;} y {b:j}
de elementos en B, con j € {1,...,n}, de modo que

n n
a; = E 5ijaj y ua; = E bl—jaj.
Jj=1 Jj=1

Asi, sustituyendo la primera igualdad en la segunda, se tiene una expresion

(U(Sij - b”) a; = 0, (Bl)
1

n

J

para cada ¢. Nombrando como M a la matrix (ud;; — b;;j)i; y haciendo

ai
a = Q;
2%
podemos reescribir (B.1) como
Ma = 0. (B.2)

Considere la ecuacién adj(M) - M = 1 - det(M). Multiplicando (B.2) por
adj(M), obtenemos

adj(M)-M-a=1-det(M)-a=0.
Por lo tanto, det(M) = 0. De este modo,
det(M) = ag + aqu+---+a " ju""' +u" =0,

donde cada «; € B, es un polinomio en B[z], como se querfa hallar.
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3. Por hipétesis, z € A es tal que f(z) = 2° +b_125 1+ + bz + by = 0,
esto es, £° puede expresarse en términos de by, =, 22, ..., 2 !. Luego, son
suficientes las primeras s — 1 potencias de x y los elementos de B para
generar cualquiel polinomio en B[z]; por tanto,

Blz] = B+ Bx + Bx® + --- + Ba* 1.

LEMA B.5 Sea F' campo y B subanillo de F. Si F' es un B-mddulo de generacion
finita, entonces B también es campo.

PRUEBA. Sea b € B\ {0}. Puesto que F es campo, existe b~! € F. Basta
probar b~! en realidad pertenece a B. Por el inciso 2 del lema anterior, se tienen
co,..-,Ct—1 € B tales que

b e (D T e (b e =0
expresiéon que al multiplicar por b*~! resulta
bl =—cii1—croob—---—cobt™! € B,
como se queria mostrar. O
LEMA B.6 (NAKAYAMA) Sea A # 0 un B—mddulo de generacion finita. Para
todos los ideales propios J de B se tiene JA # A.

PRUEBA. Usamos de nuevo el truco del determinante, como en el Lema
(B.4). Existen aq,...,a, € A tales que A = Bay + -+ + Ba,., por hipétesis.
Sea J ideal propio de B y suponga que JA = A. Existen entonces b;; € J, con
1 <1,7 <r, tales que

r
ai:Zbijaj, ISiST.
j=1

Por tanto, det (d;; — b;;) = 0. Basta expandir la expresiéon anterior para probar
que 1 € J, contradiciendo asi las hipétesis. O

Dado f = >, Aax('az5? - -a0m € klx1,...,2,], donde cada A\ € ky a =
(a1, ...,ay) € N* decimos que el grado de f es el nimero natural

deg f = zn:ai.
i=1
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LEMA B.7 Sea f € k[x1,...,x,] no cero. El cambio de variables w; = T;—q; Ty,
donde i € {1,...,n— 1} y cada a; € k, es tal que el polinomio

flwr +a1p, ..y Woe1 + QpTp, @n) € k[we, ..., Wy—_1, Tp]
tiene un término de la forma cxd™?7f .

PRUEBA. Sea f € k[z1,...,z,] y considere w; = x; — oz, para alguna
eleccion de «; € k, con 1 < i < n — 1. Podemos escribir entonces

f:Fgradf+Ga

donde Fypaq ¢ €s una suma de monomios cada uno de los cuales tiene el mismo
grado que f y grad G < grad f — 1. De este modo,

f(wl + a1y, .., Wy—1 + an—laxn) = Fgrad fx%radf + A,

donde A denota una suma de términos de menor grado en x,. Puesto que
Faraaf(ai1,...,ap—1,1) no es el polinomio cero, V(Fgraa f) # Az_l y, dado

que k es infinito, ello significa que pueden elegirse ag,...,a,_1 € k tales que
Farada f(a1,...,an_1,1) # 0. Haciendo ¢ := Fgrad f(a1,...,n_1,1) completa-
mos la prueba. O

TEOREMA B.3 (NORMALIZACION DE NOETHER) FEziste una familia de elemen-
t0S Y1y Ym € klx1,...,25] = A (1 < m < n) algebraicamente independi-
entes sobre k, de modo que klx1,...,x,] es una kly1, ..., ym]-dlgebra finita.

PRUEBA. Procederemos por induccién sobre n. Considere el morfismo de
anillos ¢ : k[z1,...,2,] — klay,...,ay], dado por ¢(z;) = a; para todo i.
Si Nicy = {0}, entones m = n y la aseveracién es trivial. En otro caso,
tome f € Nict) y observe que kfay,...,a,] puede identificarse con el cociente
klx1,...,2,]/Nicty. Sin =1, entonces m = 0y, como f(a1) = 0, el resultado
se sigue como consecuencia del inciso 3 del Lema (B.4).

Suponga pues que la tesis se verifica para n—1. En virtud del Lema anterior,

pueden construirse agq,...,a,—1 € k tales que, haciendo z; := a; — a;a, y
B := k[z1,...,2n—1] C A, existe un elemento no cero ¢ € k de modo que el
polinomio
1
F(xn) = E f(zl + A1Tpy - vy 2n—1 + Qp_1Tn, mn)

es un polinomio ménico en B[z,] para el que F(a,) = 0.Y, por el Lema (B.4),
a, es entero sobre B.

Por hipétesis de induccién, existen yi,...,y, € B algebraicamente in-
dependientes sobre k, tales que B es un mddulo de generacién finita sobre
Ely1, ..., Ym]. Nuevamente, por el inciso 3 del Lema (B.4), A = Bla,] es un
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modulo finitamente generado sobre B y, por el inciso 1, A también es un
Elyi, ..., ym]-médulo de generacién finita. O

LEMA B.8 Sea k es infinito y A una k-dlgebra de generacion finita. Si A es,
ademds, campo, entonces A es una extension algebraica de k.

PRUEBA. Por hipétesis, se tiene una familia {as,...,a,} de elementos en
A, tal que A = klaq,...,ap]. El Lema de Normalizacién de Noether garantiza
la existencia de los elementos ¥, ..., y., algebraicamente independientes sobre
k, con r < n, de modo que A resulta ser un kfyi,...,y,]-médulo finitamente
generable. Al suponer que A es campo, se verifican las hipdtesis del Lema (B.5),
de donde se sigue que k[y1,...,y,] es campo. Esto sucede siempre que r = 0.
Asi, A es una extension finita de k que, por el Lema 3, es algebraica sobre k.0

B.5. Localizacién de anillos

Dado el anillo R, decimos que el subconjunto S C R no vacio es multiplica-
tivamente cerrado si 1g € S y para cada par de elementos s,t € S, su producto
steS.

El proceso que denominamos localizacion en el anillo R pretende extender
al mismo, construyendo los inversos bajo la multiplicacién de cierta familia de
elementos en €l. Se trata de una generalizacion de la construccion de QQ a partir
de Z. Procedemos de la siguiente manera.

Dado el conjunto multiplicativamente cerrado S C R, construimos en R x S
una relacién de equivalencia:

(r,s) ~ (t,u) siy sélo si existe m € S de modo que m(ru —ts) = 0.

Al conjunto de clases de equivalencia le denotamos por Rg := R x S/ ~
(en algunos casos, también se denotara por R[S]™!) y el simbolo /s indicard la
clase del elemento (r, s) € Rx.S. Llamamos a Rg la localizacion de R respecto de
S. Este es, de nuevo, un anillo conmutativo con elemento unitario y el morfismo

natural
R — Rg

r
T g

es un morfismo de anillos.
Al igual que en Q, cada elemento r/s € Rg puede no tener una repre-
sentacion tnica, salvo el caso en el que R es un dominio de factorizacién tinica.
Cuando el anillo R es un dominio entero y S := R* = R\ {0}, llamamos a Rg
su campo total de cocientes, puesto que S es el maximo subconjunto de R para
el cual R es susceptible de localizarse. En otras palabras, la localizacién Rg, en
este caso, coincide con el campo de cocientes Q(R). Ejemplo de lo anterior es el
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anillo de coordenadas k[X] del conjunto algebraico X C A}, un dominio entero,
cuyo campo de cocientes denotamos por k(X).

El siguiente ejemplo tiene gran importancia en lo que nos ocupa en la pre-
sente monograffa. Dado un ideal primo p de R, el conjunto S := R\ p es
multiplicativamente cerrado. En este caso denotamos por R, a la localizacién
Rg; la llamamos la localizacién de R en p. El anillo R, es en realidad un anillo
local'?, su ideal méximo estd dado por

m, ::{% : aep,beR\p}ng

Note que esta contension es propia, puesto que los elementos de de la forma
r/s, conr,s € R\p estan en R, \ m, y dado que éstos son unidades (su inverso
es s/r) el ideal my, es, en efecto, maximo en R,.

Otro ejemplo 1til lo constituye un dominio entero R, f € R* y como conjunto
multiplicativamente cerrado S = {1, f, f2, f3,...}. Definimos

Rf = RS.

Dado que R es dominio entero, el morfismo R — Ry, dado por 7 + /1 es un
morfismo inyectivo de anillos, de modo que en el campo total de cocientes de R
tenemos la igualdad

Ry = R[1/f] € Q(R).

B.6. Anillos Graduados e Ideales Homogéneos

DEFINICION B.5 Sea A un semigrupo abeliano.'® Un anillo A-graduado es un
anillo G junto con una descomposicion en grupos abelianos

6~ @B
deA
tal que sid # e, se tiene GgNG. = {0} y que satisface, ademds, G4-Ge C Gaye.

Los elementos de cada Gy se llaman elementos homogéneos de grado d.

El ejemplo representativo de anillo graduado es el anillo de polinomios

Elxo,...,xn] = @kd[xo, ey Xl

d>0

donde k[xy, ..., r,] denota al conjunto constituido por las formas de grado d
y el polinomio constante cero.

Nos seran de particular interés los anillos N-graduados, a los que llamaremos
simplemente anillos graduados.

12Un anillo que posee un tnico ideal méximo.
13Es decir, se tiene una operacién binaria + en A, asociativa y conmutativa, ademés de la
existencia de un elmento neutro 0.
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DEFINICION B.6 Se dice que el ideal H de un anillo graduado G es homogéneo
si es tal que

H=(HNGa).

deN

Observe que un ideal H es homogéneo si y sélo si cada elemento f € H tiene
una descomposicion unica de la forma

f=fo+ et b
donde cada f; € H es un elemento homogéneo de grado d;.
PROPOSICION B.9 Sea H un ideal del anillo graduado G.

1. El ideal H es homogéneo si y solo si estd generado por elementos ho-
mogéneos.

2. Sea H ideal homogéneo; H es ideal primo si y solo si para cualquier par
de elementos homogéneos f,g € G, para los que fg € H, entonces f € H
oge H.

3. El radical de un ideal homogéneo es un ideal homogéneo, asi como también
lo son la suma, el producto y la interseccion de ideales homogéneos.

PRUEBA.

1. Sea H = (uy,...,u,) ideal homogéneo.

(=) Como H es homogéneo, entonces H = @ (HNGy), de modo
d>0

que cada u; posee una descomposicion de la forma u; = g((f') + ggl) +

(4) (@)

o4 gy, conu; € HN G . Asi, el ideal H estd generado por la
. . T
familia de elementos homogéneos { g((f), ce g,@} .
i Ji=0

(<) Suponga que cada u; es homogéneo. Todo f € H tiene una
descomposicion de la forma f = 22:1 Aiu;, donde cada \; € G.
Puesto que G es graduado, se tiene para cada uno de estos tlti-

mos una descomposicién \; = Z?‘:l h;i), con h(i)j € G,. Por tanto,

Ay = Z;ii:l uihgi), donde cada uihgi) es una forma de grado j+gru;,
perteneciente a H. Esto implica que H es homogéneo.

2. La condicién suficiente es la propia definicion de ideal primo. Veamos
la condicién necesaria: dados f,g € G = @ >, Ga, tales que fg € H,
debemos probar que f € H o que g € H. Se tienen las descomposiciones

f=fot+tfit - +fmyg=gotag+- - +gn,
para algunos M, N € N. Por tanto, fg =) fig;
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3. Es claro. O

B.7. Localizacién de anillos graduados

Sea G = @~ Gq un anillo graduado y S C G un conjunto multiplicati-
vamente cerrado de elementos homogéneos. Se prentende dar a la localizacién
G[S]~! estructura de anillo graduado. Para ello, serd necesario definir lo que se
entiende por grado de una expresién de la forma f/g, con f € Gy g€ S:

gr(;):—grUU—gr@)

Dada cualquier otra representacién de la misma clase, digamos, p/q = f/g,
existe h € S de modo que h(pg — fq) = 0, es decir, hpg = hfq. Por tanto,

gr (hpg) = gr (h) +gr (p) +gr (g) = gr (h) +gr (f) +gr(q) = gr(hfq),

por lo que gr(f) —gr(g) = gr (p) — gr(q). Asi, el grado de f/g no depende del
representante.

DEFINICION B.7 Llammamos al anillo

G(S)™!:= {f €G]t : / es homogéneo de grado cem}
g

g

la localizacién homogénea de G en S.

Observe que, en realidad, G(S)~! es un anillo local: su tnico ideal maximal

M:{ﬁeG(S)‘l : feG\S,ges}.

es

Considérense dos ejemplos. Primero: para un ideal primo homogéneo p C G,
el conjunto S := G\ p:={f € G : f es homogéneo, f & p} es multiplicati-
vamente cerrado. Asi, el anillo G(,) := G(S)™! es una localizacién homogénea.
Segundo: si G es dominio entero y f € G\ {0}, el conjunto T := {f™ : n > 0}
es también multiplicativamente cerrado y el anillo G(y) := G(T)~" es una lo-
calizacion homogénea.

B.8. Producto tensorial de anillos
Sea A anilloy L, M y N tres A-médulos. Diremos que el morfismo

¢:MxN—L
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es bilineal si fijando una de las coordenadas se tiene un morfismo A-lineal en la
otra, es decir,

o(x+a',y) = d(x,y) +o(a,y),  dlaz,y) = ad(x,y),

¢(x7y + y/) = ¢($7y) + ¢(x,y/), ¢(x7 a'y) = a¢(xvy)‘

Denotamos por Hom 4 (M x N, L) al conjunto de morfismos bilineales de M x N
en L, mismo que tiene una estructura de A-mdédulo.

Sea Lo un A-médulo y considere el morfismo ® : M x N — Lg (dado (x,y) en
M x N, escribiremos z®y en vez de ®(z, y)); suponga que & satisface la siguiente
propiedad universal: para todo A-médulo L y todo ¢ € Homu (M x N, L), existe
un tnico morfismo ¢ : Ly — L de modo que el diagrama

MxN-2 =1L,

|~

L

conmuta. Si esto sucede, diremos que Lg es el producto tensorial de M y N,
y lo denotamos por M ®4 N. Frecuentemente omitiremos el subindice A y
escribiremos M ® N cuando ello no cause confusién. Y observe que si tal objeto
M ®4 N existe, es tinico bajo isomorfismos.

Debemos probar la existencia del producto tensorial. Sean F' el A-mddulo
libre generado por el conjunto M x N y R C F el submédulo generado por los
elementos de la forma

(‘r + w/7y) - (amy) - (xl7y)7 (aw,y) - a(x7y)>

(x,y +y/) - (x,y) - (x,y'), (x’ay) - a(x,y).

De este modo, hacemos Lo := F/R y escribimos x ® y para la imagen en Lo de
(x,y) € F'. Note que los elementos de M ® 4 N son sumas de la forma ). z; ®y;.

B.9. Miscelédnea

Denotamos al ideal formado por todos los elementos nilpotentes de un anillo
A por M. De este modo, A/ no posee elementos nilpotentes distintos del 0.
Llamamos a D el nilradical de A.

PRrROPOSICION B.10 Considere B := {p C A : p es ideal primo}. Entonces

N = ﬂp.

peP
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PRrRUEBA. Dado f € M, se tiene f™ =0 € p, para algin n € N* y para todo
ideal primo p. Por lo tanto, f € p (pues p es primo).
Suponga que la inclusién (D) no se verifica, es decir, que existe f € ﬂ p

peP
que no es nilpotente. Considere entonces la familia de ideales

YS={aCA:{f}ren- Na=g}

y observe que ¥ # &, dado que (0) € X. Observe que la inclusién entre ideales
da a X estructura de conjunto parcialmente ordenado, de tal suerte que si se
toma cualquier cadena en él

C: GHpCaC---Ca; C---

el conjunto J = | J;c+ @; es un ideal y una cota superior para la cadena, como
se prueba a continuacién.

(i) Esideal, porque dados u,v € J, existen 4, j € N* talesqueu € a;, y u € a,.
Suponga que j > i, por tanto, a; C a;, y asi, u € a; yu+v € a; C J.
Para todo ¢ € A, cu € a; (pues este tltimo es ideal) y con ello cu € J.

(ii) Es cota superior porque, en efecto, J € X, pues {f"}ren NJ = @. Si
existiese f! € J para algiin ¢t € N*, se tendria algtin k € N* de modo que
ft € ag, lo que contradice las hipétesis.

Se satisfacen asi las hipétesis del Lema de Zorn, por lo que X posee elementos
maximos. Sea ¢ € X uno de tales elementos maximos, veamos que es primo.
Dados z,y € A\ q, los ideales q + (z) y q + (y) contienen estrictamente a q
y, por tanto, no pertencen a 3; de este modo, existen m,n € N* tales que
fmeq+(x)y f"€q+(y). Asi, f™ € q+ (xy), por lo que este tltimo ideal
tampoco pertenece a 3, de donde se sigue que zy € A\ g, es decir, q es un ideal
primo que no contiene a f, de modo que f & ﬂ P, que es absurdo. o

peP

COROLARIO B.1 Sea a ideal de A. Entonces

Va=[»

p2a
con cada p ideal primo de A.

PRUEBA. Considere el morfismo canénico 1 : A — A/a. Observe que cada
ideal p de A/a se corresponde un ideal q := n~1(p) de A que contiene a a. En
particular, si p es primo, q también lo es. Por tanto, en virtud de la proposiciéon
anterior y dado que /a := n~1(9), el enunciado “la interseccién de ideales
primos en A/a es el nilradical 9t en A/a”, puede reemplazarse por: la interseccién
de ideales primos de A que contienen a a es \/a. O



Referencias

[Ar] Artin, E., Geometric Algebra. Wiley Interscience, 1957.
[Ag] Agueda, R. Algebra Geométrica. Notas de curso (2010).

[EGA I-1V] Grothendieck, A. Eléments de Géométrie Algébrique, Vols. I, II,
11 y IV. Publ. Math. IHES, 1960-65.

[Har] Harder, G. Lectures on Algebraic Geometry I. Sheaves, Cohomology of
Sheaves and Applications to Riemann Surfaces. Vieweg, 2008.

[Lel] Leray, J. Sur la forme des espaces topologiques et sur les points fizes
des représentations. Journal de Math., Ser. 9, 24, 95-167 (1945). Articulo
[1945a] en [Le6].

[Le2] Leray, J. L’anneau d’homologie d’une représentation. C.R. Acad. Sci.,
Paris 222, 1366-1368 (1946). Articulo [1946a] en [Le6].

[Le3] Leray, J. Structure de ’anneau d’homologie d’une représentation. C.R.
Acad. Sci., Paris 222, 1419-1422 (1946). Articulo [1946b] en [Le6].

[Led] Leray, J. Propriétes de l'anneau d’homologie de la projection d’un es-
pace fibré sur sa base. C.R. Acad. Sci., Paris 223, 395-397 (1946). Articulo
[1946¢] en [Le6].

[Le5] Leray, J. L’anneau spectral et l'anneau filtré d’homologie d’un espace lo-
calement compact et d’une application continue. J. Math. Pures Appl. 29,
1-139 (1950). Articulo [1950a] en [Le6].

[Le6] Leray, J. Selected Papers. Oeuvres Scientifiques. Vol. I: Topology and
Fized Points Theorems. Springer-Verlag y Société Mathématique de
France, 1997.

[Fac] Serre, J.P. Faisceaux Algébriques Cohérents. Ann. of Math. 61 (1955),
197-278.

[Gaga] Serre, J.P. Géométrie algébrique et géométrie analytique. Ann. Inst.
fourier 6 (1956), 1-42.

121



122 REFERENCIAS

[Mat] Matsumura, H. Commutative Ring Theory. Cambridge University Press,
1986.

[Eil] Eisenbud, D. Commutative Algebra, with a view toward Algebraic Geom-
etry. Springer-Verlag, 1995.

[Ei-Ha] Eisenbud, D., Harris, J. The Geometry of Schemes. Springer-Verlag,
2000.

[Kmp] Kempf, G. R. Algebraic Varieties. Cambridge University Press, 1993.

[HIk] Hulek, K. Elementary Algebraic Geometry. American Mathematical So-
ciety, 2003.

[Hrs] Hartshorne, R. Algebraic Geometry. Springer-Verlag, 1977.

[Shl1] Shafarevich, I. Basic Algebraic Geometry, Vols. I y II. Segunda edicién.
Springer-Verlag, 1977.

[McL] McLane, S. Categories for the Working Mathematician. Segunda edicién.
Springer-Verlag, 1991.

[Mf1] Mumford, D. Algebraic Geometry I, Complex Proyective Varieties.
Springer-Verlag, 1970.

[Mf2] Mumford, D. The Red Book of Varieties and Schemes. Second Edition.
Springer-Verlag, 1999.

[Har] Harris, J. Algebraic Geometry, A First Course. Springer-Verlag, 1992.

[Itk] Titaka, S. Algebraic Geometry, An Introduction to Birational Geometry of
Algebraic Varieties. Springer-Verlag, 1981.

[Gib] Gibson, C. G. Elementary Grometry of Algebraic Curves: an Undergrad-
uate Introduction. Cambridge University Press, 1998.

[Cor] Corry, L. Modern Algebra and the Rise of Mathematical Structures. Se-
gunda edicion revisada. Birkhauser, 2004.

[Cil] Ciliberto, C. The Geometry of Algebraic Varieties, en Development of
Mathematics 1950-2000. Birkh&user, 2000.

[Die] Dieudonné, J. History of Algebraic Geometry. Wadsoworth, 1985.

[Dol] Dolgachev, Igor V. Abstract Algebraic Geometry. J. Soviet Math., 2:3
(1974) pp. 264-303. El original (en ruso) en Itogi Nauki i Tekhniki, Seriya
Matematika (Algebra, Topologiya, Geometriya), Vol. 10, pp. 47-112, 1972.



REFERENCIAS 123

[We] Wéil, André. Foundations of Algebraic Geometry. Colloquium Publica-
tions, Vol. 29. Second Edition. American Mathematical Society, New York,
1962.

[Zal] Zaldivar, Felipe. Funciones Algebraicas de una Variable Compleja. Uni-
vesidad Auténoma Metropolitana, 1995.



	Portada

	Prefacio

	Contenido

	Capítulo 1. Espacios Afines

	Capítulo 2. Espacios Proyectivos

	Capítulo 3. Teoría de Gavillas

	Capítulo 4. Esquemas y Variedades Algebráicas

	Apéndices

	Referencias




