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Prefacio

El teorema de uniformizacion es uno de los resultados principales en la teoria
de superficies y acaso uno de los méas importantes avances matematicos del siglo
XIX. Ya desde 1851 Bernhard Riemann intuyé un resultado semejante acerca de
aplicaciones conformes en el plano complejo, aunque su demostracién no resistio
el analisis de generaciones posteriores. No obstante, el resultado original de
Riemann, ahora conocido como teorema de representacion conforme de Riemann
(o Riemann mapping theorem en inglés), es uno de los teoremas més interesantes
del analisis complejo y, al mismo tiempo, es una consecuencia inmediata del
teorama de uniformizacion.

El primer salto importante para plantear y demostrar el teorema de uni-
formizacion lo dieron Poincaré y Klein, de manera independiente, en 1882. De-
mostraron que cualquier curva algebraica de género mayor que uno se puede
obtener como el cociente del disco unitario (en C) por un grupo adecuado; es-
ta afirmacién es equivalente al teorema de uniformizacién para superficies con
caracteristica de Euler negativa.

En 1907 Paul Koebe y Poincaré lograron demostrar la primera versiéon com-
pleta del teorema de uniformizacion. El teorema que demostraron afirma que
toda superficie de Riemann simplemente conexa es conformemente equivalente
a alguno (y solamente uno) de los siguientes conjuntos: el plano complejo C, la
esfera de Riemann S? o el disco unitario abierto D. Expresado en estos térmi-
nos, el teorema de uniformizacion parece més una cuestion de analisis complejo
que de geometria diferencial. Quiza por este motivo resulta sorprendente el he-
cho de que el teorema de uniformizacion de Koebe y Poincaré sea equivalente
a una aseveracion puramente geométrica. En concreto, el teorema de Koebe y
Poincaré resulta ser equivalente (salvo por alguna sutileza que meniconaremos
mas adelante) al hecho de que cada superfice admita una métrica con curvatura
constante.

A lo largo de los siguientes capitulos nos enfocaremos en demostrar esta
altima afirmacion para el caso de las superficies compactas y hablaremos breve-
mente del problema de Yamabe, que es una generalizacion de este resultado para
dimensién mayor que dos. Veremos que el problema de Yamabe nos brinda una
buena razon para acercarnos al teorema de uniformiazacion desde el punto de
vista de la geometria diferencial. Finalmente, con el teorema de uniformizaciéon a
la mano, extenderemos el reslutado original de Poincaré y Klein para superficies
de cualquier género.

VII



Capitulo 1

Superficies y curvatura

Empezaremos por presentar los objetos con que trabajaremos a lo largo de
los siguientes capitulos. Definiremos con todo rigor el concepto de superfice y
dedicaremos buena parte de nuestra atenciéon a desarrollar una intuicién geomé-
trica para estos espacios. Posteriormente empezaremos a trabajar con la nocién
de curvatura gaussiana, que es probablemente el objeto central de estudio de la
geometria de superficies.

1.1. Variedades diferenciables

Iniciaremos con las siguientes definiciones:

Definicion 1.1. Una variedad de dimensién n es un espacio topologico conexo,
Haussdorff y segundo numerable! M (a veces denotado M™ para hacer énfasis
en la dimension) tal que cada punto tiene una vecindad U homeomorfa a un
abierto V' de R™. Dicho homeomorfismo £ : U — V recibe el nombre de carta
coordenada o simplemente carta.

Puesto en lenguaje coloquial, una variedad es un espacio que se parece mu-
cho al euclidiano en escalas pequenas. Es importante mencionar que aunque el
comportamiento de una variedad es localmente muy parecido al de un espacio
euclidiano, el comportamiento global de las variedades es, en general, comple-
tamente distino del de R™.

Definicion 1.2. Sea M una variedad. Un atlas en M es una colecciéon de cartas
{(Ua,&a)} de manera que los conjuntos U, constituyan una cubierta abierta de
M.

Una variedad equipada con un atlas nos permite trabajar de manera muy
similar a como lo hariamos en un espacio euclidiano. En particular podemos

L Algunos autores no piden que la topologia sea Hausdorff ni segundo numerable. Nosotros lo
pediremos porque de esta manera podemos garantizar la existencia de métricas riemannianas
que veremos més adelante.



CAPITULO 1. SUPERFICIES Y CURVATURA 2

Figura 1.1: Una variedad y una carta coordenada.

hacer calculo en variedades, lo que resultard indispensable en lo subsecuente.
No obstante, antes de poder exportar los conceptos basicos del calculo a las
variedades, es necesario pulir un poco nuestras definiciones.

Definicién 1.3. Un atlas {(Uy, &4 )} es diferenciable si las funciones de transi-
cibn g0 &5 1 €0 (Un NUR) — £53(U, NUg) (ver Figura 1.2) son infinitamente
diferenciables.

Observacion. Notese que cuando U, N Uz = ) la definicion se satisface por
vacuidad.

A
U,
€a / €3

=~y

fﬁOfJIA

:

Figura 1.2: Funciones de transicién.

La anterior definicién es solamente una manera de pedir que cuando un pun-
to en una variedad esté en el dominio de dos cartas, el cambio de una carta a la
otra sea suave?. La razén de esta condicién sobre las funciones de transicion es
que, eventualmente, todo el calculo que hagamos en las variedades recaerd en
nuestro conocimiento del calculo en R™. Mas adelante, cuando definamos dife-
renciabilidad se entendera por qué es necesario que estas funciones de transicién
sean diferenciables (o de hecho difeomorfismos, pues el inverso de una funcion
de transicion es otra vez una funcion de transicion).

Finalmente, un ultimo detalle técnico. A veces es necesario trabajar con
cartas que podrian no estar en una atlas dado. Para evitar estos problemas, es

2De aqui en adelante usaremos los términos suave y diferenciable para referinrnos a fun-
ciones de clase C*°.
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conveniente que, dado un atlas, lo completemos con todas las cartas compatibles
con él, es decir, agregamos todas las cartas que cumplan que las funciones de
transiciéon sigan siendo diferenciables. En concreto tenemos la siguiente defini-
cion:

Definicioén 1.4. Sea M una variedad. Una estructura diferenciable en M es un
atlas diferenciable maximal, esto es, un atlas diferenciable que no esta contenido
en ningtn otro.

Una vez sorteados estos detalles técnicos, podemos definir los objetos que
seran nuestro principal tema de estudio: las variedades diferenciables.

Definicion 1.5. Una wvariedad diferenciable es una variedad provista de una
estructura diferenciable. Una variedad diferenciable de dimensién dos recibira
el nombre de superficie diferenciable o solamente superficie.

Ahora estamos listos para empezar a extender las ideas del calculo diferencial
a las variedades. Empezaremos por trabajar con funciones reales definidas a lo
largo de una variedad diferenciable M. Si llamamos f a una de estas funciones
y € : U — V es una carta, diremos que la funcién fo =1 : £(U) — R es una
expresion de f en coordenadas locales. Esta expresion en coordenadas locales es
una manera de “exportar’ f a un terreno ya conocido, el de las funciones de R™
a R. Diremos que una funcién real f definida en una variedad® es diferenciable
siempre que para cada carta coordenada & en M se tenga que la funciéon f o
¢! sea de clase C* en el sentido usual del calculo en espacios euclidianos.
El conjunto de las funciones reales y suaves sobre una variedad M forman un
espacio vectorial, que denotaremos por C*°(M).

La nocién de diferenciabilidad para funciones entre variedades se extiende
de una manera andloga a lo que hemos hecho ya.

Definicion 1.6. Sean M™ y N™ variedades. Una funcion f : M — N es
diferenciable si para cada carta £ de M y ¢ de N donde la funcién ¢ o f o &1
esté bien definida, se tiene que es diferenciable en el sentido euclidiano (nétese
que la anterior funcion va de U C R™ a V C R").

Antes de proseguir es prudente hacer dos observaciones. La primera es que
para verificar la diferenciabilidad de una funcién entre variedades no hace falta
revisar todas las cartas. Es suficiente verificar que la condicién de diferenciabi-
lidad se cumpla para un conjunto de cartas que cubra a M y a N. La condicién
de que las funciones de transicion sean diferenciables implica que automaética-
mente las demés cartas también satisfacen la definicién anterior. La segunda
observacién es que podemos definir diferenciabilidad localmente en cada punto.
Decimos que una funcién f : M — N es diferenciable en un punto p € M si hay
una vecindad U de p en M tal que f restringida a U es diferenciable. Claramente
f es suave si y s6lo si es suave en cada punto en M.

3De aqui en adelante usaremos implicitamente el término diferenciable al referirnos a las
variedades con el fin no entorpecer la lectura.



CAPITULO 1. SUPERFICIES Y CURVATURA 4

Cofos™t [T

TTTITTT
I NN

= NN NN
S
L

JH}%
.

Figura 1.3: Una funcion diferenciable entre variedades.

Definicién 1.7. Una funcién entre variedades f : M — N es un difeomorfismo
si f es diferenciable, invertible y su inversa también es diferenciable.

Otro concepto del célculo en espacios euclidianos que es de suma importancia
para el estudio de variedades es el concepto de espacio tangente. Para superficies
en R3 definiamos el espacio tangente como el conjunto de vectores velocidad de
curvas en una superficie S, es decir T,M := {a/(0) |a : (—¢, ¢) = Sy a(0) = p}.
Era facil demostrar que 1), M es un espacio vectorial y de hecho era posible verlo
como un subespacio de R3. La dificultad en el caso de las variedades radicara en
que ahora no tenemos un espacio ambiente donde “meter” el espacio tangente.
Esta situacién nos llevara a asociarle a cada punto de una variedad un espacio
vectorial abstracto que conserve las propiedades de los espacios tangentes para
superficies en R3. Tenemos la siguiente definicion.

Definicion 1.8. Un wvector tangente a una variedad M en el punto p es una
funcion v : C*°(M) — R que

(i) Es lineal sobre R, es decir, v(Af + png) = A (f) + pv(g) para A\, u € R.

(ii) Es Leibniz en C*°(M), es decir, v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f) para f,g €
C>(M).

El conjunto de vectores tangentes a una variedad M en el punto p recibe el
nombre de espacio tangente y lo denotamos por T, M como antes.

Es claro que para todo p € M el conjunto T, M forma un espacio vectorial
sobre R con las operaciones usuales de suma y multiplicacién por un escalar.
Podemos incluso asegurar que T, M tiene la misma dimensiéon que la variedad
M. Para demostrarlo daremos una base, para lo cual hace falta definir la idea
de derivada parcial de una funcién en C*°(M).

Definicién 1.9. Sea £ = (z!, ... ,2™) una carta que cubre al punto p en una
variedad M. Para una funcion f € C°°(M) definimos la derivada parcial de f
con respecto a ' en el punto p como

9= 228 D e,
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donde u!, ... ,u™ son las coordenadas usuales en R™.

Antes de seguir, es prudente hacer una observacion. Esta definicion si de-
pende de la carta que tomemos, pues de hecho esa carta es la que nos da las coor-
denadas locales (de ahi el nombre de carta coordenada) en torno de un punto en
la variedad. Si cambiamos de cartas, cambiamos de coordenadas. Una situaciéon
anéloga al cambio de cartas para R™ es la siguiente. En R™ tenemos definidas las
derivadas parciales 8%1" Estas deriavadas no son otra cosa que derivadas direc-
cionales en la direccion de los ejes coordenados canénicos x1, ... , z,. El cambio
de carta para una variedad se traduce, en este caso, a derivar en la direccién
de un nuevo conjunto de ejes, digamos y1, ... ,¥y, definido por otra base que
no sea la canénica. Evidentemente las derivadas parciales B%i y Biyi pueden no
coincidir, pues lo que estamos haciendo es derivar en direcciones distintas. En
variedades, cambiar de carta coordenada es andlogo a cambiar nuestros ejes en
R™, por lo que las derivadas parciales pueden cambiar si se cambia de carta. No
obstante esta dificultad, tenemos que si € = (2, ... ,2") yn= (y', ... ,y™) son
dos cartas que cubren a p, entonces las derivadas parciales estaran relacionadas
de la siguiente manera (aqui 9/0u’ es la derviada en la direccion del i-ésimo

vector canénico en R™):

oL =2 i) 2L ),

Con lo anterior en mente, tenemos que para cada p € M y la carta £ corres-
pondiente, la funcién

0
ozt

C*(M)—=R

P
es un vector en 7, M. Para simplificar la escritura usaremos la notacién

0

Ol = 50

p

o bien solamente 0; cuando el contexto sea claro y se pueda omitir la p.
Lema 1.10. Sea v € T,M. Entonces

(i) Si f,g € C®(M) son iguales en una vecindad U de p, entonces v(f) =
v(9)-

(ii) Sice C®(M) es constante en una vecindad de p, entonces v(c) = 0.

Demostracion. (i) Vamos a demostrar que si una funcion f € C*°(M) se anula
en una vecindad U de p, entonces v(f) = 0. El resultado se sigue por linealidad.
Sea g una funcién tal que ¢ = 1 en una vecindad V cC U* que contenga a

4Esto quiere decir que la cerradura de V, denotada por V, es compactay V C U.



CAPITULO 1. SUPERFICIES Y CURVATURA 6

p y que se anule fuera de U. Entonces, fg = 0 en todo M. Como v es lineal,
tenemos que v(0) = 0, asi que

0=12(0) =v(fg) =v(f)g(p) + f(p)v(g) = v(f)

pues g(p) = 1 por construcciéon y f(p) = 0 por hipotesis.

(ii) Por el inciso anterior, podemos suponer que c es constante en todo M sin
pérdida de generalidad. Entonces v(c) = ¢-v(1) = 0, pues usando que 1 =1-1
y que v satisface la regla de Leibniz para el producto tenemos que v(1) =0. O

Lema 1.11. Sean V C R™ un abierto convezo tal que 0 € V y g € C™(V).
Entonces existen g1, ...,9, € C®(V) tales que

o) = 9(0) + 3 iy, conu= (., u") y gi(0) = £ 4 (0).

Demostracion. Sea v € V. Definimos la funcion f(t) := g(tu) para t € [0,1].
Entonces

1 1 n
gwfm®;MPﬁ@:Af@&:A_ 29 (1) ot =

~ [0y - i
ZEU/OW(tU)dtZiz_;gi(U)U,

donde

1
gi(u) = /0 8551, (tu) dt

son las funciones deseadas. El lema se sigue despejando g(u) de la expresion
anterior. O

Teorema 1.12. Si & = (x', ... ,2") es una carta en el punto p € M, entonces
las funciones 0; recién definidas forman una base de T, M.

Demostracion. Primero veremos que los vectores 0, ... ,0, son linealmente
independientes. Antes de proseguir, es importante notar que las funciones z’ de
la carta son elementos de C°° (M), pues z‘ o £~! no es mas que la proyecciéon en
la i-ésima coordenada en R”.

Una vez dicho esto, sea

v = Zn:az(')l =0
i=1

una combinacion lineal igualada a cero. Si aplicamos la funciéon v a las z%’s
tenemos que

0= q)((L'Z) = Zajaj(l‘l) = «4,
=1
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pues
, Ozt
0;(2") = 55| =0
p
Por lo tanto, cada «; = 0 y entonces los vectores 04, ... ,0d, son linealmente
independientes.

Para ver que los 0; generan a T, M probaremos que para cada vector tangente
v se cumple la igualdad

o) = [ Yo

i=1

(f)-

p

Para hacerlo, tomamos una carta £ que esté definida en una vecindad U de
p que satisfaga que {(p) = 0 (ndtese que esto se puede hacer sin pérdida de
generalidad gracias a la condiciéon de maximalidad que pedimos al inicio de la
seccion) y que £(U) = {q¢ € R™ : ||q|| < €} para alguna £ > 0 (Esto altimo se
puede hacer gracias a la continuidad de &).

Si f € C*°(M), definimos la funcién g := f o £~1. Entonces, por el Lema
1.11 tenemos que

g(u) = g(0) + Zgi(U)ulﬂ

Si llamamos f; a la composicion g; o £, la ecuaciéon anterior se ve como

fw) = f(p) + 3 filw)a', dondew = ¢~ (u).

Aplicando 0;|, de ambos lados, obtenemos que f;(p) = gji (p). De esta manera,

para un vector tangente v, la evaluaciéon en f (omitimos la evaluacion de la f
en w para no recargar la notaciéon) muestra que

n

o(f) = (Z fx) = D))+ 3 Sl = Y () o).

i=1 =1

es decir,

o) = [ o2 | o).

i=1

p

Como f era arbitraria, concluimos que v = > v(2%)9;. Esto concluye la demos-
tracion. O

Gracias a esto sabemos no soélo que los 01, ... ,d, forman una base de T),M,
sino que si v € T, M, su expresién en términos de esta base es

(1.1)
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Otra consecuencia inmediata de este teorema es que M y T, M tienen la misma
dimension.

Antes de seguir avanzando, es conveniente hablar un poco méas acerca del
espacio tangente T,M. Como hemos dicho ya, T,M es un espacio vectorial
abstracto que parece tener poca o ninguna relacién con lo que antes llamébamos
espacio tangente. No obstante esa primera impresion, T, M es, en realidad, muy
parecido a los espacios de vectores tangentes a curvas en R”. Una manera de
ver esta similitud es la siguiente: antes considerabamos que un vector tangente
era el vector velocidad de una curva contenida en una superficie S. Lo que
ahora consideramos como vector tangente serd una derivada direccional v en la
direccion de ese vector velocidad, pues nuestros vectores en T, M no son otra
cosa que derivadas, un hecho que se puede intuir facilmente de la definicion y del
teorema anterior. Asi, en vez de ver a los vectores tangentes como direcciones, los
vemos como derivadas direccionales. Esta interpretacion justifica la definicién
de T, M.

Ahora que hemos definido un criterio para la diferenciabilidad de una funcion
entre variedades construiremos otro concepto importante: la derivada. En el caso
de funciones de R™ a R™ teniamos que la derivada era la transformacién lineal
que mas se parecia a la funcién en un punto, i.e.,si f: U CR" - V C R™,
la derivada de f en el punto p, denotada por df, era la transformacién lineal
dfp : R — R™ definida como df,(z) := Df, , donde D f,, es la matriz jacobiana
evaluada en p. En el caso de las variedades, al estar trabajando en un espacio
topolégico abstracto, no podemos echar mano de los espacios euclidianos para
definir la derivada, sin embargo podemos valernos del espacio tangente para
constuir transformaciones lineales que reflejen el comportamiento local de las
funciones. Antes de avanzar mas, regresemos brevemente al espacio tangente.

Si a: (—e,6) = M es una curva tal que «(0) = p, definiremos el vector
tangente o’ (0). En el caso euclidiano, o/(0) era un vector velocidad; ahora con
las consideraciones que hemos mencionado ya, tendremos que o/(0) serd una
derivada direccional, lo que significa que o/(0) : C*°(M) — R. Para cada f €
C*° (M) diremos que

Q(O)f = S(foa)n)| (12)

t=0
Asi los vectores de la forma o’(0) son tangentes, y no sélo eso sino que cualquier
v € T, M se puede ver como el vector velocidad de una curva o de manera que
v = a/(0). Una forma de ver esto es notando que los vectores 9; son precisamente
los vectores velocidad de las curvas «; dadas por t — £~ 1(te’), donde e’ son
los vectores canénicos en R” y a?n es la derivada en la direccién e’. Veremos

que para toda f € C°°(M) se tiene que 9;(f) = 4(0)f = (f o £~1(te?))'(0).
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Supondremos nuevamente que £(p) = 0.

oY) = S(rache)| = (Ve W] Y
t=0 =0
=<;8<f;1§_)(0),(0,...,1,...,0)>
ofoc ) of

= A2t )= 5L ) = o)

Lo anterior nos dice que el espacio vectorial generado por los vectores de la
forma o’(0) contiene a los vectores basicos 9;. Por otro lado, como los vectores
de la forma «'(0) son elementos en T,M, tenemos entonces que todo vector
tangente v € T, M se puede ver como el vector velocidad de una curva en M.
Esto nos lleva a la siguiente definiciéon.

Definicién 1.13. Sea f : M — N una funcién diferenciable entre variedades.
La funcion
dfp : TyM — T,y N

que manda a cada vector o’(0) a (f o)’(0) se llama derivada® de f en el punto
p-

Observacion. La definiciéon de derivada no depende de la curva que se elija, es
decir, si @ y § son dos curvas tales que o/(0) = /(0) entonces (f o a)’(0) =
(f o B8)'(0). Esto es una consecuencia directa del Teorema 1.12.

Es facil darse cuenta de que la derivada es una transformacién lineal entre
espacios vectoriales haciendo uso de la siguiente identidad. Si v € T},M es tal
que v = &/(0) para alguna curva y g € C°°(N), entonces

dfp(v)(g) = v(go f). (1.3)

Por dltimo, definimos un concepto que nos serd de utilidad méas adelante.
Para hacerlo necesitaremos primero agrupar todos los espacios T, M en una sola
coleccién, misma que recibe el nombre de haz tangente. Formalmente el haz
tangente a una variedad se define como sigue:

Definicioén 1.14. Sea M una variedad. Llamamos haz tangente al conjunto

T™M = [[ T,M ={(p.v) :pe M yveT,M}.
peEM

Asi, el haz tangente es la unién disjunta de todos los espacios tangentes
a una variedad. La razén de hacer disjunta esta unién es porque queremos
distinguir entre los ceros de cada espacio tangente (si no hacemos esta distincion
0 € T, M para toda p). Un hecho importante que no demostraremos acerca del

5En la literatura es comin que también se le llame diferencial a esta transformacién.
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haz tangente es que si M es una variedad de dimensién n, entonces el haz
tangente T'M es una variedad de dimensién 2n. La demostracion de que T'M es
una variedad se puede encontrar en cualquier libro de geometria riemanniana,
por ejemplo el capitulo 0 de [8].

La razoén que nos motiva a construir el haz tangente es la de definir campos
vectoriales en variedades. En calculo teniamos que un campo es una funcién
suave que a cada punto de U C R” le asigna un vector en R™. Haremos lo
mismo para variedades, s6lo que ahora los tnicos vectores que tenemos a la
mano viven en T M, de manera que los elementos de la imagen estaran ahi.

Definicion 1.15. Un campo vectorial en una variedad M es una funcién X
que a cada punto p € M le asigna un vector X(p) € T,M. Si X, visto como
una funcion X : M — TM entre variedades, es diferenciable, decimos que el
campo es diferenciable o suave. La colecciéon de campos suaves en una variedad
se denota por X(M).

Para economizar notacion, si f € C*°(M) y X es un campo vectorial, es-
cribiremos X (f) en lugar de X (p)(f) (Recordemos que X (p) es un vector tan-
gente, es decir, funciona como una derivada direccional para funciones suaves).

1.2. Meétricas riemannianas

Hasta ahora hemos consturido espacios que localmente se ven como el eu-
clidiano. Hemos, incluso, adaptado los conceptos bésicos del calculo diferencial
a estos espacios. Lo que haremos ahora es definir una manera de medir distan-
cias en las variedades; no obstante, en vista de que una variedad es un espacio
topologico abstracto, la manera natural de medir no serd directamente en la
variedad, sino en el espacio tangente. De ahora en adelante, la teoria que de-
sarrollaremos serd para el caso particular de superficies, pero casi toda sigue
siendo vélida para variedades de dimensién mayor que dos.

Definicién 1.16. Una méirica riemanniana (o simplemente métrica) en una
superficie M es una correspondencia g que a cada punto p € M le asigna un
producto interior (es decir, una forma bilineal, simétrica, positivo definida) en
el espacio tangente T,/ de modo que esta asignacién varie de manera diferen-
ciableS. Diremos que la pareja (M, g) es una superficie riemanniana si M es una
superficie y g una métrica en M.

Antes de proseguir, explicamos algunas cosas de la definicién anterior. Prime-
ro que nada, la definicién nos dice que para cada punto p, g(p) es un producto
interior en T,M. Para u,v € T, M solemos escribir g(p)(u,v) como g(u,v) o
simplemente como (u,v) si no se presta a confusién. La diferenciabilidad de
que habla la definicién anterior se debe entender como sigue. Para cada carta

6Para el lector familiarizado con los tensores, una métrica no es otra cosa que un campo
tensorial simétrico y positivo definido.
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¢ : U — R? (recordemos que estamos trabajando en superficices) nos fijamos en
las funicones g;; : U — R definidas como:

9i3(P) = 9(9ilp, 05lp) = (Dilp; Djlp)-

Diremos que la asignacion de productos internos varia de manera diferenciable
si las funciones g;; estan en C*°(U).

Hacemos un pequeno paréntesis para explicar el por qué de esta definicién.
Recordemos que, para una carta dada, las funciénes dz® (evaluadas en p na-
turalmente)” forman una base del espacio dual Ty M, lo que implica que cada
funcion lineal de T,M a R se puede ver como combinacién lineal de las dz?’s.
Para las formas bilineales ocurre algo similar: toda forma bilineal definida en
T, M se puede expresar (de manera unica) como una combinacion lineal de las
funciones dz’ ® dz’ (donde dz’ ® da?(u,v) := da’(u) - dz?(v)). Asi, cualquier
funcién que a cada punto p € M le asigne una forma bilineal en T, M se puede
expresar como combinacién lineal de las dz? ® dz?’s. Decimos que una de estas
combinaciones lineales, digamos Y ;; dz* @dx?, es diferenciable si las funciones
a;; 1o son. Como una métrica g es una funcién que a cada punto p le asigna una
forma bilineal en 7}, M se tiene entonces que g se puede expresar como

g = Z aijdxi@)dxj.
1<i,j<2

Asi, tenemos que g es diferenciable si los a;; lo son. Evaluando en (9;, 9;) tene-
mos

g(az,aj) = Z (2% d.’Ei ® dxj(a“aj) = Qj

1<i,j<2
y entonces tenemos que a;; = g;5. Asi
g= g gij dz' @ da’
1<i,j<2

y g es diferenciable si las funciones g;; lo son.

1.2.1. Coordenadas isotermas

Haremos un cambio de notacién para definir una nueva clase de métricas
que serdn de gran importancia en lo que sigue. Motivados en el hecho de que
estamos trabajando en dos dimensiones, escribiremos dx en vez de dz! y dy en
lugar de dz2. De esta manera, una métrica se escribe como

g = gndr @ dz + g1odz ® dy + go1dy ® dz + geody @ dy.

Una métrica como la anterior, aunque facil de asimilar conceptualmente, resulta
bastante impractica cuando se debe llevar a cabo célculos con ella. Con el fin de

_7Estas funciones son transformaciones lineales dz® : T,M — R y se definien como
dac’((?j) = 5,]
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de hacer mas comprensibles las secciones siguientes (en particular todas aquellas
en las que se haga uso del operador de Laplace-Beltrami que definiremos més
adelante) trabajaremos con métricas en las que los coeficientes g;; sean muy
sencillos.

Definicion 1.17. Una métrica ¢ en una superficie M es conforme si tiene la
forma
—22( 32 2
g =N(da® + dy?), (1.4)

donde A € C®(M), dz? := dr @ dz y dy? := dy ® dy.

A la funcién A2 se le llama factor de conformidad .

Es conveniente analizar geométricamente el hecho de que una métrica sea
conforme. Para este fin, veamos qué forma tiene la métrica usual en R? (visto
como una variedad). En este caso una meétrica g es una funcién que a cada
punto € R? le asocia un producto interno en 7, R?. Como estamos trabajando
en R? (que es un espacio vectorial de la misma dimensién que 7,R?) podemos
identificarlo de manera natural con su espacio tangente 7, R?. Hacer un producto
interno en el espacio tangente es lo mismo que hacerlo en R?, es decir, si u, v son
vectores en T,R?, entonces g(u,v) = (u,v). La anterior expresion quiere decir
que aplicar el producto g a dos vectores tangentes es lo mismo que aplicarles el
producto interno usual de R? por medio de la identificacién entre R? y T,R2.
De esta manera

o 0

9ij = 9(78961-, 7(%]-) = (e;,€5) = 0ij,
pues los vectores % y a% se identifican con los vectores canoénicos en R2. Esto
implica que la métrica usual en R? estd dada por ¢ = dz? + dy?. En virtud de
esto, podemos ver a las métricas conformes como aquellas en que los dngulos
miden lo mismo que con la métrica euclideana.

Un ejemplo importante de métrica conforme es el plano hiperbélico. Para
construirlo nos fijamos en el conjunto

H? := {(z,y) € R? : y > 0}

con la métrica 1
g= ?(dxz +dy?).

A H? con la métrica g recién definida se le llama plano hiperbslico o hemiplano
superior. Este espacio serd de gran interés mas adelante cuando estudiemos
métricas de Poincaré y variedades hiperbdlicas.

Esta decisiéon de restringirnos nada mas a las métricas conformes, en el caso
de las superficies, resulta muy afortunada pues sucede que solamente para el
caso de dimensién dos se tiene que no hemos perdido generalidad al quedarnos
inicamente con estas métricas tan particulares. Elaborando un poco més acerca
de esto, recordemos que una métrica queda completamente determinada por los
coeficientes g;;. Estos a su vez dependen de los vectores ;, que estan dados por
la carta con la que estamos trabajando. Si cambiamos de carta, los vectores 0;



CAPITULO 1. SUPERFICIES Y CURVATURA 13

cambian y por ende los coeficientes g;; también. El hecho verdaderamente no-
table es que, cualquier superficie (M, g) tiene cartas de modo que en cada punto
hay una vecindad en las que los vectores 0; dan lugar a una métrica conforme.
En pocas palabras, toda superficie tiene coordenadas locales que hacen que una
métrica dada, sea conforme. A estas coordenadas se les suele llamar isotermas.

La existencia de coordenadas isotermas no ocurre en dimensién mayor®, por
lo que hemos encontrado el primer resultado que nos marca la pauta para res-
tringirnos al caso de dimension dos. La existencia de coordenadas isotermas para
superficies fue probada por primera vez en 1916 por Lichtenstein y Korn, aunque
hay varias demostraciones mas accesibles, siendo las mas destacadas la de Chern
en 1955 y la de Dennis De Turck y Jerry Kazdan en 1981. Lamentablemente,
las demostraciones anteriores son o muy largas por un lado, o bien requieren
herramientas que no hemos desarrollado, por lo que el lector interesado en la
demostracion de este resultado puede referirse al Apéndice A. Enunciamos el
resultado que utilizaremos a lo largo de los siguientes capitulos:

Teorema (Existencia de coordenadas isotermas). Toda superficie (M, g) admite
un atlas con coordenadas isotermas.

1.3. Curvatura

Ahora que tenemos a la mano las métricas riemannianas, podemos introducir
el objeto de estudio principal de esta tesis y, de alguna manera, de la geometria
en general: la curvatura. Debido a la enorme relevancia de este concepto en
diversas ramas de la fisica y de la matemética, antes de pasar a definiciones
formales es conveniente hacer un paréntesis para que se entienda primero de
manera intuitiva.

En los cursos de calculo se define la curvatura de una curva v en R? para-
metrizada por longitud de arco como la longitud del vector de aceleracion, es
decir como |¥(t)|. Geométricamente, la interpretacion de esto era la siguiente.
Una vez fijado un punto p en la curva, la curvatura en el punto p es un nimero
que indica qué tan abruptamente se “dobla” la curva, o qué tan rapido se separa
v de su recta tangente en p. Mientras mayor sea este niimero, méas rapida es
esta separacion. Si nos fijamos en la familia de circunferencias tangentes a v en
p, descubriremos que hay una circunferencia tnica que tiene el mismo vector
de aceleracion que nuestra curva (la circunferencia osculadora). La curvatura
entonces correspondia al valor 1/R, donde R es el radio de esta circunferencia.
Mientras la curva se parezca mucho a una recta, el radio de la circunferencia
osculadora es grande y la curvatura, por ende, pequena. Inversamente, circun-
ferencias osculantes muy pequenas dan lugar a curvaturas muy grandes.

Mas tarde, al dar los primeros pasos en geometria diferencial resultd con-
veniente que la curvatura tenga signo. Para lograr esto tomamos un campo
vectorial normal N a lo largo de v y decimos que la curvatura es positiva si ¥(t)
apunta en direccién de N o negativa en caso contrario.

8 Aunque se conocen condiciones necesarias y suficientes para que existan dichas cartas.
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Para definir curvatura en superficies en R3, lo que hacemos es fijarnos en
las llamadas secciones normales. El procedimiento es el siguiente. Si S es una
superficie en R? y p € S lo que hacemos es tomar un vector unitario normal
a S en p y fijarnos en todos los planos que contienen a N y p (es una familia
que forma una especie de hélice). Nos fijamos ahora en las curvas que resultan
de cortar a la superficie con estos planos. Estas curvas reciben el nombre de
secciones normales. Cada una de estas curvas tiene una curvatura en el punto p.
Si nos fijamos en las curvaturas de las secciones normales resulta (hecho facil de
intuir) que hay una seccién normal que tiene curvatura méaxima y otra que tiene
curvatura minima. Esas curvaturas, digamos x; y ko para abreviar, se llaman
curvaturas principales, y es justo en este punto que la discusién en torno de la
curvatura se empieza a complicar.

Figura 1.4: Una seccién normal.

Una posible manera de definir curvatura podria ser, por ejemplo, tratar de
tomar una especie de promedio de las curvaturas de las secciones normales.
Si se sigue este camino, al hacer los calculos necesarios se llega a un concepto
conocido como curvatura media, denotada como H,y que es equivalente a tomar
el promedio de las curvaturas principales, es decir

I€1+I€2

H =
2

(1.5)
Aunque esta curvatura parece ser la mas natural para superficies, tiene una
limitante enorme: depende de un espacio ambiente para definirse?, en este caso
R3 (para definirla necesitamos usar un vector normal y planos que estan fuera
de la superficie). Nuestro trabajo hasta ahora se ha desarrollado en espacios
topolégicos abstractos, que a priori no tienen por qué estar inmersos en un R”
o algin otro espacio, de manera que definir una curvatura de esta manera es
imposible.

9 Adema4s tiene otras desventajas, como que no es invariante bajo isometrias.
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Un segundo intento de definir curvatura en superficies en R? es el siguiente.
Tomamos las secciones normales como antes pero ahora en vez de definir la
curvatura como el promedio de las curvaturas principales la definimos como el
producto, es decir

K = KR1Kk2. (16)

Esta nueva curvatura se conoce como curvatura gaussiane . Antes de ver por
qué esta curvatura es la que nos sirve, veamos que significado geométrico tiene.
Tomemos por ejemplo, el caso de una esfera y un punto en ella. La curvatura
gaussiana en ese punto de la esfera seré el producto de las curvaturas principales
en ese punto. Ahora bien, por motivos de simetria es claro que ambas curvaturas
principales serdn iguales (y distintas de cero) sin importar que vector normal
se escoja para la superficie, por lo que el producto sera positivo. Asi una esfera
tiene curvatura gaussiana positiva en cualquier punto. En el caso del cilindro
descrito por z2+y? = 1 en R3, hay una direccion (la vertical) donde la curvatura
es cero (la seccion normal es una recta) y otra donde es igual a 1 (la seccion
normal es una circunferencia de radio 1). De este modo, la curvatura gaussiana
K = 0 para cualquier punto del cilindro. Si tomamos ahora en el paraboloide
hiperbélico dado por 22 — y?> = 1 y nos fijamos en el origen, veremos que
ahi la curvatura es negativa, pues hay secciones normales en que el vector de
aceleraciéon apunta en una direccién y hay otras en que apunta en la direccién
opuesta, por lo que los signos de k1 y ko serdn, forzosamente, distintos. Con
estos ejemplos podemos tener una idea méas geométrica del significado de la
curvatura gaussiana. Una superficie con curvatura gaussiana positiva se dobla
como una pelota, una con curvatura negativa se dobla como una silla de montar.

Ahora que tenemos una intuicién geométrica de lo que nos dice la curvatura
gaussiana pasemos a hablar sobre un detalle importante que hemos dejado sin
atender: la curvatura gaussiana no parece ser mejor que la media porque tam-
bién hemos usado el espacio ambiente para definirla. No obstante la aparente
complicacién, Gauss descubrié en el ano de 1827 que esta curvatura era in-
trinseca a la superficie, es decir que no depende del espacio ambiente en que
esté inmersa. De hecho ni siquiera depende de que exista un espacio ambiente,
la curvatura gaussiana depende tnicamente de los coeficientes g;; de la métrica.
En particular, lo que Gauss descubri6 es lo siguiente:

Teorema (Egregio de Gauss). La curvatura gaussiana K se puede expresar en
términos de la métrica como

1 0 0
=— (F%2 - %F%l +T1lY =TT, + THI, — F%1F§2> - (L)

Los simbolos Ffj se llaman sémbolos de Christoffel y s6lo dependen de los g;;
y de sus derivadas, por lo que, en esencia, para conocer la curvatura gaussiana
de una superfcice sélo basta conocer los coeficientes de la métrica.

Esta es la manera adecuada de definir curvatura en superficies abstractas.
Definimos curvatura en una superficie arbitraria (M, g) como lo establecido en
la expresion (1.7).
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Como puede verse, la definiciéon de curvatura no es dificil de entender, no
obstante la expresion anterior es complicada de manipular. Es aqui donde entran
en juego las métricas conformes. Veremos que la expresion (1.7) se simplifica
enormemente al enfocarnos en estas métricas. Antes de hacerlo, sin embargo,
hablaremos acerca de algo que ya habiamos mencionado, el operador de Laplace-
Beltrami.

1.3.1. El operador de Laplace-Beltrami

Los conceptos de gradiente, divergencia y laplaciano del célculo diferencial
clasico, al igual que antes, tienen generalizaciones naturales a las variedades
riemannianas. Sin embargo, para hablar de ellos en un contexto general hace
falta desarrollar nuevas herramientas, lo que nos desviaria de nuestro objetivo
principal. Para solventar este problema nuevamente haremos uso de las métricas
conformes. De cualquier manera, mencionamos las definiciones (o mejor dicho
sus expresiones en coordenadas locales) del gradiente y laplaciano en variedades
para que el lector las tenga a la mano, a sabiendas de que s6lo las usaremos en
el contexto de las métricas conformes definidas anteriormente. Para lo siguiente
(M, g) es una variedad riemanniana arbitraria.

Definicién 1.18. El gradiente de una funcion f € C*(M) se define como el
campo dado en coordenadas locales por

grad f =37 2L,

— 7 Qxt
2,7

donde (¢%/) es la matriz inversa de (g;;) dada por los coeficientes de la métrica
(los g% son las entradas correspondientes de la matriz (¢g*?)).

Definicién 1.19. Sea f € C*°(M). El laplaciano asociado a la métrica g de f
es la funcion dada en coordenadas locales por

— ij _ k 2/
Aol Zg <8xi8wj Xk:r” Bxk> ’

0]

Este nuevo laplaciano definido para variedades recibe el nombre de operador
de Laplace-Beltrami y sera fundamental para lo que sigue. La razén de definir
de esta el manera laplaciano es algo complicada, asi que s6lo la esbozaremos.
Recordemos de nuestros cursos de calculo que Af := div(grad f). Usando esta
misma idea, si logramos definir divergencia en variedades, podriamos usar la
expresion anterior para definir el laplaciano en una variedad. La divergencia de
un campo en una variedad se define como

div X =Y " g(Va, X, ),

i=1



CAPITULO 1. SUPERFICIES Y CURVATURA 17

donde ‘V’ es la conexion de Levi-Civita y es una especie de derivada direccional
para campos vectoriales. Al hacer los célculos pertinentes para una métrica
conforme, obtenemos la formula dada en la definicién anterior.

Ahora bien, antes de continuar hay que notar lo siguiente. Las anteriores
son generalizaciones de conceptos conocidos del célculo. Estos nuevos gradiente
y laplaciano dependen directamente de la métrica g, hecho que no debe ser
extrafio pues para una funcion f = (f1,..., f») tenemos que por un lado que

(grad f(p), v) = dfp(v)

y por otro
n a n
Af = <Z;azi€i,2fi€i>,

es decir, ambos gradiente y laplaciano, guardan una estrecha relacién con el pro-
ducto interno usual. En una variedad, la métrica juega el papel de ese producto
interno y por ende es de esperar que aparezca en estas definiciones. De ahi que
‘A’ sea el simbolo para representar al laplaciano.

Como habiamos dicho, el operador de Laplace-Beltrami se simplifica cuando
nuestra métrica es conforme. Tenemos en esos casos la siguiente definicién:

Definicién 1.20. Sea g = A\(dz? + dy?) una métrica conforme (i.e. A > 0). El
operador de Laplace-Beltrami asociado a la métrica g es el dado por

1/ 0% 0?
Agi== (= +—). 1.8
7N <8$2 0y? (18)
Naturalmente, el laplaciano definido de esta manera coincide con la definicion
para la métrica dada. Para no recargar la notacién, cuando quede claro a que
meétrica nos estamos refiriendo escribiremos ‘A’ en lugar de ‘A’

En este contexto, de acuerdo con (1.7) definimos curvatura gaussiana para
métricas conformes como sigue.

Definicién 1.21. Sea g = A(dz? + dy?) una métrica conforme. La curvatura
gaussiana (de aqui en adelante nada méas curvatura) estd dada por

K= f%Alog)\, (1.9

donde ‘A’ es el operador de Laplace-Beltrami asociado a g.

En las dos definiciones anteriores se puede ver la utilidad de usar coordenadas
isotermas tnicamente. Por un lado el operador de Laplace-Beltrami se reduce
a un multiplo del laplaciano al que estamos acostumbrados, mientras que la
expresion (1.7) del teorema Egregio de Gauss se reduce a una férmula mucho
més manipulable algebraicamente. Cabe mencionar que todo lo que haremos a
continuacion puede hacerse sin usar coorenadas isotermas, pero por razones de
claridad en la exposicién y para evitar introducir nuevas herramientas (como
las formas diferenciales) es que hemos optado por simplificar las cosas usando
estas coordenadas.
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1.4. La ecuacion de curvatura

Una vez definida la curvatura y el operador de Laplace-Beltrami, podemos
iniciar nuestro estudio del teorema de uniformizacion. Tal vez lo més pedagdgico
en este momento es enunciar el teorema e ir explicando a qué se refiere cada
parte.

Teorema (Uniformizacion de superficies de Riemann compactas). Toda super-
ficie de Riemann compacta admite una métrica de curvatura constante, es decir,
toda clase conforme tiene un representante de curvatura constante.

Empezaremos por darle sentido a las superficies de Riemann. Hasta este
punto hemos trabajado con variedades riemannianas, es decir, objetos de la
forma (M, g), donde M es una variedad diferenciable y g es una métrica. Una
superficie de Riemann es algo muy similar, lo Gnico que cambiamos es que
ahora en vez de concentrarnos en una sola métrica g, tomamos una clase de
equivalencia de métricas, lo que nos conduce naturalmente a definir una relaciéon
de equivalencia entre las métricas admisibles en una variedad.

Definicion 1.22. Dos métricas g y ¢ en una variedad M son conformemente
equivalentes puntualmente si existe una funcion A € C>°(M), A > 0 tal que

g =Ag.

Es claro que la relaciéon recién definida es de equivalencia. A las clases de
equivalencia les llamaremos clases conformes.

Definicion 1.23. Una superficie de Riemann es una variedad M junto con una
clase conforme de métricas [g]. Por comodidad lo seguiremos denotando como
(M, g), a sabiendas de que la g representa una clase de equivalencia y no una
métrical®.

Dada una superficie de Riemann, es natural intentar buscar un representante
canonico dentro de cada clase conforme. El representante mas natural, desde el
punto de vista geométrico, es precisamente aquel cuya curvatura es constante.
De esta manera, lo que nos dice el teorema de uniformizacion es que ese repre-
sentante de curvatura constante existe para cada clase conforme; y la manera
de encontrarlo (o mejor dicho probar que existe) es resolviendo una ecuacion
diferencial conocida como la ecuacidon de curvatura. Para ver de donde sale esta
ecuacion enunciaremos la Definicién 1.22 como sigue. Dos métricas en una va-
riedad M son equivalentes si existe u € C*°(M) tal que § = e?*g. Es claro que
esta forma de definir equivalencia conforme coincide con la anterior.

Teorema 1.24. Sea M una superficie de Riemann. Si gy es una métrica con-
forme con curvatura k, entonces la métrica g = €*“gy, (u € C>®°(M)) tiene
curvatura

K = (k- Agyu)e " (1.10)

10Es posible que el lector esté familiarizado con otra definicién de superficies de Riemann.
Hemos optado por utilizar esta debido a que estd enunciada en los mimos términos que el
teorema de uniformizacion.
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Demostracion. Sea gg conforme. Entonces podemos escribirla como
go = A\2(da? 4 dy?)
para alguna Mg € C*°(M), Ao > 0. Entonces tenemos que
g = Aee(da? + dy?).
De esta igualdad se deduce que el factor de conformidad de la métrica g es

A = A3e?". Ademas, tenemos que

1
k:—iA%kgAgz—A%k%A@

Finalmente, es claro que A, = e"?“A,, . Usando estas tres observaciones esta-
mos listos para calcular la curvatura K asociada a la métrica g.

1
K= fiAg log A

1
= —§Ag log A2e"
= —A,log Age"
= —e®(Ay log Ao + Ayyu)
(k — Agyu)e 2",

O

Ahora bien, nuestro objetivo es encontrar una u € C*°(M) de modo que la
métrica 62“90 tenga curvatura K constante. Para encontrar esa w lo Ginico que
tenemos que hacer es dar una K constante (fija) en la ecuacion (1.10) y resolver
la ecuacion diferencial resultante para u (pues k también es una funcion conocida
porque la go es una métrica dada a priori). Despejando de (1.10) tenemos que
u debe satisfacer

Agu—Fk+ Ke* =0. (1.11)

Esta ecuacién es conocida como la ecuacion de curvatura y resolverla serd el
objetivo principal del siguiente capitulo. Antes de resolverla, no obstante, es
conveniente ver en qué casos no hay soluciones. Para esto usaremos el conoci-
do teorema de Gauss-Bonnet. Para enunciarlo, hacemos un breve recordatorio
topoldgico. Decimos que una superficie es orientable si los mapas de transiciéon
de un atlas dado, vistos como funciones de R? en R2, tienen determinante posi-
tivo (todas las superficies de Riemann son orientables). Un teorema importante
de topologia nos dice que las tnicas superficies orientables compactas son varie-
dades (no necesariamente diferenciables) homeomorfas a la esfera o a la suma
conexa de un niamero finito de toros. En pocas palabras, las tnicas superficies
orientables compactas que existen son deformaciones de la esfera, de un toro, de
un doble toro, etc. La funcién caracteristica de Fuler de una superficie, deno-
tada por x(M), es la funciéon que vale 2 en superficies homeomorfas a la esfera,
0 en superficies homeomorfas al toro, -2 en el doble toro, -4 en el triple y en
general 2 — 2p en superficies homeomorfas a la suma conexa de p toros.
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Teorema (Gauss-Bonnet). Sea M una superficie orientable compacta con cur-
vatura K. Entonces

/ K dS = 2my (M),
M

donde x(M) es la funcion caracteristica de Euler de M.

No demostramos el teorema de Gauss-Bonnet porque no tenemos las he-
rramientas necesarias para hacerlo. En cualquier caso, no usaremos el teorema
mas que para darnos una pauta de las posibles soluciones que puede tener la
ecuacion de curvatura. Una demostracion accesible del teorema de Gauss-Bonnet
se encuentra en [24]. De aqui en adelante, a menos que se diga lo contrario, tra-
bajaremos con superficies compactas.

Con el teorema de Gauss-Bonnet a la mano podemos ver qué constantes son
admisibles como funciones de curvatura. Esencialmente tendremos tres casos, a
saber K = 1,0, —1. Para superficies con x (M) > 0 tendremos que la curvatura es
necesariamente una constante positiva, de otra forma contradiriamos el teorema,
de Gauss-Bonnet. Para superficies con x(M) = 0, la tinica manera de hacer que
Jys K = 0 es haciendo K = 0. Finalmente, para superficies con x(M) < 0
la condicion necesaria para no contradecir Gauss-Bonnet sera que K sea una
constante negativa. En el siguiente capitulo resolveremos la ecuacién para dos
de los tres casos recién expuestos y daremos un resultado parcial para el caso
de caracteristica positiva.



Capitulo 2

Soluciones de la ecuacion de
curvatura

En el capitulo anterior planteamos el problema de encontrar métricas con
curvatura constante dentro de una clase conforme dada, lo que nos llevo a en-
contrar la ecuacion de curvatura (1.11). Vimos también que la topologia de la
superficie (en particular su caracteristica de Euler) impone ciertas restricciones
sobre el valor que pueden tomar esas constantes. Concluimos que hay esencial-
mente tres casos distintos, que dependen del signo que tome x(M). En virtud
de lo anterior, redujimos nuestro estudio a los casos en que K = 1,0, —1.

Para resolver la ecuacion de curvatura (1.11) serd necesario que introduz-
camos nuevas herramientas. En particular, necesitaremos exportar las ideas del
célculo integral a las variedades (tal como lo hicimos en el capitulo anterior para
el calculo diferencial). Por desgracia, la manera de hacerlo es un poco compli-
cada y nos llevaria demasiado tiempo exponerlo aqui (ademas del hecho de que
la integracion en variedades se reduce a hacer integrales de superficie del mismo
tipo que las vistas en calculo). Una buena introduccién al tema de integracion
en variedades puede encontrarse en el capitulo 4 de [12].

2.1. Superficies con curvatura prescrita

Una vez con la ecuacién de curvatura a nuestra disposicién podemos aproxi-
marnos a un problema un poco més general que el de uniformizacién: prescribir
curvaturas en superficies. El objetivo es dar condiciones necesarias y suficientes
para discernir si una funciéon dada, K € C°°(M) puede o no ser la curvatura
asociada a una métrica g en una superficie. Nuevamente, el teorema de Gauss-
Bonnet nos impone las siguientes condiciones necesarias:

e Si x(M) > 0 entonces K > 0 en algan punto.
e Si x(M) = 0 entonces K cambia de signo, o bien K = 0. (2.1)
e Si x(M) < 0 entonces K < 0 en algtin punto.

21
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La pregunta obligada es jseran las condiciones (2.1) suficientes para que K sea
la curvatura de alguna métrica en M? En 1975 Kazdan y Warner demostraron
que la respuesta es si. Dada cualquier K diferenciable que cumpla (2.1) existe
una meétrica que tiene curvatura K'. Yendo un poco més lejos, podemos hacer
una pregunta mas ambiciosa que la anterior. Si K es una funcién diferenciable
que satisface (2.1) y g es una métrica en M ;existe una métrica § conforme-
mente equivalente a g que tenga curvatura K7 Una respuesta afirmativa a esta
segunda pregunta resuelve de manera implicita el teorema de uniformizacion.
Lamentablemente en este caso la respuesta es no. En 1974 los mismos Kazdan
y Warner exhibieron funciones K en S? que satisfacen (2.1) pero son curvaturas
asociadas a alguna métrica que no es conformemente equivalente a la métrica
usual en la esfera.

Nuestro objetivo en las siguientes secciones seguirad siendo el de probar el
teorema de uniformizacién a partir de la ecuacién de curvatura. No obstante,
en vista de las observaciones anteriores, demostraremos en algunos casos, afir-
maciones ligeramente méas generales que las del teorema de uniformizacioén (por
ejemplo, probaremos que en superficies con caracteristica de Euler negativa,
cualquier funciéon K < 0 puede ser vista como la curvatura de una métrica
conformemente equivalente a una dada).

Una vez dicho esto, proseguimos a resolver la ecuacién de curvatura. Para
ello dividiremos nuestro trabajo en tres casos dependiendo del signo de x(M).

2.2. El caso x(M) =0

Empezaremos por resolver el caso en que x(M) = 0 porque es el més sencillo
de los tres. Hemos mencionado que cualquier funcién suave K que cambie de
signo, o bien K = 0, son curvaturas de métricas conformemente equivalentes
a una métrica dada (fija). Como nuestro objetivo es demostrar el teorema de
uniformizacién, bastard con resolver la ecuacién de curvatura para el caso en
que K = 0 (el lector interesado en el caso en que K cambia de signo puede
consultar [20]). Sustituyendo en (1.11), una métrica g = e*“gy tendra curvatura
K =0siue C®(M) es solucion de la ecuacion

Au = k. (2.2)

(Recordemos que k € C*° (M) es la curvatura de la métrica go y ‘A’ su operador
de Laplace-Beltrami).

Notemos que k no es una funciéon arbitraria en C°°(M), pues nuevamente
por Gauss-Bonnet tenemos que

_ 1
k::—/k:O,
\M| )y

donde |M| := [,,1 es el drea de M. Con esta observacion en mente nos olvi-
daremos por un rato del significado geométrico de la ecuacién y procederemos
a encontrar sus soluciones.

1Dicho sea de paso, la prueba de Kazdan y Warner solo es valida para superficies compactas.
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2.2.1. Soluciones débiles de la ecuacion
Demostraremos que el problema,

{ ?“u:_ko (2.3)
=

tiene una solucién tnica u € C*°(M) si k es una funciéon suave de promedio
cero.

Por desgracia, encontrar soluciones explicitas al problema (2.3) es complica-
do, asi que tendremos que echar mano de algunos conceptos del anélisis funcional
para demostrar la existencia y unicidad de la solucién.

Definicién 2.1. Una funcion u € C°(M) que satisface (2.3) es una solucidn
cldsica.

Antes de avanzar, veamos que toda solucion clasica de (2.3) satisface que

[ e[ ke (2.4)

para toda ¢ € C*°(M). Esto se sigue del teorema de la divergencia, que nos
dice que para cualquier campo X € X(M) se tiene que

/M div X = /a LX), (2.5)

donde v es el campo normal unitario exterior y (-,-) es notacién para referirnos
a g(+,-). Si usamos la identidad div(fX) = fdiv X + X (f) junto con el teorema
de la divergencia, obtenemos que

/MfdivX+/MX(f):/Mdiv(fX):/E)M(fX,w:0, (2.6)

pues OM = () (estamos trabajando en una variedad compacta). Sustituyendo
X = gradg y usando la igualdad grad g(f) = (grad g,grad f) (se sigue de la
definicién en coordenadas locales del gradiente) tenemos que

/ ng+/ (grad f,grad g) = 0. (2.7)
M M

Usando la notaciéon grad f = V f tenemos finalmente que
fa9=- [ (v1.vg). (28)
M M

Si tomamos una solucion clasica u de (2.3), es claro que

/M(Au)<p - /M by (2.9)
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para toda ¢ € C*°(M). La afirmacion (2.4) se sigue de aplicar (2.8) dos veces
a la igualdad anterior. Esta propiedad de las soluciones clésicas nos permitird
definir méas adelante un nuevo concepto conocido como solucién débil. Antes de
hacerlo, no obstante, es necesario precisar con qué funciones vamos a trabajar.
Para ello tenemos las siguientes definiciones:

Definicién 2.2. Definimos el espacio de Sobolev H'(M) como la completacion
de C*°(M) con respecto a la norma

1
2
ol = (/ s [ |w?) ,
M M

donde |Vip|? =: (Vip, V).

Lo primero que hay que ver es que || - || g1 (ar) es, efectivamente, una norma.
La manera maés facil hacerlo es notando que || - || g1(as) es la norma inducida por
el producto interno?®

El espacio H' (M), tal como lo hemos definido, no es de mucha utilidad practica
porque no sabemos qué nos queda de completar C*° (M) (es lo mismo que pasa
cuando vemos a R como la completaciéon de Q; al principio sélo sabemos que R
son clases de equivalencia de sucesiones en QQ pero no vemos mas estructura).
El siguiente teorema nos mostrard que H'(M) es un subconjunto de L?(M)3.

Teorema 2.3. El espacio de Sobolev H'(M) es un subespacio de L*(M).

Demostracion. Basta con notar que cualquier sucesion de Cauchy en H!(M) es
de Cauchy en L?(M) (puesto que ||lull2 < |[u]l g1 (ar)). El espacio H' (M) esta for-
mado por clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en (C°°(M), ||| g1 (ar));
en consecuencia podemos ver a H'(M) como las funciones u € L?(M) tales que

existe una sucesion de Cauchy (uy) en (C*°(M), || - || g1 (ar)) que converge a u en
(L*(M),]| - ||2). Para u € H' (M) definimos ||u|| g1 (ar) como antes (donde ahora
|Vu| es ahora el limite en L2(M) de |Vuy]). O

Para encontrar una solucion de (2.3) (o mejor dicho la solucion, pues re-
sultard ser tinica) tendremos que concentrarnos en un subespacio de H!(M).
En este subespacio, no obstante, la norma original dada por || - || g1 (as) no nos
serd muy util, por lo que tendremos que dar una nueva que sea equivalente a la
primera y que nos ayude a encontar la solucién.

Definicién 2.4. Definimos el espacio H>°(M) de funciones con promedio cero
como

HY (M) = {u c H' (M) : /M u= 0}

2Es claro que este es un producto interno asi que no lo demostramos.
3Los espacios LP(M) son extensiones para variedades de los espacios LP del anilisis real.
1/p

La norma en LP(M) esta dada por [lollp := ([, l¢lP)
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T ( / |W|2> .
M

Finalmente, definimos el concepto de solucién débil:

con la norma

Definicién 2.5. Una funcién u € H1%(M) que satisface

/ uA<p=/ ko
M M

para toda ¢ € C§°(M) (i.e. ¢ € C°(M) y g = 0) se llama solucién débil de
(2.3).

A primera vista probablemente parezca que no ganamos nada al introducir
la nocién de solucién débil, sin embargo iremos viendo que esto no es del todo
cierto. Sucede que es relativamente sencillo probar la existencia y unicidad de
una solucion débil (cosa que no ocurre con una clasica). Nos dedicaremos en
lo que resta de esta seccion a demostrar que el problema (2.3) tiene una unica
solucién débil, y luego veremos que de hecho esa solucién débil es también
clasica.

Ahora bien, nuestro objetivo sera demostrar que (H"(M), | - [|mro(ar)) es
un espacio de Hilbert. Claramente [ - ||g1.0(as) estd inducida por el producto
interno*

(0P mrrogas) = /M<w,vw>,

asi que lo que resta es probar que es completo. Una vez que hayamos probado
que HY(M) es de Hilbert, el teorema de representacion de Riesz garantizara
la existencia de una tunica solucién débil al problema (2.3). En virtud de lo
anterior, nuestro primer paso serd demostrar la siguiente proposicién:

Proposicion 2.6.  (a) || - || gro() es una norma en HO(M).
(b) HYO(M) es cerrado en H*(M).
(¢) Las normas || - || groary y || |2 (ary son equivalentes en H(M).

Antes de demostrar la proposicion anterior mencionamos dos lemas que nece-
sitaremos. El primero es un caso particular de un resultado importante en el
estudio de espacios de Sobolev: el teorema de Rellich-Kondrachov. El segundo
es una desigualdad que se deriva de él. No demostraremos el teorema de Rellich-
Kondrachov por ahora, pues la demostraciéon es un poco complicada. El lector
interesado en leerla puede consultar el Apéndice B.

Lema 2.7 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Sea M una superficie compacta
y orientable. Entonces la inclusion canonica

v: HY (M) < L*(M)

4Lo tnico que podria no ser claro es por qué (i, ®) g1,0(ary > 0si @ # 0. Esto lo probamos
en la Proposicion 2.6.
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es un operador compacto (i.e. manda conjuntos acotados en relativamente com-
pactos).

Lema 2.8 (Desigualdad de Poincaré). Sea uw € HY'°(M). Eziste una constante

A1 > 0° tal que
1
/ uQS—/ |Vul?.
M A Jv

Demostracion. Definimos \; como

v 2
AMi= fof M (2.10)
uweHO (M) fMu
u#0
= inf |Vul?, (2.11)
u€X Jar

donde ¥ es el conjunto definido como

Y= {u c HYO (M) : /M u? = 1}.

Es claro que \; esta bien definido, pues las integrales que usamos para definirlo
siempre son positivas. Si logramos probar que A\; > 0, entonces tendremos que
para cualquier u € H*%(M) distinta de cero

(2.12)

y la proposicién se sigue de un despeje elemental. Para ver que A\; > 0 notemos
que

/ |Vul® > 0 (2.13)
M

para toda u € 3, ya que si fM |[Vu|? = 0, entonces necesariamente u es una
funcién constante. Debido a que la tnica funcién constante en H>O(M) es la
constante cero, y esa funcién no esta en X, la integral anterior es siempre posi-
tiva.

Para probar que el infimo es también positivo bastara con ver que ese infimo
es en realidad un minimo, es decir, hay una u € ¥ tal que

A = / |Vul? > 0. (2.14)
M

Para ver que existe esa u hacemos lo siguiente. Tomamos una sucesion (ux) en
¥ tal que

/ |Vur|? — A, (2.15)
M

5La constante A1 es el primer eigenvalor de —A, de ahi la notacion.
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la cual existe por definicion de infimo. Como [ M |Vug|? converge, tenemos que
la sucesion es acotada en H'(M) (recordemos que uy, € X, ast que [,, uf = 1).
Por el teorema de Rellich-Kondrachov, la sucesion (uy) tiene una subsucesion
(ug,) convergente a una u € L*(M). Ademas, por la desigualdad de Holder

tenemos que
: N\
/Is@<</1) (/w),
M M M

asi que L?(M) < L*(M) de forma continua. Si renombramos a la subsucesién
(uk,;) como (ug) (para no acarrear tantos subindices), lo anterior nos dice que

up — wen L2(M) y

uy, — wen LY (M).

Esto por un lado implica que

‘/ u‘:}/ u—/ uk’g/ |u —ug| = ||ju—ug|l1 =0
M M M M

y por otro que

/u2:||u||§: lim [lugl? = h’m/ w2 =1,
M k—oco k—oco M

es decir, u € X. Lo tnico que falta ver es que [, |Vu|? = A\;. Para probar esto
altimo basta con notar que

/ u2+/ \Vu|2 = (u,u) g1y = M (ug, u)giar) = lim </ uku—l—/ (Vuk,Vu>> ,
lo que implica que
/ |Vul|? = lim (Vug, Vu).
M k—oo Jar

De esta manera tenemos que

/ |Vul> = lim [ (Vug, Vu) (2.16)
M k—o0 M
< h’m/ V||V (2.17)
k—oo Jar

1

1

3 3
h’m( |Vuk|2> </ |Vu|2> . (2.18)
k— o0 M M

Finalmente, lo anterior implica que

IN

A1 S/ [Vul? < h’m/ |Vug|? = A1, (2.19)
M k—o0 M

lo que concluye la demostracién. O
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Una vez que tenemos la desigualdad de Poincaré a la mano, la demostracion
de la Proposicién 2.6 es casi inmediata.

Demostracion de la Proposicion 2.6. (a) Probaremos que || - [[g1.0.p) €s una
norma en H"(M). Como hemos dicho antes, [ul|1.05y = (u,u)ro(ar), asi
que || - || g1.0(ar) serd una norma si (-, -) g1o(ar) €s un producto interno. Es claro
que (-, -)g1o(ar) s una forma bilineal simétrica, lo que no es tan obvio es que
sea positivo definida. Para ver eso solo falta notar que si

/\vm2=0
M

entonces |Vu|? se anula, por lo que u debe ser una constante. Como estamos en
HYO(M), u debe ser una constante de promedio cero, es decir, u = 0. De aqui
se deduce que (-, ) 1,077y €s positivo definida.

(b) HYO(M) es cerrado en H'(M). Para ver esto, tomemos una sucesion (uy)
en HY0(M) que converja a u en H'(M). De manera completamente analoga a lo
que hicimos en la demostracion de la desigualdad de Poincaré, tenemos entonces
que

up — wen L2(M),

up — w en LY (M),

e igual que antes tenemos que fM u = 0, es decir, w = 0. De esta manera tene-
mos que u € HYO(M), lo que demuestra que es cerrado.

(¢) Las normas || - ||groary v || - | (ar) son equivalentes en H?(M). Es
claro que si u € H"(M) entonces ||ullg1.0ar)y < |lullgrar); la desigualdad de
Poincaré nos dice que ||u|| g1 (ary < C|lul gro(ar)- Esto concluye la demostracion.

O

Corolario 2.9. El espacio (H**(M), || - ||gro(ar)) es de Hilbert.

Sera precisamente este corolario el que nos sirva para demostrar la proposi-
cion que hemos estado esperando.

Proposicién 2.10. El problema (2.3) tiene una tinica solucion débil en H°(M).

Demostracion. Definimos el operador lineal £ : H9(M) — R como

Lo = —/ k.
M

Notemos que el operador £ ademas de ser lineal es acotado, pues

151
201 < [ IHlel < 1l el < 252 planaqan.
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Entonces, el teorema de representacién de Riesz nos dice que existe una tnica
u € HO(M) de manera que Lo = (u, @) g0 para cualquier ¢ € H-O(M),

es decir
7/ kgaz/ (Vu, Vo) o
M M

Si ademas ¢ € C*°(M), utilizando la igualdad (2.8) y multiplicando por menos
uno ambos lados concluimos que

/ uAgo:/ ke
M M

para toda ¢ € C§°(M). O

2.2.2. Regularidad de las soluciones débiles

Hemos probado ya que el problema (2.3) tiene una tnica solucién débil
u € HYO(M). Nuestro objetivo ahora serd ver que esa solucién es clasica, es
decir, que u € C°(M) y que
Au = k.

Las demostraciones de estas afirmaciones forman parte de una rama del analisis
conocido como teoria de regularidad, que por desgracia es demasiado técnica
para tratarla ahora. Por este motivo citaremos un par de resultados sin de-
mostrarlos, dando referencias para que el lector interesado pueda leer més al
respecto.

Antes de empezar con los resultados de regularidad, es necesario ampliar
nuestro panorama de los espacios de Sobolev.

Definicién 2.11. El espacio de Sobolev W (M) es la completacion de C> (M)
con respecto a la norma

1

k
Ielweran = | 3 / P
j=0"M

donde Viu es la j-ésima derivada covariante de u®. Denotamos por Wi* (M) a
las funciones en W*P(M) con promedio cero.

Podemos pensar en la j-ésima derivada covariante de u tal como pensamos
en las derivadas de orden superior en funciones de R™ a R.

Una vez definidos los espacios de Sobolev en general, tenemos que H(M) =
Wh2(M). Con esta igualdad y el hecho de que sabemos que hay una solucion
débil u € H'(M) tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.12. Sean Q un subconjunto abierto de M y u € WH2(Q) una
solucion débil de Au = f con f € WF2(Q). Entonces para cualquier ' CC Q
se tiene que u € WET22(Q)/).

SEl uso de derivadas covariantes es una de las razones de no abordar este tema, pues para
hacerlo necesitarfamos ver muchas mas cosas de geometria.
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Corolario 2.13. Sea u € WY2(M) una solucion débil de Au = f con f €
C>(M). Entonces u € C°(M).

La prueba de estas afirmaciones se puede encontrar en los capitulos 9 y 10
de [15]. Juntas nos dan la primera condicién que necesitabamos verificar para
que u sea solucion clasica de (2.3).

Nos falta demostrar todavia que una funcion u € C*° (M) que satisfaga

/ uA<p:/ ke
M M

para toda ¢ € C5°(M) satisface también
Au = k.

Para demostrar esto tltimo, notemos primero que el hecho de que u € C*° (M)
implica que también Au € C*°(M) (esto puede verse directamente de la expre-
sién en coordenadas locales de Au). Ademas, por el teorema de la divergencia
tenemos que [, Au = 0. De esta manera Au € Cg°(M). Terminamos con la
siguiente proposicion.

Proposicion 2.14. Sea u € C§°(M) tal que

/ uA<p=/ ke
M M

para toda p € C§°(M). Entonces Au = k.

Demostracion. Notemos primero que todas las funciones involucradas, u, ¢ y
k estan en C§°(M). Como u es suave, usando (2.8) obtenemos que [, uAyp =
fM(Au)go. Despejando, tenemos entonces que

0= / (Au)p — kp = / (Au — k).
M M
Por hipotesis esta igualdad se cumple para cualquier ¢ € C§°(M). El resultado

se sigue de tomar ¢ = Au — k. O

Con este resultado hemos demostrado el teorema de uniformizacién para
superficies con x(M) = 0.

2.3. El caso x(M) <0

A continuacion tenemos a las superficies con x(M) < 0. Por lo comentado
anteriormente, una condiciéon necesaria para que una funcion K € C*°(M) sea
la curvatura asociada a una métrica en M es que sea negativa en algin punto,
asi que la ecuacion de curvatura resultante es

Au =k — Ke?*,
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donde lo tnico que sabemos es que [ u % < 0. Demostraremos que la ecuacion
anterior tiene solucion para cualquier K € C°°(M) tal que K < 0 (y el teorema
de uniformizacion seréd el caso particular cuando K = —1). El método para
demostrar la existencia de una solucién, no obstante, difiere del que usamos en
el caso anterior. Lo que haremos ahora es definir un funcional F' en un espacio
de funciones adecuado y veremos a las soluciones de la ecuacién como puntos
criticos del funcional. Una vez que hayamos demostrado la existencia de esos
puntos criticos daremos un argumento de regularidad para demostrar que la
solucién que hayamos encontrado es, en efecto, suave.

2.3.1. Planteamiento variacional del problema
Demostraremos que el problema
Au =k — Ke*" (2.20)

tiene una solucion v € C*(M) si [,k <0y K <0.

Definicién 2.15. Una solucidn de (2.20) es una funcion v € C*(M) que
satisface Au =k — Ke?v.

A continuacion definiremos el funcional que garantizara la existencia de una
solucion. Al igual que antes, dividiremos el argumento en dos partes: primero
probaremos que existe una solucion débil de (2.20) y luego veremos que si k
y K son suaves, entonces u también lo es y entonces la solucién es clésica.
Empezamos con la siguiente proposicién:

Proposicion 2.16. Un punto critico (lo suficientemente suave commo para que
Au tenga sentido) del funcional F : HY(M) — R,

1
Flu] := / —|Vul? + ku
M2
sujeto a la restriccion

S = {u cH' (M): | Ke* = 27rX(M)}

M
satisface que Au =k — Ke?".

Demostracion. Primero veamos que S # (), pues tiene al menos a una funcién
constante. Para el resto de la demostracion utilizaremos el método de los mul-
tiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos criticos de F' sujeto a la
restriccion Glu] = 2mx (M), donde G se define como

Glu] = /M Ke,
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Para utilizar el método de multiplicadores de Lagrange tendremos que verificar
dos cosas: que existan F'(u) y G’(u) para u € H' (M) y que 2mx(M) sea un
valor regular de G. Primero encontramos las derivadas:

F(u+ sv) — F(u)

F'(u)v = lim

s—0 S

= lim /1 (IV(u+ sv)]* — |Vul?) + skv
s—0 8 M 2

1

= lim — / (Vu + sVu,Vu + sVv) — (Vu, Vu) + 2skv
s—0 2s M

i (2s(Vu, Vv) + 2skv) + lim 1 s%|Vol?
s—0 28 M ’ s—0 2s M

:/ (Vu, Vo) + kv
M

Ahora bien, si la u es lo suficientemente suave como para que Au exista, la
igualdad anterior se transforma en

F'(u)v = /M(—Au + k)v.

Ademés
G -G
G (u)v = lim (u+ sv) ()
s—0 S
1 2
= lim — K (utsv) _ go2u
s—0 8

2sv __ 1
/ Ke?* lim <>
s—0
:2/ vKe?t.
M

Esto ultimo se puede ver con més claridad si definimos la funcion f(s) :=e

Entonces tenemos que 1im,_,q £ -1 = f’(0) = 2v. Por otro lado, es claro por
la expresion anterior que 27y (M ) es un valor regular de G.

El teorema de los multiplicadores de Lagrange nos dice entonces que si u es
un punto critico existe una constante 2 tal que F'(u) = 8G’(u), es decir

/M(—Au + =8 /M K e

para cualquier v € H'(M). De esto se deduce que

Au—k+ fKe** = 0.

2sv

Para encontrar S lo inico que hacemos es integrar la ecuaciéon de arriba para

obtener
/ k=8 / K.
M M
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Si dVf es la forma de volumen asociada a la métrica go y dV es la forma de
volumen asociada a g = e?%gq, entonces

/ kdVy = / Kdv = [ Ke*"dVy = 2nx(M)
M M M

por Gauss-Bonnet, lo que implica que 5 = 1. Esto concluye la demostracion. O

Una vez que tenemos este resultado a la mano, nuestra tarea es simple:
hay que demostrar que el funcional F' tiene un minimo y que el minimo que
encontremos es una funcion v € C°(M).

Proposicion 2.17. FEl funcional F restringido al conjunto S estd acotado in-
feriormente.

Demostracion. Sea v € H*(M). Escribimos a u como u = ug + u, donde ug €

HY(M)y
_ 1 /
U= —— u.
|M| Jar
Entonces u € S si y solo si

2mx (M) :/ Ke*" :/ K 2ot :e%/ Ke?'o,
M M M

es decir, si y sélo si

7= %log (27TX(M) / /M Ke2uo) . (2.21)

Evaluando F en u tenemos que

F[u] :F[UQ +ﬂ]

1
:/ <2|VU0|2+I€UQ> +/ ku
M M

1
-/ <2|VU0|2+7€U0>+7TX(M) <1og 2y (M)~ log| [ we
M M

y /kuo
M

estan acotados inferiormente habremos terminado. Para ver esto tomemos una
0 > 0 tal que K(z) < —§ < 0 (esto se puede hacer porque K es una funcion
continua sobre un conjunto compacto y entonces alcanza un méximo). Para esa

¢ tenemos entonces que
/ Ke?wo < —5/ e2uo,
M M

Si logramos demostrar que los términos

—X(M)log‘/ K2
M
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Por otra parte, gracias a la desigualdad e” > 1 + z, se tiene que

/e2u02/ 1+/ 2ug = |M].
M M M

Usando estas dos desigualdades tenemos que
/ Ke*o < —§|M|.
M

Como ambos lados de la desigualdad son negativos, tomar valor absoluto equi-
vale a multiplicar la desigualdad por menos uno, es decir

‘ / KeQuo
M

—x(M) log‘ Ke?uo
M

> §|M], (2.22)
lo que implica que

> —x(M)log §|M| > —oc.

De esta manera, para toda u € S se tiene que
1 2
F[u] > *‘VUO| + kuo — Cl (223)
M 2
para alguna constante C; que no depende de ug. Ademés

C
—/ kug < ‘/ k‘UO‘ < |kl - fJuollz < Cal|Vuoll2 < Csel|Vuoll3 + 754 (2.24)
M M

para cualquier € > 07. Tomando & = ﬁ tenemos

1
—/ kuog/ —|Vug|? + 203Cy,
M M 2

de lo cual se deduce que
F[’U,} Z —20304 — Cl.

Naturalmente las constantes involucradas no dependen de u, asi que hemos
logrado acotar el funcional F' satisfactoriamente. O

"En este desarrollo hemos usado las desigualdads de Hoélder, Poincaré y una versién especial

2 2 2 2

de la de Young (ab < % + g—s, que se deduce de la desigualdad de Young usual ab < % + %
al cambiar a por ay/z y b por b/+/¢).
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2.3.2. Existencia y regularidad de la solucién

El resultado de la seccién anterior significa que inf,cg F[u] existe, de manera
que nuestro trabajo ahora se enfocara en demostrar que hay un elemento u € S
que lo alcanza. Posteriormente probaremos que u es diferenciable y por ende
una solucion de (2.20). Comenzamos con algunas definiciones.

Definicién 2.18. Una sucesion (u,) en un espacio de Hilbert (H, (-, -)) converge
débilmente a u si
(Un, v) — (u,v)

para todo v € H. Denotamos la convergencia débil como u,, — u.

Un resultado sencillo de anélisis funcional nos dice que toda sucesién acotada
en un espacio de Hilbert tiene una subsucesiéon débilmente convergente®.

Definicién 2.19. Un funcional I definido en un espacio de Hilbert H es débil-
mente semicontinuo inferiormente (secuencialmente) si para toda sucesion (uy,)
débilmente convergente a u en H se tiene que
I[u] < liminf Iuy,].
n—oo
Ademas de estas definiciones enunciamos un resultado sin demostrarlo porque

no hemos desarrollado la teoria necesaria para hacerlo. La prueba se puede con-
sultar en el capitulo 2, §15 de [2].

Teorema 2.20. Si p € H'(M) entonces e¥ es integrable. Mds aiin, la funcion
HY(M) > ¢+ e¥ € LY(M) es absolutamente continua (i.e. manda sucesiones
débilmente convergentes a sucesiones convergentes en norma).

Proposicion 2.21. El funcional F alcanza un minimo en u € S.

Demostracion. Sea a := inf,cs Flu]. Escogemos una sucesion minimizante (u,,)
en S de manera que a +1 > Flu,] > a y que Flu,] converja a a. Usando la
desigualdad (2.24) obtenida en la demostraciéon anterior pero ahora con ¢ = ﬁ
tenemos que

1
~ [ uno < 19wl + s,
M
donde 1w, = Upg + Upn, Uno € HO(M) y u, es el promedio de u, en M. Si

restamos 3||Vunol|3 en ambos términos de la desigualdad y multiplicamos por
menos uno obtenemos, usando (2.23), que

1
a+1> F[un] > ZHVunoH% —C5 — 01,

8De hecho esto ocurre para espacios de Banach reflexivos. Para leer mas sobre este tema se
puede revisar los capitulos cuatro y cinco del libro de John Conway, A Course in Functional
Analysis, Springer, 1990.
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de donde se deduce que para toda n, [|[Vupgll2 < Cs. Gracias a esto tenemos
que

ln 2 :‘/)@hw-Fﬂﬁf‘*j[|thM2
M M

:/ uio+m2\M|+/ |Vno)?
M M

1
<wbrl+ (14 5 ) IVunoll

De la demostracion de la Proposicion 2.17 (en particular de (2.21) y (2.22)) sabe-
mos que las u,, estan acotadas por una constante que no depende de n, y por lo
dicho anteriormente podemos concluir entonces que la sucesion (u,,) esté acota-
da en H'(M). Esto, por otro lado, significa que hay una subsucesion débilmente
convergente (en H'(M)). Por otro lado, el teorema de Rellich-Kondrachov nos
permite tomar nuevamente una subsucesién de manera que ésta converja en
L'(M). Si renombramos como (u,,) a esta subsucesién tenemos que
u, — u débilmente en H'(M) y

U — w en L'(M).

TR

para alguna constante C' € R, es decir

M M

Ademas, el funcional que a cada v en H' (M) la manda a [, [Vv|? es débilmente
semicontinuo inferiormente pues

/ |Vu? = lim (Vun,Vu ) < lim inf (/ |Vun2> (/ |Vu2>
n—oo n—oo M

Juntando estas dos observaciones tenemos que

Esto implica que

<C’/ [tr, — u| — 0,
M

Flu] < liminf Flu,] = lim Flu,] = a.
n—oo n—oo
Lo tnico que falta ver, entonces, es que v € S. Esto se sigue del Teorema 2.20,
que tiene como consecuencia que el funcional que va de H'(M) — R dado por
v o f M e?? es continuo con respecto a la convergencia débil (i.e. si v, — v
débilmente entonces [, e*» — [, €*"). O

Resumiendo, lo que sabemos hasta ahora es que si u es un punto critico
(lo suficientemente suave) de F, entonces u satisface que Au — k + Ke?* = 0.
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Puesto que acabamos de demostrar que el funcional F' tiene un minimo en
u € 5, lo tnico que nos hace falta para encontrar una soluciéon de (2.20) es ver
que u € C*°(M). Afortunadamente, demostrar que el minimo que acabamos de
encontrar es suave es bastante sencillo.

Proposicion 2.22. Los puntos criticos de F' restringido a S son de clase C*°.

Demostracion. De la demostracion de la Proposicion 2.16 tenemos que un punto
critico u de F satisface que

/ ((Vu, Vo) + kp — BKe* ) =0
M

para toda ¢ € C°°(M). Despejando tenemos que

donde f = k — Ke2?". La expresion anterior nos dice que u es entonces solucién
débil de la ecuacion Au = f. Ahora bien, f € L?(M) = W%2(M), asi que el
Teorema 2.12 implica que u € W22(M). Un argumento inductivo nos muestra
que u € C*°(M). O

Con esto finalmente hemos probado la existencia de una solucién al problema
(2.20).

2.4. El caso x(M) >0

Finalmente hemos llegado al caso en que x(M) > 0, que es, por lejos, el més
complicado de los tres. Desafortunadamente, las técnicas que tenemos a nues-
tra disposiciéon son insuficientes para resolver la ecuaciéon de curvatura (1.11),
de modo que atacaremos un problema ligeramente mas sencillo: ver que toda
superficie de Riemann M con caracteristica de Euler positiva admite una métri-
ca con curvatura constante y demostrar que esa métrica es equivalente, en un
cierto sentido méas amplio que antes, a cualquier otra métrica que demos. A
esta nueva forma de tratar la equivalencia le llamaremos equivalencia global, y,
como veremos a continuacién, generaliza el concepto de equivalencia conforme.
Empezaremos por atacar el problema de la equivalencia global y dejaremos la
existencia de una métrica con curvatura constante para después.

2.4.1. Meétricas globalmente equivalentes

Comenzamos definiendo formalmente el concepto de equivalencia global.

Definicion 2.23. Dos métricas, go y g, son conformemente equivalentes glo-
balmente (o solamente globalmente equivalentes) si existen un difeomorfismo
¢ : M — M y una funcion v € C*°(M) de manera que

©*g = e*qo,
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donde
0" gp(u, ) = Go(p) (dfp(“)7 dfp(“))

es la métrica inducida (o pullback) de g bajo .

Observacion. La equivalencia conforme de antes es el caso particular en que se
requiere que el difeomorfismo sea la identidad.

Lo que haremos a lo largo de esta seccién es demostrar que toda funciéon
suave K que satisfaga las condiciones de signo (2.1) es la curvatura de alguna
métrica globalmente equivalente a una de curvatura constante. Mas adelante,
en la siguiente seccion, veremos que si x(M) > 0 entonces existe una tal métrica
(i.e. de curvatura constante). En definitiva, lo que pretendemos demostrar es el
siguiente teorema:

Teorema 2.24. Sea M una superficie con una métrica g de curvatura constante
k. Cualquier funcion K € C*(M) que satisfaga las condiciones de signo (2.1)
es curvatura de una métrica globalmente equivalente a g.

Para demostrar la equivalencia global requeririremos tres lemas auxiliares:
uno de aproximacién para funciones en LP(M), el teorema de la funcion inversa
y un lema de perturbaciéon que nos servird para hacer invertibles algunos ope-
radores. La necesidad de estos lemas se hace mas clara cuando analizamos la
ecuacion a resolver.

De la definicion de equivalencia global es claro que ya no basta con resolver la
ecuacion de curvatura (1.10) para encontrar métricas globalmente equivalente.
Siendo maés especificos, si gp es una métrica en M con curvatura k, entonces
la métrica g := (¢~ 1)*e%“gq tiene curvatura K si y solo si ¢*g tiene curvatura
K o, es decir, si y sélo si

—e 2 (Au—k)=Kog. (2.25)

En definitiva, g es una métrica globalmente equivalente a gg con curvatura K
si y solo si existe un difeomorfismo ¢ : M — M tal que la ecuacion (2.25)
tenga solucion. Esta es la ecuacion de curvatura que vamos a resolver. Aunque
a primera vista parece que anadir el difeomorfismo ¢ a la mezcla complica las
cosas, en realidad nos da mas flexibilidad para maniobrar. De hecho, viendo la
ecuacion (2.25) como T'(u) = K o ¢ tendriamos que si logramos invertir el ope-
rador T la ecuaciéon queda resuelta. En los casos practicos, no obstante, T rara
vez es invertible, de manera que necesitaremos los teoremas antes mencionados
para sortear este obstéculo.

Empezamos por plantear y demostrar el lema de aproximacién. Para ello
necesitaremos las siguientes definiciones:

Definicion 2.25. Sea M una superficie. Una triangulacion de M es una familia
{7:} de subconjuntos de M cada uno de los cuales es homeomorfo a un tridngulo
en el plano y tal que M C |J7;. Decimos que la triangulacion es admisible si
para cada par de tridngulos, 7;, 7; con interseccién no vacia sucede que 7; () 7;
es todo el tridngulo, toda una arista o nada mas un vértice.
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WAL

Figura 2.1: Ejemplo de triangulaciones no admisibles.

De esta manera, una triangulacién es una forma de ir tapizando nuestra
superficie con gajos homeomorfos a tridngulos, cada uno de los cuales tiene
elementos de dimensién cero (vértices), uno (aristas) y dos (caras). Con esto en
mente tenemos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.26. Dadas una superficie y una triangulacion definimos el k-
esqueleto como la unién de los elementos de dimensién menor o igual a k. De-
notamos el k-esqueleto como skely (M).

Por ejemplo, para un cubo tenemos que
skelp(Cubo) = los 8 vértices del cubo
skel (Cubo) = los 8 vértices y las 12 aristas
skels (Cubo) = los 8 vértices, las 12 aristas y las 6 caras

Con estas definiciones a la mano podemos pasar a hablar sobre el teorema de
aproximacion. Dadas dos funciones continuas, f y g, nos interesara saber cuén-
do f puede aproximar a g mediante un difeomorfismo. Siendo mas especificos,
necesitamos conocer las condiciones bajo las cuales existe un difeomorfismo ¢
de manera que f o aproxime a g en L?(M) (para 1 < p < o0), o, dicho de otra
forma, cuando una funcién g se encuentra en la LP-cerradura de la érbita Oy
de f bajo el grupo de difeomorfismos de M (recordemos que la orbita se define
como Oy := {f oy : ¢ es un difeomorfismo}). Tenemos el siguiente lema.

Lema 2.27 (de aproximacién). Sea f una funcion continua en M. Entonces
una funcion continua g estd en la LP-cerradura (1 < p < oo) de la orbita Oy si
y solo si inf f < g(x) < sup f para toda x € M.

Demostracion. Para la necesidad sélo basta con notar que si g esta en la LP-
cerradura de Oy entonces hay una sucesion (f,) en Oy tal que f,(z) — g(x) para
casi toda x. La afirmacioén se sigue de notar que inf f,, = inf f y sup f, = sup f
y de la continuidad de g.

Para la suficiencia sea € > 0. Encontraremos un difeomorfismo ¢ de ma-
nera que ||f o ¢ — g||, < €. Para ello tomamos una triangulacién admisible (y
obviamente finita) {7;} de M lo suficientemente fina como para que g sea casi
constante en cada T;. En particular, pedimos que la triangulaciéon satisfaga que

A — <4,
mdx |g(2) —g(y)|
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donde 26 := ¢/(4|M|)'/P. Sea, ademas, b; € Int(7;) para cada i. Entonces, por
la continuidad de f y como consecuencia de que el rango de g esté contenido en
el de f tenemos que para cada b;, existe un abierto V; en M de manera que

|f(y) —g(bi)| <0

para y € V; (una observaciéon prudente es que b; no tiene por que estar en V;;
en general esto no se da). A continuaciéon escogemos una vecindad (abierta) 2
del 1-esqueleto de M, formado por los vértices y las aristas de la triangulacion,
de manera que ningin b; esté en ) y que sea lo suficientemente pequena para
que ocurra que

E‘p
A A PO < —.
(e |1 + mée 917102 < 5

Para cada i tomamos ahora una vecindad U; tal que b; € U; y que QN U; = 0.
Entonces, existen abiertos O; y O2 que satisfacen

M\QC O, CO; €Oy C Oy C M\ skely (M),

donde la barra denota cerradura.
Finalmente, existen difeomorfismos ¢ tal que ¢1(U;) C V; y ¢2 tal que
2|0, = Id y que @2(01 N T;) € Us. Si definimos ¢ := @1 0 @o tenemos que

||f0s0—9||5=/\f0<p—g|p+/ fop—gP
Q M\Q

< 521’+/M\Q [f o e(y) = g(bi) + 9(bi) — g(y)|” dy

eP /
< =+ 26)P
2 ;omf>

eP +1 P +1
<5+;ﬂ5wwm=5mpme&

O

Nuestro siguiente resultado sera el lema de perturbaciéon. Para enunciarlo hay
que pensar en la ecuacion de curvatura (2.25) como T'(u) = K o ¢, donde T :
W2P(M) — LP(M) es un operador que manda v — —e~2Y(Av — k). Para poder
aplicar el teorema de la funcién inversa, necesitamos que T”(u) sea invertible, no
obstante, como habiamos senialado antes esto no siempre ocurre. Es aqui cuando
el lema de perturbacién se vuelve sumamente util, pues garantizaré la existencia
de una w suficientemente cercana a v de manera que T"(w) si sea invertible.

Lema 2.28 (de perturbacion). Eziste D C C?(M) denso tal que el operador
T'(u) : W2P(M) — LP(M) es invertible para todo u € D.
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Demostracion. Para demostar la afirmacion bastara con probar que si T7'(u) no
es invertible, entonces existe una z € C°°(M) tal que

dimker T"(u + tz) < dimker T"(u)

para toda t € (0,00) lo suficientemente pequefia (Adelante explicamos por qué
estos niucleos tienen dimension finita). Lo anterior nos dice que si T7”(u) no es
invertible hay un operador muy parecido, a saber T'(u+tz), cuyo nicleo es mas
pequedio (en cuanto concierne a la dimension) que el de T’(u). Que el nicleo
se haga mas pequeno, por otra parte, significa que el operador se acerca cada
vez mas a ser inyectivo. Aplicando este resultado varias veces llegamos a un
operador con nticleo cero y que se encuentra arbitrariamente cerca de T'(u).
Proseguimos a completar los detalles més técnicos.
Tomando el limite pertinente tenemos que

T (u)v = —e 2 (AU —2(Au — k‘)v) = —e " A(u)v,

donde A(u) es el operador lineal que manda v — Av — 2(Au — k)v. Queda claro
que ker T"(u) = ker A(u) y que A(u) es autoadjunto para cualquier v (usando
el producto interno usual en L?(M)). Mas atin, T'(u) es invertible si y solo si
ker T"(u) = ker A(u) = {0}°, es decir, si y s6lo si cero no es un eigenvalor de
A(u). Si A(u) no es invertible, el ntcleo tiene dimension dimker A(u) = N,
es decir, A = 0 es un eigenvalor de multiplicidad N. Ademéas, A(u + tz) es
autoadjunto como habiamos senalado, lo que significa que para cada valor ¢ lo
suficientemente pequeno hay eigenfunciones ortonormales o;(t) y escalares \;(t),
1=1,..., N de manera que

Alu + t2)pi(t) = Ait)pi(t) (2.26)

y tales que \;(0) = 0. Esto significa que las funciones ¢1(0), ..., on(0) son una
base de ker A(u). Por otro lado, podemos escoger las ;’s y A;’s de manera que
©i(t) y \i(t) sean funciones diferenciables con respecto a t!°. Demostraremos
que existe una z € C*°(M) adecuada de manera que \;(t) # 0 si ¢ # 0 es lo
suficientemente pequeio. Esto probara automéaticamente que dim ker A(u+tz) <
N — 1 y habremos terminado.

En virtud de que \;(t) es una funcion real de variable real, el argumento
para probar que \i(t) # 0 sera el siguiente: verificar que A} (0) # 0 o bien,
si A1(0) = 0 ver entonces que A/(0) # 0. Usaremos la notacién A = A1(0),
X = X(0), X = X/ (0), ¢ = ¢1(0) y asi sucesivamente. También definiremos A’
y A” de la siguiente manera. Si llamamos a(t) := A(u + tz), entonces a(t)v es

9Esto se debe esencialmente a que A(u) es un operador eliptico para toda u € W2P(M). En
su articulo Integro-differential operators on vector bundles, Trans. amer. Math. Soc., vol. 117,
1965. pp. 167-204, R.T. Seeley demostrd que para el caso de variedes compactas un operador
es eliptico si y solo si es de Fredholm (i.e. su nicleo tiene dimension finita).

10Fsto tltimo se puede gracias a que A(u+tz) depende de manera diferenciable de t, lo que
significa que el espectro y en particular las eigenfunciones también. Para leer méas sobre esto
se puede consultar el capitulo 7, §5 de [23] y el capitulo 7, §4.8 de [18].
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una funcién en L?(M) para cualquier para v € C°°(M) y definimos

Av :=a(0)v
A'v:=d (0)
A"v = ad"(0)v

Con esta notacion, derivando (2.26) con respecto a ¢ y usando que A = 0 tenemos

Ao+ Ap' =N (2.27)

Al +24'0 + A" =N +2)N . (2.28)

Es importante notar que no estamos derivando un producto sino una composi-

ciéon de funciones, que a la vez varian con respecto de ¢t. No obstante, el resultado

final de tomar los limites pertinentes -por ejemplo 1 (A(u+ t2)p(t) — A(u)¢(0))

cuando t — 0 en la primera ecuacién- es lo que esperariamos ver si estuviéramos
derivando un producto.

Derivando ||¢||2 = 1 obtenemos que (@, ¢')2 = 0. Ademaés, como ¢ € ker A(u)
tenemos que Ay = 0, lo que implica que {(p, Ap')s = (Ap, )2 = 0; andloga-
mente probamos que (¢, Ap')2 = 0. Si tomamos el producto interno de (2.27)
y (2.28) con ¢ y usamos estas igualdades, tenemos entonces las siguientes for-
mulas:

N = (g, A'p)s (2.29)
N =2(p, Ao + (A", p)2 = 2(p, A'¢')2, (2.30)

pues tomando los limites que usamos para definir A’ y A” tenemos que
Alv==2(Az)v y A'v=0.
Esto implica que
X = =2p, (Az)p)2 = —2(¢%, Az)2 = —2(A¢? 2)a.

Si ¢ no es una funcién constante, entonces Ap? no es cero. Tomando z = Ag?
tenemos que N = —2||A¢?||3 < 0. Si ¢ = C si es constante entonces N = 0.
Tomamos ahora una z L 1 no trivial. Como ¢ = C € ker A(u) tenemos que

AC — 2(Au— k)C =0,

lo que implica que Au—k = 0 (recordemos que C' # 0 por ser una eigenfuncion).
Esto a la vez implica que Av = A(u)v = Av. De (2.27) obtenemos que

Ap' = Ap' = —A'p =2(Az)p = 2C(Az).

Esto significa que ¢’ = 2Cz + constante, y debido a que (p,¢’)s = 0 tenemos
que la constante debe ser cero. Entonces ¢’ = 2Cz, y sustituyendo en (2.30)
tenemos que

N =2(C, A'(2C2))s = 4C%(1, A'2)y = 4C*(1, —2(Az2)z)y = 8C?||Vz||3.

Esto concluye la demostracion. O
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Con estos dos resultados y el teorema de la funcion inversa podemos prose-
guir a demostrar el resultado principal de esta secciéon.

Demostracion del Teorema 2.24: Encontraremos una v € C°°(M) y un difeo-
morfismo ¢ de manera que (2.25) se satisfaga, es decir, que T(u) = K o ¢ con
la notacién anterior. El caso en que K es constante es trivial y podemos obviar-
lo (solo basta con que w sea una constante adecuada y ¢ la identidad). Esto
nos permite suponer que K no es constante. Trabajaremos ahora con el caso
particular en que

min K < k < max K,

donde k, recordemos, es una constante. Ahora bien, debido a que T'(0) = k, al
lema de perturbacién y a que el operador T' (o mas correctamente T'|coo(ar))
es continuo con respecto a la norma || - ||o'!, podemos garantizar la existencia
de una u; € C*°(M) lo suficientemente cercana a uy = 0 de manera que para
€ > 0 tengamos que

1T (u1) = Elloo = |T(u1) = T(0)]|oo < €

y que el operador T"(u;) sea invertible. Si escogemos una ¢ lo suficientemente
pequena podemos garantizar que

min K < T(u;) < méx K. (2.31)

Ahora bien, el teorema de la funcion inversa nos dice que existe una n > 0 tal
que si f € C®(M) y ||f — T(u1)|l, < 7, entonces hay u € W2P(M) tal que
T(u) = f. Por otra parte, (2.31) nos permite aplicar el lema de aproximacion,
que en este caso nos dice que existe un difeomorfismo ¢ de manera que K o ¢
aproxima a T'(u1) en LP(M). En particular tenemos que ||K o @ —T'(uq)l|p, < n.
Esto quiere decir que Ko es una funcion en C*° (M) que esta lo suficientemente
cerca de T'(uy) como para aplicarle el teorema de la funcién inversa, lo que nos
permite asegurar que existe una u € W2P(M) tal que T(u) = K o ¢. Més aiin,
valiéndonos de un argumento inductivo analogo al del caso x(M) < 0 podemos
asegurar que u € C(M).

Para deshacernos de la suposicién de que min K < k < méax K basta con
notar que k y K tienen el mismo signo en algin punto. Esto permite asegurar que
hay una constante ¢ tal que mincK < k < maxcK. Por lo visto anteriormente
podemos resolver la ecuacion T'(u) = ¢K o ¢. Entonces la funcion v := u +
log(c/2) satisface T'(v) = K o ¢. O

Una vez demostrada esta proposicion, lo tinico que falta por hacer es probar
la existencia de una métrica de curvatura constante. Discutimos este resultado
en la siguiente seccion.

HDefinida como ||¢||eo := esssup |¢|.
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2.4.2. El flujo de Ricci

Ya hemos probado la afirmacién de que toda superficie de Riemann admite
una meétrica de curvatura constante para los casos en que x (M) < 0, por lo que el
unico caso restante es cuando x (M) = 2. Para hacerlo, presentamos una técnica
conocida como flujo de Ricci . Esta técnica, introducida en 1981 por Richard
Hamilton'2, ha reslutado ser sumamente fructifera, al punto de ser utilzada por
Perelman para resolver la conjetura de Poincaré. Lamentablemente los detalles
y formalidades acerca del flujo de Ricci estan fuera del alcance de esta tesis, de
manera que nos enfocaremos en explicar las ideas fundamentales.

El flujo de Ricci es un proceso mediante el cual se deforma una métrica en una
superficie (o en una variedad en general). Empezamos con una superficie M y
una métrica g(0). La idea detras de esta técnica es ir dejando que la métrica g(0)
‘evolucione con el tiempo’, es decir, a cada valor de un pardmetro ¢ le asociamos
una nueva métrica g(t). Si imponemos las restricciones adecuadas obtendremos
una métrica de curvatura constante. Siendo un poco mas especificos, el flujo de
Ricci (normalizado) en una superficie esta dado por

0

agij =
Nos detenemos un tiempo para explicar esta expresiéon. Una métrica queda de-
terminada por los coeficientes g;;, que no son otra cosa que funciones en C*°(M).
Ahora bien, con la idea de flujo de Ricci en mente, lo que tenemos es que esos
gi;’s dependen del valor del pardmetro ¢, es decir, para cada ¢ tenemos un
coeficiente g¢;;(t) distinto. El flujo de Ricci nos dice entonces como varian esos
coeficientes con respecto a t. En la ecuacion anterior R es la curvatura escalar
y r es el valor promedio de R en M. La curvatura escalar es un concepto que
cobra bastante importancia en dimensién mayor, sin embargo, en el caso de las
superficies resulta que la curvatura escalar R = 2K, donde K es la curvatura
gaussiana que ya conocemos.

Naturalmente, al ir cambiando la métrica, cambia también la curvatura.
Haciendo un célculo relativamente sencillo se llega a que la curvatura escalar
satisface la siguiente ecuacion diferencial

9 2
—R=AR+ R*—rR.

ot
De esta ecuacién sabemos que si R > 0 en el tiempo cero, entonces R > 0
para cualquier ¢. Mas atn, Hamilton demostré que si R > 0 en el tiempo cero,
entonces g(0) converge, bajo el flujo de Ricci, a una métrica de curvatura cons-
tante. No obstante, como hemos visto ya, hay funciones que no son estrictamente
positivas pero que si son curvaturas. La pregunta de si cualquier métrica, aun
las que dan lugar a curvaturas con signo cambiante, converge a una de curvatura
constante permanecié abierta hasta 1991. En ese ano Bennet Chow demostro
que cualquier métrica bajo el flujo de Ricci converge, en un tiempo finito, a

(r — R)gij.

12En su articulo Three-manifolds with Positive Ricci curvature, J. Diff. Geom. 17, (1982),
255-306.



CAPITULO 2. SOLUCIONES DE LA ECUACION DE CURVATURA 45

una métrica con curvatura positiva en todo punto. Utilizando ambos resultados
tenemos la existencia de una métrica con curvatura positiva constante's.

13Giendo un poco maés precisos, Hamilton utiliza en algtin momento un resultado que de-
pende del teorema de uniformizacion, de modo que la prueba atn no estaba completa. En 2006
Xiuxiong, Peng y Gang lograron demostrar ese resultado sin usar uniformizacién, y finalmente
la prueba qued6 completa.



Capitulo 3

Una consecuencilia interesante

Como mencionamos en el primer capitulo, existe un teorema de clasificacién
de superficies. Este teorema afirma que toda superficie orientable y compacta es
homeomorfa a la suma conexa de un namero finito, p, de toros (donde la suma
conexa de cero toros es, por definiciéon, una esfera). En este capitulo nos dedi-
caremos a demostrar una extension de este resultado para las superficies orienta-
bles. Naturalmente, para lograrlo haremos uso del teorema de uniformizacién'.
Empezamos con un breve recuento de algunos conceptos topolégicos que nece-
sitaremos més adelante.

3.1. Homotopias y grupo fundamental

De aqui en adelante, a menos que se indique de otro modo, X y Y seran
espacios topolégicos arbitrarios mientras que I representard el intervalo unitario
[0, 1].

Definicién 3.1. Una trayectoria en X es una funcién continua g : I — X. Al
punto ¢g(0) le llamaremos inicial y a g(1) final. Si g(0) = g(1) decimos que la
curva es cerrada.

Definicion 3.2. Dos funciones continuas fi1, fo : X — Y son homotdpicas si
existe F': X x [0,1] — Y continua tal que

Flxx{0y = f1,
Flxxqy = fo

Usamos la notacién g; = g» para decir que dos funciones son homotdpicas. La
funcion F' recibe el nombre de homotopia.

! Curiosamente, la generalizacion que obtendremos resulta ser equivalente al teorema de
uniformizacion, por lo que muchos autores llaman teorema de uniformizacion a este resultado.

46
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La relacion de homotopia resulta especialmente importante cuando las fun-
ciones g1 y go son trayectorias. En este caso conviene modificar, o mas correcta-
mente, anadir una condicién mas a la definicién, de modo que podamos generar
una relacién de equivalencia a partir de la relaciéon ‘~’.

Definicién 3.3 (Homotopia entre trayectorias). Dos trayectorias g1, g2 : [ — X
son homotdpicas si

g1(0) =g2(0) =20 € Xy
gl(l) = gg(].) = € X

y existe una homotopia G : I x [0,1] — X tal que

Gl{oyx[0,1] = %o, Gliiyxjo,1) = 21-

t > g1
Figura 3.1: Homotopia entre curvas.

Para no recargar la notacién seguiremos escribiendo g, ~ g9, teniendo cuida-
do de no confundir la homotopia entre trayectorias con la homotopia entre
funciones (en este capitulo hablaremos exclusivamente de la homotopia entre
trayectorias). También es importante sacar a la luz algo que esta implicito en la
definicién: el hecho de que dos trayectorias sean homotoépicas implica que tanto
ellas, como las trayectorias intermedias (es decir las trayectorias de la forma
Glrx{so} con so € [0,1]) tienen puntos inicial y final comunes, a saber zo y ;.
Visto geométricamente, una homotopia entre dos trayectorias no es mas que
una coleccion de trayectorias intermedias que exhiben cémo se deforma una en
la otra.

Como habiamos mencionado antes, la modificacion que introdujimos permite
definir una relacion de equivalencia entre trayectorias con puntos inicial y final
en comun. Concretamente, tenemos el siguiente teorema;

Teorema 3.4. Sean zg,x1 € X. La relacion ‘=’ es de equivalencia en el con-
junto de las trayectorias con puntos inicial xo y final 1.

4 b

Demostracion. Hay que verificar que la relacién ‘x
transitiva.
Dada una trayectoria g, es trivial que g =~ g.

Para la simetria sea G una homotopia entre dos trayectorias g; y g». Entonces

G'(t,s) :== G(t,1 — s) es una homotopia entre g3 y gi.

es reflexiva, simétrica y
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Por ultimo, sean g1 ~ g2, g2 = g3 y G, G’ las respectivas homotopias. La
funcién
G(t,2 itelo, L
fog < {002 stend
G'(t,2s—1) site(5,1]

es continua gracias al lema de pegado® y por ende una homotopia entre g; y
g3- O

De acuerdo con el teorema anterior, denotaremos con [g] a la clase de equi-
valencia de una trayectoria g. Estas clases de equivalencia reciben el nombre de
clases de homotopia.

Lo que haremos a continuacion es definir una operacién entre trayectorias
en un espacio topologico y luego extenderla a las clases de homotopia, de ma-
nera que esta operacién nos permita constriur un grupo cuyos elementos seran
precisamente estas clases. Para esto comenzamos con la siguiente definicion.

Definicién 3.5. Si g1,92 : I — X son trayectorias tales que g1(1) = ¢2(0)
(es decir, go empieza donde g; termina), definimos el producto (de trayectorias)
g1 - g2 como la trayectoria dada por

o(t) = {gl(%) sitel0,3]

g2t —1)  site(3,1].

Es claro que la funcién g esta bien definida y es continua por el lema de
pegado, asi que el producto g; - g2, 0 puesto mas brevemente como g; g2, resulta
ser una trayectoria de zg a o. Nuestra operaciéon ‘-’ se extiende® de manera a
natural a un producto (de clases de homotopia) de la siguiente forma:

[91] - [92] := [9192])-

Para ver que la operacién esté bien definida tomemos dos pares de trayectorias
homotopicas, f ~ 'y g = ¢’, de manera que fgy f'¢’ tengan sentido (es decir,
que los puntos iniciales y finales sean los adecuados). Si F' es una homotopia
entre fy f’, y G una homotopia entre g y ¢’, la funcién ® dada por

_[F(2t.s) sit €0, 3]
(¢, 5) = {G(Qt— 1,s) site (L1

es continua por el lema de pegado y satisface las condiciones de ser una homo-
topia entre fg y f’'¢’. Ahora estamos listos para definir el principal objeto de
estudio de este capitulo. Para xg € X tenemos la siguiente definicién.

2El lema de pegado es un resultado elemental de topologia que dice lo siguiente: Sean
X y Y espacios topoloégicos tales que ambos son cerrados o ambos abiertos y B un espacio
arbitrario. St A= XY y f: A — B es continua cuando se restringe a X y a Y, entonces f
es continua en todo A.

3Seguimos llamandola ¢’ para no introducir més notacion.
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Definiciéon 3.6. Un lazo basado en x(y es una trayectoria g tal que g(0) =
g(1) = z. El conjunto clases de homotopia de lazos basados en zy junto con la
operacion ‘-’ se llama grupo fundamental de X relativo a xg y se denota como
T (X, 1‘0).

Antes de avanzar mas, debemos justificar nuestra definicién anterior mostran-
do que, en efecto, (m1 (X, zp),-) es un grupo. Tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 3.7. w1 (X, o) es un grupo con respecto al producto de clases de
homotopia.

Demostracion. En vista de que los lazos son trayectorias cerradas, el producto
de dos lazos basados en z( es otro lazo basado en x(y. De este hecho se sigue
naturalmente que el producto de dos clases en 71 (X, z¢) es nuevamente una
clase, es decir, el producto de clases de homotopia es cerrado en m (X, xg).

A pesar de que en general f(gh) # (fg)h, es cierto que f(gh) =~ (fg)h (una
trayectoria es una reparametrizaciéon de la otra, y las reparametrizaciones son
trivialmente homotopicas). De esta observacion concluimos que [f]([g][h]) =
[f(gh)] = [(f9)h] = ([f]lg])[R] (de ahora en adelante omitimos los puntos que
denotan el producto), es decir, el producto es asociativo.

Por otro lado, la trayectoria constante gy = xo claramente actiia como el ele-
mento identidad y finalmente, el inverso de una clase [g] es la clase [g~!], donde
g~ ! esta defnida como

gl () =g(1-1), te[0,1].

1

Una homotopia entre gy y gg~ estd dada por

[ g(2st) sitelo,l]
G(t>s) = {g—l(l + 28(lf _ 1)) = g(28(1 — t)) site (%?21]

O

Teorema 3.8. Sea X conexo por trayectorias. Entonces para xg,r1 € X los
grupos w1 (X, zg) y m1 (X, x1) son isomorfos.

Demostracion. Como X es conexo por trayectorias, hay una trayectoria ~y tal
que v(0) = 29 y ¥(1) = 1. Definimos una funcion de m1 (X, 21) — 71 (X, zo) de
modo que [g] — [y~ 1g7]. Esta funcién es claramente un isomorfismo. O

Observacion. Como habiamos dicho, el producto entre trayectorias no es asocia-
tivo, de manera que la expresién v~ gy no tiene sentido (hay que especificar de
que lado multiplicamos primero). No obstante, [(y"'g)y] = [y~ 1(g7)], asi que
escribir [y~1gy] es legitimo.

Este teorema nos permite hablar, en el caso de espacios conexos por trayec-
torias, del grupo fundamental de X, que denotamos como 71(X). Un caso de
gran importancia se da cuando 71 (X) = {1}. Si esto ocurre decimos que X es
simplemente conezo. Finalizamos esta seccién con el siguiente lema:
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Lema 3.9. Sea f : X — Y continua y f(xg) = yo. Entonces [ induce un
homomorfismo f. : m1(X,z9) = m (Y, yo) de grupos fundamentales dado por

fe(lg]) = [f o g].

Demostracion. Notemos primero que la funcién f, estd bien definida (no de-
pende del representante) porque si g; &~ g2 entonces f o g; &~ f o gy por la
continuidad de f (una homotopia entre las trayectorias fog; y fogs esta dada
por foG, donde G es una homotopia entre g1 y g2). Ademas, es claro que para
dos trayectorias g1, g2 € [g] tenemos que f o (g192) = (f o g1)(f © g2), lo que
implica que f, es un homomorfismo como afirmabamos. O

3.2. Espacios cubrientes

A continuacion vamos a introducir el concepto de espacio cubriente de un es-
pacio topolégico. Méas adelante utilizaremos esta herramienta para trabajar con
variedades y sus grupos fundamentales. Comenzamos con la siguiente definicién:

Definicién 3.10. Una funcién continua f : X — Y se llama homeomorfismo
local si para todo x € X existe una vecindad U tal que x € U y f|y es un
homeomorfismo.

Definicién 3.11. Sean Y y X espacios topoldgicos y p : Y — X una funcién
continua. Un abierto U C X estd cubierto parejamente por p si la preimagen
p~1(U) es la unién ajena de conjuntos V,, cada uno de los cuales cumple que
plv,, es un homeomorfismo.

Figura 3.2: Una vecindad cubierta parejamente.

Definicién 3.12. Una funcién continua p : Y — X entre espacios topologicos
es una aplicacion cubriente si cada punto x € X tiene una vecindad conexa U
cubierta parejamente por p. El espacio Y recibe el nombre de espacio cubriente.

Observacion. Una consecuencia inmediata de las definiciones anteriores es que
toda aplicacion cubriente es un homeomorfismo local.

Como hemos dicho, los espacios cubrientes son muy ttiles debido a que nos
proporcionan mucha informacién acerca del grupo fundamental del espacio que
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cubren (X en la definicién anterior). La manera precisa en que esto ocurre in-
volucra, naturalmente, hablar de trayectorias. En particular nos interesa ver
qué sucede con una trayectoria en Y bajo una aplicacién cubriente p, e, inver-
samente, qué sucede con una trayectoria en X cuando se “levanta” a Y.

Definicién 3.13. Sean f : S — X una funcién continua entre espacios topologi-
cosy p:Y — X una aplicacion cubriente. Un levantamiento de f es una funcién
continua [’ : S — Y tal que el siguiente diagrama conmuta

Y
f/
iip

S f X

o escrito en el lenguaje de funciones, po ' = f.

Nuestro interés principal serd levantar lazos y homotopias. Los siguientes
teoremas nos mostraran que ambos se pueden levantar y que, de hecho, los
levantamientos son tnicos. Antes de enunciarlos necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.14 (Numero de Lebesgue). Sea {A,} una cubierta abierta de un espa-
cio métrico (X,d). Si X es compacto existe un nimero real 6 > 0 tal que para
todo S C X de didmetro menor que § se tiene que S C A, para algin o. Una
0 que satisface lo anterior se llama nimero de Lebesgue de la cubierta {A,}.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y {A4,} una cubierta
abierta (suponemos que X no es un elemento de la cubierta, pues de serlo el
resultado es trivial). Como X es compacto podemos extraer una subcubierta
finita {A1,...,A,}. Para cada i, sea C; := X \ A;. Definimos la funcion f :
X — R como el promedio de las distancias a los conjuntos C;, es decir, para
cadaz € X

f@) = 3 (.G,

La continuidad de la funcién distancia implica que f también es continua, por lo
que alcanza un minimo, es decir, existe § := min,cx{f(z)}. Ademas, f(z) > 0
para toda € X, pues forzosamente z € A; para algin j y como A; es abierto,
tenemos que hay un ¢, > 0 tal que B(z,e,) C A;, lo que implica que d(z, C;) >
ez > 0y tenemos entonces que d > 0. Veamos que § es un nimero de Lebesgue
de la cubierta {A,}. Sea S C X de didmetro menor que 0. Tomamos un zg € S
arbitrario. Como el didmetro de S es menor que 0, tenemos que S C B(xg,0).
Ahora bien
6 < f(zo) < d(x0,Crmn),

donde d(zo, Cp,) es el maximo de los valores d(xg, C;). Lo anterior implica que
B(xzg,6) C A, y el resultado se sigue. O

Teorema 3.15. Sean p : Y — X una aplicacion cubriente, xg € X, yo €
p~1(x0) y g:[0,1] = X una trayectoria tal que g(0) = x¢. Entonces g puede ser
levantada de manera unica a una trayectoria g’ : [0,1] = Y tal que ¢'(0) = yo.
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Demostracion. Sea {U,} una cubierta abierta de X de manera que cada U,
esté cubierto parejamente por p. Una cubierta abierta de [0,1] est4 dada por
{g7*(U,)} gracias a la continuidad de g. Usando el lema anterior, podemos
encontrar una particion {t, ..., t,} que cumpla que cada [t;, t;+1] C g7 (Uy)
para algin «, o, lo que es lo mismo, que g([t;, t;+1]) C U,. Vamos a construir
el levantamiento recursivamente.

Primero definimos ¢’ (0) := yo y supongamos que ¢'(t) esta definida para 0 < ¢ <
t;. Para definir ¢ en el intervalo [t;, ¢;11] tomamos una vecindad U C X cubierta
parejamente por p de modo que g([t;, t;+1]) C U. Al ser p cubriente, se tiene que
plv,, es un homeomorfismo (donde los conjuntos V, son las componentes conexas
de p~(U)). Dado que ¢'(t;) ya esté definido, llamamos Vj a la componente que
lo contiene. Ahora definimos ¢’ en [t;, t;11] como

g'(t) = (plv,) " 0 g(t).

La definicion es valida porque ply, es un homeomorfismo asi que la inversa existe
y es continua. Como g es una trayectoria, tenemos que g’ es una funcioén continua
de [ti, ti+1] = Vob. De esta manera podemos definir ¢’ en todo el intervalo [0, 1].
La funcién resultante serd continua por el lema de pegado y g = po ¢’ se sigue
inmediatamente de la construccion de ¢’.

La unicidad de ¢’ se prueba inductivamente. Supongamos que ¢” fuera
otro levantamiento tal que ¢”(0) = yo y ¢'(t) = ¢ (¢t) para ¢t € [0, t;]. Ve-
remos que la igualdad se mantiene para t € [0, t;41]. Como ¢” es un levan-
tamiento, ¢”([t;, tix1]) € p~}(U). Ademés es un subconjunto conexo porque
g’ es continua. Lo anterior implica que, por definicién de componente conexa,
9" ([t:, tiv1]) C V, para algun «. Como ¢'(t;) = ¢”(¢:), y por definicion Vj es la
componente que contiene a g'(t;), se sigue que g” ([t;, ti+1]) C Vo. Si ¢'(t) # ¢"(t)
para algun ¢, hay dos puntos distintos en Vj tales que p(¢'(t)) = p(g”(t)) = g(t)
pero eso no se puede porque ply, es un homeomorfismo. Luego entonces ¢'(t) =
¢”(t) para toda t € [t;, t;1+1] y la unicidad sobre todo [0, 1] se sigue. O

El siguiente teorema garantiza que las homotopias también se pueden levan-
tar.

Teorema 3.16. Sean p : Y — X cubriente, p(yo) = x¢ y sea F una funcion
continua F : I x I — X tal que F(0,0) = xo. Entonces F tiene un tinico
levantamiento F' : I x I — Y tal que F'(0,0) = yo. Mds atin, si F es una
homotopia entre trayectorias entonces F' también lo es.

Demostracion. Empezamos por definir F(0,0) := yo. Usando el lema anterior
podemos levantar las trayectorias F|ioyxs y F'l1x{o}- Después, dividimos I x [
en un namero finito de rectangulos de la forma I; x Jj:= [t;, ti1] X [sj, Sj41]
de manera que F([t;, t;y1] X [s;, sj41]) € U donde U es un abierto de X que
esta cubierto parejamente por p (ésto se puede gracias al lema del ntimero de
Lebesgue). Llamemos {R;}Y, a esta familia de rectdngulos ordenados lexicogra-
ficamente®.

ecimos que I; i f i, 8l 41 < 12, 0 bien, en caso de que i1 = @2, si j1 2.
4D que Iy, x Jj, < Iy x Jj, < iz, 0 bien, deq s 8l g1 <J
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Con esto en mente construimos F’ recursivamente. Llamamos A; al conjunto
que consta de los primeros 4 rectangulos y los lados {0} x I e I x {0} del cuadrado
I x 1. Supongamos que F’ ya estéd definido en A;. Para tener definida F’ en 4,11
lo tnico que falta es definirla en R;11. Por hipotesis, F’ ya esta definida en el
conjunto C; que consta de los lados izquierdos e inferior del rectingulo R; 1
(iie. C; := A;j(\Rit1). Como C; es conexo, F’'(C;) debe de estar contenido
en una componente conexa, digamos Vy, de p~1(U). Sabemos que ahi p es un
homeomorfismo, asi que para z € R;1 definimos F’ como

F'(z) := (plv) ™" o F(a).

La funcién resultante definida en A;11 es continua por el lema de pegado. Como
hay un ntimero finito de rectangulos este proceso es finito y F’ queda definida
en I x I. La unicidad se demuestra de manera analoga al Teorema 3.15.
Finalmente, si F' es una homotopia entre trayectorias queremos ver que F’
también lo es. Como F’ es continua, lo Gnico que falta ver es que F” ({0} %[0, 1]) =
{yo}, v F'({1} x[0,1]) = {y}} (es decir, todas las trayectorias intermedias en la
homotopia tienen los mismos puntos inicial y final). Como {0} x [0, 1] es conexo,
entonces F'({0} x [0,1]) también es conexo y por lo tanto esta contenido en
algtin V,, (los conjuntos V,, siguen siendo las componentes conexas de p~1(U)).
F'(0,0) = yo € Vp por definicion, asi que F'({0} x [0,1]) es un subconjun-
to conexo de Vy. Ademas po F'({0} x [0,1])= F({0} x [0,1]) = {x0}, asi que
F'({0} x[0,1]) € p~Y(x0), pero en Vj s6lo hay un punto en p~1(x), a saber yo.
De esta manera F'({0} x [0,1]) = {yo}. La prueba de que F'({1} x [0,1]) = {y}
es analoga. Asi, I es una homotopia entre trayectorias en Y. O

Corolario 3.17. Sean p : Y — X cubriente y p(yo) = xo. Sean [ y g dos
trayectorias homotdpicas en X y f', g’ sus respectivos levantamientos basados
en yo- Entonces f' y g’ tienen el mismo punto final y son homotdpicas.

Lema 3.18. Sean p:Y — X cubriente y p(yo) = xo. Entonces:

(a) El homomorfismo inducido (ver Lema 3.9) p. : m1(Y,yo) — m (X, x0) es
mnyectivo.

(b) Sig es un lazo en X basado en g, entonces [g] € Hy := p.(m1(Y,40)) si
y solo si g se levanta a un lazo en'Y basado en yq.

Demostracion. (a) Sean h' un lazo en Y basado en yo y p«([R']) =1 € Hy el
elemnto identidad. Sea F’ una homotopia entre po h' y el lazo constante xq. Si
F’ es el levantamiento de F tal que F’(0,0) = yo entonces F’ es una homotopia
entre h' y el lazo constante yq.

(b) Sean f, g lazos en X basados en xgy f’, g’ sus respectivos levantamien-
tos basados en yy. Probaremos que f'(1) = ¢'(1) si y solo si [f] € Hplg]. El
resultado se sigue de tomar g = xq (el lazo trivial).
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<| Supongamos que [f] € Hy[g]. Entonces:

[f] € Holgl = [f] = [h][g] para algin h € Hy
= f~(poh')g (con h' unlazo en Y)
— f'~ ((poh')g)’
= f(1)=4'(1)
=| Supongamos ahora que f’(1) = ¢’(1). Entonces el producto f'g’~' esta
definido y es un lazo, digamos k' en Y. Claramente [h/'g'] = [f’], es decir h'¢’ ~

f'. Si una homotopia entre h'g’ y f’ est4 dada por F’, entonces F := po F’ es
una homotopia entre hg y f (donde h := poh’). De esta manera [f] € Holg] O

/—1

Una consecuencia inmediata del lema anterior es que
1 (Y7 yO) S 1 (X) xO),

donde ‘<’ es la notacion para subgrupos (mas correctamente, Hy es un subgrupo
de m (X, x) isomorfo a w1 (Y, yo)).

De ahora en adelante pediremos que los espacios X y Y sean conexos por
trayectorias y localmente conexos por trayectorias. Los resultados que obtenga-
mos seguirdn siendo lo suficientemente generales, pues los objetos de estudio de
este trabajo, las variedades, satisfacen estas condiciones.

Definicién 3.19. Sean p: Y — X y p’ : Y/ — X dos aplicaciones cubrientes.
Decimos que son equivalentes si existe un homeomorfismo h tal que el siguiente
diagrama conmuta

y ooy
P\ v
B

es decir, p = p’ o h. Decimos que h es una equivalencia entre aplicaciones cu-
brientes.

Teorema 3.20 (Levantamiento general). Sean p: Y — X cubriente y p(yo) =
xo; sea f S — X continua y tal que f(so) = xo. Entonces, si S es conexo
por trayectorias y localmente conexo por trayectorias, la funcion f tiene un
levantamiento ' tal que f'(so) = yo si y sélo si

fe(m1 (S, 50)) S pa(w (Y, 90)).

Mads aiin, el levantamiento es 1inico.

Demostracion. Si el levantamiento existe la contencién es clara. Inversamente,
si se da la contencién construimos el levantamiento f’ como sigue. Dado un
punto s € § escogemos una trayectoria v de so a s y nombramos o := f o,
que es una trayectoria en X con punto inicial zg. Definimos f'(s) := o’(1),
es decir, f/(s) es el punto final del levantamiento de o a una trayectoria en Y’
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basada en yo. Para ver que la funcién esta bien definida hay que mostrar que
f' no depende de la trayectoria v que escojamos. Si 7/ es otra trayectoria de
sp a s, entonces f o (yy71) = o’c~! es un lazo basado en xq. Por hipotesis,
[0/t € pu(7(Y,y0)); y usando el Lema 3.18 tenemos que los levantamientos
de o y o’ tienen el mismo punto final.

La continuidad de f’ se demuestra puntualmente para cada s € S. Sea N
una vecindad de f(s) que esté cubierta parejamente por p y sea V' la componente
de p~1(N) que contiene a f'(s) y que es homeomorfa a N. Elegimos ahora una
vecindad conexa por trayectorias U de s tal que f(U) C N. Queremos ver que
f'(U) C V. Para hacerlo, tomemos una s’ € U. Entonces, si llamamos « a
la trayectoria que va de s a s’ y v a la que va de sy a s tenemos que f'(s’)
serd el punto final del levantamiento de la trayectoria f o (ya). Por otro lado,
fo(ya) = (f oy)(f o) es una trayectoria cuyo punto final cae en N. De
esta manera al levantarla tenemos que el punto final del levantamiento cae en
V. Entonces f'(U) CV y f’ es continua (tenemos que en una vecindad de s la
funcién f’ se ve como f' = (p|ly)~'o f y el lado derecho es claramente continuo).

La unicidad del levantamiento se sigue directamente de la unicidad del le-
vantamiento para trayectorias. O

Corolario 3.21. Seanp:Y — X yp' : Y’ — X cubrientes tales que p(yo)
' (y) = xo. Entonces existe una equivalencia h tal que h(yo) = y{, si y sélo si
los grupos

Hy = pi(m(Y,y0)) y Hy:=pl(m(Y', )

son iguales. Ademds, si la h existe es inica.

Demostracion. La necesidad es clara. Para la suficiencia, el hecho de que Hy =
H{, aunado al teorema anterior (sustituyendo la f por p y luego por p’) nos
da funicones ¢ : Y — Y’ y ¢ : Y/ — Y que son continuas y que mandan
Yo — Y y viceversa. Por el Lema 3.26 que demostraremos a continuacion, ¢ o
y ¥ o ¢ son la identidad en Y y Y’ respectivamente. Por lo tanto, ambas son
homeomorfismos y se da la equivalencia. O

El corolario anterior nos dice cuando existe una equivalencia entre aplica-
ciones cubrientes que manda yo — Y, pero no nos dice cuando existe una
equivalencia en general. Para deshacernos de la condicién anterior tenemos una
versién un poco mas fuerte de este corolario. Para la demostracién usaremos el
siguiente lemas:

Lema 3.22. Sea p:Y — X cubriente y yo,y1 € p~(x0). Entonces:
(a) Los grupos Ho := p.(m1(Y,y0)) y H1 := p.(m1(Y,y1)) son conjugados.

(b) Inversamente, todos los subgrupos de w1 (X, xo) conjugados a Hy son de la
forma Hy para algin y; € p~t(z0).

Demostracion. (a) Sea 7 una trayectoria que va de yo a y; en Y. Vamos a
demostrar que [g]H;[g]~! C Hy, donde g := p o +. Los elementos de [g]H;[g] "
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son de la forma [g][po a][g]~! con [a] € 71 (Y, y1). Definimos el lazo o := yay~*

basado en y. Entonces

[gllpoallg)™ =lg(poa)g™']
=[(poy)(poa)poy™)]

= [poo] = p.(lo]).

Esto demuestra la contencion [g]Hi[g]! € Hy. La otra contencién es analoga.
(b)  Supongamos ahora que H y Hy son conjugados. Entonces Hy = [g]H[g] ~*.
Los elementos en el conjunto anterior son de la forma [ghg~!]. Definimos y; :=
~(1), es decir, como el punto final del levantamiento de g basado en yq. Por el

inciso anterior tenemos que Hy = [g]H1[g])~*. Concluimos que H = H;. O

Teorema 3.23. Seanp:Y — X yp' : Y/ — X cubrientes tales que p(yo) =
' (y) = xo. Las cubiertas son equivalentes si y sdlo si los grupos

Ho = p.(m(Yy90)) y Hp:=p(m(Y',95))
son conjugados en w1 (X, z).

Demostracion. Si h : Y — Y’ es una equivalencia definimos y] := h(yo) y
Hi :=pl(m (Y, y1))- El Corolario 3.21 implica entonces que Hy = Hi. Por otro
lado, el lema anterior nos dice que H{; y H{ son conjugados.

Inversamente, si los grupos Hy y H|) son conjugados, el lema anterior nos
dice que hay un punto ¥} € Y’ de modo que H; = Hy (todos los conjugados
de H{ son de la forma Hj, y Hp es, por hipotesis, uno de esos conjugados).
Nuevamente el Corolario 3.21 garantiza la existencia de una equivalencia h. O

Este teorema permite establecer una correspondencia entre clases de con-
jugacion de subgrupos de m(X,xzo) y clases de equivalencia de aplicaciones
cubrientes (aunque la correspondencia no tiene por qué ser una biyeccion).

Definicién 3.24 (Cubierta universal). Una cubierta p : ¥ — X se llama cu-
bierta universal si Y es simplemente conexo.

Por el teorema anterior tenemos que la cubierta universal es tnica salvo
homeomorfismos. Es importante mencionar que la existencia de una cubier-
ta universal no esta garantizada (aunque bajo hipotesis relativamente laxas se
puede hacer que si exista).

Para terminar este capitulo introducimos un tltimo concepto que nos per-
mitird conocer mas detalles sobre el grupo fundamental.

Definicion 3.25. Para una cubierta p : Y — X definimos el grupo de transfor-
maciones cubrientes (también llamado grupo de automorfismos) de la cubierta
como el conjunto de homeomorfismos ¢ : Y — Y tales que po ¢ = p. Denotamos
este grupo como Aut(p).

Lema 3.26. Las transformaciones cubrientes distintas de la identidad no tienen
puntos fijos.
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Demostracion. Sean p : X — Y una aplicaciéon cubriente y ¢ € Aut(p). Lla-
mamos (2 al conjunto de puntos fijos de ¢. Si yg € 2 y y es un punto en Y,
escogemos una trayectoria v de yo a y. A continuacién levantamos (¢ es una
aplicacion cubriente por ser un homeomorfismo) v a una trayectoria ' en Y’
basada en yy como indica el siguiente diagrama:

y 2 X
'Yl
Sl

I 5 v 2 X

Es facil ver que la trayectoria 7/ := ¢~ 14 es el levantamiento buscado. Ahora
bien, p(7) es una trayectoria en X, y como p(y) = p(¢(7')) = p(v’), tenemos
que p(y) y p(7’) son la misma trayectoria. Esto implica que tanto v como v’ son
levantamientos de la misma trayectoria en X (a saber p(v)). Por la unicidad de
los levantamientos, tenemos que v = +’. En particular, tenemos que y = (1) =
v (1) = o= ty(1) = ¢~ (y), lo que implica que p(y) = y. Como y es arbitrario
se sigue que ¢ = Id. O

Una consecuencia importante de este lema es que dadas dos transformaciones
cubrientes @1, 2, tenemos que 1 = @2 si y solo si v1(y) = p=2(y) para algin
y € Y. Para el siguiente teorema denotamos con Hy := p,(m1(Y)), G := m(X)
y N¢(Hp) al normalizador de Hy en G.

Teorema 3.27. Los grupos Aut(p) y Nq(Ho)/Ho son isomorfos. En particular,
siY es simplemente conexo tenemos que Aut(p) es isomorfo a G.

Demostracion. Vamos a dar un epimorfismo de Ng(Hp) a Aut(p) con nicleo
Hy. Para ello, fijamos un punto y9 € Y y para cada y € Y escogemos una
trayectoria g’ de yo a y. Definimos la trayectoria g := pog’. Nuestro epimorfismo
es la funcién que manda

[v] € Na(Ho) = ¢ € Aut(p),

donde ¢, es un automorfismo de Y dado por la regla ¢, (y) := (vg)'(1).

Lo primero que debemos ver es que la funcién esta bien definida. Gracias
al Corolario 3.17 tenemos que la funcién no depende del representante que to-
memos en [y]. Por otra parte, la funcion también es independiente de la ¢’ que
escojamos, pues, si f’ fuera otra trayectoria de 1y a y tendriamos entonces que
gf~! € Hy (donde f := po f). Por la definicién de normalizador, tenemos que
vgf~1y~! € Hy (recordemos que v € Ng(Hp)). De este modo (yg)(1) = (vf)(1)
y de aqui se sigue que ¢, tampoco depende de la ¢’ elegida.

Que la funcién es un homomorfismo es claro pues un calculo directo muestra
qUE P, v, = Py, O Py, Ademds es una transformacion cubriente en vista de que

Pl (y) = p((v9)' (1)) = p(g'(1)) = p(v),

pues las trayectorias (yg)' y ¢’ tienen, trivialmete, el mismo punto final.



CAPITULO 3. UNA CONSECUENCIA INTERESANTE 58

El nucleo del homomorfismo es Hy, pues

vy = Id <= ¢, (y0) = yo por el Lema 3.26
—=7(1) =y
— 7 em(Y,y)
<= v € Hp.

Dada una ¢ € Aut(p) damos una trayectoriay’ en Y de yo a ¢(yo). Entonces,
para 7y := po~y' tenemos que ¢~ (yo) = ¢(yo). Usando el Lema 3.26 nuevamente,
tenemos que ¢, = ¢, asi que nuestro homomorfismo es suprayectivo, lo que
concluye la demostracion. O

Corolario 3.28. El grupo Hy es un subgrupo normal de w1 (X,xo) si y solo si
para cada pareja de puntos yo yy1 en p~'(xo) hay una transformacion cubriente

p € Aut(p) tal que p(yo) = y1-

Definicion 3.29. Decimos que una cubierta p: Y — X es regular si Hy es un
subgrupo normal de 1 (X, o).

3.3. Uniformizacién: una segunda versiéon

Utilizaremos los conceptos desarrollados a lo largo de este capitulo para el
caso en que los espacios topolégicos en cuestion son variedades riemannianas
(seguimos pidiendo que sean conexas, compactas y orientables). En estos espa-
cios ya no bastara con hablar de funciones continuas, pues ahora tenemos una
estructura diferenciable, por lo que tendremos que hacer unas pequenas modi-
ficaciones a lo que hemos visto. Primero que nada, cuando hablemos del grupo
fundamental de una variedad, w1 (M), usaremos representantes diferenciables.
Esto es, si [y] € m1 (M) entonces el representante de la clase [y] que escogeremos
serd una curva diferenciable. Segundo, nos enfocaremos tinicamente en las apli-
caciones cubrientes p : M — N que son difeomorfismos locales. Bajo estas dos
condiciones tenemos que los elementos de Aut(p) son no so6lo homeomorfismos
sino difeomorfismos.

Para generalizar el teorema de clasificacion de superficies compactas nece-
sitaremos recordar algo de teoria de grupos.

Definicién 3.30. Sean G un grupo y X un conjunto cualquiera. Decimos que
G acttia sobre X si existe una funciéon de G x X — X tal que (g,z) — gz y

(i) g1(g2x) = (g1 - g2)x para cualesquiera g1,90 € Gy x € X.
(ii) ex = x para cualquier z € X.
Aqui e es el elemento neutro de G y ‘- es la operacién del grupo.

Naturalmente, en el contexto en el que estamos nos interesard hablar de
acciones de grupo cuando el conjunto X es una variedad.
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Definicion 3.31. La drbita de un punto z bajo la accién de un grupo G es el
conjunto
Gz :={gz:9 € G}.

Definicion 3.32. Decimos que un grupo actuia libremente si no tiene puntos
fijos no triviales, es decir, si gr = = implica que g = e.

Definicién 3.33. Decimos que una accién de un grupo G sobre una variedad
M es propiamente discontinua si para cada punto z € M existe una vecindad
Udextal que g(lU)YNU =0sige G, g+#e.

Finalmente, dos observaciones antes de enunciar los resultados principales de
esta seccion: si M es una variedad y tenemos un grupo G que acttia de manera
propiamente discontinua sobre M, el conjunto de clases de equivalencia®

M/G = {G'T}wEM

es también una variedad cuando lo equipamos con la topologia cociente. Més
aun, la proyecciéon candnica m : M — M /G que manda M > x — Gz resulta
ser un difeomorfismo local. Notemos que necesitamos pedir que la accion sea
propiamente discontinua para poder garantizar que todo punto en M tiene una
vecindad donde 7 es inyectiva.

Por otro lado, si p : M — M es una aplicacion cubriente entre variedades
y g es una métrica en M, entonces podemos utilizar el pullback para inducir
una métrica g := p*g en M (recordemos, del capitulo anterior que la métrica
inducida se define como p* gz (u, v) := gp(z) (dpz (u), dpz(v))). Un célculo facil nos
muestra ademas que ¢ es invariante bajo transformaciones cubrientes, esto es,
©*g = g para toda transformacion cubriente ¢ (recordemos que los elementos
de Aut(p) son difeomorfismos bajo las hipotesis que hemos asumido en esta
seccion).

Definicién 3.34. Sean (M, g) y (N, g) dos variedades riemannianas. Un difeo-
morfismo ¢ : M — N es una isometria si para cada punto p € M se cumple
que

9p(,0) = () (dpp (), dipy(v)).
Una isometria local es una funcién suave v tal que cada punto tiene una vecindad
U donde 9|y es una isometria.

El caso particular en que (M, g) = (N, g) resulta de interés, pues el conjunto
de isometrias forma un grupo con respecto a la composicién. Este grupo se
conoce como el grupo de isometrias de M, y como veremos juega un papel
importante en la clasificacion de las variedades.

A continuacién citamos un teorema interesante de geometria riemanniana.
No lo demostraremos porque para hacerlo precisamos del teorema de Cartan y de
algunos resultados importantes concernientes a la transformacién exponencial
y a las trayectorias geodésicas. El lector familiarizado con estos temas puede
consultar el capitulo 8, §4 de [8] para ver la demostracion.

5Decimos que dos puntos en M son equivalentes si estan en la misma orbita.
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Teorema. Sea (M,g) una superficie compacta con curvatura gaussiana cons-
tante K. Entonces la cubierta universal M de M, equipada con la métrica in-
ducida § = p*g (donde p es una aplicacion cubriente p : M — M) es isométrica
a

(a) S? si K =1,
(b) R? si K=0, y
(c) H? si K = —1.

Los resultados del capitulo anterior garantizan la existencia de una métrica
con curvatura constante, cualquiera sea la superficie. Mas ain, el teorema de
uniformizacién junto con este resultado garantizan que la cubierta universal de
toda superfice de Riemann es isométrica a alguno de estos tres espacios. Estamos
listos para enunciar y demostar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 3.35 (de uniformizacion, segunda version). Sea (M, g) una superficie
de Riemann compacta. Entonces existe una isometria

fTM—=X
donde ¥ es
(a) Una superficie de la forma R?/T si x(M) =0,
(b) B2/ si (M) <0,
(c) ST si x(M) >0,

y I' es un subgrupo del grupo de isometrias de M que es isomorfo a m (M) y
actia libremente y de forma propiamente discontinua.

Demostracion. De acuerdo con el teorema anterior llamamos M a la cubierta
universal de M. Tomamos una transformacion cubriente (suave) p: M — M y
dotamos a M con la métrica inducida g = p*g. Vamos a encontrar un subgrupo
adecuado T del grupo de isometrias de manera que M /T" sea isométrico a M.
Curiosamente, el subrgupo I' que estamos buscando es precisamente el grupo
de transformaciones cubrientes Aut(p).

Veamos, antes que otra cosa, que I' := Aut(p) es un subgrupo del grupo de
isometrias. Sabemos de la seccién anterior que I' es un grupo asi que lo tnico
que nos falta demostrar es que sus elementos son isometrias. Esto, sin embargo,
no es otra cosa que la invariancia de la métrica inducida g bajo transformaciones
cubrientes, es decir, p*§ = g para ¢ € Aut(p). De esta manera, tenemos que I'
es un subgrupo de isometrias.

Por otra parte, al ser M simplemente conexo tenemos, por el Teorema 3.27,
que T es isomorfo a m1(M). El Corolario 3.28 junto con la continuidad de los
elementos de I' implican que la accién es propiamente discontinua. El Lema 3.26
implica que la accién es libre.
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Finalmente, equlpamos a M/F con la métrica inducida por M (i.e. la que
hace que la la proyecciéon 7 : M— M / T sea una isometria local).

Que M sea simplemente conexo implica que la cubierta p : M — M es
regular, asi que dos puntos, Z,§ € M satisfacen que p(Z) = p(g) si y sblo si
't = I'y, es decir, si y solo si n(Z) = 7(y). Esto significa que las clases de
equivalencia en M dadas por p y por la accién de I' son las mismas. Esto nos
da una biyecciéon f : M — M /T tal que 7 : f o p. En virtud de que 7 y p son
isometrias y difeomorfismos locales, f también lo es. Ademas por ser f biyectiva
tenemos entonces que es una isometria (en la definicién de isometria va implicito
que f también es un difeomorfismo), no nada mas una isometria local. O

Este resultado tiene una interpretacién geométrica bastante intuitiva. El
teorema de clasificacién de superficies compactas nos dice que toda superficie
compacta y orientable es la suma conexa de un numero finito, p, de toros. Este
ndmero recibe el nombre de género . (naturalmente el género y la caracteristica
satisfacen la relacion y(M) = 2 — 2p). Estas sumas conexas de toros se pueden
construir a partir de poligonos como veremos a continuacion.

El caso més conocido es sin dudas el del toro, asi que empezamos con él. Un
toro se forma al tomar un cuadrado en el plano e identificar los lados. Tomamos
las aristas laterales y las pegamos para formar un cilindro. Luego tomamos las
otras dos aristas, que se han transformado en circunferencias, y las pegamos.
Este proceso, puesto en el lenguaje de grupos, se expresa como sigue: tomamos
primero el plano R?, que es la cubierta universal del toro. Su grupo fundamental
es Z2, y como hemos visto, debe ser isomorfo al grupo de transformaciones
cubrientes I'. El toro entonces serd isométrico a R?/Z2. Lo tinico que hace este
cociente es identificar los puntos del plano cuya diferencia es un elemento de Z2,
es decir,  ~ gy si y sélo si x —y € Z2. Esta identificacion nos permite restringir
el estudio tnicamente a los elementos del cuadrado unitario [0,1] x [0, 1]. Sin
embargo, en este cuadrado siguen quedando puntos cuya diferencia sigue estando
en Z2 (por ejemplo las cuatro esquinas), y la tinica manera de obtener un pedazo
de plano en el que haya sélo un representante de cada clase de equivalencia
es doblarlo como hemos descrito anteriormente. Este procedimiento, ademas,
nos brinda una explicaciéon para el hecho de que el toro tiene una métrica con
curvatura cero (el plano le “hereda” su curvatura al toro cuando tomamos el
cociente). En definitiva, este procedimiento nos permitié doblar un poligono de
cuatro lados para obtener la superficie de género uno.

Como es de esperarse, el proceso puede extenderse para superficies de género
arbitrario. En general, es posible deformar un poligono de 4p lados para obten-
er la superficie de género p. La complicacion ahora resulta ser que el plano no
se puede teselar con poligonos de 4p lados cuando p > 1, sin embargo, estas
teselaciones si existen en el plano hiperbélico H2. Por otra parte, las isometrias
son transoformaciones de Mobius, que al aplicarlas al plano H? mandan esta
teselacion en si misma y el resultado es, al igual que antes, una superficie com-
pacta, sélo que ahora de género p. La curvatura, en este caso la constante -1,
también se hereda a estos espacios cociente. Esta es la razén de que estas varie-
dades reciban el nombre de superficies hiperbdlicas, y las métricas de curvatura
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constante se llaman métricas de Poincaré o hiperbolicas. La siguiente figura®
ilustra el procedimiento recién descrito para el caso de un octagono.

Figura 3.3: Construcciéon de una superficie de género 2 a partir de un octagono.

3.4. Generalizaciones y extensiones

En 1960 Hidehiko Yamabe se pregunté si el teorema de uniformizacion tiene
un andlogo n-dimensional, es decir, dada una variedad compacta de dimensién
n > 3 queremos saber si existe una métrica equivalente a una dada de manera

6Tomada de Hilbert, David & Cohn-Vossen, S., Geometry and the Imagination, AMS,
1999.
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que la nueva métrica tenga curvatura seccional constante. Aunque él mismo
dio una respuesta afirmativa, en 1968 Neil Trudinger descubrié un error en la
prueba y desde ese momento la pregunta quedé abierta nuevamente, ahora bajo
el nombre de problema de Yamabe. El hecho de que esta pregunta sea tan dificil
de responder radica principalmente en que la ecuaciéon de curvatura a resolver,

a saber,
n 4(n—1
—u (m)Au — ku> =K
n—2

es mucho mas complicada. Gracias al trabajo combinado de Yamabe, Trudinger,
Aubin y Schoen, en 1984 se demostrd que la respuesta a la pregunta original de
Yamabe es si. La investigacion actual se concentra en el caso no compacto, que
a la fecha sigue siendo un problema abierto (dicho sea de paso, el teorema de
uniformizacién para superficies no compactas sigue siendo vélido).

Por otra parte, el teorema de la seccién pasada sobre la cubierta univer-
sal sigue siendo valido en dimensién mayor, es decir, toda variedad compacta
de dimensién n con curvatura seccional constante tiene a R™, H" o S™ como
cubierta universal. Puesto que el problema de Yamabe tiene una respuesta afir-
mativa, podriamos intentar hacer un analogo del Teorema 3.35 para dimensién
mayor. El problema de clasificar las variedades compactas de dimensién mayor
se reduce entonces a encontrar los subgrupos del grupo de isometrias de R™,
S™ y H™ que actian libremente y de manera propiamente discontinua, cosa que
en dimensiéon dos es sencillo pero que se complica tremendamente en dimen-
sion mayor. Ademés, el teorema de clasificacion de superficies que hemos citado
varias veces no tiene un analogo para dimensién mayor. Como se puede ver, atun
hay muchas preguntas relacionadas con el teorema de uniformizaciéon que no se
han respondido, y es un campo fructifero para hacer nuevas contribuciones.



Apéndice A

Existencia de coordenadas
1Isotermas

Demostramos a continuaciéon que toda superficie (M, g) admite, para cada
punto p € M, coordenadas locales £ = (u,v) en las que g es una métrica
conforme. Como hemos dicho ya, existen varias demostraciones distintas de este
resultado. La prueba que presentamos en este trabajo estd basada en la de
Kazdan y DeTurck, que es sin lugar a dudas la mas breve y concisa. La dnica
dificultad radica en el uso de formas diferenciales, por lo que mencionamos
algunos resultados basicos al respecto antes de demostrar el teorema principal®.
A lo largo de esta seccién, supondremos que las superficies con que trabajamos
son compactas y orientables.

Tensores

Definicién A.1. Sea V un espacio vectorial. Un tensor de orden k (o k-tensor)
es una funcién
T:Vx...xV =R
—_———

k veces

que es lineal en cada entrada, es decir
T, .50 + Mgy o) =T (01,0005 0g) + AT (01, .oy Uy e o, UR).

Si ademas el tensor satisface que cambia de signo al trasponer dos variables, es
decir T'(v1,...,0,...,0j,...,0%) = =T(v1,...,05,...,9,...,0;), decimos que
el tensor es alternante.

Es evidente que los tensores de orden k forman un espacio vectorial, que
denotamos por J*(V*). La definicién de tensor implica que J'(V*) = V* el

IPara ver las demostraciones de los resultados elementales sobre formas diferenciales se
puede consultar el capitulo 4 de [12] o bien el texto de Do Carmo, [9].

64
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espacio dual de V. Ademas de formar un espacio vectorial, los tensores pueden
multiplicarse. Si tenemos un k-tensor T' y un I-tensor S, existe un (k+1)-tensor,
T ® S, dado por

TS, v, Uty .. ) =T (v1, ..., 0)S (U1, ..., up).

El tensor T'® S recibe el nombre de producto tensorial. Es claro que en general
T®S # S ®T. Por desgracia esta manera de multiplicar tensores no nos
satisface completamente porque més adelante necesitaremos que el producto de
dos tensores alternantes sea alternante, cosa que el producto ‘®’ no satisface.
Con el fin de definir un nuevo producto consideramos el grupo de permuta-
ciones Si2. Dada una 7w € S}, definimos (—1)™ como 1 si 7 es una permutacién
par o —1 si es impar. Si tenemos un k-tensor 7' definimos el k-tensor T™ como

T”(vl, ce ,Uk) = T(Uﬂ(l), e ,Uﬂ.(k)).

Con esto en mente, daremos para cada tensor T € J*(V*) un tensor alternante
que denotaremos por Alt(7T).

Definicion A.2. Sea T un k-tensor. Definimos

AMGU::%EEZ(—D”TT

TESk

El tensor Alt(T) resulta ser siempre un tensor alternante, no importa quien
sea T'. Definiremos el producto cufia entre tensores como sigue: Si 1" es un k-
tensor y S es un [-tensor, el producto cufia T'A S es un (k + I)-tensor definido
como

TAS:=Al(T®59).

Obviamente el producto cuna entre dos tensores alternantes es alternante. Ademas
el producto cuna es asociativo, distributivo sobre la suma y conmuta con la
multiplicacién por un escalar (esto es consecuencia directa de la definicién de
Alt(T)). Finalmente, si T es un k-tensor y S es un [-tensor entonces T'A S =
(-D)MSAT y TAT =0sik es impar.

Nos enfocaremos ahora en el subespacio A*(V*) < J*(V*) de los tensores
alternantes.

Proposicion A.3. Sea V un espacio vectorial de dimension n y sea ¢1,...,¢n
una base del espacio dual V*. Entonces el conjunto

{dis Ao Ay 1 1< i <. <ip <n}

es una base de Ak(V*).

Corolario A.4. Para 1 < k < n el espacio Ak(V*) tiene dimension (Z) Si

k > n entonces A¥(V*) tiene dimension cero.

25} es el grupo de permutaciones del conjunto {1,...,k}.
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El corolario anterior significa que tenemos un ntmero finito de espacios
AF(V*) no triviales. Si definimos A°(V*) como el conjunto de funciones cons-
tantes en V' y extendemos ‘A’ de manera que el producto cunia de un elemento
en A°(V*) por un k-tensor en A¥(V*) sea la multiplicaciéon por un escalar de
siempre, entonces la suma directa

AV =NV e...a A" (V)

de los espacios AF(V*) no triviales resulta ser un algebra no conmutativa con
unidad que recibe el nombre de dlgebra exterior de V .

Formas diferenciales

Estamos listos ahora para introducir las herramientas que usaremos para
demostrar el teorema de existencia de coordenadas isotermas.

Definiciéon A.5. Una forma diferencial de orden k (o bien k-forma) (k > 1)
en una variedad M es una funcién que a cada punto p € M le asocia un tensor
alternante en AF(T, »M)?. Una 0-forma es una funcion suave en M.

Nos referiremos a las formas diferenciales con letras del alfabeto griego.

Ya hemos trabajado con las formas diferenciales mas sencillas: las 0-formas
y 1-formas. Por definicion, una 0-forma es una funcién f € C°°(M), mientras
que las 1-formas se generan a partir de dichas funciones. Por ejemplo, si ¢ es
una funcion suave en una variedad, la asignacion que a cada punto p € M le
asocia la transformacion lineal (i.e. el 1-tensor) de, es una 1-forma que se denota
por dp. En particular, si tenemos una carta coordenada & = (zt,...,2"), las
funciones z* son suaves, de manera que dan lugar a las 1-formas dz’ que ya
hemos mencionado antes. Estas formas bastan para generar a las demas.

Proposicion A.6. Sea M una variedad de dimension n. Entonces el conjunto
{davi1 Ao Ade™ 1< <. <ig gn}
forma una base (local) para las k-formas.

Esta proposicién implica que todas las k-formas se pueden ver como

w = Z ailmikd.’lj‘il /\.../\dl‘ik7

donde cada a;, .. ;, es una funcién real. Pediremos, a partir de ahora, que todas
las formas diferenciales con que trabajemos satisfagan que las funciones a;, . ;
sean elementos de C*°(M).

Esta manera de expresar a las formas diferenciales nos permitira introducir
un operador que trabaje sobre ellas: la derivada exterior ‘d’. Este operador

k

3 Aqui T, M es el espacio dual de Tp M.
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transforma una k-forma en una k + 1-forma de una manera muy natural que
explicamos a continuacion. Para las O-formas (i.e. funciones suaves) el operador
derivada funciona como es de esperarse, es decir, transforma a ¢ € C*°(M)
en la 1-forma d¢ descrita anteriormente. Usando la expresion de una k-forma
en términos de la base (y recordando que las a;,. ;, son funciones suaves), la
derivada exterior de una k-forma se define como

k

dw = > dag, i, Adat AL A
1< <...<ig<n
Si usamos el hecho (facil de verificar) de que

df =Y 38; da’

i=1

para una funcion f € C°°(M), entonces la derivada exterior de una k-forma
puesta en términos de la base se ve como

0 ) . )
dw = Z Z %a’il...ikdzlo /\dzll /\/\dl‘zk

1<i1<..<ip<n io=1,...,n
Una propiedad importante del operador ‘d’ es que
d® =0,

es decir, d(dw) = 0 para cualquier k-forma w. Finalmente, decimos que una
forma w es exacta si existe una forma 6 tal que

w=d®f,

y es cerrada si
dw = 0.

Es claro que toda forma diferencial exacta es cerrada. El problema inverso de ver
cuando una forma cerrada es exacta da origen a una herramienta importante de
la topologia algebraica conocidad como cohomologia de de Rham, que desafor-
tunadamente no trataremos aqui. No obstante, nos limitaremos a decir que en
los casos en que trabajaremos (subconjuntos abiertos contraibles en superficies)
sucede también lo inverso, es decir, toda forma cerrada es exacta. Este resultado
se conoce como lema de Poincaré y serd de vital importancia para demostrar
la existencia de coordenadas isotermas (una demostracion accesible del lema de
Poincaré se puede encontrar en el capitulo 4, §3 de [9]).

El dual de Hodge y la codiferencial

Otra consecuencia importante de la Proposicion A.6 es que si M tiene di-
mension n, entonces el espacio de las k-formas tiene dimension (Z) sil<k<n
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y cero si k > n. De la igualdad elemental (Z) = (nfk) concluimos que el espacio
de las k-formas tiene la misma dimensién que el de las n — k-formas y hay por
ende una correspondencia natural entre ambos. Esta correspondencia estd dada
por el operador dual de Hodge que mostramos a continuaciéon. Aunque el dual
de Hodge existe para variedades orientables de cualquier dimension, nos enfo-
caremos solamente en el caso de las superficies (i.e. n = 2). En este contexto,
las tinicas k-formas no triviales son cuando k£ =0, 1, 2.

Definicién A.7 (Dual de Hodge). Sean (M, g) una superficie orientable y w
una k-forma. Definimos la forma dual de Hodge, *w, como sigue:

(i) Si k=0, entonces w = f, una funcién suave en M y
ww = f1/det(g;;) dz A dy.
(ii) Si k=1, entonces w = fdx +gdy y
*w = —gdx + fdy.

(iii) Si k =2, entonces w = fdz Ady y
1

Jaete))

Observacion. Es claro de la definicién que *w = 0 si y solo si w = 0.

*W =

Una vez que tenemos el dual de Hodge a la mano, podemos definir una
forma bilineal como sigue. Si ¢ y 1 son dos k-formas, entonces { A *n es una
n-forma. Usando el hecho de que podemos integrar una n-forma en una variedad
(orientable) de dimensién n* definimos la forma bilineal (-, -) como

(¢:m) :=/ CA .
M
Esta forma bilineal nos servira para definir una especie de dual de la derivada

exterior ‘d’. Si ¢ es una k-forma y 7 es una k + 1-forma, entonces para una
variedad compacta (orientable) M tenemos que

(d¢.n) = /MdC/\*n
= (=1)kt1 * *
—(-1) /Mcw n)+/Md<<A ")

= (—1)k*! / ¢ Ad(xn) (por el teorema de Stokes)
M

—/ ¢ A **xd(xn) (pues (—1)k = %)
M

4Ver capitulo 4 de [12].
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Si usamos la notacion
0 := — *x dx,

tenemos entonces que (d¢,n) = (¢, dn), es decir, ‘4’ es una especie de adjunto de
‘d’. Es importante notar que ‘d’ manda k-formas en k + 1 formas, mientras que
‘0> manda k-formas en k — 1-formas. Al operador ‘¢’ se le llama codiferencial.

Definicion A.8. Definimos el operador de Laplace-de Rham sobre k-formas
como
A :=6d + do.

Proposicion A.9. Sean (M,g) una superficie y f € C°(M). Entonces los
operadores de Laplace-de Rham ‘A’ y Laplace-Beltrami ‘A, ’ difieren inicamente
en el signo, es decir, Af = —Ayf.

Demostracion. Para la demostracion usaremos la métrica dual definida como
(dz*,dx’) := g". Con esto en mente, un célculo directo (escribiendo /g en

lugar de /det(g;;)) nos muestra que
Af - py/gdat Ada® = (Af,p) = (df,dyp)
M
= / df A xdp
M
- [ araq
M

i Of Op 1 2
pu— 1]
/M 2. O 97 | V94 Nda

1<4,j<2

= / grad f(¢)y/gda’ A da?
M

= / (grad f, grad ¢)/gda’ A da?
M

—/ (A, f)oy/gdat A dz?
M

para cualquier p € C*°(M), de donde se sigue el resultado. O

De esta manera, el operador de Laplace-de Rham es una generalizacién para
k-formas del operador de Laplace-Beltrami que teniamos para funciones suaves.

Demsotraciéon del teorema principal

Con las herramientas que tenemos podemos demostrar de manera casi in-
mediata la existencia de coordenadas isotermas en superficies. Para ello, sean
(M, g) un superficie y ¢ = (z,y) una carta coordenada en el punto p € M. Si
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introducimos nuevas coordenadas £ = (u, v) en el punto p, éstas seran isotermas
siempre que xdu = dv.
En vista de que v y v son funciones suaves, tenemos que

ou ou

du = %dx + 6—ydy y
v v
dv = a—dx + de

Puesto de esta manera, la condicién xdu = dv significa que u y v satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann

Ou  0Ov ou v

or Oy Y oy Oz’
Ademaés £ = (u,v) es una funcién que preserva orientacion. Estas dos observa-
ciones implican que £ también preserva angulos (ver el capitulo 1, §6 del volumen
2 de [28] para mas detalles sobre esto), es decir

Ag(r, s) = (d&y(r), d&p(s)) A>0,

(donde (-, -) es la métrica usual en R?) para cualquier par de vectores 7, s € T, M.
Si llamamos gg al producto usual en R?, la ecuacién anterior se puede escribir

Ccomo
ANg=Eg9  A>0, (A1)

donde £*gg es la métrica inducida vista en los capitulos anteriores. Esto inme-
diatamente implica que g;; = )\_léij, es decir, g es una métrica conforme. Asi
pues, lo tnico que tenemos que demostrar es que dado un punto p € M existe
una carta £ = (u,v) tal que p estd en el dominio de la carta y que *du = dv.

Teorema A.10. Sea p € M. Entonces existen un abierto QQ C M tal que p € Q)
y funciones u,v € C*(Q) tales que du y dv son linealmente independientes y
xdu = dv.

Demostracion. Sea u una funcion armonica en alguna vecindad (abierta y con-
traible) © de p tal que du, # 0 (para ver la demostraciéon de la existencia de
dicha funcion se puede consultar el capitulo 5, §10 de [31]). Que u sea armonica
significa que Aju = 0, o puesto de otra forma *d x du = 0. Esto tltimo se da
si y solo si dxdu = 0, es decir, si y s6lo si la 1-forma *du es cerrada. Por el
lema de Poincaré, toda forma cerrada es exacta, esto es, existe una v € C*°(Q)
tal que *du = dv. Evidentemente dv # 0 y por ende du y dv son linealmente
independientes. O

Corolario A.11. Toda superficie admite un atlas con coordenadas isotermas.

Demostracion. Como las funciones u y v de la demostraciéon anterior son tales
que sus derivadas no se anulan en p, por el teorema de la funcién inversa, tenemos
que & := (u,v) es un difeomorfismo local y por ende, podemos pensarlo como
una carta coordenada en una vecindad del punto p. El resultado se sigue de
repetir este procedimiento para cada punto en la superficie. O



Apéndice B

El teorema de
Rellich-Kondrachov

A continuaciéon demostramos una version del teorema de Rellich-Kondrachov.
La estrategia serda demostrarlo primero para subconjuntos abiertos y acotados en
R™ y luego extender el resultado a variedades usando particiones de la unidad.
Antes de demostrar el resultado en R™ hacemos un breve repaso de algunos
conceptos y resultados importantes de anélisis.

Ahora y en lo que sigue denotaremos por CY(X,Y") al conjunto de funciones
continuas de X a Y (donde ambos, (X,dx) y (Y,dy), son espacios métricos)
provisto con una métrica dada por

d(f,g) := sup dy (f(z), g(z)).

reX
Esta métrica recibe el nombre de métrica uniforme.

Definicién B.1. Una familia de funciones F C C°(X,Y) es equicontinua en
xo sl para toda € > 0 existe una § = d(e, zg) > 0 tal que para toda f € F

dy (f(z), f(z0)) <& sidx(z,z0) <.
Decimos que F es equicontinua si es equicontinua en todo punto zy € X.

Que una funcion f sea continua en un punto xq significa que para cada e > 0
existe una § > 0 tal que dy(f(m),f(xo)) < € siempre que dx(z,z9) < 6. La
equicontinuidad de F significa que podemos escoger una § que funciona para
todos los elementos de F.

Uno de los teoremas mas importantes en anélisis es el teorema de Arzela-
Ascoli. Este teorema nos da una caracterizacion de los subconjuntos compactos
(con respecto de la topologia inducida por la métrica uniforme) de C°(K, X),
donde K es un espacio métrico compacto y X un espacio métrico completo.
Naturalmente, la equicontinuidad juega un papel fundamental en este resultado.
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Teorema B.2 (Arzela-Ascoli). Sea F C CY(K, X), donde K es compacto y X
completo. Entonces F es relativamente compacto' si y sdlo si F es equicontinuo

y
Flz):={f(z): feF}

es relativamente compacto para cada x € K.

La demostracion de este resultado puede encontrarse en el capitulo 7, §5 de
[6]. Utilizaremos esta caracterizacion de los subconjuntos relativamente com-
pactos en la demostracion del teorema de Rellich-Kondrachov en R™.

Definicion B.3. Sea f : Q@ C R™ — R. Definimos el soporte de f como la
cerradura (relativa) del conjunto de puntos donde f no se anula, es decir

supp(f) :={x € Q: f(z) #0} N Q.

(La barra representa la cerradura en R™, de ahi que luego tomemos la intersec-
cion con Q).

Denotamos por CZ°(2) a las funciones (infinitamente) diferenciables cuyo
soporte es compacto y esta contenido en 2.

Definiciéon B.4. Sea 2 un subconjunto abierto de R™. Definimos el espacio
W2 %(Q) como la completacion? de C2°(€2) con respecto de la norma

1
2
lollwrs = < [+ |V<P|2> .
Q Q

Naturalmente, los elementos en WCIQ(Q) son funciones en L2(2) (esto es
consecuencia del Teorema 2.3 del capitulo dos).

Definicion B.5. Sea 2 un subconjunto abierto y acotado en R™. Para un
parametro & > 0 definimos el regularizador estindar (o molificador) de una
funcion f € L*(Q) como

fo () = Ein/ﬂn (x;y) f(y)dy,

donde 7 : R™ — R es la funcién dada por

1 .
cexp (IT) si|z] <1
n(z) = { R

0 si|z]>1

y ¢ es una constante adecuada de manera que fR" n=1.

1'Un conjunto es relativamente compacto si su cerradura es compacta.
2Recordemos que W2(Q) se define como la completacion de C°°(2) con respecto de la
misma norma.
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Teorema B.6 (Rellich-Kondrachov). Sea Q abierto y acotado en R™. Entonces
la inclusion W, (Q) < L*(Q) es compacta, es decir, cada sucesion (uy)ren C
W22 (Q) tal que

| llwr2) < Co (B.1)

tiene una subsucesion que converge en L?(€2).

Demostracion. Tomemos una sucesion (uy) en W2?(Q) que satisfaga (B.1). Di-
vidiremos el argumento en dos partes.

Primer paso: Lo primero que haremos seréd verificar que para cada ¢ > 0
podemos encontrar una sucesion (wy ) en C*°(Q) tal que

3
lur = wrellwrage) < 3 (B.2)

Como uy, € Wh2(Q), esto quiere decir que existe una funcion wy, € C° ()
tal que

9
||’U,k — wk||W1,2(Q) < Z (B3)

Por (B.1) tenemos entonces que la sucesion (wy) también es acotada, es decir,
lwe|[w12Q) < Cp para alguna constante Cj. Ahora bien, definimos la sucesién
(wk,e) como la regularizacién de (wy) para un pardmetro h := h(e) tal que
h — 0 cuando € — 0 que detreminaremos después, esto es

1 T —
Wi ¢ :hn/ﬂn( hy) wi(y) dy.

Veamos que wy, . se acerca arbitrariamente a wy, (en L?(f)) si el parametro h
es lo suficientemente pequeiio:

[ o) = v = | ( /y|§1 1) (@) — wie(z — hy)) dy>2 da
/|y<177(y) /Ohlyl
) n(y)l/ohy

9 o — )
arwkfﬁ (9 ‘yl

dr dy) dr conw =

2
0
awk(x - rw)‘ dr dy) dz

|

I
S~
/N N
g\
N
=
3
<
[N

s/ﬂ(/ygln(y)dy) /mgln(y) </Ohly| aarwk(a:—rw)’ dr>2dy dz
:/Q/wgln(y) (/Oh'yl %wk(az—rw) dr>2dydx

2

0
51%(96 —rw)| drdydz

S/Q/lygln(y)-hlyl/ohly
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< / n(y) - B2yl / Vel dady
ly|<1 Q

por la desigualdad de Hélder y el teorema de Fubini. Lo anterior implica que
lwr — wicll2 < hl[Vwg 2.
En virtud de que la sucesién (wy) es acotada en W2(£2), tenemos entonces que

ook = wnellz < S (B.4)
para algin valor de h lo suficientemente pequeno. Las desigualdades (B.3) y
(B.4) implican (B.2). Ademés, wy, . es diferenciable porque 7 lo es®.

Segundo paso: Veremos que la sucesion (wy ) es un subconjunto relativa-
mente compacto de C°(Q, R). Para ello utilizaremos el teorema de Arzela-Ascoli
(para poder utilizar este teorema necesitamos que el dominio sea compacto, pero
eso no representa un problema porque podemos extender de manera continua
nuestras funciones a Q). Veamos entonces que las hipétesis de Arzela-Ascoli se

satisfacen:
1 T —
e < 5 [ 0(57) ot a

ey 2=t
< ch™MQT Jwklp

<ch QT CL =M

donde M es una constante que no depende de k. De esta manera, tenemos que
si llamamos F := (wg,) entonces el conjunto F(z) es un subconjunto acotado
de R y por ende relativamente compacto. Por otra parte,

1 T —
Vo)l < g [0 () lusl
Q
< On= s

< Ch " YQ"7 O = M.

Una consecuencia de esta desigualdad y del teorema del valor medio es que para
algan 6 € [0, 1]

\wk,s(ﬂﬁo) - wk,s(y)| = |Vwk,€((1 - 9)% +0y) - (xo - ZU)| < M/|1?0 - 2U|7

siempre que y esté suficientemente cerca de zy (de otra manera no podemos
aplicar el teorema del valor medio). Esto significa que la familia F es equicon-
tinua en xg, y como xg es arbitrario tenemos que es equicontinua. El teorema

3Tenemos, de hecho, que

1o} 1 1o} T —y
— = — - — dy.
srunele) = o [ o2on (S ) wnw)ay

Una demostracion de esta igualdad puede encontrarse en el capitulo 4, §6 de [11].
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de Arzela-Ascoli implica entonces que la sucesion (wy, ) es un conjunto relativa-
mente compacto de CY(£2,R). Ahora bien, utilizando una equivalencia que dice
que un espacio métrico es compacto si y so6lo si es cerrado y totalmente acota-
do*, lo anterior significa que la cerradura de (wg ) en C°(2,R) es un conjunto
totalmente acotado. Esto quiere decir que para cualquier € > 0 existe un niimero
finito de funciones 2z, € L?(Q2), v = 1,..., N tales que para toda k existe una v
que satisface que

€
ke = 200 < W

Usando el hecho de que ||¢]|2 < [2]'/?||¢]~ para dominios acotados, la anterior
desigualdad implica que

€

5 .

De las desigualdades (B.2) y (B.5) tenemos entonces que

||wk,6 - ZV”Z < (B5)
[ur — 22 <e,

por lo que la sucesién (ux) es un conjunto totalmente acotado de L2(2). Esto
implica que existe una subsucesion (uy,) convergente en L*(£2). O

Corolario B.7 (Teorema de Rellich-Kondrachov para superficies). Sea M una
superficie compacta y orientable. Entonces la inclusion candnica

v Wh2(M) — L*(M)
es compacta.

Demostracion. Sean {(U;,p;)}, i =1,...,N un atlas (finito) de M y {p;} una
particion de la unidad subordianada a la cubierta {U;}. Tomamos una suce-
sion (ug) en WH2(M) y veremos que tiene una subsucesion convergente. Por
definicién, tenemos que

s =il = [ Junle) = uy(o)? do
M
N
= Z/U luk 0 @™ (y) —uj 007 (y)Ppiow  (y) dy
=1 @
N
<> oM y) — w00 (y)dy
i=1 Ui

N
= lur o™ —uj 007 12w,
=1

4Decimos que un espacio métrico X es totalmente acotado si para cada € > 0 la cubierta,
{B(z,¢)}zcx tiene una subcubierta finita.
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Por el teorema de Rellich-Kondrachov para R?, para cada U; hay una subsuce-
sién de (up o ¢~ ') que converge (y es por ende de Cauchy). Escogiendo una
subsucesion adecuada podemos encontrar una (ug,) que sea de Cauchy, y por
lo tanto convergente. O
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