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“El pensamiento no es mas que un relampago en medio de una larga noche. Pero ese
relampago lo es todo”.

Henri Poincaré.

“El hombre esta dispuesto siempre a negar todo aquello que no comprende”.

Blaise Pascal.

“Mejor que de nuestro juicio, debemos fiarnos del cdlculo algebraico”.

Leonhard Fuler.

“No anheles conocerlo todo, no sea que te vuelvas ignorante de todo”.

Demdcrito.

“Educar no es dar carrera para vivir, sino templar el alma para las dificultades de la
vida.”

Pitdgoras.

“La verdad siempre se halla en la simplicidad y no en la multiplicidad y confusién de
las cosas”.

Isaac Newton.

“Dudar de todo o creerlo todo son dos opciones igualmente cémodas, pues tanto una
como otra nos eximen de reflexionar”.

Henri Poincaré.

“Muchas personas preferirfan morirse antes que pensar; en realidad eso es lo que
hacen”.

Bertrand Russell.
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Introduccion

En los exdmenes que se aplican en diversas competencias de matemaéticas alrededor del
mundo, tales como la Olimpiada Internacional de Matematicas (IMO), la Olimpiada
Iberoamericana de Matematicas (OIM), la Olimpiada de Mateméticas de la cuenca del
Pacifico (APMO), entre otras, es frecuente encontrar algin problema en el que se pida
resolver una ecuacién funcional.

Para encontrar las soluciones de ecuaciones funcionales no existe una metodologia que
nos indique exactamente como resolver cada ecuacién funcional, aunque si se pueden se-
guir algunas sugerencias que nos lleven a encontrar tales soluciones, dichas sugerencias
se dan en la presente tesis.

Este trabajo va dirigido especialmente para los jovenes que participan en las diferentes
olimpiadas de matematicas. También puede ser de gran ayuda para aquellas personas
que necesiten resolver alguna ecuacién funcional ya que éstas tienen una gran aplicacién
en diferentes campos de estudio. Ejemplos de aplicaciones se ven en [5].

Cabe destacar que para resolver una ecuacién funcional se pueden utilizar una o més de
las recomendaciones que se daran, ademds, podria suceder que haya diferentes formas
de obtener las soluciones.

En el primer capitulo veremos un poco de historia acerca de las ecuaciones funcionales,
su definicién y unos ejemplos elementales que servirdan después como base para la reso-
lucién de una buena cantidad de ecuaciones funcionales.

Dentro del capitulo dos y tres se dan una serie de sugerencias y recomendaciones para
resolver ecuaciones funcionales. Las recomendaciones del capitulo dos son las primeras
que se pueden aplicar para encontrar la soluciéon de la ecuacién dada, mientras que las
del capitulo tres son méas avanzadas y se necesita un conocimiento mas profundo acerca
de diversas propiedades de las funciones. Cada una de las recomendaciones viene acom-
panada de ejemplos sobre como utilizarla.

En el capitulo cuatro se dan mas ejemplos de ecuaciones con variable discreta. Para la
resolucién de dichos ejemplos se utilizan propiedades de los nimeros naturales, enteros

y los racionales, ademas de algunos problemas en los que se utilizan conceptos de teoria
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de ntumeros, tales como la divisibilidad, factorizacién en primos, etc.

Las ecuaciones con variable real se estudian con mas detenimiento en el capitulo cinco.
Se verd el caso particular en el que la funcién solucién sea un polinomio. Ademas, si la
ecuacién por resolver no es lineal, se dan sugerencias para linealizarla. También resolve-
remos la ecuacion de Abel y la de Schréder. Al final del capitulo se dan otras soluciones a
la ecuaciéon funcional aditiva de Cauchy que no son las funciones afines, tales soluciones
reciben el nombre de funciones salvajes, ya que las graficas de éstas es un subconjunto
denso de R2.

En cierto tipo de ecuaciones se utilizan iteraciones de funciones o se necesita encontrar
algun tipo de sucesion o recurrencia, para lo cual se utilizan las ecuaciones en diferencias,
otro nombre que reciben son relaciones recurrentes. Este tipo de ecuaciones se veran en
el capitulo seis.

Para finalizar, en el capitulo siete se resuelven una gran variedad de problemas que han
aparecido en la IMO, asi como en diversas competencias regionales y de algunos paises,
se propone sélo una forma de resolver cada problema, aunque sin duda no es la tunica.
Varias de las soluciones se encuentran dentro de los libros listados en la bibliografia, en
especial aquellos que se refieren a los concursos [4], [8], [10], [24], [25], [26], [28], [30],
[31], [32], [33], [34].

Cuando se demuestre un teorema o un lema terminaremos la demostracién con un cua-
drado negro B y para senalar que se ha terminado con la solucién de un ejemplo o
problema utilizaremos un cuadrado blanco [J.

Los conceptos que se necesitan para resolver ecuaciones funcionales se dan en el Apéndi-
ce A y algunos otros se daran cuando se requieran en el transcurso del presente trabajo.
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Capitulo 1

Ejemplos fundamentales

En este primer capitulo veremos la definicién de ecuacién funcional asi como un poco
de historia acerca de como se fueron desarrollando tales ecuaciones a través de los anos.
Ademas veremos unos ejemplos esenciales cuando se estudian este tipo de ecuaciones.

A los conjuntos de nimeros naturales, enteros, racionales y reales los denotaremos por
N, Z, Q y R, respectivamente. Los reales positivos son R™ y los racionales positivos Q.
En algunos problemas serd necesario incluir al cero en algin conjunto A por lo que de-
notaremos Ay = AU {0}; por ejemplo Ny = {0,1,2,3,...} es el conjunto de los niimeros
naturales union el cero.

En un sentido general una ecuacion funcional es una ecuacién en la que se tienen va-
riables, funciones dadas, asi como una o varias funciones incégnitas. No tomaremos en
cuenta ecuaciones que contengan derivadas e integrales.

Al resolver ecuaciones funcionales lo que buscaremos es la funcién o funciones que sa-
tisfagan la ecuacién funcional dada. En algunos casos, ademds de encontrar la solucién,
debemos decidir si es unica, o bien, caracterizar a la familia de funciones que satisface
dicha ecuacién.

1.1. Definicion de ecuacién funcional

Empezaremos dando la definicién de término, la cual es esencial para la definicién de
ecuacion funcional.

Definicién 1.1 Los inicos términos son los siguientes
1. Las variables independientes x1,xo, ..., Xk.

2. Si A1, As, ..., A, son términos y F es una funcion de m variables entonces
F(Ay,...,A,) también es un término.

3



4 1.1. DEFINICION DE ECUACION FUNCIONAL

3. No hay otros términos.

Entonces un término contiene un determinado niimero de variables (k) y un determina-
do ntmero de funciones (n). En ecuaciones funcionales algunas funciones son conocidas
mientras otras son incognitas.

Ya teniendo la definicién de término continuamos con el concepto principal que mane-
jaremos, la definicién de ecuacion funcional.

Definicién 1.2 Una ecuacion funcional es una igualdad
A = As

entre dos términos A, y As, que contiene al menos una funcion incégnita, un niumero
finito de variables independientes asi como un niumero finito de funciones conocidas.

Esta igualdad se debe satisfacer con respecto a todas las variables que aparecen en ella y
que pertenecen a un determinado conjunto. Algunos ejemplos de ecuaciones funcionales
son los siguientes

flzy) = flz) + f(y), (1.1)
9(z +y) +g(z —y) =2f(2)h(y), (1.2)
F(z,y)+ F(y,2) = F(z, 2). (1.3)

En la ecuacién (1.1) tenemos las variables independientes z e y, asi como la funcién f
de una variable, los cuales son términos. En este caso podemos ver la ecuaciéon como la
siguiente igualdad entre dos términos A; y A,

Al = F('r7y7f) = f(xy)’
Ay = G(z,y, f) = f(x) + fy).
Para la ecuacién (1.2) hay dos variables independientes x e y; también tenemos las

funciones g, f, y h, todas estas funciones son de una variable y cada una de estas,
asi como las variables son términos. Aqui se puede observar que

Ay = F(z,y,9) = g(x +y) + g(x — y),

Para (1.3) tenemos 3 variables independientes que son z, y, z ademds de la funcién F
de dos variables, por lo que

A = G(z,y,2,F) = F(z,y) + F(y, 2),
Ay = H(z,2,F) = F(z,2).

También tenemos las siguientes definiciones que se refieren al nimero de variables y a
las funciones de una o més variables que aparecen en una ecuacién funcional.
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Definicién 1.3 Una ecuacion funcional en la que todas las funciones incdgnitas son de
una variable se le llama ecuacion funcional ordinaria. A una ecuacion funcional en
la que al menos una de las funciones incdgnita es una funcion de mas de una variable
se le llama ecuacion funcional parcial.

Definicién 1.4 Al ndmero de variables independientes que aparecen en una ecuacion
funcional se le llama el rango de la ecuacion.

En general trabajaremos con ecuaciones funcionales ordinarias, es decir, con ecuaciones
cuya solucidén serd una funcién f : A — B con A, B C R, aunque también veremos algin
ejemplo de ecuaciones funcionales parciales.

En lo referente al rango, casi todas las ecuaciones que estudiaremos son de rango 1, 2
6 3. Por ejemplo, la ecuacién (1.1) es una ecuacién funcional ordinaria de rango 2, ya
que es una funcién real y contiene a las variables x, y. La ecuacién (1.3) es una ecuacién
funcional parcial, pues F' es una funcién de dos variables y tiene rango 3, ya que las
variables independientes son x, y y z.

Al conjunto en donde estd definida la solucién de una ecuacién funcional se le conoce
como dominio de la ecuacion funcional el cual no hay que confundir con el dominio de
las funciones que estdn involucradas en dicha ecuacién. En algunas ocasiones se da el
dominio en el que deben estar definidas la solucién o soluciones y si el dominio no se da
de manera explicita se intentara encontrar el maximo dominio en donde esté definida la
solucién. Pasemos a la definicién de solucion de una ecuacion funcional.

Definicién 1.5 Una solucion particular de una ecuacion funcional es cualquier fun-
cion que satisface la ecuacion funcional en el dominio considerado y dentro de la clase
de funciones con las que se trabaja.

Ejemplo. Las funciones fo(x) = —3z y fi(z) = bz satisfacen la ecuacién funcional
flea+y) = f(x)+ f(y), con f:R — R continua. a

Definicién 1.6 La solucion general es el conjunto de todas las soluciones de la ecua-
cion funcional dentro de la clase de funciones considerada y en el dominio que se tome
en cuenta.

Ejemplo. La solucién general de la ecuacién

fle+y) = f@)+ fy),

con f: R — R continua es
f(z) = cx, ceR.

O
Siempre buscaremos la solucién general de la ecuacién funcional dada, en algunos casos

la solucién general puede ser algin conjunto finito o infinito de funciones, mientras que
en otros casos podria no existir, es decir, que no haya funcién alguna que satisfaga la



6 1.2. REFERENCIAS HISTORICAS

ecuacién funcional en cuestion.

En algunos problemas se pide encontrar la funcién o funciones que satisfagan dos o mas
ecuaciones funcionales, las cuales forman un sistema de ecuaciones, por lo que tenemos
la siguiente

Definicién 1.7 Un sistema de ecuaciones funcionales consiste de p > 2 ecuacio-
nes funcionales que contienen n > 1 funciones incégnitas.

Ejemplos de sistemas de ecuaciones funcionales son los siguientes

{ f(@®) = [f(@)),

flx+1) = f(x)+ 1.
9(2z) = [g(ﬂi)]Z,
g(—z) = m

g(x+y) =g(x)f(y) +g9(y)f(z).

Hay que tener en cuenta que el rango, nimero de funciones y ecuaciones es esencial, es
decir, ninguna de las variables, funciones o ecuaciones puede ser eliminada de manera
trivial.

{ fla+y) = f2)fy) — g(x)g(y),

1.2. Referencias histdricas

Un primer ejemplo de ecuacién funcional lo dio Nicole d’Oresme (1323-1382), matematico
francés quien usé una variante de lo que ahora conocemos como sistema coordenado y
definié las cualidades diformes y las cualidades uniformemente diformes, él decia:

“Una cualidad uniformemente diforme es una para la cual, dados cualesquie-
ra tres puntos, la razon de la distancia entre el primer y el sequndo punto
con la distancia entre el sequndo y tercer punto es igual a la razon del ex-
ceso en intensidad del primero sobre el sequndo con la del segundo sobre el
tercero...”!

lo cual nos lleva a la ecuacién funcional

1 — 22 f(@1) — f(z2)
215 flaa)— flas)’ (14

Asi, las cualidades uniformemente diformes que describe Oresme son las funciones afi-
nes. 2 En particular, sus cualidades uniformes son las funciones constantes. Esto es lo
que caracterizaba la definicién de Oresme, pues una funcién constante no satisface las

Ver [2] pagina 357.
2Las funciones afines son aquellas de la forma f(x) = az + b, donde a,b € R.
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Figura 1.1: El teorema de Merton.

condiciones de una cualidad uniformemente diforme.

Si en (1.4) elegimos x4 el punto medio entre 21 y x5 obtenemos la ecuacién de Jensen,
la cual estudiaremos maés adelante

f(z142-133> _ f(xl);f(xz)_ (1.5)

Este argumento esté relacionado con lo que ahora se conoce como el Teorema de Merton,
llamado asi debido a que los autores del teorema trabajaban en el Colegio Merton, en
Oxford. Este teorema establece que la distancia cubierta por un objeto en movimiento en
linea recta con velocidad uniformemente diforme es igual a la cubierta por un objeto cuya
velocidad es uniforme (constante) e igual a la media aritmética de la velocidad inicial y
final del primer objeto. En términos modernos si z(¢) denota la distancia cubierta por
el primer objeto y v(t) su velocidad, esto se traslada a la ecuacién funcional siguiente

’U(tl) + U(tg)

I(tg)—d?(tl) = D)

(t2 —t1),

Oresme utilizé la ecuacion anterior en la forma

(ts) — 2(t1) = v (“ "2”2) (ts — 1) (1.6)

Dicho en términos modernos, el Teorema de Merton relaciona un hecho del calculo in-
tegral con la ecuacién funcional (1.5). Oresme dié una justificacién geométrica de este
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Figura 1.2: Area invariante de un rectangulo bajo T'.

resultado usando la igualdad de areas de un trapecio y un rectangulo para probar la
ecuacién (1.6) (ver la figura (1.1)).

Tiempo después, Gregorio de San Vicente (Belgica, 1584-1667) trabajé con un tipo de
ecuaciones funcionales al calcular el area bajo la hipérbola, para lo cual utilizaba el
siguiente hecho: “si una region plana es estirada horizontalmente por un factor dado y
al mismo tiempo es encogido verticalmente por el mismo factor, entonces el area de la
regién obtenida serd la misma que el drea de la regién original.”3

Lo anterior se puede observar claramente con rectdngulos, como en la figura (1.2), en la
cual mediante la transformaciéon T' se estira horizontalmente y se encoje verticalmente
por un factor igual a dos.

Pero ya no resulta tan claro si en lugar de rectdngulos tenemos otro tipo de figuras, tal

como se muestra en la figura (1.3). Sin embargo, utilizando cdlculo integral es facil ver
que el drea si se mantiene invariante. Para calcular el area de una regién 2 en el plano

tenemos la siguiente férmula
Area() = // dzdy.
Q

Si a la region le aplicamos la siguiente transformacién

T(x,y) = (rz, ?),

tenemos que el drea de la nueva regiéon T'(2) estd dada por la siguiente integral

Area(T / / |.J| dudv.
T(Q)

3Ver [21] pagina 6.
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Figura 1.3: Area invariante bajo T.

En donde u = 7z, v = £ y |J| es el determinante del Jacobiano de la transformacién T,
el cual es

)

1
:’r‘—:]_’
T

| = (z,y) _

O(u,v)

=
SO

por lo que

Area(9) ://dedy://T(Q) dudv =Area(T(9Q)).

Cuando Gregorio de San Vicente calculaba el drea de una region bajo la hipérbola
g(z) = 271, digamos en el intervalo [1, ], se dio cuenta que si multiplicaba por un
factor y el intervalo [1,z] el drea comprendida de 1 hasta x era la misma que el 4rea
desde y hasta xy (ver figura (1.4)). Nombremos f(x) el drea comprendida desde 1 a x
entonces tenemos que

f(z) = f(zy) — f(y),

lo cual nos lleva a la ecuacion funcional logaritmica

flzy) = f(z) + f(y).

En los cursos de calculo integral, al calcular el area bajo la hipérbola se llega a una
integral en especifico, por lo que la funcién f(x) quedaria determinada de la siguiente
forma

f(ac)zlogx:/ 1dt,
IR

la cual es solucion de la funcional logaritmica y fue estudiada por Augustin Louis Cauchy
(1789-1857). Esta ecuacién la veremos con detalle mds adelante.
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w

xy

Figura 1.4: Area bajo la hipérbola.

La ecuacién funcional que se asocia a Cauchy es la ecuacién funcional aditiva®

flx+y) = fl=)+ (y),

valida para todo par de numeros reales x, y. A ésta se le conoce como la ecuacién de Cau-
chy, la cual también veremos después. Otra de las motivaciones que tenia Cauchy para
resolver la ecuacién funcional aditiva era encontrar una generalizaciéon para el teorema

del binomio
n __ n n 2 n n—1 n
(1+z) 1+(1>x+<2)x +...+<n_1>x + 2",

en donde n € N y los coeficientes de cada miembro de esta suma son las entradas del
tridngulo de Pascal, los cuales estdn definidos por

(Z) - n! _nn—=1)...(n—k+1)

I(n — k)l k!

Para su época, Issac Newton (1642-1727) desarrollé una férmula para (1 + 2)* donde x
y z son dos numeros reales cualquiera

4Ver [6], pag. 133-135.
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(1+x)zzl+zx—|—<;>m2+<§>x3+.... (1.7)

Pero fue Cauchy quien demostré que si |z| < 1 entonces el lado derecho de (1.7) converge
para todo z € R, de tal manera que definié la funcién

f(z)1+zx+<;>z2+<§>x3+...

y demostré que estas sumas cumplen con la siguiente ecuacién

fz+w) = f(2)f(w).

Otra de las ecuaciones funcionales més conocidas es la ecuacién dada por Jean le Rond
D’Alembert (1717-1783), la cual se puede resolver facilmente utilizando célculo diferen-
cial. La ecuacién es la siguiente®

flet+y) + fl@e—y) =2f(2)f(y). (1.8)

Si queremos encontrar las soluciones para z,y € R hagamos primero x = y = 0, con lo
cual obtenemos 2f(0) = 2[f(0)]? luego f(0) =06 f(0) = 1.

Al tomar y = 0 tenemos que 2f(x) = 2f(x)f(0), si tomamos en cuenta f(0) = 0 llega-
mos a que f(z) =0, la cual es solucién de la ecuacién funcional.

Veamos que pasa en el caso f(0) = 1. Si hacemos x = 0 tenemos que

f(y) + f(=y) =2f(0)f(y),

como f(0) = 1 tenemos que f(y) = f(—y), por lo que la funcién f es par. Ahora si
derivamos dos veces con respecto a y en ambos lados de la ecuacién (1.8) y después
hacemos y = 0 obtenemos

f'(@) = kf(),
donde k = f”(0) de aqui que la ecuacién que resuelve la ecuacién (1.8) debe ser de la
forma

Fa) = cosh(vVkz) sik >0,
cos(v—kx) sik<O.
Todo esto suponiendo que f(z) es dos veces diferenciable. Més adelante encontraremos
la solucién suponiendo solamente que la funcién es continua.

Otra persona que estudié las ecuaciones funcionales fue Charles Babbage (1791-1871),
quien trabajé con dos tipos de ecuaciones funcionales, las ecuaciones del primer tipo
eran de la forma

Flz, f(z), flar(z)), f(az(@)), ..., f(an(z))] = 0, (1.9)

5Ver [6], pagina 141 y [21], paginas 9-10.
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en donde la funcién F' y las funciones a; con ¢ € {1,2,--- ,n} estdan dadas y la funcién
f es la que tenemos que determinar.

El otro tipo de ecuaciones con las que trabajé y a las que llamé ecuaciones funcionales
de orden n son de la forma

Flz, f(z), f*(x),..., f"(x)] =0,

donde f7(x) es la composicién de j veces la funcién f. En este caso la funcién F esta dada
y f es la funcién incégnita. Por ejemplo, el primer problema que traté era determinar
todas las funciones que satisfacen la siguiente ecuacién funcional

f(@) = fla(z)). (1.10)

Es facil ver que la ecuacién anterior tiene muchas soluciones. Si hemos encontrado una
solucion fy entonces todas las funciones que tengan la siguiente forma también seran
solucién

f(@) = o(fo(x)),
en donde o es una funcién arbitraria. Como fy satisface (1.10) entonces
fla(z)) = (0o fooa)(x) = a(fola(z))) = o(fo(x)) = f(x),
veamos un ejemplo.
Ejemplo. De las ecuaciones del tipo (1.10) tienen particular interés los casos en los que

a(z) es una involucidn, es decir, en el caso en que la funcién « aplicada dos veces nos
da la identidad, como en la siguiente ecuacion

f(x)=f< ’ > (1.11)

rz—1

siempre y cuando x # 1 .

Una solucién general para la ecuacién (1.10) cuando « es una involucién es

f(x) =7(z, a(z)), (1.12)
en donde 7(u,v) es una funcién simétrica de u y v, es decir

T(u,v) = 7(v, w).
Una solucién de (1.11) es la siguiente funcién

f(z) = cos (log (x — 1)). (1.13)
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Veamos que efectivamente (1.13) es solucién de (1.11). Calculemos f(-%7)

H(o50) = e (2 ))
oS <log (ail)) = cos (—log (z — 1)),

= cos(log (z — 1)) = f(x).

Por lo que efectivamente, la solucién se puede escribir como una funcién simétrica de x
y o)

f@)—wﬂbg@—lﬁ—7<% d >,

rz—1
(z,y) = cos (log (;))

Babbage también se dio cuenta que si tenemos una funcién simétrica o antisimétrica, (la
funcién 7 es antisimétrica si 7(u,v) = —7(v,u)) entonces una solucién para la siguiente
ecuacion

en donde

O

7(z, f(x)) =0, (1.14)

es una involucién, es decir f(f(x)) = x. Veamos dos ejemplos.

2

Ejemplo. Sea 7(u,v) = u? — v2, esta es una funcién antisimétrica que nos lleva a la
) )

siguiente ecuacién funcional

2~ [f(@) =0 (1.15)
por lo que 2 = [f(z)]?, entonces tenemos que las siguientes funciones f(z) = z y
f(z) = —x son soluciones de la ecuacién (1.15) y son involuciones. O

Ejemplo. Sea 7(u,v) = (u® 4+ u) + (v + v), en este caso T es una funcién simétrica de la
cual obtenemos la siguiente ecuacion

f@)Q 4 f(z)=—2z(1+2) = 2(1+z)+ flx)+[f(x)]*=0. (1.16)

Entonces la ecuacién anterior es una ecuacién cuadratica la cual podemos resolver con
la férmula general, con lo que obtenemos las siguientes dos soluciones

() —1+4++/1—4z(1+2x) —1—+/1—4z(1+2x)
1\r) = 5 .

y fa(z) = 2

Analizando las dos funciones podemos ver que f; es una involucién en el siguiente con-
junto (ver figura (1.5)).
1 V21 }

R, - <z<
T € ,2_32_ 5
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0.4+

f,(%)

0.4

-0.64

Figura 1.5: Solucién de la ecuacién simétrica 7(u,v) = (u? + u) + (v + v).

ademds, el conjunto en donde f; es una involucién es el siguiente

{xER; ngg— }

2
Entonces podemos encontrar muchas soluciones para la ecuacién f2(x) = z, solo necesi-
tamos encontrar soluciones de 7(u, v), en donde 7 es una funcién simétrica o antisimétri-
ca.

DN | =

O

Babbage noté que utilizando este tipo de soluciones podia generar muchas mas. Si to-
mamos una funcién 1 que sea inyectiva entonces 1! est4 bien definida y si ademds f
es una involucién tenemos que

g(z) = (W™ o fop)(z), (1.17)

también es una involucién, como lo vemos enseguida

g*(@) = W o foy) (v o foy)(x)),
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Babbage en uno de los problemas que propuso preguntaba por la solucién de la siguiente
ecuacion

2(z) = a(z). (1.18)

Si buscamos soluciones que sean de la forma

fl@) =@ oBoy)(a),

en donde (8 es una funcién dada y 1 es una funcién que tenemos que encontrar. De este
modo «(z) se puede reescribir como

a(z) = f*(z),
= (W o f2oy) (),

en este caso 8 no es una involucién a menos que a(x) = x. De la ecuacién anterior
tenemos que ¢ () debe ser una solucién de la siguiente ecuacién funcional

Y(a(z)) = B (¢ ().

Las ecuaciones de este tipo son llamadas conjugadas, las cuales veremos mas adelante,
en particular veremos la ecuacién de Abel y la de Schréder.

1.3. Ecuaciones de Cauchy

En [6], Cauchy menciona cuatro ecuaciones funcionales, para las cuales las funciones que
las resuelven satisfacen ciertas propiedades. Aqui vamos a resolver estas cuatro ecuacio-
nes, pues la técnica que utilizé Cauchy para encontrar las soluciones nos servird para
resolver otras ecuaciones funcionales.

Ademas, si alguna ecuacién funcional se puede reducir a alguna de las ecuaciones de
Cauchy, se podré obtener de manera directa la funcién que resuelva dicha ecuacién. Las
ecuaciones funcionales del tipo de Cauchy son

flz+y) = flx)+ fly) ecuacion aditiva, (1.19)
flz-y) = flx)+ fly) ecuacién logaritmica, (1.20)
flat+y) = f(z)- f(y) ecuacién exponencial, (1.21)
flx-y) = fx)- f(y) ecuacién multiplicativa. (1.22)

Como ya habiamos comentado, para establecer qué funciones satisfacen una cierta ecua-
cién funcional debe tenerse presente el dominio y el codominio donde se desean resolver.
Por ejemplo si en la ecuacién (1.20) se desea resolver en todo R, al considerar y = 0
resulta que f(x) = 0 para toda x, la cual es una ecuacién simple; para esta ecuacién
el dominio es R*, los reales positivos. También se debe tener presente si hay alguna
condicién adicional a la ecuacion funcional. Por ahora nos restringiremos a cuando la
variable son nimeros racionales.
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1.3.1. La ecuacién de Cauchy f(z+y) = f(z) + f(y)

Primero resolveremos la ecuacién (1.19) con f no necesariamente continua y z,y € Q,
para lo cual tenemos la siguiente

Definicién 1.8 Una funcion f : R — R se dice que es racionalmente homogénea si
y solo si

flrz) =rf(z),
para todo x € R y para todo r € Q.

Veamos que la ecuacién aditiva de Cauchy es racionalmente homogénea. Al tomar
x =y =0, se tiene f(0) =2f(0), por lo que f(0) =0.

Siy = —=, se tiene 0 = f(0) = f(z + (—z)) = f(z) + f(—=x), por lo que
f(—.i?) = _f(x)v

lo que nos dice que la funcién f deberd ser impar. Con = = y, se tiene que f(2x) = 2f(z).
Ahora usando induccién matematica se puede concluir que

f(nz) =nf(z), neN. (1.23)

Para n = 1,2 ya vimos que es valido, supongamos que es valido para n y comprobemos
para n + 1.

flln+1)z) = f(ne+2) = f(nz) + f(z) =nf(z)+ f(z) = (n+ 1) f(x),
por lo que f(nz) = nf(z) para n € N. Usando que f(—x) = —f(x) se obtiene que
f(nz) = nf(x) para todo n € Z.

Por otro lado, como z = “** con m natural tenemos lo siguiente

i3 (32) =1 (02) =m0 (5

1
despejando — f(x) resulta que
m

F(2) = s (1.24)

m
Al combinar las ecuaciones (1.23) y (1.24) llegamos a

$(22)=1(o2) =01 (2) = B

Asi f(ra) = rf(z) para todo r € Q. Si hacemos ¢ = f(1), tendremos que f(r) = cr, para
todo r € Q.

Podemos concluir que una funcién definida solamente en el conjunto Q de los nimeros
racionales que satisfaga la ecuacién (1.19) deberd ser de la forma f(r) = cr, para todo
r € Q, con ¢ = f(1) una constante fija. Desde luego una funcién de este tipo f(z) = cx
satisface la ecuacién de Cauchy (1.19), pues c¢(xz + y) = cx + cy, para cualesquiera
z,y € Q. Veremos en la siguiente secciéon un teorema que nos permitird extender la
solucién continua de la ecuaciéon de Cauchy en el dominio de los niimeros reales.
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1.3.2. Hipdtesis adicionales a la ecuacién funcional de Cauchy
fl@+y)=f=)+ fy)

Empezaremos con un teorema que nos servird cuando necesitemos encontrar soluciones
continuas en todos los reales y s6lo podamos encontrar funciones que resuelvan la ecua-
cién en algtiin subconjunto denso de R. En el enunciado del teorema se podria utilizar Q
en lugar de cualquier subconjunto denso de los reales, pero mas adelante encontraremos
funciones definidas en subconjuntos densos que no son precisamente los racionales.

Teorema 1.9 Sean f y g dos funciones continuas definidas en R, sea D C R subcon-
Junto denso, supongamos que f(d) = g(d) para todo d € D entonces f(x) = g(z) para
todo x € R.

Demostracién. Sea xz € R, como D es denso en R tenemos que para cada = € R existe
una sucesién {d,} C D tal que

lim d,, = .
n— 00

Ahora bien, como f y g son continuas se cumplen las siguientes igualdades

flx)=f ( lim dn) = nlim fldn) v glx)=yg (nanéodn) = lim g(d,).

n—00 0o n—o0
Como f y g coinciden en D entonces f(d,) = g(d,) para todo n € N por lo que
lim f(d,)= lim g(d,) y entonces f(z) = g(z) para todo = € R. ]
n—r oo n—roo

A continuacién se da una lista de hip6tesis adicionales para la ecuacién aditiva de Cauchy
y su respectiva solucién.

1. La funcion es continua en todo R

En vista del teorema anterior, como @ es un subconjunto denso de R, f(r) = ¢r para
toda r € Q y ademds g(z) = cx para toda = € R, entonces podemos extender el dominio
de la funcién f a R, por lo que f,g : R = R y utilizando el teorema anterior tenemos
que

f(x) =cx, paratodo z € R,

pues f coincide con g en Q, el cual es denso en R.

2. La funcién es continua solamente en z =0

Si la funcidén es continua en 0 entonces es continua en a € R, lo cual vemos en el siguiente

Lema 1.10 Si f : R — R satisface la ecuacion f(x +y) = f(x) + f(y) y es continua
en O entonces es continua en cualquier real a.

Demostracién. Sea a € Ry {a,},y una sucesion con lim a, = a, entonces la
n—oo

sucesién {a, —a}, .y cumple que

nh;ngo(an —a)=0.
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La continuidad de f en 0, nos garantiza que
lim f(a, —a)=0.

n—oo

Pero como f es aditiva nos lleva a que

flan) = f(an —a)+ f(a), paraneN

luego
A f(an) = lim f(an =) + lim f(a) = f(a),
lo que garantiza que f es continua en a. |

Tomando en cuenta este resultado tenemos que f(z) = cx con ¢ € R, pues f ya es
continua en todos los reales.

El lema anterior lo utilizaremos més adelante cuando veamos funciones que cumplen la
ecuacién aditiva de Cauchy pero que no son de la forma f(z) = cz, a las funciones que
no son de esa forma se les conoce como funciones salvajes.

3. La funcién es monétona

Si la funcién f ademads de aditiva es monétona, digamos, sin perdida de generalidad que
es mondtona creciente, entonces f(x) deberd ser de la forma f(x) = cx. Veamos porqué.

Para todo numero irracional x podemos encontrar sucesiones de nimeros racionales
{"n}pen ¥ {8n}pen que convergen a x y con 7, < x < s, para toda n € N.

Por la monotonia de la funcién f, se tiene que
crn = fry) < f(z) < f(sn) = csp-
Al tomar limites tenemos que

cx = lim er, < f(z) < lm cs, = cz.
n— oo n— o0

Por lo que f(x) = cx para toda 2 € R. El caso en el que la funcién es mondétona
decreciente es analogo. Podemos cambiar < por < y tendriamos la misma conclusion.
Desde luego también en el caso de > .

4. La funcidén es positiva en los reales positivos

Veremos que si la funcién ademds de aditiva es positiva en los positivos entonces es
mondétona creciente. Si f(x) > 0 para x > 0 entonces

r<y=y—x>0,
como f(z) es positiva tenemos que f(y —z) > 0. Por lo que
fl) <f@)+ fly—2)=flz+(y—=) = fy),

lo que queriamos. Luego, si f es positiva en los positivos tenemos que es de la forma

f(z) = cx.
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5. La funcién es acotada

Si la funcién f es acotada en un intervalo de la forma [a, b], es decir existe una cons-
tante M > 0 tal que |f(x)] < M para todo z € [a,b], la funcién deberd ser de la forma
f(z) = cx, veamos porqué.

Notemos primero que
x€|0,b—a] & x+ac€lab,

y para z € [0,b — a] tenemos lo siguiente

[f@)] = [f(z+a) = fla)| <[f(z+a)|+|f(a)] < 2M,

esto garantiza que f también estd acotada por 2M en [0,b — a].

Seana=b—a, c=
notemos lo siguiente

@ y g(z) = f(x) — cx. Demostraremos que g(z) = 0, para lo cual

1. La funcién g es aditiva, pues

gx+y) = flz+y)—clz+y),
= f(x) —cx+ f(y) — cy,
= g(z) + g(y)-

f(x)

P

2. También tenemos que g(a) = f(a) — ca = 0, pues ¢ =
3. La funcién ¢ es periédica con periodo «, pues g(z + a) = g(x) + g(a) = g(z).

4. Para x € [0, o] tenemos que |g(x)| = |f(z) — cx| < |f(z)|+]|cz| < 2M—|—’% la] <

3M, es decir g estd acotada en el intervalo [0, ] y entonces por ser periddica es
acotada en todo R.

Si g(xg) # 0 para algin real xg, entonces como g(nzg) = ng(xg) para todo entero n,
podemos hacer |g(nzg)| tan grande como se desee, luego g no estard acotada, lo que
seria una contradiccion a la parte 4.

Por lo que g(z) = 0 para todo nimero real z y entonces f(z) = cx, para todo = € R.

6. La funcién es acotada en una vecindad del cero

Si la funcién f es acotada en el cero entonces f es de la forma f(z) = cz, por la segunda
hipdtesis bastara ver que f es continua en 0.

Sea {a,} una sucesién que converge a 0 y sea € > 0, veremos que

[f(an)] <é,
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paran € N grande. Si M > 0 es la cota de f en la vecindad (—a, a), tomemos un natural
N tal que % < e.

Como lim a, = 0 entonces existe un ng € N tal que
n— oo

a

N Vn > ng.

lan| <

Como |Nay| < a, se tiene que | f(Nay,)| < M paran > ng, pero como f(Na,) = N f(an),
tenemos que

<€, sin > ng,

como se queria.

7. Si la grafica de f es cerrada

La grafica de f es el conjunto graf(f) = {(z, f(z)) € R? z € dom(f)} . Si f cumple la
ecuacion (1.19) entonces f(z) = cx para x € Q con ¢ = f(1). Sea z € Ry {an}, y una
sucesién de nimeros racionales con

lim a, = z.

n—oo
Como f (ay) = ca,, tenemos que
lim f(a,) = lim ca, = cx = (an, f(an)) € graf(f).
n—oo n o0

Luego (an, f(an)) converge a (x,cx) dado que graf(f) es cerrada, pero entonces de-
berda suceder que (z, cx) = (z, f(z)), lo que implica que f(z) = cx.

8. Otra prueba de que si f es continua y aditiva entonces es lineal (usando
integrales)

Si en la ecuacién (1.19) tomamos a f continua, fijamos x e integramos con respecto a y

tenemos que
1
/ f(x)dy
0
1

/ F@+y) — f)ldy

0

f(z)

x+1 1
- / Flu)du / f(y)dy, conu=x+y.
T 0

Y como f es continua podemos aplicar el Teorema Fundamental del Calculo en el lado
derecho de la ecuacién anterior por lo tanto f es derivable y se tiene que

fl@) = flz+1) - f(x)
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pero como f es aditiva se tiene que f(z + 1) = f(z) + f(1) y entonces f'(z) = f(1).
Integrando obtenemos que f(x) = f(1)z + ¢, en donde ¢ € R, como f es aditiva tenemos
que f(0) =0, luego ¢ = 0 y la solucién de (1.19) es f(x) = f(1)z.

La siguiente si es una hipétesis adicional para garantizar que una funcién aditiva sea
lineal.

9. Si f es localmente integrable
Primero veamos que significa ser localmente integrable.

Definicién 1.11 Una funcion f : R — R es localmente integrable si y solo si es inte-
grable sobre todo intervalo finito.

Veamos que si f es aditiva y es localmente integrable entonces f es lineal. Como f es
aditiva y localmente integrable entonces se cumple lo siguiente

:/Oyf(x)dt

= [0~ sl

—_ /j+yf(u)du—/yf(t)dt conu =gz +1,
:/ du—/ flu du—/ flu

[ oo s 10

= zf(y).

en donde la tltima igualdad se da, pues podemos intercambiar = por y, pero si yf(z) =
flx) _ f(y)
x

xf(y) entonces para x # 0, luego (z) =c.

Como f es aditiva tenemos que f(0) = 0, luego f(x) = cx para toda z € R.

10. Otras hipétesis

A continuacién resolveremos ciertas ecuaciones funcionales en las que estd involucrada
la ecuacion aditiva de Cauchy y ademas se piden ciertas hipétesis algebraicas.

Proposicion 1.12 Si f : R — R es aditiva y que satisface

T

f(l) — Li@. 220 scR

entonces [ es lineal.
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Demostracion. Para x # 0,1, —1 se cumple lo siguiente

z? -1 2?2 —1\° x
()5 (55)
2-1)? 1 1 1
@011

x 2\z—-1 =z+1
B (22 —1)2 1 1
N 2x2 / z—1 +/ z+1

~
/~
&
|
8|~
~
I

- 2 r—1)2

e e Ly E )
1'2

= T2 @) - 25

f@)+1 (3) - 200

Ahora bien, como f (o:f %) = flx) = f (%), de la ecuacién anterior se tiene que
1 1

f (> = —f(1). Luego f(z) = f(1)z para todo = # 0,1, —1, pero sabemos que pa-
x x

ra estos valores se cumple que f(z) = f(1)z. Por lo tanto f(x) = f(1)x para todo

z eR. |

Proposiciéon 1.13 Si f : R — R aditiva y para alguna a > 0 se cumple que

F@)f (1> —a,  zeR\{0}. (1.25)

X

Entonces f es lineal.

Demostracion. Notemos que f no puede ser constante, pues si lo fuera entonces
f(z) = \/a pero como f es aditiva tenemos que f(0) = 0, una contradiccién.

Como f es aditiva, para  # 1, —1 tenemos lo siguiente

(1) = 1 (erve=n)
(ixil _;x—lﬁ-l)
- (1) 5 ()

Al hacer z = 1 obtenemos que [f(1)]?> = a, utilizando esto y (1.25) en la ecuacién
anterior llegamos a

~

a a a

f@2-1) 2f(z—1) 2f(z+1)
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por lo que
a a a

f@?) = f() "~ 2(f(x) = f(1)  2(f(x) + F(1)
Como a > 0 lo podemos eliminar, al hacer las operaciones correspondientes llegamos a
que f(z?)f(1) = [f(x)]?, de lo cual obtenemos dos casos

= Si f(1) > 0. Entonces f(z) > 0 para x > 0, es decir, f es positiva en los positivos,
luego f es lineal y ademés f(z) = v/ax.

= Si f(1) < 0. En este caso f(z) < 0 para > 0 y tal como se vi6 en la hipétesis 4
se puede demostrar en este caso que si f es negativa en los positivos entonces es
decreciente, por lo que f es lineal y en este caso f(xz) = —+/az.

Por lo que f es lineal. |

Problema 1.14 Encontrar todas las funciones f : R — R que satisfacen

ft+y)=f@)+fly) v fley) = f(@)f(y), z,y €R.

Solucién. Tomando z = y en la multiplicativa tenemos que f(z?) = [f(x)]?, es decir,
f(x) > 0 para toda = > 0. Como f es aditiva y es positiva en los positivos entonces
f(x) = cz, al sustituir esto en la multiplicativa tenemos que ¢? = ¢, por lo que ¢ = 0
6 ¢=1luego f(x) =0 6 bien, f(z) ==z. O

Proposiciéon 1.15 Si f : R — R aditiva y que cumple

f@m) =[f@)",  zeR,

con m € Z fijo, m # 0,1. Entonces f es una de las siguientes funciones f(x) = 0

6 f(z) =z 6 f(x) = —x.

Demostracién. Es claro que una solucién es f(z) = 0, busquemos soluciones que no
sean idénticamente cero.

Considerando m = 2n > 0 para algin n € N, tenemos que f(z) > 0 para x positivos,
luego f(z) = cx por lo que ¢ = ¢™, de lo cual ¢ =0 6 ¢ = 1. Tomando ¢ = 1 obtenemos
la solucién f(x) =z y si ¢ = 0 es la solucién que ya conociamos, f(z) = 0.

Si ahora tomamos m =2n+1 >0y r € Q con r # 0 y sustituyendo = por z 4+ r en la
ecuacién funcional por un lado tenemos que

[fGe+ )™ = [f(x)+ f(r)]"
[f (@) +rf)]™

m

= > () e s

=0
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Por otro lado tenemos que

[fl@+r)]™ = f(@+r)™)

(S () )

_ Zn: <T> Flahyrmi,

=0

Hay que notar que en las ecuaciones anteriores se utilizé el hecho que f es aditiva. Si las
ecuaciones anteriores las vemos como polinomios en la variable r e igualando los coefi-
cientes obtenemos f(1)[f(z)]™ ! = f(z™~!). Como m es impar entonces [f(x)]™~1 > 0.
Entonces, si f(1) > 0 tenemos que f(xz) > 0y si f(1) < 0 se tiene que f(x) < 0 para
2 > 0. En cualquiera de los casos f es continua y entonces f(x) = cx de lo cual obtene-
mos que ¢ = ¢, ademds como m es impar tenemos que ¢ = 0,1, —1, lo cual nos lleva a
las soluciones f(z) =z 6 f(z) = —x.

Ya sélo falta ver que se cumple para los enteros negativos, el caso m = —1 se vié en la
proposicién 1.13, por lo que tomaremos m # —1. De la ecuacién original tenemos que

F@™) =[f@)™,  conm?#1,

por los casos anteriores tenemos que f(x) = x si m? es par 6 fz) = —x si m? es impar.
Sélo hay que notar que si m? es par entonces m es par y anadlogamente, si m? es impar
entonces m es impar. |

Problema 1.16 Sea f: R — R aditiva tal que
fa®)=2"""f(a™), zeR,

se cumple para n y m enteros diferentes de cero y n # m. Muestra que f es continua y

flx) = f(D)z.

Solucion. Sin perdida de generalidad supongamos que n > m. Sustituyendo = por = +r,
con r € QQ diferente de cero, en la ecuacién funcional obtenemos por un lado

fa+r)) = f (Z (’j) xir”ﬂ')

Il
[]=
=)
~
7N
7 N
<. 3
"
H@.
<
3
l
~__

Il
i s 1
o
RN
<. 3
~__
=
3
l
&h
—~
Hs
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del lado derecho tenemos que

onen = (5 (B0

(g (” F m) xirmi> i <T> P ().

=0 =0

Igual que antes, si la ecuacion de arriba la vemos como un polinomio en la variable r, al
igualar los términos correspondientes obtenemos que f(z) = f(1)z. a

Finalmente veremos un teorema que da caracterizaciones para garantizar que una fun-
cién sea aditiva.

Teorema 1.17 Sea f : R — R, entonces son equivalentes los siguientes enunciados
1. La funcion f es aditiva.
2. La funcion f satisface
[fle+y)]* = [f(x) + f(y)]*  para todo z,y € R
3. La funcion f satisface

[f(@+y)=If(@)+ fy)l  paratodoz,y € R (1.26)

Demostracion. 1) = 2) y 2) = 3) Son claras.

3) = 1) Haciendo x = y = 0 en (1.26) tenemos que f(0) = 0. Al hacer y = —x ob-
tenemos que |f(z)+ f(—x)| =0, luego f(—x) = —f(z) con z € R, por lo que f es impar.

Utilizando que f es impar y (1.26) obtenemos
Wl =1fly+z—2) =[fz+y)+ f(—2) =fz+y) - f@)] (1.27)

Sabemos que se cumple la ley del paralelogramo (ver [4]) para los niimeros reales, es decir
si ¢,d € R entonces |c + d|? + |c — d|? = 2¢? + 2d?. Utilizando la ley del paralelogramo
y las ecuaciones (1.26) y (1.27) primero con ¢ = f(x +y), do = f(z) — f(y) y después
con ¢; = f(x+y)— f(x), di = f(y) obtenemos lo siguiente

2f(x +y)|* + 2 f(z) = F(y)I?
= 2|f(x) + fW)P +2/f(x) - fy)I?  por (1.26)
= 4|f(@)* +4]f(v)|? ley del paralelogramo.

|Co + d0‘2 + |C() - d0‘2

2[f(x+y)— f(@)*+2/f(y)?
2[f(WI* +2f(w)>  por (1.27),
= 4|f(y)]*.

1+ d|* + |er — dy?
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Las dos ecuaciones que se obtienen son
[fl@+y)+ f(@) = WP+ fle+y) — f@) + f)]? =4f(@)]* +4f(y)]*  (1.28)
[f(@+y) = @)+ fWP + [z +y) = fl@) = f) =4 ), (1.29)
al intercambiar = por y en la dltima ecuacion obtenemos
[fly+2) = F) + f@)?+fly+2) = Fly) = f(@)]? =4 f () (1.30)
Al sumar (1.29) y (1.30) e igualarla con (1.28) obtenemos
[f(z+y) - fl&) - fW)P =0, =zyeR

Por lo que f(x +y) = f(x) + f(y), es decir, f es aditiva. [ |

1.3.3. La ecuacién de Cauchy f(z-y) = f(z) + f(y)

Ahora encontraremos las soluciones continuas de la ecuacién funcional.

flx-y) = f(x)+ fy)

Ya senalamos que si x = 0 pertenece al dominio de f entonces f(z) = 0. Supongamos
ahora que x # 0. Si hacemos x = y = 1 en la ecuacién tenemos que

=21 = f1)=0
Si ahora hacemos x = y = —1, nos lleva a que
fO=20(-1) = f(-1)=0

Ahora al hacer y = —1, obtenemos f(—z) = f(x) esto nos indica que la funcién es par y
quedard determinada por su comportamiento cuando x es positivo, el dominio natural
de esta ecuacién es RT, pero si z e y son positivos entonces existen u,v € R de manera
que x = e*, y = e por lo que la ecuacién se puede expresar asi

fle*-e") = f(e") + f(e").
Haciendo g(u) = f(e*), es continua y cumple con
9(u+v) = g(u) + g(v),

que es la primera ecuacién de Cauchy que sabemos se resuelve con g(u) = cu, con
c=g(1) = f(e), luego f(x) = g(u) = f(e)logz, para > 0 y la solucién es

f(2) = f(e)logla]  para 0.
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1.3.4. La ecuacién de Cauchy f(z+y) = f(z)- f(y)

Resolveremos la ecuacién f(x + y) = f(x) - f(y), en donde f : R = R es continua.
Notemos primero que si para alguna y se tiene que f(y) = 0, entonces f es constante y
f(x) = 0. En efecto esto se sigue de que f(z) = f(z —y+y)=fzx—y)f(y) =0.Si f
nunca es cero entonces es positiva pues se tiene que

=1 (G +3) = G G)) >0

Entonces, como f siempre es positiva podemos tomar logaritmo de ambos lados de la
ecuacion y tener ahora la ecuacion funcional

log f(x +y) = log f(z) + log f(y),

que es la ecuacion funcional aditiva y si suponemos que f es continua se tendria que
log f(x) = cx, con ¢ = log f(1), luego al aplicar la exponencial se tiene que

f(z) =8 f M) = f(1)®  con x €R.

Notemos que aqui también hemos encontrado las soluciones continuas.

1.3.5. La ecuacién de Cauchy f(z-y) = f(x)- f(y)

Al igual que en las ecuaciones anteriores resolveremos la ecuacién para f continua. Si
para alguna y # 0, f(y) = 0, entonces f es constante, lo cual se sigue de que

f(x)=f<§'y) =f(§>f(y):0.

Si f nunca se anula entonces para x positivo f(z) es positivo ya que
fla) = f(Vz - V) = [f(Va)]* > 0.

Para z = 1, se tiene que f(1) = (f(1))?, por lo que f(1) = 0 6 f(1) = 1, la primera
opcidén ya ha sido tratada, veamos el caso f(1) = 1.

Como f(2?) = [f(x)]? entonces f(—1) = £1. Al hacer y = —1 en la ecuacién original
se tiene que f(—z) = £ f(z) por lo que bastard analizar que pasa con x > 0, después
tendremos dos opciones para extender a los reales negativos ya sea haciendo la funcién
par o impar.

Como para x > 0 la funcién f es positiva, podemos aplicar logaritmo en ambos lados de
la igualdad y obtener
log f(z - y) = log f(z) + log f(y),

por lo que si consideramos a g(z) = log f(x), tenemos que g satisface (1.20) y entonces
g(xz) = gle)logz, de lo cual f(x) = 29(¢) = z1°8f() Las soluciones continuas son

entonces
f@)=0,  flz)=+al85).
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Una observacién, el punto z = 0 queda un poco fuera del andlisis (cuando tomamos
logaritmo), pero al final lo podemos incluir y necesariamente tiene que suceder para
tener continuidad ahi que f(0) = 0, salvo en el caso en que f(e) = 1 donde tendremos
la solucién continua f(xz) = 1y la solucién f(x) = signo(z) que deja de ser continua en
z = 0.

1.3.6. Desigualdad de Cauchy

La desigualdad de Cauchy es la siguiente

flz+y) < flx)+ fy). (1.31)

Para el caso en el que la igualdad se cumple ya hemos encontrado toda una familia de
funciones que la satisfacen, pero si ademés de esto consideramos que adicionalmente la
funcién f que satisface (1.31) también satisfaga la siguiente desigualdad

flz) <z (1.32)
entonces la tnica solucién es f(z) = x, veamos porqué.

Haciendo = y = 0 en (1.31) tenemos que

f(0) <2f(0)

por lo que 0 < f(0). Pero por otro lado tenemos que f(0) < 0 ya que f(x) < z. De esto
tenemos que f(0) = 0. Ahora haciendo y = —z llegamos a

fO) < flo)+ f(=2) = —f(=z) < fla),
entonces tenemos que
v =—(~2) < ~f(~2) < f(z) < x.

Por lo que f(z) = x es la tnica solucién posible. Notemos que aqui no se pidi6é que f
fuese continua.

1.4. Otras ecuaciones funcionales clasicas

A continuacién veremos otras ecuaciones funcionales que fueron estudiadas en su tiempo
por diversos matematicos, las cuales son interesantes en si mismas, pues tienen soluciones
particulares. Las ecuaciones que veremos son las de Jensen, D’Alembert y las de Pexider.
Las ecuaciones de Pexider son generalizaciones de las de Cauchy.

1.4.1. La ecuacion de Jensen

Johan Jensen (1859-1925) fue un matemadtico e ingeniero danés, estudié las funciones
convexas llegando a resultados muy importantes, el mas conocido es la desigualdad de
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Jensen la cual nos dice que si f es una funcién convera en A C R entonces para
T1,T2, ..., Tn € Ay T1,79,...,7 € RT tales que r1 + 19 + ...+ 1, = 1 sucede que

f (Zﬁ%) < Zﬁf(fz)
i=1 i=1

En donde convexa significa que la desigualdad anterior se cumple para n = 2. Jensen se
planteé encontrar todas las funciones continuas f : R — R que satisfacen
f <fﬂ +y> flx) + f(y)

9 = 9 ’ x,yGR,

la cual se conoce como la ecuacién de Jensen. Notemos que en esta ecuacion el hacer
x =y = 0 no da informacién de quien deberd ser f(0). Hagamos g(z) = f(z) — f(0) que
es también continua y un céalculo directo muestra que

. (x;y) _9(@) —;g(y)7 (1.33)

solamente que ahora la funcién g cumple que g(0) = 0. Al tomar y = 0 en la nueva
ecuacién tenemos
g (%)= 9(@)
2 2’

al hacer en esta tltima = = u + v, obtenemos que

g <u+v> _ g(u+v). (1.34)

2 2

Luego, de (1.33) y (1.34) podemos asegurar que g(u + v) = g(u) + g(v), para u,v € R,
esto es g es una funcién continua que cumple la ecuacién (1.19), por lo que g(z) = ax
con a = g(1) y entonces la funcién f es de la forma f(z) = ax + b con b = f(0).

1.4.2. La ecuacion de D’Alembert

Ya hemos visto como se resolvia la ecuacién de D’Alembert, pero para resolverla supu-
simos que la solucién era diferenciable dos veces. En esta parte resolveremos la ecuacion
pero sélo supondremos que la solucién es continua.

Recordemos que la ecuacién de D’Alembert es

flet+y) + fl@e—y) =2f(2)f(y) (1.35)

Como ya habiamos visto si y = 0 tenemos que f(0) =16 f(0) = 1. Con f(0) = 0 tenemos
la solucién constante f(x) = 0, por lo que tomaremos el caso en el que f(0) =1, con lo
cual podemos elegir un nimero pequenio « de tal manera que la funcién f se mantenga
positiva en el intervalo [0,«]. De esta manera tenemos dos casos, o bien f(a) < 1
6 f(a) > 1, veamos cada caso.
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s f(a) < 1. Como f(«) estd comprendido entre cero y uno podemos representar este

valor por medio del coseno de cierto angulo # con 0 < 6 < % entonces tenemos
que
f(a) = cos 8. (1.36)

Si hacemos sucesivamente las siguientes sustituciones r =y =«; r =2a, y =a 'y
x = 3a, y = « en (1.35) expresada en la siguiente forma

fl+y) =2fW)f(z) - f(z —y),
obtenemos lo siguiente
f(2a) = 2cos? 0 — 1 = cos 20,

f(8a)) = 2cosfcos20 — cosf = cos 30,
f(4a) = 2cos b cos 30 — cos 20 = cos 46.

Utilizando induccién llegamos a que

f(ma) = cosmd. (1.37)

Ahora si hacemos ¢ =y = % llegamos a

(f (g))Q _ f(0) + f(@) _ 1+cosb (COS;9>2.

2 2 2

Ahora sacamos raiz a ambos lados y tomando las raices positivas tendremos

1 1
f <2a) = cos 59.

@
Tomando ahora x =y = 1 entonces

O e e TR

sacando raices positivas en ambos lados

(7 () = (==30).

usando induccién se demuestra que

1 1
f (27104) = cos 270. (1.38)
Ahora utilizando (1.37) y (1.38) llegamos a
m m
f (Q—na> = cos 5 0. (1.39)

Por otro lado, el conjunto
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Figura 1.6: La funcién f(z) = cosaz para algunos valores de a.

D+:{seR;s:ﬁ, n,meN}
2?’L

es denso® en RT, (DT es el conjunto de los niimeros racionales diddicos positivos,
es decir, el denominador es una potencia de 2 y el numerador es un numero entero)
por lo que

f(as) = cos (s6) s €RT. (1.40)

Si ademds en (1.35) hacemos = 0 y y = sa tenemos que
f(=sa) = (2f(0) — 1) f(sa) = cos s = cos (—sb)
de aqui que para cualquier valor de x se tiene que

f(ax) = cosbux. (1.41)

Si sustituimos = por L en (1.41) obtenemos
!
0
f(z) = cos <xa>,

f(z) = cos (ax) acR.

por lo tanto

en donde a = +£ es solucién de (1.35). (Ver figura (1.6)).

SEn [19] pagina 194, se demuestra que los racionales diddicos son densos en el intervalo [0, 1]
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= f(a) > 1. En este caso f(a) es mayor que uno entonces podemos encontrar un
nimero real r que satisface

flo) =1 <r + 7{) , (1.42)

la ecuacién tiene dos soluciones (cualquiera de ellas sirve) y son

r=fle)+vf((a)? -1
Si la ecuacién (1.35) la transformamos en
flx+y) =2f(x)f(y) = flz —y)

y ahora sustituimos x = y = « en la ecuacion anterior para llegar a

2
f(2a):;(r+i) —1:;<r2+7}2).

Ahora hagamos = = 2a y y = «, entonces

f(3a):;<r+i) (r2+7}2>—;<r+i>:;<r3+:3>.

También en este caso por induccién llegamos a que

F(ma) = % <rm 4 7jn) . (1.43)

Escribamos la ecuacién (1.35) de la siguiente forma

flx—y)+ flx+y)
5 .

f@)f(y) = (1.44)

Ahora hagamos x = y = § y sustituyamos en (1.44)

2

(f(a))2 _ f(O)J;f(a) _ 1+§(27“+;) _ % (Té +r—%)2

al extraer las raices positivas de los dos miembros llegamos a la siguiente ecuacion

)-3( ),

Hagamos x = y = ¢ y sustituyamos en (1.44) para obtener

a2 ay 14 (rr Y
R
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Figura 1.7: la funcién f(z) = cosh (ax) para diferentes valores de a.

otra vez sacando las raices positivas obtenemos

)-3( ).

y otra vez por induccién llegamos a que
]. 1 1
fgn) =3 (= vr). (1.45)

Ahora con la informacién que tenemos de las ecuaciones (1.43) y (1.45) tenemos
la siguiente ecuacion

f (2%04) = % (ro% 4 r=2%) (1.46)

y como en el caso anterior como DT es un subconjunto denso de R por lo que
para cualquier real positivo s se tiene que

1
f(sa) = 3 (r*+7r7°).
Si ahora hacemos x = 0 y y = sa y sustituimos en (1.35) llegamos a

(7’75 + T‘S) ,

N |

f(=sa) = (2f(0) = 1) f(sa) =

por lo que para cualquier nimero x € R se cumple que

(7"7” + r_””) .

N =

flaz) =
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Ahora en la ecuacién anterior sustituyamos x por —
o

haciendo 7= = A tenemos que la solucién de (1.35) es

fle) =5 (474 477),

x . ./ .
pero A* = elogA” = grlog 4 v i hacemos log A = a en la ecuacién anterior vemos
que
eaaj + e*am
flz) = —s = coshaz (1.47)

es solucién de (1.35). En la figura (1.7) vemos la gréifica de cosh ax para algunos
valores de a.

Con esto tenemos que las soluciones para la ecuacién de D’Alembert son

Fa) = { coshaz si f(a)>1

cosar si f(a) <1
La funcién constante f(z) = 1 estd incluida en las soluciones anteriores en el caso en

que f(x) = cosaz con a = 0. ]

1.4.3. Las ecuaciones de Pexider

La ecuacién de Pexider es la siguiente

flx+y) = g(x) + hly), (1.48)

la cual es una generalizacién de la ecuacién aditiva de Cauchy.

Aqui se pide resolver (1.48) para f, g, h : R — R. En el caso de buscar funciones continuas
veremos que no es dificil encontrar tales soluciones. Hagamos y = 0, entonces de (1.48)
obtenemos

f(z) = g(x) + h(0).
Si ahora hacemos x = 0

f(y) = 9(0) + h(y).
Si g(0) = a y h(0) = b entonces tendremos lo siguiente

glz)=f(z)—b vy  hy)=[fly) —a

Y entonces la ecuacién de Pexider se transforma en la siguiente ecuacién

flz+y)=f@)+ fly) —a—b. (1.49)
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Definamos ahora la siguiente funcién

fo(z) = f(z) —a—0 (1.50)
entonces
folx+y) = flea+y)—a—1b,
= f(z) + f(y) — 2a — 2b,
= fo(z) + fo(y)

Por lo que fy cumple la ecuacién aditiva de Cauchy, luego

folz) = cx

para algin ¢ € R y obtenemos que las soluciones de la ecuaciéon de Pexider son las
siguientes

f(x) = ecx+a+b,
g(z) = cx+a,
h(z) = cx +b.

Ademas de ésta, tenemos otras tres ecuaciones de Pexider, las cuales son las generaliza-
ciones de (1.20), (1.21) y (1.22) y son

fzy) = g(x) + h(y), (1.51)
f(x+y) = g(x)h(y), (1.52)
f(zy) = g(x)h(y). (1.53)

La solucién a la ecuacién (1.51) es

f(z) = alz)+a+0d,
9(2) = az) +a,
h(z) = a(x) + b,

mientras que la solucién a (1.52) y (1.53) son

f(z) = abB(z),
g9(x) = aB(z),
h(z) = bB(x),

en donde las funciones «(x) es la solucién de (1.20) y S es la solucién de (1.21) y (1.22)
para resolver (1.52) y (1.53) respectivamente. Hay que tener en cuenta que se piden las
soluciones continuas.






Capitulo 2

Primeras recomendaciones

En este capitulo veremos las sugerencias basicas para resolver ecuaciones funcionales,
estas sugerencias son las primeras que podemos utilizar para resolver la ecuacién funcio-
nal que se nos plantea. En algunos casos se pueden aplicar varias de estas sugerencias
para convertir la ecuacién en otra cuya solucion serd mas facil de encontrar.

2.1. Sustituir por valores las variables

Uno de los primeros pasos que se pueden seguir es ver si pueden determinarse algunos
valores especificos de la funcién, por ejemplo f(0), f(1), etc. En varios casos se encuen-
tran haciendo la sustitucién directa. Pero tal vez se necesite hacer algiin intercambio de
variables. Por ejemplo si hay algo de la forma f(z + y) es natural hacer y = —z, para
llegar a f(0). Veamos varios ejemplos de cémo se utiliza esta sugerencia.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : R — R tales que

fly+z)— fly— ) = dyx. (2.1)

Solucion. Haciendo y = z tenemos que f(2y) — f(0) = 4y? y tomando f(0) = ¢ obte-
nemos que f(2y) = 4y? + ¢, ahora, si hacemos 2y = x tenemos que la solucién de la
ecuacién funcional es de la forma f(z) = 22 + ¢. Desde luego, las funciones de este tipo
satisfacen (2.1). O

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : RT — RT que satisfacen

flay) = f (;) .

Solucion. En este caso haciendo x = y tenemos que f(2?) = f(1), esto tiene sentido ya
que la funcién esta definida en los reales positivos.

37
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Por otro lado, haciendo y = 2 obtenemos que f(y) = f(1) para todo y € RT por lo que
las funciones que resuelven la ecuacién funcional son las constantes. (|

En los ejemplos anteriores hicimos la sustituciéon = = y, lo que nos llevé directamente
a las soluciones de las ecuaciones propuestas. Mostramos enseguida otros ejemplos en
donde sustituiremos las variables por valores numéricos concretos.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : R — R tales que

fl+y)+ flx—y) = fx)+ 6xy® + 2°.

Solucion. Haciendo y = 0 obtenemos 2f(x) = f(x) + 23 por lo que f(z) = 2% es la
funcién que buscamos, lo cual se comprueba facilmente. O

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : Q — R que cumplen con las siguientes dos
condiciones

flay) ==f(y) +yf(@) v flet+y)=f")+F7).
Solucidn. Si en la primera ecuacién hacemos z = y = 0 obtenemos f(0) = 0 y tomando
x =y =1 tenemos f(1) = 2f(1), es decir, f(1) = 0.

Por otro lado, haciendo # = 0 en la segunda ecuacién llegamos a f(y) = f(y?) y
si y = 0 obtenemos f(x) = f(2?) por lo que la segunda ecuacién se convierte en
fx+y) = f(z)+ f(y) y sabemos, por la ecuacién de Cauchy, que la funcién deberd ser
f(z) = f(1)x para todo x € Q. Ademds, como f(1) = 0 la unica solucién es f(z) = 0. O

2.2. Induccion matematica

Debemos tener siempre presente que el principio de induccién matemaética nos puede
ayudar. No hay que olvidar tener la base de induccién, por ejemplo saber quien es f(1)
o f(j) y después tener una conjetura o buenos indicios de algo por proponer, que bien
puede ser una relacién que permita pasar de n a n 4+ 1. Si el caso lo requiere, buscar
cosas del estilo f(1) y después de la forma f(r) con r € Q, lo cual serd adecuado con
ecuaciones cuyas variables sean racionales.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : N — N que satisfacen las condiciones
(1) f(2) =2,
(#) f(mn) = f(m)f(n) para todo m,n € N,
(#7i) f(m) < f(n) para m < n.

Solucion. Si m = n = 1 entonces f(1-1) = f(1)f(1), luego f(1) = [f(1)]? vy entonces
f(1) =1, ya que f(1) =0 no es valido.

Por (i) y (4) se tiene que 2 = f(2) < f(3) < f(4) = f(2)f(2) = 4, por lo que f(3) = 3.
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Veamos por induccién que f(n) = n. Ya tenemos la base de induccién f(1) = 1y
f(2) = 2. Supongamos vélido que f(n) = n, entonces por (ii) se tiene que f(2n) =

f(2)f(n) =2f(n) = 2n.

Ahora, paran <n+1 < ... < 2n se tiene por (ii7) que n = f(n) < f(n+1) < ... <
f(2n) < 2n,lo que obliga a que f(n+1) =n+1, f(n+2) =n+2,... f(2n—1) =2n—1.
Por lo tanto f(n) =n para todo n € N. O

Ejemplo. Demuestre que no existen funciones f : N — N que cumplan

f(f(n))=n+1. (2.2)

Solucion. Supongamos que existe una funcién que cumple la ecuacién anterior. Aplican-
do f a ambos lados de la ecuacién obtenemos que f(n + 1) = f(f(f(n))) = f(n) + 1.
Veamos por induccién que f(n+1) = f(1) + n.

El caso n = 1 es obvio, pues tenemos f(n + 1) = f(n) + 1 y al sustituir n = 1 tenemos
que f(141) = f(1) + 1. Supongamos que es cierto para n — 1 y demostremos para n.
Como es cierto para n — 1 se cumple lo siguiente

fn+ ) =fm)+1=f((n-1D+)+1=(f(1)+n—-1)4+1= f(1)+n,

por lo que f(n+1) = f(1) + n para todo n € N. Teniendo esto en cuenta y la ecuacién
(2.2) llegamos a que

n+l=f(f(n)=fn)=1+f1)=n—-1+f(1)=1+f(1)=n—-2+2f(1),

luego f(1) = %, lo cual es una contradiccion, pues la imagen de f son ntimeros naturales.
Por lo tanto no existe tal f que cumpla (2.2). O

2.3. Propiedades basicas de las funciones

Indagar si la funcién es inyectiva, suprayectiva, biyectiva, par, impar o con algin tipo
de simetria ayuda a reducir casos, ademés de que nos permite concentrar la atencion
solamente en el dominio en el que es valida la solucién de la ecuacién.

Ejemplo. (IMO 1988, lista corta). Sea f : N — N una funcién que cumple
f(fm)+ f(n))=m+n,  mneN.
Encuentre todos los valores posibles para f(1988).

Solucidn. Primero notemos que f es inyectiva, ya que si f(m) = f(n), entonces f(m) +

f(n) = f(n)+ f(n) de lo cual se sigue que m+n = f(f(m)+ f(n)) = f(f(n)+ f(n))
n + n, por lo que m = n.
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Para [ < n, se tiene que

f(fm+D+f(n=0)=m+l+n—-1l=m+n= f(f(m)+ f(n)). (2.3)

Ahora por induccién veamos que f(n) = n. Primero para n = 1 veamos que efectiva-
mente f(1) = 1. Si b= f(1), entonces se cumplen las siguientes dos igualdades

fO) =M +r1)=2 v fb+2)=f(f(1)+f(2b) =1+2b.

Luego b = 2 no es posible, pues por un lado tendriamos que f(2-2) = 2 y por otro
f2+2)=142-2=5.

También b > 2 no es posible, pues utilizando que f(2b) = 2, f(1) = by (2.3) tenemos
que

f@2+0) = f(F(2b) + f(1))

e
= f(Ff2b—(0-2))+ f(1+(0-2))
e
= [

(b+2)+ f(b—-1))
1+2b+ f(b—1)),

por la inyectividad de f tenemos que 2+b=1+2b+ f(b—1), luego f(b—1)=1-b< 0
lo cual no es posible. Por tanto b = f(1) = 1.

Supongamos ahora que f(n) = n, entonces de la ecuacién original y de la hipétesis de
induccién tenemos

n+1=f(f(n)+ f(1)) = f(n+1).
Por lo que el tinico valor para f(1988) es 1988. O

En el siguiente ejemplo la inyectividad juega un papel muy importante, en el enunciado
no se pide que la funcién sea inyectiva, pero se demuestra facilmente.

Ejemplo. Encuentre las funciones f : RT — RT que satisfacen la condicién

f@f(y) + fyf(z)) = 2zy

para cualesquiera z, y € RT.

Solucion. Tomando = = y, resulta que

f(xf(z)) =

En particular f(f(1)) = 1. Haciendo = f(1) en la ecuacién anterior obtenemos que

FO)? = FFMF(FQ) = £(fF(1) =1

por lo que f(1) = 1. Al hacer y = 1 en la ecuacién original, tenemos

f@) + f(f(2)) =2z
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Esta igualdad nos sirve para mostrar que f es inyectiva ya que
fl@)=fly) =2z=fx)+ [(f(@) =fly) + F(fy) =2y = 2z =y.
Si z > 0, tomando . = zf(z), y y = % en la ecuacién funcional tenemos que
1 1 _o 1
r(a01 (2)) +1 (2reren) =2
luego, usando que f(zf(z)) = 22, llegamos a
r(ere (2)) = 10
pero como f es inyectiva se tiene que
07 (1) =1
Si ahora tomamos x = z, y = % en la ecuacién funcional
f (zf (1)) ‘f <1f(z)> 9
z z
pero
1y _ 1 z f (Z)) _
167 = () () -
Como f(z)f (i) =1, también tenemos que
z f2)\ _ 2\ _ (@) _
() o () = = () - (5) o
y de nuevo la inyectividad de f nos garantiza que f(z) = z. O

Ejemplo (IMO 2002, lista corta.) Encuentre todas las funciones f : R — R tales que

f(fx)+y) =22+ f(fly) —x) z,y € R.

Solucién. Primero veamos que f es suprayectiva, si tomamos y = — f(z) tenemos que

f(f(x) = f(2)) = 22 + [(f(=f(2)) — ), es decir f(f(=[(z)) — ) = f(0) — 2z. Como

el lado derecho de esta iltima ecuacién es una funcién suprayectiva entonces f también

lo deberd ser.

Entonces existe un xg tal que f(zp) = 0. Haciendo z = ¢ en la ecuacién original

obtenemos que

fy) =2x0 + f(f(y) — x0),
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por lo que si hacemos z = f(y) — xo se tiene que

f(z) =2z —xo.

Por lo que las funciones que satisfacen la ecuacién deben ser de la forma f(z) =z + ¢
para alguna constante c. ]

A continuacién mostramos un ejemplo en el que la funcién es biyectiva, lo que ayudard a
encontrar la solucién.

Ejemplo. (IMO, 1990). Encuentre una funcién f : Q*— QT que satisfaga la ecuacién

_ 1@
Hefy) ===

para todo x,y € QT.
Solucion. Siz =1, f(f(y)) = %7 luego f es biyeccién, veamos por qué. Si f(y1) = f(y2)

entonces
Fo) = fGw) = WSO

Y Y2
por lo que f es inyectiva.

Ahora que f es suprayectiva. Sea ™ € Qt, si f(z) = It entonces

e =7(2) = Wop®@) o .- J0L

x n

Por lo tanto f es suprayectiva.

Con y = 1 y usando la inyectividad tenemos que f(1) = 1 y entonces f(f(y)) = =.

Y
Aplicando f a ambos lados obtenemos ﬁ =f (%), pues f(f(f(y))) = ﬁ
Par € QF, tomemos z tal que f(z) = y, luego f(zy) = flzf(z)) = f(zx) =

a x,y
f@)f(f(2) = f(@)f(y).

Asi una funcién que cumpla la ecuacion funcional debera satisfacer las dos ecuaciones

1
FF@) =2 v fay) = f@)f).
Una solucién particular se puede definir asi: sean pq, po,... los primos ordenados y en
ellos se define la funciéon como sigue:

| pi+1 siiesimpar
flpi) = si ¢ es par

Pi—1
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y para una racional r = pi''..p,*, se define la funcién asi

flr)y = f(p)™ - f(pe)"™,

donde ny € Z. O

2.4. Continuidad, monotonia

Investigar si la funcién incégnita es monodtona o continua es muy 1util pues el problema
se podria reducir a resolverlo en los racionales o en algin subconjunto denso, tal como
sucedia en las ecuaciones del tipo de Cauchy.

Ejemplo. (Nérdica, 1998). Encuentre todas las funciones continuas f : R — R, que sa-
tisfagan la condicién,

flx+y)+ flxr—y)=2f(x) +2f(y), paratodo z,y € R.

Solucion. Al tomar z = y = 0, se tiene que f(0) = 0. Si z = y entonces f(2z) = 4f(z)
por lo que al hacer z = 1 obtenemos f(2) = 4f(1) y por induccién

f(n) =n?f(1)

para todo entero positivo n. Con =z = 0, se tiene que f(y) + f(—y) = 2f(y), luego
f(y) = f(=y) v f es par, por lo tanto f(n) = n?f(1) para todo entero n.

Si tomamos r = % entonces

p p
20 =10 =1 () =1 (2),
q q
por lo que f(%) = (%)2]‘(1), luego f(r) = cr? para todo 7 € Q con ¢ = f(1). Como Q es
denso en R, por el teorema 1.7 tenemos que f(z) = ca? para todo x € R. ]

En el ejemplo que a continuacién se muestra la continuidad de la funcién juega un papel
muy importante.

Ejemplo. Sea f una funcién continua definida en el intervalo [0,1], tal que para cada
x € (0,1) existe una h > 0 que satisface 0 <z —h<z+h<ly

oy = @=L )

Muestre que f(z) = cx + d para algunos ¢,d € R.
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Solucion. Hay que tener en cuenta que h depende de x. Queremos que f sea de la forma
f(x) = cx + d entonces tenemos que

f(0O)=d vy f(I)=c+d

por lo que nuestra funcién f quedaria de la siguiente forma
flx) =af(1) —=f(0)+ f(0).

Hagamos g(z) = f(z)—xf(1)+xf(0)— £(0). Por un lado g(z) cumple la misma condicién

de f, es decir

gz —h)+g(z+h)
2

y por otro lado vamos a ver que g(x) = 0 para toda x € [0, 1].

g(x) = (2.4)

Por una parte tenemos que
9(0) = f(0) = 0f(1) + 0f(0) = f(0) =0,
9(1) = f(1) = 1f(1) +1f(0) — £(0) = 0.

Ahora sean M y m el méximo y minimo respectivamente de g en [0,1] (g es conti-
nua por la forma en la que la escogimos, luego alcanza su méximo y su minimo) y
sean A ={x €[0,1]; g(z) =M} y B={x €[0,1]; g(x) =m} los cuales son no vacios,
ademds como ¢ es continua entonces A y B son cerrados en R y por lo tanto tienen
maximo y minimo.

Sea y = max {A}, si 0 < y < 1 entonces existe h > 0 tal que

_9ly=h) +g(y+h)
2

M = g(y)

2M = g(y —h)+9(y +h)
como M es el méximo entonces M > g(y — h) y también M > g(y + h) por lo que
M =g(y—h)=gly+h)

Lo cual es una contradiccién, pues y < y + h y habiamos supuesto que y era el méxi-
mo tal que g(y) = M. Por lo tanto tenemos que y = 0 o bien y = 1 y entonces
M = ¢g(0) = g(1) = 0. Luego g(x) < 0 para todo z € [0,1].

Andlogamente, sea z = min {B}. Si 0 < z < 1 entonces existe h tal que

9(z=h)+g9(z+h)
2

m=g(z) =

2m = g(z — h) 4+ g(z + h).



CAPITULO 2. PRIMERAS RECOMENDACIONES 45

El argumento es igual al anterior, de la ecuacién anterior llegamos a que m < g(z — h)
y m < g(z + h) por lo que
m=g(z—h)=g(z+h)

Lo cual es una contradiccién, pues z — h < z y z era el minimo tal que g(z) = m. Por lo
tanto z =06 z=1y m = g(0) = g(1) = 0, luego g(x) > 0 para todo = € [0, 1].

Combinando las dos desigualdades anteriores concluimos que
g(x) = 0.
Ahora sustituyendo la ecuacién anterior en (2.4) llegamos a
f(z) = 2 (1) - 2£(0) + £(0).
Por lo tanto la solucién de nuestra ecuacién funcional es de la forma
fl@)=cx+d

donde ¢ = f(1)— f(0) y d = f(0). Es claro que tal funcién satisface la ecuacién funcional.
U

En los dos ejemplos anteriores utilizamos la continuidad de las funciones para llegar a
la solucién, en el que mostramos a continuacién se utiliza la monotonia.

Ejemplo Encuentre todas las funciones estrictamente mondtonas f : R — R tales que

fla+fy) = fx) +v.

Solucidn. Haciendo z = y = 0 tenemos que f(f(0)) = f(0). Como f es estrictamente
mondtona tenemos que es inyectiva, por lo que f(0) = 0.

Tomando ahora z = 0 llegamos a que f(f(y)) = y para todo y € R. haciendo ahora
a = f(y) de lo anterior tenemos que f(f(y)) =y = f(a), luego

fle+y) = fle+fa) = f(@) +a= flx)+ fy)

por lo que f satisface la ecuacién aditiva de Cauchy, ademéds con la condicién f(f(y)) =y
tenemos que las unicas soluciones son f(x) = z 'y f(x) = —z, las cuales verifican la ecua-
cién funcional. g

2.5. Simetria en las variables

Si la ecuacién involucra dos o mds variables, por ejemplo z,y, sustituir a la y por x (y
viceversa) es una buena opcién para llegar a una ecuacién funcional més sencilla.
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Ejemplo. (Irlanda, 1995). Encuentre todas las funciones f : R — R que satisfagan la
condicién

zf(@) —yfly) = (z —y)f(z+y).
Solucion. Tomando y = —x en la ecuacién tenemos z f(x) +z f(—x) = 2z f(0), para toda
x. Luego f(x) 4+ f(—z) = 2f(0) si  # 0. Tomando z + y en lugar de x y « en lugar de
y en la ecuacion funcional obtenemos

(x+y)f(x+y) —xf(x) =yfx+y).

Tomando 2z + y, —z, en lugar de z e y respectivamente se obtiene

2z +y)f2z +y) +2f(—2) = Bz +y)f(z +y).

Por lo que las dos tltimas ecuaciones se reescriben como
z(fle+y)—f@) =y (fRz+y) - flz+y)),
2z +y)(f(2z+y) - fl@+y)) =2(f(z +y) - f(—2)).

Tomando en cuenta las dos ecuaciones anteriores tenemos que se cumple la siguiente
igualdad 2z +y)z(f(z+y)— f(x)) = yx(f(z+y) — f(—z)), de la cual, tomando x # 0,
se deriva que

2ef(z+y) = 2z+y)f(z) —yf(-z),
= 2z +y)f(z) —y(2f(0) — f(=)),

= (224 2y)f(z) — 2y f(0).

Por lo que z(f(z + y) — f(0)) = (z + y)(f(x) — f(0)). Ahora si z = 1 se cum-
ple que f(1+y) — f(0) = (1 +v)(f(1) — f(0)). Al hacer = = 1 + y, tenemos que
f(z) = f(0) + 2(f(1) — f(0)). Luego las funciones son las de la forma f(z) = mz + b,
con m y b constantes. Desde luego éstas cumplen la ecuacién funcional. O

Ejemplo. Encuentre todas las funciones continuas f : R — R que satisfacen la ecuacién
fle+y)+ fle—y) =2f(x).

Solucion. Haciendo x = y tenemos que f(2z) = 2f(z) — f(0). Entonces, de la ecuacién
original se obtiene que f(z +y) + f(z —y) = f(2z) + f(0), restando 2f(0) en ambos
lados llegamos a

fl@+y) = f0) + fz —y) = f(0) = f(2z) — f(0).

Luego f(x)— f(0) es aditiva, pues al tomar u = x +y, v = ¢ — y en la ecuacién anterior
tenemos que

f(u) = £(0) + f(v) = f(0) = f(u+v) = f(0).
Como f(z) — f(0) es continua se tiene que f(z) = f(0) + az para todo z € R. O
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2.6. Siga sus instintos

Si ya se tiene una sospecha de que una cierta funcién resuelve la ecuacién y se intuye
que es Unica, se puede proponer que en algin valor la funcién es mayor (o menor) que
la funcién que se sospecha para llegar a una contradiccién.

Ejemplo. Encuentre las funciones continuas f : [0,1] — [0,1] que satisfacen f(0) = 0,
f1)=1y f*(x) = x para todo = € (0,1) con n € N fijo.

Solucién. Veamos que f(z) = x. Notemos primero que f es inyectiva, si f(z) = f(y)
entonces

z=f"(x) = f"(y) = v,
por lo que x = y y entonces f es inyectiva. Ahora veamos que f es creciente. Supongamos
que existen 1 y x2 tales que x1 < xz2 y f(x1) > f(z2), como f es continua en [0, z1]
entonces por el teorema del valor intermedio existe una ¢ € [0, 1] tal que f(c) = f(x2),
lo cual es una contradiccion, pues [ es inyectiva.

Ahora supongamos que x < f(x) entonces

f@) <f(f(@)... < f"(z) ==z,

lo cual es una contradiccién. Andlogamente si suponemos que x > f(z) llegamos a otra
contradiccién por lo que f(x) = z es la tnica funcién que satisface las condiciones dadas.
O

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : R — R tales que

flx—y)=flx+y)fly), con z,y € R.

Solucidn. Es claro que f(x) =0y f(z) = 1 son soluciones, veamos que son las tinicas.

Tomando x = y = 0 en la ecuacién funcional tenemos que f(0) = [f(0)]?, luego f(0) =0
o bien f(0) = 1, analicemos los dos posibles casos.

= f(0) = 0. Haciendo en la ecuacién funcional y = 0 tenemos lo siguiente que
f(x) = f(x)f(0) =0, luego f(z) = 0 para todo x € R.

= f(0) = 1. Primero veamos que f(z) # 0 para toda z € R. Haciendo z = y en la
ecuacién obtenemos 1 = f(0) = f(2z)f(x), luego f(z) # 0 para toda = € R.

Sustituyendo = e y por 2u y wu respectivamente obtenemos f(u) = f(3u)f(u),
como f(u) # 0 entonces f(3u) = 1 y finalmente haciendo 3u = x obtenemos que
f(z) =1 para todo = € R.

por lo tanto, las unicas dos soluciones son f(z) =0y f(z) = 1. 0
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2.7. Comprobar siempre

Siempre hay que comprobar que la funcién propuesta como solucién a la ecuacién funcio-
nal, realmente la resuelve. No incluir este pequeno detalle, serd un problema incompleto,
ademds ayuda a descubrir si hemos cometido algtin error. Como ejemplo resolvamos la
siguiente ecuacién funcional.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : R — R que cumplen
2f(z +y) = flx +2y) + 2.

Solucion. Si hacemos y = 0 tenemos que 2f(x) = f(x) + 23, por lo que f(z) = 23 y
entonces podriamos decir que ya terminamos. {Pero realmente f(z) = 23 resuelve la
ecuacién funcional para todo x € R?

Si hacemos ahora = 0 en la ecuacién funcional obtenemos que 2f(y) = f(2y) y enton-
ces 2y = 8y, pero esta ultima igualdad sélo se cumple para y = 0 y por lo tanto no
existe tal funciéon f que resuelva la ecuacién funcional. O

En los ejemplos que se han presentado y en los posteriores no se comprueba que las
soluciones encontradas resuelvan las ecuaciones en cuestién, sin embargo, es rutina ver
que efectivamente tales funciones satisfacen los problemas enunciados.

2.8. Ecuaciones conocidas

Hay que tener presente siempre una lista de las ecuaciones funcionales que satisfacen las
funciones bésicas (las lineales, las trigonométricas, logaritmicas, exponenciales, poten-
cias, etc.) A continuacién mostramos una pequena lista de ecuaciones funcionales con
su funcién solucién. Algunas de estas soluciones ya se demostraron y algunas otras las
veremos mas adelante.

Ecuacién funcional Solucién
flz+y)=f(x)+ f(y) f(z)=azx
flx+y) = f(x) fly) fz) = e
flzy) = f(z) + fy) f(x) = alogx
flxy) = f(z) - fy) f(x) =a°
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j(252) - LS P
fla+y) = 1f Ex}a)];((yy)) f(z) = tan az
faty) =1L (;f()j )(jfzy) ! f(z) = cotaz
o808 o

fle+y)+ fla—y)=2(f(x) + fv) | f(z) = ax?

fle+y)+ flz —y) =2f(x) f@)=cx+a
f(x) = coshax
fle+y)+ flz—y) =2f(2)f(y) () = cos b
f(z) = ax
faty)fl@—y) =@ +[fW]* | f(z)=asinbz
f(z) = asinhbx
f@+y) = f(x)e f(x) = ae”

flety) =)+ )+ F@)fly) | fla) =e —1

Cuadro 2.1: Algunas ecuaciones funcionales y sus soluciones.

Para finalizar con este capitulo sélo resta decir que siempre se deben tomar en cuenta
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las propiedades que se piden para la funcién solucién de la ecuacién funcional, pues si
cambian las condiciones de la funcién también cambian las soluciones, tal como se ilustra
en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones continuas f : R — R tales que
f(z) = (2).

x 7z
—) , ademas,
n

Solucidn. Para cualquier x € R y para todo n € N tenemos que f(x) = f (2

como f es continua podemos aplicar el limite en la funcién y obtenemos

f@) = tim f () = £ (dm ) = £(0),

n—oo n—oo 21

por lo que f(z) = f(0) para toda x € Ry f es constante. a

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : R — R tales que
f(z) = f(2z), paratodoz € R.

Solucion. En este caso es facil ver que las funciones constantes resuelven la ecuacién fun-
cional, sin embargo, podemos construir mas soluciones de la siguiente manera. Tomemos
cualquier intervalo de la forma [s,2s] con s € Rt y sea f : [s,2s] — R una funcién ar-
bitraria con la condicién f(s) = f(2s). De este modo tenemos f definida en todos los
reales positivos. Ahora si tomamos la grafica de f y la estiramos horizontalmente por
un factor 2" con n € Z entonces obtenemos la gréafica de f en el intervalo [2"s, 2" 1s].

Andlogamente definimos f en los reales negativos en un intervalo [2¢,¢] con t < 0 y con
la condicién que f(2t) = f(t). Asi s6lo falta definir f en z = 0, el cual puede tomar
cualquier valor. O

Cosas mas patoldgicas las veremos en el capitulo 5, al resolver la ecuaciéon de Cauchy
utilizando las bases de Hamel.



Capitulo 3

Otras recomendaciones

En el capitulo anterior vimos las sugerencias bésicas para empezar a resolver ecuaciones
funcionales. En este capitulo veremos mas sugerencias, algunas no son triviales mientras
otras podrian sélo servir para resolver cierto tipo de ecuaciones.

3.1. Cuando ya se conoce una solucién

En algunas ocasiones se puede encontrar facilmente una solucién particular fy y entonces
tenemos la oportunidad de compararla con la solucién general f de la ecuacién funcio-
nal. Una posible comparacién es g(x) = f(x) — fo(z) y ver si g satisface una ecuacién
funcional mas sencilla o incluso que g sea idénticamente cero, en cuyo caso la solucién es
unica. Otra posible comparaciéon se da cuando fp(x) no se anula, en este caso podemos
tomar h(z) = f(x)/fo(x) y de igual manera ver si h satisface una ecuacién funcional tal
vez conocida y si h es idénticamente uno entonces la solucién es tnica.

Ejemplo. Determine todas las funciones continuas f : R — R, con z,y € R que cumplen

flz+y) = f(x) + fy) + 2zy. (3.1)

Solucién. Una solucién de la ecuacién (3.1) es fo(z) = z2. Consideremos la funcién
g(z) = f(z) — 22, tenemos entonces que

gz +y) = fle+y) - (x+y),
= f(z)+ f(y) + 22y — 2* — 2zy — 9,
= f(@)— 2"+ f(y) —v* = g9(x) + 9(v),

luego g debe cumplir la ecuacién de Cauchy cuyas soluciones continuas son g(z) = cx
para todo x € R. Entonces sustituyendo g(x) = cx en g(z) = f(x) — 22 obtenemos que

f(z) = 2% + cz,

las cuales satisfacen la ecuacién funcional. O

o1
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En el ejemplo anterior vimos cémo se resolvia la ecuacién considerando g(x) = f(z) —
fo(z) en el ejemplo que se muestra a continuacién se tomard en cuenta la funcién

_ i)
hz) = 5@y

Ejemplo. Encuentre todas las funciones continuas f : RT™ — RT que satisfacen

fle+y) _ (w‘+y)2.

f(@)f(y) zy
Solucién. Es claro que una solucién es f(x) = z2. Tomando entonces la funcién h(z) =
% y sustituyendo en la ecuacién original obtenemos

(z+y)’hlz+y) _ (z+y)2
w2h(z)y*h(y) ay )

lo que nos lleva a que h(z + y) = h(x)h(y), cuya solucién es h(z) = a” con a € RT,
luego las funciones que resuelven nuestra ecuacién funcional son f(z) = a®z?. O

3.2. Puntos fijos y ceros

Localizar los puntos fijos y en general puntos periddicos puede ser de gran ayuda para
caracterizar funciones. Encontrar los ceros y/o las intersecciones con los ejes o algunas
rectas especiales sirve para tener indicios de como seran las soluciones. Son dos sugeren-
cias utiles, pues algunas veces estos puntos separan el comportamiento de las funciones
que se buscan.

Ejemplo. (IMO, 1983). Encuentre todas las funciones f : Rt — RT que satisfacen,
(7) f(z(f(y))) = yf(x) para cualesquiera nimeros positivos x, y,

(i) IIEI;O f(z) =0.

Solucion. Si x = 1, entonces

f(f(y) =yf(1)

y como f(1) # 0 (pues f: RT — R™) se tiene que f es una biyeccién, en particular es
suprayectiva, luego existe yo tal que f(yo) = 1.

Como

f@f(yo)) =yof(x) si x>0,
al hacer x = 1, se tiene que f(1) = yof(1) por lo que yg = 1, por tanto

F(1) = 1.

Si z = y entonces
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luego = f(z) es un punto fijo de f. Veamos que el tnico punto fijo de f es 1 por lo que

se concluird que f(z) = —.
x

Al sustituir = por %, Yy por a, en la ecuacién original obtenemos

/ (if(a)) —af (i)

y como f es inyectiva tenemos que

f=aes(1)=1

luego si hay un punto fijo a diferente de 1, entonces hay otro punto fijo que es % Como
a # 1 entonces a 0 + es mayor que 1, por lo que podemos suponer que a es un punto
fijo mayor que 1. Pero f(a) = a implica por induccién que

f(a") =a”,
€omo
a® — oo si n—oo. = fl@™) =a" — oo,
1
lo que contradice que lim f(x) = 0. Desde luego la funcién f(z) = — satisface las con-
T—00 €T

diciones del problema. O

Ejemplo. Sea f(z) = ax® + bx + ¢ y supongamos que f(x) = x no tiene raices reales.
Muestre que la ecuacion
f(f(2)) ==,

no tiene soluciones reales.

Solucidn. La solucién es bastante facil, como f(z) =  no tiene raices reales, es decir, no
existe € R tal que f(z) —2 = 0 entonces se cumple que f(x) > x o bien f(z) < x para
todo x € R pues f(z) — = es continua y si fuera positiva en un punto a y negativa en
b entonces, por el teorema del valor intermedio, existiria un ¢ entre a y b tal que f(c) = 0.

Si f(xz) > x entonces f(f(x)) > f(x) por lo que f(f(x)) > x para todo = real y
f(f(x)) = x no tiene soluciones reales.

Andalogamente, si f(x) < x entonces f(f(z)) < f(x) por lo que f(f(x)) < z para todo
x € Ry por lo tanto f(f(x)) =z tampoco tiene solucién en los reales. O

3.3. Otras sustituciones

Ademaés de la sustitucién por valores especificos, se pueden intentar otras sustituciones
mas generales, por ejemplo %, x4+ 1, x+y, z —y. Por ejemplo, para encontrar las fun-
ciones que cumplan, f(z) 4+ f(72=) = =, sustituir # por 12— es un buen primer intento,
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sucede a veces como en este ejemplo, que hay que seguir haciendo sustituciones como
aqui el valor 1_1 — = ’T_l es también un candidato para sustituir. Asi que si se ve la

necesidad de seguir haciendo sustituciones, hay que realizarlas.

1—=x

Ejemplo. Sea f definida en los reales excepto para x = 0 y © = 1 y que satisface la
ecuacion funcional

f(a:)+f($;1)=1+x. (3.2)

Encuentre todas las f que satisfacen estas condiciones.

Solucion. Si hacemos

alz) = x;l = o?(x) = po y A(r) =x

sustituyendo x por a(z) en (3.2) llegamos a lo siguiente
z—1 -1 2z -1
= 3.3
r(5) () - 3.)
y ahora z por o?(z) igual en (3.2)

f(_1)+f(x)=x_2 (3.4

x—1 x—1

Ahora si sumamos (3.2) y (3.4) y restamos (3.3) llegamos a lo siguiente

3 —z2 -1

flz) = m7

la cual es la solucién de nuestra ecuacién funcional. O

Ejemplo. (OIM, 1986). Encuentre todas las f(z) tales que

s (150) = ot

para todo x distinto de 0, 1, —1.

T
Solucidn. Al sustituir x por
1+

()] -

2
Como [f(z)]* {f (1*—%)} = (64x)*, tenemos de las dos tltimas igualdades que

en la ecuacién original, obtenemos

A — (64)° _ 64a*(1 + )
[f ()] ol (%) -2
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por lo que
22(1+4x)
=47 —.
Se verifica de manera usual que tal f(z) satisface la ecuacién. O

3.4. Periodicidad

Si se logra ver que la funcién debe cumplir una relacién de la forma f(z + a) = f(z)
para alguna a fija, es decir ver que la funcién es periddica, entonces tendremos alguna
reduccion del problema. Por lo que se deberd tener en cuenta las funciones periddicas
bésicas como seno, coseno, tangente.

Ejemplo. (Bielorusia, 2005).

(¢) Una funcién f : N — N satisface f(n) = f(n + f(n)) para toda n € N. Muestre
que si la imagen de f es finita entonces f es periddica.

(¢¢) Dar un ejemplo de una funcién no periédica f : N — N que cumpla f(n) =
f(n+ f(n)) para toda n € N.

Solucion. (i) Como f(n) = f(n+ f(n)) entonces se cumple que

fin+f(n)+ f(n)) = f((n+ f(n) + f(n+f(n)))
= fn+ f(n)) = f(n).

Por tanto, f(n) = f(n + 2f(n)) y por induccién se puede verificar facilmente que
f(n) = f(n+kf(n)) para todo k € N.

Sea A = f(N) = {a1,...,a;} la imagen de f. Sea T =a; - az---as—1 - a;. Veamos que f
es periddica con periodo T'.

Como f(n) = f(n+kf(n)) para todo k € N, se tiene que f(n+T) = f(n+T+If(n+T))
para todo [. Luego, si a = f(n), b = f(n+T) € A entonces k = 2L |
n+kf(n)=n+T+I1f(n+T), por tanto,

fn)=fn+kfn)=fin+T+1f(n+T))=f(n+T).
Por lo que f es periédica con periodo T

(i4) Para n = 28m con k € Ny y m impar definimos f(n) = 2~+1.

Notemos que f(n + f(n)) = f(2Fm + 28+1) = f(2%(m + 2)) = 2¥+1 = f(n), por lo que
cumple con la propiedad requerida y no es periddica. O
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Ejemplo. Muestre que la funcién f : R — R es periédica si para alguna a € R y para
toda = € R se cumple

1+ f(x)
fera)=1"ra)
Solucidn. De la ecuacién obtenemos f(x) = % y sustituyendo en la original
obtenemos
1 + 1"1‘]“(3”_‘1)
—f(z—a
flata) = ey
=0
2 —1

T 2f-a) fa-a)

y entonces se cumple que f(x 4 2a) = ﬁ;) Tomando en cuenta lo anterior calculemos

flz +4a).

flx+4a) = f((x+ 2a) + 2a)

B -1

~ f(z+2a)
-1

- =L
f(=@)

= f(=).

Por lo tanto f es periddica con periodo 4a. O

3.5. Transformar la ecuacion

Algunas veces aplicando una funcién conocida a ambos lados de la ecuacién funcio-
nal se puede llegar a otra ecuacién cuya soluciéon sea mas facil encontrar. Por ejemplo
la ecuacién del tipo de Cauchy, f(x + y) = f(z)f(y) se simplifica al transformarla a
logf(x +y) = logf(x) + log f(y)-

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : Rt — RT tales que
fla+1) = [f(a)]?
Solucion. Si a > 0 podemos aplicar log, en ambos lados y obtener
log, f(z +1) = 2log, f(x)

por lo que si g(z) = log, f(x) tenemos la nueva ecuacién g(x + 1) = 2¢g(z) que es una
ecuacién en diferencias! cuya solucién es 2°W¥(x), con ¥(x) una funcién periédica de
periodo 1. Entonces tenemos que

f(:t) — a2I\I/(w)7

!Para més detalles acerca de ecuaciones en diferencias se pueden consultar [7], [9], [11].
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se comprueba facilmente que la ecuacion anterior satisface la ecuacién funcional. O

Las ecuaciones en diferencias las veremos mas adelante en el capitulo 6. Veamos otro
ejemplo en donde es necesario transformar la ecuacién para llegar a la solucién.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : R — R continuas que satisfacen

(@) = flx+y) - flx—y).

Solucidn. Aplicando logaritmo a ambos lados de la ecuacién tenemos lo siguiente: 2 log f(x) =
log f(z +y) + log f(x — y). Haciendo g(z) = log f(z) la ecuacién se transforma en

2g(x) = g(z +y) + g(z —y),

la cual ya se resolvié en la seccion 2.5 en el segundo ejemplo, pero veamos otra manera
de encontrar la soluciéon. Hagamos u = x +y y v = z — y, sustituyendo esto tenemos que

29 (M5Y) = ot +a) = oY) = Lo

ésta es la ecuacion de Jensen, cuya solucién es g(z) = ax + g(0) con a € R, por lo que
log f(z) = log ax + log f(0). Luego la solucién a la ecuacién funcional es

O

Aunque en los dos ejemplos anteriores se utilizaron propiedades de los logaritmos para
encontrar las soluciones se pueden utilizar algunas otras funciones, tales como las trigo-
nomeétricas, un ejemplo utilizando propiedades de la funcién tangente lo veremos en la
siguiente recomendacion.

3.6. Recordar las ecuaciones de Cauchy

Siempre se deben tener en cuenta las ecuaciones del tipo Cauchy. Si se sospecha que
alguna ecuacion funcional puede reducirse a una de éstas, hay que intentar hacerlo. Des-
pués de ver varios ejemplos y problemas se podra decidir cuando esto podria funcionar.

Ejemplo. (IMO 1977 lista larga) Determine todas las funciones reales f(z) continuas
definidas en el intervalo (—1,1) y que satisfacen la ecuacién funcional

_ f@)+ ) _
f(fU‘H/)—W (z+y),zye(-11). (3.5)
Solucion. Haciendo x = y = 0 obtenemos lo siguiente
ro) = O

1= [f(0)
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lo cual tiene sentido si f(0) # 41 y entonces tenemos que [f(0)]> — £(0) = 0 por lo que
una solucién posible es f(0) = 0.

Hagamos ahora g(x) = arctan f(x) por lo que tan g(x) = f(z) la cual estd bien definida,
pues z € (—1,1). Sustituyendo lo anterior en (3.5) obtenemos que

tan g(x) + tan g(y)
1 —tan g(z) tan g(y)

tan g(z +y) = = tan (g(z) + g(v)).

La ultima igualdad la obtenemos de la férmula para la tangente de la suma de dos
angulos. Ahora, aplicando la funcién inversa de la tangente a ambos lados de la ecuacién
obtenemos que

g(x+y)=g(x) +g(y) + k(z,y)m (3.6)

en donde k(x,y) es una funcién que sélo toma valores enteros. Por otro lado como
f(0) = 0 tenemos que g(0) = 0 y entonces k(0,0) = 0, pero como k es una funcién
continua entonces k(z,y) = 0 para toda x,y € R y obtenemos la ecuacién

g(z +y) = g(x) +g(y)

que es la ecuacién de Cauchy cuya solucién continua es g(x) = ax. Luego la solucién de
la ecuacién (3.5) es la funcién
f(z) = tanax.

O

A continuacién mostramos un ejemplo parecido al anterior, en el cual también se trans-
forma la ecuacién para llegar a una ecuacion funcional de Cauchy.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : R — R continuas tales que

Tty
1—2ay

f(x)+f(y):f< ) con zy £ 1.

., tanu 4 tanwv
Solucion. Como ——— X — = tan (u + v), podemos tomar & = tanwu e y = tanv con
1 —tanutanv

xy # 1, lo cual se cumple si y sélo si tanutanv # 1, es decir, u —v # 5.

La ecuacién se transforma en
ftanu) + f(tanv) = f(tan (u + v)),

luego f o tan es aditiva y continua, por lo que f otanu = cu lo cual implica que
f(z) = carctan x. O

Ejemplo. Encuentre todas las funciones continuas f : R — R que satisfacen

flx+y) = f@)+ fly) + f(@) f(y)-
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Solucién. La funcién f(x) = —1 es solucién de la ecuacién funcional. Hagamos g(x) =
f(x) + 1 y sustituyendo obtenemos

gz +y) =1 = g(z) =1 +g(y) —1+[9(z) —1][g(y) — 1],
= g(x) —1+g(y) — 1+ [g(x)g(y) — g(z) —g(y) + 1],
= g(x)g(y) — 1.
por lo que g(x) cumple la ecuacién de Cauchy g(z +y) = g(x)g(y) y entonces g(x) = a”
cona€R"y f(z)=a®—1. O

3.7. Recurrencia e iteracién

Usando relaciones recurrentes o relaciones entre valores consecutivos, digamos entre f(n),
fn+1), f(n+2) 6 relaciones entre las iteradas f(n), f(f(n)), f(f(f(n))) se puede re-
ducir el problema o dar indicios de que funcién resuelve la ecuacién. El caso en el que
aparezcan f(n), f(n+1), f(n+ 2), etcétera, se podra resolver utilizando ecuaciones en
diferencias. Sin embargo hay situaciones en donde se puede hacer uso de las ecuaciones
en diferencias para resolver algunas ecuaciones, tal como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Muestre que existe una tinica funcién f : Rt — RT tal que

f(f(@)) = 62 — f(x). (3.7)

Solucion. Haciendo x,, = f(x,-1) con n > 1y g fijo real positivo y sustituyendo en
(3.7) obtenemos

Tnt2 + Tpy1 — 62, =0
cuyo polinomio caracteristico (véase el capitulo 6) es r2+7—6 y sus raices caracteristicas
sonr =2y r=—3, por lo que

T, = C12" + CQ<—3)n
en donde C; y Cy satisfacen que g = C1 + Cy v 1 = 2C7 — 3C5, es decir, Cy y Cs

dependen de los valores iniciales xg y ;. Ahora, como f : RT — RT entonces se tiene
que f*: Rt — R y dividiendo por 3" obtenemos

fng(fo) _ (g)ncl +(=1)"Cs

ast (2)" C1+(—1)"C5 > 0. Como (2)" — 0 se deberd tener, para que (2)" Cy+(—1)"Cs
sea no negativo, que Cy = 0. Luego f™(zg) = 2"z por lo que f(xg) = 2z, pero como
xo es arbitrario la unica solucién posible de nuestra ecuacién funcional es f(z) = 2z. O

Mas ejemplos los veremos en el capitulo 6, el cual se refiere a ecuaciones en diferencias
0 que contienen a la funcién incégnita iterada con ella misma.



60 3.8. COINCIDENCIAS

3.8. Coincidencias

Analice el conjunto de valores donde la funcién de la ecuacion coincide con la funcién que
propone para resolver el problema. Trate de mostrar que el conjunto de coincidencias es
igual al dominio de la funcién que dan. También bastara, en el caso de tener funciones
continuas, que el conjunto de coincidencias sea denso.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones continuas f : R — R tales que para todo = y y
reales se cumple que

fla+y)f(z—y) = [f@)fy)*
Solucion. Sea y = 0 entonces

[f(@)]* = [f(@)P[f(0).

Si f(0) = 0 entonces f(x) =0y si f(x) # 0 para algtin valor de  entonces tenemos que
f(0) = £1 y como f satisface la ecuacion si y sélo si —f la satisface sélo veremos el caso
en el que f(0) =1

Al tomar x = 0 y como suponemos f(0) = 1 entonces

por lo que f(y) = f(—y) y tenemos que la funcién f es par. Ahora haciendo z =y y
tomando en cuenta que f(0) =1 llegamos a

f(22) = [f(@)]*

veamos que f(z) # 0 para toda x > 0. Supongamos que existe un zy tal que f(zg) =0
entonces

0=t =f(2+2) 0 =[7(2)] = 1(2)=0

Inductivamente f (g—g) =0y ademds como f es continua al tomar el limite obtenemos
, To\ . Toy _
Jn 1 (50) =1 (fim 52) = 70 =0

lo cual es una contradiccién, pues tomamos f(0) = 1. De la ecuacién original ya habiamos
obtenido que f(2x) = [f(z)]*. Ahora calculemos f(3z) tomando 2z y x en lugar de = y
y respectivamente.

fBx)f(x) = [f

Veamos por induccién que

f(nz) = [f(2)]". (3.8)
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Supongamos valido para valores menores o iguales a n y analicemos el caso n + 1.
Haciendo nx y x en lugar = y y en la ecuacién original.

F(n+D)2) f((n — 1)z) = [f(nz) f ()]
F(n+ Da)[f(@)] D7 = [f(@)2"[f(x)]?
F((n+ D)) = [{( DR _ o2t [y,

( )]n2 2n+1

Por 1ltimo al hacer x = =, llegamos a que

por lo que
() = van (3.9
luego, de (3.8) y (3.9) llegamos a

(@)= () -] -

Como ésta funcién es continua en un subconjunto denso de RT entonces es continua
en todos los reales positivos. Ademaés, como f es par entonces es continua en todos los
reales, por lo tanto

fl@)=[f(1))", =zeR

es la funcién solucion de nuestra ecuacién funcional. O

3.9. Otras bases de numeracion

En ecuaciones funcionales donde N esté presente, puede ayudar trabajar en un sistema
de numeracion en base diferente de 10. Los sistemas binario y ternario son frecuentes.

Ejemplo. (China, 1995) Una funcién f : N — N satisface las condiciones
(i) F(1) =1,
(1) 3f(n)f(2n+1) = f(2n)(1 + 3f(n)), para toda n € N,
(#i) f(2n) < 6f(n), paran € N.

Encuentre todas las soluciones de la ecuacién, f(k) + f(I) =293, k < I.

Solucién. Por (i1) se tiene que 3f(n) divide a f(2n)(143f(n)), y como 3f(n) y 3f(n)+1

son primos relativos se tiene que 3f(n) divide a f(2n). Por (ii1) gﬁzg < 2 luego

f(2n) = 3f(n) y entonces f(2n+ 1) =1+ 3f(n).

Con las dos ecuaciones f(2n) =3f(n) y f(2n+ 1) = 1+ 3f(n) podemos encontrar los
primeros valores de f(n), por ejemplo



62 3.9. OTRAS BASES DE NUMERACION

f(2)=3, f(1) =3, f(3) =3f(1) + 1 =4, f(4) = 3f(2) = 3

Observemos que para las primeras potencias de 2 se tiene que

J@) = f1)=1=3
F@Y) = f2)=3=3"
F2%) = f4) =9 =3

Vamos a probar por induccién que si n = 2% 4 --- + 2% en donde ag < a; < ... < ay,
entonces f(n) = 3% 4 ... 4 390,

Para n = 1 tenemos f(1) = f(2°) = 1 = 3°. Supongamos que el resultado es cierto para
1,2,...,n—1, con n > 2 y demostremos para n. Supongamos que n = 2% + ... 4 2%
tenemos los siguientes casos

= Siag>1,seam=2"142v1=1 1 9%~ entonces n =2m y
f(n) = f(2m) = 3f(m),
= 3(3% 3l 4430l
= 3% 431 4439,
La hipoétesis de induccién es sobre m, pues m < n.
m Siag=0,seam=2"142v-1=1 1 1901 entoncesn=2m+1y
f(n) = f@m+1) =3f(m)+1,
= 3(3* 3ol 431y 430
= 3% £ 31 44 3%,
En este caso la hipdtesis se aplica igualmente sobre m.

Por lo tanto, si n se escribe de la forma n = 2% 4 ... 4+ 2?0 entonces
F2%F 4 4 290) = 3% 4. 4 3%,

Ahora bien, para resolver f(k)+ f(I) = 293, necesitamos encontrar nimeros que en base
3 solamente usen 0 y 1 y que sumen 293. Como 293 = (101212)3, tenemos solamente 4
descomposiciones

293 = (101)3 + (101111)s,
(111)5 + (101101)s,
= (1101)3 + (100111)3,
(1111)

1111)3 + (100101)3.

Estas soluciones corresponden a los niimeros
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101)s =47 = (101111

5=( ( 2
—7=(111); [ =45= (101101

1 (

1 (

2
2

3= (1101)2 | =39 = (100111
5 2

= (1111)y =37 = (100101

~— — — —

Ejemplo. Sea f: N — N una funcién que satisface las siguientes condiciones
f=2 f@2)=1,  fBn)=3f(n),

fBn+1)=3f(n)+2, fBn+2)=3f(n)+1.

Encuentre todos los naturales n < 2011 para los cuales f(n) = 2n.

Solucion. A continuacién vemos como se comporta la funcién en base 10 y en base 3.

f(1)=2 f((1)s) =(2)s
f2)=1 f((2)3) =(1)s
f3)=3f(1)=6 f((10)3) = (20)3
f4)=3f(1)+2=8 f((11)3) = (22)3
fG)=3f(1)+1=7 f((12)3) = (21)3
f(6)=3f(2)=3 f((20)3) = (10)3
f(M)=3f(2)+2=5 f((21)3) = (12)3
f(8)=3f(2)+1=4 f((22)3) = (11)3
f(9)=3f(3) =18 f((100)3) = (200)3
f(10) =3f(3) +2 =20 F((101)3) = (202)3.

Lo anterior nos sugiere que la funcién intercambia los digitos 2 por 1 en la representacién
en base 3 y viceversa, lo cual demostraremos por induccion.

Notemos primero que cualquier niimero n se puede representar de la siguiente manera
n = ap3** + ar_13“*1 + ...+ a13" + ap3*°, en donde a; =1 62con 0 < i< ky
ademas ap > ap_1 > ... > a1 > ap.

Sea f la funcién que intercambia los digitos 2 por 1 y viceversa en la representacion de
n en base 3, es decir

f(n) = flar3™ 4+ ar1351 + ... + 13" 4 ap3*°)
= b3 + bp_13%F1 4+ ...+ b13% + hy3*°

endonde b; =1sia; =2yb;=2sia;=1,conl <45 <k

La base de induccién ya la tenemos, supongamos que es valido hasta n—1 y demostremos
para n. Tenemos los siguientes dos casos
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m Siag=0.Seam=ap3* + ax_13*-* +...+ a13“*, entonces n = m + ag por lo
que

f(n) = f(m+ag) = f(m) + b
= flag3™ +ap_13"*" + ... +a13"") + by
= bp3% + b_13™ 1 ...+ b13™ + by,

m Siap>1. Seam = a3 !+ ap_13%171 4 . 4+ a3 + 3%~ entonces
n = 3m y se tiene que

f(n) = f(Bm)=3f(m)

3f(ar3* P ap_ 13917 p a3 430
= 3(bR3% 1 £ b3 b b3 £ pp320T )
= a3 + ap_13“* 1 + ...+ a13*" + ap3°°.

Si queremos que f(n) = 2n entonces n no debe tener ninglin 2 en su representacién en
base 3, pues en caso contrario f(n) < 2n, por ejemplo

f(24)=3f(8)=3-4=12, 7((220)3) = (110)3 = 12

Por lo que debemos contar los nimeros menores que 2011 cuya representacién ternaria
no contenga el digito 2. Como 2011 = (2202111)3 entonces los nimeros menores que
(2202111)3 son de la forma ag3% + ...+ ag3" con a; = 0,1 y los a; no todos cero. Luego
tenemos 27 — 1 = 127 niimeros menores que 2011 que cumplen f(n) = 2n. O



Capitulo 4

Ecuaciones con variable
discreta

En este capitulo veremos con més detalle cémo resolver ecuaciones funcionales donde
el dominio de las funciones solucién son conjuntos discretos, que por lo general seran
los niimeros naturales 6 los enteros y a partir de estos ver soluciones de problemas que
tengan como dominio a los niimeros racionales.

De los métodos que vimos en los capitulos tres y cuatro hay algunos que sélo se utilizan
para resolver ecuaciones funcionales con variable discreta, aunque hay otros que se uti-
lizan también para ecuaciones con variable continua.

4.1. Ecuaciones con variable entera

En el siguiente ejemplo se utilizan dos principios que son béasicos en los niimeros natura-
les (los cuales son equivalentes) el principio de induccién matemética y el principio del
buen orden. El principio del buen orden afirma que cualquier subconjunto de nimeros
naturales tiene un elemento minimo (ver el apéndice A).

Ejemplo. (IMO 1977). Sea f : N — N una funcién que satisface la siguiente desigualdad
fn+1) > f(f(n)) para toda n € N. Muestre que f(n) =n para todo n € N.

Solucidn. Sea A = {f(1), f(2),f(3),...}. Para toda n > 2 se cumple lo siguiente
fn) > f(f(n —1)), asi que f(n) no puede ser el minimo de A, luego el minimo de-
be ser f(1) y entonces f(n) > f(1) para todo n > 2.

Ahora sea A, = {f(p), f(p+1),f(p+2),...}. Para toda n > p + 1 se tiene que
f(n) > f(f(n — 1)), por lo que f(n) no puede ser el minimo de A4,, luego el mini-
mo debe ser f(p), por lo que concluimos que f(n) > f(p) para toda n > p + 1.

65
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De lo anterior tenemos que f(1) < f(2) < ... < f(p) < f(p+1) < ..., es decir,sip <m
entonces f(p) < f(m) por lo que f es creciente.

También tenemos que f(1) > 1y f(2) > f(1) delo cual f(2) > 2. Andlogamente f(2) > 2
y f(3) > f(2) luego f(3) > 3, en general se tiene que f(p) > p, lo cual demostramos por
induccién a continuacién. La base, ya la tenemos, supongamos que f(p) > p, como f es
creciente tenemos que f(p+1) > f(p) > p, luego f(p+1) > py entonces f(p+1) > p+1.

Tenemos que f(f(p)) < f(p+ 1) entonces f(p) < p+ 1, pues f es creciente. Como
f®)>py f(p) < p+1se tiene que p+1 > f(p) > p y concluimos que f(p) =p. O

Ejemplo. (Estonia, 2000). Encuentre todas las funciones f : N — N que satisfagan la
condicion,

F(f(f(n) + f(f(n)) + f(n) = 3n, para todo entero positivo n.

Solucion. Primero veamos que f(1) = 1. Si f(1) > 1, entonces f(f(f(1))) + f(f(1)) +
f(1) > 3 lo cual no es posible. Notemos que f es inyectiva, ya que si f(n) = f(m)

entonces 3n = f(f(f(n)) + f(f(n)) + f(n) = F(f(f(m))) + f(f(m)) + f(m) = 3m, por

lo que n = m.

Ahora por induccién veamos que f(n) = n. El caso n = 1 ya lo demostramos. Suponga-
mos que f(k) =k para 1 <k < n y demostremos que f(n) = n.

Si k < n < m como f es inyectiva (y como f(k) = k para k < n) deberd suceder
que n < f(m), en particular n < f(n). También tenemos, tomando m = f(n) que
n < f(f(n)) y entonces, usando m = f(f(n)), vemos que n < f(f(f(n))), luego

3n = f(f(f(n)) + f(f(n)) + f(n) = n+n+n.

Esto implica que f(n) = n, como querfamos. O

Ejemplo. (IMO, 1996). Encuentre todas las funciones f : Ny — Ny que satisfagan la
condicion,

fm+ f(n)) = f(f(m))+ f(n)  n,meNo.
Solucidn. Al tomar m = n = 0 se tiene que f(0) = 0, luego f(f(n)) = f(n) para toda
n € Ny y la ecuacién funcional es equivalente a

flm+f(n)) = f(m) + f(n),  f(0)=0. (4.1)

La funcién constante cero es solucién. Supongamos entonces que f no es la funcion cero.

Sea V = {f(n); n € Ng} la imagen de f. Como f(f(n)) = f(n) todos los valores v € V/
son puntos fijos de f. Sea d el menor nimero positivo del conjunto V| entonces f(d) = d
y usando (4.1) se puede verificar por induccién que kd € V para todo k € Ny. Notemos
que si u,v € V con u > v entonces u — v > d, en efecto, como se tiene que
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u=f(u)=flu—v+v)=flu—v+f(v))=flu—v)+flv) = flu—v)+v

entonces f(u —v) =u — v, por lo que u —v € V y es positivo, luego u — v > d. Usando
esto podemos verificar que todos los puntos fijos de f son de la forma kd con k € Np.
Ya que si a = kd + b es punto fijo de f con b < d, entonces

o= fla) = f(kd+b) = f(b+ f(kd)) = F(b) + f(kd) = F(B) + kd
luego f(b) = by entonces b = 0.

La relacién h(r) = @ parar =0,1,...,d—1, define una funcién h : {0,1,...,d—1} = Ny
con h(0) = 0. Todo entero n € Ny estd representado de manera tnica en la forma
n=gqd+rconqeNg,re{0,1,..d=—1}y f(n)= f(r+qd) = f(r)+qd = (qg+h(r))d

queda determinada.

Ahora veamos que la funcién anterior con n = gd +r con ¢ € Ng y r € {0,1,...,d — 1}
define una funcién que cumple la ecuacién funcional. La condicién h(0) = 0 asegura
que si v es un entero divisible entre d (esto es v = ¢d) entonces por la férmula de f,
f() = f(gd) = qd = v. Sean ahora m,n € Ny, con representaciones

m = kd + s, n=Id+t con k,l e Ngys,tef{0,1,..,d—1}
tenemos que f(m) = (k+ h(s))d y f(n) = (I + h(t))d, el ntimero v = f(m) es divisible

entre d y entonces f(v) = v, equivalentemente f(f(m)) = (k + h(s))d. Notemos que
m+ f(n) = (k+1+ h(t))d + s y aplicando la funcién se obtiene

fm+ f(n)) = (k+1+h(t) + h(s))d = f(n) + f(f(m)).
O

Cuando se trabaja con funciones en N o en Z es necesario encontrar valores de la funcién
y con base en eso encontrar cémo estd definida tal funcién en todo el dominio, como en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo. La funcién f : N — N es creciente y satisface la condiciéon f(f(n)) = 3n. En-
cuentre f(2011).

Solucidn. La funcién es claramente inyectiva. Como f(3n) = f(f(f(n))) = 3f(n), para
toda n € N, es claro que f(3) =3f(1).

Si f(1) =1, entonces 3 =3-1 = f(f(1)) = f(1) = 1, lo cudl es absurdo por lo que
f(1) > 1.

Como f es creciente, 1 < f(1) < f(f(1)) = 3 por lo que f(1) = 2. Y entonces como
F(f(1) =3, f(2) =3.
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Ahora notemos que f(3) = 3f

—~

1) =6y f(6) = f(3-2) =3f(2) =9y como f es

creciente, f(4) =7y f(5) = 8. Podemos ahora también encontrar que
(1) = F(f(4) =3-4=12,
f@®) = f(f(5)) = 15,
f9) = F(f(6)) = 18,
fQ2) = f(f(7)) =21

De nuevo usando que f es creciente, se obtiene que f(10) =19 y f(11) = 20.

Si para alguna k se tiene f(k) =ny f(k+1) =n+ 1, entonces f(n) = f(f(k)) =3ky
fin+1)=f(f(k+1)=3k+3.Ysi f(k)=ny f(k+1)=n+ 3 entonces f(n) =3k
y f(n+3)=3k+3porloque f(n+1)=3k+1y f(n+2) =3k+2.

Por induccién tenemos que f(3™) = 3™ f(1). Ahora, si n es tal que 3™ < mn < 2-3™ para
algin m, tenemos en este caso que f(3™) =3™f(1)=2-3"y f(2-3™) = f(f(3™)) =
3™+ y por ser f creciente,

2-3"m=f3™) < fB™+1) < ... < f3" +3™ —1) < f(2-3™) =3mH!

por lo que f(3™ +j) =2-3™+ j para 0 < j < 3™, luego f(n) = n+ 3™ para toda n
con 3" <n<2-3"

Ahora, si 2-3™ <n < 3™+ entonces n =2-3" 4 j con 0 < j < 3™, por lo que

fln) =

f(2-3"+7) (utilizando el caso anterior)
fFFB™ +3))

= 3(3™+17)

= 3mtl 4 35 = 3n — 3™+,

En resumen la funcién f es

n+3m si 3M<n<L2.3™

fn) =

3n —3mtl g 2.3M < p < 3mtl

Como 2-3% = 1458 < 2011 < 37 = 2187, tenemos que f(2011) = 3-2011—2187 = 3846. [J

4.2. Ecuaciones con variable racional

A continuacién se veran con méas detalle ejemplos en donde el dominio de la ecuacién
funcional son los racionales. Esta seccion tiene gran importancia, pues podria servirnos
en el caso en el que el dominio de la ecuacién funcional sean los reales, pues como ya
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vimos en el teorema 1.9, si se pide continuidad es fécil extender la solucién de los nime-
ros racionales a los reales.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : Q — Q tales que f(1) = 2 y que cumplen

flay) = f(@)f(y) — fle+y) + 1.

Solucion. Haciendo x = 1, y = n con n € N y tomando en cuenta que f(1) = 2 tenemos
que

fn) = f()f(n) = f(n+1)+1
fin+1) = f(n)+ 1.
Es claro por induccién que f(n) =n+ 1.
Si ahora tomamos = 0, y = n € N tenemos que f(0) = f(0)f(n)— f(n)+1 y despejan-
do obtenemos que f(0) —1 = f(n)(f(0) —1). Ahora bien, si f(0) # 1 entonces f(n) =1
para todo n € N, lo cual no es posible, pues f(1) = 2, por lo que f(0) = 1 y entonces
f(n) =n+1 para n € Ny.

Tomando z = —1, y = 1 resulta que f(—1) = f(=1)f(1) — f(0) + 1, como f(0) =1y
f(1) = 2 llegamos a que f(—1) =0.

Six =—1,y =n € Ny entonces f(—n) = f(-1)f(n)— f(=14+n)+1 = —n+ 1. También

por induccién es claro que f(—n) = —n + 1 para n € Ny. Por lo tanto f(n) = n + 1 si
n € 7.
Conz=nyy= %, con n € N obtenemos lo siguiente

£1) = f(n)f (i) —f(n+i) +1:(n+1)f<;> —f(n—i—;)—i—l. (4.2)

Al hacer x =1,y =m + % tenemos que

f<m+:l> —f(1)f<m+71l> —f<1+m+:l>+1

lo que nos lleva a f(1+m+ 1) = f(m+ 1) + 1. Por induccién sobre m tenemos que

f<m+;>:m+f<i>. (4.3)

de la ecuacién anterior junto con la ecuacién (4.2) llegamos a
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Por 1ltimo, si en la ecuacién funcional original hacemos © = m, y = % conm € Z,n €N,
tomando en cuenta la ecuacién (4.3), la ecuacién anterior y el hecho de que f(z) = z+1
para todo z € Z tenemos que
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por lo que la ecuacién que resuelve la ecuacién funcional es f(r) =r+1conr € Q. O

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : Q — Q tales que

f@=y) =@ -ylf@)+fy)] zyeQ
Solucidn. Al hacer x = y = 0 obtenemos que f(0) = 0. Con x = —1, y = 0 llegamos a
f() =—=f(=1).

Ahora, tomando x = r, y = 1 y después © = r, y = —1 obtenemos las dos ecuaciones
siguientes

fr* =1) = (r=Df() + f(1)]
fr*=1) = (r+ D) = fOA)].

Al igualar las dos ecuaciones anteriores y haciendo las operaciones indicadas llegamos a
que

rf(r) +rf() = fr) = fQ) =rf(r) —rf(1) + f(r) = F(1)
de donde f(r) = f(1)r.

Por lo que la solucién a la ecuacién funcional es f(z) = cxz con ¢ = f(1) € Q. O

4.3. Ecuaciones con sabor aritmético

También se encontrardan casos en los que se necesite utilizar algunas propiedades aritméti-
cas de los numeros enteros, tales como la divisibilidad, factorizacién en primos o con-
gruencias. El siguiente es un ejemplo donde se utiliza la divisibilidad.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : N — N que satisfagan lo siguiente,
(1) f es una funcién suprayectiva,
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(#4) m | nsiy sélosi f(m) | f(n), para todos m,n € N.

Solucién. Primero veamos que f(1) = 1. Como 1 divide a cada n € N, se tiene que f(1)
divide a f(n). Por (i) existe n con f(n) =1, luego f(1) divide a 1 y entonces f(1) = 1.

Tenemos que f es inyectiva, ya que si f(n) = f(m) entonces f(n) | f(m)y f(m) | f(n)
luego por (ii) n | m y m | n, por lo que m = n. Esto dltimo y la propiedad (i) nos
garantizan que f es biyectiva y entonces también se tiene por (ii) que m | n si y sélo si
f~Ym) | f~Y(n), es decir, f~1(n) cumple (ii).

Ahora veamos que f(p) es un nimero primo si p lo es. Supongamos que p es primo y que
q| f(p). Como f~1! satisface (ii) se tiene que f~1(q) | p, luego f~1(q) =10 f~1(q) = p,
esto lleva a que ¢ = f(1) =1 0 ¢ = f(p) lo que muestra que f(p) es primo. Lo anterior
también implica que f~1(p) es primo si p lo es.

Ahora vemos que f(p®) = f(p)® para p primo y cada o € N. Si ¢ es primo y ¢ | f(p®)
entonces f~1(q) es primo y f~1(q) | p* luego f~1(q) = p, esto es ¢ = f(p). Luego el
tinico primo que divide a f(p®) es f(p), por lo que f(p®) = f(p)? para algiin entero
positivo 3. Como 1, p, p?,...,p® son divisores diferentes de p®, tenemos que 1, f(p),
F(?), ..., f(p™) son también divisores diferentes de f(p®) = f(p)?, por lo que a < 3.

Si consideramos f~! en lugar de f se puede ver que 3 < «, por lo que f(p*) = f(p)*.

Veamos que f es multiplicativa, esto es que f(mn) = f(m)f(n) para m, n € N, con
(m,n) = 1. Como (m,n) = 1, entonces (f(m), f(n)) = 1, ya que si p es un primo que
divide a (f(m), f(n)) entonces f~*(p) es un primo que divide a (m, n) lo que es una con-
tradiccién. Reciprocamente si (f(m), f(n)) = 1 entonces (m,n) = 1, pues basta aplicar
lo anterior con f~!.

Como m y n dividen a mn, se tiene que f(m)y f(n) dividen a f(mn). Como (f(m), f(n)) =
1 se tiene que f(m)f(n) divide a f(mn). Aplicando al mismo argumento a f~! conclui-
mos que f(mn) divide a f(m)f(n), luego f(mn) = f(m)f(n) si (m,n) = 1. Lo anterior
y la descomposicién de naturales en factores primos ayuda a ver que

f(mn) = f(m)f(n), para todo n,m € N.

La funcién f deberd ser de la siguiente manera, f(1) = 1, ser multiplicativa, mandar
primos en primos y biyectiva. Cualquier biyeccién en los primos ayuda a generar una
funcién que cumple (i) y (i¢). En efecto, si g es la biyeccién entonces la f se puede definir
para n = pi'---pLs como

fn) =g(pr") - 9(ps),

la cual verifica las condiciones del problema. O

Ejemplo. (OIM, 1985). A cada n € N se le asigna f(n) € Ny de manera que se satisfacen.
(1) f(ab) = f(a) + f(b)
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(7) f(n) = 0 si la cifra de las unidades de n es 3
(i3i) f(10) =0
Encuentre el valor de f(1985).

Solucion. De las propiedades (i) y (i4¢) tenemos que
fQ0) = f(2-5) = f(2)+ f(5) =0 = f(2) = f(5) = 0.
Por otra parte como 1985 = 5 - 397 se tiene que f(1985) = f(5) + f(397) = f(397).

Ahora, como 9 - 397 = 3573 y por (ii) se tiene que 0 = f(3573) = f(9) + f(397) por lo
que f(9) = f(397) = 0, entonces f(1985) = 0. O

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : N — N que satisfagan las siguientes condi-
ciones

(i) £(2) = 3,

(#i) f(mn) = f(m)f(n), para todos m,n € N,

(#i) f(m) < f(n), para m < n.

Solucion. No hay funciones que satisfagan el problema. Supongamos que si hay tal fun-
cién y que a = f(3). Como 2% < 3? y la funcién cumple las condiciones (i), (i) y (i44)
se tiene que 3% = f(2%) < f(3%) = f(3)2 = @® por lo que a > 5. También de que
33 < 25, se tiene que a® = f(3)3 = f(3%) < f(2°) = 3% < 72 por lo que a < 7 y entonces
a= f(3)=6.

Pero por otro lado, 3% < 213, luego 6% = £(3%) < f(2!3) = 3! lo que implica que 28 < 3°
pero esto 1ltimo es falso. Luego no existe tal funcion. O

En el siguiente ejemplo vemos que la funcién soluciéon es la funcién de Euler, la cual
estd definida de la siguiente manera

<P(”) = #{l eEN;I<ny (n’l) = 1}7 (44)

en donde # es la cardinalidad del conjunto en cuestién y (m,l) es el méximo comin
divisor de m y I.

Ejemplo. Determine todas las funciones f : N — R tales que

Zf(d) =n, paratodan > 1.
d|

Solucién. Para n = 1 tenemos que f(1) = 1 y para n = 2 obtenemos f(1) + f(2) = 2,
luego f(2) = 1.

Si n = p, con p nimero primo tenemos que f(1) + f(p) = p, por lo que f(p) =
p — 1. Tomando ahora n = p” con p primo y 7 entero tal que r > 1 llegamos a que
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F()+ f(p)+...+f(p") = p". Una induccién sobre r nos muestra que f(p") = p" —p" L.

Veamos ahora que f es multiplicativa, es decir, f(mn) = f(m)f(n) para m,n € N, por
induccién sobre [ = mn.

Sil=mn =1 tenemos que m =n = 1, luego f(1-1) = f(1)f(1). Supongamos que la
afirmacion se cumple para toda s <[y veamos que es valida para [ + 1.

Sean m,n € N con (m,n) =1 (m y n primos relativos) y mn = [+ 1 entonces se cumple
lo siguiente

mn = Y f(d) =YY flddy)

d|mn di|m da|n
= 33" £ f(da) = F(m) () + F(mm)
dy|m da|n

S rn) | [ £do) | — Fom) fn) + Flmm)

dl\m d2|n

= mn— f(m)f(n)+ f(mn).

La tltima igualdad se da por la hipétesis de induccién, luego f(mn) = f(m)f(n).

Sean € Nconn > 2yn=p] - pim sufactorizacién en primos. Por ser f multiplicativa
se tiene que

f(n) = f(pi") - fon)

ademds, como f (p;j )= p;j — p;j -

! para todo j € {1,...m} se tiene que
Fn) =@ =) (o =Pl ™) = e(n),

en donde ¢ es la funcién de Euler.

Es claro que la funcién de Euler cumple la ecuacion. O






Capitulo 5

Ecuaciones con variable
continua

5.1. Ecuaciones funcionales con varias variables

En este seccién describiremos ecuaciones funcionales en las que aparecen dos o més va-
riables, es decir, de acuerdo con la definicién 1.4, las ecuaciones cuyo rango es mayor
que 1.

De las ecuaciones de varias variables que hemos visto destacan las de Cauchy, la de
Jensen, la de D’Alembert y las de Pexider. Todas ellas se resolvieron de una manera
relativamente facil, pues en general resolver ecuaciones de rango mayor que 1 es mads
facil que resolver ecuaciones de rango 1.

Veamos la ecuacién de Euler, la cual involucra a las funciones homogéneas. Sea k un
ntmero real, una funciéon que cumple con

f(te,ty) = t* f(z,y) con z,y € RF
es llamada una funcion homogénea de grado k.

La ecuacion de Euler es
[t ty) = g(t) f(z,y), (5.1)

donde g es continua. Primero mostraremos que g debe ser de la forma g(t) = t.

En efecto, si en (5.1) hacemos ¢t = us se tiene que f(tx,ty) = f(usz, usy) ademds, como

f((us)z, (us)y) = f(u(sz), u(sy))

se tiene que

f((us)z, (us)y) = g(us) f(x, y),

5
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fu(sz),u(sy)) = g(uw) f(sz, sy) = g(u)g(s) f(z,y).

De las dos ecuaciones anteriores tenemos que

g(us)f(z,y) = f((us)z, (us)y)
= flu(sz),u(sy))
= g(u)g(s)f(z,y),
por lo que g satisface g(us) = g(u)g(s), es decir, cumple una de las ecuaciones de Cauchy

cuya solucion es
g(t) =tF, keRT.
Veamos a continuaciéon un ejemplo en en el que se pide encontrar los polinomios que

cumplen una ecuacién funcional.

Ejemplo. Encuentre todos los polinomios que satisfacen

zf(y) +yf(z) = (x+y)f(@)f(y)

Solucién. Haciendo z = y tenemos que 2z f(z) = 2z[f(x)]?

2z f(z) — 2z[f(z)]® = 0 y factorizando obtenemos que

de donde obtenemos que

2xf(z)[1 — f(z)] =0 paratodox € R (5.2)

luego, hay dos soluciones de la ecuacién son f(z) =0y f(z) = 1. Sélo falta ver que no
hay otras soluciones.

Supongamos que f(x) no es idénticamente cero, y que deg(f) = n > 1 entonces f
tiene a lo mds n raices ai,...,a, por (5.2) tendriamos que 1 — f(z) = 0 para todo
x € R\{a1,...,a,}, lo cual es absurdo, pues 1 — f(z) debe tener a lo més n ceros, luego
deg(f) =0y f(z) = 0. Lo mismo sucede si suponemos que f no es idénticamente 1. Por
tanto f(z) =1y f(z) = 0 son las tnicas soluciones.

5.2. Ecuaciones funcionales con una variable

A continuacién veremos ecuaciones funcionales con una variable, las cuales en algunas
ocasiones son mas dificiles de resolver, pues no hay la versatilidad de intercambiar las
variables, tal como se puede hacer en el caso de ecuaciones funcionales de rango n > 2.

5.2.1. Ecuaciones funcionales con polinomios

Veamos ahora el caso de los polinomios, los cuales son un caso mas facil, pues son funcio-
nes continuas que estan definidas en todos los ntimeros reales. Aqui damos unos ejemplos,
para lo cual necesitaremos propiedades basicas de polinomios, tales propiedades se ven
con detalle en el Apéndice.
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Ejemplo. jExistird un polinomio p(z) para el cual se cumpla que

ap(z —1) = (¢ + p(a)?
Solucidon. Es claro que p(z) = 0 satisface la ecuacién, veamos que es la tnica solucién.

Haciendo = = 0 obtenemos que p(0) = 0, y si tomamos z = 1 entonces 0 = 1p(0) = 2p(1)
por lo tanto p(1) = 0.

Veamos que p(n) = 0 para todo n € N. La base de induccién ya la tenemos, supongamos
que p(n) = 0y veamos que p(n+1) = 0. Sustituyendo x por n+1 en la ecuacién original
tenemos que (n + 1)p(n) = (n+ 2)p(n + 1). Como p(n) = 0 se tiene que

(n+2)p(n+1)=0 = pn+1)=0.

Entonces p(x) tiene un ndmero infinito de ceros, lo cual no es posible para algtin poli-
nomio de grado n > 1, luego p(x) = 0. g

Ahora veamos un ejemplo en el que utilizamos el grado de los polinomios para encontrar
la solucién a una ecuacién funcional.

Ejemplo. Encuentre todos los polinomios p y ¢ con coeficientes reales que satisfacen

p(q(x)) = p(z)q(z).

Solucidn. Primero tenemos que deg(poq) = deg(p)-deg(q) y deg(p-q) = deg(p) +deg(q),
luego deberd cumplirse que deg(p) - deg(q) = deg(p) + deg(q), por lo que

deg(p) =deg(q) =0 6 deg(p) = deg(q) = 2.
Si deg(p) = deg(q) = 0 tenemos que p y ¢ son constantes lo que nos lleva a que
p(z) = ¢, q(z) = 1. (5.3)

Veamos el caso en el que deg(p) = deg(q) = 2. Sabemos por el teorema fundamental del
algebra que ¢(z) = 0 para algtin z € C por lo que

p(0) = p(q(2))
= p(x)q(2)
=0,

lo que nos dice que 0 es una raiz de p(x), por lo que se puede escribir de la forma
p(x) = a(x?® + bx) con a,b € R. Como p(q(x)) = p(x)q(x) tenemos que

a([q(@)]? +bg(w)) = a(a” + bx)q(x)

despejando y factorizando ag(x) llegamos a

aq(z)[q(z) — 2* — bz +b] =0,
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como deg(q) # 0 entonces q(x) = x? + bx — b por lo que las soluciones de la ecuacién
cuando deg(p) = deg(q) = 2 son

pe) = a(a® + ba)
q(z) = 2* + bz —b.

Solucidn. Si a € C es una raiz de p(x) = 0, entonces de la ecuacién funcional sse obtiene
que a?,a*, a®,... son también raices de p(x) = 0, luego |a| = 1 o bien |a] = 0, pues en

caso contrario se tendria un conjunto infinito de raices.

También (a — 1)? es rafz, ya que p((a — 1)?) = p(a — 1)p(a) = 0 y se tiene que
(a—1)%, (a—1)8, (a—1)6, ... también son rafces, por lo que |a—1| = 0 o bien |a—1| = 1.

Ahora veamos que no puede darse el caso que [a| =1y |[a—1| =1. Sia = cosf+isenb,

s 5T

las dos restricciones obligan a que 2cosf = 1, por lo que 6 = 5 6 6 = =F.

Sif = Z, como a? es rafz de p(z) = 0 entonces a® — 1 también es rafz de p(z) =0y

como
27 2 21\ 2
(a®> —1)* = (cos 5~ 1) + (sen 3) =3

tal rafz a2 — 1 tiene modulo mayor a 1 y entonces p(x) = 0 tendria una infinidad de
raices (a? —1)", con n € N. El caso § = 2 es andlogo.

Entonces solamente ocurre que a = 0 6 a = 1, por lo que p(x) es de la forma p(z) =
cx™(x — 1)™, para alguna constante real ¢ y n,m € Np.

Al sustituir p(z) en la ecuacidn se tiene que ¢ = 0 6 ¢ = 1. En el primer caso p(z) =0y
en el segundo caso se obtiene que n = m, por lo que p(z) = z™(x —1)" con n > 0, en el
caso que n = 0 tenemos la solucién p(xz) = 1. Es claro que los polinomios de tal forma
cumplen con la ecuacién funcional. O

5.2.2. Linealizacion

En muchas ocasiones se presentan ecuaciones que no son lineales y como ya habiamos
visto en el capitulo 3 mediante alguna transformacion se puede simplificar la ecuacién
funcional que necesitemos resolver tal como se hizo en algunas de las ecuaciones de Cau-
chy.
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Primero, si tenemos una ecuacién funcional que contenga f(ax) podemos linealizarla de
la siguiente manera, Haciendo a = e y z = e?

flaz) = f(e'e®) = f(e"**) = g(b+ 2),
en donde la funcién g cumple que g(z) = (f oexp)(z) y b = loga.

Ahora, si la ecuacién tiene alguna potencia de x como argumento de la funcién, es
decir, f(z"), con n > 1 podemos hacer la transformacién z = ¢"1°8%_ haciendo h(z) =
(f oexp)(x) obtenemos

fla™) = f(e"87) = f(e") = h(ny).

y entonces podemos aplicar el caso anterior, con lo cual llegamos a lo siguiente

m z

f(l‘n) _ f(enlogw) :f(ee e )
= fe)
= g(m + 2),
en donde m =logn, z =log (logz) y g(x) = (f o exp oexp)(x).

Si tenemos que la ecuacién contiene f(e*) entonces podemos hacer lo siguiente

b

F(e™) = f(e” ") = f(e*

con g(z) = (foexp oexp)(x), b =loga y z = logz. Algunas veces es 1til usar algin
logaritmo en cualquier otra base, pues de este modo se reduce el problema de manera
significativa.

b4z

) =9g(b+ 2),

Al linealizar una ecuacion funcional con alguno de los métodos descritos se obtendréd una
ecuacion en diferencias lineal, las cuales se veran con mas detenimiento en el capitulo
siguiente.

5.2.3. Funcidn caracteristica e invariantes

En esta seccién trabajaremos con ecuaciones de los siguientes tipos
flg(x)) = G(z, f(x)) (5.4)
f(h(z, f(z))) = H(z, f(x)) (5.5)

En las ecuaciones (5.4) y (5.5) las funciones g, G, h y H son funciones que toman valores
reales y son conocidas, f(x) es la funcién incégnita que queremos encontrar. El dominio
de f siempre serd un subconjunto de R. Si no nos dan el dominio entonces encontraremos
la funcién f con el mayor dominio posible.
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Como ya habiamos dicho, la grifica de f es el conjunto

graf(f) = {(z, f(z)) € R* @ € dom(f)}.

En la ecuacién (5.4) si (xo,yo0) € graf(f) (con yg = f(x0)), si definimos 1 = g(xg) y
y1 = G(xo,Y0), entonces (z1,y1) € graf(f). Esto implica que la funcién

X (2,y) = (9(z), G(z,9))

manda puntos de graf(f) en ella misma. A la funcién x se le conoce como la funcion cara-
teristica de la ecuacién funcional (5.4). Esta nos ayudard a encontrar algunas soluciones
de tal ecuacién. Andlogamente para la ecuacién (5.5) tenemos la funcién caracteristica

X (z,y) = (W=,y), H(z,y)).
También tenemos la siguiente definicion acerca de funciones y conjuntos invariantes.
Definicién 5.1 Sean x : R?2 = R? y ¢ : R? = R entonces

1. Si para cada (x,y) € R? tenemos que

p(z,y) = o(x(x,9))
entonces ¢ es un invariante en la orbita de x.

2. Si A C R? satisface que
x(4)c A

entonces A es un conjunto invariante con respecto a la funcion x.

Veamos unos ejemplos de como resolver ecuaciones de los tipos senalados utilizando la
funcién caracteristica correspondiente.

Ejemplo. Encuentre f : R — R tal que
f(3z) = f(z) + 2>
Solucion. Esta ecuacion es de la forma f(g(z)) = G(z, f(x)), donde
g(z) =3z y G(z,f(x)) = f(x) +a”
luego, si la funcién x(zx,y) estd definida como
X(@,y) = (32,2% +y)
la funcién p(z,y) =y — % es invariante en la 6rbita de x(x,y), pues

2

x
p(x(,y)) = o,y +2%) =y +2° - 9—

g = o(r,y).
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Haciendo A, = {(x, y) € R%; o(z,y) = c} tenemos que y — %2 = ¢ por lo que
2
x
flz) = g e

es una solucién de la ecuaciéon funcional, lo cual se comprueba facilmente, pues

f(8z) = 9?$2+c: %2+x2+c:f(x)+x2.
O
Ahora veamos un ejemplo con una ecuacién del tipo (5.5).
Ejemplo. Resuelva la siguiente ecuacién
flx+ f(x)) = 3f(z) (5.6)

(2).
Solucion. Esta ecuacion es de la forma f(h(x, f(x))) =
mos la funcién caracteristica x : (x,y) = (h(z,y), H(x,

En este caso

H(z, f(z)), por lo que utilizare-
y))-

)

Wz, f(z)) = =+ f(2),
H(z, f(x)) = 3f(x).

Luego
x(z,y) = (z +y,3y).

Ahora hay que encontrar una funcién p(z,y) tal que p(z,y) = o(x(z,y)), es decir, que
sea invariante bajo x Tal funcién es la siguiente

p(z,y) =2z —y.
Pues o(x(z,y)) = ¢(z +y,=3y) = 2(x +y) =3y =2z —y = p(z,y).
Ahora sea ¢ € Ry sea A, = {(z,y) € R?; ¢(z,y) = c}. La imagen de A, bajo x es A,

mismo y es la grifica de la funcién f(z) = 2z + ¢, la cual es una solucién de la ecuacién
funcional lo cual veremos enseguida.

Sustituyendo f(z) = 2z 4 ¢ en (5.6) tenemos que
flx+ f(x) = fBxr+¢) =6x+3c=312x+c) =3f(x)

Por lo que efectivamente f(x) = 2x + ¢ es solucién. Hay que notar también que otra
solucién es f(x) = 0. O

Veamos otro ejemplo.
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Ejemplo. Resuelva la siguiente ecuacién
f(f(z) —22) =2f(x) — 3z. (5.7)
Solucion. En este caso
X(x,y) = (y — 2,2y — 3x)
y si hacemos ¢(x,y) = —y + z, entonces tendremos que
e(x(z,y)) = oy — 22,2y = 3x) = =2y — 3z) + (y — 22) = —y + = = ¢(z,y).

Tenemos también que A, = {(z,y) € R%; ¢(z,y) = c} es la grafica de f(z) =z +¢, la
cual es una solucién de (5.7), pues

f(flx)—22)=f(—z+¢c)=—ax+2c=2(+c) — 3z =2f(z) — 3x.

|

Hay que tener presente que esta manera de resolver ecuaciones funcionales no siempre
puede utilizarse, tenemos como ejemplo la siguiente ecuacién funcional.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : R — R tales que

fQ—z)= f(z)+ 1.

Solucion. En este caso la ecuacion es del tipo (5.4), por lo que g(z) = 1—2 y G(z, f(z)) =
f(x) 4+ 1, con funcién caracteristica x(z,y) = (1 — z,y + 1). Una funcién invariante es

So(xvy) =T — (E2, pues

2

e(x(z,y) =p(l—z,1+y)=(1—2) — (1 —2)* =z — 2" = p(z,y).

Sin embargo, si existen zg y 1 — z¢ que cumplen la ecuaciéon funcional se tiene que
f(zo) = f(1=(1—20)) =1+ f(1—20) =1+1+ f(20)

lo cual es absurdo, luego no existe tal funcién f. |

Podria pasar que A. = @ o bien A, = R2, los cuales son casos en los que no estamos

interesados, tal como en el ejemplo anterior, en el cual tenemos que ¢(z,y) =z — 2% y
al hacer (x,y) = c tenemos que A, = R?.

5.2.4. Ecuaciones funcionales lineales

Las ecuaciones funcionales lineales son las que tienen la siguiente forma

fg(@)) = f(2)h(z) + F(z) (5.8)
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la cual se conoce como ecuacion funcional no homogénea o bien,

fg(x)) = f(z)h(x) (5.9)

y a ésta se le conoce como ecuacion funcional homogénea. Las funciones g, h, y F estan
dadas y f es la funcién que queremos encontrar. Aqui las funciones tienen que estar
definidas en algun intervalo I y ademds debemos tener que g(I) C I.

Tenemos el siguiente teorema que relaciona las dos ecuaciones anteriores.
Teorema 5.2 Sea fi una solucidn de (5.8) se cumple que

1. Si f5 es una solucion de (5.9) entonces la siguiente funcidn

f(@) = fi(@) + fa(x)
es una solucion de la ecuacion (5.8).

2. Cualquier solucidn de (5.8) se puede obtener de fi en la manera establecida en el
punto anterior.

Demostracién. La parte uno es facil, sélo es cuestién de sustituir. Como f; es solucién
de (5.8) tenemos lo siguiente

filg(@)) = h(x) fr(x) + F(x).

Como fy es solucién de (5.9) también se cumple la siguiente ecuacién

fa(g(x)) = h(z) fo(x).

Por otro lado como f(x) = fi(x) + fa(x) tenemos que

flg(x)) = filg(x)) + f2(9(2))
= h(@)f1(z) + F(z) + h(z) f2(2)
= h(z) (f1(2) + fa(2)) + F(2)
= h(x)f(z) + F(z),

con lo que queda demostrada la primera parte. Para probar la segunda parte denotemos
por f una solucién cualquiera de (5.8) entonces la ecuacién

f2(x) = f(z) = fi(2)

es solucién de la ecuacién (5.9) en donde la funcién f(x) = f1(x) + fo(z) tiene la forma
requerida. |

El siguiente teorema se refiere a las soluciones de la ecuaciéon homogénea.

Teorema 5.3 Si tenemos la ecuacidn homogénea (5.9) entonces
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1. La suma de cualesquiera dos soluciones de la ecuacion homogénea es también una
solucion.

2. Sea f una solucion de (5.9). Si p(x) es un invariante de su funcidén caracteristi-
ca que depende solamente de la primer variable x (en particular si p(zx) es una
constante) y si w(x) es cualquier funcidn entonces

fo(x) = wlep(@))f(2)
es una solucion de (5.9).

Demostracién. Como en el teorema anterior en la primera parte sélo tenemos que
sustituir. Sean f1 y f2 soluciones de la ecuacién (5.9) y sea f = f; + fo, entonces
tenemos

flg(x))

Il
=~
—
—~
2
8

)+ f2(g(2))
)f1(x) + h(z) f2(x)

= h(z) (fr(z) + fa(x))

= h(@)f(x).

que es lo queriamos probar. [ |

5.2.5. Ecuacién de Abel. Ecuacion de Schroder

La ecuacién de Abel (1802-1829) es la siguiente

flg(x)) = f(z) +1 (5.10)
y la ecuacién de Schroder (1841-1902)
flg(@)) = Af(x),  A#0. (5.11)

Para resolver estas ecuaciones necesitaremos unas cuantas definiciones. Para empezar,
cualquier funcién g : A — A puede ser usada para definir una relacién de equivalencial
en el conjunto A de la siguiente manera: dos elementos x,y € A son equivalentes y
denotamos la relacién de equivalencia por ~, si y sélo si existen n,m € N tales que
g™ (x) = g"(y). Verifiquemos que ésta es realmente una relacién de equivalencia.

1Una relacién de equivalencia en A es una relacién binaria ~ que cumple con las siguientes propie-
dades

1. Reflexividad: Todo elemento de A estd relacionado consigo mismo, es decir x ~ z.
2. Simetria: Para z,y € A si x ~ y entonces y ~ x.

3. Transitividad Para z,y,z € Asiz ~yy y ~ z entonces x ~ z.
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1. Reflexividad. Es obvio que « ~, x en este caso m = n = 1y tenemos g(z) = g(z).

2. Simetria. Si z ~, y entonces existen n,m € N tales que ¢ (z) = ¢"(y), luego
9"(y) = g™ (x), por lo que y ~y .

3. Transitividad. Si ¢ ~;, y y y ~4 2z entonces existen m,n,k,l € N tales que

9" (@) = g"(y) v g"(y) = ¢'(2), luego g"**(x) = " (y) y " (y) = ¢ (2) ¥
entonces g™tk (x) = g""(y) = g't"(2), por lo tanto z ~, 2.

Ahora asignemos a cada x € A el conjunto

Qz) ={y € 4; z ~y y}.

A este conjunto se le conoce como la drbita de x. Tal como en una relacién de equivalencia
el conjunto de las orbitas de A forma una particion de A, lo que significa que cada
elemento de A estd en una y sélo una 6rbita, es decir, si z,y € A entonces Q(z) = Q(y)
o bien Q(x) NQ(y) = @. A continuacién veremos un teorema que relaciona la ecuacién
de Abel con los puntos fijos y ciclos de g (ver el apéndice para la definicién de ciclo).

Teorema 5.4 La ecuacion de Abel tiene solucion si y sélo si g no tiene ciclos ni puntos
fijos. En ese caso la ecuacion de Abel tiene una infinidad de soluciones.

Demostracion. Primero supongamos que la ecuacién de Abel tiene solucién y que g
tiene un punto ciclico x¢ de orden k. Observemos que para todo z € R y para todo
n € N se tiene que

flg"(x)) = f(z) +n (5.12)
esto lo demostraremos por induccién. El caso n = 1 es la ecuacion de Abel. Ahora
supongamos que se cumple para n, es decir

flg"(@)) = f(z) +n

y demostremos que se cumple para n + 1. Para n 4+ 1 tenemos que

F (9" (@) = f(g"(9(2)))

pero por hipétesis de induccion

f(g"(9(x))) = flg(x)) +n

con eso y utilizando el caso n = 1 se tiene que

Flg™ (@) = f(g"(9(2)) = f(g()) +n = fz) +n+1.

Ahora, utilizando (5.12) y el hecho de que zy es un punto periédico de g de orden k
tenemos que

fzo) = f(g"(z0)) = f(zo) + k

lo cual no posible. Por lo tanto, si la ecuacién de Abel tiene solucién entonces g no tiene
puntos fijos ni periédicos.
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Ahora veamos que si g no tiene puntos fijos ni puntos periédicos de orden k entonces la
ecuacién de Abel tiene una infinidad de soluciones. Escojamos un xg € R y definamos
f(zg) = yo donde yq es cualquier ntimero. Veremos que esto define sin ambigiiedades la
funcién en todo lugar de la 6rbita Q(zg).

Empleando la ecuacién (5.12) tenemos lo siguiente

f(g" (x0)) = flxo) +n =yo +n.

Y como la funcién g no tiene ciclos ni puntos fijos entonces nuestra definicién es correcta.

Ahora sea z € Q(xp) veamos que f si estd definida en z. Como z € Q(z) entonces existe
m € N tal que g™ (z0) = z, luego

f(2) = F(g" (20)) = yo + m.

Por lo que f estd definida en toda la érbita ©(zp). De manera similar podemos definir
f en las otras 6rbitas. Ahora bien, si Q(z1) y Q(z2) son érbitas ajenas tenemos que f
estd definida en Q(z2) de manera independiente de como se definié en Q(x1), esto se
debe a que g manda puntos de la 6rbita Q(z) en puntos de ella misma.

Por la forma en que construimos la funcién f es evidente que es solucién de (5.10). En-
tonces la infinidad de soluciones corresponden a la cantidad infinita de valores f(xg) = yo
que se pueden elegir, es decir, definimos f para cada valor f(xg) = yo. [ ]

Ahora veamos la ecuacién de Schréder como un ejemplo utilizando la ecuacién de Abel.

Ejemplo.(Ecuacion de Schrioder.) Demuestre que la ecuacién funcional

flg(@)) =Af(x),  A#0

en donde g(z) es una funcién conocida siempre tiene solucién.
Solucion. La funcién f(z) = 0 es una solucién de (5.2.5). Veamos si hay otras soluciones

diferentes de la idénticamente cero. Si tomamos A > 0 y A # 1 y si ademds elegimos una
funcién fo(z) que sea solucién de la ecuacién de Abel entonces la funcién

flz) = Ao(@)
es una solucién de la ecuacién de Schroder, ya que

f(g(x)) = Aol@) = y\fol2)+1
EENNIC

= Af(z).
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5.3. Bases de Hamel

En 1905, George Hamel descubrié funciones salvajes que no estdn acotadas en ningin
intervalo y que satisfacen la ecuacién de Cauchy?

flx+y) = f@)+ f(y). (5.13)

Ademds mostré que hay una infinidad de éstas que no son lineales. Veamos como se
construyen éstas funciones salvajes.

Primero tenemos que R es un espacio vectorial sobre Q, es un espacio vectorial que no
tiene dimensién finita y entonces una base de R sobre Q es un conjunto H de elementos
linealmente independientes con la propiedad de que cada = € R puede expresarse como
combinacién lineal finita de elementos de H con coeficientes en Q, es decir existen
hi,ho,....,h. € H y q1,q2, ..., g, nimeros racionales tales que

z = qih1 + g@ha + -+ ¢ hy.

Al conjunto H se le llama una base de Hamel y siempre existe (esto es un teorema de
anglisis matemdtico que utiliza el Axioma de Eleccién). Ahora definimos f en H de
cualquier manera y extendemos a R por

f(x) = qg(h1) + qag(h2) + - + grg(hr)

en donde ¢ es una funcién de H en R. Es facil ver que f es aditiva en R (es decir satisface
la ecuacién (5.13)), lo cual veremos en el siguiente teorema.

Teorema 5.5 Sea H una base de Hamel para R y sea g : H — R. Entonces la funcion
f que asigna a cada x € R (x = q1hy + g2ho + -+ - + g-h,.) el valor

f(z) =aqg(h1) -+ qrg(h;)
es una solucion de la Ecuacion de Cauchy.

Demostracion. Si z y y son de la siguiente forma
r=qihi + qha + -+ q-hy, y = s1hy + saho + - - + s.hy.
Entonces, aplicando f a z e y y sumando se tiene que

f@)+ f(y) = flahi +qhe + -+ g-he) + f(s1hy + saho + - + s:hy)
q19(h1) + -+ grg(hy) + s1g(h1) + -+ + srg(hy)

= (q1 +51)g(h1) + (g2 + s2)g(h2) + -+ + (g¢- + s:)g(h)

= f((q1 +s1)h1+ -+ (g0 + 57)h2)

= flz+y).

2Para més referencias se puede consultar [12] capitulo 7, [21] Apéndice 6 y [16] paginas 6-7.
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Por lo que f es aditiva, es decir, es solucién de la ecuaciéon de Cauchy. ]

Ahora si hy y ho son dos elementos de H diferentes y definimos f(hi) = he, f(ha) = b1
y f(h) = h para toda h € H \ {h1, ha}, la funcién en R que extiende a esta funcién no
es de la forma f(x) = cx. Ya que si f(x) = cx para alguna constante ¢, tendrfamos que

chy = f(h1) = ha
Chg = f(hg) = hl,

luego ¢ = £1 y entonces h; = hy 0 hy = —hg, pero esto es imposible para elementos de
una base de Hamel, luego f no es lineal. Llamemos a f(x) = cx las soluciones triviales
de la ecuaciéon de Cauchy. Damos enseguida un ejemplo de una funcién que cumple la
ecuacién aditiva de Cauchy .

Ejemplo. De una funcién que sea aditiva en un conjunto K que contiene a QQ, pero que
no es lineal en K.

Solucion. Definamos K de la siguiente manera
K =Q(V2) =a+ V2 a,bc Q.

Este conjunto con la suma y producto heredados de R es un campo que contiene a Q.
La funcién f: K —R definida por

fla+V2b) =a+b

es una funcién que es aditiva es decir f(z+vy) = f(z)+ f(y), para z,y € K, sin embargo
f no es lineal (es decir no es de la forma f(z) = cz para todo = € K). O

Veamos otro.

Ejemplo. Sea H una base de Hamel y sea hg € H fijo, definamos f como en el teorema
anterior de tal manera que g tenga las siguientes propiedades

glho)=1 'y g(h)=0, si h#ho

si el elemento hy multiplicado por rg aparece en el desarrollo de z utilizando H entonces

f(z) =m0

de otro modo tenemos que
fx)=0

De esta manera f no es de la forma f(x) = ax pues toma el valor cero en una cantidad
infinita de valores, esos valores son de la forma sh donde h € H, h # hqg y s es cualquier
ndmero racional y por lo tanto f(sh) = 0. 0
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Como ya vimos hay soluciones de la ecuacién de Cauchy que no son las triviales. Mostra-
remos que las soluciones no triviales estdn caracterizadas por el hecho de que la gréafica
de tales soluciones es densa en R2.

En el capitulo 1, en las hipodtesis adicionales a la ecuaciéon de Cauchy vimos que si la fun-
cién que satisface f(x+y) = f(z) + f(y) y es acotada entonces es de la formaf(z) = cx
para todo x € R.

También vimos que si es acotada en una vecindad del cero igualmente f es de la forma
f(x) = cx para todo = € R. En el siguiente teorema veamos como estén relacionadas las
soluciones no triviales de la ecuacién de Cauchy con su gréfica.

Teorema 5.6 Sea f una solucién de la ecuacion f(x +vy) = f(x) + f(y). Entonces los
stquientes dos enunciados son equivalentes

1) La grdfica de f es densa en R2.

2) La funcidn f es una solucion no trivial de la ecuacién de Cauchy.

Demostracién. 1) = 2) Supongamos que f es una solucién trivial de la ecuacién de
Cauchy. Como f es una linea recta entonces la gréafica de f no es densa en R?, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, si la gréifica de f es densa en R? entonces f es solucién
no trivial de la ecuacién de Cauchy.

2) = 1) Supongamos que la grafica de f no es densa en R2. Entonces existe un rectangulo
abierto A = (a,b) x (c,d) C R? tal que

graf (f)NA=0.

Veamos que se cumple al menos uno de los siguientes enunciados
() para toda z € (a,b) tenemos que f(z) > ¢;
(1) para toda = € (a,b) se cumple f(z) <d

Supongamos que existen z1,x2 € (a,b) que satisfacen

flwy) <e, f(z2)>d

podemos entonces encontrar dos niimeros racionales ¢; y g2 tales que ¢; +¢2 =1y que
cumplan ¢ f(z1) + g2 f(22) € (¢,d). Ademds tenemos que f(q1x1 + gox2) = ¢1 f(z1) +
g2 f(x2) por lo que

(171 + gxa, f(1z1 + q272)) € (a,b) x (¢, d),

lo cual es imposible. Por lo tanto (i) o (ii) se debe cumplir. Supongamos sin pérdida de
generalidad que se cumple (¢). Como (a,b) es abierto existe un § > 0y s € R tal que
(=04 8,0+ s) C (a,b) por lo que se deduce que f es acotada inferiormente en (—4,4),
adicionalmente tenemos que f(z) = —f(—z), luego f es acotada en (—4,4). Con las
hipotesis adicionales a la ecuacion de Cauchy vistas en el capitulo 1, llegamos a que f
es continua en 0 (hipdtesis 6). Luego f es continua en todos los reales (hipétesis 2), lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto, si f es una solucién no trivial de la ecuacién de
Cauchy entonces la grafica de f es densa en R2. |
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5.4. Otra mirada a la ecuacién de Cauchy

Como ya vimos, las ecuaciones de Cauchy juegan un papel muy importante al momento
de resolver ecuaciones funcionales. También se han dado ciertas equivalencias a la ecua-
cién aditiva de Cauchy tomando en cuenta diferentes hipdtesis. A continuaciéon damos
un teorema referente a la ecuaciéon de Cauchy con una lista de enunciados equivalen-
tes, entre los cuales hay algunos que utilizan herramientas un poco més avanzadas de
matematicas.

Teorema 5.7 Supongamos que f : R — R cumple la ecuacion aditiva de Cauchy y
ademds ¢ = f(1) > 0. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

~

. f es continua en un punto xg.
. [ es creciente.
. [ es positiva para x positivos.

2
3
4. f estd acotada superiormente en cada intervalo cerrado finito.
5. f estd acotada inferiormente en cada intervalo cerrado finito.
6

. [ estd acotada superiormente (inferiormente) en cada conjunto acotado de medida
de Lebesgue positiva.

7. f es acotada cada conjunto acotado de medida de Lebesgue positiva.
8. f es acotada cada intervalo finito.

9. f(x) = cx.
10. f es localmente integrable.
11. f es diferenciable.

12. f es Lebesgue medible.

Demostracion.
1) = 2). Sea x > y, veamos que f(z) > f(y). Sea {r,} C Q una sucesién de nimeros
racionales tales que

lim r, =z —y.
n—oo

De la ecuacion anterior tenemos que lim 7, +y — x + g = x¢. Por la continuidad de
n— 00

f en xy tenemos que
Jim f(rn +y —z +x0) = f(20).

Ahora como f es aditiva y f(1) = ¢ tenemos que f(r, +y —x + z9) = cry, + f(y) —
f(z) + f(zo). Por lo que
nh;nolo Crn + f(y) - f(JC) =0.
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Pero también sucede que
Jim e, + fy) — f(@) = clz —y) + fy) = f(2),
al comparar los dos tltimos limites se tiene que

f(x) = fly) = c(xz —y) > 0.

La desigualdad anterior se cumple, pues f(1) = ¢ > 0 y ademds = > y. Por lo tanto
f(x) > f(y) y f es creciente.

2) = 3). Sea x > 0, veamos que f(x) > 0. Como & > 0y f es creciente se tiene que
f(x) > f(0) =0, que es lo que querfamos demostrar.

3) = 4). Sea [a,b] C R un intervalo finito, veamos que f es acotada superiormente en
tal intervalo. Sea x € [a,b], entonces b — z > 0. Como f es positiva en los positivos
entonces f(b—x) > 0. Como f es aditiva tenemos que f(b) — f(z) = f(b—=z) > 0, luego
f(b) > f(x), por lo que f estd acotada superiormente en [a, b] por f(b).

4) & 5). Sea [a,b] C R un intervalo cerrado finito, veamos que f estd acotada infe-
riormente (superiormente) ahi. Consideremos el intervalo [—b, —a], aqui por hipdtesis f
estd acotada superiormente (inferiormente), luego para cada —z € [—b, —a] se cumple
que f(—z) < M (N < f(—=x)), pero sabemos que f es impar, luego f(—z) = —f(z) por
lo que —M < f(z) (f(z) < —N) para toda z € [a, b].

5) = 6). Sea A C R un conjunto acotado de medida de Lebesgue positiva, entonces existe
un intervalo cerrado finito [a, b] con A C [a, b]. Por hipdtesis f estd acotada inferiormente
en [a, b], por lo que f estd acotada inferiormente en A. Para ver que f estd acotada su-
periormente en cada conjunto acotado de medida de Lebesgue positiva se procede igual,
solamente se usa 4) en lugar de 5).

6) = 7) Si A C R es un conjunto acotado de medida de Lebesgue positiva se tiene
por 6) que existen M; y My con My < f(x) < M, para todo = € A. Es claro que si
M = méx {|M1],|Mz|} se cumple que |f(z)| < M para todo = € A.

7) = 8) Sea |f(z)| < M para z € A, con A un conjunto de medida de Lebesgue po-
sitiva. Sabemos que existe un nimero § > 0 tal que para todo t € R que satisface
[t| < ¢ el ntimero ¢ se puede expresar como t = x — y para z,y € A adecuados. Luego
lf@)] = |f(x —y)| < 2M para t € (—9,5). Entonces f es acotada en (—4,0) lo cual
implica que f es acotada en cualquier intervalo finito.

8) = 9) Supongamos que f es acotada en el intervalo [a, b], definamos la siguiente funcién

g(x) = f(x) — cx, z €R.
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Vamos a demostrar que g(z) = 0. Notemos que g(z) es aditiva, pues

gz +y) = flz+y)—clx+y)
f(@) + f(y) — c(z) — c(y)
= g(z) +g(y)-

También tenemos que g(r) = 0 para todo r € Q y g es acotada en [a,b] ya que f(x) y
h(z) = cx son acotadas en [a, b].

Por otro lado tenemos para x € Ry r € Q que

glw+1) = fle+m)—cla+r)
— F(@)+ f(r) — ez —cr
— (&) — ca = g(a).

Si « € R podemos encontrar un nimero r tal que x + r € [a, b], luego por la ecuacién
anterior, g es acotada en R. Supongamos ahora que g(z¢) = d > 0 para algun z, enton-
ces g(nxo) = nd para n € Z, lo cual seria una contradiccién al hecho de que g es acotada.

Por lo tanto g(x) = 0, de lo cual concluimos que f(z) = cx para todo = € R.

9) = 10) Es claro, pues f(z) = cx es una funcién integrable en cualquier intervalo ce-
rrado.

10) = 11) Sea f localmente integrable, veamos que f es diferenciable. Como f es aditiva
y localmente integrable tenemos lo siguiente

zof(z / f(z

fA Flatt) — F(e)dt

x+x0
:/ flu du—/ f(®)dt conu=zx+t,
x

= /OJ?HEO du—/ flu du—/ flu
/0380-4-91 f(u)du—/o f(u)du—/o flu)du

= zf(2o).

La ultima igualdad se da ya que podemos intercambiar x por x(. De la ecuacién anterior
tenemos que xq f(x) = x f(xg) y al restar xof(zo) en ambos lados obtenemos

zof(x) — 2o f(w0) = 2 f(20) — w0 f(20) = f(@) = J(2o) = f(:m)) xo # 0.

T — X To
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Sacando limite cuando z — xg llegamos a

Flag) = ltm L&) =T @0) _ flzo)

T—To r — o Zo

.130750.

Luego f es diferenciable si xg # 0. Para ver que f es diferenciable en 0 tomemos una
sucesién de racionales {r,} que converja a 0, luego tenemos que
rn) —0 cr
£(0) = lim Flra) =0 = lim = =c¢

n—oo T, —0 n—o00 Ty,

por lo tanto f es diferenciable en 0, luego f es diferenciable en R.

11) = 12) Como f es diferenciable entonces es continua y por lo tanto es Lebesgue
medible.

12) = 1) Notemos que es suficiente probar que para todo € > 0 existe § > 0 tal que
|f(h)] < € para toda h € (0,6), pues que esto implicarfa la continuidad de f en cero y
ya sabemos que si f es continua en cero entonces es continua en cualquier otro punto.

Sea ¢ > 0, como f es Lebesgue medible el teorema de Lusin® nos permite encontrar un
conjunto cerrado A C [0,1] con p(A) > % y f continua en A, en donde pu es la medida
de Lebesgue.

Como f es continua en A entonces es uniformemente continua en A por lo que existe
5 €(0,%) tal que |f(z) — f(y)| <esiz,ye Ay |z —y| <.

Sea h € (0,6). St Ay A—h={z — h; z € A} fueran ajenos tendriamos que

L= p((h 1) > (AU (A~ ) = p(A) + a4~ B) > 3,

lo cual no es posible, ya que h < § < % Entonces A y A — h no son ajenos, por lo que
existe g € AN (A —h), luego |f(h)| = |f(zo) — f(zo — k)| < €, que es lo que queriamos.

Por lo tanto f es continua en 0 y entonces es continua en zy € R. |

Observacion 1. Demostramos la equivalencia de lo enunciados anteriores, sin embargo
podemos quitar los que se refieren a la medida e integral de Lebesgue asi como el enun-
ciado de diferenciabilidad y quedarnos con una cadena maés corta, es decir, se pueden
demostrar los enunciados en el siguiente orden
1)=2)=3)=4)=5)=8)=9)=1).

Observacién 2. También podriamos agregar el siguiente enunciado: 13) f es continua
en R, quitar los referentes a la medida de Lebesgue con lo cual obtenemos que
1)=2)=3)=4)=5)=8)=9)=10)=11) = 13) = 1).

3Ver [18] paginas 66-67.






Capitulo 6

Ecuaciones en diferencias y
recursivas

En este capitulo veremos ecuaciones que contienen a f(z), f(z+1) y en general f(x—+n)
con n € N, las cuales son ecuaciones en diferencias. También estudiaremos ecuaciones
que contienen iteraciones de f, es decir f(x), f?(z),...,f"(z) con n € N, a las cuales
también se les llama recursiones.

En el capitulo 5 se vié como transformar una ecuacién funcional en otra mas facil
de resolver al linealizar el argumento de la funcién. Si tenfamos una funciéon f con
argumento ax aplicamos la transformacién f(z) = g(z), en donde z = log = para llegar a
otra ecuacién funcional, pero en lugar de tener f(ax) tendremos g(z + b), con b = log a,
con lo que llegaremos a un ecuacién en diferencias y al resolver la ecuacién que contiene
a g(z + b) se llegard directamente a la funcién f.

6.1. Ecuaciones en diferencias

Cuando se estudian ecuaciones en diferencias se trabaja con el operador diferencia A, el
cual estd definido de la siguiente manera, si z : R — R entonces Az = z(z + h) — z(z),
siempre que x + h pertenezca al dominio de z con h una constante fija. El opera-
dor A lo podemos definir como la diferencia de otros dos operadores los cuales son
Ez(x) = z(xz + h) y la identidad Iz(z) = z(z), por lo que Az(x) = Ez(z) — Iz(x).

Se define entonces la n-ésima diferencia A™ de z como A"z = A(A"12) y A%(z) =
z(z). Andlogamente definimos E"z(x) = E(E"z), por lo que E"z(x) = z(z +nh). y
E%2(x) = z(x).

Si Z es una funcién cuya primera diferencia es la funcién z(z) entonces la llamaremos la

suma indefinida de z y la denotamos por A~1z. Luego AZ(x) = z(x) y A~ 1z(x) = Z(x).

95
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A continuacién enunciamos propiedades de los operadores A, E e I, los cuales son
inmediatas. Una buena referencia para méas propiedades es [9] capitulo 1.3 y 1.4.

1. Alez(z) + w(x)] = cAz(x) + Aw(z), con ¢ € R.
2. Alz(x)w(z)] = Ez(x) - Aw(x) + w(z) - Az(z).

2(x)  w(x)Az(r) — 2(x)Aw(x) L wle
5 Aw(:lc) N w(x)EBw(z) » con w(w) #0.

4. AMA™ = A"A™ = A™T" con m,n € N.

5. E™E" = E"E™ = E™T™ con m,n € N.
6. Como A = E — I entonces
n n . n n—i i
A" = (E—1) :Z<i>(—1) E'.
i=0

Una ecuacién en la que aparecen z(x) y una o més de las diferencias Az(z), A2z(z), - - -
para cada valor de = en algin conjunto A es llamada ecuacidn en diferencias sobre el
conjunto A.

Ejemplos de ecuaciones en diferencias son los siguientes

Az(z) — 2z(x) =0, (6.1)
A?2(x) 4+ 3Az2(2) = 2(z), (6.2)
2(z)A%z(z) = 1. (6.3)

En las siguientes dos secciones veremos cémo resolver este tipo de ecuaciones cuando la
variable x es entera o real.

6.1.1. Ecuaciones en diferencias con variable entera

Aqui tomaremos en cuenta ecuaciones en diferencias sobre Ny y para hacer més facil
la notacién la variable x la cambiaremos por n, para indicar que trabajamos sobre los
naturales. La h del operador F serd igual a 1. Ademéds z(n) lo denotaremos por z,. De
esta manera las ecuaciones (6.1), (6.2) y (6.3) quedan de la siguiente manera

Az, — 2z, =0, (6.4)
A%z, +3Az, = 2, (6.5)
2, A%z, = 1. (6.6)

Si aplicamos las propiedades de los operadores A y E obtenemos que las ecuaciones
(6.4), (6.5) y (6.6) se convierten respectivamente en

Znt1 — 3zp, =0, (6.7)
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Znao + Zpa1 — 3zp, =0, (6.8)
ZnZnya — 2ZnZny1 + 22 = 1. (6.9)

Sélo veremos cémo resolver ecuaciones en diferencias tales como (6.7) o (6.8), para lo
cual tenemos la siguiente definicién.

Definicién 6.1 Una ecuacion en diferencias lineal de orden k > 1 es una ecuacion de
la forma
Znak + Q1Znak—1+ -+ apzn = by n >k, (6.10)

donde los a;, i € {1,2,...,k} son constantes y b, es una sucesion conocida. Si b, = 0
b b b b
para toda n € N diremos que es una ecuacion lineal homogénea.

Por el momento veamos como se resuelven las ecuaciones homogéneas.

La ecuacién en diferencias lineal homogénea de orden 1

Zn+1 = Q12n,

tiene como solucién
2z = Caf,

en donde zg = C.
Si queremos resolver la ecuacion en diferencias lineal de segundo orden homogénea
Znt2 +a12p41 +a22, =0 n>2 (611)

y buscamos soluciones del tipo z, = Cr™ con C' # 0, r # 0 lo que tenemos que hacer es
sustituir z, = Cr"™ en la ecuacién anterior y obtenemos

Cr™*t2 4 a,Cr™ ' 4 4, Cr™ = 0, (6.12)
como C # 0 entonces factorizamos para obtener
Pt ar+a] =0 & r’dar+az=0. (6.13)

A la dltima ecuacién se le llama polinomio caracteristico y a las raices de dicho polinomio
se les llama raices caracteristicas. Veamos dos teoremas que nos serviran para relacionar
las raices caracteristicas con las soluciones de la ecuacién (6.11).

Teorema 6.2 Siy,, yw, son dos soluciones de la ecuacion (6.11) entonces C1y,+Cow,
también es solucion con constantes C1 y Co arbitrarias.

Demostracién. Solo es cuestién de sustituir C1y, + Cow,, por z, en (6.11). [ |

Teorema 6.3 Si tenemos una ecuacion en diferencias lineal de sequndo orden ho-
mogénea
Zni2 + G12n41 + 22, =0 (6.14)

con polinomio caracteristico r? + a1r + as = 0, entonces
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1. r es raiz caracteristica si y solo si r™ es una solucion de la ecuacion en diferencias
lineal de sequndo orden.

2. Si r es raZ doble del polinomio caracteristico entonces nr'™ también es solucion de
la ecuacion en diferencias lineal de sequndo orden.

3. Si las raices caracteristicas son r1 # o entonces la solucién de (6.14) es
2n = C1r] 4 Cary.

4. Sir es raiz doble del polinomio carateristico entonces la solucion general de (6.14)
es
zyn = C1r™ + Conr™.

5. Si el polinomio caracteristico de la ecuacion tiene soluciones no reales wy = pe'?,
wy = pe~ " entonces la solucion es

zn = Ap™ cos (nf + B).

En donde p es la norma y 0 es el dngulo del nimero complejo que resuelve el polinomio
caracteristico escrito en forma polar. En estos casos C1 y Co asi como A y B dependen
de condiciones iniciales z1 y zo dadas.

La demostracién detallada de este teorema se encuentra en [9] pdg. 134-140.

En general, si tenemos la ecuacién en diferencias homogénea de orden k (6.10) con
polinomio caracteristico

a4 ag_1r 4+ ax = 0. (6.15)
la solucién general de (6.10) es la suma de las siguientes soluciones

» Para cada raiz real r no repetida de (6.15) tenemos la solucién
Cir™.
= Para cada rafz de (6.15) repetida [ veces tenemos la siguiente solucién
(Cy + Con+ ...+ Cnl=Hyrm,
= Para cada par de raices complejas conjugadas no repetidas tenemos
Ap"™ cosnb + B.

= Y para cada par de raices complejas conjugadas repetidas [ veces escribimos la
siguiente solucién

p"[A; cos (nf + By) + Agncos (nf + By) + ... + An!~Lcos (nf + By)).
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También en [9] se pueden ver con detalle que éstas son las soluciones de la ecuacién en
diferencias de orden k (pdg. 163-164).

Si queremos encontrar la solucién de (6.10) con b,, # 0 tenemos que encontrar la solucién
de la ecuaciéon homogénea y a esta sumarle una solucién particular. En la siguiente tabla
mostramos una lista de soluciones de ensayo z;; que sirven para encontrar la solucién
particular.

Si aparecen dos o mas de estas soluciones de ensayo se tienen que tratar por separado.
Si una de las soluciones de ensayo aparece ya en la solucién de la ecuacién homogénea la
multiplicamos por n y utilizamos esta nueva solucién ensayo. Todos los coeficientes que
aparecen tienen que determinarse para que la solucién funcione para todos los valores
de n.

b, Soluciéon de ensayo
a” Aa™
sencn 6 coscn Asencn + Bcoscn
nma" a"(Ap+ Ain+...+ A,n™)
a"sencn 6 a”cosen | a™(Asencn + Bcoscn)

Cuadro 6.1: Soluciones de ensayo.

Veamos unos ejemplos.

Ejemplo. Encuentre la solucion de la siguiente ecuacion en diferencias homogénea
2249 — dzpy1 + 22, = 0.

Solucién. El polinomio caracterfstico es 2r? — 5r + 2 = 0, cuyas raices son r; = 2 y
ro = % Entonces la solucién general es

1 n
zp = C12™ 4+ Cy <2) s

en donde C7 y Cyson constantes arbitrarias. O
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En el siguiente ejemplo resolveremos una ecuacién en diferencias no homogénea, para lo
cual utilizaremos las soluciones de ensayo descritas en el cuadro (6.1).

Ejemplo. Encuentre la solucién de la siguiente ecuacion en diferencias
Znto — 4zn11 + 42, = 3n 4+ 27 (6.16)

Solucion. En este caso, para la ecuacién homogénea tenemos el polinomio caracteristico
r?2 —4r +4 = 0, con raiz doble r = 2, por lo que la solucién general de la ecuacién
homogénea es

zn = (C1 + Can)2™

y sélo falta sumarle la solucion particular para tener la soluciéon completa.

Observemos que el término 3n del lado derecho sugiere la solucién de ensayo Ag + Ajn.
Por otro lado el término 2™ nos lleva a la solucién de ensayo A2™, la cual ya aparece
en la solucién homogénea y tenemos que multiplicar por n, obteniendo asi An2™ la cual
también aparece en la solucién homogénea y multiplicamos por n para obtener An22".

Sumando las soluciones de ensayo llegamos a la solucién de ensayo general
25 = Ao+ Ain + An?2".
Sustituyendo en la ecuacién original tenemos que
Zpig — 42y + 4z, =3n+ 2",
y al hacer todas las operaciones del lado izquierdo obtenemos que
(Ag —241) + Ain + 8A2" = 3n + 2"

lo inico que nos falta es resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene con Ag—2A4; = 0,
A1 =3y 8A=1.Luego 4g=6, A1 =3y A= %. Por lo que la solucién completa es

1
Zp = (C1 + Con)2"™ + 6 4 3n + §n22".

Ejemplo. Resuelva la ecuacion en diferencias
Zn+2 — 22n+1 + 2y = 5+ 3n. (617)

Solucidén. En este caso el polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea es 12 — 2r +
1 = 0. La tnica raiz es 1 con multiplicidad 2, luego la solucién general de la ecuacion
homogénea es

zn = C1 + Con.

Para la solucién de ensayo z tendriamos 2} = Ag + Ain pero tal soluciéon ya aparece
en la solucién general, por lo que multiplicamos por n, obteniendo Agn 4+ A;n?, como en
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la solucién general ya tenemos un término lineal volvemos a multiplicar por n llegando
a 2t = Agn? + Ajn3. Al sustituir en (6.17) y haciendo las operaciones correspondientes
obtenemos que Ag =1y A = %

Entonces, la solucién de la ecuacién (6.17) es

1
2 =C1 4+ Con+n? + 5713.

6.1.2. Ecuaciones en diferencias con variable continua

En esta seccion veremos ecuaciones en diferencias cuya variable es continua. Sélo veremos
ecuaciones homogéneas de primer y segundo orden. Entre las de primer orden destaca
la funcién gamma I'(z) que trataremos mas adelante.

Ecuaciones homogéneas de primer orden

Empezaremos con las ecuaciones en diferencias lineales homogéneas de primer orden, las
cuales son de la forma

fle+1) —g(x)f(x) =0 (6.18)

con g(x) una funcién continua y f : [0,00] — R es la funcién incdgnita. Si fo(x) es una
solucién particular de (6.18) entonces su solucién general es

f(x) = folz)¥(x)

en donde ¥ es una funcién peridédica con periodo 1. Notemos que la solucién general
estd bien definida, pues si tenemos otra solucién particular f; tendriamos que f(z) =
f1(2)¥(x), sustituyendo f por las dos soluciones y despejando g(x) e igualando obtene-

mos
fole+1) _ filz+1) N folz+1) _ folz)
fo(x) fi(z) hz+1)  fi(2)

Por lo que %(w—i— 1) = %(x) es una funcién de periodo 1 y la solucién estd bien definida.

Veamos unos ejemplos.

Ejemplo. Resuelva la siguiente ecuacién.
fl+1) =bf(z) =0

Solucion. Haciendo f(x + 1) = bf(z) y si b > 0 aplicamos logaritmo en base b, por lo
que obtenemos una nueva ecuacién g(z + 1) = g(z) + 1, en donde g = log, f. Luego
g(z) = x y nuestra solucién particular es fo(x) = b, por lo que la solucién general es
f(z) =¥ (z), con ¥ una funcién periédica de periodo 1. O
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Sien la ecuacion (6.18) la funcidn g es la identidad entonces tenemos la siguiente ecuacién
flz+1)—zf(x)=0 (6.19)
una solucién es la funciéon gamma, una de las definiciones de la esta funcién es la siguiente

n!n®

N = e e e+ @

veamos por qué

r 1 ! n! n*tl
x+1) = lim
( ) nooo (x+1)(x+2)...(x+1+n)

nln® n
- nlgrolo (xx(a;+1)(x+2)...(x+n) (m+1—|—n)>

= 2T(2) lim —
nsoox+1+n
= zI'(z).

Hay que notar que la funcién I'(x) no es la dnica solucién a (6.19) pues las funciones
I'(z)¥(z) con x > 0y ¥(x) periédica de periodo uno también son solucién. Notemos
que también son solucién F(x)e‘l’(x), pues e¥(*) es una funcién periédica con periodo 1.

Ecuaciones homogéneas de segundo orden

Las ecuaciones homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes son de la forma
af(x+2)+bf(x+1)+cf(x) =0 ac#0. (6.20)

Aligual que en las ecuaciones en diferencias con variable entera tenemos que el polinomio
caracteristico asociado a la ecuacién es ar? +br+c = 0, con raices caracteristicas 71 y 3.

Si tenemos que las dos raices son reales y diferentes entonces la solucién general de (6.20)
es de la forma

f(z) = Uy (z)r] + Va(x)r3 si ab<0,ac>0.
f(x) = Uy(z)rf + Va(z) r2|” cos ma si ac<0.
f(x) = Wq(z) |r1]" cosma + Wa(z) |ra|" cosmax  si ab >0, ac > 0.

Si las raices son reales e iguales entonces la solucién es

[Ty (x) +2Uy(z)]r* si ab<0.
(U (z) + 2Vs(x)]|r|" cosmx si  ab < 0.

Y si las raices son complejas entonces tenemos la solucién

f(x) = Wi(z)p® cosbx + Wop” sin .
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_b

en donde 715 = p(cosfx £isinfr), p = £ y 6 = arccos (72\/E

) y ademds Uq(x) y

Uy (x) funciones periédicas con periodo 1.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : RT — R que cumplan

flz+2)— f(z+1)—6f(x) =0.
Solucién. El polinomio caracteristico de esta ecuacién es 72 —r — 6 = 0, por lo que las

raices son 1 = 3y ro = —2. En este caso ac = —6 < 0 y entonces la solucién general es
flz) = U,3% + Wy(x) |—2]? cos T,

con ¥y (x) y ¥y funciones periddicas de periodo 1. Es facil comprobar que tal f resuelve
la ecuacién funcional, s6lo hay que tomar en cuenta que Uy (z+2) = Uy (z+1) = ¥y (z)
y Uo(x+2) =Uy(z+ 1) = Uy(x), pues ¥y (z) y U(x) son de periodo 1. O

6.2. Ecuaciones recursivas

En la seccién anterior vimos algunos ejemplos de ecuaciones funcionales que contienen
ecuaciones en diferencias, en esta seccién veremos ecuaciones que contengan la funcién
incégnita f iterada consigo misma o alguna otra funcién la cual, al iterarla, reduzca el
problema en cuestién.

Ejemplo. (IMO, 1992, lista corta).
Sea R* el conjunto de los nimeros reales positivos. Dados dos niimeros reales positivos
a y b suponga que la funcién f : RT — RT satisface la ecuacién funcional

f(f(x)+af(x) =0ba+b)z, para toda z € R.

Muestre que existe una tinica solucién a esta ecuacién.

Solucién. Definamos x,, = f(z,_1) en donde 7o € RT es fijo, entonces de la ecuacién
original obtenemos

Tpta + axpy1 — bla+b)x, =0 (6.21)
cuyo polinomio caracteristico es 72 4+ ar — b(a + b) = 0 y las raices de tal polinomio son
r1 =byry = —a—b, luego la solucién a la ecuacién (6.21) es

Ty = C10" + Co(—a — b)" (6.22)

con C1,Cy € R que satisfacen zg = C; + Cs y x1 = C1b + Cy(—a — b). Veamos a
continuacién que Cy y Cy dependen de zp y x1. Sustituyendo Co = 29 — Cy en (6.22)
tenemos que

f(zo) + (a+b)zg

C =
! a-+2b
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Por otro lado, sustituyendo Cy; = zg — Cy también en (6.22) llegamos a que

bxrg — f(xo).

C =
2 a+2b

Por lo que efectivamente Cy y Cs dependen de xzg vy 1.
Ahora bien, como f : RT — R* tenemos que
f (o) = C1O" 4+ Co(—a — b)"
y dividiendo en ambos lados por (a + b)™ obtenemos lo siguiente

1 g (0

(a+d)" a+b

>n + (=1)"C2

y como f" siempre es positiva entonces

b n
_1)nCy >
Cl<a+b) +(=1)"C2>0

y se cumplen las siguientes desigualdades

b 2n+1 b 2n
- > > _ -
¢ <a+b> 2 G2 Cl<a+b>

como a y b son positivos entonces a+b > b > 0 por lo que tomando limites en la ecuacién
anterior tenemos que Cy = 0 De aqui que g = C1 y f(z9) = x1 = C1b = bxy. Ahora
bien, como la xy fue arbitraria concluimos que f(z) = bx es la tnica solucién posible a
nuestra ecuacién funcional. a

Se dan a continuacién una serie de ejemplos que contienen a la funcién incognita iterada
consigo misma en la ecuacién funcional o bien, ecuaciones en diferencias.

Ejemplo. (Austria-Polonia, 1997) Muestre que no existe funcién f : Z — Z tal que

f(-T‘Ff(y)):f(l')_y, COHZ‘,yEZ

Solucidn. Supongamos que existe tal funcién f, haciendo x = 0 tenemos que f(f(y)) =
f(0) —y. Esto nos lleva a que fo f es una biyeccién entre los enteros, pues es una funcién
afin luego también f es una biyeccién entre los enteros.

Tomando z = y = 0 tenemos que f(f(0)) = f(0) y por la inyectividad de f tenemos que
f(0) =0 por lo que f(f(y)) = —y para toda y € Z.

Sean z,y € Z, como f es una biyeccién entonces existe a € Z tal que f(a) = y por lo
que f(y) = f(f(a)) = —a, de lo cual

flet+y) = fle+fa) = f(z) —a= flz) + fy),
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entonces f satisface la ecuacién aditiva de Cauchy, luego, para cualquier entero x tenemos
que f(z) =z f(1), por lo que f(f(z)) = f(zf(1)) = (xf(1))f(1) = =[f(1)]?, luego
z[f(D] = f(f(2)) = —a.

De la dltima ecuacién tenemos que [f(1)]? = —1, lo cual es imposible, pues [f(1)]? debe

ser un entero no negativo. Por lo tanto no existe tal f. g

En el siguiente ejemplo no se puede reducir a ningin tipo de ecuacién en diferencias,
pues si bien, la ecuacién funcional contiene a f(n + 1) y f(n) también f(f(n)) aparece
en la ecuacién, por lo que tampoco se puede hacer una ecuacién con las iteradas de f.

Ejemplo. {Existird alguna funcién f : N — N tal que

f(f(n)) = f(n+1)— f(n)? (6.23)
Solucion. Notemos primero que f es creciente, Ya que f(f(n)) > 1. Ademds como

f(n+1)=f(n) = f(f(n)) se tiene que f(n+1) > 1+ f(n), por lo que f(n+1) > f(n).

Haciendo n = 1 en (6.23) tenemos que f(2) = f(f(1)) + f(1), como f(1) > 0 entonces
f(f(1)) < f(2), pero f es creciente, luego f(1) < 2 y concluimos que f(1) = 1. También

tenemos que f(2) = F(f(1)) + f(1) = F(1) + 1 =2,

Para n = 2 obtenemos de (6.23), f(3) = f(f(2)) + f(2) = f(2) +2 = 4. Por ultimo,
haciendo n = 3 en (6.23) llegamos a que f(4) = f(f(3)) + f(3) = f(4) + 4, lo cual es
absurdo. Por lo tanto no existe f que satisfaga la ecuacién funcional. O

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : N — N tales que
F(f(n) +[f(n)]* = n® +3n+3.

Solucion. Es claro que tampoco podemos usar ecuaciones en diferencias o alguna re-
cursion, sin embargo, es ficil ver que una solucién de la ecuacién es f(n) = n + 1,
demostremos que es la tinica solucion.

Supongamos que f(n) > n + 1, entonces f(n) > n + 2, por lo que [f(n)]? > (n+2)%y
entonces

f(fm) <n*+3n+3—-n+2%*=n*4+3n+3-n>—4n—4=-n—1,
lo cual es absurdo, por lo que f(n) < n+ 1 para todo n € N.
Si f(n) <n+1 de la ecuacién original tenemos que
f(fn) >n*+3n+3—-(n+1)?=n*+3n+3-n*—2n—1=n+2> f(n) +1

entonces f(f(n)) > f(n)+1y tenemos el caso anterior, por lo que f(n) < n+1 tampoco
puede suceder. Luego f(n) =n + 1 es la tnica solucién. ]
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Veamos un tltimo ejemplo de ecuaciones en diferencias.

Ejemplo. Encuentre todas las funciones f : Ng — Ny tales que

f(F(n)) + f(n) = 2n + 3k

donde k£ € N es un ntmero fijo.

Solucidén. Sea z1 = n'y zny1 = f(zn), sustituyendo en la ecuacién z,, y después z,1
obtenemos que

Zn42 + Zn+1 = QZn + 3k
Zn+3 + Zny2 = 22p41 + 3k.

Restando las dos ecuaciones anteriores tenemos que 2,43 — 2n+1 = 22Zp41 — 22pn, ¥
obtenemos la siguiente ecuacién

Zn43 — 3%n+1 + 225, =0

con polinomio caracteristico r3 — 3r + 2 = 0, cuyas raices son r = 1,1, —2, entonces la
solucién general es
zn=C1+Con + C3(—2)7l.

Para n suficientemente grande tenemos que z, < 0, no importa cuales sean las constan-
tes Cp, Cy y Cs, lo cual no es posible, pues f : Ny — Ny, por lo tanto C5 = 0.

Entonces la solucién se escribe como z, = C7 + Con y sustituyendo en z,, 49 + 241 =
2z, + 3k obtenemos

C1 + CQ(TL + 2) + C1 + Cg(n + 1) = 2(01 + Cz’n) + 3k,
despejando obtenemos que Co = k. Por otro lado, también sabemos que
29 — 21 = (C1+202)—(Cl+02):C1+2k‘—(01+]€):k‘

llegando a que f(n) —n = k para toda n € N, luego, la funcién f(n) = n+ k es la
solucién de la ecuacién funcional. O



Capitulo 7

Problemas recientes

En este tltimo capitulo veremos problemas que han aparecido en competencias recientes
de la Olimpiada Internacional de Matemédticas (IMO), de la Olimpiada Iberoamerica-
na de Mateméticas (OIM), de la Olimpiada de Matemdticas de la cuenca del Pacifico
(APMO) asi como algunos de diversos paises. Aqui proponemos una solucién a dichos
problemas, aunque hay algunos cuya solucién se puede encontrar de diferente manera.

7.1. Problemas de la IMO

Problema 7.1 (IMO, 1986). Encuentre todas las funciones f : Rf — RS‘ que satisfacen

(i) f(zf(y)f(y) = f(z+y) para cualesquiera nimeros x,y > 0,
(i) f(2) =0,
(#i) f(z) # 0 para toda 0 < x < 2.

Solucion. Si z > 2 entonces f(z) = f(z—2+2) = f((z—2)f(2))f(2) = 0; luego f(z) =0
para z > 2. Por (i4i) tenemos que f(z) =0siy sélosi z > 2.

Como para 0 < y < 2, se tiene que f(y) # 0y como 0 = f(2) = f2—y+vy) =
f(2—=y)f(Y)f(y), se tiene que f((2—y)f(y)) =0y entonces

(2-y)fly) =2

Tomando = = 25, se tiene que f(z +y) = f(xf(y))/(y) = F(2)/(y) = 0, por lo que

2<z+y= ﬁ + vy, pero esto implica que, 2 > (2 — y) f(y), luego

2
f(y)zﬂ para 0 <y < 2.

Luego una solucién debe cumplir

2

—— para0 <y <2,
-y

0 para y > 2.
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Desde luego esta funcién verifica las condiciones del problema. O

Problema 7.2 (IMO, 1988). La funcion f estd definida en los enteros positivos como

stgue

fH) =1, f(3)=3,
2 =

F4n+1) = 2f(2n +1) - f(n),

fAn+3)=3f(2n+1) —2f(n).

Encuentre todos los valores n tales que f(n) =n y 1 <n < 1988.
Solucion. Primero notemos que la funcién f es tnica, pues ha quedado determinada para
todos los nimeros enteros, pues todo entero mayor o igual a 2 y diferente de 3 es de la

forma 2n, 4n +1 6 4n + 3 con n € N. Para tener una idea del comportamiento de f
calculemos sus primeros valores.

F=172)=f1)=1f3)=3

=2f(7)— f(3) =14 -3 =11
= f(1) =1
F(15) = 3£(7) — 2f(3) = 21 — 6 = 15.

Escribamos en binario algunos valores de las igualdades anteriores, esto para ver como
se comporta la funcién.

e e
SRR R IR I I R R T

)
)
)=f(6) =3
)
)

() =F((1)2) = (1)2

f(2) = 1 ((10)2) = (01)

fB3) = F((11)2) = (11),

f(4) = £ ((100)2) = (001),
f(5) = £((101)2) = (101),
f(6) = f((110)2) = (011),
f(7) = £ ((111)2) = (111),
f(8) = £ ((1000)2) = (0001),
f(9) = f((1001)2) = (1001),
f(10) = £ ((1010)2) = (0101),

Este patrén sugiere que la funcién f invierte el orden de los digitos en la representacién
binaria, esto es, si n = a;2* + ap_12¥"1 + - + a12 + ag con a; € {0,1} entonces

f(n) = a02k + a12k_1 + - 4 ap_12 + ag.
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Probaremos esto por inducciéon en el niimero de digitos de la representacién bina-
ria. Supongamos que el resultado es cierto para numeros tales que su representaciéon
binaria tiene m o menos digitos y tomemos un entero con m + 1 digitos, digamos
n=an2"+ - +a2+a, con a, =1ya; € {0,1} para 0 < j < m — 1. Tene-
mos entonces los siguientes tres casos

" Siap=0,n=0a2"+ - +a12=2(an2™ '+ -+ a2+ a).
Usando la hipétesis de induccién y la propiedad de f

fn) = f(2(an2™ 7 4+ ar))
= f(aQOil + e + al)
2™+ a2+t

= ap2™ 4+ a1 2" -+ ag,.

= Siag=1,a1 =0y
n=am2" 4+ ap-12"" 4+ a2’ +1=4(ay2" 4+ +a2) + 1,
tenemos lo siguiente

f(n) = f(4(am2™ 2+ - +az) +1)
= 2f (2(am2™ 2+ - 4az) +1) = f (am2™ 2+ + az)
= 2f (@m2™ 4+ a2 +1) — f(am2™ 2+ +ag)
= 2 (2m71 + (12277172 +-+ anz—12 + am) - (a22m72 +-+ anL)
= 2" 4 2™ 2 4t a2+ an
= ap2™ +a12™ 4 as2m 2 4. fa,,.

» Congp=a; =1y

n=an2" +am 12"+ +a224+2+1
=22 (42" 2+ +az) +3

tenemos que

f(n)

3f (2(am2m—2 4+t a2) + 1) _ 2f(am2m—2 4+ .+ a2)
= 32" 14 ap2m 2+ fay) —2(a2™ %+t ap)
= 3-2m7 L L a2m 2 4. fay,

= ao2™ + 12"+ ae2™ 2+ -+ .

Ahora debemos de contar los enteros n, con 1 < n < 1988 y que tengan representacién
binaria capicia, ya que estos son los que cumplen que cumplen con f(n) = n.

Notemos que, n = (G, Gm—1..-Gp)2 €s una representacién capicia si y sélo si a,, = ag,
am—1 = a1, etc. Como 219 < 1988 < 2! y 1988 = (11111000100)2 debemos contar los
capicias de 11 6 menos digitos con algunas restricciones, quitar los mayores a 1988 que
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son (11111111111)5 = 2047 y (11111011111)5 = 2015.

Capictias de 11 6 menos digitos hay: 1+1+2+2+44+4+8+8+ 16+ 16 + 32 = 94,

luego los que se piden son 92. En la suma anterior el sumando j, con j = 1,2,...,11;
corresponde a la cantidad de capicias con j digitos, para lo cual hay que tener en cuenta
que el primer digito y el ultimo deben ser iguales a 1. O

Problema 7.3 (IMO, 1992). Encuentre todas las funciones f : R — R tales que

f@+ W) =y +f@), wyeR.

Solucién. Sea a = f(0). Si z = 0 tenemos que f(f(y)) = a® +y.

Conz =y =0, f(a) = a®. Luego f(2?+a)+a? = [f(x)]> + f(a) y al aplicar f tenemos
que f(a® + f(2* + a)) = f([f(2)]* + f(a)), luego

a*+ 2% +a=(a®+12)*+a, para todo z € R
entonces a = 0, f(f(y)) =y para todo y € Ry f(2?) = [f(2)]? para todo = € R.

La dltima ecuacién garantiza que si > 0 entonces f(z) > 0. Ademds si f(z) = 0
entonces f(2?) = f(z? + f(z)) = [f(2)]? + 2 = z, pero comof(z?) = f(x)?, se debe
tener que = 0. De este modo, si z > 0 entonces f(z) >0y f(z) =0siysélosiz =0

Como f([f(2)]” + f(y)) = [f(f(2))]* +y = 2% +y, se tiene que
F@®+y) = FFF@P + FW) = [F@)) + fy) = f(@®) + f(y),

por lo que f es aditiva para z > 0, y € R.

Six <y, entoncesy—xz>0yy=y—z+xporloque fly)=fly—x+z)=fly—x)+
f(x) > f(x), es decir f es creciente. Pero f monétona creciente y f(f(x)) = x garantiza
que f(z) =z, ya que si f(x) > x entonces x = f(f(z)) > f(z), una contradiccién y si
f(z) < z entonces z = f(f(z)) < f(x), otra contradiccién. O

Problema 7.4 (IMO, 1993). Determine si existe una funcion f : N — N creciente con
las siguientes propiedades

(1) f(1) =2,

(ii) f(f(n)) = f(n) +n.

Solucion. La respuesta es que si existe y daremos dos construcciones de una funcién que

cumple

1+

Solucion (a). Sea r = 2\/5 la rafz positiva de la ecuacién r?

—r — 1 =0. Definamos

f(n) = {rn + ;J
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en donde |z| denota el maximo entero menor o igual que z. Veamos que f cumple con
las restricciones (7), (1) y que f es creciente.

(#9) Para ver que f(f(n)) = f(n) + n, notemos que
1. f(f(n)) — f(n) —n es un entero,
2. [f(n)—rn| <1
3. r’n —rn —n =0, para todo n € N.

Entonces tenemos lo siguiente

[f(f(n)) = f(n) =n| = |f(f(n)) —r®*n — f(n) +rn]
|f(f(n)) = rf(n) +rf(n) —r?n— f(n)+rn|

< (r=1f(n) —rnl +|f(f(n)) = rf(n)|
S(T*l)%‘i’ :§<1

Luego f(f(n)) = f(n) —n =0.

Sélo falta ver que f es creciente. Tenemos que r(n + 1) = rn+r, luego r(n+ 1) + % -
rn+ 3 +7 por lo que f(n+1) > f(n).

Por lo tanto la funcién f(n) = [rn + %J cumple las tres propiedades.

Solucion (b). Sabemos que f(1) = 2 y utilizando el hecho de que f(f(n)) = f(n) +n
tenemos que

) =2,

f2) = f(f(1) = f1) +1=3,
fB) = f(f(2) = f(2)+2=5,
()

= f(f(3) =fB)+3 =3,

lo cual nos sugiere que la funcién f manda cada ntimero de Fibonacci en el siguiente, lo
cual demostramos por induccion.

Ya vimos que f(1) =2y f(2) = 3, supongamos que es vilido para el m-ésimo niimero
de Fibonacci y comprobemos para m + 1.

Llamemos Fy, al m-ésimo nimero de Fibonacci. Calculemos f(Fy,+1)

f(Fm-i-l):f(f(Fm)):f(Fm)+Fm: m+41 + Fn = Fingo,

por lo que efectivamente, la funcién f manda a cada nimero de Fibonacci en el siguiente.
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Ya tenemos la funcién definida en los nimero de Fibonacci, sélo falta extenderla a los
demas naturales, para lo cual utilizaremos el teorema de Zeckendorf, el cual nos asegura
que todo nimero natural n tiene una unica representacién como suma de nimeros de
Fibonacci no consecutivos.

Sin= ijl F;; con |ij —ij_1| > 2 con iy <ia... < i, definamos la funcién f por

k k
fn)=f ZFz'j = ZFin
j=1 j=1

y veamos que satisface las condiciones del problema.
(1) Es claro que f(1) =2, pues F1 =1y Fp =2.

(#4) Calculemos f(f(n))

k k k
f(f(n)=f ZFin = ZFij+2 = Z (Fi,+1+ F;,) = f(n) +n.
Jj=1 1 j=1

Solo falta ver que f(n + 1) > f(n) para lo cual distinguimos dos casos

= En la representacién de n no se usan F; y F5. Entonces la representacion de n+ 1,
es la de n més un sumando 1 y entonces f(n) y f(n + 1) difieren en un sumando
adicional, luego f(n+1) > f(n).

= En la representacién de n se usa F; 6 Fs, entonces n + 1 tendrd un sumando maés
grande que los sumandos de n (y los demds iguales) y como esto se conservard des-
pués de aplicar f, tendremos que f(n+ 1) > f(n). O

Problema 7.5 (IMO, 1994). Sea'S el conjunto de los nimeros reales estrictamente ma-
yores que —1. Encuentre todas las funciones f : S — S que satisfagan las dos condiciones

@) fle+ fly)+2f(y) =y + f(x) +yf(x) para cualesquiera x,y € S,
iy 16)

es creciente en cada uno de los intervalos 0 < xz, —1 < x < 0.

Solucion. Si x = y = 0, entonces

Si x = y, entonces

fla+ fla) +af(z) =z+ f(z) +2f(z)
por lo que z+ f (z)+x f (z) es punto fijo de f, notemos que también f(0) es punto fijo de f.

1D.E. Daykin, Representation of natural numbers as sums of generalised Fibonacci numbers J.
London Math. Soc. , 35. 1960 pag. 143—-160.
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Ahora a # 0 es punto fijo de f si y sélo si f(aa) = 1, pero la condicién (i) en (—1,0)
solamente puede haber un punto fijo, lo mismo que en (0, c0) hay a lo mds un punto fi-
joy el 0 es otro posible punto fijo. Veamos que en (—1,0) y en (0, 00) no hay puntos fijos.

Sia € (—1,0) es punto fijo de f, tomando x = y = a en la ecuacién funcional, tenemos
que

f(2a+a*) = 2a + a®
por lo que 2a + a? es punto fijo y como —1 < a < 0 se tiene que 2a + a? < 0, pero ya

observamos que en (—1,0) no hay dos puntos fijos. Luego no hay puntos fijos en (—1,0).

Sia > 0, como f(2a+ a?) = 2a+a? > 0 también 2a + a? es punto fijo positivo, de igual
manera esto no es posible por lo que en (0,00) tampoco hay puntos fijos.

Luego f(0) es el inico punto fijo y este debe ser 0, esto es f(0) = 0. Como z+ f(x)+z f(x)
es punto fijo para toda x se debe tener que

—x
=0 = = .
o+ (@) + 2f (@) fa) =
Falta ver que f(z) = 1—+a: cumple las condiciones. Es claro que @ = 1;—130 es creciente.
x

Ahora bien, como

At+a)(-y) =z-y

v ) +afly) = ot = T

tenemos que

ﬂw+ﬂm+xﬂw)=f<f;z>=;£?@,
+y

T =yt @) ).

Por lo que efectivamente cumple con las condiciones del problema. O

Problema 7.6 (IMO, 1998). Considere todas las funciones f : N = N que satisfagan
la condicion

f(m?f(n)) = n[f(m)]?
para cualesquiera n, m € N. Determine el minimo valor posible de f(1998).
Solucion. Al hacer m = 1, tenemos f(f(n)) = nf(1)2. Si consideramos a = f(1), tenemos
que f(a) = a?, f(a?) = f(f(a)) = af(1)? = a®. Luego por induccién f(a™) = a™*!, para
n > 1. También f(am?) = f(m2f(1)) = [f(m)]?. Usando lo anterior
[Fm)PLf())? = [f(m)]> f(an?) = f(m® f(f(an?))
= f(m*-an®-d*) = f(a-m? -n*-d?)

— [f(amn)P.
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Luego, f(amn) = f(m)f(n) para todos m, n € N.

Sim =1, f(an) = af(n), y entonces af(mn) = f(m)f(n). De nuevo por induccién
a*~1f(n*) = [f(n)]* para toda k € N.

Ahora veamos que a divide a f(n), si p es un primo y p® es la méxima potencia de p
que divide al entero a y p? es la méaxima potencia de p que divide a f(n), entonces de
a*=1f(n*) = f(n)*, tenemos que (k — 1)a < kf3 para toda k = 1,2, .. lo que es posible
solamente si a < 3, luego como p es primo tenemos que a divide a f(n).

Podemos ahora definir g : N — N por g(n) = ! ( ) , esta nueva funcién cumple g(nm) =
g(n)g(m), g(1) =1y g(ag(n)) = an,conn =1 da que g(a) = ay como an = g(ag(n)) =
9(a)g(g(n)) = ag(g(n)) también se cumple g(g(n)) = n.

Ahora como g es multiplicativa y 1998 = 2-33-37, se tiene que g(1998) = g(2)g(3)3g(37).

Veamos ahora que la funcién g en los primos da un nimero primo, si p € N es primo

y si g(p) = zy entonces p = g(g(p)) = g(zy) = g(x)g(y), como p es primo g(z) = 1
6 g(y) =1, si g(xz) = 1 entonces x = g(g(x)) = g(1) = 1. Lo mismo ocurre si g(y) = 1,
luego g(p) es primo.

Luego ¢(1998) serd minimo cuando el producto g(2)g(3)3g(37) sea un producto de pri-
mos minimo, por lo que lo mejor es hacer g(2) = 3, g(3) = 2 y g(37) = 5 en cuyo caso
g(1998) = 3-23 .5 =120.

La funcién se puede extender (y basta definirla en los primos) como g(1) =1, ¢g(2) = 3,
9(3) =2, 9(5) =37, g(37) =5y g(p) = p para p primo con p # 2, 3,5, 37. O

Problema 7.7 (IMO, 1999). Encuentre todas las funciones f : R — R que satisfagan
la condicion

flx—fW)=ffW) +zf(y) + fx) -1, z,y €R.

Solucidn. Tomando x = f(2), se tiene que f(f(2)—f(y)) = f(f(w)+F(2)f (Y)+[(f(2)) -
1.

Tomando = = f(y), se tiene que f(0) = 2f(f(y)) + [f(y)]* — 1, por lo que f(f(y)) =
L/ O-Lf W)

De las dos ecuaciones anteriores se obtiene

[5G = 1y) = F(f(y) + [(F(2) + [(2)f(y) -1
_ O = WP 1+ £0) = [f(=)
2 2

(/) — f@)

+ (=) f(y) -1
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Luego f(w) = f(0) — %-, siempre y cuando w se pueda escribir como w = f(2) — f(y).

Veamos ahora que cualquier w se puede escribir de tal forma. En la ecuacién original
tomando y = 0, nos da que

fla = f(0)) = f(z) = f(f(0)) + xf(0) — 1 (7.1)
Si f(0) = 0, el lado izquierdo es cero y el derecho —1, lo cual es absurdo, por lo que

f(0) # 0. Ahora es claro que f(f(0)) +2f(0) — 1 puede tomar cualquier valor w € R, en
efecto, x = Hw;(ifé)f(o)) sirve para tal fin. Por lo que w = f(z) — f(y) con z = = — f(0),

y = x. Luego f(w) = f(0) — %2 para toda w € R.

Para w = f(y), tenemos que f(f(y)) = f(0) — f(y y por otro lado tenfamos que
fifly) = M, al comparar estas dos ultlmas expresiones, tenemos que f(0) =

1+f(0) por lo que f(0) =1 y entonces f(w) =1— %2 es la tnica funcién que satisface la

ecuaaon funcional. O
Problema 7.8 (IMO, 2008). Encuentre todas las funciones f : Rt — R™ tales que

@) + @2 _ w? +a?
P+ ) P

en donde w,x,y, z satisfacen wx = yz.

(7.2)

Solucion. Haciendo w = o = y = z obtenemos [f(x)]? = f(2?) para todo z € RT, en
particular f(1) = 1. Si tomamos \/w, v/, \/y ¥ v/z en la ecuacién funcional y tomando
en cuenta que [f(z)]? = f(2?) obtenemos

flw)+ f(x)  w+ta
fy)+1k)  y+z’
Haciendo z = 1 en la ecuacién anterior obtenemos

vt s (e () S

si wr =yz.

Ahora reemplazando y por z2 obtenemos

@) +1

fa) =

por lo que f(z) =z y f(z) = %

Veamos que efectivamente son las soluciones. Supongamos que existen z,w € RT \ {1}
tales que f(z) =z y f(w) = +. Haciendo y = z = \/wz y sustituyendo en la ecuacién

obtenemos
f(Vwz)

N (7.3)

1
E—i—x—(w—&—x)
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Si f(v/wx) = y/wx entonces de la ecuacion (7.3) se concluye que w = 1, una contradic-

cién. Por otra parte, si f(y/wz) = \/% entonces x = 1, otra contradiccién. Por lo tanto

f(z) = z para todo € R o bien f(z) = 1 para todo € R*. Es claro que estas son
solucién de la ecuacién funcional. O

Problema 7.9 (IMO, 2009). Determine todas las funciones f : N — N tales que para
cualesquiera naturales a,b existe un tridngulo no degenerado cuyos lados miden

a, f(0) y f(b+ fla) —1).

(Un tridngulo es no degenerado si sus vértices no estan alineados).

Solucidn. Probemos primero que f(1) = 1. Supongamos que u = f(1) — 1 > 0, sea
m el minimo de f y b un ndmero para el cual f(b) = m. Tenemos que 1, m = f(b)
y f(b+ f(1) = 1) = f(b+ u) forman un tridngulo, por lo que f(b+ u) < 1+ f(b).
Como m es minimo entonces f(b+ u) = m y entonces por induccién f(b+ nu) = m
para toda n € N. Entonces existe un tridngulo con lados b + nu, f(1) y f(m), por lo
que b+nu < f(1)+ f(m) para cada n lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f(1) = 1.

Entonces tenemos que los nimeros a, 1 = f(1) y f(f(a)) forman un tridngulo para cada
a y entonces se cumplen las siguientes desigualdades a — 1 < f(f(a)) < a+ 1 por lo que
f(f(a)) =ay f esun biyeccién, ahora tenemos que f(a), f(b) v f(b+a—1) determinan
un tridngulo para todo a,b € N.

Sea f(2) = z. Es claro que z > 1, y como f(z), f(z) y f(22z — 1) forman un tridngulo
obtenemos que f(2z—1) < 2f(2) = 2f(f(2)) =4 y entonces f(2z—1) € {1,2,3} lo cual
implica que f(2z—1) =3 pues f(1) =1, f(z) =2y f es biyectiva. Probemos ahora que
f(n)=(n—1)z —n+ 2 para todo n € N.

Ya vimos que se cumple para n = 1,2. Supongamos que se cumple para 1,2,..., ny
demostremos para n+1. Como n = f(f(n)) = f(n—1)z—n+2), f(2) y f(nz—n+1)
forman un tridngulo tenemos que f(nz —n + 1) < n+ f(z) = n+ 2, por lo que

f(nz—n+1) < n+1. Ahora, como f es inyectiva f(nz—n+1) #i,coni € {1,2,...,n} a
menos que nz—n+1= (i—1)z—i+2, es decir, n+1 = i y entonces f(nz—n+1) =n+1
o bien, f(n+1) =nz —n+ 1, por lo que se cumple para n + 1 y ademdsf es creciente.

Por dltimo veamos que z = 2. Si z > 2 entonces 2 = f(z) > f(2) = z lo cual es una
contradiccién y entonces z = 2. Como z = 2 entonces f(n) = (n—1)z—n+2 se convierte
en f(n) =n, y esta es la inica funcién que cumple con la condicién dada. O

Problema 7.10 (IMO, 2010). Determine todas las funciones f : R — R tales que la
iqualdad

f(lz]y) = f(z) [f(y)] (7.4)

se cumple para todos x,y € R. (En donde |z]| denota el mdzimo entero menor o igual
que z.)
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Solucion. Haciendo z =y = 0 en (7.4) obtenemos que

f(0) = f(0) LF(0)] -

por lo que tenemos dos casos, el primero, si f(0) # 0 nos lleva a que | f(0)] = 1, mientras
el segundo es f(0) = 0. Veamos cada uno de estos.

» Si f(0) # 0. Hagamos y = 0 en (7.4) como |f(0)] = 1 tenemos f(0) = f(z) y
entonces f(x) = ¢ por lo que sustituyendo esto en la ecuacién original vemos que
¢ = c|c] y las soluciones de ésta tltima ecuacién son ¢ =06 1 < ¢ < 2 . Ahora
como f(0) # 0 entonces la tGnica solucién es f(z) =ccon 1 <e < 2.

» Si f(0) = 0. Haciendo x = y = 1 obtenemos f(1) = f(1)|f(1)] por lo que
consideramos dos subcasos: si f(1) =0 o bien, si [ f(1)] =

e Si f(1) = 0. Haciendo « = 1 en (7.4) obtenemos que f(y) = f(1) |[f(y)]| v
entonces f(y) =0 para todo y € R.

e Si|f(1)] =1. Haciendo y = 1 en (7.4) llegamos a que

f(lz)) = fz) LF(1)] (7.5)

4) tcncmos que

por lo quc f(lz| f(x). Si hacemos x =2y y = 5 en (7.
L%J =0y

) =
(1) = £2)[f (})]. pero por (7.5) tenemos f (1)
entonces f ( ) =0, lo cual es una contrad1cc10n

H N

Por lo tanto las tinicas soluciones de nuestra ecuacién funcional son f(z) =0y f(z) = |¢]
en donde 1 < ¢ < 2. O

7.2. Problemas de la OIM

Problema 7.11 (OIM, 1990). Sea f : Ny — Ng que verifica las dos condiciones si-
guientes

(i) Sin=27 —1, para j =0,1,2,..., entonces f(n) =0,

(ii) Sin # 2/ —1, para j =0,1,2,..., entonces f(n+1) = f(n) — 1.

a) Muestre que para todo enteron > 0, existe un entero k > 0 tal que f(n)+n = 2F —1.
b) Calcular f(21990).

Solucion. Para la primera parte veamos por induccién que si 27 < n < 29+t! —1, entonces
f(n) =2t -1 —n.

Sin =1, entonces 20 < 1 < 2°F! — 1 y entonces 0 = f(1) = 2°F1 — 1 — 1. Supongamos
cierta la afirmacién para n, con 29 <n < 29+l — 1 entonces 27 +1 <n+1 < 29+1,

Sin+1=2/%1—1 setiene que f(n+1) =0y f(n+1) = 2t —1—(n+1) se cumple. Si
n+1 < 27 —1 entonces n < 291 -2 < 27+1 —1 luego f(n+1) = f(n)—1. Por hipdtesis
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de induccién f(n) = 291 —1—ny entonces f(n+1) = 21 —1—(n+1), como se deseaba.

91990 < 91990 ~ 91991

Para la segunda parte, como — 1, tenemos que

f (21990) — 91991 _ { _ 91990 _ 91990 _ 1
O

Problema 7.12 (OIM, 1991.) Sea f una funcién no decreciente® definida para todo
numero real x, 0 < x <1 tal que

(1) f(0)=0

(i) f (5) = 55

(11d) f(1—x) =1 f().

Encuentre f (%) .

Solucion. Primero notemos algunas propiedades de f.

L f(1)= F(1-0)=1— f(0) = L.

2. f (%) = @ = % y por induccién f (3%) = 2% paran > 1.
3. f (%) =f (1 — %) =1-f (%) =1- % = % Ahora bien, como f es no decreciente,
resulta que f(z) = 5 para % <z <3
2
4. f (%) = f(;) = %. Y de igual manera, por ser f no decreciente se tiene que
f(z) =1 para § <a <

Por induccién f(z) es constante en cada tercio medio del proceso de divisién de [0, 1] en

3, 3%, ... subintervalos. Y como & + 3 < 1a5; < 2 + =, tenemos que f es constante
~ 241 2, 2]

en el intervalo [35 + 37, 35 + 37

Pero

1 /2241 11
“al\ T )T E T
2En el enunciado original se pide que la funcién sea creciente, pero como se verd méas adelante que
b (%) =f (%), entonces cambiamos “creciente” por “no decreciente”, ver el apéndice A.
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((03) = (e 8) =30 (-5)
-4 (-1(2)) - ( ()
(o2 hed

18 1 1
Porloquef(lggl):},)—i—w. a

Problema 7.13 (OIM, 1993.) Encuentre todas las funciones f : N — N que satisfagan
las condiciones

(i) f es creciente,
(ii) f(nf(m)) = m?2f(nm), para todas m, n € N.

Solucion. Como f es creciente resulta que f es inyectiva. Si n = m = 1, se tiene que

f(f(1)) = f(1) y por ser f inyectiva f(1) = 1.
También tenemos que

fnf(n)f(m)) = m*f(nf(n)m) = m?*f(nmf(n))
= m*n® f(n(mn)) = f(nf(mn)),

pero por ser f inyectiva, f(mn) = f(n)f(m) para n,m € N.
Veamos que f(n) = n%. Lo cual demostraremos por contradiccion.
» Si f(n) < n?, entonces nf(n) < n® por lo que
f)? = f(n®) > f(nf(n)) = n*f(n?) = n*[f(n)]%,
luego f(n) > n? una contradiccién.
= Si f(n) > n?, entonces nf(n) >n3y

f(n)® = f(n®) < f(nf(n)) = n?f(n®) = n*[f(n)]*

por lo que f(n) < n? de nuevo una contradiccién. Luego f(n) = n?. O

7.3. Problemas de la APMO

Problema 7.14 (APMO, 1989). Sea f : R — R es una funcidn creciente con inversa
f~L. Encuentre todas las posibles f tales que

flx)+ f1(z) = 2. (7.6)
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Solucién. Es obvio que f(x) = x es una solucién, busquemos ahora otras soluciones.
Supongamos que f(a) # a para alguna a € R entonces existe b # 0 tal que f(a) = a+b.
Como f(f(a)) + f~1(f(a)) = 2f(a) entonces f(a +b) +a = 2a + 2b lo que nos lleva a
que f(a+b) =a+ 2by por induccién podemos ver que

fla+nb) =a+ (n+1)b para todon € Z.

Si ahora tomamos z tal que a < z < a+b y supongamos que f(x) = z+ ¢ por induccién
tenemos que f(x+nc) = x+ (n+1)c. Ahora, como f es creciente a+b < z+¢ < a+2b
y otra vez por induccién llegamos a que a +nb < 2 +nc < a+ (n+1)b, luego b — =2 <
c<b+ % para toda n € N. Tomando el limite cuando n tiende a infinito tenemos
que b = ¢ por lo que las soluciones son f(xz) =z + b para toda € R ]

Problema 7.15 (APMO, 1994). Encuentre todas las funciones f : R — R tales que
(1) f(1) = 1. (id) f(—-1) = —1. (@dd) f(z) <0 si0 <z <1 (iv) flz+y) > flz)+ fy)
para toda z,y € R. (v) f(z+y) < f(z)+ f(y) + 1 para todo x,y € R.

Solucion. Por las condiciones (i) y (iv) tenemos que f(x +1) > f(x) + f(1) = f(z) + 1
y por (i) y (i1) f(z) > f(x+ 1)+ f(=1) = f(x + 1) — 1, lo que nos lleva a que

flx)+ (7.7)

1, asi que f(0) = 0. Por (ii¢) tenemos que
f(erlfx) < f( )+ f(1—2)+1 por lo

flz+1

) =
Por otro lado 1 = f(1) = f(0+1) £(0) +
f(x) <0si0<z<1ypor (v),1=f(1)=
que f(z) + (1 —2) >0

Pero si 0 < = < 1 entonces también 0 < 1 —x < 1, luego f(z) < 0y f(1—z) <0,
entonces f(z) = f(1 —x) =0, por lo que

flz)=0 si0<z<l1. (7.8)
De las ecuaciones (7.7) y (7.8) tenemos que la funcién solucién es el maximo entero
flx) = [=]. O

Problema 7.16 (APMO, 2002). Encuentre todas las funciones f : R — R que satisfa-
cen
(1) Hay solo un nimero finito de s € R tales que f(s) =0,

(i) f(z* +y) = 23f(x) + f(f(y)) para todo z,y € R.

Solucidn. Si hacemos z = 0 tenemos que f(y) = f(f(y)), por lo que la segunda condicién
se puede reescribir como f(z* +y) = 22 f(z) + f(y).

Haciendo y = 0 y # = 1 en la ecuacién anterior obtenemos f(1) = f(1) + f(0) por lo
que f(0) =0, luego f(z*) = 23f(x) y por (ii) tenemos que
flat +y) = f@@*) + f(y). (7.9)

Veamos que f es impar, cumple la primera ecuacién de Cauchy (f(z+y) = f(x)+ f(y))
y que ademads es inyectiva.
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» La funcion f es impar. Ya sabemos que f(z*) = 22 f(x), entonces, para todo x # 0
tenemos que

@ f(x) = f(a') = f((=2)") = —2° f(—x)
por lo que f(z) = —f(—x) si ¢ # 0. Ademds sabemos que f(0) = 0, luego f es

impar.

s Cumple la ecuacion de Cauchy. Veamos que para todo a,b € R se cumple que
fla+b) = f(a) + f(b). Definamos ¢ = /a y entonces tenemos tres casos

e Sia > 0. Tenemos que f(a+b) = f(c* +b) = f(c*) + f(b) = f(a) + f(b).
e Sia=0.En este caso f(a+0b) = f(b) = f(0) + f(b) = f(a) + f(]).

e Sia < 0. Aqui tenemos lo siguiente

fla+b) = f(—c*+b)=—f(c" —b)
= —(f(c") + f(=b) = f(=c") + f(b)
= f(a)+ f(b).

Por lo que f cumple la ecuacién de Cauchy.

» La funcion f es inyectiva. Si f(u) = f(v), como f es impar tenemos que f(u) =
f(v) = —f(—v) y entonces f(u—v) = f(u) + f(—v) = 0. Supongamos que u # v
entonces, como f es de Cauchy tenemos que f(n(u —v)) = 0 para toda n € Z, lo
cual es una contradiccién a (i), por lo que u = v.

Como f es inyectiva, ademds f(y) = f(f(y)) y por la condicién (ii) tenemos que la
solucién es f(y) = y. a

Problema 7.17 (APMO, 2006). Sean un nimero natural. Encuentre el mayor nimero
real positivo f(n) (que depende de n) con la siguiente propiedad: si ay,as,...,a, son
numeros reales tales que a1 + as + ...+ a, es un numero entero, entonces existe algun
mimero i tal que |a; — 3| > f(n).

Solucion. Sin es par. Si a; = % para toda ¢, entonces a; + as+,...,+a, es un entero y
1) _ . . _
como ‘ai — 5‘ = 0 para toda i concluimos que f(n) = 0 para n par.

Ahora, si n es impar, supongamos que ‘ai — %| < 2% para todo 1 < ¢ < n y como
> i, a; es un entero se cumple la siguiente desigualdad

1oy, ™
2_121 )
pero
- 1 1 1
>olo 3] <503
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n
y como

n
<y ’ai — %’ tenemos una contradiccién, por lo que |ai — % > ﬁ
i=1

a; — %
i=1
Por otro lado, haciendo n = 2m + 1y a; = 5.7 para toda i obtenemos S iai=m
y también

1 1 m 1 1
a;, — —| = — — e = —
20 2 2m+1 22m+1)  2n
esto para toda i y entonces f(n) = zin es el mejor posible para cualquier n impar. Y la

funcién f esté definida por

0 n par.
f(n)={ I

— n impar.
2n

La cual satisface las condiciones del problema. O

Problema 7.18 (APMO, 2008). Considere la funcion f : Ng — Ng definida por las
stquientes condiciones

(i) (0) =0,

(i4) 1(2n) = 2/ (n),

(i5i) f(2n+1) =n+ 2f(n) para todo n > 0.
(a) Determine los tres conjuntos

1. L:=A{n; f(n) < fln+1)},
2. E:={n; f(n) = f(n+1)},
3. G:={n; f(n)> f(n+1)}.
(b) Para cada k > 0, encuentre una férmula para
a == méx { f(n)[0 < n < 2%},
en términos de k.

Solucion.

(a) Hagamos Ly := {2k|k >0}, By := {0} U {4k + 1|k > 0} y Gy := {4k + 3|k > 0}.
Mostraremos que L = Ly, E = E; y G = G4, para lo cual solo es necesario verifi-
car que Ly C L, By C Ey G; C G debido a que L; E; y G; son ajenos por pares,
LZUFE1UGy =Ngyaque LUEUG =Ny y L, F, G son ajenos por pares también.

Primero veamos que Ly C L. Si k > 0 entonces f(2k) — f(2k +1) = —k < 0, por lo que
L, CL.

Ahora que E; C E. Como f(0) =0y f(1) =04 2f(0) = 0 se tiene que 0 € E. Ademds

Flk +1) = 2k + 2f(2k) = 2k + 4f (k)
FAk+2) = 2f(2k +1) = 2(k + 2f(k)) = 2k + 4f (k)
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esto para todo k£ > 0, por lo que E; C E.
Y ahora que G; C G. Afirmamos que f(n+ 1) — f(n) < n. Para n = 2t por definicién

tenemos f(2t+ 1) — f(2t) =t < n.
Sin = 2t + 1 entonces por induccién llegamos a que

fln+1)— f(n) = f2t+2)— f(2t+1) —t—2f(¢)
= 2ft+1)— ft)) —t <2 —t =t <n.

Y para k > 0,

F(dk +4) — f(4k — 3)

f(22k+2)) — f(2(2k+1)+1)
=4f(k+1)— (2k+1+2f(2k+1))
Af(k+1) — (2k + 1 + 2k + 4f(k))
= A(f(k+1) = f(F)) — (4k +1)

< 4k —(4k+1) <O.

Por lo que G C G.

(b) Primero notemos que ag = a; = f(1) = 0. Sea k > 2 y sea N}, = {0,1,2,...,2"}.
Afirmamos que el maximo ax ocurre en el nimero mas grande de la intersecciéon G N N,
esto es aj, = f(2* — 1), lo cual demostraremos por induccién. Notemos que ay = f(3) =

f(22 —1).
Ahora, sea k > 3. Para cualquier niimero par 2t con 2¥~! + 1 < 2t < 2% se cumple que
f2t) =2f(t) < 2ap_1 = 2f(2F"1 = 1) (7.10)

esto por hipétesis de induccién. Por otro lado, para todo impar 2t + 1 con 271 +1 <
2t + 1 < 2F se cumple la siguiente desigualdad

ft+1) = t+2f(t) <281 —142f(1)
k=1 1 4 2a5_4

k=1 14 2f(2F 1 —1).

IN

Lo cual también se cumple por hipdtesis de induccién. Combinando la ecuacién anterior
con (7.10) llegamos a que

fEF -1 = -1+ 1) =2 — 142528 — 1),

por lo que ap = f(2¥ — 1). Y ademds obtenemos una férmula recursiva para aj con
k > 3, la cudl es

ar = 2ap_1 + ok—1 _ 1.
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De esta férmula recursiva podemos obtener una férmula para que cada ap que solo
dependa de k

ar = 2ap_1 +2" 1 —1=2Q2ap_ o+ 282 - 1)+ 21 -1
2ap_og+2-21 -2 -1=222a,_35+2"3-1)+2.281 21
= Bap_5+3-2F"1_22_9_1

= 2kqy + k2P okl k=2 _o_1=j2F 1 2ok 41,
O

Problema 7.19 (APMO, 2010). Encuentre todas las funciones f: R — R que satisfa-
cen para todo x,y,z € R la identidad

fU@) + W) + () = f(f (@) = Fw) + Ry + f(2)) + 2f (22 —yz). (7.1

Solucién. Es claro que si f satisface la solucién y es constante entonces f(z) = 0. Bus-
quemos soluciones de la ecuacién que no sean constantes.

Haciendo y = z = 0 y después = z = 0 en la ecuacién (7.11) obtenemos las siguientes
dos ecuaciones

f(f(@) +2£(0)) = F(f(z) = f(0)) + f(f(0)) — 2/(0),
F(F(y) +2£(0)) = f(f(0) = f(y)) + f(f(0)) = 2£(0).

Al hacer z = y en las dos ecuaciones anteriores e igualando llegamos a que

f(F (@) = £(0)) = f(f(0) = f(=)). (7.12)

Veamos que f es una funcién par. Supongamos que existen z1, zo € R tales que f(z1) =
f(z2) al sustituir y = 0, 2 = 21 y y = 0, 2 = 25 en la ecuacién original y al igualar
obtenemos

f(zz1) = f(z22) para todo z € R. (7.13)

Como f no es constante entonces existe zq tal que f(zg) — f(0) # 0. Tomando z; =
f(zo) — f(0) y 22 = —21, por la ecuacién (7.12) tenemos que f(z1) = f(z2). Ahora bien,
teniendo en cuenta la ecuacién (7.13) tenemos que

flxz1) = f(z22) = f(—2x21) para todo z € R,
como z; # 0 entonces f(x) = f(—x) para todo z € R, por lo que f es funcién par.

Veamos a continuacién que f(z) # 0 si z # 0. Supongamos que f(z) = 0 para alguna
z # 0, entonces por (7.13) tenemos que f(xz) = f(z-0) = f(0) para todo z € R luego
f es constante, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f(z) # 0 si « # 0.
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Ahora veamos que si f(z) = f(y) entonces x = y 6 x = —y. Supongamos que existen xg

y yo tales que f(zg) = f(yo) pero que —yo # xg # yo. Como [ es par podemos asumir
que g v Yo tiene el mismo signo. Por (7.13) tenemos que f(szg) = f(syo) para todo
s € R, luego existe r > 0, r # 1 tal que f(z) = f(rx) para toda x.

Al sustituir  por rx, y por ry y después x por r2x en (7.11) obtenemos respectivamente

FUf@rz) + fry) + f(2) = F(f(ra) = f(ry)) + f(2rPzy + f(2)) + 2 (r(z - y)2),
FU@22) + fy) + f(2) = F(f(r?a) = f(y) + f(2rPzy + f(2)) + 2f (2(r’z — y)).

De las dos ecuaciones anteriores y teniendo en cuenta que f(rz) = f(x) obtenemos

fr(@ —y)z) = f2(r®z —y)).

v—r2u
r2—1

flv) = f(ru) = f(u)

y como u y v fueron arbitrarios entonces f es constante, una contradiccién. Luego zg = yq
o bien zg = —yg.

Tomando ahora u,v € R y haciendo z = 7=, y = y z = 1 llegamos a que

Al hacer z =0 en (7.11) tenemos que

@)+ Fy) + £0) = f(f (@) = F(y) + f2zy + £(0)) + 2/(0),

al cambiar y por —y obtenemos

fF @)+ f(=y) + £(0) = f(f(2) = f(=y)) + f(=2zy + f(0)) + 2/(0).

Al igualar las tltimas dos ecuaciones, tomando en cuenta que f(y) = f(—y) obtenemos

fQzy + f(0)) = f(=2zy + f(0))
por lo que tenemos dos opciones.

» Si2zy+ f(0) = —2xy+ f(0), entonces tenemos que 4zy = 0 lo cual solo es posible
six=06y=0.

» Si 22y + f(0) = 2zy — f(0), entonces f(0) = 0.
Para terminar veamos que f(z) = x?. Haciendo z = y en (7.11) obtenemos
FRF@) + f(2)) = F0) + f(22% + f(2) + 2f(0) = f(2f(2) + f(2) = f(22" + f(2)),
por lo que otra vez tenemos dos opciones

» Si2f(x) + f(2) = —22% — f(2), si existe zo tal que f(zo) # o3 entonces f(z) =
—f(xg) — x — 02 para toda z € R, luego f es constante, una contradiccién.
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» Si 2f(z) + f(2) = 22% + f(2), entonces f(x) = 2%, la cual satisface la ecuacién
(7.11).

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién funcional son f(z) =0y f(z) = 22 g

Problema 7.20 (APMO, 2011). Encuentre todas las funciones f : R = R, donde R es
el conjunto de todos los numeros reales, que satisfacen las siguientes dos condiciones
(i) Existe un nimero real M tal que para cada nidmero real © se satisface

flz) < M.
(i) Para cada par de nimeros reales x, y,

fxf(y) +yf(x) =zf(y) + flay). (7.14)

Solucion. Haciendo = y = 1 tenemos que f(f(1)) = f(1). Si ahora hacemos x = 1
y ¥y = f(1) y tomando en cuenta que f(f(1)) = f(1) tenemos la siguiente igualdad
[f(1)]? = f(1), luego hay dos posibilidades:

= Si f(1) = 1. Al sustituir en la ecuacién funcional y = 1 obtenemos f(zf(1)) +
f(z) =zf(1)+ f(z), luego f(x) = x para toda x € R, pero esta funcién no cumple
con la propiedad (2), por lo que f(1) = 1 no puede suceder.

» Si f(1) = 0. Haciendo = = 1 obtenemos f(f(y)) + yf(1) = f(y) + f(y), luego

f(f(y) = 2f(y). Si f(y) € R(f) entonces 2f(y) € R(f) luego, por induccién
f™(y) =2"f(y) € R(f). Concluimos que f(y) < 0, pues si f(y) > 0 se tendria que
2" f(y) € R(f) para todo n € N, lo cual no puede suceder debido a ().

Al sustituir z por £ y y por f(y) y tenlendo en cuenta que f(f(y)) = 2f(y) se

obtiene f(zf(y +2fy (%) = af(y) + f(5f(), luego af(y) — flzf(y)) =
fw)f (%) - ( f(y)) > 0 tomando esto junto con la ecuacién (7.14) tenemos que

yf(z) = f(zy).

Teniendo en cuenta que yf(xz) > f(xy) y tomando x > 0, y = % obtenemos que

f(z) >0, como f(z) < 0 entonces f(x) = 0. Claramente f(z) = 0 para todo z € R
satisface la ecuacién funcional y cumple f(z) < M.

Supongamos que f no es idénticamente 0, entonces existe un zg < 0 tal que

f(zg) < 0. Sea yo = f(xo), entonces f(yo) = f(f(x0)) = 2f(x0) = 2yo. Para
cualquier z < 0 tenemos que yoz > 0, luego f(yox) = f(2yox) = 0 por lo que al
sustituir y por yo en (7.14) se tiene

F(2yoz) +yof(x) = 2yox + f(2y0)

luego f(x) = 2z para todo = < 0. Por lo que otra solucién es f(x) =0 para x > 0
y f(z) = 2z para x < 0.



CAPITULO 7. PROBLEMAS RECIENTES 127

Por lo tanto tenemos que las tinicas dos soluciones son

0 siz>0

flz)=0 "y f(x)Z{zg; si z < 0.

Desde luego se verifica que estas funciones satisfacen las propiedades enunciadas en el
problema. O

7.4. Problemas de diversas competencias

Problema 7.21 (Irdn, 1995). Encuentre todas las funciones f : Z\ {0} — Q que sa-
tisfagan la condicion.

f(m;-n> _ f(m);f(”), m,n # 0.

Solucion. Veamos que las unicas funciones que satisfacen la ecuacién funcional son las
constantes.

LoE@r) e tiene que f(n) = f(2n); por lo que f(1) =

+
n ) —
f(2m™), para cualquler n € N.

Como f(n (
f2)=1r(4 ): =

Y como f(2) = f(3£3) = M, tenemos que f(3) = f(2).

Supongamos ahora que f(k) = f(1) para toda k < n. Sea i € {1,2,3} que tal n+1 es
miltiplo de 3 entonces como "“ < n, se tiene que

nt i\ _ f) 4 F() _ fn)+JQ)
() -

f) =

por lo que f(n) = f(1), paran € N.

Si n € Z es negativo se tiene que

_(n k) _ S 4 fBm) _ S+ 5)
s = f () -

2 2 ’
luego f(n) = f(1) para n entero negativo. a

Problema 7.22 (Ucrania, 1997). Encuentre todas las funciones f : QT— Q", que
satisfagan las condiciones

(i) f(x+1) = f(z) + 1, para todos los racionales x € QT

(ii) f(x?) = [f(x)]?, para todos los racionales x € Q.
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Solucion. Notemos primero que f(x+1) = f(x)+ 1 entonces f(x+n) = f(x)+n, para
todo n € N, lo cual es inmediato por induccién.

Y que f(2?) = [f(z)]? junto con f(z +n) = f(z) + n implican que

Fz +n)?) = [f(z +n)]* = (f(z) +n)?,

luego
f(@® 4 2zn +n?) = f(2? + 2an) +n® = [f(2)]* + 2f (2)n +n?,

por lo que
f(a? +2zn) = [f(2)]* + 2f (2)n.

Al hacer z =0 y n = 1 en la tltima ecuacién se llega a que f(0) = 0. Y al tomar z = %
y n = ¢, tenemos que

(v =l () omar (2) = () oo (2)

y como f (5—2 + 2p> =f (5—2) + 2p se tiene que f (5) =L, esto es f(x) = x para todo
x e Qt. O

Problema 7.23 (BMO 1997, 2000). Resuelva la ecuacidn funcional
faf@)+fW) =y +f@] zyeR

Solucion. Veamos que la funcién es biyectiva. Si hacemos x = 0 en la ecuacién obtene-
mos f(f(y)) =y + [f(0)]?, como la funcién del lado derecho es biyectiva lo mismo debe
ocurrir para la funcién del lado izquierdo, pues la primera f aplicada en f(f(y) es inyec-
tiva y la segunda f es suprayectiva, por lo que f es biyectiva, pues es la misma funcién f.

Entonces existe un ¢ tal que f(t) = 0 y sustituyendo en la ecuacién original x = 0 y
y =t obtenemos f(0) =t + [f(0)]?. Haciendo x = ¢ nos lleva a que f(f(y)) =y por lo
que t = f(f(t)) = £(0) =t + [f(0)]? y entonces f(0) = 0. Remplazando x por f(z) en
la ecuacién original obtenemos f(f(x)x + f(y)) = y + 22, de aqui que [f(x)]? = 2? para
todo z € R y entonces consideramos dos casos.

= Si f(1)=1. Sustituyendo x = 1 obtenemos f(1 + f(y)) = 1 + v, luego
A+y)? =[fA+ ) =1+ fW)]* = 1+2f(y) + [f ()]

y entonces f(y) =y para todo y € R

= Si f(1)=-1. Andlogamente sustituyendo x = —1 obtenemos f(—1+ f(y)) =14y
y elevando al cuadrado obtenemos lo siguiente

A+y)?=[f(-1+f)? = (-1+fy)* =1-2f(y) + [f(v)]?

y en este otro caso tenemos que f(y) = —y para todo y € R.
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Por lo que las soluciones de la ecuacién funcional son f(z) =z y f(z) = —=. O

Problema 7.24 (Irlanda, 1999). Una funcion f : N — N satisface las condiciones
(7) f(mn) = f(m)f(n), para todos m,n € N, con (m,n) =1,
(ii) f(p+ ) = f(p) + f(a), para p,q nimeros primos.

Muestre que f(2) =2, f(3) =3 y £(1999) = 1999.

Solucién. Con m > 1y n = 1, la parte (i) implica que f(1) = 1. También (i) con

(2,3) =1 da que f(6) = f(2)f(3) y usando (i7) f(6) = 2f(3), luego f(2) = 2. Por (i)
conp=gq=2, f(4) =4.

Por (i) con p=2,q¢=3, f(5) =2+ f(3);conp=5,9=2, f(7) =24+ f(5) =4+ f(3);
yeonp=>5,q=7,f(12) = f(5) + f(7) =6 + 2f(3).

Por otro lado (i) con m =4, n = 3, nos da f(12) = f(4)f(3) = 4f(3), luego 6 +2f(3) =
f(12) = 4£(3) por lo que f(3) = 3. También tenemos que f(5) =5y f(7)=7.

Usando (i) con m = 5, n = 3, f(15) = 5-3 = 15, Por (i) con p = 13, ¢ = 2 y con
p =11, g = 2 se tiene que f(13) = f(15) — f(2) = 13 y f(11) = f(13) — f(2) = 11.

Finalmente para encontrar f(1999), tenemos por (i) que f(1999) = f(2002)— f(3), y por
(i) aplicdndola varias veces tenemos que f(2002) = f(2-7-11-13) = f(2)f(7)f(11)f(13) =
2002, luego f(1999) = 1999. ]

Problema 7.25 (Irdn, 2000). Encuentre todas las funciones f : N — N que satisfagan
las condiciones

(i) fim) =1 si y sélo sim =1,

(ii) si d = (m,n), entonces f(mn) = %

(iii) f20°°(m) = m, para toda m € N.

, para todo m,n € N,

Solucién. No hay funciones con esas condiciones, ya que por (ii) tenemos que f(4) =
f(2-2)= 7f(fc)(£)(2) = f(2) y entonces

2= [20(2) = [9(f(2) = [T (4) = 704 = 4,
lo que es una contradiccion. O

Problema 7.26 (Turquia, 2000). Una funcion f:R — R satisface que

lf(x+y)—fl@) - fWI<1 z,yeR

Muestre que existe una funcidn g : R = R tal que |f(x) — g(z)| < 1, para toda x € R y
tal que g(x +y) = g(x) + g(y), para todos =,y € R.

Solucion. Al hacer z = y = 2"z, se tiene que

fertly)y o f(2na) < 1

2n+1 on — 2n+1 .
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Luego la serie

g (f(;::w) ~ f(;:x))

es absolutamente convergente y entonces convergente por lo que

N (f(Q"“w) f(2”w)> . (f(2N“w) B f@)

N—o00 s on+1 2n N—o0 oN+1
existe, digamos que es h(x). Luego 1im ﬂg:ix) = h(z) + f(x). Si definimos g(x) =
nl;rrgo f(g::iw), tenemos que
= pErt) )|
n=0 n=0
Y también
on _ on _ on
oo +9) = 9(0) = ()] = |t TELTEID D ZIC)
n—00 2n
o @ ) - @)~ f@n)
n—oo on
o
= g =
Por lo que g(x + y) = g(z) + g(y) para z,y € R. O

Problema 7.27 (Canadd, 2002). Determine todas las funciones f : Ng — Ny tales que
nf(m) +mf(n) = (n+m)f(n*+m?),
para todo n,m € Ny.

Solucion. Es claro que la funcién constante f(z) = ¢ con ¢ € Ny es una solucién de la
ecuacion (7.27), veamos que las funciones constantes son las tinicas soluciones.

Supongamos que f no es constante, entonces existen n,m € N tales que f(n) < f(m) y
f(m) — f(n) > 0 es minimo, entonces se cumple lo siguiente

nf(n) + mf(n) _ nflm)+mf(n) _ nf(m)+mf(m)

n+m n+m n+m

fn) =
como W = f(n? + m?) entonces f(n) < f(n? + m?) < f(m), por lo que
0 < f(n?+m?) — f(n) < f(m) — f(n) lo cual es una contradiccién, pues f(m) — f(n)
era minimo.

Por lo tanto, las tinicas soluciones son las funciones constantes. ([l
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Problema 7.28 (Ucrania, 2009). Encuentre todas las funciones f: R — R tales que

ot 1) = (760 + 5) (f00+3). (7.15)
Solucion. Si hacemos y = —1 tenemos que
s = (1@ -+ 5) (160 +53)
1 ,_ f@) _
y si f(=1)+ 5 # 0 llegamos a que f(z) + 5 = T = ¢, por lo que f(x) = ¢ pero
f(=1)+3

si f es una funcién constante tenemos por (7.15) que
2
1 1
c:(c+) = c2+1:0

lo cual es absurdo, pues ¢ € R y entonces f(—1) = —3.

Ahora haciendo z = 0 obtenemos

1 1
f(fly) = <f(0 2) ( 2). (7.16)
Tomando y = —1en (7.16) tenemos f(f(—1)) =0, pero ya habfamos visto que f(—1) =
—3 por lo que f(—3) = 0. También haciendo y = —3 en (7.16) tenemos que f(0) =
(f( )+ )(f( 3)+3), por lo tanto f(0) = 3. Y h mendoy—Oen (7.15) llegamos a
que f(z +3) = (f(z) +3) + (F(0) + 3) = f(2) + 5.
Veamos ahora que si f(y) = —% entonces y = —1. Supongamos que existe un yg # —1

tal que f(yo) = —3, entonces al hacer y = yo en (7.15) tenemos que f(z(1+yo) — 1) =
(f(x)+3) (f(yo) + 3) = 0 y entonces f es una constante, lo cual ya vimos no puede
suceder, por lo que

fy)=-5 vy y=-1 (7.17)

-1 - fly)

ST (esto es, z +xy + f(y) = —3) en (7.15)

Ahora bien, si y # —1 tomemos = =

llegamos a que

O:f(_%) = flz+azy+ f(y) = (f(x)+;> (f(y)+1),

por lo tanto f(z) + % =0y de aqui que

f<—ilqw):_;
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1
pero en vista de (7.17) tenemos que —2 +J;(y) = —1 y despejando f(y) obtenemos que
Y
la funcion es 1
fly)=y+ 5

Desde luego f(y) =y + % cumple la ecuacién funcional. a



Apéndice A
Definiciones y teoremas

En este apéndice daremos los conceptos basicos necesarios para la resolucién de ecua-
ciones funcionales. Para las demostraciones de los una buena referencia es [23]

Funciones

Empecemos con la definicién de funcion, la cudl es fundamental para el estudio de las
ecuaciones funcionales y también ciertas propiedades que pueden tener las funciones.

Definiciéon A.1 Dados dos conjuntos A y B una funcién es una conjunto de parejas
(a,b) cona € A yb € B con la propiedad de que si (a,b) y (a,by) estdn en la funcidén
entonces b = by.

Es comin denotar f(a) = b para identificar a la pareja (a,b). Escribimos f : A — B
para designar a la funcién que va del conjunto A en el conjunto B. Al conjunto A se le
llama el dominio de la funcidn y al conjunto B el codominio y se denotan por dom(f)
y codom( ) respectivamente.

Sif:A— By Ay C A al conjunto f(Ap) C B se le llama la imagen de Ag y si By C B,
al conjunto f~1(By) C A se le llama la preimagen de By o imagen inversa de By. Al

conjunto f(A) se le conoce como el rango de la funcion f y se denota como R(f).

Tenemos también las siguientes definiciones de propiedades de funciones.

Definiciéon A.2 Sea f: A — B una funcion, decimos que f es inyectiva si y solo si
para x,y € A con f(x) = f(y) se tiene que x = y.

Una funcion f : A — B es suprayectiva si y sélo si para todo b € B existe al menos
un a € A tal que f(a) = 0.

Decimos que una funcion f : A — B es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

133
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También podemos operar con las funciones para crear otras nuevas, esto es, sumarlas,
multiplicarlas y componerlas veamos como se definen estas nuevas funciones.

1. Suma de funciones. Si tenemos dos funciones f,g : A — B definimos la funcién
f+g:A— B como
(f +9)(x) = f(z) + g(x).

2. Producto de funciones. Si f,g : A — B son dos funciones definimos f-g: A — B
de la siguiente manera

(f-9)(x) = f(z)-g(z).
3. Division de funciones Si f,g : A — B son dos funciones, entonces % :A— B
estd dada por '
f ) f(x) ,
=] (zx) =—F=% si T 0.
Do=-19 s 2

4. Composicion de funciones Si f : A— By g: B — C,la composicién gof : A — C
esta definida por

(9o f)(x) = g(f(x))-

Si tenemos una funcién f inyectiva y con f(A) = B entonces, para cada b € B existe
exactamente un elemento a € A tal que f(a) = b. Definimos la funcién g : B — A
con dominio B y codominio A de modo a cada elemento de B se le asigna su preimagen
a = g(b). A la funcién g se le llama la funcion inversa de f y se denota por f~1. Notemos
que (f og)(z) =z para todo x € By (go f)(x) =« para todo = € A.

Por otro lado decimos que una funcién con dominio A es
1. Creciente en A si x < y implica que f(z) < f(y) para todo x,y € A.
2. Decreciente en A si © < y implica que f(x) > f(y) para todo z,y € A.
3. No creciente en A si x <y implica que f(z) > f(y) para todo z,y € A.
4. No decreciente en A si x <y implica que f(x) < f(y) para todo z,y € A.

A este tipo de funciones se les llama funciones mondtonas. Hay que tener en cuenta que
no siempre es cierto que una funcién que no sea creciente es necesariamente no creciente.

También tenemos las siguientes definiciones acerca de una funcién real (cuyo dominio y
codominio son los ndmeros reales) f : A CR — R.

1. f es acotada superiormente en A si existe M € R tal que f(a) < M para todo
a € A.

2. f es acotada inferiormente en A si existe N € R tal que f(a) > N para todo
a € A

3. f es acotada si existe M € RT tal que |f(x)| < M para todo a € A.



APENDICE A. DEFINICIONES Y TEOREMAS 135

Definiciéon A.3 Sea f: A C R — R decimos que a € A es un punto mdzximo de f
sobre A si
flz) < f(a) para todo x € A,

a f(a) se le llama el valor mdzimo de f sobre A.

Definicién A.4 Decimos que una funcion f : R — R es par si para todo © € R tenemos
que

f(x) = f(==).
Una funcion f: R — R es impar si para todo x € R se cumple que

f(z) = —f(-x)
Un ejemplo de funcién par es f(z) = 22", pues f(z) = 22" = (—x)?>" = f(—x). Mientras
que f(x) = 2*"*! es una funcién impar, pues f(z) = 22"+ = —((—2)?" 1) = —f(—2).

Tambien estdn las funciones periddicas, de las cuales damos la definicién a continuacion.

Definicién A.5 Decimos que una funcion f : R — R es periddica si existe a € R tal
que
flz+a)=f(z), VreR.

Al nimero a se le llama un periodo de f.

Las funciones también se pueden definir como convezras o céncavas. Las definiciones son
las siguientes.

Definicién A.6 Decimos que una funcion f : [a,b] — R es convexa si
fOz+ (1= 2y) < Af(z) + (1 =N f(y)

con x,y € [a,b] y A € [0,1].

Definicién A.7 Una funcidén f : [a,b] = R es eéncava si

fOz 4+ (1= Xy) > Af(2) + (1= N f(y)
con z,y € [a,b] y A € [0,1].

Entre las principales funciones que se utilizan para resolver ecuaciones funcionales estan
las siguientes

1. Los polinomios.
2. Las funciones trigonométricas.
3. Exponenciales y logaritmicas.

Veamos las definiciones de estas y algunas de sus propiedades.
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Definiciéon A.8 Un polinomio es una funcion P : R — R en donde P es de la siguiente
forma
P(2) = apa™ + an_12" ' 4+ .. Fagr? + a1z +ag (A1)

los coeficientes a;, i € {1, 2, ... ,n} los tomaremos en R y los exponentes serdn todos
numeros naturales.

El ndmero a,, # 0 por lo general lo consideraremos distinto de cero y se le conoce como
coeficiente principal, en tal caso a P(z) se le llama polinomio de grado n. Al grado de
un polinomio lo denotaremos por deg(f). Si tenemos dos polinomios f y g entonces se
cumple lo siguiente

deg(f - g) = deg(f) + deg(g)
deg(f o g) = deg(f) - deg(g)

Sea P(x) un polinomio, decimos que « es una raiz de P(z) si P(«) = 0. También decimos
que (x — «) es un factor de P(x) si existe otro polinomio Q(x) tal que

P(z) = (z — a)Q(x).
El siguiente teorema relaciona las raices de un polinomio con sus factores.

Teorema A.9 (Teorema del factor.) Sea P(x) un polinomio entonces (x — a) es un
factor de P(z) siy sdlo si a es una raiz de P(x).

Sea P(zx) un polinomio decimos que a es una raiz de multiplicidad k si (v — a)* es un

factor de P(x).

Las funciones trigonométricas también juegan un papel importante, pues son funciones
periddicas. Por ejemplo, si f(z) = sinz, sabemos que f: R - Ry

sinz = sin (z + 27)

por lo que el periodo de sin z es 27r. Ahora si g(x) = tan x entonces f : R\ {(2k + 1)7} —
R tenemos que
tanx = tan (x + )

y el periodo de tanx es 7.

Las funciones logaritmica y exponencial estan definidas de la siguiente manera

log (x / —dt.

e® = exp (z) = log™* (z)

el exponente (—1) en el logaritmo indica que es la funcién inversa y el valor de e es

1 n
e= lim (1 + ) = 2,7182818284...
n

n— oo
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estas funciones tienen la propiedad que son inversas una de la otra, esto es
(log cexp)(z) == Vo € R.

(exp olog)(z) ==z Vo € RT

Debemos tener en cuenta ciertas propiedades de estas funciones. Las cuales enunciamos
a continuacién.

Propiedades de la funcién logaritmica

—_

. logzy = logz + logy.

2. log% =logx — logy.

3. logz¥ = ylogx.

4. logl =0.

Propiedades de la funcién exponencial
L. exp (z +y) = exp (z) - exp ().

2. exp(x—vy) = i:;p) Ezg

3. exp (zy) = [exp (2)]Y.

4. exp (0) = 1.
También podemos tomar cualquier otro ntimero b € Rt como base para logaritmos y
exponenciales los cuales denotamos log, = y b* respectivamente. Pero como = bY enton-

ces se tiene que logx = ylogb y ademas log, x = y log, v = 11‘;?;, todo lo trabajaremos
en logaritmos naturales, que tienen como base el niimero e y lo denotaremos por log .

Sucesiones

Las sucesiones también son parte importante cuando resolvemos ecuaciones funcionales,
sobre todo de variable discreta, por lo que veremos la definicién a continuacién.

Definicién A.10 Una sucesion infinita de numeros reales es una funcion cuyo do-
minio son los numeros naturales a : N — R.

Es comin denotar a a(n) por a, el cudl es llamado el término general de la sucesién y
se denota a la sucesién por {an}, cx-

Algunos ejemplos de sucesiones son los siguientes

L {n},cn

ol
2. < —
n neN
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n
3D hen -
Un concepto asociado con las sucesiones es el de convergencia.

Definicién A.11 Una sucesion {a,} converge hacia 1l si para todo ¢ > 0 existe un
numero natural N tal que, para todo natural n,

n>N = |n,—I<e

A partir de la definicién anterior decimos que la sucesién {a, } tiende hacia | o que tiene

limite [ y lo escribimos como lim a, = [. Decimos que una sucesién converge si converge
n—oo

hacia algin [ y diverge si no converge.

Teorema A.12 Ademds, si tenemos dos sucesiones {an} y {b,} que convergen al ym
respectivamente entonces se cumple

1. lm (a, £b,) =1+m.
n—oo

2. nl;rrgo(an cby) =1-m.

3. nh;ngoa—::%, sim # 0.

Tambien hay otras propiedades de las sucesiones que se heredan de las propiedades de
las funciones las cuales mencionamos enseguida. Decimos que una sucesién {a,} es:

1. Creciente si an41 > a, para todo n € N.
2. No decreciente si an41 > a, para todo n € N.
3. Acotada superiormente si existe M tal que a, < M.

Y las definiciones de decrecientes, no crecientes y acotada inferiormente son andlogas
a las definiciones dadas para las funciones. Con estas definiciones tenemos el siguiente
teorema.

Teorema A.13 Si {a,} es una sucesion no decreciente y acotada superiormente en-
tonces {an} converge. Andlogamente si {b,} es una sucesién no creciente y acotada
inferiormente entonces {b,} converge.

También es posible extraer de cualquier sucesién {a,} otra sucesién. A esta nueva su-
cesin la llamamos subsucesion de la sucesién {a,} y se define como una sucesién de la
forma,

an17an27an37"'7

en donde n; son numeros naturales que cumplen
ny<ng <ng<....

Un primer resultado sobre subsucesiones se presenta en el siguiente lema.
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Lema A.14 Cualquier sucesion {a,} contiene una subsucesion que es no creciente o
bien es no decreciente.

Y tenemos el siguiente teorema que trata acerca de las sucesiones acotadas.

Teorema A.15 (Teorema de Bolzano-Weierstrass.) Toda sucesion acotada tiene una
subsucesion convergente.

Por 1ltimo veamos la definicién de sucesion de Cauchy y un teorema que relaciona esta
definicién con la definicién de convergencia de una sucesion.

Definicién A.16 Una sucesion {a,} es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0
existe un numero natural N tal que, para todo m y n

mn>N = |a, —ap| <e

lo cual generalmente se escribe  lim  |ay, — an| = 0.
m,n— oo

Teorema A.17 Una sucesion es convergente si y solo si es una sucesion de Cauchy.

Limites

Definicién A.18 Diremos que la funcion f tiende hacia el limite | en a si para
todo € > 0 existe algin § > 0 tal que, para todo x,

O<|z—al<d = |f(x)—I<e

y escribimos lim f(z) =1
T—ra

Observacién. Si lim f(z) =1y lim f(z) = m entonces | = m. Es decir, f no puede
a a r—a

x
tender hacia dos limites diferentes en a.

Teorema A.19 Si lim f(z) =1 y lim g(z) = m, entonces se cumple lo siguiente
r—a Tr—a
1. lm(f £ g)(x) =1+ m,
r—

2. lim(f-g)(x) =Im,

r—a
1 1
3. lim () (x) = —, st m # 0.
T—=a \ g m

En general utilizamos los limites cuando x tiende hacia un nimero a € R, aunque en
otras ocasiones utilizaremos limites cuando = — oo, por lo que definiremos formalmente
la idea.

Definicién A.20 Decimos que f(z) tiende hacia l en 0o y lo escribimos como lim f(x) =
r—00

l si para todo € > 0 existe un numero N > 0 tal que:

si x>N, = [f(z) =1 <e
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Continuidad

Ahora veremos la definicién de continuidad, primero continuidad en un punto y enseguida
la generalizacién a un conjunto méas grande.

Definiciéon A.21 Diremos que una funcion f es continua en a si

Im f(z) = f(a)

Tr—a
Otra forma de definir continuidad es con la siguiente

Definicién A.22 Una funcion es continua en a si y solo si para cualquier sucesion
a con lim a, = a se tiene que
{ ”}neN n-soo q

Im f(an) = f(a).

n—oo

De aqui seguimos a la definicién de continuidad en conjuntos maés grandes, los cuales
pueden ser intervalos o incluso todos los reales.

Definicién A.23 Una funcion f : R — R es continua en A C R, si es continua en
cada x € A.

Y a continuacién se enuncian varios teoremas que son de gran utilidad.
Teorema A.24 Sean f y g funciones continuas en a entonces
1. f 4 g es continua en a

2. f-g es continua en a

1
3. — es continua en a si g(a) # 0.
g

Teorema A.25 Sean f: A— B yg: B— C. Si f es continua en a y g es continua
en f(a) entonces go f es continua en a.

Veamos ahora una serie de teoremas que pueden servir de ayuda.

Teorema A.26 (Teorema del valor intermedio) Sea f una funcidn continua en el inter-
valo [a,b] y f(a) < f(b), entonces para todo d € [f(a), f(b)] existe al menos un ¢ € [a, b]
tal que f(c) =d.

Teorema A.27 Si f es continua en un intervalo [a,b] entonces f estd acotada supe-
riormente.

Teorema A.28 Sea A C R y f: A — B una funcion continua e inyectiva entonces
f~1: B — A es continua en A.

Teorema A.29 Sea f: A — B una funcion continua en A y sea I C A un intervalo,
entonces f(I) es un intervalo.



APENDICE A. DEFINICIONES Y TEOREMAS 141

Derivada

Para una funcién real definida en un intervalo abierto I C R, f : I — R y un nimero
a € I es comun encontrar en los libros de cédlculo diferencial la siguiente definicién de
que una funcién f sea derivable en a.

Definiciéon A.30 La funcion f : I — R es derivable en a € I, si existe el siguiente
limite

L f@) -~ f@)

T—a Tr—a

el limite se denota por f'(a) y se le nombra la derivada de f en a.

Diremos que f es derivable si es derivable en todo punto del el dominio de f.

Veamos una serie de teoremas referentes a la derivada de una funcién.
Teorema A.31 Sean f y g dos funciones derivables

1. Si f y g son derivables en a entonces f + g es derivable en a y
(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).
2. Si f y g son derivables en a entonces f - g es derivable en a y
(f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a).
3. Si g es derivable en a y g(a) # 0 entonces 1/g es derivable en a y

1 —9'(a)
o
g [9(a)]
4. Si f y g son derivables en a y g(a) # 0 entonces f/g es derivable en a y se tiene

que
FY (o 9(@) - (@) = f(a) - g'(a)
(9) s l9(a)]? '

Teorema A.32 (Regla de la cadena.) Sean f y g dos funciones. Si g es derivable en a
y f es derivable en g(a) entonces f o g es derivable en a y ademds

(fo9)(a) = f'(9(a)) - g'(a).

Y tenemos otro teorema que nos servird para ver la monotonia de las funciones.

Teorema A.33 Sea [ una funcién con derivada [’ en un intervalo I
1. Sipara todo x € I, f'(x) <0, entonces f es decreciente en I.
2. Si para todo x € I, f'(x) > 0, entonces [ es creciente en I.

Teorema A.34 (Teorema del valor medio.) Sea f : [a,b] = R una funcidn continua y
diferenciable en el intervalo (a,b) entonces existe al menos un c € (a,b) tal que

CRIUEE(C)
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Inducciéon matematica

Los nimeros naturales N tiene una propiedad fundamental, que es el Principio de induc-
cion matemdtica, el cual nos dice lo siguiente: Si A es un conjunto de ntimeros naturales
que cumple las siguientes dos condiciones

1. 1 pertenece al conjunto A.
2. Si k estd en A entonces k + 1 estd en A.

Entonces A es el conjunto de los niimeros naturales.

También tenemos el Principio del buen orden el cual nos dice lo siguiente: si A es un
subconjunto no vacio de nimeros naturales entonces A tiene un elemento minimo. Estos
principios son equivalentes, lo cual veremos en los siguientes dos lemas.

Lema A.35 Supongamos que es verdadero el Principio de induccion y sea A un sub-
conjunto no vacio de numeros naturales, entonces A tiene un elemento minimo.

Demostracién. Sea A C N con A # ). Supongamos que A no tiene elemento minimo.
Como A # () entonces existe B C N tal que B = N\ A entonces tenemos las siguientes
afirmaciones

1. 1 € B, pues si 1 € A entonces A tiene elemento minimo.

2. Si cada ndmero natural menor o igual a n estd en B entonces n + 1 € B, pues si
no fuera asi entonces n + 1 seria el minimo de A

Entonces, por induccién tenemos que B = N por lo que A = §) lo cual es una contradic-
cién, pues habfamos supuesto que A # (). Luego A tiene un elemento minimo. |

Ahora veamos que el Principio del buen orden implica el Principio de induccién ma-
tematica.

Lema A.36 Supongamos que es verdadero el Principio del buen orden y sea A C N que
cumple con las siguientes condiciones

1.1€ A
2. Para todon € N si {1,2,3,...,n} C A entoncesn+1 € A,
entonces A =N

Demostracién. Supongamos que A # N entonces N\ A # (), Sea a el minimo de N\ A.
Sabemos que {1,2,3,...a — 1} C A, pues de otra manera a no serfa el minimo de N\ A.
Ahora bien, como {1,2,3,...a — 1} C A entonces por la segunda hipétesis a € A lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto N\ A = () y entonces A = N ]
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Iteracion de funciones y recursividad

Si tenemos una funcién definida en un conjunto A y ademds f(A) C A entonces po-
demos componer f con ella misma (f o f)(z) = f((z)). La notacién que utilizamos es
f?(z) = f(f(x)) (1a cual no hay que confundir con la potencia de una funcién). Ahora
definimos f"*! = f(f"(z)). Para referirnos a la potencia de una funcién utilizaremos
doble paréntesis. De esta manera, si tenemos f(z) = logz por un lado tendremos que

f(z) =log (log (logz)) v [f(x)]® = [logz]’> =loga -logx -log.

Ahora bien, si para alguna o € A se cumple que f(xg) = zg, a 2o se le llama punto fijo
de f. Si tenemos que f"(xg) = wo y f'(x0) # o para toda i € {1,2,...,n — 1} a zg se
le llama punto periédico de f de orden n'y {xo, f(xo),..., f" " (x0)} es el ciclo de zo
bajo f.

A la sucesién {fi(xo)}ieN se le conoce como la drbita de z¢. En ocasiones esta drbita
puede ser finita, como en el caso de los puntos fijos, en donde ésta solo consiste de un
solo punto, o bien, los puntos periédicos de orden n cuya Orbita tiene n elementos. En
cuanto a los puntos fijos tenemos la siguiente definicién.

Definicién A.37 Sea f : I — I una funcion continua y sea xg un punto fijo de f,
decimos que xq es

1. Atractor si existe una vecindad U de xq tal que para cualquier x € U se tiene que
{fl(x)}ieN converge a xg.

2. Repulsor si existe una vecindad U de xo tal que para todo x € U \ {xo} se tiene
que f™(x) ¢ U para alguna n.

Teorema A.38 Sea I un intervalo y sea f : R — R una funcidn continua tal que f(x) >
xy fly) <y para algin x,y € I, entonces f tiene un punto fijo entre x e y.

Demostracién. Consideremos la siguiente funcién

g(x) = f(x) —x

la cual es evidentemente continua, entonces g(x)

>0y g(y) <0y por el teorema del
valor intermedio existe un ¢ entre x e y tal que g(c) =

0 por lo que f(c¢) =c. [ ]

Veamos otros teoremas.
Teorema A.39 Sea f: I — I continua y sea o un punto fijo de f entonces

1. Si para todo x # « en alguna vecindad U de a se cumple que

f(z) = f(e)

r—«

<1

entonces a es un punto fijo atractor.



144

2. Si para todo x # « en alguna vecindad U de a se cumple que

f(@) = (@)

r—

> 1

entonces « es un punto fijo repulsor.

Observacidn. Si f es diferenciable en I, @ un punto fijo de f y |f/(«)| < 1 entonces «
es atractor y si |f'(a)| > 1 entonces « es repulsor.

Teorema A.40 Sea I un intervalo y f: I — I una funcion continua. Supongamos que
para algin xo la sucesion {f™(xo)},cn converge a algin punto a € I. Entonces o es un

punto fijo de f.

Demostracion. Sabemos que {f™(zg)} converge a «, es decir

lim f"(z9) = a. (A.2)

n—oo

Pero también { f"™(z¢)} converge a

lm f" " (zg) = « (A.3)

n—oo

ademas sabemos que f"T1(x) = f(f"(x0)) y como f es continua tenemos por (A.2) y
(A.3) que

lim f"*(zg) = lim f(f"(20))

n— oo n—oo

= £ (Jim /(o))

n—oo

= f(a)

por lo tanto f(a) = a, esto es, a es punto fijo. |
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