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Resumen

En este trabajo se estudian los momentos de Zernike como extractores de caracteristi-
cas como una herramienta del proceso de reconocimiento de patrones. Los momentos de
Zernike han demostrado un buen desempeno en imégenes reales (satélitales, de ultrasonido,
microscopicas) y digitales. Entre otras de sus cualidades, tedricamente los momentos de
Zernike son invariantes a la traslacion, escala y rotacién. Sin embargo, debido a errores de
precisiéon y a la diferencia de métodos de invariancia, en la eleccién del clasificador no se
puede suponer una invariancia incondicional, existiendo un porcentaje de variacién en los
calculos.

Con el fin de medir este porcentaje, en este trabajo se realizan pruebas de invariancia
con el algoritmo répido propuesto en [16] en imagenes sometidas a transformaciones de
traslacién, escala y rotacion. También se efecttian pruebas con el algoritmo desarrollado en
[3] que, aprovechandose de la naturaleza de los momentos de Zernike y con la ayuda de la
distancia euclidiana obtiene el dngulo de rotacién de una imagen con respecto a otra. En
este caso las pruebas se enfocan a comprobar la precision del algoritmo con imagenes con
invariancia en traslacion, escala y rotacién; mismas que se usan en la prueba anterior.
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1. Introduccién

Uno de los objetivos de la ingenierfa, consiste en buscar la automatizacion de tareas repet-
itivas, como puede ser la separaciéon de frutas de acuerdo a su tamano, o la identificacion y
separaciéon de billetes falsos.

La tarea de distinguir frutas de acuerdo a su tamafio puede resolverse con el uso de
sensores que operen en funcién de umbrales de tamano, previamente establecidos, y de
acuerdo a esos umbrales se podria clasificar a las frutas en diferentes tamanos. En el caso
de los billetes sin embargo, es evidente que un solo tipo de sensor no es suficiente. Para
esta categoria de problemas resulta muy eficaz el uso de la visién artificial, un conjunto
de herramientas disefiadas para automatizar la identificacién de objetos en una imagen.
Inclusive en la aplicacién de la clasificacién de las frutas por tamaifio, donde el problema de
clasificarlas podria parecer sencillo, la vision artificial es capaz de alcanzar varios objetivos:
tamanos, colores, formas, calidad de la fruta, etc.

En un proceso de automatizacién se utilizan herramientas y procesos que en su conjun-
to forman un sistema artificial inteligente. Los sistemas artificiales inteligentes necesitan
interactuar con el medio ambiente en el que se encuentran a través de sensores, que ayu-
dan al sistema a entender como estd conformado el medio. En otras palabras, un sensor
es un elemento a través del cuél el sistema puede reconocer el medio ambiente con el que
interactia.

Frecuentemente, para identificar al medio el sistema considera ciertos parametros clave
de referencia, tales como la temperatura, el olor, la luminosidad, algunos objetos u otras
caracteristicas del medio. Cada sensor estd disenado para “capturar” el valor de uno o
varios de estos parametros, para que el sistema interprete estos valores y pueda identificar
el medio.

A grandes rasgos, los sistemas artificiales inteligentes realizan el proceso de reconocimien-
to de la siguiente manera. El sistema recibe informacion a través de los sensores y/o trans-
ductores con los que se encuentre dotado. Esta informacién es analizada y comparada con
una base de datos, si la informacién adquirida tiene congruencia con algin elemento de la
base de datos, se dice que el sistema ha reconocido un elemento.

Los sensores son dispositivos capaces de transformar magnitudes fisicas o quimicas (lla-
madas variables de instrumentacion) en magnitudes eléctricas. La temperatura, intensi-
dad luminica, distancia, aceleracién, inclinacién, desplazamiento, presién, fuerza, torsion,
humedad, pH, etc. [18], son algunos ejemplos.

En particular existe una gran variedad de sensores construidos para analizar diferentes
tipos y rangos de radiacion electromagnética, generando gran cantidad de informacién del
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ambiente que en muchos casos el 0jo humano es incapaz de ver. Toda la informacién obtenida
por estos sensores es dispuesta en matrices de valores conocidas cominmente como imé-
genes, las cuales pueden provenir de senales actsticas, magnéticas, gravimétricas, de radar,
neurograficas y microgréficas, entre otras.

Por lo tanto cuando se desea analizar un medio, basta con analizar las imagenes que
proyecta, Figura 1.0.1. El nivel de confianza que se tiene en las sefiales emitidas por el am-
biente y los sensores electromagnéticos que las capturan es muy alto. S6lo basta con men-
cionar que en la medicina, infinidad de diagnosticos se basan en radiografias, ultrasonidos y
resonancias magnéticas. También la industria pone en manos de la visién artificial procesos
importantes como son el control de calidad. Finalmente, un ejemplo que vemos comtiinmente
en los televisores es el seguimiento con un puntero sobre un jugador en tiempo real en un
partido de fatbol.

La adquisicién de imagenes es sélo el primer paso para el reconocimiento de objetos.
En lineas generales, el proceso de interpretaciéon de imagenes involucra las etapas de seg-
mentacion, extraccion de caracteristicas y clasificacién. El reconocimiento de objetos se
hace mas dificil cuando las los objetos de interés en un imagen vienen acompanadas de
informacion extra del medio o del instrumento de captura que no sabemos interpretar, y
que es conocida comunmente como ruido.

Mundo 3D Sensor Sefial
(cdmara) (imagen)

' QU - 5D
Figura 1.0.1.: Representacién de una escena 3D a una de 2D.

Por consiguiente, el reconocimiento es una correspondencia de la representacién propia
del medio con la informacién sensorial, obtenida en este caso por medio de un sistema de
vision. De manera general, un descriptor es un pardmetro representativo de una imagen que
se utiliza para realizar su correspondencia con uno o varios objetos. Existen varios métodos
de hacer corresponder los descriptores con los objetos, dependiendo de la informacién que
se precise de cada objeto, o grupo de objetos.

Recapitulando, tenemos que por medio de sensores se capturan imagenes del entorno.
Estas imagenes nos interesan porque son una representacion de nuestro ambiente, y poseen
descriptores con los cuales podemos clasificar la informacién que contienen y/o inclusive las
propias imégenes, Figura 1.0.2.



1.1. Antecedentes
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Figura 1.0.2.: Proceso de clasificacion

La eleccion de los descriptores depende del objetivo, respecto a lo que buscamos clasificar.
Por ejemplo, el area del objeto es un buen descriptor si se busca clasificar objetos por
su tamano. Cuando se busca describir la forma de los objetos se cuenta con descriptores
dispuestos en dos grandes tipos: los descriptores de contornos y los descriptores de regiones.

Algunos de los problemas a los que se enfrentan este tipo de descriptores se presentan
cuando las imagenes son de diferente escala, cuando tienen diferente orientaciéon, o cuando
estan recubiertas (oclusion).

Con la finalidad de seleccionar este tipo de problemas, en esta tesis se trabaja con un tipo
de descriptores de regiones conocidos como momentos geométricos. Estos descriptores tienen
la ventaja de ser invariantes ante la escala, traslacién y rotacién, mediante operaciones
simples.

De acuerdo a la teoria de senales, los momentos geométricos son el producto punto entre
dos funciones: la imagen y una funcién de base. Los momentos pueden usarse con diferentes
tipos de bases, segin la naturaleza de las base, ortogonal o no ortogonal, se define el
tipo de momento. Como es de esperarse, las bases no ortogonales originan momentos con
informacién redundante. En esta tesis no se desea redundancia en informacion, por lo cual
se ha decidido trabajar con una base ortogonal que utiliza los polinomios de Zernike. Por
ende, los descriptores aqui empleados son los Momentos Geométricos de Zernike [21].

1.1. Antecedentes

Historicamente fue en los afios veinte la primera experiencia de la transmisién de una
imagen por medio de un cable submarino entre Londres y Nueva York. Sin embargo fue hasta
los afios cincuenta y sesenta en que aparecen las primeras computadoras digitales y con ellas
la necesidad de procesar y trasmitir imagenes satélites, dando pie al desarrollo de técnicas
para visién, tratamiento y analisis de imé4genes digitales. Por mencionar algunos proyectos,
se tiene el caso del National Instiute of Health donde se ha trabajado con imégenes de
rayos X, microscopia 6ptica y electrénica. Por su parte en el MIT y en la universidad de
Stanford se ha trabajado en visién aplicada en robética, generando el Pattern Information
Processing System (PIPS) y el Understandig Image System (UIS), proyectos que desarro-
llaron importantes técnicas de visién. En ’Ecole Nacional Superieure des Mines de Francia,
G. Matheron y J. Serra, trabajaron en la caracterizaciéon y medicion de formas en base al
método denominado "morfologia matematica” [6].

La madurez en el disefio de arquitecturas de computadoras en la década de los ochenta
impulsa el desarrollo de las técnicas de andlisis de imagenes digitales, dando origen a nu-
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merosas aplicaciones. Uno de los investigadores que definieron el rumbo del procesamiento
de imagenes fue David Courtnay Marr [19] quién desarrolld algoritmos para la detecciéon
de caracteristicas (bordes, lineas, texturas), asi como técnicas de segmentacion. En el area
industrial se han desarrollado técnicas para reconocimiento, haciendo uso del area de in-
teligencia artificial.

A mediados de los ochentas la atencion se centrd en nuevas teorfas y algoritmos para la
interpretacion de imégenes en 2D, resultado de la proyecciéon en un plano de escenas en 3D.
Asi como el uso de flujo éptico para la reconstruccién de escenas con base en sus diferentes
proyecciones. La caracterizacion de superficies a partir del estudio del movimiento, el estudio
de las formas a partir de las sombras, el estudio de la orientaciéon a partir de texturas y
técnicas de representaciéon y bisqueda de objetos.

Paralelamente al desarrollo de las técnicas y métodos matematicos, se desarrollan difer-
entes arquitecturas computacionales especificas para el procesamiento de imagenes digitales.
Lo que posibilita la experimentacién con imagenes més complejas de interpretar.

Una herramienta utilizada a principios del siglo XX es la transformada de ondula, la cual
trabaja con una amplia variedad de ondulas madre, siendo la ondeleta Haar la més sencilla.
Para el reconocimiento de patrones, en imagenes de un solo objeto. Se hace una extraccién
de bordes, ya que este tipo de imagenes se caracterizan por ser imagenes de componente
localizable o componente transitorio, es decir, los bordes del objeto de la imagen ante una
transformada de ondula son localizables. Pero la textura del objeto es desechada. Si se
requiere hacer un andlisis de textura el procesamiento de la imagen es diferente. De hecho
la transformada de ondula también se usa para clasificaciéon y eliminacién de ruido. En
otros casos trabaja en conjunto con otras herramientas de procesamiento de senales para
expandir su aplicacién. Por ejemplo para invariancia en rotacién combina los momentos
geométricos con la ondeleta madre, conocida como transformada de ondeleta de momentos
invariantes. Aprovechandose de la multiresoluciéon que brinda la transformada de ondeleta
es posible hacer reconocimiento de siluetas de objetos con invariancia en escala [15].

En 1999 David Lowe publica en [14] un algoritmo llamado SIFT (Scale-Invarint Fea-
ture Transform) que es una transformada que proporciona caracteristicas invariantes en
escala. Adicionalmente es invariante a traslacion, rotacién y oclusiones parciales. Esto es
posible gracias a una red de puntos clave que toma como referencia en cada imagen que
son transformados en un conjunto de vectores invariantes. Sin embargo esto sélo funciona
en imagenes texturizadas, quedando fuera de su alcance imégenes de texturas muy suaves,
como dibujos hechos a mano.

W. G. Lin y Sh. Wang en 1994 publican [20], donde presentan una forma discreta de
calcular momentos, intentando corregir algunos errores, que no presenta la forma continua.
Posteriormente Yang y Albregtsen en [1] y |2|, encuentran una técnica para el calculo de
momentos en forma discreta. Utilizan el teorema de Green, obteniendo una version eficaz,
rapida y precisa.

En el 2002 Tomas Suk y Jan Flusser publican [8], donde declaran que: encontrar un sis-
tema de descriptores invariantes es un paso dominante a reconocer objetos, sin importar
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1.2. Objetivo

las deformaciones particulares. En 2004 Francois Chaumette presenta [5] donde propone
utilizar los momentos de iméagenes en control Visual Servo (sistema de vision para contro-
lar el movimiento de un robot), ya que los momentos son una representacion genérica de
cualquier objeto.

En particular los momentos de Zernike ofrecen invariancia en traslacion, escala y rotacion
[21], ofreciendo una alternativa diferente de SIFT que también ofrece invariancia ante las
mismas transformaciones. El estudio comparativo realizado en [13] entre descriptores glob-
ales como: SIFT, momentos de Hu, momentos de Zernike y momentos de Fourier-Mellin.
Concluye que SIFT es mejor herramienta para reconocer objetos solo si la base de datos no
contiene pocas imagenes. Sin embargo cuando las imagenes tienen ruido los momentos de
Zernike son mejores.

Los trabajos posteriores al calculo de momentos se han centrado en mejorar la eficiencia
de los momentos, ya sea que su célculo sea més rapido y/o que se obtenga mayor cantidad
de informacién con menor numero de coeficientes.

En esta tesis se utiliza los resultados obtenidos por Mohammed Al-Rawi en [16], publicado
en 2008, para el calculo de momentos. Y para comparar la similitud entre los momentos de
dos iméagenes se utiliza [3], publicado en el 2009 por Jerome Revaud, Guillaume Lavoue, y
Atilla Baskurt.

1.2. Objetivo

Verificar la robustez de los momentos de Zernike y su invariancia ante las transformaciones
de traslacion, escala y rotacion.

1.3. Justificacién

Debido el avance tecnolégico tanto en el hardware como en el software, en la era actual
de las tecnologias de la informacion y las telecomunicaciones, es posible llevar a cabo pro-
cedimientos con la ayuda de las computadoras personales que en décadas anteriores no era
posible, o que requerian de diversos y numerosos recursos. Debido a esto, gran parte de la
teoria desarrollada afnios atras en diferentes areas del conocimiento hoy puede ponerse en
la practica. El area de procesamiento de senales no es la excepcién, histéricamente los mo-
mentos geométricos se ubican dentro de las primeras propuestas como descriptores para el
reconocimiento de patrones. Con el paso del tiempo se han desarrollado diversos algoritmos
con el fin de hacerlos mas eficientes, haciendo de estos descriptores una herramienta muy
eficiente y moderna, capaz de emplearse en tiempo real.

Dado lo anterior se decide utilizar a los momentos de Zernike como una herramienta
prometedora para la extraccion de descriptores de una imagen. Una vez que se eligieron
a los momentos de Zernike como descriptores se observé que no son invariantes al cien
por ciento, lo que ocasion6 dificultades al momento de hacer una clasificaciéon. Debido

11



1. Introduccién

a esto el objetivo del presente trabajo fue modificado, enfocdndose finalmente en hacer
pruebas de porcentaje de invariancia de los momentos de Zernike en iméigenes expuestas a
transformaciones de traslacion, escala y rotacion.

1.4. Contenido

En el capitulo 2 se presentan generalidades sobre el reconocimiento de patrones haciendo
mencién de varios procedimientos para reconocer un objeto dentro de una imagen, tomando
en cuenta los procedimientos mas conocidos y eficientes que existen hasta el momento en la
literatura cientifica. El capitulo 3 continia con la descripcién matemética de los momentos
geométricos y de los momentos geométricos de Zernike. También se mencionan algunas de
las aplicaciones de los momentos geométricos, de los momentos geométricos de Zernike, asf
como de la descripcién de los principales articulos y los algoritmos que se proponen para el
célculo de los momentos en tiempo real (en el primer articulo), y otro articulo que describe
un algoritmo encargado de hacer la comparaciéon entre los momentos. En el capitulo 4 se
encuentran la pruebas que se realizaron para la validacién de los algoritmos del capitulo 3.
Finalmente se tienen las conclusiones que se hacen en referencia a los resultados plasmados
en el capitulo 4, y los resultados de los articulos del capitulo 3.

12



2. Generalidades sobre el reconocimiento
de patrones

El objetivo de este capitulo es el de situar a los momentos de Zernike (MZ) dentro
del reconocimiento de patrones. Se inicia con la descripcion del concepto de patréon y su
relacion con el area de reconocimiento de patrones en general. Posteriormente se describe
la naturaleza de las caracteristicas de los objetos que se van a manejar y su influencia
en el tipo de enfoque con el que se utiliza el reconocimiento de patrones. Se prosigue con
una divisién en la clasificacién entre supervisada y no supervisada para exponer algunos
clasificadores y tipos de agrupacion. En este punto se hace también énfasis en el problema
de seleccion de variables con el fin de subrayar la importancia del papel que juegan los
descriptores dentro del reconocimiento de patrones. Finalmente se hace un sumario de los
descriptores méas populares dentro de los cuales se encuentran los momentos MZ motivo de
esta tesis.

Considerando las imagenes digitales como nuestro soporte de andlisis, un patrén es un
conjunto de caracteristicas de una imagen, y un conjunto de patrones similares forman
una clase, Figura 2.0.1. En el procesamiento de imagenes el objetivo del reconocimiento de
patrones es clasificar patrones, es decir, asignar cada patron a la clase a la que pertenece. Por
su parte las caracteristicas pueden ser de caricter cualitativo o cuantitativo. Las primeras
son cualidades que cominmente no se miden numéricamente, méas bien se categorizan.
Pueden ser dicotémicas, que toman uno de dos valores posibles, o politémicas, cuando los
posibles valores son tres o mas. Algunas caracteristicas de este tipo pueden ser la forma
de los objetos y la regularidad de una imagen. Las caracteristicas cuantitativas son las que
podemos medir numéricamente como el area, la intensidad luminica, etc. En consecuencia
la naturaleza de las caracteristicas aunada al tipo de aplicacién, van a definir el enfoque
con el que se manejen los patrones, Figura 2.0.2.

13



2. (eneralidades sobre el reconocimiento de patrones

Caracterfsticas Clases
e e
e o @ ® '
® : o
e o Clasificacion -\
N )

Figura 2.0.1.: A partir de la caracteristicas de las imégenes se inicia la clasificacion.

Debido a que las primeras investigaciones realizadas en reconocimiento de patrones fueron
derivadas de resultados obtenidos en estadistica [7], uno de los primeros enfoques del re-
conocimiento de patrones es a su vez estadistico, conocido como teoria de la decisién, basado
en las caracteristicas estadisticas de los patrones: media, varianza, etc.

El enfoque sintactico o estructural, busca relaciones entre las caracteristicas de los objetos.
El caso sintactico se apoya en la estructura matematica de los lenguajes formales, donde las
caracteristicas de los objetos son elementos de un alfabeto. Las combinaciones resultantes
de dichos elementos forman palabras que pueden pertenecer o no a un lenguaje dado.
El caso estructural ve a las caracteristicas de los objetos como puntos que forman parte
de estructuras geométricas. Teniendo nuevamente elementos que son considerados como
palabras que pueden pertenecer o no a un lenguaje.

El enfoque légico combinatorio [17] se basa en el cometido de modelar los problemas de
forma real, tomando en consideracion todas las variables (cuantitativas y cualitativas) que
interfieren en el problema. Para posteriormente modelarlas matematicamente y clasificarlas
con una metodologia sistematica.

Finalmente las redes neuronales [4] también se utilizan para clasificacién explotando su
similitud con el funcionamiento del cerebro humano, “aprendiendo” a colocar patrones de
prueba en su correspondiente grupo o clase. Durante el proceso de aprendizaje las regiones
de decisién van tomando formas no lineales y complejas, que se ajustan lo mas posible al
problema.

Amén de los diferentes enfoques, la teoria del reconocimiento de patrones se puede dividir
en dos grandes rubros, el supervisado y el no supervisado. Aunque sus nombres nos permitan
inferir correctamente como trabajan, es necesario subrayar algunos detalles de cada uno.

El reconocimiento supervisado se utiliza cuando se tiene informacién a priori al proceso
de reconocimiento. También es conocido como clasificacion con aprendizaje, debido a que
ciertas clases se encuentran ya definidas. Inclusive se pueden encontrar algunos objetos
previamente clasificados.

En el caso del reconocimiento no supervisado, no se tiene informacién a priori sobre las
clases, los patrones no se encuentran etiquetados. Sin embargo, en algunos casos es necesario
definir el nimero de clases.
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2.1. Reconocimiento supervisado

Variables 4 n];g_gicfo . Variables
Cuantitativas OmbInatono | Cualitativas

Estadistico =_ Sintictico

Figura 2.0.2.: La naturaleza de las caracteristicas redunda en el tipo de clasificacion.

2.1. Reconocimiento supervisado

Los clasificadores supervisados pueden representarse a través de un modelo genérico, en
donde los clasificadores son una funcién discriminante, la encargada de dividir el espacio de
representaciéon en regiones de decisiéon, Figura 2.1.1. El tipo de funcién discriminante que
emplea cada clasificador, define al clasificador en cuestién.

8,

2,

lip

Figura 2.1.1.: Discriminantes

2.1.1. Clasificadores Bayesianos

Estos clasificadores se basan en la teoria de la probabilidad y la estadistica, utilizan
anélisis de varianzas, covarianzas, dispersién y distribucién, principalmente. Resuelven la
pertenencia de un elemento a cierta clase, calculando la mayor probabilidad de que un
elemento pertenezca a una clase.

Se representan por medio de una red bayesiana, que es un grafo aciclico dirigido en el
que cada nodo representa una variable y cada conexién una dependencia probabilistica,
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2. (eneralidades sobre el reconocimiento de patrones

Figura 2.1.2.

Variable de
clase

Figura 2.1.2.: Estructura grafica de un modelo Bayesiano

2.1.2. Clasificadores lineales

Las funciones discriminantes que rigen este tipo de clasificadores son combinaciones lin-
eales de las componentes del vector de caracteristicas.

¥
Rl
w « R2
4 x
Frontera de decision
A

Figura 2.1.3.: Divisién lineal en un espacio de caracteristicas de dos y tres dimensiones.

Normalmente el espacio de caracteristicas tiene un namero elevado de dimensiones (del
orden de decenas), se considera que es N-dimensional. Las regiones divididas por las fron-
teras de decisién se conocen como hiperplanos, por lo tanto existen tantos hiperplanos como
clases de objetos. En el caso de N=1, el hiperplano es una recta, para N=2 es una plano,
etc., Figura 2.1.3.

Matematicamente la funciéon de discriminantes lineal tiene la siguiente forma:

d
g(z) = wiz; (2.1.1)
i=1

donde:

16



2.2. Reconocimiento no supervisado

x: vector de caracteristicas

x;: componentes del vector de caracteristicas

w: vector de peso

d: namero de parédmetros (proporcional con la dimension)

2.1.3. Clasificadores no lineales

En este caso las fronteras de decisién estan expresadas con funciones cuadraticas, las
cuales pueden ser conicas: parabolas, circulos, elipses, hipérbolas, Figura 2.1.4.

y z gl z : g3

Frontera de decision Frontera de decisién

A B

Figura 2.1.4.: Divisién lineal en un espacio de caracteristicas de dos y tres dimensiones.

En este caso la funcién discriminante se muestra en forma matricial:

g(x) =2TAz +2"B+ C,C = wpy1 (2.1.2)

donde:
A: matriz de pesos de d x d
B: vector de pesos de 1 x d

2.2. Reconocimiento no supervisado

El reconocimiento no supervisado es también conocido como clasificacién sin aprendizaje.
En donde el objetivo es identificar las formas que describen los grupos de patrones, de los
cuales no se tiene informacién a priori. Usualmente esto se logra construyendo diferentes
clases en base a caracteristicas afines, es decir agrupar patrones similares entre si, y a su
vez diferentes a los patrones de otros agrupamientos.

Los patrones procedentes de imigenes estan caracterizados por vectores de caracteristicas,
es decir cada uno de estos vectores es equivalente a un patréon. Estos vectores se encuen-
tran en espacios n-dimensionales, donde el nimero de dimensiones depende del nimero de
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2. (eneralidades sobre el reconocimiento de patrones

caracteristicas. La poblacion de estos patrones se distribuye en diferentes formas, a las que
se les puede clasificar por sus propiedades cualitativas como: formas alargadas, circulares
huecas, circulares densas, etc. La forma de cada nube (grupo de patrones) depende no solo
de los patrones, sino también del algoritmo de agrupamiento seleccionado, y de la medida
de similitud utilizada para compararlos.

Un algoritmo de agrupamiento es un procedimiento logico de agrupacion de vectores con-
forme a un criterio de cercania. Esta cercania se define en términos de una determinada
funcién de distancia, Figura 2.2.1. Los vectores que no satisfagan con esta funcién de dis-
tancia, seran parte de otro grupo, o excepcionalmente no pertenecen a grupo alguno. En
la teoria de reconocimiento de patrones el algoritmo de agrupamiento tiene otros nombres,
como funcién de decisién, o clasificador.

Maximizar distancia
de disimilitud

5@

Minimizar distancia
de similitud

Figura 2.2.1.: Distancias de agrupamiento.

El criterio de cercania se obtiene con una medida de similitud, sin embargo también es
necesario tener un criterio de lejanfa, el cual se calcula con una medida de disimilitud. Para
cuantificar estas distancias de disimilitud se pueden usar varias métricas como las distancias
de Minkowski, Ecuacion 2.2.1, también conocida como métrica L, .

l
dy(z,y) = (O wilaws — yil")e (2.2.1)
=1

donde

w;: coeficiente de peso

q: tipo de norma

De esta distancia se derivan la distancia euclidiana (q=2), la de Manhattan (q=1) y la
Chebychev (q=00).

En el caso de valores reales las medidas de similitud que se utilizan comtnmente son el
producto punto, los coeficientes de correlacién de Pearson , y la distancia de Tanimoto. Sin
embargo la métrica se elige de acuerdo con el tipo de datos que se estén manejando y de
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2.2. Reconocimiento no supervisado

la seméantica que se les asocie. Esto sugiere que en la similitud entre objetos subyace una
nociéon subjetiva.
A continuaciéon se describen brevemente algunos de los algoritmos de agrupamiento.

2.2.1. Agrupamiento jerarquico

Este agrupamiento no supervisado tiene la estructura progresiva de un arbol, llamado
dendrograma. Admite tantas variantes como funciones de similitud puedan definirse. La
agrupacion se realiza mediante un proceso de fases de agrupacion, o desagrupacién sucesivas.
En cada fase de agrupacion, o desagrupacion, usa la distancia minima, la distancia maxima
y la distancia media entre todos los pares posibles.

Elemento 1 —

Elemento 2 ——

Elemento 3 ———

Elemento 4 —————

Elemento 5

Figura 2.2.2.: Método jerarquico aglomerativo

En la Figura 2.2.2 se muestra el método jerarquico aglomerativo, el inverso del método
aglomerativo es el método jerdrquico disociativo, su representacién esquemaética es el espejo
del esquema jerarquico aglomerativo.

2.2.2. Agrupamiento secuencial

FEste método comienza con un vector el cual representa un grupo, cuando un nuevo
vector es evaluado y no se encuentra lo suficientemente alejado de ese vector inicial, en
términos de una medida preestablecida, se integra a ese grupo. Entonces este grupo cambia
sus caracteristicas debido a este nuevo vector asociado. Cuando un vector nuevo esta lo
suficientemente alejado de los grupos existentes se crear un nuevo grupo. La lejania también
depende de una distancia previamente definida. En algunos algoritmos se requiere como
criterio de paro de una cota superior del nimero de grupos a clasificar.

2.2.3. Agrupamiento basado en optimizaciéon de la funcién de costo

La frontera de los grupos de este tipo de agrupamiento se definen con una funcién de
costo. Esta funcién es paramétrica, ya sea lineal, cuadratica, etc., y esta regida por una
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2. (eneralidades sobre el reconocimiento de patrones

variable desconocida. En estas condiciones, el objetivo de estos algoritmos es encontrar
dicha variable, haciendo uso del calculo diferencial, generando grupos sucesivos y tomando
en cuenta el nimero maximo de grupos, en el caso de que éstos estén preestablecidos.

2.3. Problemas de clasificacion

La primera interrogante para comenzar el proceso de clasificacién consiste en saber cuéles
son los patrones més adecuados para representar a determinados objetos, este problema se
conoce como de seleccion de variables (descriptores).

Una vez que se ha superado el problema anterior, inmediatamente surge una nueva inter-
rogante, ;jcudl es el numero de patrones a utilizar? De antemano se sabe que cominmente
entre mas patrones (variables) se tengan es mejor, pero el namero de ellos depende de la
aplicacién y de la complejidad que se decida manejar. Ya que entre més variables se tengan
el tiempo de procesado es mayor, asi que para aplicaciones de tiempo real por lo general se
tiene que encontrar un compromiso sobre el niimero de variables.

Ya que han sido seleccionados el tipo y el nimero de variables, se necesita disenar un
clasificador, buscando que la clasificaciéon de cada elemento sea lo méas clara posible, para
evitar que las variables pertenezcan a mas de un grupo, y con esto minimizar errores. Es
decir, se debe de encontrar un algoritmo que genere grupos definidos, de tal forma que sea
dificil que se traslapen entre ellos.

Otros problemas secundarios (porque dependen del proceso de captura) pero importantes,
son la oclusién de los objetos a reconocer. Ocasionada por las variadas y diferentes proyec-
ciones en dos dimensiones (2D), captadas por las camaras del mundo tridimensional (3D).

2.4. Descriptores

Para poder clasificar una imagen es necesario tener un grupo de caracteristicas que las
defina, estas caracteristicas también se conocen como descriptores, en el proceso de clasifi-
cacién son vectores de caracteristicas. Los descriptores son el primer paso para encontrar
el vinculo entre los pixeles contenidos en una imagen digital y lo que representan (sentido
semantico). Entre los méas comtnmente utilizados en anélisis y procesamiento de imégenes
para reconocimiento, estan los descriptores de contorno y de regiones, por su significado
respecto al sistema de vision.

2.4.1. Descripcion por medio de contornos

Este tipo de descriptores se emplean cuando basta con conocer informacién a cerca de la
forma de los objetos. El proceso general de extraccion de caracteristicas consiste primero en
reducir el efecto del ruido, el siguiente paso es la deteccion de regiones. Posteriormente se de-
terminan los que se consideran contornos de interés, y el tltimo paso es refinar el resultado,
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2.4. Descriptores

eliminando puntos aislados y conectando los pertenecientes a un contorno deseado.

Una vez extraidos los contornos de los objetos hay que analizar la forma geométrica de
los mismos utilizando para su representacion una estructura de datos compacta, es decir, un
esquema de representacién. Dentro de los esquemas de representaciéon externa, que son los
que usan el contorno de los objetos y sus rasgos caracteristicos, se encuentran los c6digos de
cadena, los descriptores de Fourier, las firmas, las aproximaciones poligonales, entre otros,
Figura 2.4.1.

\//\

>
/ /\ /\//\ 1 dh
\/\ \//‘ j AN\J\»

Aproximacin polinomial Firmas

Figura 2.4.1.: Ejemplificacion de algunos descriptores de contorno

Algunos tipos de estos descriptores se describen brevemente a continuacién:

Los codigos de cadena describen un objeto mediante una sucesién de ntimeros que repre-
sentan segmentos de lineas de tamafno unitario (con conectividad 4 u 8), con una determi-
nada orientacién. Este descriptor es cominmente utilizado para contornos.

Los descriptores de Fourier se usan cuando se considera un contorno como una funcién
periodica, con el fin de aplicar a este contorno (funcion) la transformada de Fourier. Los
coeficientes de la transformada se usan como descriptores de la forma del contorno. Las
bajas frecuencias corresponden a detalles burdos y las altas frecuencias a los detalles finos.
Este otro descriptor es cominmente utilizado para contornos y texturas.

La firma es una representaciéon de un contorno mediante una funcién real unidimensional,
més sencilla que la funcién bidimensional que define el contorno. Una de las maneras mas
simples de definirlas es a través de la distancia como una funcién del dngulo, partiendo
desde un punto interior (por ejemplo el centroide del contorno) hasta alcanzar cada uno de
los puntos del contorno.

La representacion de polilineas o aprorimaciones poligonales consiste en una descripcién
de contornos en base a segmentos de lineas, donde cada segmento se especifica mediante el
punto inicial y final (coordenadas). La concatenacion de estos puntos, con el mismo punto
inicial y final, describe un contorno. Estos dos ultimos descriptores son también utilizados
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2. (eneralidades sobre el reconocimiento de patrones

para la descripcién de contornos.

El drea se calcula como el niimero de pixeles que pertenecen a una regién. Para calcular
el 4drea real de objeto se debe tener en cuenta la resoluciéon del pixel en el mundo real. Este
descriptor es cominmente usado para el método de regiones.

2.4.2. Descripcion por medio de regiones

Se utilizan cuando el interés principal es describir las propiedades de la regién de los
objetos detectados, como la intensidad, el color, la textura, etc.

Existen varios descriptores que pueden ser calculados de forma muy sencilla sobre las
regiones, conocidos como descriptores simples. Algunos de ellos son el area, el nimero de
Euler y la densidad.

También estan los descriptores geométricos, estudian la forma geométrica de los contornos
de las regiones (objetos). En esta categoria se encuentra el alargamiento, la espesura, la
direccién y la compacidad, Figura 2.4.2.
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Figura 2.4.2.: Ejemplificacion de algunos descriptores de region

Es importante mencionar que algunos de estos descriptores presentan invariancia a las
transformaciones lineales (alargamiento y rectangularidad), e invariancia a la rotacion (di-
reccion).

Finalmente estan los descriptores con base matemdtica, en donde la interpretaciéon de
las funciones imagen se suponen como densidades de probabilidad de variables aleatorias
bidimensionales. Las propiedades de estas variables aleatorias se pueden describir usando
caracteristicas estadisticas como son los momentos de diferente orden.

Un momento de orden (p+q) es dependiente de la escala, de las translaciones, de las
rotaciones y de cualquier transformacion realizada sobre los niveles de gris. Sin embargo la
invariancia a la escala y a las rotaciones se puede alcanzar con ayuda de las expresiones
de los momentos y los momentos centrales. De forma un poco més elaborada se puede
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2.4. Descriptores

conseguir la invariancia a la rotacion y a la traslacion.

Del conjunto de rasgos descriptivos, existen algunos que representan las caracteristicas
esenciales del objeto, mientras que otros representan caracteristicas marginales. Los ras-
gos esenciales no pueden ser eliminados de la descripcién de los objetos sin confundirlos.
Mientras que los rasgos marginales, pueden ser ignorados en una descripcion, sin que ello
implique la confusién de los objetos.

Son precisamente los momentos (aunque no estadisticos, sino geométricos), el tipo de
descriptores que se utilizan en este trabajo de tesis. Esta eleccion se debe a que ofrecen
cierta invariancia y por lo tanto mayor estabilidad al trabajar con ellos. Ademas de que
permiten obtener mucha informacion tutil del objeto en cuestion.
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3. Teoria de los Momentos Geométricos

Este capitulo estd dedicado a exponer los principales conceptos de la teoria detras de
los momentos geométricos. Para desarrollar el tema de manera concisa y clara, se inicia
utilizando los momentos estadisticos como analogias de los momentos geométricos, dada
la popularidad de los primeros. Matematicamente los momentos se desarrollan bajo la
operacion del producto punto entre una funciéon y una base, esta tltima es la que da la
posibilidad de clasificar los momentos en: momentos de base ortogonal y momentos de base
no ortogonal. Dentro de los momentos geométricos con bases ortogonales se encuentran los
momentos de Zernike (MZ), que constituyen la esencia de esta tesis. El capitulo concluye
con una breve descripciéon de los articulos utilizados para implementar un algoritmo eficaz
de célculo de momentos.

Los momentos geométricos de una imagen digital son descriptores de regiones con base
matematica que proporcionan informacién sobre diferentes estructuras geométricas. Gracias
a la informacién que proporciona el reconocimiento de patrones es posible tener aplicaciones
como: reconocimiento de formas, clasificacion de objetos, reconstruccion, acoplamiento de
escenas, reconocimiento de expresiones faciales, marcas de agua, analisis de texturas, deter-
minacién de orientacién, recuperacién de imégenes basada en contenido, registro de imé-
genes, estimacion de posicion, etc.

Una manera de estudiar los momentos geométricos es a través de sus similitudes con los
momentos estadisticos, fundamentados en la nocién de momento que se define en mecénica
[12].

En estadistica los momentos se utilizan como descriptores de propiedades de una variable
aleatoria, y en reconocimiento de patrones se usan para describir una imagen.

En estadistica, los datos recolectados son resumidos para facilitar su interpretaciéon de
manera grafica o numérica. Las medidas estadisticas que sirven para caracterizar estos datos
se conocen con el nombre de momentos de diferente orden. El momento de primer orden es
la media, el de segundo orden es la varianza. Y los momentos subsecuentes, conocidos como
momentos de orden superior son menos utilizados, debido a la dificultad de su interpretacién
y a la carga computacional que representa su célculo. Estos momentos estadisticos pueden
servir para describir un buen ntmero de caracteristicas de un conjunto de datos.

Ahora bien lo que en estadistica se considera un conjunto de datos, en el area de re-
conocimiento de patrones corresponde a una imagen, o a una region de una imagen. Asi
como los momentos estadisticos caracterizan conjuntos, los momentos geométricos se uti-
lizan para caracterizan estructuras en iméagenes. Sin embargo, como es de esperarse y se
verd mas adelante, la interpretacion de los momentos en cada caso es diferente.
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3. Teoria de los Momentos Geométricos

Desde un punto de vista matematico los momentos geométricos son un producto punto
(Ecuacion 3.0.1), que representa una medida de similitud entre vectores, puesto que son la
proyeccion de un vector sobre otro. Permitiendo medir cuanto se parece una senal (modelada
como un vector), a una funciéon dada (considerada como una base de un espacio vectorial).
Es decir, se considera el producto punto:

(r,s) = /wQ(x)r(x)s*(x)da; (3.0.1)

donde:

s*: complejo

r(x), s(x): vectores complejos

w(z): funcién de peso, nimero real!

Considerando que las imagenes se representan comunmente en un plano es conveniente
generalizar el producto punto en dos dimensiones (Ecuacion 3.0.1).

’LU2 U,
O/O/fa:y “(a, y)dady (3.02)

donde:

V*(x,y): polinomio complejo de 2 dimensiones (imagen)

f(x,y): funcion de densidad de la imagen

w: funcién de peso

Practicamente la Ecuaciéon 3.0.2 es la ecuacién general con la que se obtienen los mo-
mentos geométricos, sin embargo se reescribe de la siguiente forma para lograr una mejor
comprension de los elementos que la componen.

[e.9]

oo
= )\pq/ f(@,y) Voo (2, y)dzdy (3.0.3)
0 0

donde

Apg: constante que depende de la funcién de momentos utilizada

Ve (T, y): polinomio complejo de momentos en 2 dimensiones

f(z,y): funcién de densidad de la imagen

Se observa que los momentos son una sumatoria infinitesimal de la proyeccién de una
imagen sobre una base polinomial. La eleccién de esta base es muy importante debido a que
las cualidades que la definen formaran parte de las caracteristicas de los momentos, y es de
acuerdo a la naturaleza de su base como se pueden clasificar. En este trabajo los dividiremos
en dos categorias: momentos con base no ortogonal y momentos con base ortogonal.

'La funcién de peso asegura la convergencia del producto interno.
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3.1. Momentos no ortogonales

3.1. Momentos no ortogonales

Cronolégicamente, los primeros momentos usados para el tratamiento de imagenes fueron
no ortogonales y fueron propuestos por Hu en 1962 [10]. En el plano cartesiano se encuentran
definidos de la siguiente forma.

My, = / /:L‘pyqf(sv,y)d:xdy (3.1.1)

—00 —00

Y en su forma discreta se expresan mediante las siguientes sumatorias.

o0 oo
_ Pd

Mpg = E E 2Pyl f(x,y) (3.1.2)

=0 y=0
En el reconocimiento de patrones se buscan basicamente tres propiedades importantes en
los descriptores, las cuales son: la invariancia a la traslacién, la invariancia a la escala y la
invariancia a la rotacién. La invariancia a la traslacién se logra con la ayuda de los momentos
centrales. Los cuales se extraen de una imagen centrada con respecto a su centroide (centro

de masa de la imagen).

MGy = [ [ =Py 75w p)dedy (3.13)

—00 —00

o (o9}
g = DD (& =Py — ) f(2,) (3.1.4)
=0 y=0
El momento simple de orden cero, mgg, en imégenes binarias, representa el area de la
figura, y en imagenes en escala de grises, la superficie. Es decir, es la suma de los valores
de todos los pixeles.
Los momentos simples de orden uno, mig, mo1, se emplean para ubicar el centro de masa
de una imagen.
T= 40 5o (3.1.5)
moo moo
La invariancia en escala se logra a través de los momentos centrales, y consecutivamente
a partir de ellos se obtienen los momentos centrales normalizados, mejor conocidos como
momentos normalizados. Esta normalizacién se hace en funcién del area, empleando para
ello el momento central de orden cero. Es importante sefialar que la normalizaciéon puede
realizarse con cualquier momento, sin embargo comtnmente se utilizan los momentos de
bajo orden porque son mas estables respecto al ruido y son mas faciles de calcular.
Entonces si un momento invariante en traslacion es dividido entre uno de sus momentos
elevado a un factor de escala, se obtiene un momento invariante tanto a la traslaciéon como
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3. Teoria de los Momentos Geométricos

a la escala, siempre y cuando se respete la siguiente desigualdad (p+¢) > 1 [10]. Sin
embargo por definicién para una imagen centrada, tanto los momentos centrales de orden
uno, W10, to1, como los momentos normalizados de orden uno, 719,701, tienen un valor
nulo, o cero. Pero si la imagen no estd centrada con respecto al su centroide este valor es
diferente de cero. En consecuencia, para escalar una imagen y evitar una indeterminacion,
no se utilizan los momentos centrales de orden uno, al igual que otros momentos que tengan
valor cero. En la Ecuacion 3.1.6 se emplea el momento de orden cero para obtener un factor
de escala, el cual también se utilizard a lo largo de este trabajo.

moo

), A= (3.1.6)

/
Moo

Iy =15,

>

donde

A: factor de escalamiento

mgo: momento de orden cero
el apostrofe, en el caso de f’ denota la senal escalada y en el caso de my,, respectivamente,
el momento cero de f’.

De esta manera, recalculando la Ecuacién 3.1.3 se pueden obtener los momentos centrales
normalizados, dados en la Ecuaciéon 3.1.7.

Ty MC
MCNpg = / /w‘pyqf(/\a)\)dmdy:)\erpiqq (3.1.7)

—00 —O0

Correspondiendo en el dominio discreto en la Ecuaciéon 3.1.8.

Mg = —22L— ptq=23,.. (3.1.8)
Az +1

En mecénica los tres momentos centrales de orden dos, oo, o2, 11, son los momentos
de inercia que forman las componentes del tensor de inercia, o matriz de rotacion. Un
momento de inercia es una magnitud escalar que refleja la distribucién de masas de un
cuerpo, o un sistema de particulas en rotacion, respecto al eje de giro. Y depende de la
geometria del cuerpo y de la posicién del eje de giro; pero no de las fuerzas que intervienen

en el movimiento.

R= { poz = ] (3.1.9)
H11 H20

A partir de la excentricidad de la figura y de estas componentes se podra obtener el
angulo de rotacién de la figura alrededor de su centro de masa. La orientacién, o dngulo de
rotacion de la figura se define como el angulo entre el eje de las abscisas, y el eje alrededor
del cual la figura puede rotar con minima inercia.

En [10] Ming Kuei Hu, en la seccién intitulada “el método de los ejes principales” deter-
mina que la orientaciéon de una imagen se define con la Ecuacién 3.1.10, sin embargo esto es

28



3.2. Momentos ortogonales

valido inicamente para iméagenes que cumplen ciertas restricciones. Para obtener el 4ngulo
de rotacién de una imagen especifica a partir de la Ecuacién 3.1.9 es necesario analizar
detenidamente la relacién que hay entre su geometria, especificamente su excentricidad, y
los momentos que la describen.

2p11

_ (3.1.10)
120 — H02

0 = — arctan
2

Finalmente, para obtener los momentos invariantes a la rotacién, conocidos simplemente
como momentos invariantes, se trabaja con los momentos normalizados y haciendo uso de la
teoria de invariantes algebraicas, Hu [10] obtiene un conjunto de siete momentos invariantes
a la traslacion, a la escala y a la rotacion, en el plano. Ver apéndice A.

3.2. Momentos ortogonales

Los momentos obtenidos a través de bases ortogonales ofrecen la ventaja de no presen-
tar redundancia. Esto implica que la informacién que se extrae de una imagen es mayor,
utilizando un niimero de momentos igual o menor, que la que se pudiese extraer utilizando
momentos con base no ortogonal.

La ausencia de redundancia se debe a que los polinomios ortogonales son linealmente
independientes. En consecuencia al realizar un producto punto entre una imagen (funcion)
y un polinomio se obtiene cierta informacién de la imagen, cuando se realiza un nuevo
producto punto con la misma imagen pero con un polinomio ortogonal al primero, se obtiene
informacién adicional de la imagen. Si sucesivamente se hace un producto punto entre la
misma imagen y otro polinomio ahora ortogonal a los dos anteriores, una vez maés se consigue
informacion adicional de la imagen en cuestion. En un espacio n dimensional, donde n
tiende a infinito, este proceso puede continuar infinitamente, o hasta que tengamos toda la
informacién necesaria del imagen. Las bajas frecuencias se encuentran representadas en su
mayoria en los momentos de orden bajo. Lo anterior puede corroborarse con ayuda de la
Figura 3.2.1 donde se proyectan sobre diferentes planos ortogonales las diferentes caras de
un poliedro. En la realidad los objetos existentes son muy complejos y se utilizan diferentes
tipos de bases para proyectar caracteristicas especificas de estos objetos.

La desventaja que presenta este tipo de bases es que son polinomios méas complejos que
los no ortogonales y por ende mas complejos de implementar. Normalmente, por simplicidad
estan expresados en coordenadas polares. Algunos ejemplos de polinomios con caracteris-
ticas importantes son los de Legendre, Tchebyshev y Zernike. En este trabajo de tesis y
considerando su aportacién en el anélisis de iméagenes utilizaremos los polinomios de Zernike.
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3. Teoria de los Momentos Geométricos

Figura 3.2.1.: Proyeccion de un objeto, sobre una base canonica de tres dimensiones.

3.3. Momentos de Zernike

Estos momentos utilizan como base los polinomios del mismo nombre, que fueron de-
sarrollados en 1934 por el holandés Frits Zernike a través del proceso de ortogonalizaciéon
de Gram Schmidt y se definen dentro del circulo unitario del plano complejo [22]. En 1979
Michael Reed Teague decide usarlos como base para los momentos, es decir reemplaza el ni-
cleo no ortogonal de Hu por otro ortogonal (polinomios de Zernike) y los nombra momentos
de Zernike [21].

Las principales caracteristicas de los momentos de Zernike son: robustez al ruido, in-
variancia a la rotacién y facil reconstruccién. En los afios recientes la reconstruccion de
iméagenes digitales es uno de los usos méas populares. El procedimiento de reconstruccién
se basa en la hipotesis de que una funcién definida en intervalos puede descomponerse en
un conjunto de funciones ortogonales. Esta descomposicién trae como resultado una se-
rie infinita de coeficientes que representan fielmente a la funcién original. Adicionalmente
una funcién discreta, como una imagen, puede reconstruirse con un nimero finito de coefi-
cientes. Usando los polinomios de Zernike para hacer este tipo de descomposiciéon se tiene
una mejor representacion que con el mismo nimero de coeficientes de una descomposiciéon
con polinomios no ortogonales.

Considerando los antecedentes presentados, la ecuacion para el célculo de los momentos
de Zernike puede resultar familiar, dado que es bastante similar a las ya utilizadas. Con la
variante de que el nucleo y la constante de peso, son diferentes.

n

4 1 27 1
A, = / / F(r,0) 2% (r, 0)rdrd0 (3.3.1)
™ 0 0
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3.3. Momentos de Zernike

donde
n + [: grado del momento
El polinomio de Zernike est4 dado por:

Zni(1,0) = Ry (r)e? (3.3.2)

donde

n: entero positivo o cero

l: entero positivo o negativo

r: distancia del vector que va desde el origen hasta el punto (r, )
0: angulo entre r y el eje real, en sentido anti-horario

i /—1

Ru(r) = %(—1)5 (n — sl 2 (3.3.3)
" =0 s!(#—s)!(%ﬂl—s)!

Debido a la forma de la Ecuacién 3.3.3 se tienen las siguientes restricciones:

[ <n

n — || debe ser par.

Cuando se aplican operaciones simples a una imagen, como por ejemplo cambio de
tamano, traslacion, rotacion, o reflexiéon, la funcién de densidad de la imagen cambia, asi
como sus momentos correspondientes. Para evitar que los momentos cambien cuando la
imagen sufre cambios es necesario normalizarlos.

Para mantener la invariancia a la traslacién y a la escala se retoman los conceptos prop-
uestos por Hu, es decir, se centra la imagen con respecto a su centroide y se escala.

Al expresar los momentos de Zernike como en la Ecuacién 3.3.4 se observa que ‘queiqo“ =
| Zpq| 1o que implica que la magnitud de los momentos de Zernike es invariante a la rotacion.

Z5, = Zpge'® (3.3.4)

donde

a: angulo de rotaciéon al rededor del centro de masa

En el Apéndice A y para hacer una relacién, se encuentran los momentos invariantes de
Zernike expresados en funcién de los momentos de Hu.

Para hacer eficiente la implementacién computacional de los momentos de Zernike, se
han desarrollado varios métodos. En este trabajo se emplean dos de ellos. Con el propésito
de contar con los antecedentes, a continuaciéon se hace una breve descripciéon de ambos
métodos.
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3. Teoria de los Momentos Geométricos
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Figura 3.3.1.: Centrado de imagen.

3.3.1. Uso de un nacleo geométrico

En este método se hace uso de las propiedades de los polinomios de Zernike para hacer
eficiente su implementacion. La primera propiedad es que los polinomios de Zernike son
polinomios denominados de ntcleo simétrico, esto significa que se encuentran definidos en
un intervalo de [-1 , 1] en vez de [0 , oo]. Como consecuencia los productos que resulten
de este tipo de niicleo serdn valores dentro del mismo intervalo y tendran valores pequenios
entre [-1 , 1], permitiendo hacer mas rapidas las operaciones y ocupando menos memoria
que cuando se manejan valores entre [-0o , co]. Por esta razon es necesario normalizar una
imagen con dimensiones de M x N, reubicando el origen de la misma y limitando a uno el
valor maximo de sus coordenadas, Figura 3.3.1.

El cambio de los indices de los ejes se hace utilizando la Ecuacion 3.3.5 y la Ecuacién 3.3.6.

2(z +0,5)
=227 3.
x + = (3.3.5)
2(y+0,5)
QR Rt Al 3.
y += (3.3.6)
donde
2’ y y': coordenadas transformadas
x v y: coordenadas originales
N y M: dimensiones de la imagen
2(x +0,5) P
N=|—2~ -1 3.3.7
olet) = ALy (337)
2(y+0,5) e
N= |22 _27_ 1 .0,
o) = Ay (3.38)

Los momentos de Zernike se pueden calcular a través de la Ecuacién 3.0.3, sin embargo
si se utilizan tal como estan definidos se pierde la propiedad de simetria. Buscando no
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3.3. Momentos de Zernike

perder esta propiedad los monomios del ntucleo de Hu son redefinidos en el intervalo |-
1, 1| expresandose ahora como en la Ecuacion 3.3.7 y la Ecuaciéon 3.3.8. Luego, en la
Ecuacién 3.3.1 se puede expresar de la siguiente forma:

Zpg = pilkzp:quqki:Zq:wQ < . > < g ) (3.3.9)

m=0n=0
N—1M-1
X Z Z f ((L’;, y{)) Hy_2m—n (xfl) H2m+n (yé,) (3310)
a=0 b=0
donde
B (-1"Z" (2t
Pak = (I () (3!
-1, q> 0
w = _
4+, ¢<0
1 =+/—1
kf

s =57

o5 |7t 55
Hy () = [0 5 avdet = [55|™0

a 2 a 2

’ Ayé / A_yl/7

U t+—52 1q+11 YT 2
Hy ) = "oy vy = [ ]
L/ b 2

sz . / /

Esta expresion permite que Hy, (x;,) v Hy (y;) puedan ser precalculados, de esta manera
se calculan una sola vez, y posteriormente se reutilizan sus valores almacenados tantas veces
€COMO sea necesario.

3.3.2. Comparacién de momentos usando un angulo de rotacién

En este otro método, una vez que se obtienen los momentos de Zernike de una determina-
da imagen, se comparan con los respectivos momentos de Zernike de una imagen prototipo.
Esta comparacién y con el propésito de mantener la invariancia a la rotacién, normalmente
se enfoca a la magnitud de los momentos, es decir se desecha la informacion de fase. En
nuestro trabajo como se verd en el capitulo siguiente, y respecto a este segundo método, se
propone hacer uso tanto de la magnitud, como de la fase.

El objetivo que se desarrolla en la referencia propia a este método consiste en encontrar
una forma de comparar los momentos por medio de una funcién en la que se relacionan dos
imagenes a través del angulo de desfase entre ellas. Sabiendo a priori que los momentos de
una imagen cambian si esta se encuentra rotada, y utilizando la distancia euclidiana entre
la imagen de referencia y la rotada, para obtener el dngulo que se busca.
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3. Teoria de los Momentos Geométricos

8)= 33 )~ (7« R)(a,9) (33.11)
x2492<1

donde

I(x,y): imagen de referencia

(J % R)(z,y): imagen rotada

¢: angulo de desfase entre el par de imagenes

Después de desarrollar y simplificar la Ecuacion 3.3.11, se llega a la Ecuaciéon 3.3.12. Al
ser evaluada, el valor mas cercano a cero que se obtenga de esta expresiéon, indica que las
dos imagenes son muy parecidas o iguales. Y el valor de ¢ con el que se ubicéd el valor
cercano a cero, senala el angulo de rotaciéon de una imagen con respecto a la otra.

Z Z 128, + |20 = 212002 | costas + [ 2] - [20))] (3:312)
(p,9) ED

donde

}Zz{q} , Zz{q‘: magnitud del momento pq de las imagenes I y J, respectivamente

[Zi)]q} , [Zéq] :fase del momento pq de las imagenes [ y J, respectivamente.

La ecuacion en funcion de ¢ que relaciona las dos imégenes, (Ecuacion 3.3.12), se reduce
eliminando los términos que no dependen de ¢, ya que son términos constantes. Con la
ayuda de la Ecuacién 3.3.13 se llega a la Ecuacion 3.3.14 | funcién que relaciona a un par
de imagenes en funcién del desfase que existe entre ellas.

Cleos(qg + [C) = |Ax] cos(qp + [Bi]) + |Az2| cos(qp + [Ba]) + ... + [An| cos(q¢ + [Bal)

(3.3.13)
donde
C = A1eBr 4 AgeiP2 |+ A eiPr
Z\ i Zig| cos (a6 + (2] = [Z3,])) (3.3.14)
donde
A, eRT
Bq € [_7T>7T]

Si en la Ecuacién 3.3.14 se hace variar a ¢ de () a 2, se traza una grafica donde el punto
minimo corresponde al 4ngulo con el que la imagen J esta rotada con respecto a la imagen

L
Una forma eficiente de encontrar este minimo es conociendo los minimos de la Ecuacion 3.3.14
a través de su derivada. Se puede demostrar que no es necesario evaluar la derivada con
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3.3. Momentos de Zernike

infinidad de valores ya que la Ecuaciéon 3.3.14 tiene un espectro de Fourier discreto y es-
t4 limitado por una frecuencia maxima fMA4X = %, es decir, que la funcién tiene como
méaximo N minimos locales en el intervalo de 0 a 27. De acuerdo al teorema de Nyquist-
Shannon dos muestras consecutivas no cambian abruptamente, si la senal fue muestreada
a la frecuencia de Nyquist, por lo que la distancia minima entre dos minimos consecutivos
es 22—]7{, = 4. Por lo tanto los valores que debe tomar ¢ deben ser miltiplos de £, pero
para asegurarse que solo un minimo (0 un méximo) esta presente en un intervalo en vez de
dividir la Ecuacion 3.3.14 en 2N intervalos, se divide en 4N. Por lo que la funcién va a ser
evaluada cada 42—]7\; = 3§~

Por ultimo la ecuacion que se propone en [3] para conocer el angulo con el que una imagen

se encuentra rotada con respecto a otra es la Ecuacién 3.3.15.

o [ (wn)
Tmin = Tn + 2N (f'(xn) — xnf (Tns1))

(3.3.15)

donde
{#n = %0 <n <4N}
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4. Evaluacién de algoritmos

En este capitulo se muestran resultados de pruebas realizadas a los algoritmos propuestos
en [3, 16|, para validar su desempeno.

Primero se muestran las pruebas de invariancia del algoritmo répido de [16]. Para con-
firmar que la implementacion de este algoritmo es correcta se compararon sus resultados
con los resultados de una lista de equivalencias, Apéndice Apéndice A, entre los momentos
de Hu, y los momentos de Zernike (MZ). Tales equivalencias fueron propuestas por Teague

n [21]. Se prosigue con las pruebas de invariancia de los momentos MZ, observando el
comportamiento de los MZ tanto sin invariancia, como con invariancia. De esta manera
las primeras tres pruebas estan diseniadas para analizar de forma independiente la invari-
ancia en traslacién, escala y rotaciéon. Las siguientes tres pruebas son combinaciones de
dos de las tres invariancias, es decir: a) invariancia en traslacion y escala, b) invariancia
en traslacion y rotacién e c¢) invariancia en escala y rotacion. La tltima prueba combina
las tres invariancias simultaneamente: traslaciéon, escala y rotaciéon. Con el fin de observar
claramente el comportamiento de los momentos M7 ante estas transformaciones, en cada
una de las pruebas se utilizan imagenes de Lenna, que se obtienen a partir de la misma
imagen original, pero se encuentran modificadas en traslaciéon, rotacion y escala.

En [3] con propositos de encontrar similitudes entre dos imégenes, asi como el dngulo de
rotacién que tiene una imagen con respecto a la otra se plantea la distancia euclidiana entre
sus momentos MZ. Esto obtenido a partir de la ejecucién de un solo algoritmo, para que
haya consistencia en los resultados. En esta etapa para el estudio de la rotacién se utilizaron
imagenes de Lenna con las mismas dimensiones, sin trasladado alguno, pero rotadas con
ciertos dngulos pre-establecidos. Por ultimo también para efectos de comparacién, con el
algoritmo propuesto en [3], tomando un par de imagenes se calculé la distancia euclidiana
y su desfase.

4.1. Validacién de la invariancia en los momentos de Zernike
(MZ)

La invariancia es una caracteristica que se indica que una propiedad no cambia cuando la
funcién, estructura o sistema a la que pertenece es sometida a una transformacién. Cuando
esto sucede se dice que tal propiedad es invariante respecto a la transformacion.

Haciendo referencia a los momentos, en este trabajo se establecié que bajo ciertas cir-
cunstancias los momentos geométricos son invariantes a cambios de escala, traslacién y
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4. Evaluacién de algoritmos

rotaciéon. Sin embargo al calcular los momentos por medio de una computadora los valores
numeéricos de los momentos que se obtienen, no son del todo invariantes debido al problema
de precision numeérica. A saber, los momentos cambian dentro de un cierto rango dinamico,
logicamente entre menor sea el valor de este rango dindmico la invariancia de los momen-
tos es mayor (considerando el valor numeérico). Dicho de otra manera, entre menor sea la
diferencia entre los momentos de referencia y los momentos de las imagenes utilizadas para
evaluar la invariancia en cuestion, la precision numeérica es mayor.

De acuerdo con [3] los dieciséis primeros ordenes son representativos de los momentos MZ
pero a partir del doceavo orden la informacién subsecuente no es tan significativa. Tomando
esto en cuenta en las pruebas realizadas en este trabajo se utilizan momentos MZ del orden
cero al quince, haciendo un total de 72 momentos MZ.

Ne|o| 1|23 a5 6|7 8|9 10|n 1213 1415
o | o 2 4 6 8 10 12 14
1 2 4 6 8 10 12 14 16
2 4 6 8 10 12 14 16
3 6 8 10 12 14 16 18
4 8 10 12 14 16 18
5 10 12 14 16 18 20
6 12 14 16 18 20
7 14 16 18 20 22
8 16 18 20 2
9 18 20 22 24
10 20 22 24
1 22 24 26
12 24 26
13 26 28
14 28
15 130

Figura 4.1.1.: Momentos MZ calculados en cada prueba.

En cada subsecciéon se presentan graficas de las diferencias euclidianas entre los 72 mo-
mentos MZ. Con el objetivo de comparar en la misma gréfica las diferencias de los 72
momentos MZ de todas las imagenes involucradas en la prueba, se emplea una gréfica de
barras acumulativas. También se presenta un cuadro en donde se sintetizan los resultados
obtenidos utilizando valores promedio. El calculo del promedio suma las 72 diferencias de
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4.1. Validacion de la invariancia en los momentos de Zernike (MZ)

los momentos MZ calculados de cada una de las im4genes a prueba y el total se divide en el
numero total de sumas. El eje de las ordenadas de estas gréficas representa el orden de los
momentos MZ, la graduacién de este eje es no lineal debido a que el orden de los momentos
MZ definido como p + ¢ tiene las siguientes restricciones:

Lfgl<p
2. p — |q| debe ser par.

Arbitrariamente se ordenan los ordenes de los momentos MZ calculados de menor a mayor,
iniciando con los ordenes de la diagonal. Es decir inicia con p = ¢ y los valores consecutivos
de p van en aumento mientras que los de ¢ en decremento. Ver la Figura 4.1.1.

4.1.1. Invariancia respecto a la traslacién

La propiedad de invariancia a la traslaciéon, indica que el valor de los momentos se
mantiene casi constante, independientemente de la ubicacién de un objeto bidimension-
al de un area determinada, en un plano.

De acuerdo a sus propiedades, se sabe de antemano que por si solos los MZ sélo ofrecen
invariancia a la rotacién, no obstante para lidiar con la invariancia en traslaciéon se tienen
dos opciones bastante simples. La primera consiste en centrar la imagen, y la segunda en
hacer sus momentos invariantes a la traslacion. A continuacién se analizan ambos casos
haciendo uso de cuatro iméagenes diferentes, ver Figura 4.1.2', ubicadas en las esquinas de
un rectangulo con el fin de apreciar méas claramente los casos extremos.

(a) posicioén 0 (b) posicién 1 (c) posicién 2 (d) posiciéon 3 (e) posicion 4

Figura 4.1.2.: Iméagenes varias de Lenna de 1024x1024 pixeles.

Invariancia haciendo un centrado de la imagen

El algoritmo de esta prueba consiste en modificar la imagen de tal forma que el centroide
y el centro de la imagen coincidan. Lo cual por lo general no es posible puesto que las
coordenadas del centroide generalmente son niimeros fraccionarios, y las posiciones de los
pixeles se manejan en coordenadas enteras.

!1.as iméagenes mostradas en este trabajo no tienen la escala real, estan ajustadas de acuerdo al los margenes
del documento.
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Invariancia con centroide

La idea de este método de invariancia es similar a la anterior, pero en vez de centrar
la imagen fisicamente, el centrado se realiza simultanea e intrinsecamente al calculo de los
momentos MZ. En este caso el centrado puede resultar mas preciso, puesto que depende
directamente de la exactitud numérica que trabaje la computadora en la que se realizan los
calculos.

Comparacion de los resultados de cada método

Para comparar graficamente los resultados de cada método se ilustran en la Figura 4.1.3
tres graficas, en forma de barras acumulativas, las diferencia que guardan cada uno de los
ordenes de los momentos MZ de las imagenes 4.1.2b, 4.1.2c, 4.1.2d, 4.1.2e con respecto
a una imagen de referencia. La Imagen 4.1.2a es la que funge como referencia, donde sus
MZ no son sometidos a ningin tipo de invariancia. Las imagenes de estas graficas tienen
dimensiones de 1024 x 1024 pixeles, donde las dimensiones que ocupa la imagen de Lenna
es de un cuarto del 4rea, es decir 512 x 512.

En la primera Grafica 4.1.3a tnicamente se utiliza la (Ecuacion 3.3.1) sin utilizar ningtan
método de invariancia. Para la siguiente Grafica 4.1.3b, se ilustran los momentos MZ
invariantes a la traslacién utilizando el centroide. En la ultima Grafica 4.1.3c, los momentos
obtenidos no son invariantes a la traslacién, pero cada imagen se centra previamente al
calculo de sus momentos MZ.

Esta prueba se repitié para tres escalas mas, 100 x 100, 192 x 192 y 512 x 512 pixeles.
Es decir, a partir de cinco imégenes de 512 x 512 pixeles se obtuvieron cuatro grupo de
diferencias de momentos MZ, con graficas muy similares a las mostradas en la Figura 4.1.3.

| 100 x 100 192 x 192 512 x 512 | 1024 x 1024
sin invariancia | 1,3750 x 10% | 1,3538 x 10% | 8,6045 x 10° | 9,0499 x 10°
inv. ¢/centroide 0.2872 0.2897 0.2556 0.3166

centrado manual 0.3513 0.2362 0.2685 0.3350

Tabla 4.1.: Diferencias de invariancia a traslaciéon con grupos de imagenes de diferente tamaiio, la
imagen de referencia es la de la posicién 0.

Con el fin de comparar numéricamente estos resultados se promedian todas las diferencias
en cada uno de los métodos. En Tabla 4.1 se concentran los valores promedio de las pruebas
realizada en esta subseccion.

Observando los resultados en la Tabla 4.1, no obstante que las dos técnicas en esencia
realizan el mismo proceso: centrar la imagen haciendo coincidir el centro geomeétrico con el
centro de masa, los resultados son diferentes.

Esta diferencia se debe en parte a un error de precision. En ocasiones el valor que ocupa
el centro geométrico es fraccionario, por ejemplo en una imagen de 50 x 79 pixeles, el centro
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geométrico se localiza en el pixel 25 en el eje de las abscisas, sin embargo el valor de la
ordenada esta en 38.5 pixeles. Al calcular el centroide, éste casi siempre se encuentra en
valores fraccionarios, que de hecho son valores irracionales en muchos casos. En ambos
casos estos valores tienen que modificarse con un redondeo, o truncamiento, para poder
mover los valores de los pixeles al centro de la imagen. Como consecuencia las coordenadas
resultantes de la diferencia entre el centro geométrico y el centroide, son diferentes en cada
caso, haciendo que los MZ sean ligeramente diferentes entre si.

En cuanto a la invariancia respecto a la traslacién haciendo uso del centroide de manera
simultanea, e intrinseca, al calculo de los momentos, los resultados también difieren. En este
caso la diferencia se justifica con un error de exactitud debido a la limitante del hardware en
el que se hacen los cédlculos. Lo que conlleva a resultados diferentes entre ambos métodos.

Conforme a la definicién de invariancia, se busca que las diferencias entre momentos MZ
sean cero. Entonces cuanto mas se acerquen los valores de las diferencias al cero, indica
mayor invariancia y mejores resultados. En Tabla 4.1 el valor mas pequefio se encuentra en
la columna de las imagenes de 192 x 192 y en la fila del centra manual. Pese a este resultado
se considera que el mejor método es el que utiliza el centroide, debido a que a excepcién de
este resultado el resto son menores que los resultados del centrado manual.
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Figura 4.1.3.: Graficas comparativas de MZ invariantes a la traslacion, la imagen de referencia es
42 la de la posicién 0.



4.1. Validacion de la invariancia en los momentos de Zernike (MZ)

4.1.2. Invariancia respecto a la escala

La invariancia respecto a la escala se refiere a la propiedad de que permanecen sin cambio
cuando las dimensiones de un objeto son multiplicadas por un determinado factor difer-
ente de cero. No obstante en el contexto de una representaciéon digital se tienen algunas
restricciones cuando los nimeros que se manejan no son enteros.

Especificamente en el caso de imagenes con texturas complejas, como son las imagenes
reales, el producto por un factor no existe como tal. Por lo general se utiliza un submuestreo
cuando el factor de escala es menor que la unidad, o un sobremuestreo cuando el factor
de escala es mayor a la unidad. En el caso del submuestreo tiene un limite inferior el cual
depende de las dimensiones de cada imagen, de tal forma que existe un valor donde la
imagen submuestreada ya no es capaz de representar la informaciéon contenida en la imagen
original.

Para las pruebas de invariancia a la escala en este trabajo se utilizan ocho imégenes de
Lenna en diferentes escalas dando como resultado las dimensiones en pixeles siguientes:
50 x 50, 96 x 96, 256 x 256, 360 x 360, 480 x 480, 500 x 500, 512 x 512 y 1024 x 1024. A las
que se les aplican dos métodos de invariancia en escala, el primero utiliza el momento de
orden cero elevado a una potencia variable A y el segundo utiliza Gnicamente el momento
de orden cero.

Factor de escalamiento )\

La ecuacion de momentos invariantes a la traslacion y a la escala propuesta en [10] es
W,p +q=2,3,..., donde p representa los momentos invariantes a la traslaciéon. Hu
llega a este valor basandose en el método de invariantes algebraicas.

Posteriormente en [9] los momentos invariantes a la traslaciéon y a la escala tienen la

siguiente forma % Este resultado es producto de normalizar la imagen, primero con
o

respecto a la tras(l)%ci(’)n y posteriormente con respecto a la escala.

En el presente trabajo se hacen pruebas con un factor de escala A = (p+¢+2)/2, que es
el mismo que Teague utiliza en [9]. En esta parte del estudio se excluye la invariancia a la
traslaciéon dado que el objetivo particular es analizar el comportamiento de la invariancia
respecto a la escala. Siendo entonces el propésito analizar el rango de invariancia de dos de
los métodos en estudio, para efectos de precision en los calculos y dado que los momentos
utilizados no son invariantes a la traslacién W

Si se ob 1 ion i 1 liza la invariancia a 1
1 Se OoDServa la ecuacion 272 misma con la que se anallza la 1Invariancla a la

etz
Moo

traslacion, se aprecia que existe la posibilidad de poder desarrollar el denominador y ma-
nipularlo independiente a los valores de p v ¢, lo que puede aprovecharse para un calculo

maés eficiente.
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4. Evaluacién de algoritmos

En cuanto al rango de invariancia en el que flucttian los resultados obtenidos con las
versiones de escalado propuestas tanto por Hu, como por Teague la discrepancia es minima,
alcanzando una diferencia cuadratica del orden de centésimas.

Momento de orden cero

En [11] se plantea que para hacer los momentos invariantes a la escala basta con dividirlos
entre su drea. Sin embargo el momento de orden cero para imégenes en escala de grises
representa la superficie de la imagen y no el area, como ocurre con las imégenes binarias.
Se propone entonces el momento de orden cero como tinico factor de escalamiento.

Comparacion de los métodos

A continuacion se hace un anélisis comparativo para cuantificar las diferencias entre los
métodos. Para visualizar estas diferencias se emplean las gréaficas de la Figura 4.1.4 donde
en la Gréafica 4.1.4a se ilustran los momentos MZ sin ningin método de invariancia, en
la Gréfica 4.1.4b se muestran los momentos escalados usando A = (p+ ¢+ 2)/2, y en la
Gréafica 4.1.4c el escalamiento se hace dividiendo los MZ entre el momento de orden cero.

La imagen mas grande (1024 x 1024 pixeles) es la que tiene mayor resolucion y por lo
tanto sus MZ son los que sirven como referencia.

En la Grafica 4.1.4b no aparecen la mayoria de las diferencias debido a que los valores son
menores en escala logaritmica. También se aprecia que las mayores diferencias se obtienen
en la imagen mas pequena 50 x 50, seguidas de las correspondientes a la imagen de 96 x 96
pixeles y asi consecutivamente. Este comportamiento se justifica porque entre mas pequena
es la imagen menor informacién contiene lo que implica una mayor diferencia.

También se observa que conforme se incrementa el orden de los momentos MZ el valor
de su magnitud es menor. Esto puede resultar conveniente al momento de clasificar, puesto
que al comparar los momentos MZ de una imagen con respecto a los momentos MZ de
otra, los momentos de orden alto van a influir en menor proporcién que los de orden bajo,
mismos que contienen mayor informacion.

En Tabla 4.2 se proporciona el promedio de las diferencias de los momentos MZ de las
tres imégenes de la Figura 4.1.4:

sin invariancia 425.5319
inv. en traslaciéon, usando mto. 0 0.0117
inv.en traslacién, usando A 5,9347 x 107

Tabla 4.2.: Diferencias de invariancia a escala, la imagen de referencia es la de mayor escala.
En esta ocasién indudablemente el menor y mejor resultado es el método que utiliza A

como factor de escalamiento. Cabe mencionar que cuando los momentos MZ estan normal-
izados el uso del momento cero como factor de escalamiento no es muy util.
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4.1. Validacion de la invariancia en los momentos de Zernike (MZ)
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Figura 4.1.4.: Graficas comparativas de los momentos MZ invariantes a la escala, la imagen de

referencia es la de mayor escala.
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4. Evaluacién de algoritmos

4.1.3. Invariancia respecto a la rotacion

Cuando se gira una imagen respecto a un eje y una de sus propiedades se conserva, se
dice que esa propiedad es invariante a la rotacién. La magnitud de los momentos MZ se
caracterizan por tener esta propiedad.

Con la finalidad de observar la invariancia que hay entre los momentos MZ de dos ima-
genes rotadas, se hacen pruebas utilizando cuatro imagenes rotadas sucesivamente, cada 5
radianes respecto a una de ellas que se considera como referencia. Ver Figura 4.1.5.

T ] |
£

a) 0 radianes b) Z radianes c) 7 radianes d) 2~ radianes
2 4

e
N ——

Figura 4.1.5.: Imagenes de 256X256 rotadas cada 7 radianes, utilizadas para probar la invariancia
a la traslacién en los MZ.

En la Gréfica 4.1.6a se muestran las diferencias de los momentos MZ de las imégenes
de la Figura 4.1.5 cuando no se tiene invariancia, es decir, la magnitud de las diferencias
entre numeros complejos. En la misma figura se muestran los momentos MZ con invariancia
respecto a la rotacién, en este caso primero se obtienen las magnitudes de los momentos
MZ y posteriormente se efectta la diferencia.

Arbitrariamente se elige como referencia la Imagen 4.1.5a, entonces se tienen tres grupos
de diferencias de momentos MZ que corresponden a las otras Iméagenes 4.1.5b, 4.1.5c y
4.1.5d. En la Grafica 4.1.6a se ilustran las diferencias entre los momentos MZ de la imagen
de referencia y las otras imagenes giradas.

Se puede notar que en este caso la invariancia respecto a la rotaciéon cambi6 en forma
lineal en la medida de las magnitudes de las diferencias, comparadas con la invariancia en
escala que altera las magnitudes en escala logaritmica, o bien respecto a la invariancia en
traslacion que altera las magnitudes de las diferencias de manera un tanto aleatoria.

sin invariancia 5,2651 x 10°
Invariancia en rotacién 0.4729

Tabla 4.3.: Diferencias de invariancia a rotacion, la referencia es la Imagen 4.1.5a.
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4.1. Validacion de la invariancia en los momentos de Zernike (MZ)

En este caso no hay otro método contra el cual comparar, sin embargo se aprecia una
diferencia notable en cuanto a los promedios, ver Tabla 4.3.

" 105 Diferencia de MZ de imagenes rotadas, sin invariancia
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(b) Diferencias de MZ con invariancia a rotacion

Figura 4.1.6.: Graficas comparativas de momentos MZ invariantes a rotacioén, la referencia es la
Imagen 4.1.5a.

4.1.4. Invariancia respecto a la traslacion y a la escala

A partir de estas pruebas se utilizan los métodos de invariancia que presentaron mayor
invariancia con respecto a la referencia. En el caso de la invariancia a la traslacion se utilizan
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4. Evaluacién de algoritmos

los momentos centrales basados en el centroide, y en el caso de la invariancia a la escala se
utiliza el pardmetro A como factor de escalamiento propuesto por Teague.

Para esta prueba se requiere de imagenes no centradas y de diferente tamafo. En total se
utilizan nueve imagenes diferentes, ocho de ellas trasladadas con respecto al centro. Cuatro
de 256 x 256 pixeles y cuatro de 512 x 512 pixeles; en lo sucesivo se les denominaré “imagenes
pequenas” e “imagenes grandes”, respectivamente. L.a novena es una imagen grande centrada
originalmente que se utiliza como referencia.

(a) posicion 1 (b) posicién 2 (c) posicion 3 (d) posicién 4

Figura 4.1.7.: Imégenes utilizadas para prueba de la invariancia a la traslacion y a la escala.

Para estas pruebas se calculan nuevamente momentos MZ sin ninguna invariancia, y
posteriormente con invariancia en rotaciéon y traslacion. En la Grafica 4.1.8a se muestran
las diferencias de los momentos sin utilizar invariancia en escala, ni traslacién. Y en la
Grafica 4.1.8b se muestran las diferencia de los momentos escalados y centrados.

En la Gréfica 4.1.8b se obtiene igualmente que las magnitudes de las diferencias se
decrementan en escala logaritmica. Esto se debe al hecho de imponer a los momentos la
invariancia a escala. Por otro lado se puede observar una diferencia entre las magnitudes
de los MZ de las imagenes grandes y las pequenas, siendo la diferencia con respecto a las
imagenes pequenias mayor debido a que la referencia es una imagen grande, y por lo tanto
no corresponden en tamano.

sin invariancia 1,7654 x 10*

invariancia en traslacion y escala | 1,2649 x 10~3

Tabla 4.4.: Diferencias de invariancia a traslacién y escala, la referencia es una imagen grande
(512 x 512) centrada originalmente.

Los valores promedio en Tabla 4.4 muestran que la invariancia es mayor que en los casos
que solo se aplica un método de invariancia. Al aplicar invariancia en traslacién el valor
promedio tiene una reduccién de cinco ordenes, en la invariancia a la escala la reducciéon de
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4.1. Validacion de la invariancia en los momentos de Zernike (MZ)

orden es de nueve. En este caso donde se aplican ambas invariancias (traslacion y escala)
la reduccién es de doce ordenes, mayor a los anteriores.

5 105 Diferencia de MZ de imagenes rotadas y escaladas, sin invariancia
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(b) Diferencias de MZ con invariancia a traslacién y a escala

Figura 4.1.8.: Graficas comparativas de momentos MZ invariantes a la traslacién y a la escala, la
referencia es una imagen grande (512 x 512) centrada originalmente.

4.1.5. Invariancia respecto a la traslacion y a la rotacién

En esta prueba se analiza el comportamiento de los momentos MZ con las Figura 4.1.9
que se encuentran en diferentes ubicaciones respecto al area global que las contiene y si-
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4. Evaluacién de algoritmos

multdneamente estan giradas con diferentes dngulos de rotacion. Las dimensiones globales
de las imagenes son de 512 x 512 pixeles, mientras que las dimensiones de la seccién de
imagen de Lenna son de 256 x 256 pixeles.

(a) posicion 1 (b) posicién 2 (c) posicién 3 (d) posicién 4

Figura 4.1.9.: Imégenes utilizada para probar la invariancia a la traslacion y a la rotacion.

En las graficas de la Figura 4.1.10 se tienen las diferencias de los momentos MZ de las
imagenes de la Figura 4.1.9 menos los M7 de la imagen de referencia, imagen centrada
originalmente y sin rotacion.

En la Grafica 4.1.10a se observa que las diferencias presentadas por los MZ de las imé-

genes que se encuentran rotadas en un angulo que no es miultiplo de § presentan mayor

diferencia en comparacion con aquellas en donde el angulo de giro si es miltiplo de 7. Sin
embargo en la Grafica 4.1.10b esta mayor diferencia no se tiene para angulos de giro que
no son miltiplos de 5 evidenciando que la invariancia en rotaciéon implementada es general,

no hace distincién entre angulos de giro.

sin invariancia 7.5544
invariancia a traslacién y rotacion | 0.1679

Tabla 4.5.: Diferencias de invariancia a la traslaciéon y a la rotacion, referencia imagen cen-
trada originalmente y sin rotacion.

La Tabla 4.5 muestra un promedio de las diferencias entre ambas pruebas. En este caso
la reduccién es de solo un orden.
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Diferencia de MZ de imagenes trasladadas y rotadas, sin invariancia
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(b) Diferencias de MZ con invariancia a traslaciéon y a rotacion

Figura 4.1.10.: Graficas comparativas de momentos MZ invariantes a la traslacion y a la rotacion,
referencia imagen centrada originalmente y sin rotacion.

4.1.6. Invariancia respecto a la escala y a la rotacién

Con el propésito de llevar a cabo esta prueba se requirieron imégenes en diferentes escalas
y con diferentes angulos de rotacion, por lo que se utilizan tres de las imégenes rotadas, que
tienen angulo de rotacion diferente de 0. Son iméagenes de Lenna con dimensiones 256 x 256
pixeles, ver Figura 4.1.5, vy de 512 x 512 pixeles, estas dltimas imagenes con los mismos
angulos de rotacion. Generando de esta manera un total de seis imégenes de prueba, de las
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4. Evaluacién de algoritmos

cuales por conveniencia para facilitar la comparacion, se utiliza como referencia una imagen
extra de Lenna con () radianes de rotacién y de dimensiones 512 x 512 pixeles.

x‘IDs Diferencia de MZ de imagenes escaladas y rotadas, sin invariancia
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(b) Diferencias de MZ invariancia a rotacién y a escala

Figura 4.1.11.: Graficas comparativas de momentos MZ invariantes a la escala y a la rotacion,
referencia imagen grande (512 x 512) y sin rotacion.

De acuerdo a la Grafica 4.1.11a se observa que no hay distincion entre las diferencias
de los MZ de las imagenes pequenas y las diferencias de los MZ de las imagenes grandes.
En cambio en la Grafica 4.1.11b se tienen cambios en lag magnitudes de las diferencias en
escala logaritmica, esto generado por la invariancia a la escala. Para imagenes medianas
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las diferencias de los MZ son mayores comparadas con las diferencias de las magnitudes
de los MZ de las imégenes grandes que en la Grafica 4.1.11b no son visibles (por ser tan
pequenas). Los valores promedios de las diferencias se resumen en la Tabla 4.6, nuevamente
los promedios decrementan significativamente en once ordenes.

sin invariancia 0,654 x 107
invariancia a escala y rotacion | 3,7946 x 10~°

Tabla 4.6.: Diferencias de invariancia a la escala y a la rotacion, referencia imagen grande (512 x
512) y sin rotacién.

4.1.7. Invariancia respecto a la traslacién, la escala y la rotacién

En esta subseccién se hacen las pruebas necesarias para estudiar el comportamiento
de las tres invariancias simultdneamente: escala, traslacién y rotacién. Para esta prueba,
en total se utilizan diez imagenes, de las cuales cuatro son imégenes pequenas 512 x 512
pixeles, Figura 4.1.9, otras cuatro corresponden a imégenes grandes 1024 x 1024 pixeles,
Figura 4.1.12 y dos més estdn centradas originalmente y sin rotar, similares a la Imagen
4.1.2a, una es pequeiia y otra grande. Para facilitar la comparacion, la referencia es una
imagen grande, centrada originalmente y sin rotar.

(a) posicion 1 (b) posicion 2 (c) posiciéon 3 (d) posicién 4

Figura 4.1.12.: ImAagenes utilizadas para la prueba de invariancia respecto a la traslacién, a la
escala y rotacion.

En la Grafica 4.1.13a se ilustra la evolucion de los momentos MZ cuando no hay invari-
ancia a la traslaciéon, a la escala y a la rotacién. Resaltando el predominio con la mayor
diferencia en los MZ la que corresponde a la imagen grande de Lenna en la posicién 3,
que presenta un desfasamiento de 7w radianes respecto a la imagen de referencia. La Grafica
4.1.13b presenta las diferencias de los MZ con invariancia en traslacion, escala y rotacion.
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Figura 4.1.13.: Graficas comparativas de momentos MZ invariantes respecto a la traslacion, a la
escala y a la rotacion, referencia imagen grande (512 x 512) centrada originalmente
y sin rotacion.

Observando nuevamente la influencia en los valores de las diferencias por el hecho de
utilizar la invariancia en escala, la cual modifica la magnitud de las diferencias en escala
logaritmica, ademés de una marcada diferencia entre las escalas. En la Tabla 4.7 se resumen
los valores promedio de cada prueba.
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4.2. Invariancia respecto al dngulo de rotacién entre dos imagenes

sin invariancia 777.9836
invariancia a escala, traslacién y rotacion | 1,2649 x 1078

Tabla 4.7.: Diferencias de invariancia a escala, traslacién y rotacion, referencia imagen grande
(512 x 512) centrada originalmente y sin rotacion.

4.2. Invariancia respecto al angulo de rotacién entre dos
imagenes

En esta seccién se estudia el comportamiento del algoritmo que calcula el dngulo de
rotacion, y distancia euclidiana entre dos imagenes. El objetivo principal es verificar que el
angulo en el que se encuentra una imagen rotada respecto a otra sea el correcto. Asi que
todas las imégenes utilizadas serén las de Lenna (las mismas que se emplearon en la seccion
anterior), y siempre estaran sometidas a diferentes angulos de rotacion.

En esta prueba se consideran los MZ de dos imégenes, los correspondientes a la imagen de
referencia, y aquellos obtenidos a partir de otra imagen que se encuentra rotada, consideran-
do diversos valores de angulos de rotaciéon en radianes. Los MZ de la imagen de referencia
y los MZ de las imégenes rotadas son comparados respecto a la distancia euclidiana, y los
valores de los angulos en radianes (de 0 a 27) relacionan los dos grupos de MZ.

El algoritmo que calcula la distancia euclidiana esta disefiado de tal forma que el resultado
no s6lo entrega la distancia euclidiana entre los MZ de las iméagenes que recibe como entrada,
sino que utiliza el valor de los dngulos en radianes para simular una rotacién de una de las
iméagenes. Teniendo como resultado la distancia euclidiana entre los MZ de las dos imagenes,
donde una de ellas esta rotada por un angulo dado en radianes.

Para calcular el dngulo en el que difieren dos imégenes se utiliza el algoritmo de dis-
tancia euclidiana, en conjunto con un algoritmo de busqueda con el método de gradiente
descendiente, esto con la finalidad de hacer una busqueda del minimo de manera eficiente,
utilizando solamente un grupo de MZ donde el valor del orden p es fijo y el valor del orden
q varia desde 0 hasta su valor maximo. Finalmente como resultado del calculo se tiene un
par de valores, el primero es el valor mas pequefio del conjunto de diferencias de distancias
euclidianas calculadas, y el segundo es el 4ngulo en radianes en el que se encuentra rotada
numéricamente la imagen de referencia. Es decir, se obtiene el valor del angulo en radianes
que hay que rotar a la imagen de referencia para obtener la distancia euclidiana minima
entre las dos imégenes, la distancia euclidiana serd minima cuando las dos imagenes son
mas parecidas.

En una primera prueba se utilizan imdagenes en las cuales las tnica diferencia entre
ellas es el 4ngulo de rotaciéon. En otra prueba las imagenes son sometidas a dos tipos de
transformaciones: a) la de rotacion y escala, y b) la de rotacion y traslacion. En una ultima
prueba las imagenes son sometidas a tres diferentes transformaciones simultdneamente:
rotacién, escala y traslacion.
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4. Evaluacién de algoritmos

4.2.1. Prueba con diferentes rotaciones

En esta seccién se usan cuatro imégenes semejantes, diferenciandose entre si inicamente
por el dngulo de rotacién, 0, 7, 7y 32” +adianes. Las cuatro imagenes son sometidas al
algoritmo de basqueda del dngulo de desfasamiento, se efectuaron en total cuatro pruebas
usando como referencia la imagen de angulo de rotaciéon de 0 radianes, y comparandola con
las otras, incluida la misma de referencia (0, 7, 7 y 32” radianes).

Para graficar el comportamiento de la distancia euclidiana entre dos imagenes se utiliza
un algoritmo diferente al que se utiliza para calcular la distancia minima y el dngulo de
rotacién. En este caso en lugar de llevar a cabo la bisqueda del minimo, se hace variar el

dngulo de rotaciéon de 0 a 27, en pasos de |g;radianes.

s Lenna a 0 rad vs Lenna 0 rad

Distancia euclidiana

pi/2 pi
Angulo de rotacion entre 2 imagenes, 6

Figura 4.2.1.: Variacion de la distancia euclidiana de lo MZ con respecto a ¢, en base a
Ecuacién 3.3.12, entre una imagen rotada 0 radianes y otra rotada 0 radianes.

De la grafica de la Figura 4.2.1 se observan dos minimos globales en 0 y 27, lo cual
nos indica que cuando mas se parecen las imagenes entre si es cuando cuando la imagen a
comprar no tiene ninguna rotacién. Esta grafica es el resultado de la suma de varios cosenos,
los cuales dependen del valor de q (variable que define junto con p el grado de los MZ).
En la gréafica de la Figura 4.2.2 se ilustran estos cosenos donde se aprecia que el niimero de
ciclos depende del valor de q.

Del conjunto de gréaficas de la Figura 4.2.2 la de mayor magnitud (ver escala) es la
correspondiente al coseno de ¢ = 12, por lo tanto esa es la componente predominante en la
figura Figura 4.2.1. En las graficas de la Figura 4.2.1 y Figura 4.2.2 el valor de la ordenada
esta definido por la distancia euclidiana, y en la abscisa por los dngulos de rotacién en
radianes.
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Figura 4.2.2.: Cosenos formados al variar el valor de q, imagen 0 radianes e imagen 0 radianes.

A continuacién en la Figura 4.2.3 y en la Figura 4.2.4 donde ahora las dos imagenes a
comparar corresponden a la de referencia (0 radianes), y otra con un angulo de giro de 3.
Nuevamente la componente del coseno para ¢ = 12 es la que tiene mayor magnitud.

Distancia euclidiana

pil2 pi 3pil2 2pi
Angulo de rotacion entre 2 imagenes, 6

Figura 4.2.3.: Coseno generado por la suma de los cosenos de la Grafica Figura 4.2.4
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Figura 4.2.4.: Cosenos formados al variar el valor de g, imagen 0 radianes e imagen 7
radianes.

La gréfica de la Figura 4.2.5 muestra las pruebas realizadas entre una imagen y su version

desfasada de 7 radianes y 37” radianes.

x10° Lenna a 0 rad vs Lenna r rad g Lenna a 0 rad vs Lenna 3n/4 rad

Distancia euclidiana
Distancia euclidiana

i i L it
2pi

3pi/2 2pi

pil2 pi 3pil pil2 pi pi
Angulo de rotacion entre 2 imagenes, 0 Angulo de rotacion entre 2 imagenes, 0

Figura 4.2.5.: Cambio de distancia euclidiana con respecto a ¢, en base a Ecuacién 3.3.14. Izquier-
da imagen rotada O radianes contra imagen rotada a 7. Derecha imagen rotada 0

radianes contra imagen rotada a %Tﬁ'

o8



4.2. Invariancia respecto al dngulo de rotacién entre dos imagenes

En la Tabla 4.9 se resumen los valores obtenidos al realizar esta prueba.

10) ‘ dis. euc. min. grd. calculados
0 | —8,3494 x 107° 0

T | 9,6798 x 10 89.9998

71' 293,1766 180.0001
3T 19,5808 x 10° 269.9998

Tabla 4.9.: Diferentes rotaciones.

4.2.2. Prueba con diferentes rotaciones y escalas

Para las pruebas de esta seccién se utilizan dos grupos de imagenes rotadas de diferentes
dimensiones, las mismas imégenes utilizadas en la subseccion 4.1.6. Primero se realiza la
prueba sin invariancia en escala, las graficas resultantes son similares a las de las subseccion
4.2.1 y los resultado son satisfactorios. Sin embargo al repetir la prueba con invariancia
en escala los resultados son modificados ligeramente, teniendo un error promedio de dos
grados. Iin la Figura 4.2.6 se tienen graficas cuya forma es diferente puesto que la curva
con mayor magnitud es la correspondiente al parametro ¢ = 2.

<102 Lenna a 0 rad vs Lenna x rad ©107%° Lenna a 0 rad vs Lenna 3n/4 rad

Distancia euclidiana

H
pil2 pi 3pil2 2pi pil2 pi 3pil2 2pi
Angulo de rotacion entre 2 imagenes, & Angulo de rotacion entre 2 imagenes, &

Figura 4.2.6.: Cambio de distancia euclidiana con respecto a ¢, en base a (Ecuacion 3.3.14).
Izquierda imagen rotada ¢ = 0 radianes contra imagen rotada ¢ = 7 radianes.
Derecha imagen rotada ¢ = 0 radianes contra imagen rotada a ¢ = 327” radianes.

En la Tabla 4.10 se resumen los valores recabados en esta prueba.

Cabe senalar que en la Tabla 4.11 se observa que los valores minimos son muy similares
entre s{ y muy pequenos en comparaciéon con los registrados en la Tabla 4.10.

Es importante resaltar que los valores de la distancia euclidiana obtenidos usando una
imagen pequena como referencia son del mismo orden de magnitud que los valores de
distancia euclidiana que resultan de utilizar una imagen de referencia grande. Y esto sucede
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4. Evaluacién de algoritmos

Ref. imagen grande vs pequenas Ref. imagen pequena vs grandes
¢ ‘ dis. euc. min.  grd. calculados 1) ‘ dis. euc. min.  grd. calculados
0 | 2,4618 x 107 0.0103 0 | 2,4618 x 10°  359.9897
Z | 2,3877 x 107 90.0101 Z | 2,4629 x 107 89.9893
7 | 2,4733 x 107 180.0104 7w | 2,4531 x 107 179.9897
37 12,3881 x 107 270.0101 31 12,4587 x 107 269.9891

Tabla 4.10.: Diferentes rotaciones, sin invariancia a escala.

Ref. imagen grande vs pequenas Ref. imagen pequena vs grandes
10) | dis. euc. min. grd. calculados 1) ‘ dis. euc. min. grd. calculados
0 | 7,1982x 1073  358.3193 0 | 17,1982 x 10~3Y 1.6807
Z | 7,1970 x 10~ 88.3185 Z | 7,1981 x 10~ 91.6768
7w | 7,1992 x 10739 178.3190 7 | 7,1981 x 10739 181.6807
3171971 x 10739 268.3200 ST 71981 x 10739 271.6761

Tabla 4.11.: Diferentes rotaciones, con invariancia a escala.

en ambos casos, sin y con invariancia a la escala. Indicando que en este caso la diferencia
en escala no produce cambios en los resultados.

4.2.3. Prueba con diferentes rotaciones y traslaciones

Se hicieron pruebas donde las imagenes se encuentran rotadas y trasladadas, como las
imagenes de la subseccion 4.1.5. En este caso la referencia es la Imagen 4.1.2a. Se obtienen
las graficas de la Figura 4.2.7 donde no hay invariancia en traslacién, en la que los resultados
aunque son cercanos a los valores esperados, no son satisfactorios. Al repetir la prueba pero
ahora con invariancia en traslacion se tienen las graficas de la Figura 4.2.8 donde a pesar de
que se observa graficas més homogéneas los resultados tampoco son satisfactorios, de hecho
se alejan de los valores reales esperados. Esto se puede atribuir al algoritmo de invariancia
a traslaciéon que son sometidos los momentos.
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4.2. Invariancia respecto al dngulo de rotacién entre dos imagenes

Lenna posicion 0 vs Lenna posicion 2 Lenna posicion 0 vs Lenna posicion 3
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Figura 4.2.7.: Cambio de distancia euclidiana con respecto a ¢, en base a (Ecuacion 3.3.14).
Izquierda imagen centrada contra imagen en posicién 2. Derecha imagen centra-
da contra imagen en posicién 3.

Lenna posicion 0 vs Lenna posicion 2 Lenna posicion 0 vs Lenna posicion 3
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Figura 4.2.8.: Cambio de distancia euclidiana con respecto a ¢, en base a Ecuacién 3.3.14. Izquier-
da imagen centrada contra imagen en posicién 2. Derecha imagen centrada contra
imagen en posicion 3.

En seguida se tabulan en la Tabla 4.12 y la Tabla 4.13 los resultados obtenidos con el
algoritmo de busqueda del minimo. Al comparar los valores asentados en la Tabla 4.12 con
los correspondientes en las gréaficas de la Figura 4.2.7 se constata que estos valores son muy
diferentes, esto se debe a que el algoritmo de bisqueda del minimo supone curvas cosenos,
y este no es el caso en la grafica de la Figura 4.2.7.

En la Tabla 4.13 los valores de los dngulos obtenidos son més préximos a lo esperado,
aunque no exactos.

4.2.4. Prueba con diferentes rotaciones, escalas y traslaciones

La dltima prueba se lleva a cabo con las imégenes que sufren las tres transformaciones
simultdneamente, corresponden a las imagenes de la subseccién 4.1.7, con las cuales se
obtienen las graficas de la Figura 4.2.9. Se observa que la gréfica sin invariancia en traslaciéon
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4. Evaluacién de algoritmos

Ref. imagen centrada vs trasladadas

¢ ‘ dis. euc. min. grd. calculados
7 | 4,7764 x 10* 319.7437
5T 14,7811 x 10 49.7417
] 58.0982 140.8749
= | 79.2225 267.1628

Tabla 4.12.: Diferentes rotaciones y traslaciones , sin invariancia a traslacién.

Ref. imagen centrada vs trasladadas

10} ‘ dis. euc. min. grd. calculados
m | 13.6249 182.0020
3T 1 13.6385 272.0051
5T | 13.6708 294.9996
2| 13.7561 223.6055

Tabla 4.13.: Diferentes rotaciones y traslaciones , con invariancia a traslacion.

y escala sufre deformaciones ocasionadas por las traslaciones de las imégenes, y el valor
minimo no se acerca al valor esperado. Mientras que en la grafica en la que se utiliza los
MY invariantes en traslacién y escala se consigue suavizar la curva, pero sin lograr una
mejora en cuanto a encontrar el valor del angulo de desfasamiento entre las dos imagenes
en cuestion.

Lenna grande en pos. 0 vs Lenna chica pos. 2
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Figura 4.2.9.: Cambio de distancia euclidiana con respecto a ¢, en base a (Ecuacion 3.3.14).
Izquierda imagen grande en posicién 0 contra imagen chica en posicién 2, sin invari-
ancia en traslacion, ni escala. Derecha imagen grande en posicion 0 contra imagen
chica en posicién 2, con invariancia en traslaciéon y escala.

Para apreciar la diferencia numérica entre el valor real del angulo y el que se calcula con
este algoritmo, se concentran los valores calculados en la Tabla 4.14 y la Tabla 4.15.
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Ref. imagen grande vs pequenias Ref. imagen pequena vs grandes
¢ | dis. euc. min.  grd. calculados ¢ | dis. euc. min.  grd. calculados
7 | 4,7452 x 10 319.8330 0 | 1,1343x 10°  221.8236
3T 14,7499 x 100 49.8311 3T 11,1836 x 105 290.8050
5% 61.7772 140.9222 7 | 6,8043 x 107 116.0525
%r 81.4122 267.3181 5 | 2,9356 x 10* 311.2743

Tabla 4.14.: Diferentes rotaciones, traslaciones y escala, sin invariancia a escala.

Ref. imagen grande vs pequefias Ref. imagen pequena vs grandes
¢ | dis. euc. min. grd. calculados [0) | dis. euc. min. grd. calculados
7 | 6,0792 x 10~%3 40.0251 0 | 1,3300 x 10740 223.9193
5T 16,0792 x 107" 34.0389 3T11,3300 x 10710 217.6649
52 16,0792 x 1071 230.7972 7 | 1,3300 x 1040 42.6651
%” 6,0792 x 10~43 33.1793 7 | 1,3300 x 1040 202.4414

Tabla 4.15.: Diferentes rotaciones, traslaciones y escala, con invariancia a escala.
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5. Conclusién

Respecto a los resultados obtenidos en la seccién 4.1, se concluye en primer lugar que
la invariancia que ofrecen los momentos geométricos no es numeéricamente exacta, teniendo
un rango de variaciéon que depende del método de invariancia utilizado e implicitamente
de la transformacién respecto a la cual se vuelve invariante. Comparando los casos “sin
invariancia” con respecto a aquellos “con invariancia” referidos en las Graficas 4.1.4a y
4.1.4b, en el caso de la invariancia en escala obtenida con el parametro A los valores de las
diferencias promedio se reducen en un orden de magnitud de 9, mientras que las diferencias
promedio de invariancia en traslacién referidas en las Gréficas 4.1.3ay 4.1.3b tienen una
reduccién de 5 ordenes de magnitud, y la invariancia a la rotacién genera cambios en un
orden decreciente de magnitud de 4, con referencia a las Graficas 4.1.6ay 4.1.6b.

En las pruebas en donde la imagen sufre mas de una transformacion, se observa que cuan-
do los MZ se modifican para obtener la invariancia en traslaciéon y escala, Graficas 4.1.8a
y 4.1.8b, se tiene una reduccién en un orden de magnitud de 12. Cuando se combina la in-
variancia en traslacién y rotacion, Graficas 4.1.10ay 4.1.10b, el cambio obtenido es de una
reducciéon de 1 ordenes de magnitud. Cuando se combind la invariancia en escala y rotacion,
Gréficas 4.1.11ay 4.1.11b, se logr6é una reducciéon de 12 ordenes de magnitud. En el caso
donde intervienen las tres transformaciones: traslacion, escala y rotacion, Gréaficas 4.1.13a
y 4.1.13b, se obtiene una reduccién de 10 ordenes. De aqui se concluye que las invariancias
son acumulativas en la mayoria de los casos, es decir que el decrecimiento en ordenes de
magnitud aumenta cuando se consideran simultdneamente més tipos de invariancias en el
calculo de los momentos.

En la seccién 4.2 se realizaron pruebas para estudiar el desempeno del algoritmo que se
utiliza para encontrar la distancia minima entre los MZ de dos imégenes, ademés dicho
algoritmo también proporciona el angulo de rotacién respecto al cual ambas imagenes son
lo més parecidas en términos de la distancia euclidiana. Los resultados de las pruebas
muestran que este algoritmo aporta resultados precisos, siempre y cuando las imagenes en
cuestion no hayan sufrido transformaciones de traslacion y/o escala.

En la Subseccion 4.2.2 las transformaciones en escala no afectan significativamente la
precision de los resultados del &ngulo de giro medido. Pero, cuando las imégenes se someten
al proceso de invariancia en escala, el dngulo de giro que se obtiene sufre cambios en la
precisién de aproximadamente £2 radianes. Sin embargo, los valores minimos de la distancia
euclidiana entre la imagen de referencia y las imagenes rotadas se reducen en un orden de
magnitud de 46 respecto a los valores obtenidos sin utilizar la invariancia en escala.
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5. Conclusién

De la Subseccién 4.2.3 se observa que las transformaciones en traslacion afectan el calculo
de los angulos de giro, obteniendo resultados erréneos. Afortunadamente al utilizar los MZ
invariantes en traslaciéon se consiguen resultados relativamente precisos con un error de +2
grados.

Finalmente cuando una imagen es afectada por transformaciones en escala, traslacion y
rotacién los valores de los angulos de giro no son correctos. Esto ocurre tanto empleando
M7 invariantes como no invariantes, en escala y traslacion.

Los procesos de invariancia que modifican las curvas que generan los momentos, ocasionan
que el algoritmo disenado para la busqueda de la distancia euclidiana minima dada en [3]
no opere correctamente. Concluyendo que los algoritmos de invariancia propuestos en este
trabajo afectan la forma de las curvas, por lo que no se recomienda su uso para el calculo
de la distancia euclidiana minima requerida para obtener el dngulo de giro.

Por lo que de acuerdo con estos resultados (Subseccion 4.2.2) es factible trabajar con
imégenes de diferentes escalas (sin invariancia a la escala), y aun asi obtener valores de
angulo de giro aceptables. Otra posibilidad de lidiar con problemas de escala es utilizar el
momento de orden cero propuesto en [11] para proporcionar invariancia en escala, debido
a que este algoritmo es una division entre un escalar y no afecta la forma de las curvas de
los momentos.

Por 1ltimo para evitar utilizar la invariancia en traslacion es aconsejable centrar la imagen
previamente al célculo de sus momentos.

Trabajo futuro

La eleccién de trabajar con los MZ se justifica argumentando su extenso y satisfactorio
uso en otros trabajos del area de andlisis de imagenes. Sin embargo, existen otros grupos
de polinomios ortogonales que prometen ser mejores como por ejemplo los de Fourier-
Mellin. Dado que el algoritmo rapido que se describe en el Capitulo 4 se puede utilizar para
cualquier conjunto de momentos que empleen un nicleo ortogonal, se propone modificar e
implementar el algoritmo rapido dado en [16|con los momentos de Fourier-Mellin. Asi como
realizar un analisis similar al desarrollado en [3] para encontrar el angulo de giro entre dos
imAgenes.

Se propone también caracterizar exhaustivamente los momentos seleccionados, empleando
diferentes tipos de imagenes, imagenes sintéticas y reales, con problemas de oclusién, con
ruido, etc.

Por ultimo diseniar un clasificador que explote la informacién extraida por los momentos,
tal como: escala, traslacién y rotacién. Tomando en cuenta en esta clasificaciéon que los
primeros momentos contienen la mayor parte de informaciéon de la imagen, para evitar
hacer cdlculos innecesarios de todos los momentos de una imagen. Es decir, que con solo
unos cuantos momentos poder decidir si la imagen a identificar pertenece o no a un cierto
grupo. Y utilizar los momentos de orden alto para ubicar a la imagen dentro de un subgrupo.
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Por ejemplo, si con los momentos de orden bajo se decidié que la imagen pertenece a un
cierto objeto, es tarea de los momentos de orden alto decidir si ese objeto tiene ciertas
propiedades geométricas particulares.
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A.

A.1. Momentos de Hu invariantes.

Conjunto de siete momentos invariantes a la traslacion, rotaciéon y escala. Derivados de
los momentos centrales normalizados de orden dos y tres [10].

$1 = 120 + 1Mo2

b = (120 —m02)® + 4%

b3 = (m30 — 3m2)? + (3021 — 103)°

¢1 = (30 +m2)”+ (121 + no3)”

s = (m30 — 3mz2) (N30 + Mi2) {(7730 +1m12)? — 3 (11 + 7703)2}
+ (3n21 — no3) (121 + M03) [3 (130 — m2)® — (21 + 7703)2}

6 = (120 — M02) [(7730 +m12)% — (21 + 7703)2}
+4m1 (130 + m2) (m21 + n03)

o7 = (3m21 —no3) (M30 + M2) [(7730 +m2)* — 3 (21 + 7]03)2}

+ (3121 — M03) (M21 + M03) [3 (130 — m2)* — (21 + 7703)2}

A.2. Momentos invariantes de Zernike

Estos momentos de Zernike invariantes, son invariantes a traslacién, escala y rotacién.
Los primeros cinco estan expresados en términos de los momentos de Hu [21]. Donde
cc: complejo conjugado del término anterior
S,,: momentos invariantes de Zernike
A,,;: momentos de Zernike
mn: momentos centrales normalizados de Hu.
Segundo orden
S1o= Axn = 2[2(pa0 — po2) — 1]
Sp = |An|® = % |(n20 — po2)® + 4#%1}
Tercer orden
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S3

S
Ss

Se

| Ass|?

| Az
A3z A3 + cc

A%lASQ 4+ cc

Cuarto orden

St
Sy

Sy
S1o

S11

S12
S13
S14
S1s
S16
Si7

| Agal?
| As|?

Ay
A44A?12 + cc

A42A§2 + cc

| Ass |

| Ass|®

|As1[?
A§1A§1 + cc
A’5‘3A§3 + cc
Agf)Agl + cc

19 [(,uos — 3p21)” + (130 — 3#12)2]
144 2 2
£l L(Mo:a + p21)” + (130 + p12) }
13824 £ (o3 — 3p21) (pos + pi21)
X | (poz + M21)2 — 3 (u30 + le)ﬂ
— (po3 — 3p21) (po3 + p21)
X {(Mso + M12)2 — 3 (pos + M21)2] }
sl {(Moz — f120) [(Mos + p21)? — (pso + M12)2]
+4p11 (o3 + p21) (130 + p12) }

= [(,uzxo — 6pig2 + p10a)” — 16 (uz1 — M13)2}
2 {(M04 — pa0) + 3 (120 — po2)”
+4[4 (p31 + pa3) — 3M11]2}

2 16 (ka0 + 222 + p04) — 6 (p20 + pao2) + 1]
250 {[(pao — 6p22 + p10a)] {[4 (1204 — p1a0)
+3 (120 — 102)]” — 4[4 (31 + p3) — 3M11]2}
—16 [4 (proa — fta0) + 3 (p20 — f102)]

[4 (31 + pa3) — 3paa] (a1 + p3)}

39 {14 (10 — p04) + 3 (20 — p02)] (102 — 20

4pan [4 (a1 + ps) — 3pnl}

A partir del sexto orden, se consideran momentos de Zernike de alto orden.

Sexto orden

S18
S19
S20
Sa1
S92
So3
S24

| Ags|”
| Agal?
| Aga|?
Ago
Ag A3 + cc
Ag4A44 + cc
Ay Asy + cc

Séptimo orden



Sas
S26
Sar
Sosg
S99
S30
S31
S32

Octavo orden

S33
S34
S35
S36
S37
S3s
S39
S40
Sa1

| Azz|®

| Azs)?

| Azs|?

| A |?
A3, AL + cc
A§5A55 + cc
Af Ay + cc
A% Az + cc

| Ags|?

| Ags|”

| Asal?

| Aga|?

Ago

A§8Ai4 + cc
A§6A66 + cc
AgyAsa + cc
A§2A22 + cc

A.2. Momentos invariantes de Zernike
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B.

El algoritmo de calculo de MZ que a continuacién se describe esta basado en el propuesto
en [16].

B.1. Algoritmo de calculo de matriz de MZ

El conjunto de MZ que caracteriza una determinada imagen se distribuyen dentro de una
matriz. El algoritmo que construye dicha matriz se describe a continuacién con la ayuda
del diagrama de flujo de la Figura B.1.1.

Como entrada recibe la imagen denotada con I, y los valores de P y ) que determinan
el grado de los MZ. Con estos datos y la ayuda de otro programa se obtiene Hp y Hq, que
son el esqueleto de la matriz de los MZ. La matriz que se va a calcularesde P+1x @ +1
dimensiones, el elemento extra corresponde al momento cero.

Figura B.1.1.: Diagrama de flujo de matriz de momentos
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Dentro de dos ciclos anidados se calcula la matriz de MZ, un condicional previa que
restringe el acceso a algunas celdas de la matriz. Esta restriccién es parte del algoritmo de
calculo de MZ que a su vez hace que se efectiien solo una cuarta parte de la matriz, es decir
w calculos. El programa que hace el calculo de cada uno de los MZ se explica méas

adelante.

B.2. Algoritmo de calculo de matriz de H’s

Los valores de Hp y Hq pueden ser utilizados para varias imégenes siempre y cuando
compartan las mismas dimensiones y el orden requerido sea igual o menor. Esto se debe

gracias a que este algoritmo trabaja sélo con las dimensiones de la imagen I y el orden de
los MZ, Py Q.

En el diagrama de flujo de la Figura B.2.1 se ilustra el calculo de las variables x y y, las
cuales a partir de ese punto representan las nuevas coordenadas contenidas en dos vectores
con valores que van de —1 a 1, tanto en la ordenada como en la abscisa.

El siguiente bloque permite la eleccién de centrar o no la imagen, cabe aclarar que esta
opcion y la de escalado no son parte del algoritmo propuesto en [16], son mejoras realizadas
a partir de este trabajo. La opcién de centrado proporciona el valor del centroide en las
variables Yh y Xh, en caso que se requieran momentos invariantes en traslaciéon. De lo
contrario se les asigna el valor de cero a ambas variables.
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B.2. Algoritmo de calculo de matriz de H’s

X

Hp= (x(N:) xh+dx)*’ x(Ni)— Xh—dx}

__Hp
Hp=—" Escalar Hp=&
mop? P

Mi=1:M

L
s<

Hy={y (Mi)-Yh+dy)'~(y (M) —Yh—dy}'

He=29 | v t | pg-Ha
mog* 1

Figura B.2.1.: Diagrama de flujo de matriz de H

Las siguientes variables que se obtienen son dy y dx, que son los limites de integracién
utilizados para una exacta estimacion de los valores de Hp y Hgq. Son la mitad de la
diferencia de dos valores de coordenadas consecutivos.

A continuacién se tienen dos ciclos anidados, el primero corre de la unidad al valor de
P, el segundo también inicia con valor uno hasta N que indica la longitud del vector x. En
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B.

el nicleo de estos ciclos se ejecuta el calculo de Hp y posteriormente se elige o no hacer
invariantes a escala los MZ por medio del uso de .

Lo siguiente es determinar H g, su algoritmo es semejante al que se utilizé con Hp, solo que
ahora se utiliza M para indicar la longitud del vector que indica una de las dimensiones de
la imagen, en este caso es y. Este algoritmo concluye cuando ¢ = @, valor que complementa
el grado de los MZ a calcular.

B.3. Algoritmo de calculo de MZ

La siguiente descripcion corresponde al algoritmo de evaluacién de un solo momento MZ,
representado con el diagrama de flujo de la Figura B.3.1. Este es utilizado sucesivamente
dentro del diagrama de flujo de la Figura B.1.1. La informacién de entrada que alimenta
este algoritmo es la imagen I, P y Q que determinan el grado de los M7 y las matrices Hp
y Hq.

La primera condicional determina el valor de w, quien a su vez define si el valor complejo
del MZ es positivo o negativo. El siguiente es el ciclo principal dentro del cual se ejecuta
el calculo del MZ, comienza con el calculo de Bpgk seguido por cuatro ciclos anidados que
como variable medular tienen a mpq, valor que involucra directamente a la imagen y las
matrices Hp y Hq. Los indices de las ordenadas de las matrices Hp y Hq se calculan dos
ciclos antes con el fin de no calcularlos mas de las veces necesarias, mientras que los indices
J e 1 recorren la ubicacién de todos los pixeles de la imagen.

Al terminar de recorrer toda la imagen se hace una sumatoria z del producto entre mpgq,
w y los valores de dos combinaciones. Finalmente fuera de los cuatro ciclos anidados se
realiza otra sumatoria del producto entre Bpgk y z.
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B.3. Algoritmo de cédlculo de MZ

(_1)(P—k)f2 P;k!

i

P—k k+Q k-Q,
2 2 2

<>
S

Pi=k-2m—-Q+n
Qi=2m+q—n

< Ji=1:N >
<=t >

mpq=2.1(J.i}Hp (i, P1+1)Hq(j,Q1+1)

I Y

2=Y, ;o Ca Ca¥"mpq

II 2= zBpak |

Figura B.3.1.: Diagrama de flujo de MZ
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C.

En este apéndice se describe el algoritmo basado en [3], el cual a partir de la distancia
euclidiana minima puede indicar cudl es el par de iméigenes méas parecidas dentro de un
conjunto de varias imagenes, ademas de encontrar el dngulo de desfasamiento que hay entre
ellas.

C.1. Algoritmo de basqueda de distancia minima entre dos
imagenes

La idea sobre la que se basa este algoritmo es obtener la distancia euclidiana entre los
momentos MZ de dos imdagenes, si esta distancia es lo suficientemente pequenia se dice
que ambas imégenes son similares. La novedad en este algoritmo es que obtiene diferentes
distancias euclidianas debido a que es posible cambiar el 4ngulo de rotacién que tiene una
imagen con respecto a la otra.

Como argumento de entrada este algoritmo recibe dos imégenes I y J. El valor de entrada
Q es utilizado para obtener el grado méaximo de los momentos MZ, en este caso es 2Q) porque
P tiene el mismo valor que @Q. El cuarto argumento ARG se utiliza para indicar, ya sea si
se desea centrar y/o escalar los momentos.

En el primer bloque de célculo del diagrama de flujo de la Figura C.1.1 se indica que el
inicio del algoritmo consiste en la extraccién de los momentos MZ de las imagenes [ y J,
sean Z1 y ZJ, asi como de las variables rad y aux. La variable rad se emplea para calcular
la amplitud con la que cambia el &ngulo que relaciona los momentos M7 de ambas imagenes,
esta operacion puede verse como si a una de las imagenes se girara, permaneciendo la otra
fija, y se calcula la distancia euclidiana entre sus momentos MZ. La otra variable auz se
utiliza més adelante como indice para el vector B.

Enseguida se tiene un ciclo que recorre los 360° a partir de cero. Dejando como limite 4Q)
al sustituir el valor minimo y maximo en xi, se pone en evidencia que los limites van de cero
a 27. El proceso que envuelve este ciclo es el célculo de los vectores x¢ y F'd. El primero es
simplemente un vector que contiene los valores de los dngulos con los que se calcularon las
diferentes distancias euclidianas de los momentos. Mientras que F'd contiene los valores de
la derivada de la funcién que describe el comportamiento de la distancia euclidiana de los
MZ entre ambas imégenes.

La razon por la que se calcula un indice por adelantado es porque el siguiente bloque de
proceso asi lo requiere; de aqui que a la condicional se le reste una unidad.
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C.

El siguiente bloque es una condicional, su objetivo es buscar los puntos de inflexion,
especificamente los puntos minimos de la funcién F'd. Los valores que cruzan esta condicional
son utilizados para ejecutar el algoritmo de gradiente descendiente y construir un nuevo

vector B.

xi{¢p)=¢rad
xi(p+1)=(p+1)rad
Fd(¢p)=DifFaseD(ZI . ZJ, xi($))
Fd(¢p+1)=DifFaseD(ZI ,ZJ , xi{$p+1))

— Fd(s)
B(aue) =)+ 30 Fa (g)- Fatg+1)
mx=gaux+1

¢min=1:longitud(B

V|
| F{@min)=DifFase (21 , 21, B(¢ min)) |

rf=min{F)
1f=B{rf)

@

Figura C.1.1.: Diagrama de flujo de biisqueda de distancia minima

Una vez finalizada la recopilacion de los valores de B, son retomados para evaluarse en
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C.2. Algoritmo de céalculo de funcién F y F'd

la funciéon F que describe el comportamiento de la distancia euclidiana de los MZ entre
ambas imégenes. Y finalmente el valor minimo de F' indica el valor en el que las dos
im4genes presentaron la distancia euclidiana mé&s minima. Para averiguar el angulo en
el que se presenta esta distancia minima basta con utilizar la posicién del valor minino
dentro del vector F' en B, que es un vector con los valores de los dngulos de desfasamiento
correspondientes a los valores minimos de F'.

C.2. Algoritmo de calculo de funcién F'y Fd

En el diagrama de flujo de la Figura C.1.1 se hace uso de una funcién F, asi como de
su derivada, que describe el comportamiento de la distancia euclidiana de los MZ entre dos
iméagenes. Con la ayuda del diagrama de flujo de la Figura C.2.1 se describe el compor-
tamiento de esta funcion.

Cnicio >

L p=2:P
e

- g=2:Q
\v]/

F=|zi (p.q)f +127 ( p.q)" 2|21 x ZF|cos ((g—1) ¢+ fuzse (ZF )— fuzse (ZF )+ F
Fd=2{q—1)|2I xZJ|sin{{q—1) + fase (ZJ }—fase( 2T ))+ Fd

Figura C.2.1.: Diagrama de flujo de matriz de I
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C.

Para iniciar el proceso se necesitan tres elementos de entrada para este algoritmo, esto
son las matrices de momentos ZI y ZJ de las dos iméagenes y un valor de angulo ¢. Esta
informacién es procesada dentro de dos ciclos anidados que dependen de los valores de P
y Q. Puesto que las matrices ZI y Z.J tienen como dimensiones los valores de P y @, es
factible extraer estos datos, adicional al esto P = @), entonces con s6lo saber una de las
dimensiones de una de las matrices de M7 de las imagenes se conocen los valores de Py Q.

La ecuacién que se efecttia en el nicleo de los dos ciclos anidados es una sumatoria
desarrollada en [3] construida en base a la distancia euclidiana existente entre ZI y Z.J.
Gracias a la estructura de los polinomios de Zernike es posible manipular el dngulo que
relaciona los dos conjuntos de momentos y obtener una serie de distancias euclidianas
correspondientes a dngulos conocidos.

Debido a que las matrices ZI y ZJ incluyen el momento cero, los ciclos inician desde el
valor dos, que es la ubicacién del momento uno dentro de las matrices. Los procesos que se
ejecutan fuera de el nucleo del los ciclos anidados ayudan a hacer mas eficiente el algoritmo,
ya que se ejecutan menos nimero de operaciones.

La salida de este algoritmo es el valor de F' o F'd, dependiendo del caso. El valor de F'd se
necesita para ejecutar el algoritmo de gradiente descendiente y el valor de F' se usa cuando
se tiene el conjunto de valores mininos de distancias euclidianas y es necesario evaluarlos
directamente en la funcién F' para definir el valor final de la distancia euclidiana minima
entre los dos conjuntos de MZ.
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