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Prodlogo

L Qué es un fractal?, esta pregunta no se puede responder de una manera
formal y sencilla en términos matematicos. La idea de forma general, es la de
un conjunto muy irregular, esto es, un conjunto que nunca se hace suave sin
importar cuanto se magnifique cualquier regién de este conjunto. El matemati-
co francés Benoit Mandelbrot propuso el término fractal en 1975, esta palabra
deriva del latin fractus que quiere decir quebrado o fracturado. Mandelbrot dice
que este tipo de objetos geométricos representan mejor al mundo fisico que los
objetos geométricos clasicos como son los circulos, elipses o rectas.

La primer definiciéon formal que dio Mandelbrot de un fractal, fue la de un con-
junto que tuviera dimensiéon de Hausdorff estrictamente mayor a la dimensién
topolégica. Deafortunadamente esta definicién deja fuera a muchos objetos que
por sus propiedades se desearia que fueran también conjuntos fractales. Hasta
ahora no hay una definicién general de fractal, en el sentido de que no ha habido
una que englobe a todos los objetos que por sus propiedades, qusieramos que
fueran fractales. De esta forma, Mandelbrot ha sugerido que se use el término
fractal de una forma mas conceptual. Para tratar este objeto matematicamente,
se necesita una definicién rigurosa, asi que se sugiere que se trate con la defini-
cién mas conveniente, dependiendo de qué aspecto se esté trabajando.

Los fractales son objetos relativamente nuevos. Su descubrimiento y estudio
comenzo6 apenas a principios de la década de los 70. Una de las principales ca-
racteristicas geométricas de estos objetos es la de autosimilaridad, la idea es, el
objeto parece estar hecho de copias méas pequenas de si mismo.

Los primeros ejemplos de fractales son de mucho tiempo atras, antes de que
se acunara el término y se estudiara con detalle la idea. Por ejemplo el ma-
tematico aleman Karl Weierstrass encontrd una funcién que es continua en todo
punto pero no es diferenciable en ningin punto, la grafica de esta funcién es
un fractal y tiene la propiedad de autosimilaridad. Actualmente existen mucho
ejemplos de conjuntos fractales. La idea de los fractales ha sido muy usada tam-
bién en el arte.

Sorprendentemente los fractales, que son objetos de naturaleza geométrica com-
pleja, tienen muchas aplicaciones dentro y fuera de las mateméticas como son
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en astronomia, biologia, quimica, geografia, compresiéon de datos e imégenes,
economia, musica, finanzas entre otras.

En esta tesis se estudiaran a los fractales. Primero se construiran a partir de
ideas geométricas sencillas, con iteraciones de funciones, y después notaremos
que los objetos a los que llamaremos fractales son de una naturaleza geométrica
generalmente compleja.

Veremos que en algun sentido, hay muy pocos fractales. Finalmente, estudia-
remos el concepto de dimensién con la idea de calcluar la dimensién de los
fractales. De hecho calcularemos la dimension de algunos de ellos, con la idea
de que podamos ver que este concepto puede reflejar la complejidad geométrica
que en general tienen los fractales.

En el primer capitulo se introduciran todos los conceptos topoldgicos para el
estudio y la construccion de los fractales. Se presentaran los conceptos de espa-
cio métrico, conjunto abierto, conjunto cerrado, conjunto compacto entre otros,
ademas del concepto de espacio métrico completo que resultara ser una parte
fundamental en nuestro estudio. Seguiremos con la construccién del espacio don-
de viven los fractales, denotado por H(X), que es un espacio cuyos elementos
son subconjuntos compactos y no vacios de un espacio métrico X. Concluire-
mos el capitulo probando que es un espacio métrico completo, propiedad que es
esencial para la construccién de los fractales.

En el segundo capitulo comenzaremos trabajando con transformaciones en es-
pacios métricos, con la idea de ver qué es lo que estas transformaciones ha-
cen a ciertos subconjuntos del espacio métrico. En particular trabajaremos con
contracciones en espacios métricos. Una vez introducida la idea geométrica de
éstas, presentaremos el teorema de punto fijo de Banach, para después cons-
truir contracciones en el espacio de los fractales a partir de contracciones en
el espacio métrico original. Introduciremos los sistemas iterados de funciones
como un conjunto finito de contracciones en el espacio métrico original y éstos
seran denotados por SIF. Entenderemos a los fractales como los puntos fijos de
contracciones que serdn construidas por sistemas iterados de funciones (SIF) y
veremos como estos SIF caracterizan a los fractales. Asi veremos también que a
pesar de que los fractales son construidos a partir de procesos de una naturaleza
geométrica simple, estos en general tienen una naturaleza geométrica bastante
compleja.

En el tercer capitulo la meta serd construir un conjunto compacto que no sea
atractor de ningun SIF. Esto es, veremos que no todos los conjuntos compac-
tos son fractales. Mas aun, veremos que relativamente hay muy pocos fractales.
Para hacer esto de manera formal, introduciermos elteorema de categoria de
Baire. Este teorema sera presentado pero no demostrado, s6lo daremos una idea
y algunos ejemplos de lo que este teorema dice. Con esta herramienta demos-
traremos que el conjunto de los fractales es muy pequeno, es decir de primera
categoria mientras que el conjunto de los compactos que no son un conjunto
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fractal son de segunda categoria.

En el capitulo 4 estudiaremos el concepto de dimensién. Primero estudiare-
mos la dimensién topoldgica la cual a su vez se va a dividir en dos que seran la
dimensioén inductiva débil y la dimensién inductiva fuerte. Después de introdu-
cirlas y dar la idea geométrica de éstas, veremos que éstas dos son iguales en los
fractales, es decir, éstas valen lo mismos en espacios métricos compactos. A la
dimension obtenida le llamaremos dimension topoldgica. Después estudiaremos
la dimensién de Hausdorff. Daremos la idea geométrica y se dara una caracte-
rizacién muy util de ésta en los fractales. Esto es, veremos que para fractales
que cumplan una condicién especifica, serd muy sencillo calcular su dimensién
de Haussdorff. Concluiremos el capitulo con el cdlculo de la dimensién de algu-
nos fractales en particular y veremos que éstos también son fractales segin la
definicién de Mandelbrot.

Agradecimientos.

Especialmente a mi madre, Celia Castaneda Arceo. Por su incon-
dicional apoyo y carino, mi mas grande ejemplo de vida, dia a dia me
llena de orgullo. Gracias a ella estoy en donde estoy y soy quien soy.

Al Dr. Héctor Méndez Lango por la enorme ayuda y paciencia que
me ha brindado durante toda mi carrera y al dia de hoy, ha sido pieza
fundamental en mi formaciéon, entendimiento y especialmente, en el
carino que he desarrollado por las matematicas.

A mis sinodales, Dra. Magali Louise Marie Folch Gabayet, Dr. Jorge
Marcos Martinez Montejano y al Dr. Antonio Lascurain Orive por
su tiempo y por las observaciones que hicieron para hacer de éste un

mejor trabajo.

A la UNAM.

Gracias.



INDICE GENERAL



Capitulo 1

El espacio H(X)

1.1. Espacios Métricos

Comenzaremos el capitulo con el concepto de espacio métrico. La razén de
esto es que estamos interesados en estudiar la estructura de algunos subconjun-
tos de espacios geométricamente simples que seran denotados por X y resulta
ser que los espacios en los que trabajaremos son espacios métricos generados
a partir de otros espacios métricos. Se definird también el concepto de espacio
completo ya que éste es necesario para asegurar la existencia de los fractales.

Definicién 1.1.1. Una métrica d en un conjunto X es una funcion d : X X
X — R que cumple lo siguiente:

i) d(z,y) >0 z,y € X.
it) d(z,y) =0 sy solo st r=y.

iii) d(z,y) = d(y, ) z,y € X.
) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) z,y,z € X.

Llamaremos espacio métrico a la pareja (X, d). A continuacién veremos al-
gunos ejemplos de espacios métricos.

Ejemplo 1.1.2. La pareja (R,d) donde R denota a los nimeros reales y
d(z,y) = |z —y|
es un espacio métrico.

Ejemplo 1.1.3. La pareja (R™,d) donde

d(z,y) = llo =yl = V(21— y1)? + (22 = 42)* + e + (@0 — Yn)?

es un espacio métrico donde la métrica d es conocida como la métrica usual.
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Ejemplo 1.1.4. La pareja (R™,d) donde
d(z,y) = |z1 — y1| + 22 — yo| + oo + |20 — ¥
es un espacio métrico.

Definicién 1.1.5. Una funcién f : X1 — Xy de un espacio métrico (X1,d)
a otro espacio métrico (Xa,ds) es continua en a € X1 si ocurre que para toda
e > 0 existe 6 > 0 tal que si di(x,a) < entonces do(f(z), f(a)) < e

Definicién 1.1.6. Se dice que la funcion f: X1 — X5 es continua en X; st
f es continua para toda a € X,

El concepto de continuidad nos dice que puntos cercanos tienen imagenes
cercanas.
Si ademds la funcién f es biyectiva y su inversa f~! también es continua, en-
tonces se dice que la funcién f es un homeomorfismo entre X; y X5, en cuyo
caso decimos que, X1 y Xo son homeomorfos.

1.2. Sucesiones de Cauchy

En el estudio de los conjuntos fractales, estamos interesados en describir,
analizar y clasificar ciertos subconjuntos de espacios métricos (X, d). Hay varias
nociones y conceptos generales de los espacios métricos que necesitamos intro-
ducir, ya que trabajaremos con ellos. Los fractales resultaran ser elementos de
un espacio métrico particular. Algunas de estas nociones son de cardcter to-
poldgico. A continuacién se introduciréan dichos conceptos. La referencia béasica
para los resultados de la seccidnes de este y del siguiente capitulo son los libros
de Barnsley [1] y Royden [5].

Definicién 1.2.1. Una sucesion (z,),., contenida en X es una sucesion de
Cauchy si para toda € > 0 existe N € N tal que si m,n > N entonces
d(Tp, Tm) < €.

La definicién dice que en una sucesién de Cauchy, los puntos de ésta se van
acercando cada vez maés entre si. Esto sin embargo, en general no implica que
los puntos de la sucesion se vayan acercando a algin punto del espacio.

Definicién 1.2.2. Decimos que una sucesion (x,,),., converge a z € X si para
toda € > o, existe N € N tal que sin > N entonces d(xy,,z) < €.

En este caso decimos que x € X es el limite de la sucesion, esto suele ser
denotado como = = lim,, s Tp,-

A continuacién se enunciara un resultado que no se demostrara.

Teorema 1.2.3. Si (2,)22, es una sucesion contenida en X y ademds lim,, o T =
x € X entonces (,)52 es una sucesion de Cauchy.
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Definicién 1.2.4. Un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion ()22,
de Cauchy es convergente.

Ejemplo 1.2.5. El espacio métrico (0,1) no es completo, ya que la sucesion
an = o es una sucesion de Cauchy pero no converge en (0,1).

Esta definiciéon nos dice que cualquier sucesiéon de Cauchy en un espacio
completo, converge en el mismo espacio. Es decir, en un espacio completo, las
sucesiones de Cauchy efectivamente se acercan a un punto.

Algunas veces denotaremos a la sucesién (x,)52; como (x,) y denotaremos al
limite lim,,_o x, como lim x,, cuando sea claro a qué se refiere.

Ejemplo 1.2.6. El espacio métrico (R,d) donde d es la métrica euclideana es
un espacio métrico completo.

Ejemplo 1.2.7. El espacio métrico (R™,d) donde d es la métrica euclideana
en R™ es un espacio métrico completo.

Definicién 1.2.8. Sea S C X un subconjunto del espacio métrico (X,d). De-
cimos que un punto x € X es un punto de acumulacion de S si existe una
sucesion (xy,) contenida en S\{x} tal que lim,_,oc x, = x.

Definicién 1.2.9. Sea S C X un subconjunto del espacio métrico (X,d). La
cerradura de S denotada por S, se define como

S =SU{x € X :zes punto de acumulacién deS}.

Decimos que S es cerrado si éste contiene a todos sus puntos de acumulacion,
es decir, si S = S.

Lema 1.2.10. Si (X, d) es un espacio métrico completo y A C X es un subcon-
Junto cerrado, entonces (A,da) es completo, donde da la métrica d restringida
al conjunto A.

Demostracion. Sea (), una sucesién de Cauchy en A con respecto a la métrica
inducida d 4. Entonces ésta es una sucesiéon de Cauchy en X con la métrica d.
Asi la sucesién converge a un punto = € X. Si para toda n € N se tiene que
T, # x, entonces = es punto de acumulacién de A, entonces x € A. Si existe
m € N tal que z,,, = = entonces x € A. Asi x es un punto de acumulacién de A.
Pero A es cerrado, entonces x € Ay por lo tanto el espacio (A, d4) es completo.

O

Ejemplo 1.2.11. FEl intervalo cerrado I = [0, 1] es un conjunto cerrado y com-
pleto en R.
1.3. Conjuntos Compactos

Continuaremos dando definiciones y propiedades necesarias para el estudio
de subconjuntos de espacios métricos.
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Definicién 1.3.1. Sea S un subconjunto del espacio métrico (X,d). Decimos
que el conjunto S es abierto si para toda x € S existe € > 0 tal que

B(z,e) ={y € X :d(z,y) <e} C S.

Notemos que de acuerdo a la definicién, el conjunto X es un conjunto abierto
ya que B(z,1) C X para toda x € X.

Definicién 1.3.2. Sea S un subconjunto del espacio métrico (X,d), decimos
que el conjunto S es acotado si existe x € X y R > 0 tal que

d(xz,s) < R
para todo s € S.

Definicién 1.3.3. Sea S un subconjunto del espacio métrico (X,d). Decimos
que S es totalmente acotado si para toda € > 0, existe {y1,y2,....,ynt C S tal
que S C U, B(yi,€). Al conjunto {y1,y2,...,yn} le llamaremos una e-red.

Ahora probaremos un resultado que nos da una caracterizaciéon muy util de
los conjuntos abiertos.

Lema 1.3.4. Sea (X,d) un espacio métrico y S subconjunto de X. Entonces,
S es abierto si y sdlo si X \ S es cerrado.

Demostracion. Supongamos que S es abierto y que tenemos una sucesioén (z,) C
X \ S que converge a € X. Supongamos que x € S. Como la sucesién (z,,)
converge a x, entonces para toda ¢ > 0, B(z, ) contiene una infinidad de ele-
mentos de la sucesién (z,) C X \ S, es decir, B(z,e) N (X \ S) # 0, esto es, S
no es abierto. Lo cual es una contradiccién ya que por hipdtesis S es abierto.
Asf, z € X\ S y por lo tanto X \ S es cerrado.

Ahora supongamos que X \ S es cerrado y sea x € S. Supongamos que no
existe un radio € > 0 tal que B(z,e) C S. Entonces para toda n € N podemos
encontrar un punto

:cneB<x,Tll)ﬂ(X\S).

Por construccién (z,) € X\S que es cerrado por hipétesis. Ademds lim,, o, z,, =
x. Asi, x € X \ S lo cual es una contradiccién ya que por hipétesis « € S. Por

lo tanto S es abierto.
O

Definicién 1.3.5. Sea S un subconjunto del espacio métrico (X,d). Decimos
que el punto x € X es un punto frontera del conjunto S si para toda € > 0,

B(z,e)NS #10

B(z,e) N (X \ S) # 0.
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Es decir, cualquier bola abierta alrededor del punto x tiene elementos del con-
Junto S y del conjunto X \ S. El conjunto de todos los puntos frontera de S es
llamado la frontera del conjunto S y es denotado por dS. Notemos que 00 = ().

Notemos que si S C X entonces 95 = (X \ S).

Definicién 1.3.6. Sea S un subconjunto del espacio métrico (X,d). Decimos
que un punto x € S es un punto interior de S, si existe £ > 0 tal que B(z,e) C S.
El conjunto de todos los puntos interiores de S es llamado el interior de S y es
denotado por int(S).

Definicién 1.3.7. Sea S un subconjunto del espacio métrico (X,d). Decimos
que S es compacto si toda cubierta abierta de S tiene una subcubierta finita.
Esto es, si {Ua}aez €s una familia de conjuntos abiertos tal que S C J,c7 Ua
entonces existe F C I, finito, tal que S C |J, cr Ua-

A continuacién daremos un teorema que nos dard una caracterizacién de los
conjuntos compactos en espacios métricos.

Teorema 1.3.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

i) X es compacto.
it) Toda sucesion en X tiene una subsucesion convergente.
iii) X es completo y totalmente acotado.

Demostracion. Veamos que (i) implica (ii)

Sea (x,) una sucesién en X, supongamos que para toda y € X, existe ¢, > 0
tal que B(y,¢e,) contiene sélo a un nimero finito de elementos de (z,). Si n #
m, decimos que x,, y Z,, son elementos distintos de la sucesién. Considera la
coleccién {B(y,ey) : y € X}. Esta es una cubierta abierta de X que es compacto,
entonces existe una subcubierta abierta finita, esto es, existen yi,ys, ....... S Ym
en X tal que,

X C B(y17€yl) UB(y27€y2> U---u B(ymvsym)
Asi tenemos que la sucesion (z,,) tendria un nimero finito de elementos lo cual es
falso. Entonces existe yg € X tal que para toda £ > 0, la bola abierta B(yo,¢)
contiene a una infinidad de elementos de (x,). Podemos entonces tomar una

sucesion creciente de niimeros naturales,

ki <ka<...<k;<...

tales que zx; € B(yo,1/7). Asi, lim; oo (2k,;) = Yo-

Veamos que (ii) implica (iii)
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Sea (z,) una sucesién de Cauchy. Entonces ésta tiene una subsucesién que con-
verge a un punto x € X y como la sucesién es de Cauchy, la misma sucesiéon
(z,,) converge a x. Asi X es completo.

Supongamos que X no es totalmente acotado, entonces existe g9 > 0 tal que
X mno puede ser cubierto por un nimero finito de bolas de radio £y. Esto es,
podemos construir una sucesién (z;) C X tal que

Th+1 ¢ B(ZL‘1,€0) U B($2,€0) J---uJ B(IL'k,(f()).

Es decir, d(zx,x;) > €o si j # k. Entonces la sucesién no puede tener ninguna
subsucesién convergente, esto es, si X no fuera totalmente acotado entonces (ii)
que es nuestra hipotesis no se cumpliria.

Veamos que (iii) implica (i)

Supongamos que X es completo y totalmente acotado pero no compacto. En-
tonces X tiene una cubierta abierta U = {U; : ¢ € I} tal que no tiene una
subcubierta finita. Como X es totalmente acotado, entonces X estd contenido
en un numero finito de bolas de radio 1. Entonces existe z1 € X tal que B(z1,1)
no puede ser cubierto por un numero finito de elementos de U. Andlogamen-
te, como B(x1,1) es totalmente acotado ya que B(x1, 1) estd contenida en X,
existe o € B(z1,1) tal que B(zg,1/2) no puede ser cubierta por un nime-
ro finito de elementos de U. Asi podemos construir una sucesién (zy) tal que
x € B(xp—1, z1=1) ¥ B(%k, 3r) no puede ser cubierta por un nimero finito de
elementos de U. Asi para toda j > k tenemos que,

d(zg, z;) < d(zk, Try1) + ...+ d(zj_1,25)
<1/28 4. 4 1/2070
<Y1/
— 1/2k1

Es decir, (x1) es de Cauchy, por lo tanto converge a un punto Z € X ya que X
es completo. De la desigualdad anterior si j tiende a co tenemos que,

d(zy,T) <1/281 ke N.

Por otro lado, como = € X existe U;, € U tal que z € U, y como Uj, es abierto,
existe £ > 0 tal que B(Z,¢) C U;,. Ahora sea k € N tal que 1/2872 < ¢.
Entonces para todo = € B(xy, 1/2¥) tenemos que,

d(z, =) < d(x,zr) + d(zg, T)

<1/2F +1/2k1
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Esto es
B(ax,1/2%) C B(3,2) C U;

0

Lo cual es una contradiccién ya que habiamos supuesto que B(zy,1/2%) no
puede ser cubierta por un numero finito de elementos de U. Por lo tanto X es
compacto.

O

1.4. Conjuntos Conexos

Definicién 1.4.1. Un espacio métrico (X,d) es disconezo si existen conjuntos
abiertos U y V tal que:

VU £DyV #£0,
i) X =UUYV,
i) UNV = 0.
Decimos que un espacio X es conexo si X no es disconezo.
Un subconjunto S C X es conexo si el espacio méltrico (S,d|s) es un espacio
métrico conexo.

Observemos que para toda z € X, {x} es un conjunto conexo.

Ejemplo 1.4.2. El espacio métrico (R,d) donde d denota a la métrica eucli-
deana, es un espacio métrico conexo.

Ejemplo 1.4.3. El intervalo I = [0,1] C R es un subconjunto conexo de los
numeros reales.

Definicién 1.4.4. Sea xg € X y {C;}ics la coleccion de todos los subconjuntos
conexos tal que xg € C; para toda i € 3. El conjunto

C(xo) = U C;
i€d

es llamado la componente conexa de X que contiene al punto xg. La componente
conexa es a su vez un conjunto conero.

Definicién 1.4.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que X es totalmente
disconexo si para toda x € X, se tiene que C(x) = {z} donde C(x) es la
componente coneza de X que contiene a x.

La idea intuitiva de un espacio totalmente disconexo, es la de un espacio que
es como polvo, es decir, un espacio hecho de puntos separados.

Ejemplo 1.4.6. El conjunto Q de los nimeros racionales es un conjunto total-
mente disconezxo.
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Definicién 1.4.7. Sean (X,d) un espacio métrico y x y y dos puntos en X.
Una trayectoria entre x yy es una funcion f : [0,1] — X tal que f es continua,
f(0) =z y f(1) = y. En este caso, decimos que x y y son los extremos de la
trayectoria que une a T con y.

Diremos que X es conexo por trayectorias si para cualquier par de puntos
x,y € X existe una trayectoria en X que una a x y y.

Ejemplo 1.4.8. FEl conjunto R de los numeros reales es un espacio conexo por
trayectorias. En efecto, si x,y € R entonces f(t) =ty + (1 —t)z, t € [0,1], es
una trayectoria entre T y y.

1.5. El hiperespacio de los fractales (H(X),h)

En este capitulo se construira un hiperespacio que resulta ser el espacio
métrico donde estudiaremos a las conjuntos fractales. Este espacio métrico
serd construido a partir del espacio métrico original, y la métrica en este es-
pacio también serd construida a partir de la métrica original. Este es conocido
como un hiperespacio debido a que sus elementos son a su vez conjuntos de X.
A lo largo de todo este capitulo (X, d) representa un espacio métrico completo.
Nuestro principal ejemplo de espacio X es el plano; es decir R2.

Definicién 1.5.1. Sea (X, d) un espacio métrico, consideremos al conjunto
H(X) ={K C X|Kes compacto, K # (}.

Es decir, los elementos de H(X) son subconjuntos compactos del espacio métrico
(X,d).

Notemos que si ¢ € X, {z} es un subconjunto compacto de X.
La meta es definir una métrica en este espacio. Para hacerlo, primero definiremos
la distancia de un punto a un compacto.

Definicién 1.5.2. Sean z € X y B € H(X), definimos:

d(z, B) = inf{d(x,y)|y € B}.

Entonces d(x, B) es la distancia entre el punto x y el conjunto B.

Veamos que el conjunto {d(z,y)|ly € B} siempre alcanza su minimo, para
ver esto notemos primero lo siguiente.

Afirmacién 1.5.3. Sean K € H(X) y z € X. Definimos f : K — R como
f(x) =d(z,2),z € K. Entonces la funcién [ es una funcidn continua.

Demostracion. Sea € > 0. Sabemos que

d(z,z) < d(z,y) + d(y, ).
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Entonces

d(Z,ZE) - d(za y) < d(y7$)
Por otro lado,

d(z,y) <d(z,z) +d(z,y).

Entonces
—d(z,y) < d(z,2) —d(z,y).

Asf tenemos que si d(x,y) < § = € entonces
[f(@) = f(y)| = ld(z, 2) —d(y,2)| <d(z,y) <d=e.
O

Asi tenemos que la funcién f : K — R es continua y como K es compacto,

entonces la funcién alcanza su minimo en algin punto de K. Es decir, existe
Z € X tal que f(z) < f(z) para toda = € K. Esto es, d(%,z) < d(z, z) para
todaz € K.
Tenemos entonces que, d(,z) = min{d(z,z)|z € K} = d(z,K) donde K €
H(X). Asi tenemos que la distancia de un punto a un conjunto compacto
estd bien definida. Ademas para toda z € X, existe un punto z € K tal que
d(z,7) = d(z, K).

Definicién 1.5.4. Sean A, B € H(X), definimos
d(A, B) = sup{d(z, B)|z € A}.
A continuacién demostraremos que el maximo se alcanza.

Afirmacién 1.5.5. La funcién f: A — R definida como f(x) = d(z, B) para
A,B € H(X) y para toda x € A es continua.

Demostracion. Sea e > 0,
|f(z) = f(y)| = |d(z, B) — d(y, B)|,

sabemos que existen by, by € B tal que d(z,B) =d(z,b;) 'y d(y,B)=
d(y,bs), asi tenemos que

d(z,b1) < d(z,be) < d(x,y) + d(y, b2).

De forma similar tenemos

d(y7 b2) < d(y7 bl) < d(y7$) + d(l’, bl)

De estas dos desigualdades obtenemos

—d(.]?,y) S d(x7b1) - d(y7b2) S d(x,y),

esto es
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|d(l‘,b1) - d(yab2)| < d($>y)7

asi tenemos que si d(z,y) < § = ¢, entonces

[f(x) = f(y)| = |d(z, B) = d(y, B)| = |d(z,b1) — d(y,b2)| < d(z,y) < =e.

Por lo tanto f es continua.
O

La existencia del maximo es debida a que la funcién f : A — R definida
como f(z) = d(z, B) para toda z € A es continua y al hecho de que A € H(X).
Asi f alcanza su méximo. Es decir, existe a; € A tal que f(a) < f(a1), para
toda a € A. Esto es,

d(A, B) = maz{d(z, B)|z € A} = max{f(x)|z € A} = f(a1) = d(a1, B).

Con el resultado anterior, obtenemos que existe a € A y existe b€ B tal que

d(A, B) = d(a,b).

Notemos que d no define una métrica en H(X), como se ve en el siguiente
ejemplo:

Consideremos A, B C H(R?), A=[0,1] x {0} y B =10,2] x {1}
Asf tenemos que d(A, B) = 1y v/2 = d(B, A). Esto es, d no define una métrica
en H(R?) ya que d no cumple la condicién de simetria.

A continuacién veremos algunas propiedades y definiremos la métrica que
usaremos en el estudio de los fractales.

Lema 1.5.6. Si A,B € H(X) y A C B entonces d(A,B) = 0.

Demostracion. Tenemos que
d(A, B) = max{d(a, B)|a € A} = d(ag, B)
para alguna ag € A. Asi,
d(A, B) = min{d(aop,b)|b € B},
pero como ag € A C B, entonces ag € B. Asi

min{d(ag,blb € B} = 0.

Definicién 1.5.7. Sean A, B € H(X). Definimos h(A, B) como
h(A, B) = maz{d(A, B),d(B, A)}.
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El objetivo ahora es ver que h es una métrica en H(X), para esto, demos-
traremos antes algunos resultados necesarios.

Lema 1.5.8. Sea S C R tal que S # 0 y el minimo de S ewiste. Sea k € R fija,
entonces
min{k + s|s € S} = k + minS.

Demostracion. Sea K = {k + s|s € S}. Como mins € S, entonces k + minS
estd en K. Ahora, sea k 4+ s € K como s € S tenemos que minS < s, entonces,
k+minS < k + s para toda s € S, esto es,

k + minS = minK.
O

Lema 1.5.9. Sean a,b,c,d,e, f € R, tales que cumplen las siguientes desigual-
dades
a<b+c Yy d < e+ f. Entonces,

max{a,d} < mazx{b,e} +max{c, f}.
Demostracion. Si max{a,d} = a, entonces
maz{a,d} < b+ c < mazx{b, e} + maz{c, f}.
Por otro lado si maxz{a,d} = d, entonces
max{a,d} < e+ f < max{b,e} + maxi{c, [}

En ambos casos se obtiene lo que se queria.
O

Lema 1.5.10. Sean A, B,C elementos de H(X). Sean a € A y ¢ € C fijos.
Entonces
min{d(a,b)|b € B} < min{d(a,c) + d(c,b)|b € B}

Demostracion. Sean by, by € B tales que:

d(a,c) 4+ d(c,by) = min{d(a,c) + d(c,b)|b € B}

d(a,by) = min{d(a,b)|b € B}.
Asi tenemos que
d(a7 bl) < d(a7 bO) < d(a7 C) + d(C, bO)
Por lo tanto

min{d(a,b)|b € B} < min{d(a,c) + d(c,b)|b € B}.
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Lema 1.5.11. Sean A, B,C € H(X). Entonces,

d(A, B) < d(A,C) + d(C, B)

Demostracion. Para cada a € A tenemos que
d(a, B) = min{d(a,b)|b € B}
< min{d(a,c) +d(c,b)|b € B}
= d(a,c) + min{d(c,b)|b € B} para toda c € C.
Ahora tomamos ¢y € C tal que d(a,C) = d(a, cp). Asi tenemos que,
d(a, B) < d(a, co) + min{d(co, b)|b € B}
<d(a,C) + max{min{d(c,b)|b € B}|c € C}
=d(a,C) +d(C, B).
Ahora tomamos ag € A tal que d(A, B) = d(ag, B). Asi obtenemos
d(A, B) < d(ag,C)+d(C, B)
< max{d(a,C)la € A} +d(C, B)
=d(A,C)+d(C, B),

como se queria demostrar.

Ahora tenemos todos los resultados para probar que h es métrica.
Proposicién 1.5.12. La funcidn h es una métrica en H(X).

Demostracion. i) h(A, B) =0 siy sélo si A = B.
Sea ag € A. Como h(A, B) = 0 entonces d(A, B) =0 = d(B, A) esto es,

d(A, B) = max{d(a, B)la € A} =0,

lo cual implica que existe a; € A tal que d(a;, B) = 0. Entonces tenemos que
d(ag, B) < d(a1,B) = 0, asi d(ag, B) = 0. Sabemos también que existe by € B
tal que d(ap,bo) = d(ag, B) = 0 esto es ag = by y asf ag € B. Entonces A C B.
De forma aniloga se puede probar que B C A, esto es A =B

Supongamos ahora que A = B. Utilizando el lema 1.5.6, como A C B tene-
mos que d(A,B) = 0, y como B C A tenemos que d(B,A) = 0. Por lo tanto
h(A,B) =0.
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ii)Claramente h(A, B) = h(B, A)
iii)Sean A, B,C € H(X). Por el resultado anterior, sabemos que,

d(A, B) < d(A,C) + d(C, B)

d(B, A) < d(B,C) +d(C, A).
Por el lema 1.5.11, sabemos que
max{d(A, B),d(B,A)} < max{d(A,C),d(C, A)} + maz{d(C, B),d(B,C)}

asi,

h(A, B) < h(A,C) + h(C, B)

y por lo tanto h es métrica.
O

A la métrica h se le conoce como métrica de Hausdorff. Notemos que esta
métrica depende de la métrica original en X.

1.6. El espacio métrico (H(X),h) es completo

El objetivo de esta seccién serd probar que el espacio (H(X), h) es completo
si el espacio (X, d) es completo. De hecho probaremos la equivalencia de estas
dos condiciones. Para esto probaremos algunos resultados previos.

Definicién 1.6.1. Sean (X, d) espacio métrico, A € H(X) y e > 0. Definimos
la nube de radio € con centro en A como,

N(Aye):={z € X : d(z; A) < e}.

Lema 1.6.2. Sean A, B elementos de H(X) y e > 0. Entonces h(A,B) < ¢ si
y sélo si AC N(B,e) y BC N(A,¢).

Demostracion. Supongamos que d(A, B) < e. Esto es
max{d(a,B):a € A} <e.

Por lo tanto d(a, B) < ¢ para toda a € A. Esto es, paratodaa € A,a € N(B,¢).
Asi A C N(B,e).

Supongamos ahora que A C N(B,¢). Asi, para toda a € A,d(a,B) < . En
particular para ag € A tal que d(A, B) = d(ap, B) < e.

Hemos probado que d(A, B) < € siy sélo si A C N(B,¢). De forma andloga se
obtienes d(B, A) < e siy sélosi B C N(A4,¢).

Asi, h(A,B) <esiysblosi AC N(B,e) y BC N(4,¢).
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Denotamos a la nube cerrada con centro en A y radio € como:

N(A,e)={x € X : d(x,A) < e}
Lema 1.6.3. Sean A € H(X) ye > 0. Entonces N(A, ) es un conjunto cerrado.

Demostracion. Seay € X \ (N(A,¢)). Entonces d(y, A) > ¢, sea ag € A tal que
d(ya A) = d(y7 aO)'
Considera § = d(y,ap) —e > 0. Sean z € B(y,d) y a € A. As{ tenemos que

d(y,a0) < d(y,a) <d(y,z) +d(z,a) < d+d(z,a) = d(y,a0) — € + d(z, a).

Esto es, d(z,a) > ¢e. Asi B(y,6) C X \ (N(4,¢)). Entonces N(A,¢) es cerrado.
O

De forma anéloga a un lema anterior, se puede probar lo siguiente.

Lema 1.6.4. Sean A,B € H(X) y e > 0. Entonces, h(A,B) < € si y sdlo si
ACN(B,e) y BC N(A,e).

Lema 1.6.5. (lema de extension) Sea (An)nen una sucesion de Cauchy en
(H(X),h), sea (nj)jen una sucesion creciente.

Supongamos que {x,, € A,j : j € N} es una sucesion de Cauchy en (X,d).
Entonces existe una sucesion de Cauchy {x, € A, : n € N} tal que Tp,; = xp,
para toda j € N.

Demostracion. Construiremos (T, )nen como sigue. Para cadan € {1,2,3, ...... ,M—
1}, tomamos z,, € A, tal que

A(Xpy, Tn) = d(Tn,y, An).

Andlogamente para cada j € N y cada n tal que nj_; < n < n;, tomamos
T, € Ap tal que d(zy,,T,) = d(2n;, A,) y finalmente Z,,, = x,,,. Veamos que la
sucesién (T, )nen es de Cauchy. Sea € > 0, como (z,,,);jen es de Cauchy, existe
N; € N tal que si nj,ng > Ny entonces d(zy,,, 2n,) < 5.
Como (A,) es de Cauchy entonces existe No € N tal que si m,n; > Ny entonces
h(Am, An;) < 5. Entonces, Ay, © N(Ay,,5) v An; © N(Ap, 5). Asf tenemos
que,

d(Zn,;, Am) = d(Zn,;, Tm) <

Wi o] M

Andlogamente si n,ny > Ns entonces d(zp,,2,) < £. Sea N = maxz{Ny, Na} .

Si m,n > N, entonces tenemos

P
3 3 3
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= E&.

Esto es, (T, )nen es de Cauchy, por construccién, es una extensién de la
sucesion (Zn; ) jen
O

Ahora estamos listos para probar que el espacio (H, h) es completo.

Teorema 1.6.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces (H(X),h) es com-
pleto si y sélo si (X,d) es completo.

Demostracion. Probaremos primero que si (H(X),h) es completo, entonces
(X,d) es completo. Sea (zp), una sucesiéon de Cauchy en (X,d). Claramen-
te ({zn})n es una sucesién en H(X), esto es, para toda n € N, {z,} es un
compacto no vacio de X. Ademaés

h({zn}, {zm}) = d(@n, Tm).

Esto es, ({5 })n es una sucesién de Cauchy en H(X) que es completo. Entonces
existe K € H(X) tal que lim {z,} = K.
Ahora, sean z,y € K y € > 0. Entonces, existe N € N tal que si n > N entonces

h(K, {za}) < £/2.

Notemos que
d(K,{xn}) = max{d(z,{z,}): 2z € K}
=max{d(z,z,): 2z € K}.
Asi;sin > N,z € K yy € K, tenemos que
d(w,y) < d(w,20) + d(a, )
<2maz{d(z,x,): z € K}
= 2d(K, {z,})
< 2h(K, {z.})
< 2(g/2)
=c.
Esto es, para toda e > 0y z,y € K tenemos que d(z,y) < £, entonces x = y.

Asi K es un conjunto unitario, digamos K = {z}. Asi si € > 0 entonces existe
N € N tal que

WME {zn}) = h({z}, {zn}) = d(z,20) <e.
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Entonces lim z,, = z, por lo tanto, (X, d) es completo.
Probemos ahora el reciproco.

Sea (Ay,), una sucesién de Cauchy en H(X). Definamos,
A = {z € X]|existe (z,,) de Cauchy tal que z,, € 4,,, n € N ylim, _,» x, = x}.

(i) Veamos que A # ). Como (A,,), es una sucesién de Cauchy, podemos tomar
Ni <Ny <N3<--+<N,<---

tales que, h(An, Ay) <278 si m,n > N;, i € N.

Sea xy, € An,. Como h(An,,An,) < 1/2, entonces Ay, C N(An,,1/2).

Asi, d(xn,, An,) < 1/2, entonces existe zn, € An, tal que d(zn,,zn,) < 1/2.

De manera andloga, podemos construir una sucesion (zy;, )ien tal que zy, € Ap,
y tal que d(xNi7xNi+l) < %

Tomemos N,, < N, entonces

d(ry,,rN,) < d(zN,,, 2N, ) + -+ dEn,_ TN

1 1 1
Somtomm tt o
= 1

< J—

n'
n=m

Por lo tanto, si N; < N, < Ni, entonces

=1 =1
n=m n=j
oo 1

Dada € > 0, sea j € N tal que > <e. Asi, si Nj < N, < Ny, entonces

n=j 2m
d(INm,l‘Nk) < €.

Asi, (zy,); es una sucesién de Cauchy en X que es completo. Por el lema
de extensidn, existe (2, ), sucesién de Cauchy tal que x,, € A, para toda n. Y
como X es completo existe x € X tal que lim,, oo ,, = x. Asi x € A.

ii) Veamos que A es cerrado.

Sea (a;); una sucesién en A tal que lim; ,o a; = a. Como a; € A, entonces
para cada i existe una sucesién de Cauchy (z7,), con x;, € A, para toda n y
limn — ooz}, = a;.

Como lim;_,, a; = a podemos encontrar una sucesioén creciente de naturales

Ny <Nog<- - <Np<---
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tal que para cada k tenemos

d(an,,a) < 1/k,

Nk:

ademads como lim x;

an,, para cada k existe my tal que

d(:c,]yl’;,aNk) < 1/k.

Asi tenemos que si myg y Vg son suficientemente grandes entonces,

d(x%’;,a) < d(l’%l;z?aNk) + d(aNkva)

<1/k+1/k=2/k

donde la dltima expresién converge a 0 cuando k tiende a infinito. Sea y,,, =
x,l\fb’; Entonces para cada k, ypm, € An, y ademds limy_,oc ¥m, = a. Entonces
(Ym, )k €s de Cauchy. Aplicando una vez mas el lema de extensién, obtenemos
(Ym)m tal que yp, € A, para toda m. Ademas lim,, o0 Ym = a ya que (Ym, )k
converge a a. Asi tenemos que a € A y por lo tanto A es cerrado.

iii) Sea & > 0. Veamos que existe N tal que si n > N entonces A C N(A,,¢).
Como (A,), es de Cauchy, entonces existe N tal que si m,n > N entonces

h(Avu Am) < g,

A, CN(A,,e).

Sea a € A. Entonces existe una sucesién (a;); tal que para toda i € N, a; € A;
y ademads lim; .., a; = a. Podemos asumir también que N es lo suficientemente
grande para que si m > N entonces d(a,,,a) < e. Asf, a,, € N(Ap,¢), asi,
(an,an41,-....) es una sucesién en N(A,,e) que converge a a. Por lo tanto
a € cl(N(An,e)) = N(Ap,e). Ast, sin > N entonces A C N(4,,¢).

iv) Veamos que A es compacto.

Supongamos que A no es totalmente acotado. Entonces existe € > 0 tal que no
existe una e-red que cubra a A.

Sea 1 € A, A & B(x1,¢) entonces existe xo € A tal que d(z1,22) > e. Co-
mo A no estd contenido en B(x1,e) U B(z2,¢), entonces existe zz3 € A tal que
d(zg,z1) > €y d(z3,22) > €.

De esta forma podemos construir una sucesién (z;); de elementos de A tal
que d(x;.zj) > esii#j.

Por (iii) existe n lo suficientemente grande tal que A C N(A,,&/3). Asi, para
cada x; existe y; € A, tal que d(z;,y;) < /3. Ahora, como A,, es compacto
existe una subsucesién (y,,) de (y;) tal que converge en A,,. Entonces (y,,) es
de Cauchy, entonces podemos encontrar y,, ¥ yn,; tal que d(yn,,yn;) < €/3.
Entonces tenemos,
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A(xp,, n;) <A@, Yn,) + AYn,» Tn,)
< d(@n;s Yni) + A(Ynis Yny) + d(Ynys Tny)
<e/3+¢/3+¢/3
=e.

Esto es una contradicciéon por la construccién de (z,),. Asi, A es totalmente
acotado. Ahora, vimos que A es cerrado y X es completo, entonces A es com-
pleto. Asi tenemos que A es completo y totalmente acotado, entonces A € H(X).

v) Veamos que 1im, oo A, = A con respecto a la métrica de Hausdorff.

Sea ¢ > 0, existe N € N tal que si m,n > N entonces h(An, A;,) < 5 es-

to es A,, C N(A,,&/2). Ahora, sea y € A,, existe una sucesién creciente de
nimeros naturales,
n< N <No<---<Np<---

tales que si m,l > Nj, entonces

entonces o
Al g N(AN“(E‘/Q).

Como y € A,, existe xn, € An,, tal que
d(ya le) < 5/23

de manera andloga, como xy, € Ay, existe xn, € An, tal que

de este modo, podemos construir una sucesion (z v, );en tal que para toda i € N,
rN, € An, y d(xN;,2N,,,) < 5777 Entonces

d(y,iENJ) < d(y7xN1) ..t d(xNj717‘TNj)

€
+...+ =

<
= BY;

| ™

€
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Ademss (x N; )jen es una sucesién de Cauchy, entonces lim;_, o N; = T para
alguna x € X, lo cual implica que x € A.
Supongamos que d(z,y) > €, entonces d(z,y) —& > 0 y como lim zy, = x,
existe M > 0 tal que si N; > M entonces
d(zn,,x) <d(z,y) — €.
Asi tenemos que,
€ < d<x? y) - d(mNJ ) l‘)
< d(ya 'TN]') + d(xNJ ) l’) - d(INj,I)
= d(ya ‘TNJ.)

<e.

Lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto d(x,y) < ¢y como 2 € A tenemos que y € N(A,¢). Esto es
A, € N(A,¢). Usando (iii) tenemos que para toda € > 0, existe N € N tal que
sin > N entonces h(A4,, A) < &, esto es lim, A, = A.

O

Con esto hemos probado que el espacio es completo y ademas el conjunto
A ={z € X : existe (z,) de Cauchy tal que =, € A,, n € Ny z, — x}

es una caracterizacién del punto al que convergen las sucesiones de Cauchy. En
el siguiente capitulo se presentara la construccién de los fractales en este espacio.
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CAPITULO 1. EL ESPACIO H(X)



Capitulo 2

Construccion de los
fractales

2.1. Transformaciones en espacios Métricos

En este capitulo construiremos a los conjuntos fractales en el espacio métrico
(H(X),h). Los conjuntos fractales serén definidos a partir de un ntimero finito
de funciones continuas del espacio X en si mismo. Normalmente estas trans-
formaciones son de un caracter geométrico simple, por ejemplo, homotecias y
traslaciones. Antes de esto, enunciaremos y probaremos algunos resultados pre-
vios. Uno de los primeros matemadticos en construir algunos fractales de esta
forma fue J. E. Hutchinson en su articulo Fractals and Self Similarity [4].

Lema 2.1.1. Sean (X,d;) y (Y,dy,) espacios métricos y f : X — Y una
funcion continua. Si V. CY es un conjunto abierto en'Y, entonces f~1(V) =
{r e X : f(z) € V} es abierto en X.

Demostracion. Sea V un conjunto abierto en Y y x € f~1(V). Entonces f(z) €
V' y como es abierto, existe € > 0 tal que B(f(z),e) C V. Como f es continua
entonces existe 0 > 0 tal que f(B(z,d)) € B(f(x),e) C V. Esto es, B(x,6) C
f~Y(V) y por lo tanto f~1(V) es un conjunto abierto. O

Lema 2.1.2. Sean (X,d;) y (Y,dy,) espacios métricos y f : X — Y una
funcidn continua, si K € H(X) entonces f(K) € H(Y).

Demostracion. Sea K € H(X) y U una cubierta abierta de f(K). Entonces
V ={V = f1(U) : U € U} es una cubierta abierta de K. Como K es compacto
entonces existe un subconjunto finito B C V tal que K C (Jz.z B. Para cada
B € B, existe Ag € U, tal que B = f~!(Ap). Entonces la coleccién

UBZ{ABZBGB},
es una cubierta abierta finita de f(K). Luego entonces f(K) € H(Y). O

29
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El lema anterior nos dice que la imagen continua de un conjunto compacto
es a su vez un conjunto compacto. Es decir, una funcién continua f : X — X
induce una transformacién de H(X) en H(X) bien definida. Si A € H(X) enton-
ces f(A) € H(X). Esta es una condicién fundamental en nuestra construccién
de los fractales.

2.2. Contracciones

El objetivo de esta seccién es probar un teorema que serd fundamental para
la construccién de los fractales.

Definicién 2.2.1. Sean (X,dx) y (Y;dy) espacios métricos y f : X — Y.
Decimos que f es una contraccion si existe s € (0,1) tal que

para toda x,y en X.
Llamamos a s el factor de contraccién de f.
Lema 2.2.2. Sea f: X — Y una contraccion. Entonces [ es continua.

Demostracion. Sea s el factor de contraccién de f. Seae > 0y d = ¢/s. Entonces
dy (f(z), f(y)) < sdx(x,y) < s6 = €. Esto es, f es continua.
O

En este trabajo usaremos contracciones que van de un espacio métrico (X, d)
en si mismo e iteraciones de funciones que serdn denotadas como sigue:

[t@)=Ffofo...of(x)

Es decir, aplicamos f a un punto z, después aplicamos f al punto f(z) y asf su-
cesivamente n veces. En este caso tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.3. Sea (X,d) un espacio métrico completo y f : X — X una
contraccion. Entonces existe un tnico vy € X tal que f(xy) = xy. Ademds, si
z € X entonces

lim f"(z) = xy.

n—oo

Demostracion. Sea x € X y s € (0,1) el factor de contraccién de f. Entonces
d(f"(x), fm(l‘)) < Smin{n,m}d(x’f|n—m|(x))
para m,n € N. En particular si k € N es fija tenemos que,
d(@, f¥(2)) < d(z, f(2)) + ... + d(f*(2), fF(2))

<(I4s+s2+...+ s Nd(z, f(z))
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< (1—s)"td(@, f(2).

Juntando esto con la ecuacién anterior tenemos que

d(f™(@), f™(x)) < smrimm (1 — s)d(z, f(x)).

Lo cual implica que la sucesién {f™(z)},en es de Cauchy. Como X es completo
existe x5 € X tal que
lim f"(z) = xy.

n—oo

Ahora veamos que z ¢ es punto fijo de f. Sabemos que como f es una contraccién
entonces f es continua. Asi tenemos que

flap) = f(lim f*(z)) = lm f""(z) = ;.

n—oo n— oo

Ahora supongamos que zy y yy son puntos fijos de f. Entonces,

d(xy,yp) =d(f(zy), flyr)) < sd(zy,yy).

De esto ultimo obtenemos que (1 — s)d(zy,ys) < 0, lo cual implica que

d(xf,yf) =0.

Esto es x5 = yy y por lo tanto el punto fijo es tnico.

2.3. Contracciones en H(X)

Nosotros entenderemos a los fractales como puntos fijos de contracciones
especificas en el hiperespacio H(X). Veremos que los fractales son construidos
a partir de transformaciones simples (homotecias, rotaciones, traslaciones etc.)
y sin embargo la naturaleza geométrica de los fractales es, en general, compleja.

Lema 2.3.1. Sea f: X — X una contraccion con factor de contraccion s en
el espacio métrico (X, d). Entonces la funcién f: H(X) — H(X) dada por

JK)=f(K)={f(z) e X:2 € K}
para cada K € H(X), es una contraccidn en H(X) con factor de contraccion s.

Demostracion. Primero observemos que la funcién f estd bien definida en virtud
del lema 2.1.2.
Sean A, B € H(X), entonces

h(f(A), f(B)) = h(f(A), f(B)) = max{d(f(A), [(B),d(f(B), [(A))}.

Sin perder generalidad, supongamos que,
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= max{min{d(f(a)), f(b) : b€ B} : a € A}
< méx{min{sd(a,b) : b€ B} : a € A}.
Lo anterior implica que
h(f(A), f(B)) < sméx{min{d(a,b) : b € B} : a € A} = sd(A, B)

< smax{d(A, B),d(B, A)} = sh(A, B)
O

Lema 2.3.2. Sean A, B,C € H(X). Entonces d(AUB, C) = max{d(A,C),d(B,C)}.

Demostracion. Sabemos que
d(AUB,C) =méx{d(z,C): xz € AU B}

= méax{d(z,C):x € Abéx € B}
= méx{méx{d(z,C) : z € A}, max{d(z,C) : x € B}}

= méax{d(A,C),d(B,C)}.

Lema 2.3.3. Sean A, B,C,D € H(X). Entonces
h(AU B,CUD) <méx{h(A,C),h(B,D)}.
Demostracion. Por el lema 1.5.11 sabemos que
d(A,CUD) <d(A,C)+d(C,CUD).
Ahora, como C C C'U D, entonces d(C,C U D) = 0. Entonces
d(A,CUD) <d(A,CQC).

De manera analoga tenemos que

Por el lema anterior tenemos que
h(AUB,CUD)

= méx{d(AUB,C UD),d(C UD,AUB)}
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= méx{méax{d(A, C U D), d(B,C U D)}, max{d(C, AU B),d(D, AU B)}}
= max{d(A,C U D),d(B,C UD),d(C,AUB),d(D, AU B)}
< max{d(A, C),d(B, D),d(C, A),d(D, B)}
= max{méax{d(A, C),d(C, A)}, max{d(B, D),d(D, B)}}
= max{h(A,C), h(B, D)}.
Entonces tenemos que
h(AU B,C U D) < max{h(A,C), (B, D)}.
O

Aplicando varias veces el lema 2.3.3 se puede demostrar el siguiente corolario.

Corolario 2.3.4. Sean € N,n > 2. Sean Ay,...,A,,B1,...,B, 2n elementos
de H(X). Entonces

h (U A Bi> < méx{h(Ay, B1),...,h(An, Bn)}.
=1 =1

Lema 2.3.5. Sean (X,d) un espacio métrico completo y f; : X — X una
contraccion para cada i € {1,2,3,...,N} donde N € N es fijo.
Definimos F : H(X) — H(X) como

N
F(K) = fi(K)U foa(K)U...U fn(K) = | fi(K).
n=1

Entonces F es una contraccion en H(X) con factor de contraccion s donde
s = max{s1, 82,...,Sn} Yy S; es el factor de contraccion de f;.

Demostracion. Primero observemos que F' estd bien definida ya que la unién
finita de conjuntos compactos es un conjunto compacto.

Para probar este teorema es suficiente probar el caso N = 2. Sean s; y so
los factores de contraccién de las funciones f; y fo respectivamente y sean
A, B € H(X). Usando los resultados anteriores obtenemos,

h(F(A), F(B)) = h(fi(A) U f2(A), fi(B) U f2(B))
< méx{h(f1(A), f1(B)), h(f2(A), f2(B))}

< méx{s1h(A, B), s2h(A, B)}
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< smax{h(A, B), h(A, B)} = sh(A, B),

donde s = méx{s1, s2}. Luego entonces F es una contraccion.
O

Con este resultado y con el hecho de que el espacio (H(X), h) es completo,
sabemos que existe un tnico punto fijo Ky € H(X) tal que F(Ky) = K.
Notemos que la contracciéon F' se construyé a partir de las N contracciones
{f1,.--, fn}- Asi llamaremos al conjunto {X, f1, fo, ..., fv} un sistema iterado de
funciones y lo abreviaremos como SIF. Al punto fijo Ky € H(X) lo llamaremos
el atractor del SIF.

Definicién 2.3.6. Sea K € H(X). Decimos que K es un conjunto fractal si
existen f; : K — K,1 <1 < n, contracciones tales que

U fix) = K.
i=1

Es decir, K es un conjunto fractal si este es el atractor de algin SIF{K, f1, ..., fn}.

Ejemplo 2.3.7. El conjunto de Cantor es un fractal.

Considera las contracciones fi : R — R, fo : R — R dadas por

1 1 2

Veamos que el atractor en H(R) es el conjunto de Cantor. Sea C' el conjunto de
Cantor. Sabemos que f1(C) =CN[0,3] y que fo(C) = CN[2,1]. Entonces

F(0)=(CN0,3)U(CA [, 1) = H(O) U L(C).

Por lo tanto F(C) = C. Asi C es el atractor del SIF {R?, f1, f2}.
Vease la stquiente ilustracion.

Figura 2.1: Conjunto de Cantor.

Ejemplo 2.3.8. FEl tridngulo de Sierpinski es un fractal.
Considera las contracciones en R? dadas por

fl(x7y) = (;%;y) )



2.3. CONTRACCIONES EN H(X) 35

2 4’2 2
f3(x,y) = <1$+ L1 )

folz,y) = <1x+1 L ﬂ) ,

2" T oY
Observemos cual es la imagen del tridngulo equildtero con vértices en los
puntos (0,0), (1,0), (%7 ?) Las tres contracciones transforman este tridngulo

equildtero en otro tridngulo equildtero de la mitad de tamario, es decir, la lon-
gitud de cada uno de sus lados es exactamente la mitad de la longitud del lado
del triangulo original. La primer contraccion transforma este triangulo y deja el
vertice (0,0) fijo. La sequnda y tercera contraccion lo trasladan el vertice (0,0) a

los puntos (+,¥2) y (3,

5 0) respectivamente. Con esta observacion, veamos como
se construye el tridngulo de Sierpinski para convencernos de que esté, efecti-
vamente es el conjunto atractor. El triangulo de Sierpinski se construye de la
siguiente manera. Consideremos en R? el tridngulo equildtero Ty con vértices en
los puntos (0,0), (1,0), (3, @) Dividimos el tridangulo Th en cuatro tridngulos
utilizando los puntos medios de los lados de Ty . Quitamos el tridngulo del centro
y nos quedamos con 3 tridngulos mds pequenos. En cada uno de ellos repetimos
la misma accion que hicimos en Ty y obtenemos 33 nuevos tridngulos atin mds
pequenos. Al repetir este proceso indefinidamente, al final obtenemos el conjunto

buscado. Llamémosle T. Tenemos que

T = f1(T)U fo(T) U f5(T)

entonces T es el atractor del SIF {R?, f1, fa, f3}.
Véase la siguiente figura.

A A A3

AA Aadh  Andh
AL LD A8 A48

Figura 2.2: Triangulo de Sierpinski.

Lema 2.3.9. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces el conjunto
F ={F C X : Fes finito, F # 0}
es denso en H(X).
Demostracion. Sean K € H(X) y € > 0. Veamos que existe F' € F, tal que
hMK,F) <e.

Como K es compacto, entonces existe un nimero finito de puntos z1,...,z, € K
tal que

Kg B(I’i,é').

-

=1
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Consideremos al conjunto F' = {z1,...,2,}. Sabemos que h(K,F) < € si y
solé si F C N(K,e) y K C N(F,e).

La primera contencién es clara ya que FF C K C N(K,e).

La segunda contencion es consecuencia inmediata de que

Kg B(l‘i,E).

-

1

2

Asi tenemos que h(K, F) < €y, por lo tanto, F es denso en H(X).
]

Observemos ahora que cualquier conjunto finito y no vacio, es un conjunto
fractal. Esto es claro ya que si F' = {y1,...,yn}, ¥i € X, entonces el SIF
{X, f1,..., fn}, donde cada contraccién f; : FF — F estd dada por f;(x) = y;
para toda x € F', tiene como atractor al conjunto F'.

Demostraremos ahora que la coleccién de todos los conjuntos fractales forma un
conjunto denso en H(X).

Corolario 2.3.10. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Entonces el con-
Junto
F={AcH(X): A es un fractal}

es denso en H(X).

Demostracion. Como F C § y el conjunto F es denso en H(X), entonces el
conjunto § es denso en H(X). O



Capitulo 3

Hay muy pocos fractales

En el capitulo anterior vimos que los fractales son densos en H(X), es decir,
todo conjunto compacto se puede aproximar con el atractor de un SIF con la
métrica de Hausdorff. Una pregunta natural es si todos los conjuntos compactos
son fractales. La respuesta es que no y en esta seccién se construird un conjunto
compacto en R que no es atractor de ningtin SIF y a partir de este se pueden
construir otros en R™. Ademds veremos que el conjunto formado por los A €
H(X) que no son fractales, forman también un conjunto denso en H(X). Este
problema es tratado en [6].

3.1. Un conjunto K € H(R") que no es un fractal

Definicién 3.1.1. Sea (ap)nen una sucesion de nimeros reales. Definamos el
limite superior de la sucesion como
lim sup a,, = sup inf a.
n—00 n>0k2n
Proposicién 3.1.2. Eziste K € H(R) tal que K no es atractor de ningin
sistema iterado de funciones en R.

Demostracion. Considera al conjunto K = {0, ln%S)’ ln%4) ,...). Veamos que este

conjunto no es atractor de ningtn SIF.
Observemos que K € H(R) ya que

lim (In(k +2))~"' =0.
k— o0
Supongamos que K es atractor de algin SIF, esto es,
K=fi(K)Ufa(K)U...Uf(K)
para n contracciones f; : R — R. Sea ay = (In(k +2))71, k = 1,2,3,....
Definamos la densidad d(B) de un subconjunto B C K como sigue,
{k:1<k<N,a, € B})

) #(
d(B) = limsu .

37
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Donde #(A) denota la cardinalidad del conjunto A.

Antes de seguir con la demostracién veamos con detalle la definicién de densidad.
La idea de la densidad que se estd definiendo es la de ver qué proporcién de K'\{0}
estd contenida en B. Por ejemplo, si B es un conjunto finito, entonces d(B) = 0,
si B = K \ {0} entonces d(B) =1, si B = {ay, : k es par }, es decir, la mitad de
la sucesion, entonces tenemos que

N
S —l<#({k:1<k<NaeB}) <

=

+1,

entonces
%—1<#({k:1§k§N,akeB})<%Jrl
N — N - N

Asi tenemos que

_ 1 _#({k:1<k<Na€B}
N = N

L1
=2 "N’

DN | =

Si N tiende a infinito, entonces tenemos que

como era de esperarse. Ahora sigamos con la demostracion.

Claramente tenemos que

1 <d(f1(K)) +d(f2(K)) + ... +d(fn(K))
ya que
K C U fi(K).

Ahora veremos que d(f(K)) = 0si f : R — R es una contraccién tal que
J(K) C K.

Supongamos que f(0) # 0, entonces f(0) = a; para alguna a; en K. Como
f es continua entonces tenemos que para toda € > 0 existe 4 > 0 tal que si
|z] < & entonces |f(x) — a;| < €. Ahora, como

lim a; =0,
k—o0

tenemos que existe kg € N tal que si k > kg, entonces ax < § y asi
|f(ak) —aj] <e.

Sea ¢ < min{d(a;,aj_1),d(a;,aj41)}. Asi tenemos que si k > ko entonces
flar) = aj, esto es #(f(K)) < ko, esto es f(K) es finito y asi d(f(K)) = 0.



3.1. UN CONJUNTO K € H(RY) QUE NO ES UN FRACTAL 39

Supongamos ahora que f(0) = 0y sea r € (0,1) el factor de contraccién de
f. Asf tenemos que |f(x) — f(y)| < r|lz —y| paratodaz,y e R.Si1 < k< Ny
ar € f(K) entonces ar, = f(a;) para alguna j.

Asf tenemos que ay = |ax — 0] < r|a; — 0] = ra;, esto es

(In(k+2))"" <r(in(j+2))7",

entonces
JH2<(k+2)" < (N+2).

Y de esto se sigue que

N+2)" -2
0 < d(f(K)) < limsup N T2 =2
N—o0 N
= limsu 7(]\[ +2) _2

limsup (2T (N 2
v N N) N

N4+2\" 2
lfm ( ; > =1, Jim "1 =0, lim — =0,

N —o0 N —oc0 N —oc0

y tenemos que

Esto implica que d(f(K)) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto K no
es atractor de ningin SIF.
O

A partir de este conjunto, construiremos un conjunto en R? que no ser4 atrac-
tor de ningun SIF. Esta construccién se puede generalizar a R™, sin embargo
nos parece que es mas claro si lo presentamos en R?. Como notacién llamaremos
r-contracciones a las contracciones con factor de contraccién r € (0,1). Antes de
construir este conjunto veamos algunos resultados previos que seran utilizados
en la construccién.

Lema 3.1.3. Sea A el conjunto atractor de algin SIF y f : R — R" una
isometria. Entonces f(A) es también un atractor de un SIF.

Demostracion. Sea (R™,wq, ..., wy,) un SIF con factor de contraccién s € (0,1) y
con atractor A. Sea f : R” — R’ una isometria. Asi tenemos que f es continua
y por lo tanto f(A) € H(X). Ademas f~1 : R* — R" existe, es continua y
también es una isometria.

Considera al SIF (R";wy, ...,w,) donde w; = f o w; o f~*. Observemos que

d(w;(z), wi(y)) = d(fow; o f~} (), fow;o f~(y))

= d(w; o f~H(z), w; o fH(y))
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< sd(f~H (@), f(y)
= sd(z,y).

Entonces la coleccién (X;wy, ..., w,) efectivamente es un SIF. Veamos que f(A)
es el atractor del SIF.

wi(f(A)) = | fowio f(f(A))

n
=1 i=1

3

= fowi)

= f(|Jwi(4))
=1

= f(A).

De esta forma tenemos que f(A) es el atractor del SIF (R™, wy, ..., wy).
O

Ahora veremos un resultado similar con homotecias. La idea de estos dos
lemas es que si un conjunto es un fractal o atractor de un SIF y se hace més
grande o mas pequeno y ademads se rota, se traslada o se refleja, entonces el
nuevo conjunto, como era de esperarse, también es un atractor de un SIF.

Lema 3.1.4. Sea A al conjunto atractor de algin SIF y f : R® — R" una
homotecia. Entonces f(A) es también atractor de un SIF.

Demostracion. Sea (R™,wq, ..., w,) un SIF con factor de contraccién s € (0,1) y
con atractor Ay f:R™ — R™ una homotecia con factor de homotecia C' > 0,
esto es, para todo par de puntos z, y en R™, se tiene que d(f(x), f(y)) = Cd(z,y).
Asf tenemos que f es continua y por lo tanto f(A4) € H(X), ademés f~! existe,
es continua y también es una homotecia con factor de homotecia % > 0.
Considera al SIF (X;wy, ..., w,) donde w; = fow;o f~1. Veamos que para cada
1, w; es en efecto una contraccion.

d(w;(z), wi(y)) = d(f o Wi o f1(x), fowi o f1(y))
= Cd(w; o f~ (), w; o f~1(y))
< Csd(f~H (@), f~H(v)
= O~ 1Csd(z,y).

= sd(z,y).
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Entonces la coleccién (X;wy, ..., wy,) efectivamente es un SIF.
Veamos que f(A) es el atractor del SIF.
wi(£(4)) = |J fowi o f7H(F(4))

1 i=1

K2

O

Ahora veremos un resultado que sélo serd demostrado para R? ya que asi la
idea de la demostracion es mucho més clara. A pesar de eso este hecho también
se puede demostrar para el caso general en R™y la demostracion es esencialmente
igual a la que daremos.

Proposicién 3.1.5. Sea Q = {q1,¢2,...,qn} un conjunto finito de vectores en
R2. Entonces podemos renombrar a Q de tal forma que existen v € R? y e > 0
tal que ||lul| =1 y (G — q1,u) > € sii € {2,...,N}.

Demostracion. Consideremos al conjunto finito de vectores {V; ;} C R? dado
por

Vij={ai—aqji,j €{1,2,...N},i # j}.
Consideremos a la familia de rectas que pasan por el punto a en la direccién del
vector b, b # 0,

Lop={r€R?:2=0a+\b,b#0,\ R},

donde b ¢ {V; ;}. Es decir, estas rectas tocan a lo més un punto del conjunto
Q. Esto es posible ya que el conjunto V; ; es finito.

Tenemos que como el conjunto @ es finito entonces existe una bola compacta
B tal que Q C B. Considera una recta L, , b fija, fuera de la bola compacta, si
movemos la recta en direccién a la bola de manera paralela, es decir, conservando
la direccién b, llamaremos ¢; al primer elemento de Q que encontramos. Esta
recta parte al plano en dos semiplanos. Sea u un vector ortogonal a esa recta
en direccion al semiplano en donde estan los demds elementos de ) y sean
{q2,..,qn} el resto de los vectores.

Por construccién tenemos que (g1 — ¢, u) > 0 ya que la recta L, toca a lo
maés un punto de Q.
Considera

1
pu— i a - ar g O-
€ le{g}{ﬁN}<q1 @, u)(35) >

De esta forma tenemos que (¢1 — q;,u) >esil € {2,3,...,N}.
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‘qN

Loy

Figura 3.1: La recta £, toca a lo més un punto del conjunto Q.

Lap

Figura 3.2: Un vector u tal que (¢1 — q;,u) > 0.

Ahora estamos listos para construir un conjunto compacto que no es atractor
de ningtin SIF en R2. Andlogamente, se pueden construir compactos que no sean
atractores en R".

Lema 3.1.6. Sea K C [0,1] el conjunto en R que no es atractor de ningin SIF
visto en la proposicion 3.1.1. Sea A = g(f(), donde g : R — R estd dada por
g(z) = x1In(3), es decir, g es una homotecia. Sean ¢ > 0, u € R? un vector
unitario y Q = {q1,...,qm} C R? tales que (g — q1,u) > ¢ sil € {2,....,N}.
Definamos

B=Q+cAu={weR?*:w=gq +ecau,q € Q,a € A}.
Entonces B no es atractor de ningun sistema iterado de funciones.

Demostracion. Antes de comenzar la prueba observemos que el conjunto A es el
resultado de aplicar una homotecia al conjunto K que no es atractor de ningtin
SIF, asi A tampoco es atractor de ningin SIF ya que si lo fuera A lo serfa ya
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que seria la imagen de A bajo una homotecia.
Para cada 1 <1 < m, sea

B =q+eAu={q +eou:ac A}.

Notemos que
B=|]JB:.
=1
Tenemos también que
B, = S)(eA) = {s1(2)]z € €A}

donde S; : R — R2, dada por S(t) = q; + tu.
Esto es, S; manda al conjunto R a una recta en R? que pasa por ¢; en direccién
u. Por otro lado tenemos que

(B, u) = {(b,u) : b € B;} = (qi,u) + €A, le{1,2,..,m},
donde eA = {ea : a € A}.
Por hipdtesis tenemos que si [ > 2, entonces para toda b € B; se cumple que
(0, u) = (q1,u) = (b — q1,u)
= (@ +eau—qi,u)
={q — q1,u) + {equ, u)
= (@ — q1,u) + e
= (@ —qu,u)
> €.

Consideremos ahora una funcién auxiliar.
Sea P : R? — R la funcién dada por

P(v) = min{e, (v —q1,u)}.

Observemos lo siguiente:
Si v € By, entonces

P(U) = min{a, <Q1 +eau — q1, u>}
= min{e,ea}
=ca.

Por lo tanto,
P(Bl) =cA.

Siwv e Byl # 1, entonces

P(v) = min{e, (¢ + eau — q1,u)}
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=min{e, (¢ — q1,u) + ea}
=e.
Por lo tanto,
P(B) = {e}.

La funciéon P se puede expresar como la composicion P = m o h, donde h :
R?2 — Ry m: R — R estan dadas por h(v) = (v — qi,u) y m(t) = min{e, t}.
Como para toda pareja v, w en R? y toda pareja s,t en R, se tiene que

| h(v) =h(w) | < [v—w]|

|m(s) —mf(t)| < [s—t],
entonces para toda pareja v, w en R? tenemos que
| P(v) = P(w)| < |v—w].

Observemos de manera similar que el conjunto €A tampoco es atractor de
ningin SIF ya que serfa la imagen de A bajo una homotecia.
Ahora, supongamos que B es atractor de algtin SIF {R? Ty,...,T,}, esto es

B

Considera las funciones Tj; = P o Ty, 0 .S;. Por construccién tenemos

U

k=1

Tkl LTJ 0 Po Tk ] SZ(EA)

C s

I
-
£l
I
-
~
I
-
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ya que ¢ € €A.
Ahora, cada funciéon Ty; = P o T} o S; es una contracciéon ya que S; es una
isometria, T} es una contraccién y P no es expansiva. Asi la composicién que
define a Ty; es una contraccién. De esta forma tendriamos que el conjunto €A es
atractor de un SIF lo cual es una contradiccién que obtuvimos de suponer que
B es atractor de algun SIF. Luego entonces B no es atractor de ningtn SIF.

O

B=0Q+csAu

Figura 3.3: Un conjunto compacto que no es un conjunto fractal.

Observemos que por la forma en que se construy6 el conjunto B se tiene que
h(Q,B) <e.

Proposicién 3.1.7. La coleccion de los conjuntos compactos que no son frac-
tales, forman un conjunto denso en H(R™).

Demostracion. Sean K € H(R™) y € > 0. Sabemos que existe F = {z1,...,2,}

finito tal que
" €
KC B( 7)
_g zi, 5

Esto es,

WK, F) < %

Sabemos por el lema 3.1.5, que a partir del conjunto finito F' y € > 0, podemos
construir un conjunto B que no es fractal tal que

hB,F) < %
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Con estos dos resultados obtenemos que

W(B,K) < h(B,F) + h(F, K)

<S4
2

M oo

Esto es, los conjuntos que no son fractales son densos en H(R™).
O

Con este resultado vemos que los fractales y los conjuntos que no son fractales
son densos el en los conjuntos compactos. Sin embargo, veremos que en algin
sentido, los fractales forman un conjunto muy pequeio.

3.2. Teorema de categoria de Baire

En esta seccién simplemente daremos algunas definiciones y veremos el teo-
rema de categoria de Baire. Esto lo haremos ya que resulta que los fractales son
de primera categoria en H(X), veremos lo que esto quiere decir con detalle més
adelante.

Definicién 3.2.1. Sea A C X un subconjunto de un espacio métrico. Decimos
que A es denso en ninguna parte si int(A) = (0. Es decir si el interior de su
cerradura es vacio. Una definicion equivalente es que A es denso en ninguna

parte si (A)¢ es denso en X, es decir, el complemento de la cerradura es denso
en X.

Ejemplo 3.2.2. El conjunto Z de los nimeros enteros en denso en ninguna
parte en R.

Ejemplo 3.2.3. El conjunto {1,1/2,1/3,...} es denso en ninguna parte en R.
Ejemplo 3.2.4. El conjunto de Cantor es denso en ninguna parte en [0,1].

Decimos que E C X es de primera categoria si se puede expresar como la
unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte. Por ejemplo el conjunto
Q de los nimeros racionales es de primera categoria en los reales esto es ya que

Q= U{Qi}’

donde (g;)ien es una enumeracién de los nimeros racionales.

Al complemento de un conjunto de primera categoria le llamaremos residual.
Un conjunto es de segunda categoria si no es de primera categoria.

La idea intuitiva de un conjunto de primera categoria en un espacio métrico
completo es la de un conjunto muy pequeno.
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Teorema 3.2.5. Sean X un espacio métrico completo y (Op,)nen una coleccion
de subconjuntos abiertos y densos en X. Entonces

() On # 0.

neN
La demostracién se puede ver en [5].

Corolario 3.2.6. (Teorema de categoria de Baire.) Un espacio métrico com-
pleto es de sequnda categoria.

Demostracion. Sea (Ay)n una coleccién numerable de conjuntos densos en nin-
guna parte. Entonces O,, = (4,,)¢ es una coleccién de subconjuntos abiertos y
densos en X. Asi existe € [, Oy, esto es, z ¢ |, An.

O

3.3. Los fractales forman un conjunto de prime-
ra categoria

En esta seccion veremos que los fractales son muy pocos. Esto es, el conjunto
de todos los fractales en H(X) es de alguna forma pequefio ya que es un conjunto
de primera categoria.

Definicién 3.3.1. Dado r € R, r > 2, llamaremos un r-fractal en RN a un
conjunto compacto B C RN que es atractor de algin SIF (RN, f1, fa, ..., f») tal

que cada f;,1 <i<r, es una %—cantmccio’n.

Escribiremos ]-}(N) para denotar a todos los r-fractales y FV para la familia
de todos los atractores de todos los SIF del espacio métrico RY.

Proposicion 3.3.2.
FN=JF™M

r>1

Demostracion. La contencion Ur>1 .FT(N) C FN es inmediata.
Ahora, sea A € H(RY) tal que es el atractor del SIF {RY, f; ,... | f;}. Sean
si, 1 < i < j los factores de contraccién de f;. Sea

s = lrél%xj {s:}.
Tomamos r > 1 tal quer > j y ’";—1 = s. Entonces, repitiendo f; si es necesario,
es decir, fj4n = fj con n > 1, tenemos que A es el atractor de un SIF con r
contracciones {RY, f1 ,... , fj} tal que para todas estas se cumple que

B~ ) 1< ey |

para toda z,y € RV. Es decir, tienen factor de contraccién 7";—1 y asi A es un

r-fractal. O
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Definamos al conjunto

BM ={BCR":BeHRY),BCB,0).

Observemos que B = H(Bn(0)), donde B,(0) denota a la bola cerrada de
radio n con centro en 0, es decir, la coleccién de conjuntos compactos contenidos
en B, (0). Tenemos que B, (0) es un conjunto compacto, de esta forma tenemos

que B,(lN) es un conjunto compacto en H(R™Y).

Lema 3.3.3. Las familias IC;N) = ]__7(1N) ﬂB,(LN) son compactas con la métrica
de Hausdorff en H(RYN).

. C N
Demostracion. Sean n,N € N y sea {B(l),B(Q),...} una sucesion en IC; ).
Veamos que tiene una subsucesiéon convergente.

Por construccién existen n contracciones con factor de contraccién (1 —n~1) tal

que T,gi) :BW — B i1 <k <n, tales que
BY = | 1"(BD).
k=1

Ahora consideremos al conjunto

graf(T,ii)) = {(a,T,Si)(a)) ca e BV} CRY xRN =R?V,

La familia Ble) forma un conjunto compacto con respecto a la métrica de
Hausdorff, y claramente graf(T,EZ)) € BéiN). Como {BW} y {graf(T,il))} son
sucesiones en B y BN x BN respectivamente, sin perder generalidad, podemos
asumir que

lim hy(B%,B) =0, lim hon(graf(T"), Gy) =0,
1—00

i—00

(N)

sil < k < n, para algin compacto no vacio B € By, ' y compactos G1,Ga, ....,G,, €

B;?LN). Esto es ya que los conjuntos BT(LN) y BéiN) son compactos en H(RY) y
H(R2N) respectivamente. Como vimos en el primer capitulo, estos conjuntos se

pueden caracterizar de la siguiente manera.
B = {b € RN :existe {p(M), b2 .. 1 b € BO p() - bsii — oo},

G = {(a,b) € R?N :existe {p(1) b2 .. .}, € BO b a,T,Ei)(b(i)) —b
si i — 00}.

Tomando las proyecciones 11y, IT : R2N — RY como Iy (a,b) = a y Ila(a,b) =
b, y dado que éstas son continuas tenemos que

B = lim BY

1—> 00
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= lim TL(graf(7{"))
= 1 (Gk),
si 1 <k < n. Tenemos también que,
B=lim | | T"(BY)
11— 00 k:l

n
— lim | | Ma(graf(T"))
11— 00 k1

e | (@)
= I, lim 191 graf(T;”)

(i)

= |J (),
k=1

donde los limites son tomados con las respectivas métricas de Hausdorff.
Tenemos que si a € B, existe una sucesién {a?}, e € B® tal que a(?) converge

a a. Como la sucesién {Téi) (a)} est4 contenida en B,,(0), podemos definir, sin
pérdida de generalidad,

Te(a) = b= lim T\”(a).

71— 00

Tenemos que para toda 1, T,il)(a(i)) € BY. De esto concluimos que Ty (a) €
B. De esta forma tenemos que Ty : B — B. Veamos ahora que T} es una
contraccién. Sean a,a’ € B tales que Ti(a) = by Ti(a’) = (b'). con el hecho de
que T,El) son (1 —1

n

)-contracciones tenemos que para toda 4
[ p® _ 3@ =]l T,El)(a(i)) _ Téz)(a/(i)) I

1 . .
<(1—2Vla® — g
<= )fa® —a |

Asi tenemos que
16— [|=] Ti(a) — Ti(a) ||

1
<(1=)|la=d].
<(@=-) [
Esto es, T} es una contracciéon en B. Juntando lo anterior tenemos que

graf(Tk) = (B,Tk(B)) = Gk
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Veamos que T}, estd bien definida. Esto es, veremos que T} (a) no depende de la
sucesién a® que converge a a.
Sea e >0y a®, b e BO tales que

lim a9 = a = lim 5.

1— 00 71— 00
Tenemos también que || a? —a ||[< § v || b —a [|< § si i es suficientemente
grande. De esta forma tenemos que

I T2 (D) = T2 (6D) |<]| a® — b ||

la® —a |+ b9 —a]
<e€

si i es suficientemente grande. Asi tenemos que

1m T (a®) = 1tm T (bD).

1—> 00 1—> 00
Esto es, T}, estd bien definida. Tenemos que T} : B — B es una contraccién y
ademas tenemos que

B= Lnj I,(Gy) = 0 T,.(B).
k=1 k=1

Luego entonces B € .7-"7SN). Estoes B € ICELN) y, por lo tanto, ICSLN) es un conjunto
compacto.
O

A continuacién probaremos un resultado que de cierta manera identifica el
tamano de la coleccién de los fractales.

Teorema 3.3.4. El conjunto de los fractales FY formado por los atractores de
los SIF con contracciones de RN en RN es de primera categoria en H(RY).

Demostracion. Observemos primero que FN) = UZ:1 /C%N). Por el resultado

anterior, IC%N) es compacto y por lo tanto cerrado con respecto a la métrica de
Hausdorff . Como la coleccién de conjuntos compactos que no son fractales
forma un conjunto denso en H(R™), proposicién 3.1.6, entonces cada K2 tiene
interior vacio, asi FV) es la unién numerable de conjuntos densos en ninguna
parte. De esta forma tenemos que FN) es de primera categorfa.

O

El teorema anterior nos dice que el conjunto de los fractales es de primera
categoria. Esto nos dice que en realidad hay muy pocos fractales. En el capitulo
anterior demostramos que el conjunto de los fractales es denso en el conjunto
de los compactos de un espacio métrico completo dado. Asi tenemos que los
fractales son simultdneamente de primera categorfa y densos en H(R™), como
lo son los niimeros racionales en los niimeros reales.



Capitulo 4
Dimension Topolégica

Los conjuntos que son de una naturaleza geométrica elemental tienen asocia-
da una dimensién. Los puntos tienen dimensién 0, las curvas tienen dimension
1, las superficies tienen dimension 2 y los sélidos tienen dimensién 3. Existen
conjuntos de una naturaleza geométrica mucho mas compleja. En algunos de
estos conjuntos no es claro cudl es la dimensién que se les debe asociar. Para el
estudio de estos conjuntos se presenta el concepto de dimensién topoldgica. Esta
idea se ha presentado en formas distintas, es decir, una definicién de dimensién
puede ser 1til para un propdsito pero no para otro. Nuestra meta es mostrar
que existen conjuntos fractales en H(R™) tales que la dimensién topoldgica (que
definimos en este capitulo) es diferente de la dimensién fractal (que definimos
en el siguiente capitulo). En esta parte seguiremos el camino sugerido por el
libro Measure, Topology, and Fractal Geometry del autor Gerald Edgar.

4.1. Espacios 0-Dimensionales

Definicién 4.1.1. Sean A y B dos colecciones de conjuntos en X . Decimos que
B es subordinada de A si para toda B € B, existe A € A tal que B C A.

Definicién 4.1.2. Sea S un espacio métrico y A una cubierta abierta de S, es
decir, S C Upea A- Un refinamiento de A es una cubierta abierta B de S que
es subordinada de A.

Definicién 4.1.3. Sea S un espacio métrico. Diremos que un conjunto A C S
es un conjunto clopen, por su notacion en inglés, si es un conjunto cerrado y
abierto al mismo tiempo. Una particion clopen de S es una cubierta de S que
consiste en conjuntos ajenos clopen.

Definiciéon 4.1.4. Sea S un espacio métrico. Diremos que S tiene dimensidon 0

si cualquier cubierta abierta finita de S tiene un refinamiento finito que es una
particion clopen.

51
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Ejemplo 4.1.5. Cualquier conjunto finito A contenido en S, espacio métrico,
es 0-dimensional. Esto es ya para cada x € A, los conjuntos {x} y A\ {z} son
cerrados y por lo tanto el conjunto {x} es un conjunto clopen en A y cualquier
cubierta abierta puede ser refinada por la coleccion B = {{z}: x € A}.

Ejemplo 4.1.6. El conjunto de Cantor tiene dimension 0.

Denotaremos al conjunto de Cantor como C' y llamaremos a C,, a la n-ésima
iteracion del intervalo [0, 1] con el SIF que se usd en el ejemplo 2.3.7 para cons-
truirlo. Es decir, C,, = F™([0,1]), donde F(A) = f1(A)U fa(A), A € H(R).

Sea A una cubierta abierta de C y x € C'. Entonces existe A € A tal que x € A
yr >0 tal que B(z,r)NC C A.

Sabemos que existe n € N tal que 37™ < r. Asi el intervalo I C C,, tal que
x € I tiene longitud 37", y ademds INC C A. Por construccion el complemen-
to en Cy, de I es una union finita de intervalos cerrados, digamos B1, Ba, ...By,.
Asi el complemento de I en C estd dado por ], B; N C' que es una unién
finita de conjuntos cerrados en C. Por lo tanto I N C es clopen en C. Asi para
cada x € C existe I, con I, NC clopen en C, x € I, y ademds I, C A para
alguna A € A y asi tenemos que

A ={l,:zeC}

es una cubierta abierta para C' que es compacto y por lo tanto tiene una subcu-
bierta finita. Digamos
Ay ={1, s, ..., I;;}.

Definamos Jy = I, Jo =1\ J1, J3 =I3\ Jo, ... ,Jp = Ji \ Jp—1, obtenemos
una nueva cubierta abierta de C

AS - {Jh J27 sy ‘]kr}v

formada por conjuntos clopen en C que ademds son ajenos. Asi la cubierta
A tiene un refinamiento finito de conjuntos clopen y ajenos. Esto es, C tiene
dimension 0.

Sabemos que en R los tinicos conjuntos clopen son R y @, por lo tanto R no
tiene dimensién 0, andlogamente, si a,b € Ry a < b, entonces el intervalo [a, b]
no tiene dimensién 0.

A continuacién veremos algunas equivalencias.

Teorema 4.1.7. Sea S un espacio métrico. Entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

(i) S tiene dimension 0.

(i) Si {Un,...,Ux} es una cubierta abierta de S, entonces existen conjuntos
B, CUy, ..., By C U, tal que {By, ..., Bx} es una particion clopen de S.

(i1i) Si {U,V'} es una cubierta abierta de S entonces existen conjuntos abiertos
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ACUyBCV talque AUB =S yAnNB = 0.
(iv) Si {U,V} es una cubierta abierta de S entonces existen conjuntos cerrados
ACUyBCV tal que AUB =S yANB = 0.

Demostracion. Tenemos claramente que (ii) implica (iii), (ii) implica (i) y que
(iii) si y s6lo si (iv) ya que en este tltimo caso tenemos que A y B son clopen.

(i) implica (ii)

Supongamos que S tiene dimensién 0. La cubierta abierta {Uj,Us,...,Ux} es
refinada por una particién finita clopen, digamos W. Asi para cada W € W
existe 7, 1 <1 < k tal que W C U;. Podemos escoger sélo uno y lo denotaremos
como g(W) = i. Ahora para cada i sea

By = J{wew:gW)=i}.

Asi los conjuntos B; son clopen ya que son el resultado de una unién finita de
conjuntos clopen. Si x € S entonces = estd a en sélo uno de los conjuntos de W
ya que esta es un refinamiento, pero z € B; sblo si & € W para alguna W tal
que g(W) = i. Asi = estd s6lo en uno de los conjuntos B;. Esto es, los conjuntos
B; son ajenos.

(iii) implica (ii)

Supongamos que S cumple (iii) y sea {Uj, Us, ..., Ux} una cubierta abierta de
S. Si kK = 1 tenemos que estd cubierta ya es una particion clopen, entonces
supongamos que k > 2. La idea es construir para cada i,1 < ¢ < k, un conjunto
abierto B; tal que B; C U; con las siguientes propiedades:

a) S = Uf:l Biy
b) B; N (mi;ﬁj Bi) = 0.

Definimos U = Uy, V = Uf:z U;, y ast U y V cubren a S y por hipétesis
existen conjuntos clopen A CU, BCV talque AUB=Sy ANB=40.

Sean By = Ay B, = BNU; para ¢ > 2. Entonces B; C U; para toda
i €{1,2,...,k}, asi tenemos que {By, B2, ... By} es una cubierta abierta de S,
Ule B, = Sy BiN B, = para toda j # 1. Podemos repetir esta construccién
un numero finito de veces para cada elemento de {Uy, Us, ..., Uy} para construir

conjuntos cuya interseccién entre cualesquiera dos de ellos sea vacia.
O

Teorema 4.1.8. Sea S un espacio métrico, las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(i) S tiene dimension 0
(ii) Para todo par A y B subconjuntos ajenos y cerrados de S, existen conjuntos
clopen U y V=S\U, tales que ACU, BCV,UNV=0yUUV =385.
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Demostracion. Supongamos que S tiene dimensién 0. Sean A y B conjuntos
cerrados y ajenos. Entonces sus complementos A’ = S\ Ay B’ = S\ B son
abiertos. Como AN B = (), tenemos que A’ U B’ = S y por el teorema 4.1.6
tenemos que existen conjuntos U € B, V C A’ talque UUV =Sy UNV = 0.
Asi tenemos que los conjuntos U y V' son abiertos, ademéds como U UV = S
y UNV = { tenemos que V = S\ U. De esta forma tenemos que U y V son
clopen. Como ANV = () entonces A C U y como BNU = () entonces B C V.

Veamos que S tiene dimensién 0.

Sea {Uy, Uz} una cubierta abierta de S. Entonces los complementos A = S\ Uy
y B =5\ Us son conjuntos cerrados y ajenos.

Por hipdtesis existe un conjunto V' clopen con complemento U = S\ V tal que
ACV,BCU. Asi tenemos que V C Uy y U C Uy y por el teorema 4.1.6
tenemos que S tiene dimension 0.

O

Definicién 4.1.9. Decimos que la coleccion B es una base para la topologia de
S si para cada x € S y cada conjunto abierto U tal que x € U, existe V € B tal
quex eV yV CU.

Veamos que la dimension 0 estd asociada a la existencia de una base de la
topologia formada de conjuntos clopen.

Proposicion 4.1.10. Sea S un espacio métrico de dimension 0, entonces existe
una base de la topologia de S formada de conjuntos clopen.

Demostracion. Supongamos que S tiene dimensién 0 y sea U C S abierto y
x9 € U. Sea r > 0 tal que B(zp,r) C U. De esta forma S es cubierto por los
dos conjuntos abiertos U y V = {z € S : d(z,zo) > 1/2}.
Esta cubierta puede ser refinada por una particién clopen A. Como el conjunto
abierto U fue tomado arbitrariamente, esto muestra que podemos construir una
base para la topologia hecha por conjuntos clopen.

O

A continuacién enunciaremos un resultado acerca de espacios métricos se-
parables, ya que en la siguiente proposicién usaremos una de las equivalencias.
Este resultado no serd demostrado. La demostracién se puede ver en [2].

Teorema 4.1.11. Sea S un espacio métrico, entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

i) Existe un subconjunto D C S que es denso y numerable (S es separable).

i1) Existe una base numerable para la topologia de S (seqgundo axioma de nume-
rabilidad).

iii) Toda cubierta abierta de S tiene una subcubierta numerable (la propiedad
de Lindelof).
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El resultado anterior es importante en nuestro estudio porque, como se de-
mostrard posteriormente, los fractales resultan ser espacios separables. Ahora
veremos un resultado que habla de la dimensién de la unién de conjuntos cerra-
dos.

Proposicion 4.1.12. Sea S un espacio métrico separable, entonces S tiene
dimension 0 si y solamente si existe una base de la topologia de S hecha de
conjuntos clopen.

Demostracion. Un lado de la implicacién fue demostrado en la proposicién
4.1.11.

Supongamos que existe una base B para la topologia de S que estd hecha de
conjuntos clopen.

Sea {U,V} una cubierta abierta de S. Entonces existe una coleccién U; C B tal
que YU =U.

Por la propiedad de Lindelof, existe una subcolecciéon numerable Uy C U tal que
JUs = U. Andlogamente tenemos que existe una coleccién numerable Vo C B
tal que |JV2 = V. Si numeramos la unién tenemos

Uy UV = {G1,G2, }

De esta forma tenemos que los conjuntos G, son clopen y que [ J G, =25S.
Definimos H, = Gy, Hy = G\ G1, ... ,Hp = Go \ (U Gi).
De este modo tenemos que los conjuntos H,, son clopen, ajenos y que cumplen

Umen Hm = S. Considera los conjuntos

meN

E:U{Hm:ngU}

F=|\J{Hn: Hn ¢ U}

Esto es, F'y F son abiertos, ENF =0y EUF = S. Asi tenemos que E y F
son clopen. Ademas E C U y F C V, por lo tanto S tiene dimensién 0.
O

4.2. Dimension inductiva débil

La dimensién 0 fue caracterizada en la secciéon anterior por el hecho de la

existencia de una base para la topologia hecha de conjuntos clopen. La dimen-
sién inductiva débil generaliza esta misma idea.
La idea de esta definicién es que un cubo es de dimensién 3 porque sus paredes
son de dimension 2. Para esto debemos saber que un plano es de dimensién
2, una curva es de dimensién 1 y que un punto es de dimensién 0. Esto ulti-
mo debido al hecho de que un conjunto de puntos aislados estan inmoviles por
si mismos, es decir, no necesito otros puntos, curvas, planos etc. para aislar a
un punto de los demas.
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La dimensién inductiva débil es definida de manera inductiva, a cada espacio
métrico S le serd asignado una dimensién denotada por ind(S). Esta dimensién
estd en el conjunto {—1,0,1,2,3, ...}.

El conjunto @ tendrs dimensién —1, ind(@) = —1. Si S # @ entonces ind(S) > 0.
Si k es un entero no negativo, entonces diremos que ind(S) < k si existe una base
para la topologia que consiste de conjuntos U tal que para todo U, se tiene que
ind(0U) < k — 1. Diremos que ind(S) = k si ind(S) < k pero ind(S) & k — 1.
Finalmente diremos que ind(S) = oo si ind(S) < k es falso para toda k €
Nu{-1}.

A continuacién veremos que la dimensién inductiva débil es un invariante to-
polégico v que la dimensiéon respeta subconjuntos. Es decir, como se espera
intuitivamente, la dimensién de un conjunto es menor o igual a la del conjunto
en el que esta contenido.

Teorema 4.2.1. Sean S y T espacios métricos. Si S y T son homeomorfos,
entonces ind(S) = ind(T).

Demostracion. La demostracién serd por induccién sobre ind(S).

Si ind(S) = —1 entonces S = (), y como S y T son homeomorfos entonces
tenemos que T' = . Por lo tanto ind(T) = —1

Supongamos que el teorema se cumple para S tal que ind(S) < k. Considera un
espacio S tal que ind(S) =k + 1y tomemos T tal qu S y T son homeomorfos.
Sea h : S — T un homeomorfismo. Existe una base B para la topologia de S
tal que si B € B entonces ind(0B) < k. Tenemos que la coleccién

{h(B): B € B}

es una base para la topologia de T. Como h es homeomorfismo, tenemos que si
B € B entonces h(0B) = 0h(B). La restriccién de h a 0B es un homeomorfismo
y por lo tanto, por hipétesis tenemos que ind(Oh(B)) = ind(0B) < k. Asi tene-
mos que existe una base para la topologia de T que consiste en conjuntos con
fronteras de dimensién menor o igual a k, lo cual implica que ind(T) < k + 1.
Supongamos que ind(T) < k, entonces por hipétesis de induccién tendriamos
que ind(S) < k que es falso y asi tenemos que ind(T") = k+ 1. Asi tenemos que
si ind(S) es un numero entero entonces ind(S) = ind(T).
Supongamos que ind(S) = oco. Entonces tendriamos que indT = k serfa falso
para toda k € 1,0,1,2,...}. Esto es ind(T) = oo.

O

Teorema 4.2.2. Sea S un espacio métrico y T C S entonces ind(T) < ind(S).

Demostracion. El resultado es evidente si ind(S) = oo, entonces supongamos
que ind(S) < co. La prueba se va a hacer por induccién sobre ind(S).

Si ind(S) = —1 tenemos que S = ). Entonces si T C S entonces T = () y por lo
tanto ind(T") = —1.

Supongamos que el resultado es cierto para k, esto es, si ind(S) <ky T C S.
Entonces ind(T) < ind(S).

Supongamos ahora que T C Sy que ind(S) =k+1.Seaxz € Tysea VCT
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abierto (en T') tal que x € V. Buscamos U C T tal que x € U C V y tal que
ind(0rU) < k. Es decir, que la dimensién de la frontera en T' sea menor a k,
esto es ya que la frontera de un conjunto en T podria ser distinta a la frontera
del mismo conjunto en S.

Tenemos que como V' es abierto en T' entonces existe un conjunto v C § abierto
tal que V=V nNT. Como md(S) <k+lyzxce€ V existe U C S abierto tal que
2 €U CV tal que ind(ds)U < k. Considera U = U NT.

Por construccién tenemos que U es abiertoen T'y z € U C V. Ademds tenemos
que 07U C 0gU y por hipotesis de induccién tenemos que

ind(07U) < ind(0sU) < k.

Asi tenemos una base para la topologia de T hecha con conjuntos U tal que
ind(0rU) < k. Esto es ind(T) < k + 1 = ind(S). De esto se sigue el resultado.
O

4.3. Dimension inductiva fuerte

En la primera seccion de este capitulo vimos que la dimensién 0 fue caracte-
rizada en términos de una propiedad de separacion. Este hecho serd generalizado
con la dimensién inductiva fuerte.

Definicién 4.3.1. Sean S un espacio métrico, A, B C S subconjuntos ajenos.
Decimos que L C S separa a A y B si existen U,V C S conjuntos abiertos con
ACU,BCV,UNnV=0yL=S\(UUV).

Lo que se vio en la seccién 4.1 es que un espacio tiene dimensién 0 si todo
par de conjuntos cerrados y ajenos pueden ser separados por el conjunto vacio.
Notemos que podemos relacionar el concepto de separacion y la dimensién in-
ductiva débil. Se pueden relacionar en el sentido de que si S es un espacio
métrico, entonces ind(S) < k si un punto {z} y un conjunto cerrado B, x ¢ B,
pueden ser separados por un conjunto L con ind(L) < k — 1. En efecto, existe
un conjunto basico U tal que x €e U C S\ By L = 0U separa a {z} y a B.

La dimensién inductiva fuerte serd también definida de forma inductiva. A cada
espacio métrico S le serd asignado un elemento del conjunto

{-1,0,1,2,3,....,00}

llamado dimensién inductiva fuerte de Sy denotado por Ind(S).

Para empezar asignaremos al vacio, como en la dimensién inductiva débil. Esto
es Ind(P) = —1. Ademds si S # 0, entonces Ind(S) > 0

Ahora, si k es un entero no negativo diremos que Ind(S) < k si cualquier par de
conjuntos cerrados y ajenos A y B pueden ser separados por un conjunto L con
Ind(L) < k — 1. Diremos que Ind(S) = k si Ind(S) < k pero Ind(S) £ k — 1.
Finalmente, diremos que Ind(S) = oo si Ind(S) < k es falso para toda k.

A continuacién veremos algunos teoremas de separacién.
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Lema 4.3.2. Sean S un espacio métrico, A y B conjuntos cerrados y ajenos
enSyTCS.

(a) Sean U y V conjuntos abiertos tales que AC U, BCV yUNV =0. Si
L' C S separa en T a los conjuntos TNU y T NV. Entonces existe un conjunto
L C S que separa A yBen S con LNT C L.

(b) Si ademds suponemos que T es cerrado, entonces para cualquier conjunto
L' CT que separa aTNAyTNB enT, existe L C S que separa a A y B en
S con LNT CL'.

Demostracion. (a) Como L' separaa TNU y TNV, tenemos que T\ L' = U'UV”,
donde U’ v V'’ son abiertos en T, TNU C U' y TNV C V'. Veamos que
ANV =0.

Tenemos que UNV =T NUNV' CU NV =0, ycomo A C U yU es
abierto tenemos que U NV’ = (). Asi ANV’ = (). Andlogamente, BN U’ = ().
Ademés como U’ y V'’ son ajenos y abiertos en U’ UV, entonces U' N V' =0 y
U'NV’' = 0. Por lo tanto tenemos que

(AU U(BUV') = (AUuU)YN(BUV)
=(ANB)UANVHUU' NB)UU' NV
=0

Anélogamente tenemos que
(AUU)YN(BUV') =0.
De esta forma tenemos que existen conjuntos abiertos U” y V" tal que
AUU' CU"y BUV' CV".

Sea L =S\ (U"UV"). As{ L separa A y B y ademé&s tenemos que
TNL=T\U"uv")
CT\ (U UV
=L

(b) Como L' separa TN Ay TN B en T, existen conjuntos U’ y V' ajenos
y abiertos en T tal que TNACU', TNB CV'y T\ (U' UV’) = L'. Tenemos
que los conjuntos A y (T'\ U’) U B son cerrados y ajenos. Entonces existe un
conjunto abierto U"” tal que

ACU"CcU"CS\(T\U)UB).

Anslogamente tenemos que By (T'\ V') UU” son cerrados y ajenos, Asf existe
un conjunto V" tal que

BCV'CV7CS\(T\VHuU").
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Asf tenemos que A CU”, BC V" y U”NV” = (. Con este caso aplicamos (a).
y se sigue el resultado.
O

Ahora estamos listos para generalizar el caso de dimensién 0 con el siguiente
corolario.

Corolario 4.3.3. Sean S espacio métrico separable, A, B C S conjuntos ce-
rrados y ajenos y T C S tal que indT = 0. Entonces existe un conjunto L que
separa A y B en S tal que LNT = (.

Demostracion. Sean U y V' conjuntos abiertos tales que A C U, B C V y
unv =0.
Los conjuntos UNT y V. NT son ajenos y cerrados en T que tiene dimensién 0.
Esto es, se pueden separar con L’ = (). De esta forma aplicamos el lema anterior
para obtener L que separa Ay B con LNT C L' = ().

O

Teorema 4.3.4. Sean S un espacio métrico separable y A, B C S. Entonces,
ind(AU B) <1+ ind(A) + ind(B)

Demostracion. El resultado es evidente si ind(A) = oo 6 ind(B) = oo. De esta
forma supongamos que ind(A) = my ind(B) = n. La prueba sera por induccién
sobre el nimero k = m + n.

Sin+m = —2 tenemos que A y B son vacios y asi AU B = (), y tenemos que

ind(AUB) = —1 <1+ (=1) + (1) = 1 + ind(A) + ind(B).

Supongamos que ind(AU B) <1+ ind(A) +ind(B) =1+ m + n es cierto
para toda sumam+n,conm+n < ky k> —2.
Sean A, B,n y m tales que ind(A) = m,ind(B) =ny m+n < k+ 1. Hay que
probar que
ind(AUB) <1+ m+n.

Sea xz € AU B, entonces z € A 6 x € B, supongamos que x € Ay V C AUB
abierto, tal que x € V. Asf los conjuntos {x} y A\ V son cerrados en S y pueden
ser separados por un conjunto L’ tal que ind(L') < m — 1. Como vimos en un
resultado anterior, existe un conjunto L que separa {z} y (AUB)\V en AUB
yLNACL.

Como LN A C L' entonces

ind(LNA) <ind(L') <m—1.

Por lo tanto,
ind(LNA)+ind(LNB) <m—1+n.

Entonces

ind(L) = ind((LNA)U (LN B))
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<1+ind(LNA)+ ind(LNB)
<1l+(m—1)+n
=m-+n

Esto es,

md(AUB) <m+n+1=1+1ind(A) + ind(B),

como se queria demostrar.

O

Corolario 4.3.5. La union de n + 1 conjuntos de dimensién 0 en un espacio
métrico separable tiene dimension inductiva débil menor o igual a n.

Demostracion. Sean S un espacio métrico separable y Ag, A1,..., A, CS,n+1
conjuntos tales que para toda i, ind(A;) = 0. Por el teorema anterior tenemos

que
ind (U Ai> < 1+ ind(Ag) + ind (U Ai>
1=0

i=1

<1+ind(Ag) + (1 +ind(A1) + ind (O Ai>

1=2

<n+ind(A,)

=n.

O

Teorema 4.3.6. Sea S un espacio métrico. Sean T,, C S tal que para toda
n €N, T, es cerrado y cumple que Ind(T,) = 0. Entonces

oo
Ind <U Tn> =0.
n=1

Demostracion. Sea T = |J,—, T,. Sean E,F C T cerrados y ajenos. Hay que
demostrar que existe un conjunto U clopen en T tal que E C U y FNU = (.
Tenemos que 71 N E'y T3 N F son cerrados y ajenos en T, como Ind(T;) = 0,
existe Ay CTj clopenen Ty talque TTNE C A yThNF CTy\ A

Veamos que

(EUA)N(FU(Th\ 4y)) = 0.

Tenemos que

(EUA)N(FU(TI\Ay)) = (ENF)U(EN(T\ A))U (A NF)U(A; N (T3 \ A)),
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es claroque ENF =0y AiN(T1\ A1) = 0.
Tenemos también que
En(Ti\A)=EnTin(T1\ 41)
CAN(T\ A)
= 0.
Ahora, como A; C T se tiene que

ANFCTINF

CTi\ Ay,

esto implica que
A1 NnF - T1 \ Al.

De este modo
AiN(AANF)=ANF

CAN(Th\ A)
= (.

Con lo anterior concluimos que

Asi, tenemos que FUA; y FU(T1\ Ay) son conjuntos cerrados y ajenos. Entonces
existen Uy y V; abiertos en S tales que FUA; C Uy, FU(T1\ A1) y U1NVy = 0.
Observemos que como EUA; CU; y FU(Ty \ A1) C Vi, entonces

EUFU(AU(Ty\A)=EUFUT,

CUuv.

Como Ind(Ty) = 0, existe Ay C Ty clopen en Ty tal que T, NU; C Ay y
T, N Vi C Ty \ As. De manera ansloga, U; U Ay y Vi U (T \ Az) son cerra-
dos y ajenos. Entonces existen U, y V5 abiertos en S tales que Ui UA; C Us,
ViU(T2 \ A2) C Vo y U Vo = 0.

De este modo construimos las sucesiones {U,} y {V,.}.
Sean U = |J;2, U, y V = U2, V,,. Entonces por construccién, U y V son

n=1

abiertos y ajenos. Ademds cumplen que £ C U, FF C V y ademaés

(@

T = T, CUuUV

n=1

ya que para toda i se tiene que T; C U; U'V;. Ademds, como UUV =T en T,
Tenemos que U y V son clopen en T'. Por lo tanto Ind(T) = 0.
O
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Corolario 4.3.7. Sea S un espacio métrico separable. Sean T,, C S tal que para
toda n € N, T,, es cerrado y cumple ind(T,,) = 0. Entonces

() -0

n=1
Con este resultado, demostraremos ahora un caso mas general.

Teorema 4.3.8. Sea k un entero no negativo y sea S un espacio métrico sepa-
rable. Sean T,, C S conjuntos cerrados para toda n € N tales que ind(T,) < k.

FEntonces
ind (U Tn> <k.

neN

Demostracion. Sea T = |J, ey Tn- El resultado es evidente si k& = oo, por lo
tanto supongamos que k < co. La prueba se va a hacer por induccién sobre k
Si k = —1 tenemos que para todan € N, T, = 0 y asi J,,cy T = 0 y por lo
tanto tenemos que ind(lJ, oy Tn) = —1

Sea k > —1. Supongamos el resultado para valores menores o iguales a k.

Para cada n € N, sea B, una base para la topologia de T,, que consiste en
conjuntos cuya frontera tiene dimensién menor o igual a k. Por la propiedad de
Lindelof podemos asumir que para cada n € N, B,, es numerable. Asi tenemos
que para todan € N, si U € B,, entonces ind(0r,U) < k.

Por hipétesis de induccién tenemos que la unién numerable

v= U @0

neNUEeB,,

también tiene dimensién < k, esto es ind(Y) < k.
El espacio Z,, =T, \ 'Y tiene a la familia

{U\Y :U € B,}

como base para su topologia. Veamos que los conjuntos U \ Y son clopen en Z,,.
Notemos que
U\Y =UN(T,\Y),

veamos que U N (T, \'Y) es clopen en T, \ Y.

Tenemos que U N (T, \ ' Y) es abierto en T, \ Y ya que U es abierto.

Para ver que es cerrado, recordemos antes que un conjunto A es cerrado si y
sélo si 0A C A.

Sea z € (U N (T, \'Y)), notemos que x esta en la frontera en U NT, \ Y,
asi tenemos que para toda € > 0,

B(z,e)NUN(T,\Y)#0
y también que

Bz, e) N (T \Y)\ (UN(T,\Y)) = B(z,e) N (Tn \ Y)\ U)
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£,

De esta forma tenemos que
B(z,e)NU £ 0
y también que
B(z,e) N (T \Y)\U) # 0,

esto es, x € OU. Ademds = € T,, \ 'Y, entonces z € 0U N (T, \ V).
Con esto hemos probado que (U N (T,, \Y)) CoU N (T, \Y) = 0.
De esta forma tenemos que

oUN(T,\Y)) =0.
Asi
oUN(T,\Y)) CUN(T,\Y),

esto es, UN (T, \'Y) es cerrado en T, \ Y y por lo tanto clopen.
Asf concluimos que ind(Z,) < 0.
Considera la unién

7 = Uzn.

neN

Cada Z, =T, \Y = T, N Z es cerrado en Z. Entonces ind(Z) < 0. Por el
teorema 4.3.4, tenemos

ind(T) =ind(YUZ)<14+k+0=Fk+1.
O

Corolario 4.3.9. Sea S un espacio métrico separable tal que ind(S) =k, en-
tonces S es la unidn de k + 1 conjuntos de dimension 0.

Demostracion. La prueba serd por induccién sobre ind(S).

Supongamos que ind(S) = 0. Entonces S = S, que es la union de k+1 =0+1 =
1 conjuntos de dimensién 0.

Supongamos el resultado para ind(S) = k — 1. Sea S tal que ind(S) = k, como
S es separable, entonces existe

base numerable de S donde cada U; € B cumple que
md(@Ul) S k—1.

Ahora, como 0U; es un conjunto cerrado, tenemos que
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es tal que ind(Y) < k — 1. Por hip6tesis de induccion,
Y=AUAU...UAy,

donde ind(A;) =0sil1 <i<k.
De esta forma tenemos que

S:(S\Y)UAlLJAQU...UAk,

y como vimos en la demostracién del teorema anterior, ind(S \ Y) = 0. Asi te-
nemos que S es la unién de k£ + 1 conjuntos de dimensién 0.
O

Teorema 4.3.10. Sean S un espacio métrico separable, A, B C S cerrados y
ajenos, k > 0 entero y T C S tal que ind(T) = k. Entonces existe L que separa
a Ay B tal que ind(TNL) <k—1.

Demostracion. La prueba sigue por induccién sobre ind(T"). El caso k = 0 fue
probado en el corolario 4.3.3. Asi supongamos que el resultado es cierto para
k > 0, por el corolario 4.3.7 podemos escribir T =Y U Z tal que ind(Y) =k —1
y tal que ind(Z) = 0.
Por el lema 4.3.2, sabemos que existe L que separa A y B tal que LN Z = ().
Asi LNT CY,estoesind(LNT) <indY <k—1.

O

Con esto estamos listos para probar la relacién que nos interesa entre estas
dos dimensiones.

4.4. Dimension Topologica

Con esta seccién terminaremos este capitulo y veremos que las dimensiones
presentadas son equivalentes para nuestros propositos. Es decir, las dimensiones
coinciden en los fractales. Para esto probaremos un resultado previo a demostrar
la equivalencia.

Lema 4.4.1. Sea S un espacio métrico y compacto. Entonces S es separable.

Demostracion. Sea n € N. Como S es compacto existe un subconjunto A, =
{z1,....,xm} C S finito donde m depende de n tal que

" 1
S C Blxz;,— ).
cUs (e
=1
Tenemos que existe un conjunto asi para cada n € N. De esta forma considera

A= A

neN

Por construccion A es numerable. Ahora veamos que es denso en S.
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1
no

Sean z € S y € > 0. Sabemos que existe ng € N tal que < €. Tenemos que

existe xy € A,, tal que d(z,z;) < % < . Como zj, € A, entonces A es denso
en S y por lo tanto S es separable.
O

El resultado anterior es importante, ya que nos permite calcular la dimensién
topoldgica de los fractales de formas distintas ya que los fractales son separables.
Ahora probaremos la equivalencia de las dimensiones.

Teorema 4.4.2. Sea S un espacio métrico separable. Entonces
ind(S) = Ind(S).
Demostracion. <)

El resultado es claro si Ind(S) = oco. Supongamos que Ind(S) = k y veamos
que es cierto para k + 1.

Sea S tal que Ind(S) = k+1. Sean z € Sy U C S abierto tal que z € U. Con-
sidera A = {z} y B=U°= S\ U. Veamos que A y B son cerrados ajenos. Por
hipétesis existe L C S que separa A y B tal que Ind(L) = k. Por hipdtesis de
induccién ind(L) < k. Como L separa Ay B tenemos que S\ L = WU Vdonde
W y V son abiertos, ademés tenemos que {z} CW y U° C V.
Seay € W como WNV =0y S\U CV tenemos que y € U. Esto es, W C U.
Tenemos que OW C L ya que OW no estd en W ni en V ya que estos conjuntos
son abiertos y W [V = ), de esta forma tenemos que ind(0W) < ind(L) < k.
As{ tenemos que para cada x € S y cada U abierto tal que x € U, existe W, ¢
abierto tal que ind(0W) < k. De esta forma la coleccién

B={W,u CS:xeS UCS tal que U es abierto},
es una base para la topologia de S.Esto es ind(S) < k+ 1 = Ind(S).
)

El resultado es claro si ind(S) = oo. El resto se demostrard por induccién
sobre ind(S).

En la primera seccién del capitulo vimos el caso & = 0, esto es, vimos que
ind(S) = 0 si y sélo si Ind(S) = 0.

Supongamos que el resultado es cierto para k > 0 y para valores menores a k.
Sean A, B C S cerrados y ajenos. Sabemos que existe L que separa a Ay B tal
que ind(L) < k, por hipétesis de induccién tenemos que Ind(L) < k, esto es,

Ind(S) < k+1=1ind(S).
O

Como vimos en los capitulos anteriores los fractales son conjuntos compac-
tos de espacios métricos, de esta forma, si tenemos un fractal K llamaremos
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al nimero ind(K) = Ind(K) la dimensién topoldgica de K. Notemos que por
construccién, la dimensién topoldgica siempre es un numero entero. En el si-
guiente capitulo veremos una dimension distinta y veremos que esta dimensién
no necesariamente es entera. Este hecho nos dard el criterio de Mandelbrot para
decidir si un conjunto es fractal o no.

Ejemplo 4.4.3. El tridngulo de Sierpinski. En este ejemplo veremos que el
tridngulo de Sierpinski T, tiene dimension topoldgica 1, para esto, construire-
mos una base para la topologia de T cuya frontera en T tenga dimension 0. Es
decir, construiremos una base para la topologia de T de tal forma que la fronte-
ra de cada elemento de la base, al ser intersectada con T, sean sdélo puntos. No
daremos una base explicita, sélo veremos que estd siempre se puede construir a
partir de las propiedades geométricas que cumple tanto en Sierpinski como en
la sucesion contenida en H(R?) que converge a T. Veamos como construir una
base de vecindades para los puntos en T que no son vértices de algun tridngulo
en ninguno de los pasos en la construccion de Sierpinski.

Para construir las vecindades de los puntos en el tridngulo de Sierpinski que
no fueron vertices para ninguna iteracion en la construccion. Notemos que es-
tos puntos estan contenidos en todos los tridngulos en todas las iteraciones,
asi constderemos a la bola con centro en xy que es el centro del tridngulo con
radio igual a la distancia de xo a cualquiera de los vertices, el interior de esta
bola es una vecindad para todos los puntos del tridngulo y su frontera intersecta
al tridngulo de Sierpinski solo en los vertices.

Figura 4.1: Vecindades de puntos que no son vértices.

Veamos como construir una base de vecindades para puntos que son vértices
del tridngulo. En el primer paso de la construccion del tridngulo de Sierpinski.
Para construir vecindades para alguno de los vértices del triangulo original,
consideremos a la bola con centro en xqg, donde xy es alguno de estos vértices
y radio igual a la longitud de algun lado del tridngulo del cual es wvertice en
cualquier iteracion. De esta forma es claro que la frontera de estas vecindades
intersectan al tridngulo de Sierpinski solo en los vértices.
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Figura 4.2: Vecindades del vértice a del tridngulo més grande.

Veamos como construir una base de vecindades para los puntos que son vérti-
ces de alguno de los tridngulos internos del tridngulo mds grande en la cons-
truccion del triangulo de Sierpinski.

Figura 4.3: Vecindades para el vértice b de un tridngulo interno.

Con esto vemos que podemos construir una base de vecindades para el tridngu-
lo de Sierpinski, en donde la frontera de cada elemento sdlo intersecta al tridngu-
lo de Sierpinski en un numero finito de puntos, es decir,

ind(dUNT) =0

donde U es cualquier elemento de la base. De esta forma podemos concluir que
la dimension topologica de el tridngulo de Sierpinski es 1.
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Capitulo 5

Dimension Fractal

En este capitulo estudiaremos la dimensién de Hausdorff. El concepto de
dimension y medida de Hausdorff son esenciales para el estudio de los fracta-
les. Segin Mandelbrot, un fractal es un conjunto con dimensién de Hausdorff
estrictamente mayor a su dimensién topoldgica. Veremos que los ejemplos que
hemos visto de fractales, también lo son en el sentido de Mandelbrot. La meta
de este capitulo es la de definir la dimensién de Hausdorff, para esto necesitamos
antes definir la medida de Hausdorff y para esto tenemos que recordar algunos
conceptos de y resultados de teoria de la medida.

5.1. Medida

Definicién 5.1.1. Sea X un conjunto. Una coleccion § de subconjuntos de X
es llamada dlgebra si:

1) XeFybeg.
2) Si A€, entonces X \ A € F.
3) Si A,B € §, entonces AUB € §.

Notemos que si § es un dlgebra, entonces también es cerrado bajo las ope-
raciones A(| By A\ B, esto es porque estas operaciones se pueden poner en
términos de complementos y uniones finitas.

Definicién 5.1.2. Una coleccion § de subconjuntos de X es llamada o-dlgebra
st § es un dlgebra y si para toda coleccion {A;}52, C § se tiene que

U 4. €5

neN

Dado un conjunto X y una colecciéon ® de subconjuntos de X, llamaremos a
F la o-4lgebra generada por D si F es la o-algebra méas pequena que contiene a
D. Esto es, si H es una o-algebra tal que D C H entonces F C H. La existencia
de esta o-dlgebra no serd demostrada. La demostracién se puede ver en [2].

69
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Definicién 5.1.3. Sea S un espacio métrico. Decimos que A es un conjunto
boreliano si A pertenece a la o-dlgebra generada por la coleccion de todos los
conjuntos abiertos de S.

Definicién 5.1.4. Sean X un conjunto y F una o-dlgebra de subconjuntos de
X. Una medida en F es una funcién M : F — [0, 0] tal que:

1) M(0) =0,

2) Si {An}nen C F es una coleccidn disjunta de conjuntos, entonces

M 4n) =D M(Ay).

neN neN

Definicién 5.1.5. Sea X un conjunto. Una medida exterior en X es una fun-
cion M definida en la potencia de X con valores en [0,00] que satisface:

1) M(0) =0, -
2) Si A C B entonces M(A) <
3) M(UnGN An) S ZnGNM(‘A

A continuacién describiremos un método general para construir medidas
exteriores, llamaremos a este método método I . Comenzaremos déndole valores
de medida a una coleccién de conjuntos (como se hace con los intervalos en la
medida de Lebesque) y a partir de ahi, construiremos una medida exterior que
extienda a la funcién que asigna las medidas originales. Esto es, dado X un
conjunto, sea A una familia de subconjuntos X que cubre a X y ¢: A — [0, 0]
cualquier funcién. El siguiente teorema describe la construccién de una medida
exterior a partir de estos datos. En el resto de esta seccion, sélo se enunciaran
los resultados necesarios para continuar con el estudio de los fractales pero estos
no seran demostrados, las pruebas se pueden ver en el libro Measure, Topology
And Fractal Measure de Gerald Edgar [2].

M(B),

Teorema 5.1.6. Eziste una tnica medida exterior M en X tal que:

1) M(A) < ¢(A) para toda A € A. o o
2) Si N es cualquier medida exterior en X tal que N(A) < M(A) para toda
A€ A, entonces N(B) < M(B) para toda B C X.

Cuando digamos que una medida exterior se construyé por el método I, nos
referimos a este teorema, esto es, la medida exterior estd dada por

M(B) =inf > c(A),

donde B C X y el infimo se toma sobre todas las cubiertas numerables D de B
tal que D C A.

Cuando obtenemos una medida por el método I, podria ser conveniente saber
que las cubiertas D C A pueden ser tomados de una clase mds pequena de
conjuntos.
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Definicién 5.1.7. Sea M una medida exterior en el conjunto X, diremos que
A C X es M-medible (en el sentido de Caratheodory) si M(E) = M(E(A)+
M(E\ A) para todo E C X.

Se considera este criterio para que un conjunto sea medible ya que en el
caso de la medida exterior de Lebesque esta condicién es equivalente a que un
conjunto sea Lebesque medible.

Teorema 5.1.8. La coleccion F de conjuntos M-medible forman una o-dlgebra
y M es contablemente aditiva en F.

Escribiremos simplemente M para la restriccién de M a la o-algebra F de
conjuntos medibles. M es una medida en F, esto es una generalizacién de la
medida de Lebesque.

A menudo es conveniente que los conjuntos con los que se trabajan sean me-
dibles. Con mucha frecuencia, los conjuntos con los que se trabaja son conjuntos
abiertos, cerrados, compactos o simplemente conjuntos construidos a partir de
este tipo de conjuntos. La mayoria de las veces estos conjuntos resultan ser Bo-
relianos. A continuacién veremos una condicién para asegurar que los conjuntos
Borelianos sean medibles.

Definicién 5.1.9. Sea S un espacio métrico, A,B C S, decimos que A y B
tienen una separacion positiva si d(A, B) > 0, esto es, existe v > 0 tal que
d(x,y) > r para toda x € A yy € B.

Definicién 5.1.10. Sea M una medida exterior en el espacio métrico S, de-
cimos que M es una medida exterior métrica si M(AU B) = M(A) + M(B)
para todo A, B C S tal que tienen separacion positiva.

A la medida M obtenida restringiendo la medida exterior métrica M a los
conjuntos medibles la llamaremos medida métrica.
Este tipo de medidas resultan ser de interés debido a que con esta medida todos
los conjuntos abiertos (y por lo tanto todos los Borelianos) son medibles.

Lema 5.1.11. Sea M una medida exterior métrica en el espacio métrico S,
sean Ay C Ay C ... y A = U,;en Ai, supongamos que d(Aj, A\ Aji1) > 0 para
toda i € N. Entonces

M(A) = lim M(A,).

n—oo

A continuacién veremos que las medidas exteriores métricas son adecuadas
para nuestro estudio.

Teorema 5.1.12. Sea M una medida exterior métrica en el espacio métrico S
entonces todo subconjunto de S Boreliano es M-medible.

Sea A una familia de subconjuntos de un espacio métrico S, y supongamos
que para toda x € S y toda ¢ > 0 existe A € A tal que x € A y diamA < ¢,
supongamos que | : A — [0, 00| es una funcién dada. Construiremos una me-
dida exterior a partir de estos datos. Para € > 0, sea

A. ={A e A: diamA < e}.
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Sea M_la medida exterior obtenida por el método I con ¢y la familia A.. Asi te-
nemos que dado un conjunto E, cuando ¢ se hace pequeno y tiende a 0, M,
crece, asi define

M(E) = lim M (E) = sup M.(E).
e—0 £>0
Asi tenemos que M es una medida exterior, una vez méas escribiremos M
para la restriccién de M a los conjuntos medibles, a esta construccién de la
medida M la llamaremos método II, es mas complicada que el método I, pero
garantiza que los conjuntos Borelianos sean medibles.

Teorema 5.1.13. La funcion M definida por el método II es una medida ex-
terior métrica.

Ahora podemos construir medidas que puedan medir a todos los Borelianos.
Este es el marco tedrico necesario para construir la medida de Hausdorff y
posteriormente la dimensién de Hausdorff.

5.2. Medida de Hausdorff

Sea S un espacio métrico y considera la medida exterior dada por el método
II con la funcién
cs(A) = (diamA)?®,

donde se Ry
diamA = sup{d(z,y) : x,y € A},

donde d es la métrica en S. Esta medida es denotada por 7. La restriccion a los
conjuntos medibles es llamada la medida exterior s-dimensional de Hausdorff, y
la denotamos por H?.

Como vimos en la seccién anterior, por construccién, 7° es una medida exterior
métrica y por lo tanto todos los conjuntos Borelianos son medibles.

Como vimos en la construccién del método I una familia de A de subconjuntos
de S es una cubierta contable para un conjunto F' si

Fc A4

AeA

donde A es una familia contable (incluso finita). Sea e > 0 y sea s > 0. Decimos
que una cubierta A es una e-cubierta si diamA < ¢ para toda A € A. Definimos,

H(F) =inf Y (diamA)*,
AeA

donde el infimo se toma sobre todas las e-cubiertas contables del conjunto F'.
Si el conjunto F' no tiene ninguna e-cubierta numerable, entonces definimos
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ﬁz(F ) = oo. Dado que cuando ¢ decrece ﬁz crece debido a que el nimero de

cubiertas disminuye y por lo tanto el infimo crece, definimos:
H(F) = lim H.(F) = sup H.(F).
e—0 £>0

Este valor es la medida exterior s-dimensional de Hausdorff del conjunto F'. Este
limite siempre existe aunque comunmente es 0 6 oo.

Figura 5.1: Una cubierta para aproximar el drea de una superficie.

La medida de Hausdorff generaliza las ideas de longitud, area, volumen, etc.
De hecho, se puede probar que en R™, la medida n-dimensional de Hausdorff es
precisamente la medida de Lebesque multiplicado por una constante. A saber,
si F' es un conjunto Boreliano en R™, tenemos que,

H(F) = c; L (F),

donde L™ denota la medida n-dimensional de Lebesque y ¢,, es el volumen de
la bola n-dimensional de didmetro 1. Este hecho sélo sera probado para n = 1,
esto es, en R las medidas son iguales. La referencia al caso general se puede ver
en [3].

Teorema 5.2.1. En el espacio métrico R la medida H' de Hausdorff coincide
con la medida L' de Lebesque.

Demostracion. Si A C R tiene didmetro finito r, entonces supA — infA = r,
asi A estd contenido en un intervalo I de longitud r. Ademas L1(A) < L1(I) =
r = diamA, donde £! es la medida exterior de Lebesque. Por construccién te-
nemos que ﬁi es la medida exterior més grande que satisface ﬁi (4) < diamA
para todos los conjuntos A con didmetro menor a e, entonces tenemos que

' (F) < ﬁi(F) para toda F'y para toda ¢ > 0, entonces podemos concluir que

L'(F)<H (F).
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Sea [a,b) un intervalo semiabierto y ¢ > 0, podemos encontrar una particién
a = %9,%1,...,Tn—1,%n = b del intervalo de tal forma que z; — z;_1 < € para
toda j. Tenemos asi que [a,b) es cubierto por la coleccién contable

{lzj-1,2;]: 1< j<n},

ademas

Zdiam[xj,l,xj] = Z(xJ —zj_1)=b—a.

J=1 Jj=1

Tenemos asi que ﬁi([a, b)) <b—a. B
Por la construccién de la medida de Lebesque tenemos que L es la medida
exterior més grande que satisface £([a,b)) < b — a para todos los intervalos se-

C 1. . . 71 -
miabiertos [a, b). Como en el caso anterior podemos concluir que H (F) < L(F)
para toda F.

De esta forma tenemos que ﬁl(F) = L(F) para toda F' C R.
Como la medibilidad de los conjuntos esta dada bajo el criterio de Caratheodory,

. - 71 .z .
entonces tenemos que las medidas £ y H también coinciden.
O

A continuacién veremos otras propiedades de la medida de Hausdorff.

Lema 5.2.2. Sea S una homotecia con factor de homotecia A > 0. Si FF C R"
entonces,
H(S(F)) = NH(F).

Demostracion. Si {U;} es una d-cubierta de F', entonces tenemos que {S(U;)}
es una Ad-cubierta de S(F'). Asf tenemos que

Z IS(U:)[* = A? Z |U:|®.

De esta forma si tomamos el infimo sobre las correspondientes cubiertas tenemos
que

H35(S(F)) < NHF(F).

Si & — 0 concluimos que H*(S(F)) < N*H?(F).
Si reemplazamos a la homotecia S por la homotecia S~ el factor de homotecia
A cambia por el factor +, obtenemos H*(S(F)) > A*H*(F) y por lo tanto la

igualdad.
O

Proposicion 5.2.3. Sea F CR" y f : F — R™ una funcidn tal que,

|f (@) = f(y)| < cle—y|* T,y el
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para ¢ > 0 y a > 0 constantes. Entonces para cada s tenemos que,

HO(f(F)) < /U (F).

Demostracion. Si {U;} es una J-cubierta de F, entonces como |f(F(\U;| <
c|lFOUi|* < c|U;|%, de esto se sigue que {f(F(\U;)} es una e-cubierta de f(F)
donde € = 6.
Asf tenemos que S |f(F N Us|*/* < ¢%/* 3 |U;]*, tomando los respectivos fnfi-
mos tenemos que

sl (f(F)) < ¢*/*H3, de esta forma si § — 0 entonces e — 0 y asi tenemos
H(f(F)) < ¥/ *H3 (F). O

Ahora estamos listos para definir la dimensiéon de Hausdorff.

5.3. Dimension de Hausdorff

Veamos como H?(F') se comporta como una funcién de s. Podemos observar
que cuando s crece entonces H*(F') decrece. Con esta idea vamos al siguiente
resultado.

Teorema 5.3.1. Sean F un conjunto de Borel, 0 < s < t. Si H*(F) < oo,
entonces HY(F) = 0. Si H'(F) > 0, entonces H*(F) = cc.

Demostracion. Sea A tal que diamA < e, entonces
HL(A) < (diamA)' < ' 5(diamA)*,
Con estas condiciones obtenemos
HI(F) < '~ HE(F)
para toda F'. Ademds, como H*(F) < oo, entonces tenemos que

HY(F) < lim &' *H:(F) = (0)(H*(F) = 0.

e—0

La segunda afirmacién es simplemente la contrapuesta.

O

Este resultado nos da la idea principal de la dimensién de Hausdorff. El re-
sultado anterior implica que dado un conjunto F' existe un tinico valor critico
s0 € [0, 00] tal que,

HE(F) = o0 si s < s,
H(F)=0 si s> so.

Al valor sq se le conoce como dimension de Hausdorff y es denotada por dimg F'.
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Formalmente esto es:

dimygF =inf{s > 0: H*(F) =0} =sup{s: H°(F) = co}.
Tenemos que si s = dimg F, entonces H*(F') puede ser 0 o puede ser oo o puede
cumplir 0 < H*(F) < 0.

Con esto vemos que la idea de dimension estd estrechamente relacionada con
el concepto de medida. Sabemos que si F' es una curva, su dimensién es 1 y su
medida o longitud es una buena forma de medir su tamano pero su &area es 0.
Asi, si s < 1 entonces la dimensién es oo y si s > 1 la dimensién es 0. Lo que
mide la dimensién de Hausdorff es precisamente el dar la dimensién del espacio
en donde el objeto se puede medir. Esto es, la dimensién de un objeto es la
dimension del espacio en donde dicho objeto se puede medir y esta medida nos
diga algo del objeto a pesar de que esta medida sea 0 6 co.

Ejemplo 5.3.2. El conjunto de Cantor.

log2

log3’ entonces

Denotemos por F al conjunto de Cantor. Veremos que si s =
dimgF = s y ademds % <HS(F)<1.

Claramente el conjunto de Cantor se divide en dos secciones. Digamos la parte
izquierda, F; = F (|0, %}, y la parte derecha, Fy = Fﬂ[%, 1].

Claramente ambas partes son similares a F' pero contraidas por un factor de %
Ademds F = F;|J Fy que es una unidn ajena.

Asi tenemos que para toda s,

HO(F) = 1 (Fy) + HE (Fy) = <;)SHS(F) + @)H(F)

Si asumimos que en el valor critico s = dimgF se cumple que 0 < H*(F) < oo
(este hecho es algo grande de asumir, pero veremos que asumir esto estd justi-

ficado) podemos dividir entre H*(F) para obtener 1 = 2(3)*, esto es, s = ﬁggg

Como antes, llamaremos Fy, a los conjuntos obtenidos para construir al conjunto
de Cantor, esto es, Fy es la k-ésima iteracion del SIF que tiene al conjunto de

Cantor como atractor. De esta forma F), consiste de 2 intervalos de longitud
37k,

Si tomamos los intervalos de Fj, como una 3~ F-cubierta del conjunto de Cantor
tenemos que
sk (F) < 2F37ks =1

log2
log3 "~

st s = De esta forma, si k — oo tenemos
H(F) <1

Para probar que H*(F) > = observemos que

:E::|Ca¢s > %7:: 3

1
2
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para cualquier cubierta {U;} de F.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los elementos de la cubierta
{U;} son intervalos y dado que F es compacto, podemos tomar una subcoleccidn
finita. Ademds, un intervalo cerrado tiene la misma medida que uno abierto.
De esta forma, podemos decir que {U;} es una coleccion finita de subintervalos
cerrados del conjunto [0, 1].

Para cada U;, sea k el entero tal que

3= < Uyl < 37,

Tenemos entonces que U; puede intersectar a lo mds un intervalo de Fy ya que
en este conjunto, la separacion entre los intervalos es de 37%. Si j > k tenemos
que por construccion, U; intersecta a lo mds

207k = 2735k < 293°|U;|*

intervalos del conjunto F}.

Si tomamos j lo suficientemente grande tal que 3=-UTY < |U;| para cualquier
U;, entonces como {U;} intersecta a todos los 27 intervalos de longitud 377,
contando intervalos obtenemos

2 <N VU
i
De lo que podemos concluir que
3=+D < |U;| < 37R.
Teorema 5.3.3. Sean A y B dos conjuntos Borelianos en R™. Entonces

1) Si A C B entonces dimp(A) < dimpg(B).
2) dimg (AU B) = maz{dimp(A),dimyg(B)}

Demostracion. (1) Supongamos que A C B. Si dimB < s entonces H*(A) <
H*(B) = 0 y por lo tanto dimA < s. Esto es cierto para toda s > dimB. En-
tonces dimA < dimB.

(2) Sea s > max{dimA,dimB}. Entonces s > dimA y asi H*(A) = 0. De
manera analoga tenemos que H*(B) = 0.

Como H*(AU B) < H*(A) + H*(B) = 0, entonces dim(AU B) < s, este hecho
es cierto para toda s > maxz{dimA, dimB} y as{ obtenemos que

dim(AU B) < max{dimA,dimB}.

Tenemos que como A C AUB y B C AU B, por el inciso anterior podemos
concluir que

max{dimA, dimB} < dim(AU B).
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Ahora veremos algunos resultados que se desprenden de los resultados vistos
en la seccién anterior, estos resultados sélo reflejan lo intimamente relacionados
que esta la dimensién con la medida.

Lema 5.3.4. Sea f: S — T una homotecia con factor de homotecia A > 0 y
sea F' C S. Entonces dimy f(F) = dimgF.

Demostracion. Sabemos que para todo F' C S, tenemos que
H(f(F)) = XHE(F),

Asi es claro que el punto Sy donde la medida cambia de co a 0 debe ser el mismo
en ambos casos. Esto es dimy f(F) = dimgF.
O

Lema 5.3.5. Sea {F;} una coleccion de subconjuntos de S. Entonces

dimpg (U FZ-) = sup{dimpy F;}.

= ieN
Demostracion. >)
Sabemos que

dimH <U Fl> Z dz’mH(Fj)
i=1

para toda j € N, esto implica que
oo
dim g (U F,) > supien{dimpF;}.
i=1

<)
Sea s > dimpy (F;) para toda i, entonces H*(F;) = 0, entonces
H? (U Fz) <) _H(Fi) =0,
i=1 i=1

de esta forma tenemos que H*(|J;—, F;) = 0 y este resultado es cierto para toda
s > dimg (F;), asi podemos concluir que

i=1

dimg (U Fl> < sup{dimgF;}.
ieN

Lema 5.3.6. Sea F' C R"™ abierto, entonces dimgF =n
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Demostracion. >)

Como F' es abierto entonces existe e > 0 tal que B(z,e) C F para alguna
x, esta es una bola n-dimensional, entonces dimy (F') > dimp(B(z,€)) =n

<)

Sabemos que F puede ser cubierto por una cantidad numerable de bolas abier-
tas, esto es

FC U B(xz;,r),
ieN

donde z; € I para toda i y r > 0, de esta forma tenemos que

dimg (F) < dimpg <U B(xivr)>

ieN
= Sgp{dimH (B(.T“ T))}

Asi podemos concluir que dimg (F) = n.

O

Ahora veremos un resultado que relaciona a los SIF estudiados en capitulos
anteriores y la dimension de Hausdorff de los fractales, es decir, de los atractores
de los SIF. Para esto antes introduciremos algunos conceptos.

Definicién 5.3.7. Sea {X, f1,..., fu} un SIF con lista de radios de contraccion

(r4)i, considera
n
D il
i=1

. oo n -
existe una tnica so tal que Y., |ri|*® = 1,a dicho valor le llamaremos valor-
sim.

Definicién 5.3.8. Diremos que el SIF {X, f1,..., fn} cumple la condicion de
conjunto de Moran abierto si existe un conjunto U abierto y no vacio tal que

LOYNfU)=0sii#5y filU] CU para toda i.

Al conjunto U se le llamara conjunto abierto de Moran para el SIF. El
siguiente teorema nos permite, en muchos casos, calcular la dimensién de Haus-
dorff de un conjunto fractal. En este trabajo no presentaremos su demostracién
ya que en ella se utilizan herramientas que no hemos desarrollado. En el libro
Measure, Topology and Fractal Geometry, ver [2], el autor presenta una prue-
ba donde utiliza un espacio de simbolos. Otra demostracién se puede presentar
en el libro Fractal Geometry, ver [3]. En este caso el autor utiliza conceptos
relacionados con distribucion de masa e integrales.
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Teorema 5.3.9. Sea {X, f1,..., fn} un SIF en R™ con una lista de radios de
contraccion (re)ecr con valor-sim so y K el atractor del SIF, si el SIF cumple
la condicion de conjunto abierto de Moran entonces dimygK = sq.

Ejemplo 5.3.10. El conjunto de Cantor. Como vimos en el capitulo 2, el SIF
que determina al conjunto de Cantor es el que estd determinado por las con-
tracciones en R dadas por
1 1 2
r)= ¢ r)=_-xr+ .
fi(2) = 32 fo(2) = g2+ 5
Tenemos que el factor de contraccion de ambas contracciones es r = %.Notemos
que el conjunto abierto S§ = (0,1), es decir, el interior del conjunto Sy, cum-
ple la condicion de conjunto abierto de Moran. De esta forma tenemos que la
dimension de Hausdorff es so donde

1

3%
i=1

:]_7

2 =

esto es, 355 1 y por lo tanto

_m2
" In3’

Podemos ver que este resultado es consistente con el que calculamos anterior-
mente.

S0

Ejemplo 5.3.11. FEl tridngulo de Sierpinski Como vimos en el capitulo 2, el
SIF que determina al tridngulo de Sierpinski estd dado por las contracciones en

R dadas pOl
.}1 x7y 23’:, 2?! I

1 11 V3
f2($7y) - <2$+ 4a2y+2>a

f3(z,y) = (;x + % ;y> :

El factor de contraccion de estas es r = % Notemos que el conjunto S dado
por el interior del triangulo con vértices en

0.0).(1,0) (; ‘f) ,

cumple la condicion de conjunto abierto de Moran.
Asi tenemos que la dimension de Hausdorff del triangulo de Sierpinski estd dada

por sg donde 1 = 2%, asi tenemos que la dimension es

In3

Sozm.
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En la siguiente figura podemos observar la imagen de el tridngulo de Sierpins-
ki bajo alguna de las tres contracciones. Cada contraccion es determinada por
alguno de los tres colores.

Figura 5.2: Imagen del tridangulo de Sierpinski bajo alguna de las tres contrac-
ciones.

Podemos observar con los ejemplos anteriores, que estos conjuntos son tam-
bién fractales segin la definicion de Mandelbrot, esto es, su dimensiéon de Haus-
dorff es estrictamente mayor a su dimensién topoldgica, podemos observar tam-
bién que la dimensién de Hausdorff refleja algo de la complejidad geométrica de
los objetos estudiados.
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