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Introduccion

La idea del siguiente trabajo, es hacer una breve exposicion de algunos resultados concernientes
a las hipersuperficies isoparamétricas en la esfera S"*!; Elie Cartan usé el término isoparamétrica
(mismo pardmetro) para referirse a las hipersuperficies M™ C N"'!(c) que tienen todas sus
curvaturas principales A; constantes, en un espacio de curvatura constante N ”*1(6).

Es conocido que en geometria riemanniana y en particular en el estudio de hipersuperficies,
M™ c N™*! la curvatura de una subvariedad M en su espacio ambiente es descrita por la segunda
forma fundamental h o del operador de forma asociado A:

—AEX = (6){5)—'—

El determinante K (p) = det A, es llamado la curvatura de Gauss-Kronecker de M en un punto p;
este determinante es igual al producto de las curvaturas principales

K(p) = M(p)Xa(p) - - - An(p)

cuando la dimension de la hipersuperficie es dos, el determinante es conocido como la curvatura de
Gauss.

1
La traza de A, dividida por — es conocida como la curvatura media H(p) de M en p y es el

promedio de las curvaturas principales.

Cuando la curvatura media es cero, H = 0, la hipersuperficie se llama minima.

Por otro lado tenemos, las ecuaciones fundamentales de las subvariedades: Gauss, Codazzi y
Ricci. Que estudiaremos en el capitulo 1, estas ecuaciones O. Bonnet las utiliz6 para probar el
Teorema Fundamental de las Superficies en R3, el de que una superficie queda determinada, salvo
isométrias, por las dos primeras formas fundamentales. En subvariedades estas ecuaciones nos
describen las condiciones de cémo una variedad puede ser inmersa isométricamente en un espacio
riemanniano.

En particular cuando consideramos una hipersuperficie inmersa en un espacio de curvatura
constante ¢, la ecuacién de Gauss puede escribirse como

n(n—1)(R—c) = —S +n*H?

donde R es la curvatura escalar normalizada y S = thj es el cuadrado de la longitud de la
segunda forma fundamental de la hipersuperficie; la cantidad S, mide qué tanto la hipersuperficie
deja de ser totalmente geodésica.



Esta forma peculiar de escribir la ecuacion de Gauss nos ayuda a obtener informacién sobre
hipersuperficies con curvatura escalar R constante, con el cuadrado de la longitud de la segunda
forma fundamental S constante o curvatura media H constante.

Por ejemplo cuando consideramos hipersuperficies minimas en la esfera S**!, tenemos que S
depende sélo de la hipersuperficie, es decir, es intrinseco

S=nn-1)(1-R)
en particular S es constante si y sélo si M tiene curvatura escalar R es constante.

En el capitulo 2 haremos un estudio de hipersuperficies minimas en la esfera y trabajaremos
con el laplaciano objetos mateméaticos inventados por J. Simons como h;;, S =), )\12, fs =2,
con s > 3, etc. con el fin de encontrar algunos invariantes geométricos de las hipersuperficies.

Primero consideraremos hipersuperficies de curvatura media H constante: para ello veremos el
tensor simétrico

¢(z,y) = (Hx — Az,y)
de gran interés y estudiado por H. Alencar y M. do Carmo, el cual esté relacionado con la curvatura

media y la segunda forma fundamental, veremos que si su traza es cero, es decir, tr¢p = 0 se tiene
que

1 n
2 L R
o = 5, 2 (i = )%
i,7=1
De aqui que |¢|> = 0 si y sélo si la hipersuperficie es totalmente umbilica. El propésito es describir
cotas para el laplaciano A|¢|? y caracterizar las hipersuperficies que aparecen cuando las cotas de
éste se alcanzan.

En segundo lugar estudiaremos las hipersuperficies con curvatura escalar R constante, el estudio
de estas hipersuperficies también se basa en el cdlculo del laplaciano de algunos objetos geométricos
mencionados anteriormente. Pero Cheng-Yau dieron algunos resultados haciendo uso del operador
[, a saber

Of =) (nHé; — hij) fij
0.
y que estudiaremos con detalle.

Y para finalizar el capitulo 2 veremos hipersuperficies con el cuadrado longitud de la segunda
forma fundamental S constante, estudiado por S. S. Chern, M. do Carmo y S. Kobayashi, y donde
el problema es determinar las hipersuperficies minimas M™ en la esfera S*™ cuyo cuadrado de la
longitud de la segunda forma satisface

Un caso especial es cuando la codimension es p = 1, donde se prueba que para una hipersuperficie
minima y compacta de la esfera unitaria S**!; si cumple 0 < S < n, entonces o S = 0, es decir,
M es una hipersuperficie totalmente geodésica en la esfera S"t! lo que significa que M es una
hiperesfera ecuatorial, o S = n, en cuyo caso M es un toro de Clifford en S**!. Analizaremos que
pasa en codimensién p > 1.

En el dltimo capitulo estudiaremos las hipersuperficies isoparamétricas, probaremos la férmula
fundamental de Cartan



g
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donde g el nimero de curvaturas principales distintas de una hipersuperficie M, es decir, las cur-

vaturas principales A1,..., Ay con sus respectivas multiplicidades my, ..., mq.

Usando esta identidad, E. Cartan mostré que el niimero de curvaturas principales distintas de
una hipersuperficie de curvatura constante en R™ y H" es a lo mas dos. De aqui que la clasificacién de
las hipersuperficies isoparamétricas en el espacio euclidiano R™ son esferas, hiperplanos o productos
de ambos y en el espacio hiperbdlico H™ son las hipersuperficies totalmente umbilicas, es decir, las
curvaturas principales son iguales en todos sus puntos.

En cambio, para el caso de hipersuperficies en la esfera S**! la férmula de Cartan no proporciona
condiciones suficientes sobre el nimero de curvaturas principales g de la hipersuperficie, para tratar
de lograr su clasificacién. A pesar de eso, E. Cartan logré dar varios ejemplos como esferas maximas
y productos de esferas, y en 1968 S.S. Chern propuso la siguiente conjetura.

Conjetura de Chern: Sea M™ con n > 2 una hipersuperficie minima cerrada de S™*! con
curvatura escalar R constante, entonces M" es isoparamétrica.

Concluiremos con algunos resultados recientes acerca de la conjetura de Chern y con algunos
ejemplos.






Capitulo 1

Ecuaciones Fundamentales para
Subvariedades

Las ecuaciones fundamentales de las subvariedades, debidas a Gauss, Codazzi y Ricci nos des-
criben las condiciones para que una variedad pueda ser inmersa isométricamente en un espacio
riemanniano. Estas ecuaciones son de gran importancia cuando el espacio ambiente es un espacio
de curvatura constante, esencialmente su papel es parecido a las ecuaciones de compatibilidad en
la teoria de superficies en R3.

1.1. Foérmula de Gauss y Ecuacion de Weingarten

Empezaremos considerando M una variedad riemanniana de dimensién n inmersa isométrica-
mente en otra variedad N de dimensién n + 1. Entonces podemos descomponer el espacio tangente
de N como TN = TM & TM=. Si V es una conexién de Levi-Civita sobre N ésta induce una
conexién sobre M dada por la formula de Gauss:

VxY = VxY +h(X,Y)

donde VxY es la expresion de la componente tangencial de 6XY, esto es, (ﬁxY)T =VxY yla
parte normal h(X,Y") es conocida como la segunda forma fundamental.

Si € es un campo normal a M tenemos la ecuaciéon de Weingarten

Vxé=—AeX + V%€

donde el operador A¢X = —Vx{ es llamado el operador de forma de M. Este operador es lineal
en £ y en X, para probarlo basta ver que

Vax(86) = a { (XB)¢ + BV x¢}
= a(XB)E — aBAX + aBVxE
= —Ape(aX) + Vax (BE);

por lo tanto
Age(aX) = afAcX

9



Vax (5¢) = a(XB)E + afVxE.
la propiedad aditiva es trivial, lo que nos da linealidad de —A¢X = Vx¢ y de paso mostramos que
V-1 es una conexién sobre el haz normal NM, la cual llamamos conexién normal.

Consideremos la ecuacién (Y, &) = 0, entonces

0= (VxY,€) + (¥, Vx¢)
= (VxY, &) + (h(X,Y),6) + (Y, —Ac X) + (Y, V%€)
= (h(X,Y),&) — (Y, A X)

lo que nos muestra la relacion que existe entre la segunda forma fundamental h y el operador de
forma A:

(h(X,Y),£) = (A X, Y).

Ahora consideramos e, ..., e, un marco ortonormal del espacio tangente a M en p. Definimos
la curvatura media en p como:

1 1
H:*th:*Ehi;i‘
n n < (eisei)

En codimensién mayor que 1, elegimos un marco ortonormal {{,} de NM en p, tenemos asi que
la traza de h queda como:

trh = 3 (h(ei,e0), €)= D (e, (). ei) = D tr(Ae,).

a,l

entonces una definicién alternativa para la curvatura media es

1 n
H = nzi:tr(Aga).

Para un vector normal fijo £, como el operador A¢ es un operador autoadjunto podemos elegir
e1, ..., e, un marco ortonormal dado por los vectores propios de A¢, esto es

Ag(ei) = )\iei.

Los ntimeros A; son llamados valores propios del operador A¢ o curvaturas principales en direccion
del vector normal £ y los vectores propios son las direcciones principales.

Como sabemos, una hipersuperficie es minima si H = 0 es todas partes, para justificar este
nombre tenemos el siguiente resultado, ver [23].

Teorema 1.1 (Férmula de la Primera Variacién) Sea M una variedad riemanniana compac-
ta, f : M — N wuna inmersion isométrica con H wvector de curvatura media. Sea f; una familia
de inmersiones que satisfacen ft‘@M = f‘aM con |t| < ey fo=f. Denotamos a V = G

el vector de variacion a lo largo de f. Entonces

‘t:O como

d
%Vol (fe: M)

= —/ (nH,V)dVol.
t=0 M



Por lo tanto los puntos criticos de la funcional de volumen son hipersuperficies minimas.

El jacobiano de la aplicacién de Gauss nos da una interesante interpretacion geométrica del
operador de Weingarten A. Sea M una subvariedad de R™*!, definimos la aplicacién de Gauss
n:M — S"(1) por

n(p) = Punto final del traslado de n(p) al origen de R"*1.

donde n es el vector normal a M en el punto p. Como T,M y Tn(p)S”(l) son planos paralelos
podemos identificarlos, y asi la diferencial

dnp = TpM — TpM = Tn(p)Sn(1>

estd dada por

() = - (m o e(t))lizo = ¥ aem(e(t))lizo = Vom = (Vom)T = —A4,(a)

donde ¢ : (—¢,¢) — M es una curva diferenciable tal que c(0) = p y ¢(0) = x y el hecho
V.n = (V,n)' se debe a

d

0=—
dt

((c(t)), m(e(t))limo = 2(V aen(e(t)), n(e() =0 = 2(V o0, m)

por lo tanto la diferencial de la aplicacién de Gauss es precisamente el operador de forma, es decir

dn, = —A,.

1.2. Hipersuperficies Totalmente Geodésicas y Umbilicas

Una subvariedad M de una variedad riemanniana N es totalmente geodésica si toda geodésica
de M es geodésica de N . Por la férmula de Gauss VxY = VxY + h(X,Y), tenemos que M es
totalmente geodésica si y sélo si la segunda forma fundamental se anula en todo M.

Por ejemplo las subvariedades completas, conexas y totalmente geodésicas de R™ y S™ son
subespacios afines e hiperesferas ecuatoriales, respectivamente.

Una subvariedad M de una variedad riemanniana N tiene un punto umbilico p € M si en ese
punto todas las curvaturas principales \; son iguales. La subvariedad es totalmente umbilica si
todos sus puntos son umbilicos.

Supongamos que M es totalmente umbilica, dado p € M existe una base ortonormal eq, ..., e,

del espacio tangente T, M. Sean X,Y € T),M, £ en el espacio normal N,M y A curvatura principal
de A¢. Usamos la férmula (h(X,Y),§) = (A¢X,Y) para ver que



(hW(X,Y) = (X,Y)Hp,§) = (A X, Y) — (X, Y)(H)p, )
= (X, Y)(A = (H),§))
:<X7Y>()‘7*Zh€zaez )

— (X.Y)(r- ingei,em

= ()= 3 3 Meed)
=0

por lo tanto

hX,Y)=H,(X,Y).

Usando la ecuacién anterior tenemos

{(AeX,Y) = (M(X,Y),€)
= (Hp(X,Y), &)
= (Hp,§)(X,Y)

= ((Hp, )X, Y)

Por lo que otra definicién equivalente de una subvariedad totalmente umbfilica puede ser descrita
cuando el operador de forma es un multiplo del operador identidad, es decir

Ae = (Hp, &)1

Como ejemplos de subvariedades completas, conexas umbilicas en R™ tenemos los espacios
afines y las intersecciones de espacios afines con hiperesferas y de S™ son las intersecciones de S”
con subespacios afines de R™"*1.

Consideraremos un caso especial de hipersuperficies en el espacio hiperbélico H**!. Una des-
cripcion del espacio hiperbélico H"™!(c) de curvatura constante ¢ < 0, estd definida considerando
la métrica

n+1
(,y) = Z LilYi — Tn42Yn+2
i=1
donde los vectores z, y estdn en R"*2. Entonces R"2 con esta métrica es llamado el espacio-tiempo
de Minkowski. Si denotamos a R = —\/% y definimos

H" " (¢) = {z e R | 2p42>0, (z,2)=-R%}

No es dificil mostrar que la restriccién de la métrica al espacio tangente de H"*!(c) nos da una
hipersuperficie completa de curvatura constante c. Asi obtenemos uno de los modelos del espacio
hiperbdlico. Nosotros estamos interesados en estudiar las hipersuperficies completas con un méximo
de dos curvaturas principales constantes diferentes en H"*!(c). Este tipo de hipersuperficies fueron
descritas por Lawson y completamente clasificadas por Ryan en el trabajo [18], esto es:



Lema 1.1 (Ryan) Sea M™ una hipersuperficie completa en H"1(c). Supongamos que, bajo una
eleccion adecuada de un marco ortonormal tangente a T,M™, el operador de forma sobre T, M™
estd expresado por una matriz A. St M"™ tiene a lo mds dos curvaturas principales constantes
distintas, entonces M™ es una de las siguientes hipersuperficies:

n M = {:U ceH" () | == 0}. En este caso, A =0 y My es totalmente geodésica. Por lo
tanto My es isométrica a H"(c);

€
s My = {m cH"(c) | m=7r> 0}. En este caso, A = N —2 ], donde I, denota la
Ri +
matriz identidad de grado n, y Mo es isométrica a H" ( IR )
,
s My = {a: cH" M (c) | Zpio=ani1+ R} En este caso, A = —In y M3 es isométrica al

espacio euclidiano R™"1;

. M, — {ern+1(C) | Z?+11x2—r2>0}. En este caso, A = \/RQTIn y My es

isométrica a una esfera de radio r, S™;

s My = {I‘ S Hn-‘rl(c) | Zerll xQ = 7«2 > O, Z;l+é+2 Tj— %+2 — _(R2 + T2)}. En este ca-
1
50, A= My @ puly_i, donde A = \/ﬁ yp=—=L""" Porlo tanto My es isométrica

ot
R
-1
k n—k
(IS (T)XH <M)

r

[ ]
A My, -, M5 se le suelen llamar ejemplos estdndar de hipersuperficies completas en H"!(c)
con un maximo de dos curvaturas principales constantes distintas. Es obvio que My, --- , My son

hipersuperficies totalmente umbilicas. Ms se llama horoesfera y My es una esfera geodésica de H"t1,

1.3. Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci

En geometria riemanniana las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci son conocidas como las
ecuaciones fundamentales para subvariedades encajadas en algin espacio riemanniano y su impor-
tancia radica en que relacionan la curvatura de la variedad con la curvatura de su espacio ambiente.

Es bien sabido que en cualquier variedad riemanniana M el tensor de curvatura esta dado por

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vxy|Z
Del tensor de curvatura, se pueden deducir otras descripciones de la curvatura de la variedad, por
ejemplo:

La curvatura seccional esta dada por

(R(X,Y)Y,X) R(X,Y,X,Y)
IXAY[]Z | XAY[?

K(X,Y) =

donde



R(X,Y,Z,W) = (R(ZW)Y,X) vy |[XAY]|=V[X]PY]?—(X,Y)?

Y ciertas combinaciones de la curvatura seccional nos dan otras relaciones de la curvatura que van
a ser de gran utilidad.

La curvatura de Ricci se define como

Ric(X,Y) =Y R(X,e;,Y,¢)),
j=1

donde e; es una base ortonormal de T, M.

La curvatura escalar es

R= ZRiC(ei,ei) = ZR(ei,ej,ei,ej).
i=1 ij

En el caso de una subvariedad M C N, tomaremos el tensor de curvatura de N y lo restrin-
giremos a M para obtener las ecuaciones fundamentales. El tensor de Riemann de N estd dado
por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy|Z.

Si usamos la férmula de Gauss, tenemos

R(X,Y)Z =Vx(VyZ+ Y, Z)) = Vy(VxZ +h(X.Z)) — (Vixy|Z + h([XY], Z))
= VxVyZ +h(X,VyZ)+Vxh(Y,Z)
—VyVxZ—h(Y,VxZ) - Vyh(X, Z)
— Vixv)Z — M[XY], 2)
= R(X,Y)Z - h|X,Y],Z) + WX, VyZ) — h(Y,VxZ) + Vxh(Y,Z) — Vyh(X, Z)

de la ecuacién de Weingarten obtenemos

Vxh(Y, Z) = —Apy,z X + Vxh(Y, Z)
asi
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z — Apy, )X + Apx.0)Y — WX, Y], Z) + h(X,Vy Z) — h(Y,Vx Z)
+ VEh(Y, Z) — Vyh(X, Z).

Sea W un campo tangente, entonces la parte tangencial de E(X ,Y)Z es

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z, W) = (Apv,) X, W) + (Apx,2), Y)

usamos el hecho que (h(X,Y),&) = (A:X,Y) y llegamos a la famosa ecuacién de Gauss la cual
relaciona la curvatura de la variedad con la del espacio ambiente.

(R(X,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) — (WX, W), h(Y, Z)) + (MY, W), h(X, Z))




Cuando tenemos que el espacio ambiente N es un espacio de curvatura constante c la ecuacién
de Gauss se puede ver como:

R(X7KWZ> = C(<X, W)(K Z> - <X7 Z><Y7 W>) + <h(X7 W)7h(Y7 Z)) - <h‘<X7 Z)7h‘(Y7 W)>

Ahora si denotamos la parte normal de R(X,Y)Z por (R(X,Y)Z) tenemos

(R(X,Y)Z)" = Vxh(Y,Z) + h(X,Vy Z) = Vyh(X, Z) = W(Y,Vx Z) = h([X,Y], Z),
la derivada covariante de h estd dada por

(Vxh)(Y,Z) = Vx(h(Y,Z)) = W(VxY,Z) = h(Y,Vx Z)

de igual menera calculamos (Vf;h)(X , Z) y cuando la sustituimos en la ecuacién anterior, llegamos
a la ecuacion de Codazzi:

(R(X,Y)2)" = (Vxh)(Y. Z) = (Vyh)(X, Z)

Para deducir la ecuacién de Ricci para una subvariedad en general, tomamos dos campos nor-
males &, n a M; entonces

R(X,Y)¢ = VxVy€ — VyVxé — e[xy]f
si usamos la ecuacién de Weingarten en el lado derecho de E(X , Y')& obtenemos

R(X,Y)¢ = —Vx(AeY) + Vx V& + Vy (A X) = Vy Vi + Ag[X, Y] = Vi 16,

nuevamente en la ecuacién anterior usamos la formula de Gauss VxY = VxY + MX,Y) y la
ecuacion de Weingarten Vx§ = —A¢ X + Vﬁgﬁ , para obtener que

R(X,Y)¢ = R(X,Y) € = Vx(AeY) = h(X, AeY) — Ay X

donde escribimos a R(X,Y )¢ como

R(X,Y) ¢ = VxVy€ = Vy V€ = Vigyé.
Al hacer el producto con un vector normal 7, tenemos

(R(X,Y)E,m) = (ROX,Y) 6, m) — (A(X, AgY)m) + (h(Y, AgX), m);

usamos otra vez (h(X,Y),&) = (A¢X,Y) y el hecho de que A es un operador autoadjunto para
llegar a la ecuacién de Ricci:

(R(X,Y)&,n) = (R(X,Y)"€,n) — ([Ag, A, X, Y)

donde escribimos [A¢, A,] = A¢A,) — A, A¢. En particular cuando N es una variedad de curvatura
constante la ecuacion de Ricci se reduce a



(R(X,Y) €, m) = ([Ae, 4,)X,Y).

Uno de los objetos de estudio que se trabajan en geometria riemanniana y en particular en el
estudio de subvariedades con curvatura media H constante o curvatura escalar R constante es el
cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental S, que se define como

= . o o)) — a2
S = E (h(ei,ej), hiei ej)) = E (hij)
i,j 2%
- . N o
donde usamos la siguiente notacién h(e;, ej) =3, hei&a.
Cuando tenemos una subvariedad inmersa en un espacio de curvatura constante ¢, la curvatura
escalar R en términos de una base ortonormal se escribe como:

R= ZR(eia €5, €4, e]) = Zc(gmgj] - gz]gz]) + Z <h?@'£aa hf]£,6’> - Z <h%§a, hg£ﬁ>

1,J 1,J i,5,0,8 i,5,003

R= ZR(ei,ej,ei,ej) =cn(n—1)+ Z hih$; — Z hi;hg;
2% ., i,j,a

por lo tanto la curvatura escalar R se puede ver como

R=n(n—1)c—S+n*H

Por ejemplo para el caso de una subvariedad de dimension 2, la férmula queda como

2
R=22—1)e— (\2+\2) +4 <A1;A2> — 2+ 2.

Cuando la curvatura del espacio ambiente N es ¢ = 0, es decir en R™*!, tenemos que la curvatura
escalar R es dos veces el producto de las curvaturas principales 2A1\2. A veces se suele tomar la
curvatura escalar normalizada

1
R = 7n(n Y g ‘ R(e;, ej,¢€;,€5)
/L?J
teniendo que la curvatura escalar ahora si es la curvatura de Gauss K.
Si usamos la curvatura escalar normalizada, la férmula R = n(n —1)c— S +n?H? se transforma
en

n(n —1)(R —c¢) = —S +n?H>.

Esta identidad es parte fundamental para el estudio de las hipersuperficies con curvatura media
H constante (incluyendo las hipersuperficies minimas), hipersuperficies con curvatura escalar R
constante y hipersuperficies con el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental S
constante.

Volviendo a las ecuaciones fundamentales de las subvariedades: Gauss, Codazzi y Ricci es posible
establecer un resultado analogo al teorema fundamental de las superficies mejor conocido como
teorema de Bonnet. Este resultado nos describe las condiciones para que una variedad pueda ser
inmersa isométricamente en un espacio riemanniano y la prueba se puede encontar en texto de M.
Dajczer, [6].



Teorema 1.2 (Teorema Fundamental de las Subvariedades) Sea M una variedad rieman-
niana simplemente conexa de dimension m, supongamos que existe un haz plano E de dimension
q sobre M, con h sequnda forma fundamental y A el operador de forma asociado. Si se satisfacen
las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci, es decir

s R(X,Y, Z,W) = c({X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y, W) + (h(X, W), (Y, Z)) — (h(X, Z), h(Y,W)),
= (Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X, 2),
= (R(X,Y) ) = ([Ag, 4] X, Y).

Entonces M puede ser inmersa isométricamente en un espacto de dimension m + q de curvatura
constante, con haz normal E.

1.4. Ecuaciones de Estructura de Cartan

Las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci se pueden obtener por medio de las ecuaciones de
estructura de Cartan. Consideremos M una variedad riemanniana de dimensién m isométricamente
inmersa en otra variedad N de dimensiéon n. Tomemos un marco moévil ortonormal adaptado en
N, esto es, (e4) con A=1,...,n de los cuales (e;) con i =1,...,m son tangentes a M y (eq) con
a=m+1,...,n son normales a M.

Si tenemos dos marcos mdéviles ortonormales adaptados €’ y e relacionados por la ecuacién
matricial €/ = ea, donde la matriz a es de la forma

(o 7)

donde U € O(m) y V € O(n —m). La conexién de Cartan para N estd dada por una matriz de
I-formas (w4) que satisfacen las ecuaciones de estructura de Cartan

A B
Wwp = —Wy
de+w§/\wB:0

dwé—i—wé/\wg = Q’g
donde las 1-formas (w*) son el comarco asociado al marco mévil (e4), la 2-forma Q4 es la forma
de curvatura de N y d es la derivada exterior. La conexiéon de Cartan es otra manera de ver la

conexion de Levi-Civita en una variedad riemanniana, es decir,

wh(ec) = (Vepen, ea);

o equivalentemente
D
Veo€B = ZwB(ec)eD.
D

Cabe mencionar que cuando se cambia de marco de referencia e’ = ea, la conexién de Cartan y
la forma de curvatura se transforman mediante las férmulas



W' =atda+atw y Q =a '9Qa.

La restricién de (wf) a (w}) nos da una conexién de Levi-Civita V en M correspondiente a la

métrica inducida por la variedad riemanniana N, pues como w® = 0 sobre M tenemos

i B _ iAo i a
dw’ = —wp Aw” = —w; Aw! —wy Aw™.

De manera similar la restriccién de (wj) a (w§) nos da una conexién de Levi-Civita V+ en el

espacio normal a M, pues w' = 0 evaluado en vectores en el espacio normal
dw® = —w® AwP = —w@ AW —wj AwP.

El lema de Cartan parece un resultado técnico pero es uno de los resultados mas importantes
en el estudio de las subvariedades, ver [21]:

Lema 1.2 (Lema de Cartan) Consideremos M wuna variedad de dimension n, sea v < n y
Wi, ..., Wy I-formas sobre M linealmente independientes en p € M. Dadas 01,...,0, 1-formas

sobre M con la propiedad
.
Z 0; Nw; =0
i=1

Entonces, eristen funciones diferenciables h;; sobre M, con h;j = hj; tales que

01’ = i hijwj
j=1

para toda 1 =1,...,7.

Para vectores tangentes a M las 1-formas w® se anulan, es decir, w® = 0. Por lo tanto

0= dw® = —wq Aw? = —w® A W'

por el lema de Cartan, w{* = hiiw’ para funciones diferenciables hi; = hj;. Las funciones h{; son

las componentes de la segunda forma fundamental en la direccién de e, pues

Ve = wle; + wgeﬁ.

Ademds como v = w'e;, la segunda forma queda como un 2-tensor simétrico

IT(v) = —(Veq,v) = —(wlej + wleg,wie;) = —wiw' = wiw'® = h%wiwj,

por lo tanto la segunda forma se puede escribir como:
I = Z h%wiwj .
]
De la relacién (6X§)T = —A¢X con = e, y X = ¢; vemos que

(Veiea) T = (wit(ei)ea) T = wh(ei)e; = —Ae,ei,



por lo tanto el operador A viene dado por

Ae, (€i) = _wé(ei)ej = W i (€i)ej = hj) kW (ez)ej = h

Las ecuaciones de Gauss, Ricci y Codazzi se expresan en términos de formas de la siguien-
te manera: la idea es restringir los indices de las ecuaciones estructurales de Cartan de manera
adecuada.

Si nos centramos en la segunda ecuacion de estructura para IV, dwg + wé A wg = Qg y restrin-
gimos los indices a la subvariedad M, tenemos

i i k i a_ o
La segunda ecuacién estructural para la conexién en M es
dw} + wj, A w Q;,

como
7 o a a _ ara, k l
wo ANwj = —wj’ Awj' = —h&wh A h]lw = —hiphjw™ Aw',
si hacemos la diferencia Q; — QE tenemos

O i apa, k l

Evaluamos en esta relacion en cualesquiera dos vectores e, y eg, teniendo en cuenta que la 2-forma
de curvatura queda como Q;-(er, es) = Rijrs

Rijrs — Rijrs = —hShSy(656% — 680L) = h&sh: — hohs,.

is'vgr ir'tys:

Por lo tanto,

Rijrs — Rijrs = h&ShS, — REKS

is'Vgr ir'ljs

que precisamente es la ecuacién de Gauss que teniamos anteriormente si sustituimos los campos
como X =e.,Y =e5, Z=¢;y W =e;.

Otra vez consideramos la segunda ecuacién estructural de N, dwg—i—wé/\wg = Qg y restringimos
los indices de A = oy B = i para deducir la ecuacién de Codazzi, es decir

dw? —I—w /\w —|—wﬁ/\w Q“

Como

dwf = d(hgwk) = dh$, AW — hdw® = dh§ AWk — hSdw’ = dhf, Aw® — hEw] A Wk

en el dltimo término usamos la primera ecuacion de estructura para M. Los otros sumandos vienen
dados por

«a j_a, .k Jj_ _pa,Jd k
wj Aw; = hjpw” Aw; = —hjw; Aw

wg/\w?: (hzkw) h WW3 AWk



Por lo tanto la segunda ecuacién estructural con A = o y B = ¢ queda como
(dhs), — hiw], — hSw! + hiw§) Awh = O
evaluamos en esta igualdad los vectores e, y es que son tangentes a M, para obtener

(dhS, — hSwl — hSw! + hwd) (e, )wP () — (dhG, — hSw] — hSyw] + R wS)(es)wk (e,) = O (er, e).

Usamos el hecho de que w*(es) = 6% y w¥(e,) = 0¥ para llegar a la ecuacién de Codazzi:

dhS,(e,) — hiwl () — h%w! () + hiwS(er) — dhS(es) + hSwd () + hw! (e5) — By wS(es) = Rairs

La férmula no parece clara pero si la reescribimos como

Eairs = (verha)(e& ei) - (vesha)(em ei) + hﬁ(e& ei)<vé_reﬁa €a> - hﬁ('gﬁ ei)<vé;657 ea)?

tenemos precisamente (R(X,Y)Z)*+ = (Vxh)(Y, Z)— (Vyh)(X, Z) con los campos X = e,, Y = e,
y Z = €;.
Por dltimo para la ecuacién de Ricci, de dwé + wé A wg = (ng restringimos los fndices a M+
dwg + wi' /\w%—i—wf;‘/\wg = Ng;

Vemos que

Wit Awp = —w;i" A wiﬁ = —haw] A RS wk = —hihiw? A w”

dw§ +ws Awjy = QLQ
Si calculamos ﬁgﬁ — QLZ llegamos a
QF — Q15 = —hghGw! Awk;

al evaluar nuevamente en e, y es; tenemos

QF(er, e5) = Qgler, e5) = —hihil (W (er)w* (es) — W/ (es)w(er)) = —hfshi (8185 — 5167)

y por lo tanto concluimos con la ecuacion de Ricci:

apa apa
afrs — h‘zsh‘zr hzrhzs

Eaﬁrs - R

La moraleja es que las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci se obtienen de las ecuaciones de
estructura de Cartan restringiendo los indices de manera adecuada.



Capitulo 2

Hipersuperficies Minimas en la Esfera
Sn+1

En este capitulo daremos algunos resultados generales de hipersuperficies en la esfera S**1.

2.1. Derivada de un Tensor, Laplaciano e Identidades de Ricci

En esta seccién calcularemos el laplaciano de la segunda forma fundamental (h;;) y el del
cuadrado de su longitud S = Z” h?j, con el fin de encontrar algunos invariantes geométricos de
las hipersuperficies.

Las formas de conexién en una variedad riemanniana se pueden escribir con un indice arriba y
otro abajo o con dos indices abajo, pues con la ayuda de la métrica se puede subir o bajar cualquiera
de sus indices, por ejemplo w;; = griwj. De aqui en adelante usaremos como (wij) las 1-formas de
conexién sobre M, asociado al marco (e;) y al marco dual (w;).

Como sabemos, un tensor 7' de orden 7 en una variedad M es una funcién multilineal

T:TyM x - x T,M —s D(M),

r—coptas

esto es, dados X, Y],...Y, campos sobre M y f,g € D(M) se tiene

T(Yi,...,fX+gY,....Y,)=fTMV,....X,....Y,) +gT(W1,....Y,....Y})

para cualquier entrada. La derivada covariante de un tensor de orden r es un tensor de orden r + 1
y estd dada por

r

VT(W,..., Y, Z) = Z(T(V1,...,Y;)) = > T(WV1,...,VzYi,...,Y,).
=1

Y la derivada covariante de T' con respecto Z, V1T estd definida por
vV;T(Y1,....Y,)=VTY1,...,Y,, Z).

;,Coémo se ve la derivada en el lenguaje de las formas? En términos de un marco movil ortonormal
{e;} las componentes de VT'(e;,, ..., e€;.,e;) son Tj, ; ;. Entonces

21



T’il...iTj = VT(e’h? <y €y e])
:ej(T(eiU"' eir>)*T(vej6il,... eir)*"'*T(eiU"' Vejeir)
=dT;,. i, 6] ank €j ekaelza"'aeir) - T(ell’ 0 Cip 1’Zw“ 6] €k

donde en la tltima igualdad usamos el hecho que Ve e; = >, wir(ej)er. Y esta férmula no es més
que

> T iokwrleg) = (dTil‘..ir —T() Wik iy -1 €5,) =+ = Teiy, . €, szrkek )
k k

Por lo tanto

> T i = dT, i, ZTmz Wik = = > Tiy k Wik
k

k

6 equivalentemente
S T ivkwr = dToy ip + Y ThiginWhiy + -+ > Doy kWhi, -
k k k

Por ejemplo, la derivada covariante de la segunda forma fundamental h = Z Chijw; @ w;ose
escribe como

> higrwr = dhig + Y hggwri + > higtr.
k k k

Y la segunda derivada covariante de h es

> higrwr = dhige + Y by + > hagwrg + > hijiwiks
! I ! !

Usando las derivadas de h obtendremos la ecuacién de Ricci. Como primer paso hacemos el
producto cuna de la segunda derivada covariante de (h;;) con wy, esto es

> hijrwn Awy, = Z dhijr Awr + > b Awg + Y hagwig Awg + > higiwig A wk
ol ol el ol

Como segundo paso tomamos la derivada exterior de la derivada covariante de la segunda forma
fundamental

Z d(hz‘jkwk) = d(dhijk) + Z dhkj N W + Z hkjdwki + Z dh; A Wk; + Z hz’kwkj,
k k k k k
por otro lado

Z d(hijkwk) = Z dhi]’k N wg + Z hijkdwk.
k k

k



Igualando estas dos tltimas ecuaciones y despejando ), dhji A wy, tenemos

Z dhi]’k Nwp = — Z hijkdwk + Z dhkj N Wi + Z hkjdwki + Z dh;i N Wk + Z hikwkj
k k k k k k

entonces

Z dhijk Nwg = — Z hijkdwk
k k

Y hijie Awii = > hijwie Awg — Y hggwr A wig

ol ol ol
) hijwr Awi > bk Qi
ol k
) hiwi Awkg = > hagw Awig — Y hawij A wi
k,l k,l kil
) hiawig Awii Y hirSg.
ol k

Por lo tanto

Z hijriwr N wi, = Z P Qmi + Z Pirn Qs
k.l m m

y como la 2-forma de curvatura satisface ;. (e;, ex) = Ry, entonces
hijit = hijie = Y Panj Rigmte + Y him Rjmik = > P Rkt + Y Bian Runjia.
m m m m
Esta dltima férmula es llamada identidad de Ricci
hijkt = hijie = > PanjRonikt + Y _ him Rl
m m

Recordaremos algunas definiciones bastante conocidas en geometria diferencial: Dado un campo
vectorial X sobre M, la divergencia de X es una funcién div(X) : M — R dada por

divX(p) = tr{Y — Vy X}.

Consideremos una funcién diferenciable f : M — R y un marco de referencia (e;) sobre un abierto
U de la variedad; podemos escribir df como

df = fiwi,
=1

donde las w; son las 1-formas duales asociadas al marco mévil (e;) y la funcién f; es la derivada de
f en direccién del vector e;, es decir, f; = df (e;). Se definen el gradiente, el hessiano y el laplaciano
(operador de Laplace-Beltrami), respectivamente, como:

gradf =V f =1 fiei,

i=1



n
Hessf = Z fijwi @ w;

1,j=1

Af = Z fii
i1

donde

Z Jijw; = dfi + Z Jiw;-
j=1

j=1

Utilizando la identidad de Ricci, calcularemos el laplaciano de la segunda forma fundamental (h;;):

Ahig = hijin
k=1

= Z(hz’jkk — hikjr) + Z(hikjk — hikkj) + Z(hikkj — hikij) + (Z hkk)
k=1 ij

k=1 k=1 k=1
= (hijkk — hikjr) — Z Pk Rk — Z him Rk + Z(hz’kkj — hikij) + <Z hkk)
k=1 m,k=1 m,k=1 k=1 k=1 ij
= (Z hkk) = Y hekBming = >, Pim Rk
k=1 ij m,k=1 m,k=1

teniendo en cuenta que en la dltima igualdad usamos la simetria de (h;;) y la ecuacién de Codazzi
hijk = hiij, por lo tanto tenemos

Ahij = <Z hkk) - Z hmkRmikj_ Z himRmkkj‘
k=1

ij  mk=1 m,k=1

Ahora vamos a encontrar una férmula analoga para el laplaciano del cuadrado de la longitud
de la segunda forma, S. Primero sabemos que el laplaciano de un producto de funciones esta dado
por

Afg= fAg+ gAf + 2(gradf, gradg);

en particular si f = g,

Af? = 2f Af 4 2(gradf, gradf) = 2f Af + 2|gradf|* = 2fAf+2Zf,?.
k=1

Usando este hecho, el laplaciano del cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental
S =3, j=1 hij estéd dado por

1 n n

ij=1 i.j.k=1



donde la norma Vh estd dada por |Vh|? = D i k=1 h?jk. Como anteriormente calculamos Ah;;
concluimos que

1 n n n
QAS = ‘Vh’z + ‘Zl hij(trh)ij — | Zk 1 hijhmkRmikj — | Zk 1 hijhimRmkkj-
i,j= i,5,m, k= i,j,m,k=

Si tomamos un marco de referencia (e;) de tal manera que se diagonalice la segunda forma, es
decir, h;; = A\;0;5, esta férmula se escribe como

1 n n n
§AS = |Vh‘2 + Z)\z(trh)“ - Z >\i)\jRijij + Z )‘%Rijij;
=1 1,j=1 i,7=1

por lo tanto,

1 - IS
SAS = [Vh* + D Ailtrh)ii + 5 > (i = X)) Rigij
i=1 i,j=1

puesto que

n

n n 1 n
D N Rii — Y AidiRigiy =5 > AN = 20\ + AT Rigiy = D (A — Aj)* Rijij.
ij=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

Todos estos calculos se pueden hacer para cualquier tensor simétrico de orden dos, y en la
siguientes secciones ocuparemos este hecho.

2.2. Hipersuperficies con Curvatura Media Constante

Una de las caracterizaciones de las hipersuperficies minimas en la esfera S**! que estudiaremos
en esta seccién se puede encontrar en el trabajo de H. Alencar y M. do Carmo, [1], el cual trata de
encontrar cotas para el operador de forma A y asi describir dichas hipersuperficies.

Consideremos la inmersion

f:S™(r1) x S"(ry) — STHTL c RANF2) con r2 s =1.

Las curvaturas principales de f estan dadas por

T2 1
M==Ap=— y )\m—l—l:"':)\m—s—n:_*;
1 T2
pues si consideramos las proyecciones w1 y mg de R™T7+2 en R™*+! y R™"*! respectivamente, y
€1, .-y €min, M1, M2 un marco ortonormal de R™*+"+2 tal que:
" e1,...,6n, es un marco en S"(ry), es decir, e; = (dm1(e;),0) parai=1,...,m.
" il Emtn €8 un marco en S™(ry), es decir, e; = (0,dma(e;)) parat=m+1,...,m+n.

s = (171,0) € R x R+ y oy = (0,1) € R™HL x R"*+L con

1 1 . .
771(1)):—71297 N nz(p)z—gq donde peS™(r) y qeS"(ra),



tenemos entonces que 71 y 72 son las aplicaciones de Gauss de S™(r1) y S™(r2) respectivamente.

Definimos la aplicacién de Gauss n del producto S™(r1) x S™(r2) considerando a 7 como
1 ="T2n — T1n2.

Sabemos que la diferencial de la aplicacién de Gauss es precisamente el operador de forma, es decir

dn(P,Q) = _An(p»q)'
y que la segunda forma fundamental esta definida por 11(v) = (A, (v),v), donde

Ap(v) = —radm (v) + ridnz(v).

Consideremos (w;) las 1-formas duales asociadas al marco mévil (e;) con i = 1,...,m + n,
entonces
(Ay(v), w) = —ra{dm (dmi(v)), dm1(w)) + r1{dn2(dm(v)), dra(w))
m ’I“ m+n
J— 1 . .
— Z N > wilv)wi(w).
=1 i=m+1
Por lo que la segunda forma de la inmersién f en la direcciéon de n queda como
r m m+n
2 2
Y-t Y
s i=m—+1
y las curvaturas principales estan dadas por
T2 T
)\1:"':)\771:77 Am—&-la"w)\m—‘rn:_*v
T T2
con las direcciones principales ey, ..., €n+n respectivamente.

Por ejemplo: el H(r)-toro es una hipersuperficie en S"*1(1) con 0 < r < 1, definida por la
inmersién del producto S"~1(r) x S'(v/1 — 72) en R” x R?, las curvaturas principales corresponden
a

,/1_ 2
M= == A=

r V1—r2
Cuandon =2y r = %, tenemos el toro de Clifford que es una inmersién minima (H = 0) de un
2-toro en la esfera de dimensién 3, S*( \f) x SY( \1[) — S3(1), cuyas curvaturas principales vienen

dadas por Ay =1y Ay = —1 y cuya longitud de la segunda forma es S = 2. En general tenemos el
resultado:

Teorema 2.1 Sea M wuna variedad compacta de dimension n y f : M — SPTY(1) una hipersu-
perficie minima. Consideremos A : T,M — T,M el operador de forma de M. Supongamos que
S <n para todo p € M. Entonces

» O pasa S =0 (y M es totalmente geodésica) ¢ S =n;

» S =n siysélosi M es un toro de Clifford en S*™1(1), es decir, M es un producto de esferas
S™(r1) x S™(re), n1 +n2 = n de radio apropiado.



La primera parte del teorema se debe a J. Simons en [20], la caracterizacién dada en la segunda
parte del teorema se obtuvo por Chern, do Carmo y Kobayashi en [4] y que estudiaremos con todo
detalle en la seccién 2.4.

En las siguientes secciones se ampliard este resultado a hipersuperficies con curvatura media
H constante, curvatura escalar R constante y el cuadrado de la longitud de la segunda forma S
constante. Ademds usaremos el siguiente resultado de do Carmo y Dajczer que se puede encontrar
en [8].

Teorema 2.2 Sea f : M" — N"TY(c) una hipersuperficie inmersa en un espacio de curvatura
constante ¢, con n > 3. Supongamos que las curvaturas principales Ay, ..., A\, de [ satisfacen que
M= =XM1 =-A#0, \y=—p=—p(A) y \—pu #0. Entonces f(M™) estd contenida en
una hipersuperficie de rotacion.

Si definimos el tensor simétrico ¢ : T,M x T,M — R por ¢(x,y) = (Hx — Az,y), podemos
calcular su traza, viendo que

(H(p)e; — Aei,ej) = (H(p) — Ni)ei, e5) = (H(p) — Ni)dij;
luego tr¢ = 0, pues

n n

tre = dles,er) = Y (H(p) — A
i=1

i=1 i=1

]
3
=
=
|
>
I
[a)

Definimos el cuadrado de la norma de ¢ como

n

62 = ul=> (H(p) — N)’
=1

i=1

donde p; = H(p) — A; es un valor propio de H(p)x — Az con vector propio e; para cadai=1,...,n.
Ahora

n

S (wi— ) =D =2 g+ >, 4 =nlgl” = 2(tre)” + nlo|* = 2nlef*,

1,j=1 4,j=1 1,j=1 4,j=1

por lo tanto

1 & 1 &
’¢‘2 = % Z (Mz‘ - Mj)2 = % Z (/\z' - /\j>2-
ij=1 ij=1

De aqui se tiene que si la norma |¢|? = 0 tenemos que ¢ = 0 y esto pasa si y sélo si A = H(p)I
lo que nos dice que la inmersién es totalmente umbilica.

Asi, el tensor simétrico ¢(x,y) = (Hx — Az, y), se vuelve un objeto de estudio importante para
la geometria y en particular en el estudio de la hipersuperficies de curvatura media H constante.
El propésito es describir cotas para |¢|? y caracterizar las hipersuperficies que aparecen cuando las
cotas de éste se alcanzan.



Si consideramos una variedad compacta M de dimensién n con curvatura media constante
H > 0 inmersa en la esfera S"*!, para cada H se define el polinomio

n(n — 2)

2
n(n—l)Hm_n(H +1)

Py (z) = 2% +
y denotamos por By al cuadrado de la raiz positiva de Py (z) = 0. Vemos que para variedades
minimas inmersas en la esfera (H = 0), el polinomio queda como Py(r) = 22 —n y By = n. En
general tenemos el resultado obtenido por Alencar y do Carmo.

Un resultado 1til para probar este resultado se encuentra en [1] o [16]:

Lema 2.1 (M. Okumura) Sean p; nimeros reales con i =1,...,n; que cumplan > ;" j1; =0y
S w2 = 5% con B> 0. Entonces

o on=2 o N~ =2
mﬁs;uzsm

y la igualdad derecha (izquierda) se da siy solo sin—1 de los nimeros p; son positivos (negativos)
e iguales.
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Teorema 2.3 (H. Alencar, M. do Carmo) Sea M una variedad compacta de dimension n y
f: M — S"t C R"™2 yna inmersién con curvatura media constante H. Sea ¢ : TyM xT,M — R
un tensor simétrico dado por

Si |¢|> < By para todo p € M, entonces

» [¢|? =0 (M es totalmente umbilica) 6 |¢|*> = By.
» |¢|2 = By siy sélo si

1. H =0, entonces M es un toro de Clifford en S*1;
2. H+#0,n>3, entonces M es un H(r)-toro con r? < %1,

n ’

— 2 -1 _1
3. H#0,n=2, entonces M es un H(r)-toro con r* # "= = 3.

Demostraciéon: Este resultado requiere hacer algunas estimaciones. Tenemos que el laplaciano
de |¢|? estd dado por

1 n 1 n
SO = Vo + ) piltro)ii + 5 D Rijiglui — 1y)?

i=1 i,j=1

como tr¢ = 0, tenemos que (tr¢);; = 0 para toda i = 1,...,n, lo que implica

1 1 &
§A\¢|2 = Vo[ + 5 > Rijij(pi — 1)

i,j=1

usando la férmula de Gauss y la definicién p; = H(p) — A; tenemos

Rijij = 1+ XNXAj = 14 piptj — (i + pj) H + H?;



por lo tanto

1< 1<
5 Z Rz]z](ﬂz Mj)2 = 5 Z (1 =+ Mzﬂj)(:ui - :u’j)Q
i,j=1 i,5=1
H n
= D (it ) (s = py)?
ij=1
H?
Ty Z (i — 15)*
ij=1

Por una parte,

n n n n n n n
SOt )i — 1) = D> p; =2 g+ Y ps > iy =2y piu Y gl
ij=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 3,j=1

n
=209 — 2(t10)” + 2(trd) ) i —2/¢|*
i=1
= 2n|¢|* - 2|¢|*
y la suma
n n n n n
Do (it )= ) =Y = Y Hg = > iy u
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
n
=2n Y pd —2(tre)|¢|”
i=1

= 2nzn: .
i=1

1§~ (s )2 hi
Entonces 5> ;4 Rijij(1s — p15)” puede escribirse como

1 & a
5 D7 Rugijlus = ) = nlof® = |o|' + nH26f* — nH Y s
ij=1 i=1

por lo tanto el laplaciano de |¢|? est4 dado por

n

1
S0 = [V + nlof || + nH|6 — nH Y pi.

7
i=1

Lo que queremos es acotar el sumando ) ;" , p? de esta dltima ecuacién, para ello utilizamos el
lema de Okumura para obtener que



AW Vo +nl? — ¢ +nH?|? —nH Y 1
=1

> |V¢|* — ¢ <r¢2 —n(l1+H?) + mw )
= |V|* + [6]*(—Pu(|9]));

esto es

%A|¢|2 > VoI + |9> (= Pu(|9])).

Por el teorema de la divergencia | y divXdV = J an ixdA y usando que la variedad es compacta
tenemos

/A|¢\2dV:/ div(grad|¢>|2)dV:/ igrad)s2dA =0
M M oM

integrando ambos lados de la desigualdad anterior resulta

- ;/MAW = /M ’V¢\2+/M 6 (~Pu (1)) = 0;

esto implica que |V¢|? = 0y |¢]?> = 0 6 Pg(|¢]) = 0 lo que prueba la primera parte del teorema
pues la solucién positiva de Py (|¢|) = 0 es |¢|> = By.

Para la segunda parte, tenemos que n > 2, pues si n = 1 tenemos que |¢|?> = u? = 0 contradi-
ciendo el hecho que Py (0) = —n(H? + 1) < 0. Ademds como el lado derecho de la desigualdad se
anula independientemente de la compacidad de M, la parte que sigue serdan argumentos locales.

Cuando H = 0, entonces |¢|2> = By =n y |¢|> = S = n, por el Teorema 2.1 tenemos que M es
el toro de Clifford en S"*1.

En el caso de H # 0 tenemos que se cumple la igualdad en el lema de Okumura,

3
WW Zluz

de aqui se sigue que los valores propios \; son constantes y de todos ellos hay n — 1 que son iguales,
renombrando si es necesario tenemos

M= =M1 ¥y A\

Como |V¢| = 0, tenemos que los p; son constantes, de aqui que A; = H — p; es constante para
n > 3. El Teorema 2.2 afirma que M estd contenida en una hipersuperficie de rotacién de S™t1,
obtenida por una rotacién de una curva de curvatura constante, asi que identificamos a M como
un H(r)-toro.

Con la numeracién anterior, la igualdad del lema de Okumura, se cumple si

n—1 1
Hn = n ’¢’7 H1 =" = HUn-1= — m‘(ﬂ

entonces



1 n—1
AnA1 = (H— ”n(n—l)’(bo <H+ \V ¢‘>

-2
= nH? — o2 — M=) gy
n(n—1)
y por lo tanto A,A\; = —1. Por otro lado,
An — 1A

que se convierte en

(n—1)(An — A1) = —npiy.

Como py, > 0, tenemos A, < A\; y como también se cumple A, A\; = —1 llegamos a que A, < 0. Se
sigue que el H(r)-toro estd dado por S"~(r) x S'(v/1 —r2) con las curvaturas principales dadas
por

)\_7”1_7& N o=
1= N

y la curvatura media queda como

V1-—r2 r
(n—l))\l—{—)\n_(”*l) - I_Tz_(n—l)—m“2>0
n B n /1= 12

que es positiva si (n — 1) —nr? > 0, es decir r? < ”T_l, lo que concluye la segunda parte.

H =

Para el caso n = 2, tenemos que M? C S? es una superficie que tiene dos curvaturas principales
constantes en la esfera S* y sabemos que es totalmente umbilica, es decir, A\; = A2 0 es un H(r)-toro,
pues || # 0.

Por un argumento igual al anterior vemos que A\jA2 = —1, luego entonces la curvatura media
positiva es

1—27r2 22— 1
H—=_ - _“" 6 H=_
2ryv/1 — r2 2ry/1 — 12

y como H # 0, tenemos que 72 # %, que demuestra la iltima parte del teorema.

2.3. Hipersuperficies con Curvatura Escalar Constante en Espa-
cios de Curvatura Constante

El estudio de los problemas de rigidez en hipersuperficies minimas en la esfera se basa al igual
que en la seccién anterior en el cdlculo del laplaciano de algunos invariantes geométricos sobre M
desarrollados por J. Simons [20], por ejemplo S = 3. A2, fi =3, Af con s > 3, etc. En el trabajo
de Haizhong Li, [10], se dan resultados de rigidez donde se hace uso del operador [J estudiado por
Cheng y Yau en [5], a saber



Of =Y (nHbj; — hij) fi
i?j
el cual explicaremos a continuacion.

Consideremos M C N™"1(c) una hipersuperficie compacta de dimensién n en un espacio de
curvatura constante ¢, donde N"1(0) = R**1 N7+L(1) = SPHl y NnHL(—1) = HHL

Sea h = Zl =1 hijw; ® w; la segunda forma fundamental, supongamos que en una vecindad de
M, eligimos un marco mévil (e;) tal que

h = Z hz-jw,- Qw; = Z)\Zwi X wj.
ij=1 i

1
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Sabemos que la curvatura escalar estd dada por R = Rijij, y la ecuacién de Gauss

puede escribir como
n(n —1)(R —c¢) =n*H? - S.

Por lo tanto tenemos un invariante para las hipersuperficies minimas o con curvatura escalar cons-
tante y que es precisamente la longitud de la segunda forma fundamental.

Tomemos T' =3, Tjjw; ® w; un tensor simétrico en M, donde

Tij = T(ei,ej) = (nHei,ej) — h(ei,ej) = anSij — hz‘j;

definimos el operador asociado a este tensor T que actiia sobre las funciones diferenciables en M,
como

Of = Tijfij = Y _(nHdij — hij) fij.

ij 2]
Usaremos un resultado de Cheng y Yau que puede consultarse en [5]:
Teorema 2.4 (S. Y. Cheng, S.T. Yau) Sea M una variedad riemanniana compacta y orienta-

ble de dimension n; supongamos que ¢ = Zm:l Pijwi w; es un tensor simétrico en M, definimos
el operador

Of =Y ¢ijfij-

,J

Entonces O es un operador autoadjunto relativo al producto interno en L?(M) siy sélo si para toda
j=1,...,n se tiene que 2j¢ijj =0.

En nuestro caso veremos que ; Tijj = 0, es decir, el tensor Tj; es libre de divergencia:



Tijj = (nHbij)j — hijj = ij(nH)j — hijj

= 655D hag) — hag
k=1

= 855 (Y_ hjie) = hig
k=1

= 855(Y_ hyn) — hig.
k=1

Asi se tiene que

n n n n n n
D Tig = D8 X by = D higg = D bk = D hijy = 0
=1 k=1 =1 k=1 j=1

Jj=1

por lo tanto usando el teorema 2.4, tenemos que [J es un operador autoadjunto con el producto

interno definido en L?(M), es decir,
| 99— [ g
M M

Usando este operador [, Haizhong Li obtuvo algunos resultados sobre la rigidez en hipersu-
perficies de curvatura escalar constante R. Haremos nuevamente algunas estimaciones como en la
seccién anterior; empezaremos por considerar como siempre (e;) un marco mévil y su marco dual
(w;) en una subvariedad contenida en un espacio de curvatura constante de tal forma que la segunda
forma se vea como h;j = \;d;;.

Lema 2.2 Sea M wuna hipersuperficie compacta de dimensién n en N"T1(c) y sea R=R- c,

entonces
1 1 &
O(nH) = 5n(n = VAR +[VA? = n®|VH? + 5 3 (A = X))* Rijij-

t,j=1

Demostracién: Tenemos en primer lugar que

O(nH) =Y (nHb;j — hij)(nH);;

7:7‘7‘

= nH Z(nH)“ — Z hij(nH)ij

ij=1
n
=nHA(nH) — Z Ai(nH )i
i
ahora, el laplaciano de nH es

A(nH)? = 2nHA(nH) + 2n*|VH|?.

Por lo tanto



1 n
O(nH) = 5A(nH)Q —n?|VH|? - ZAi(nH)n».
5]

En segundo lugar, sabemos que

(nH)?=n*H*>=n(n—1)R+S con R=R-—g¢

asi,
O(nH) = n(n = 1)AR + S AS — n?|VH|? — £ }n:x(nﬂ)»»
- 2 2 2 — A A

En la seccién anterior demostramos que el laplaciano de la norma de un tensor simétrico de
orden dos estd dado por

1 S 1 ¢
§AS = |Vh]® + Z Ai(trh)q + 3 Z Rijij(Ai — M)

i=1 i,j=1
combinando las dos 1ltimas ecuaciones queda demostrado el lema:
1 1 «
O(nH) = 5n(n — VAR + VA —n?|VH + 5 D (i = ) Rigi;
ij=1
[ ]

De ahora en adelante vamos a trabajar con hipersuperficies de curvatura escalar normalizada
R constante, por lo que el operador ((nH) toma la forma

1 n
O(nH) = [Vh|]? —n®|VH|* + 5 > (A = X)) Rijij.

ij=1

Si usamos la ecuacién de Gauss R;ji; = ¢+ \;Aj obtenemos

O(nH) = [Vh[* = 0’| VH|* + ncS — S* = n’H?c+ nH Y _ A}
=1

Consideremos p; = \; — H y |32 = Y, pu?; entonces

iui:i)\i—iH:nH—nH:O
i=1 i=1 i=1

B = (N —2\H+H*)=S—-2HY N+» H>=S5-2nH’+nH’ =S5 —nH?
=1 =1 =1

ademas,



n n n n
ST =S+ HP =Y (6 + 303 H + 3 H? + H?) = Y 1+ 3H|B? + kP,
i=1 i=1 =1 i=1

Por lo tanto podemos escribir J(nH) como
n
O(nH) = [Vh[ = n®|VH[* + |8]*(nc + nH? — |B]*) + nH Y .

Si utilizamos nuevamente el lema de Okumura para acotar » ., ,u;?, tenemos

O(nH) = [VhP — n2|VHP + 5P (nc+nH2 18P - ’M\HHB!) ,

vn(n—1)

concluimos que para hipersuperfices en la esfera S"*! el operador O(nH) debe cumplir
O(nH) = [Vh]> = n®|VH|* + B> (=Pu(|5]));
recordando que ¢ = 1 y que el polinomio Py (x) fue definido como

n(n — 2)

— 2
Pule) ="+ n(n—1)

Hx —n(H? +1).
El siguiente lema es esencial para propdsitos posteriores
Lema 2.3 Supongamos que la curvatura escalar normalizada R es constante y R—c > 0, entonces
|Vh|?> > n?|VH|?.

Demostracién: Tomemos la derivada covariante de n? H?—S = n(n—1)(R—c) con R constante:

2n2HHk =2 Z hijhijk7
/[:7.].

de aqui que

Zn4H2 Hk = Z thyhuk
Zh thk

7]7

por lo tanto

ntH?|VH|*> < S|Vh[%

Por otro lado sabemos que R—c > 0, esto implica que n?H? > S, por lo que tenemos demostrada
la desigualdad requerida:

n*H?VH> < S|Vh|> < n?H?|Vh|?.



Ahora vamos a realizar algunos calculos, abreviando R = R — ¢. Por la ecuaciéon de Gauss
tenemos

n—1

n

\B|2:S—nH2:< >(5—né).

Utilizando esta tltima igualdad y el lema anterior podemos ver que O(nH) se escribe como

n—1 ~ 9 5 n(n—2) n—1 =
O(nH) > (S—nR) <nc—|—nH - S+nH —7\/m]H|\/ - VS R)

n

-1 - ~
== (S—nR)(nc+2nH2—S—(n—2)|H| S—nR>

n

n—1

e aR) <nc+2(n—1)§— (n_2>S—n;Q\/(n(n—l)E—kS)(S—nﬁ)).

n n

Esta desigualdad sera la base para demostrar el siguiente resultado que caracteriza las hipersu-
perficies de curvatura escalar constante R en la esfera S"t1.

Teorema 2.5 (Li Haizhong) Sea M wuna hipersuperficie compacta de dimension n > 3 con cur-
vatura escalar normalizada R constante en la esfera unitaria S*+1. Si

=« R=R—-1>0,

= S, el cuadrado de la longitud de la sequnda forma fundamental de M satisface

~ n

nR<S< —
(n—2)(nR+ 2)

(n(n “D)R2+4(n— 1R+ n)

Entonces pasa que S = nR y M es totalmente umbilica; o bien
n

= nn — R2 n — R n
S_(n—z)(n§+2)<( DR +4(n— 1R+ )

-2
y M es un producto de esferas, M = S'(v/1 —1r2) x S"~(r), donde r = \ /(nﬁl)'
n(K+

Demostracién: La prueba se basa en que el operador [J es autoadjunto. Usando la desigualdad
anterior con ¢ = 1, es decir,

O(nH) >~
n n n

— L5 nR) <n+2(n—1)§— <”_2)5—”_2\/(n(n—1)§+5)(5—nﬁ)).

De nuestra hipotesis tenemos que

n —1)R? n—1)R+n
S G Ry (T DR DR ),

que es equivalente a



<n+2(n )R- (”_ 2) 5)2 > ((n(n ~ 1R+ S)(S—nf%)).

n—2

Un hecho importante es ver que paran > 3 se tiene n+2(n— 1)§—( )S > 0, de aqui tenemos
n

la siguiente desigualdad

n+2(n-1)R - <n_2>52 ("_2)\/(n(n—1)1§+5)(5—nﬁ);

n n

por lo tanto,

n—2
n

n+2(n—1)}§—< )S—(n;Q)\/(n(n—l)fi—i—S)(S—nﬁ)ZO.

Usando el hecho que S > nR concluimos que O(nH) > 0:

O(nH) >~

L5~ ) <n+2(n—1)1§— <”;2>5— n;Q\/(n(n—l)R—l—S)(S—né)) >0.

Ahora usemos que el operador [J es autoadjunto en L2(M):

/M O(nH) = /M nHO(1) = /M(nH)~0 = 0;

por otro lado sabemos por el lema 2.3 que |Vh|? > n?|VH|?, por lo tanto

n(n — 2)

vn(n—1)

como cada sumando es positivo, obtenemos las siguientes dos igualdades

0= [ Dttty = [ whp—wtwnf+ [ o <n+nH2 — 1812 - IHHBI> >0,

n(n — 2)
vn(n —1)

La primera igualdad implica que \; = h;; = cte para todo ¢ = 1,...,n mostrando que H es
constante, de la segunda ecuacién tenemos dos casos:

IVh]> =n?VH* vy |8 <n+nH2—|B!2— \HHﬁ’!)—O-

n(n — 2)

vn(n—1)

De B> =85 — nR = 0, tenemos que S = nR y esto implica que M es totalmente umbilica.

BP=S-nR=0 6  —Pu(B)) =n(l+H?)— |8 [H||B] = 0.

Observemos que

n?H?> - S=n(n—1)R>0

si H = 0, implica que —S > 0 y en consecuencia S = 0 y || = 0 regresando al caso anterior y no
podemos tener el polinomio Py(|8]) = |8 — n = 0.



Para el segundo caso con n > 3, tenemos que para H # 0 por el teorema 2.3 de Alencar do

Carmo asegura que M es un H(r)-toro, es decir M = S!'(v/1 —r2) x S"1(r) con dos curvaturas
principales dadas por

vV1—1r2 r
M==lp1=—, M=——F
r N

Para encontrar el radio r, hacemos el siguiente célculo:

n(n—l)R—n2H2_5_<Z)\i> _Z)\ZZ:(n_l)u.
i=1 i=1

r2 ’

por lo tanto, nr?R=mn—2—nr? y

n—2
n(R+1)’
lo que termina la prueba.

En el caso de hipersuperficies inmersas en R"*!, tenemos

Teorema 2.6 Sea M wuna hipersuperficie compacta de dimension n > 3 con curvatura escalar
normalizada R constante en R"1. Si el cuadrado de la longitud de la segunda forma de M satisface

nRSSSMR
n—2

Entonces S =nR y M es una esfera S™(r) con r =

=~

Demostracién: En el caso de R"*!, se tiene que la curvatura es ¢ = 0, ademds notamos que

la condicién R = R — 0 > 0 se satisface automaticamente, por la siguiente razén: como M es
compacta, existe un punto py € M tal que \;(pg) > 0 para todo i = 1,...,n, entonces

n(n—1)R=>_AX;(po) >0
i#]
pero como R es constante, tenemos que R > 0 sobre toda M. Como ¢ = 0, tenemos

n;l(S—an) <2(n—1)§_ (n;2>5_n;2\/(n(n—1)§+5)(5_n§)>;

—1
de la condicién nR < § < n(nQ)R’ vemos que [J(nH) > 0y con el mismo proceso del teorema
/)/L —_

anterior llegamos a que S = nR y M es una esfera S"(r) con r =

O(nH) >

1
=

Para ¢ = —1, haciendo el mismo proceso se tiene un resultado andlogo



Teorema 2.7 Sea M wuna hipersuperficie compacta de dimension n > 3 con curvatura escalar
normalizada R constante en el espacio hiperbdlico H" 1. Si

« R=R+1>0,

= S, el cuadrado de la longitud de la sequnda forma fundamental de M satisface

~ n

nR<S< =
(n—2)(nR — 2)

<n(n ~ 1R —4(n—-1)R+ n)

Entonces S = nR y M es totalmente umbilica; o bien

= n n(n—1)R*—4(n—1)R+n
S—(n_2)(n§_2)(( DR —4(n—1)R+n)

y M es una hipersuperficie en H"t! con dos curvaturas principales, es decir, M es isométrica

a M =S""1(r) x Hl(ﬂ_il) para alguna r > 0.

Los detalles para ¢ = —1 fueron dado por L. Ximin y S. Weihong, y se pueden encontrar en
[22].

2.4. Hipersuperficies Minimas en la Esfera con Longitud de la
Segunda Forma Fundamental Constante

En esta seccién estudiaremos el trabajo de Chern, do Carmo y Kobayashi [4], donde el problema
es determinar las hipersuperficies minimas M"™ en la esfera S**P cuya longitud de la segunda forma
satisface

En el caso de dimensién 2, vimos que el toro de Clifford es una inmersién minima de un 2-toro
en la esfera de dimensién 3, Sl(%) X Sl(%) — S3(1) y cuya longitud de la segunda forma es

S = 2. En dimensiones mayores que 2, el toro de Clifford M, ,,—n, es un encaje en S"*1(1)

Mm,n—m =8sm < m) x St ( n- m> — Sn+1<1)

n n

con n > m y definido de la siguiente manera:
Sea (u,v) un punto de My, 5,—p, donde u € R+ y v € R*™*! tal que la longitud de u es 1/ Yy

la de v es |/ "™, Podemos considerar a (u,v) como un vector unitario en R7H2 = RMHL x Rr-mHL

Las curvaturas principales estan dadas por

n—m m
Al=+"=Ap = ) )\m—l—l:"':)\n:_ )
m n—m

My, n—m es una hipersuperficie minima en S™*! ya que



m n—m

H:1<m n_mf(nfm) m )zO.

También se satisface que la longitud de la segunda forma S es n, pues

) (= m) (——

S =m(

) =n.

La superficie de Veronese esta definida por la inmersién isométrica

S?(V3) — S*(1)
dada por

1 1 1
ul = — W= ——zz, u=-— 4

1
x B 27 U = ——
/3 /3 /37 /3

donde 22 4 y? + 22 = 3. Los puntos (z,9,2) y (—z, —y, —2) de S?(v/3) son mapeados al mismo
punto de S*(1). Este mapeo define un encaje del espacio proyectivo real en S*(1). Mostraremos més
adelante que es una superficie minima y satisface S = %.

1
(2" = y%), ' =@yt - 22

El resultado principal establece que la superficie de Veronesse en S*(1) y las hipersuperficies
My —m en S™*+1 son las tnicas hipersuperficies minimas de dimensién n en S"™P que satisfacen

S

9_1
p
Empezaremos considerando una variedad minima M de dimensién n inmersa en la esfera S"*1,
sabemos que el laplaciano de la segunda forma en una variedad M estda dado por

Ah;j = (Z hkk) + Z Pk Rk + Z Pim Rk jik
k=1

iy  mk=l1 m,k=1

Usando que M es minima, es decir, >, hir, = 0 y la ecuacién de Gauss

Riji = (0051 — 0a0jk) + (harhji — hiahj)

tenemos que

Ahij = (n — S)hz]

donde denotamos S =) h?j como el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental h.
Por ejemplo, en el caso de una variedad minima M de dimensién 3, tenemos

Ahij = Z hmkRngk+ Z himRmkjk

m,k=1 m,k=1
= ) henk(OmjOik — Omkis + hmjhir — hankhis) + > him (20 — hiichiy)
m,k=1 m=1
=3hij — > himbumihis. (2.1)
m,k=1

Sabemos también que el laplaciano de S es igual a



—AS Z hijAhij + > B,
1,5,k

por lo que

745 S)S+ > h.

7]7

Integrando esta tltima ecuacién sobre M (compacta o S = cte); se tiene que si 0 < S < n, entonces
M esta contenida en una esfera ecuatorial si S =0 6 M es un producto de esferas, cuando S = n.

En general, cuando M es una variedad minima de dimensién n inmersa en otra variedad N de
dimensién n + p, se puede hacer algo parecido y que formularemos a continuacion:

Primero, sabemos que la segunda forma fundamental en direccién de « estd dada por hi; v que
la derivada de h{; estd dada por

Z h%kwk = dhj; — Z le Z h{: w, + Z h”wﬁ
k !

Cuando tenemos que M es una variedad minima y el espacio ambiente N es un espacio de
curvatura constante c, se satisface

N AR = = (hihy — Bk (hGhy — Bahi) =Y " hEhhT R, 4 ne > (he)?.

Ahora, para cada « denotamos por Hy a la matriz hf; y Sap = EZ] h{; hfj la matriz simétrica

(Sap) de orden pxp. Podemos suponer que (S,g) es una matriz diagonal para una eleccién adecuada
de ep41, ..., enyp; entonces

Scx = Paa
y el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental
S=Saa=» (h)* =) Sa.
%,] o'

En general, para una matriz A = (a;;) denotamos por N(A) el cuadrado de la norma de A, es
decir

N(A) = tr(AA") =) (ai;)*.

Para cualquier matriz ortogonal T se satisface la ecuacién N(A) = N(TAT~!); usando este
hecho se puede reescribir ) hi; AhS; como

D S ALY ==Y N(HoHg — HgHa) — Y SZ + neS.
aff «

Ahora, necesitamos acotar la suma h{; Aho‘ para ello probaremos el siguiente lema algebraico:

Lema 2.4 Sea A y B matrices simétricas de n X n, entonces

N(AB — BA) < 2N(A)N(B),



la igualdad se cumple para matrices A, B distintas de cero si y solo si A y B pueden transformarse
simultaneamente mediante una matriz ortogonal en miltiplos escalares de A y B respectivamente,

donde

~ 10 --- 0 ~ o -1 --- 0
A= y B = )

mas aun, si Ay, As y As son matrices simétricas de n X n tales que
N(A)\AM — AMA)\) = QN(A)\)N(AM), 1 < )\,,u < 3, A 75 Uy

entonces al menos una de las matrices Ay debe ser cero.

Demostracién: Para probar este resultado podemos suponer que B es una matriz diagonal,
con by, ..., b, los elementos de la diagonal. Un célculo directo muestra que

N(AB — BA) =Y az (b — by)*,
i#k
usamos la desigualdad (b; — by)? < 2(b? + b2) y obtenemos que

N(AB — BA) =) az(b;
i#k

<2 an(bf +b7)
ik

<203 af) (D)
i,k %
= 2N(A)N(B).

Ahora supongamos que A y B son matrices diferentes de cero y que la igualdad se da, entonces
todas las desigualdades anteriores se vuelven igualdades e inmediatamente de la primera se tiene

que
a1 == ap, =0 v que b +b.=0 si a;r # 0.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a2 # 0. Entonces by = —bs y de la segunda
desigualdad

pero como B # 0, entonces by = —by # 0 y concluimos que a;; = 0 para (i, k) # (1,2).

Para probar la iltima parte del enunciado, consideremos Aj, Ao, y Az matrices simétricas
distintas de cero. Por la segunda parte del lema una de esas matrices puede ser transformada
en un multiplo escalar de la matriz A asi como un multiplo escalar de B por medio de matrices
ortogonales, pero esto es imposible por que A y B no son ortogonalmente equivalentes.



Aplicando este lema a nuestra ecuacién — » hi; AhZ; tenemos que

— Y hE ARG = N(HoHg — HgHo) + > S2 —ncS

<QZN N(Hp) +ZS2—ncS
a3

—225' Sg+252—n05

-y

- (ZSQ> +2 Z SaSp —ncS

a<f
= (p01)2 +p(p — 1)og — neS,

donde en la ultima igualdad consideramos

palzz:Sa:S

b, - > SaSs.

a<f

Usamos el hecho

P’(p—1)(07 —02) = Y (Sa—S5)* >0

a<f

para obtener

— Z hi; Ahg; < po? +p(p —1)oa — ncS

1] =
= (20" = p)ot —p(p — 1)(0} — 02) — ncS
<p(2p —1)o? —ncS

(2— ) S? — nes.
b

Lema 2.5 Sea M una variedad compacta y orientada de dimension n inmersa en una variedad
riemanniana N de dimension n + p. Entonces

/(thha dV_ /Z e )?dV <0

Demostracién: Sabemos que el laplaciano de Z(hf})2

%A(Z ) S hG ARG + Y ()2

ahora integramos ambos lados de la igualdad y aplicamos el teorema de Green usando que M es
compacta, esto es

/Zh"‘Ah“dVJr/ > (hgy)?dv



Teorema 2.8 Sea M una variedad compacta y orientada de dimension n inmersa minimamente
en N, un espacio de dimension n + p de curvatura constante c. Entonces
1
(2—-)S —ncySdV > 0.
M p
|

Demostraciéon: Se sigue de lema anterior.

Corolario 2.1 Sea M wuna variedad compacta y orientada de dimension n inmersa minimamente
en N, un espacio de dimension n+ p de curvatura constante c¢. Si M no es totalmente geodésica y

sobre toda M, entonces

nc
9_1
P
522_1.
p

st S <

nc

Demostraciéon: Esto proviene del hecho que (2 — ;)S — nc > 0, pues implica que
9_1
P

S >
. Por lo tanto queda probado.

y por otro lado nuestra hipétesis nos dice que S < 2’13
p

Supongamos ahora que S = Z(ho‘)2 es constante, si M es compacta o no tenemos de todas

formas que
2
0= S u g+ 0
combinado con
(0% (0% 1
obtenemos
a \2 1
Z( )" < (2- Z;)S—”C S.
Por lo tanto si S = 51 tenemos que la segunda forma fundamental h% es un tensor paralelo,
P
es decir, A = 0 pues 3 ( f‘]k)2 =0.

En lo que sigue trabajaremos cuando N es de la esfera unitaria S"*' y M no es totalmente

geodésica. En este caso tenemos que S es igual a

§=2. %k)QZ(Q_nzlj)'

Ademsds, como hii, = 0, entonces Ahf; =0, por lo tanto
Lo
(2—-)S*—ncS=0
p

> hSARG =0y



Por lo que todas las desigualdades se convierten en igualdades.

Esto es, anteriormente hicimos uso de la desigualdad N(H,Hg — HzH,) < 2N(H,)N(Hp),
ahora se transforma en la igualdad

N(HoHy — HyH,) = 2N(H)N(Hy), o #
y la desigualdad p?(p — 1)(03 — 02) = > a<cp(Sa — S5)? > 0, queda como

p*(p —1)(0F — 02) = 0.

Usando el lema 2.4 concluimos que al menos hay dos de las matrices H, que son distintas de
cero, en tal caso podemos suponer que son multiplos escalares de A y B respectivamente, como en
el mismo lema.

Consideraremos dos casos, cuando la codimensién de la variedad M inmersa en S"*P es p = 1
y cuando es p > 2.

Casop=1
Sea h;j = h’%ﬂ y consideremos un marco movil de tal manera que
hij =0 para 1]

Denotamos a

hi = hi,
con esta notacién tenemos el siguiente lema
Lema 2.6 Después de un posible reordenamiento de los elementos de la base eq, ..., e,, tenemos
m by = -+ = hy, = X\ = cte, hpy1 = - = hp = p = cte Y Ap=—1 con
1l<m<n;
-w§:0 para 1<i<m Y m+1<j3<n.

Demostracion: Como h;;; = 0, sustituyendo en la derivada de hf}

k l l
S = iy = S~ S it + 3
k l l B
con ¢ = j, tenemos

0=dhi —2) hywh = dh;.
l
Por lo tanto h; es constante. Ahora como dh; = 0 y dado que h;j; = 0

0= Z hilwé + Z hlng = (hz — hj)wé,
l l

lo que muestra que w} = 0 cuando h; — h; # 0. Entonces como h; # hj, la segunda ecuacién de

estructura de Cartan queda como

n
O:dwéz— g w,i/\wf—wflﬂ/\wyﬂ—i—wi/\wj:—wfwl/\w;“l—i—wi/\wj.
i=1



Por el lema de Cartan escribimos w/™! = 37 h"Jrl = > hijw’,

0=—wi 4 /\(,u;Hl + wt AW
= Z hikhﬂwk A w! + W' A W
k.l
= (hihj + 1w’ Aw?.
Como h; # hj, entonces tenemos h;h; = —1. Denotamos A = h;. Renombrando los indices de
la base eq,...,e,, poniendo A =hy = -+ =hy, y A # h; para j > m + 1.

Entonces, el hecho de que M es una subvariedad minima y no totalmente geodésica nos conduce
a que no todas las hq,...,h, son iguales a A. Como hih; = —1 para j > m + 1, obtenemos que

1
hmpyr1=-+=hp= - Por ultimo llamamos p = -

Por la parte dos del lema anterior se sigue que las dos distribuciones definidas por

w=...=wm=0 y Wwtl = =" =0

son integrables, lo que nos da una descomposicién local de M. Por lo tanto, cualquier punto de M
tiene una vecindad U que es un producto riemanniano V; X Vo con dimV; = m y dim Vo = n — m.
Donde las curvaturas de V; y V5 esta dadas por

Rijkl = (1 + )\2)(5ik26jl — 5il(5jk) para 1<4,5,k1<m

Riji = (1 + ,u2)((51-k5j1 — 0udjk) para m+1<4,j,kl<n.

Si m = 1, entonces V] es una curva y tiene curvatura constante, lo mismo para n —m = 1.
Ahora; si m > 2, entonces V; es un espacio de curvatura constante 1+ A% y si n —m > 2, entonces
Vs tiene curvatura 1 + p?.

Como la inmersién es minima tenemos que

OZZhi:mA+(n—m)u.

= n implica que

= Zh? =mA\? + (n —m) .

Usando estas dos relaciones, junto con Ay = —1 concluimos que

In—m [ m
=\ H==
m n—m
~ n_

Cambiando e, por —e,t1 si es necesario, supondremos la primera. En suma, tenemos el
siguiente resultado

Por otro lado, como S = 5

D=




Teorema 2.9 Sea M wuna hipersuperficie minimamente inmersa en N un espacio de dimension
n + 1 y de curvatura constante 1 que satisface S = n. Entonces M es localmente un producto
riemanianno Vi X Vo = U C M de espacios Vi y Vo de curvatura constante con dimViy =m > 1 y
dim Vo =n —m > 1. Y la matriz de conezion (wg) de N restringida o M estd dada por

wi e wh Aw!
: : 0 .
wi® wy Aw'™
1
ijh .. w:zl-‘rl /,me+1
0 f :
Wint1 W pr"
—w! ™ — ™t —pw™ 0
n—m n
donde A = ( )yu:—
m (n —m)
[ |
Caso p > 2
En este caso, la ecuacién p(p — 1)(03 — o2) = 0 implica que
o? = 0.
Sabemos que a lo méas dos de las matrices Hy, « = n + 1,...,n 4+ p, son diferentes de cero.

Supongamos que solo una de ellas lo es, digamos que H, es diferente de cero; entonces tenemos
que g1 = %Sa y 02 = 0 lo que contradice 0% = 09.

Por lo tanto podemos suponer que

Hn+1 = A*Z{v Hn+2 - :Uféa A 1 7é 0,

H,=0 para a>n+3

donde las matrices A y B estan definidas como en el lema 2.4. Recordando que wy' = Zh%wj ,
podemos escribir esto como

n+l _ 2 n+1l _ 1 n+1 __ s
wiT = Awe, wy = Aw, w;, =0 para 1=3,...,n.
W2 = pwt, Wit = —pw?, w2 =0 para i=3,...,n
w=0 para a=n+3,....,n+p e i=1,...,n.

Otra vez, como hijk = 0, tenemos
l l
dhy =3 hiwy + D hfiw; = hiws.
l l B

Consideremos las siguientes sustituciones en esta férmula:



s sia=n+1,i=1y j =2, vemos que d\ = dh?jl = 0, lo que implica que A es constante.

. sia:n+1,izlyj23,tenemosquew]2-:0paraj23.
= sia:n+1,i:2yj23,concluimosquew]l:Oparajz&

= similarmente para a =n+2,i =1y j =1, se ve que i tiene que ser constante.
Esto nos conduce a que si j > 3, la segunda ecuacién estructural queda de la forma

0:dwjl-:—Zw,ﬁ/\wf—i—wl/\wj:wl/\wj.
k

Y como wi,...,w, es una base ortonormal, de w! A w/ = 0 concluimos w’/ = 0 para j > 3. Por lo
tanto la dimensién de M es 2. Entonces

por =2\ 4+ y  plp—1)og =8N\

asi obtenemos que

pP(p—1)(0f —o2) =4 ((p— DA =230 + (p — 1)) .

El lado izquierdo de esta ecuacién es cero, entonces el discriminante del lado derecho tiene que
ser no negativo, es decir,

1-(p—12>0

como p > 2, p debe ser 2; por lo tanto la dimensién de N es 4. De la ecuacién A* — 2X%u? + p* =0
obtenemos que A\? = 12, entonces la longitud de la segunda forma es

4
= =8 =4\
3

puesto que con n =p =2

2
S=) (h)?* = 71

[Nl

Remplazando e3 por —e3 y e4 por —ey si es necesario, podemos suponer que —A = p = \/g .

Ahora, si « =3 y i = j = 1; obtenemos

por lo tanto la curvatura de M esta dada por

1
W =w AW+l AW +wiAws = (1= — 2w Aw? = Zw AW

En suma



Teorema 2.10 Sea M una variedad minimamente inmersa en un espacio de dimension n+ 1 con

n
curvatura constante 1 y que satisface S = o1 Sip > 2, entonces n = p = 2 y la matriz de la

P
conexion (wp) de N restringida a M estd dada por

0 wi  pw?  —pw!
w% 0 jw'  pw?
Aw? Al 0 2w
2wl Aw? 202 0

donde —\ = p = \/g

Para la construccién de ejemplos al teorema 2.9 y 2.10 necesitaremos considerar algunos resul-
tados de hipersuperficies minimas en el espacio euclidiano R™ y en la esfera S™. Sea M una variedad
riemanniana de dimensién m. Sea f una funcién diferenciable, es decir, f € D(M); elegimos un
marco ortonormal (eq,...,e,) en M, entonces el operador de Laplace-Beltrami estd dado por

Af = Z {eiei(f) — (Vesei) f}

o equivalentemente para cada p € M, en coordenadas locales (z!,...,2™) tenemos

1 . Of
A :75 ) _
I V945 <\/§g 855])7
1

donde la métrica riemanniana estd dada por ds* = Y g;;dz'dz’ denotando a (¢¥) = (gi;;)~ 'y
g = det(gij).

El operador de Laplace-Beltrami A es una generalizacién del laplaciano usual en el espacio
euclidiano. Haremos uso de él para estudiar subvariedades minimas en el espacio euclidiano.

0
oxt

Teorema 2.11 Sea v : M —> R™ una inmersion isométrica con vector de curvatura media H,

entonces
Ay =mH
donde A = (AL, ... Ay™).
Demostracién: Sea (e, . . ., e,) un marco ortonormal, usamos el hecho que e;()) = 1se; = e;.

Ademas e;e;1) = Vg, e;, donde V denota la conexién euclidiana. Entonces

Ay = Z {eiei(¥) = (Vee)v}
= Z {ﬁeiei - (veiei)}
= Z(ﬁeiei)N

=mH.



Corolario 2.2 Una inmersion isométrica v : M — R" es una inmersion minima si y solo si
cada componente de 1 es una funcion armonica sobre M.

Algunas propiedades de subvariedades minimas en la esfera estan relacionadas con las propie-
dades de subvariedades minimas en el espacio euclidiano.

Seay: M — M C R" una inmersion isométrica con conexion V sobre M , V* sobre R" y con
vector de curvatura media H de M en M y H* de M en R™. Si elegimos un marco ortonormal
e1, - ,emn en M, entonces del teorema 2.11 y del hecho

tenemos que H = (H*)T = (Ay)T.

Si M C R" es totalmente geodésica entonces V = V* sobre todo M y H = H*, lo cual significa
que si M es una subvariedad minima de M y M es totalmente geodésica en R™, entonces M es
minima en R"”.

Sip: M — M C R" es una inmersién minima si y s6lo si (A)T = 0, es decir, Ay es siempre
ortonormal a M.

Un caso particular es cuando M es la esfera S™, obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 2.12 Sea M una variedad riemanniana de dimension m y 1) : M — S* C R™! una
immersion isométrica, entonces i es una inmersion minima en S™ si y sélo si

Ay = —map.

Demostracién: De la ecuacion H = (H*)T = (A)T = 0, se sigue que A es un vector paralelo
al vector normal a S™ en 9)(p), esto es, Ay = A\ donde A € D(M). Entonces de la ecuacién [¢|? = 1,
tenemos que el laplaciano de Alt|? es

0= AP = (¥, Ap) + [V]* = Aw|> + [Vy|* = A+ [Vy[?,

lo que implica que

A= _‘VQMQ = _<V6i¢>veiw> = _<€ia€i> = —m.
]

Vemos que las inmersiones minimas de variedades diferenciables M en la esfera S™ son jus-
tamente aquellas inmersiones cuyas funciones coordenadas en un espacio ambiente euclidiano son
eigenfunciones del operador de Laplace-Beltrami con la métrica inducida por la inmersién y con
eigenvalor -dimM.

Més atn, para la esfera S™(r) de radio r > 0 tenemos el teorema de T. Takahashi, ver [23].



Teorema 2.13 (T. Takahashi) Consideremos M una variedad riemanniana de dimension m y
Y : M — R" ! una inmersion isométrica, tal que Avp = \p, con X # 0. Entonces

= A>0;
s (M) C S*(r) donde r* = m,

= La inmersion ¢ : M — S™ es minima.

Demostracién: Del teorema 2.12 se sigue que Ay = —AyY = H y para cualquier punto p € M
el vector ¢(p) es normal a la inmersién. Para cualquier campo vectorial X sobre M, tenemos que

X, 0) = 2(X (), ¥) = 2 X, ¢) = 2(X,9) = 0,

esto implica que

[W]* = (1, ¥) = cte =1°.

Por lo tanto

0= SARW = (b, Ag) + [VoP = —Ar? 4 m

de aqui

A="250,

2
,
lo que prueba las primeras dos partes del teorema. Para la tercera
1
H=(H")" = (4¢)" = (-—x)" =0,
m

lo que completa la prueba.

Ahora consideremos

P(d) = {Polinomios homogéneos de grado d en ]R"‘H} ,

y los polinomios homogéneos arménicos

H(d)={feP(@) | Af=0}.

Denotamos al conjunto de polinomios homogéneos armonicos en la esfera por

SH(d) = {flsn(cy | feH()}.

Lema 2.7 Si f € SH(d), entonces

Agn()f = _Mﬁ

c2



L4 x
Demostracién: Sea ey, ..., e, un marco ortonormal y ¥ = — un campo normal a lo largo de
c

S™(c), entonces

Agne) f = €iei(f) — (Ve,ei)(f)
= eiei(f) +vv(f) — (Vee)(f) = Vo (f) + hei,e)(f) — vv(f) + Vou(f)
= Agnt1 f +nH(f) —vv(f)

= —2u(f) D),

1
donde H = ——v es el vector de curvatura media de S"(c) en R""!. Como f es una funcién

c
homogénea, sabemos que

0 d
VF@)lsre) =~ e ()it = & F(2)

y
1 02 d(d—1
W@l = 5 g fEler = T ga)
Por lo tanto
d dd—1 —d d—1
Ao f = () — () = 2Ly - WY gy - ZAEA= Y g

El teorema de Takahashi y el lema 2.7 nos permiten definir inmersiones minimas usando poli-
nomios homogéneos armonicos en la esfera

Sn( d(n+d_1)> —)SN(l)

n

con N = dimSH(d), es decir, dimSH(d) = (”ji'd) — (”+g_2). En el caso de n = d = 2, tenemos

S2(v3) — S4(1)

y puede ser realizado por el mapeo

donde z2 4+ y? + 22 = 3.
El teorema 2.8 nos dice que el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental de
una hipersuperficie compacta minima en la esfera S™*! no toma cualquier valor, sino que omite los

valores que estan en el intervalo (0, —2f T >
p

Por ejemplo:



= El mapeo

S™ x 8§ — STt ™

donde (z1,...,Zme1) € S™ C R™T v (21,....2,41) € S? € R v definido por w;; = ;2
’ ) + y 3 s g+ y p J J
es una inmersion minima. Entonces tenemos

R = curvatura escalar de S™ x ST =m(m —1) +q(q —1).

y por la ecuaciéon de Gauss
S=(m+q)(m+q+1)—R=2mgq.
Por otro lado como

n_ mqg(m+q)

1 _
2—5 2mq — 1

P
teorema 2.9 obtenemos que la inmersién minima es un toro de Clifford.

tenemos que S estd en el intervalo {0, 2_"1] sim = q = 1. Lo que implica que S = 2 y por el

= Como un segundo ejemplo, si consideramos E el espacio de matrices simétricas (u;;) de orden

(n+1)x(n+1),coni,j=1,...,ntal que ), u; = 0; tenemos que F es un espacio vectorial
de dimensién n(n + 3).

Iy ufj Tomemos la esfera unitaria en S en
E donde p = %(n —1)(n + 2). Entonces, la inmersién

- ( 2(n,+-1)> g

Definimos una norma en E por ||(u;;)||*> =

n

definida por u;; = %1 / nLH(xzxj - %51-]-) es una inmersién minima. Por lo que
R = curvatura escalar de S" (

2n+1)\  n*(n—1)
n 2(n+1)

n(n —1)(n — 2).

S=nn—-1)—R= S+ 1)

Mientras que

n n(n—1)(n —2)

2—%_ 2(n2+n—3) "’

91

”} si n = 2. Por lo que tenemos la superficie
p

entonces tenemos que S esta en el intervalo [O,

de Veronese S?(v/3) — S*(1).



= Un ultimo ejemplo haciendo uso de polinomios arménicos de grado 3, consideramos la inmer-
sién minima de S?(v/6) — S%(1) definida por

1_\@_2_ 2 2 PR IR S 2 3_ V10 o
u ——72,2( 3r° =3y +227), wu 2495( ¥ —y +42%), u’= 51 z(x* — y%),
V15 1 v 10
4_ ﬁx(—flfQ — 3y2), U5 = ﬁy(_xz y2 + 422), U6 = vxyz
V15
T= oy — )

con z2 + y? + 22 = 6. Entonces

1
R = curvatura escalar de  S?(V/6) = 3
y
S=2-R=_
Mientras que
n__8
217
P

vemos que g no se encuentra en el intervalo (0, %); por lo que es una inmersion minima en la

esfera diferente al toro de Clifford y la superficie de Veronese.

Por lo tanto, el resultado de Chern, do Carmo y Kobayashi estudia las hipersuperficies minimas
en la esfera que satisfacen

concluyendo que si las hipersuperficies son compactas, ellas son o bien el toro de Clifford o la
superficie de Veronese.

Entonces se planted la siguiente pregunta: dada la dimensiéon n y codimensién p entre todas
las subvariedades minimas con curvatura escalar constante en la esfera, ;El conjunto de todos los
valores posibles de S es discreto? ;Cuales son los posibles valores de S?7 En este rumbo Peng y
Terng [17], probaron que

Teorema 2.14 (Peng-Terng) Sea M una hipersuperficie cerrada de dimension n > 3 inmersa
minimamente en la esfera unitaria S*1 con longitud de la sequnda forma fundamental constante,
S =cte. Si .5 > n, entonces S >n + ﬁ Para el caso den =3 si S > 3, entonces S > 6.



Capitulo 3

Hipersuperficies Isoparameétricas en la
esfera S"*!

En este capitulo daremos algunos resultados generales de hipersuperficies isoparamétricas en la
esfera S"*1, es decir, hipersuperficies que tienen todas sus curvaturas principales )\; constantes.

3.1. Hipersuperficies Isoparamétricas

Geométricamente una familia de hipersuperficies isoparamétricas puede ser definida por una
familia de hipersuperficies paralelas. Sea f : M™ — N"!(c) una inmersién de una hipersuperficie
en una variedad de curvatura constante c.

Supongamos las siguientes condiciones locales. Para cada x € M™, tomemos £, un campo normal
unitario a la hipersuperficie M™. Para cada t > 0, tomemos f;(x) el punto de N"*!(c) sobre la
geodésica que comienza en f(z) en direccién &, y que tiene una distancia ¢ de f(x).

Por ejemplo, en el caso euclidiano (¢ = 0). Tenemos

fi(x) = f(x) + t&s.
Considerando la esfera S"*1(1) € R"*2, una familia de hipersuperficies paralelas queda definida
por

fi(x) = (cost) f(z) + (sent)&,.
En cualquier caso, f; es una inmersién de M™ en N"T!(c) siempre que ¢ sea lo suficientemente
pequeno. Para t = 0 tenemos que fy es la inmersién original f.
Para el caso de hipersuperficies paralelas f; : M — M; en el espacio euclidiano tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 3.1 Sea f; : M — M; C R*"! wuna inmersidn como se acaba de describir anterior-
mente. Entonces (ft)«X = X — tAX y el operador de forma satisface que Ai(fi).X = AX, para
todo X € T, M. f; preserva direcciones principales de curvatura, puntos umbilicos y tercera forma
fundamental. Ademds

g = g — 2th + t%d, hy =h —td
donde g, h y d son la primera, sequnda y tercera forma fundamental sobre M. Y si A es la curvatura
principal en el punto x en la direccion de X, entonces

A
1—1tA
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es la curvatura principal correspondiente de My en fi(x) en la direccion de (fi)X.

Demostracion: Calcularemos (f;).X. Sea a(s) = (a1(s),. .., an(s)) una curva sobre M tal que
a(0) =z y X = (0) = (a}(0),...,a],(0)). Consideremos N(a(s)) = (b1(s),...,bn(s)) el campo

» '
normal unitario a lo largo de «, entonces

(froa)(s) = fi(ar(s),...,an(s)) = (a1(s) + tbi(s), ..., an(s) + tbu(s)),

por lo tanto

(f)«X = (fr o )'(0) = (a}(0) + b1 (0),...,al,(0) + t¥],(0)) = X — tAX.

Ahora por definicién de hipersuperficie paralela tenemos que N(a(s)) = N(f; o a(s)), entonces

AX = —VxN = (b1(0),...,0,(0)) = =V(5,),xN = A f)X;

esta ecuacién muestra que f; preserva la tercera forma fundamental d, esto es,

di((fo) X, (o)) = ge(Ae(f) o X, Ar(fo)4Y ) = g(AX, AY) = d(X,Y).
Sea X un vector unitario en = € M tal que AX = AX, entonces A;(fi),X = AX = AX. Por
otro lado (f;)«X = X —tAX = (1 —tA\)X. De aqui que:

Si1l—tA =0, entonces (f;)xX =0y Ai(ft)«X =0 = XX, por loque A =0y 1 =0 que no
puede ser. Entonces, si M; es una hipersuperficie paralela se tiene que 1 — tA # 0, por lo tanto

A
A(fe)«X = m(ft)*X

y ft preserva direccién de curvatura y puntos umbilicos. Por ultimo

ge((f) X, (f)Y) = (X — tAX,Y — tAY)
=g(X,Y) —2tg(X,AY) + t2g(AX, AY)
=g(X,Y) - 2tg(AX,Y) + t*g(A*X,Y)
= g(X,Y) = 2th(X,Y) + t3d(X,Y)

ha((f0)+ X, (f0)+Y) = ge(Ac(fi)o X, (f1)4Y)
= g(AX,Y — tAY)
= g(AX,Y) — tg(A%X,Y)
= h(X,Y) —td(X,Y).

En términos del operador A de M, el operador de forma de una hipersuperficie paralela M;
viene dado por

Ay = A(I — tA)™



donde I denota la transformacién identidad.

Sean A1, ..., Ay las curvaturas principales en un punto = € M, con vectores principales e, ..., e,
los cuales son ortonormales con la métrica g. Sabemos que

A(er) = Mgk, con 1<k<n
entonces
Ader) = 7 —/\’;Ak €k
donde ¢ = 1_67’;% son ortonormales con la métrica g;. Notemos que esta dltima férmula vale sélo
para t < méxl\)\k|' Por lo tanto o son las curvaturas principales a la inmersion f;.

El siguiente resultado lo usaremos para definir geométricamente una familia isoparamétrica de
hipersuperficies en términos de hipersuperficies paralelas.

Teorema 3.2 f tiene curvaturas principales constantes si y solo si f; tiene curvatura media cons-
tante para cada t.

Demostracién: Si f tiene curvaturas principales constantes, es decir, A1, ..., A, son constantes,

entonces las curvaturas principales son constantes en M; para cada t y por lo tanto f; tiene

k
1 -t
curvatura media constante. Ahora, supongamos que f; tiene curvatura media constante para cada

t de manera que

- (T
Z 1 —l;fg\k)(a:) = o(t)

k=1

donde indicamos Ai,..., A, de f como funciones sobre M"; el lado derecho es una funcién de ¢.
Entonces, evaluando

do(t) d*¢(t) d"¢(t)

o(t), dt 7 dt2 777 dtn

en t = 0, obtenemos que

Z)\k(x) = 01,2/\%(1’) =c,.. ,Z)\Z(aﬂ) =cp

donde ¢y, ¢, ..., ¢, son constantes. Y estas relaciones implican que cada una de las funciones \(x)
son constantes sobre M™.

El teorema 3.2 es valido tanto para familias de hipersuperficies en la esfera S"*! como en el
espacio hiperbélico H”*!, con una prueba similar.

Por lo tanto una definicién geométrica de una familia isoparamétrica de hipersuperficies es la
siguiente: En N™*1(c), una familia isoparamétrica de hipersuperficies es una familia de hipersu-
perficies paralelas f; : M™ — N™*1(c) obtenidas de una hipersuperficie f : M™ — N"*1(¢) con
curvaturas principales constantes.



Ahora daremos una definicién analitica de una familia isoparamétrica de hipersuperficies que es
equivalente a la anterior. Sea F' una funcién diferenciable sobre una variedad riemanniana N"*!(c).
Sea

My ={z e N""(¢) | F(z)=s}

siempre que gradF no sea cero sobre M;, obtenemos una hipersuperficie de nivel en N"*!(c).

Tenemos que
‘= grad F

~ llgradF||

es un campo normal unitario de la hipersuperficie M. Sabemos también que la segunda forma
fundamental h para M, viene dada por

_ Hessp(X,Y)

X.Y) =
MEY) = = gradE]

donde Hessy denota el hessiano de la funcién F' sobre N"!(c). Entonces la curvatura media de
M; se puede escribir en términos del laplaciano AF' y la norma ||gradF’|| como:

Lema 3.1 La curvatura media estd dada por

gradF (||gradF||) — ||gradF|AF

H =
! lgradFP?
Demostracién: Consideremos marco movil ortonormal Fy, ..., E,, E,11 = £ en una vecindad
de un punto p € M, en N"*1(c). Sabemos que
1
trh = ————trh
|grad F||
1
=————trH E; E:
feraary 1 B
1 n+1
= ————— Y Hessp(E;, E;)
feradF] 2= o

— _||graldFH {Z Hessp(E;, E;) + HeSSF(faf)} .
i=1

Por un lado, el primer miembro de la suma es

n

Z Hessp(E;, E;) = Z<VE1 (gradF), E;)

i=1 i=1

=3 (Vi (lgradF ), i)
=1

= 3" Bi(|lgradF ) (&, By} + |eradF||(Vs,&, E:)
=1

= |lgradF|[{d¢(Ey), E;)
=1

= |lgrad ||t (d€)

= —nl|gradF'||H.



Y el otro sumando

Hessp (€, €) = ||grad F|| “*Hessp (grad F, grad F)
= ||lgradF||~%(V gradF'), grad F)
_ llgradF|~?

gradF(
gradF(||gradF||2)
— llarad F||~grad F(|arad ).

AF

Ahora como la traza del operador hessiano es el laplaciano, entonces trh = — laradF]’ Por lo
tanto
= L {nllarad P H + grad |~ grad F(gradF)
— =— —nl/gra gra gra gra
lgrad F| lgrad ||
y
AF
————— = nH — ||gradF|| *grad F(||grad F)).
lgrad £
|

Ahora suponemos que ||gradF||? y AF son funciones de F, es decir, existen funciones ®; y @
de variable real tal que para todo x € M; se tenga que

lgradF||* = @1(F(x)),  AF = &a(F(x));

bajo esta ultima suposicién podemos ver que cada hipersuperficie de nivel My, tiene curvatura
media H constante.

Por ejemplo:

» Sobre R"™! tomemos la funcién F(x1,...,2,01) = 23+ + xiﬂ, donde £ es un entero fijo
0 < k < n. Entonces

|gradF||? = 4F,  AF =2(k+1).

Por lo tanto, las hipersuperficies de nivel My con s > 0 quedan como:

M, ={(z1,...,Tns1) € RPTL | $%+...+mz+1:s}

y son de la forma S¥(/s) x R**, donde S¥(4/5) es una esfera de radio /s en R¥+! perpen-
dicular al subespacio euclidiano R"~%.

= Sobre S c R"*2, tomemos F como la restriccién de z; a S*T!. Entonces

lgradF||>=1—-F% ~ AF =—(n+1)F.

Sea F la restriccién de la proyeccién sobre, digamos, la primera coordenada x; de R"*2.
Observemos primero que el gradiente de la proyeccién como funcién en R"*2 es un vector
constante e;. Ahora es facilmente convencerse que el gradiente de la restriccién de la pro-
yeccion es precisamente la proyeccion del gradiente sobre el espacio tangente a la esfera; es
decir,



gradF(p) = €1 — <617p>p7

de esta expresion tenemos

lgradF||*> =1 — (e, p)® =1 — F2.

Para el laplaciano de F', podemos usar un marco movil ortonormal E;, i = 1,...,n + 1
tangente a la esfera de modo que

n+1

div gradF' = Z(VEigradF, E;)
i=1
n+1

= Z<%Ez (61 - <€1,p>p), El)
i=1
n+1 _ B
= Z<_<61,p>inP - <617 inp>p7 Ez>
i=1
n+1

= Z(—(el,p>Ei — (e1, Ei)p, Ei)

1=1
= —(n+1){e1, p);

para el paso del tercer al cuarto rengléon hemos usado el hecho de que la derivada del vector
de posicién p en la direccion de cualquier vector X es precisamente igual a X.

Por lo tanto, las hipersuperficies de nivel My con —1 < s < 1 quedan como:

M,={zeS"" | F(z)=s)}
y son pequeiias esferas de dimensién n en S+ excepto para s = 0 que es una esfera ecuatorial.
= Otra vez sobre S"™! tomemos F(z) = 2 4+ 23 + - -+ + 27 con z € S"*!, donde k es un entero
fijo con 2 < k < n. Entonces
|gradF||? =4F(1—F), AF=2(k+1)—2(n+2)F.
Por lo tanto, para cada s tal que 0 < s < 1, las hipersuperficies de nivel My con s > 0 queda
como:
My, ={zeS"" | F(z)=s}
y es conocido que es un producto de esferas S¥(1/s) x S*#(y/T — s) inmersa en S"+1.
Volvamos al caso general, sea F' una funcién que satisface la condicién ||gradF||* = &1 (F(x))
y AF = &5(F(x)). El campo vectorial ¢ en realidad estd definido en N™*!(c), esto es, sobre

un subconjunto abierto sobre el cual gradF # 0. Con estas condiciones tenemos que las curvas
integrales de ¢ son geodésicas en N"*1(c).

Teorema 3.3 Cada curva integral de & es una geodésica en N"*1(c).



Demostracion: Probaremos que %55 = 0. Sea X un campo vectorial ortogonal a £ en M, en
consecuencia X es tangente a cada hipersuperficie de nivel de manera que XF =0y {(XF) = 0.

Como (F = dF(§) = |lgradF|| es funcién de F, tenemos que {F es constante sobre cada
hipersuperficie de nivel. Por lo tanto X(§F) =0y [X,{] F = 0.

Usando el hecho que [X, ] = Vxé— %gX, obtenemos que

9(VxE,€) — g(VeX,€) = g([X.€],€) = 0.

Pero g(%xf,f) = 0 pues g(§, &) = 1; concluimos que g(%EX, ¢) = 0. Por otro lado, g(X,&) =0
implica g(VeX, €) + g(X, V&) = 0. Se sigue que

g(Ve&, X) =0,

esto muestra que 655 es ortogonal a cualquier campo vectorial X ortogonal a £. Entonces tenemos
que g(Ve&, &) = 0y asi concluimos que V& = 0.

Usando este ultimo teorema podemos ver que una familia de hipersuperficie paralelas definidas
por una funcién F que satisface ||gradF||? = &1(F(z)) y AF = ®3(F(z)) es esencialmente una
familia de hipersuperficies obtenida de una hipersuperfie con curvaturas principales constantes.
Un caso especial es cuando ||gradF||? = 1, la hipersuperficie M, ; es obtenida de My moviendo
cualquier punto de M una distancia t sobre la geodésica en la direccién de &.

A la inversa, suponemos que M; es una familia de hipersuperficies paralelas obtenidas de una
hipersuperficie My con curvaturas principales constantes. Consideramos a t como una funcién di-
ferenciable sobre algiin abierto de N"T!(c) de tal manera que el campo gradiente es un campo
vectorial unitario con la propiedad 655 = 0. Ademsds, puesto que la curvatura media H de cada
hipersuperficie M; es constante, la férmula

_ gradF(||gradF||) — |lgrad F'||AF

H
" lerad 2

muestra que At es constante para cada M, esto es, At es funcién de t. Lo que muestra que ambas
definiciones son equivalentes.

3.2. Formula Fundamental de Cartan

Cartan usé el término isoparamétrica (mismo pardmetro) para referirse a las hipersuperficies
M"™ C N™!(c) que tienen todas sus curvaturas principales constantes, en un espacio de curva-
tura constante N"*1(c). Entonces una hipersuperficie es llamada isoparamétrica si sus curvaturas
principales son constantes.

Uno de los problemas planteados por Cartan fue: ;Existe una hipersuperficie M™ C N"*!(c)
con mas de tres distintas curvaturas principales constantes, no todas con la misma multiplicidad?

La férmula fundamental de Cartan ayuda a resolver el problema de clasificacién de hipersuper-
ficies isoparamétricas tanto en R™ como en H".

Para establecer dicha férmula, denotamos con ¢ el niimero de curvaturas principales distin-
tas de una hipersuperficie M, es decir, las curvaturas principales A1,..., )\, con sus respectivas
multiplicidades myq, ..., my.



Teorema 3.4 (Férmula Fundamental de Cartan) Sea M una hipersuperficie con curvaturas
principales constantes en una variedad riemanniana N de curvatura contante c. Entonces

g
C+)‘i>\j

Z (v Y =0

=1

‘]7
AjFEN

para toda t=1,...,g.

Demostracion: Un tensor simétrico ¢ = Z” ¢ijw; @ wj es de Codazzi si satisface ¢; 1 = Gix;j.
El matemadtico chino Haizhong Li define el concepto de variedad isoparamétrica M generalizando
la segunda forma fundamental de una hipersuperficie en espacios de curvatura constante, es decir,
supone que existe un tensor de Codazzi de tal forma que las eingenfunciones de ¢ son funciones
constantes sobre M.

En nuestro caso ¢ es la segunda forma fundamental h = Zl j hijw; ®wj. La derivada covariante
de h esta definida por

Z hz’jkwk = dh;j + Z hkjwki + Z hikwkj.
k k k

Cerca de un punto p € M podemos elegir un marco movil ortonormal e1,...,e, y su comarco
asociado wi, ...,w, de tal manera que h;; = \;0;;.

Consideremos primero el caso n = 2 y supongamos que A1 # Az, entonces elegimos ¢ = 1 y
j = 2 en la ecuacién anterior

hi21wi + higowz = (A1 — A2)wie.

Sit=j=1ei=7j =2, entonces hi1o0 = 0y hoo1 = 0 respectivamente. Usamos que h satisface
la ecuacién de Codazzi, esto es, h es simétrica en los tres indices, hi12 = hi21 y hoo1 = hi22. Por
lo tanto la 1-forma de conexion wis = 0, asi la curvatura de Gauss de la variedad es K = 0 y se
cumple el resultado.

Para el caso n > 3, introducimos la siguiente notacién [i] = {j : A\; = A;}. Para cualesquiera
indices 7 y j, tenemos

> higrwr = (A — Aj)wij,
k

vemos que hij, = 0 si j € [i] 6 k € [i]. Para j ¢ [i] escribimos las 1-formas wi; = >} fijpwk-
Entonces para j ¢ [i]

o hijk
Mzgk )\i — )\j.

La idea de la prueba es calcular h;;;; — hjji;. Por la identidad de Ricci,
Pijki — hijik = Z N Rk + Z Pim Bomjii
m m

tenemos



hijij — hijji = Y hmjRmiij + Y _ him Remjij
= hjj Rjiij + hiiRiji
= (i = hjj) Rijij
= (Ai = Aj) Rijij-

Por lo tanto,
hiijj — hjjii = (A — Aj) Rijij -
La segunda derivada covariante de h es:
> hijuwr = dhijl + Y hnjewmi + Y himk@mj + Y Pigm@mk
l m m m
de aqui
> higjiwr = dhig; + > Pnigmi + Y Bimgwmi + Y hiimWmi =2 Wi
! m m m k
por lo tanto
> higjiwr =2 hpijwp.
l k

Adems4s

Z thmumzwz—Q Z Pijwri.-

keli),[j] ! k¢li],[4]
De estas dos tltimas ecuaciones y fi;; = 3 Fij 3 concluimos
k — N
k
my] =2 Z ZJ
k¢ [i,[i }

Por la misma razon

k
j]u =2 § JZ

kil } A

Asi

1 A — M
hiizy — hygie =2 higs( - )=2 Y hi Yo ;
i(5 N A U — M) O — A

ke [i], 1] kT EA k(i1 k= A0k = Ay)

usando la férmula hiijj - hjjii == ()\7, — Aj)Rijij7 tenemos que

1

A D .
”)\—/\ e — X)) (A — A
Ai J k[, [] )( k )( k J)




Tomando la suma para j ¢ [i]

Rijij 2 1
Yy _ g E E he
DD vy T8 = 2) O = ) O = Ay
il B P R e

_ Rikik
=-2 Ai = Ak

y usando la ecuacién de Gauss obtenemos el resultado

No— N N — A\
&) T J

Z Rijz‘j o C+/\i)\j —0.

De la férmula fundamental de Cartan se puede deducir facilmente que el ntimero de curvaturas
principales distintas para hipersuperficies en R™ y H” es a lo mas dos. Esto es;

En el caso de f: M™ ! — R™

Si g = 1, tenemos que f(M"!) es totalmente umbilica, es decir, f(M"™~!) es un subconjunto
abierto de un hiperplano o de una hiperesfera

Ahora, con g > 2, eligiendo apropiadamente un campo normal unitario podemos suponer que
al menos una de las curvaturas principales es positiva. Si A; es la curvatura principal més pequena,
entonces cada término de la suma

Aidj
X — A

es negativo pero esta suma vale cero. Por lo tanto, existen al menos dos curvaturas principales
distintas, y si hay dos una de ellas es cero. De aqui que si ¢ = 2, tenemos que f(M" 1) es un
cilindro esférico.

En el caso de f: M™~ ! — H™

Si ¢ = 1, tenemos que f(M" ') es totalmente umbilica, es decir, f(M" 1) es una de las
hipersuperficies My, ..., My del lema 1.1.

Ahora, con g > 2, como en el caso anterior podemos elegir apropiadamente un campo normal
unitario de manera tal que al menos una de las curvaturas principales sea positiva. Debe existir una

. . 1 .
curvatura )\; de tal manera que ninguna curvatura principal se encuentra entre \; y I es decir,

(2
A; es la curvatura principal méas grande entre 0 y 1.

O \; es la curvatura principal més pequena mayor o igual a 1. Entonces para este \; cada
término de la suma

N — N

. 1 .
es negativo a menos que \; = ~ pero esta suma vale cero. Por lo tanto, existen al menos dos

{2
curvaturas principales distintas y si hay dos una es reciproca de la otra.

Para g = 2, tenemos que f(M™ 1) es un subconjunto abierto del producto Sk x H* k=1 de H",
como en el lema 1.1.



En la esfera S™ la identidad de Cartan no proporciona restricciones sobre el niimero de curvaturas
principales g para tratar de alguna manera de clasificar tales superficies, aunque Cartan dio varios
ejemplos para g = 1,2,3 6 4 curvaturas principales distintas.

Por ejemplo en el caso g = 1, la hipersuperficie f(M"™!) es totalmente umbilica, esto es,
f(M"™1) es un abierto de una hiperesfera ecuatorial en S™. Si g = 2, entonces f(M"~!) debe ser
un producto estdndar de dos esferas, es decir,

SP(r1) x S¥(rg) — S™(1) C RPH! x RIH = R™H!
conp+qg+1=n.

Considerando la esfera S"*1(1) € R"*2 y una familia de hipersuperficies paralelas

fi(x) = (cost) f(x) + (sent)&,,

el operador de forma A; queda como

A; = (costA +sentl)(costl —sentA)™ = (cottA 4 I)(cottl — A)~t,

Si A\p son las curvaturas principales de f = fy, es decir, Aep = Apegp; entonces las curvaturas
principales de la inmersién f; son

ttA 1
cobtde 1 _ cot(fx —t), donde Ay =cotfp y 0<k<n.
cott — A

En cuanto a las hipersuperficies isoparamétricas en la esfera Miinzner dio la siguiente caracte-
rizacién en [14].

Teorema 3.5 (H. F. Miinzner) Sean Ai,...,\; las distintas curvaturas principales con sus res-
pectivas multiplicidades my, ..., mg. Entonces

= g puede ser solo 1,2,3,4 ¢ 6.
= 57 g=3. entonces m; =mo =ms3 y st g =4 06, entonces mi1 = ms = ms, Mg = My = Mg.

n Si A =cot(f) con 0 <0 <--- <y <7y con multiplicidades my,, entonces

k—1
T

0, =01 + con k=1,...,9.

Es facil ver que hay una hipersuperficie minima entre cada familia de hipersuperficies isopa-
ramétricas en S"*! sabiendo elegir una t tal que

g g
ka)\k = ka cot(fy —t) =0
k=1 k=1

usando esta tltima férmula, la formula de fundamental de Cartan y el teorema 3.4 obtenemos que
la longitud de la segunda forma fundamental es S = (g — 1)n.

Corolario 3.1 Sea M una hipersuperficie inmersa minimamente en S™1 con curvaturas princi-
pales constantes. Entonces la longitud de la sequnda forma S de M puede ser sélo 0,n,2n,3n o bn.
Mads precisamente, si M tiene g curvaturas principales distintas entonces S = (g —1)n y curvatura
escalar R > 0.



La diferencial de f; en o estd dada por cost] —sentA¢. Si X es un campo vectorial correspon-
diente a la distribucién relativa a la curvatura principal A; = cot 6;, entonces

B _ sen(f; — 1)
(ft)xaX = (cost —sentcot 6;) X = —) X.

Por lo que (f;)(z) es una varidad focal M; sit =6; coni=1,...,g luego las variedades focales
tienen curvaturas principales cot(0; — ;) para toda i # k.

El teorema de Miinzner nos da una interpretacién geométrica de la Férmula fundamental de
Cartan, la minimalidad de las variedades focales, es decir

Teorema 3.6 Cada variedad focal My, de una hipersuperficie isoparamétrica en la esfera es una
variedad minima.

Demostracién: Sea n un campo normal unitario a My,, entonces

tr(Ay) =Y my cot (0, — 0)
hi

Si g es impar, entonces por el teorema de Miinzner todas las multiplicidades my son iguales y si
g es par tenemos que my_; = m;, entonces el dltimo término de la ecuacion anterior es igual a
—tr(A,). Por lo tanto tr(A,) = 0y Mp, es minima.

|

Si observamos que

14+ M
t(0, — 6;) =
cot(0 — 0;) N
entonces
14+ XA
tr(A”): Z m; )\._/\.]’
AjFEN ’ J

asi obtenemos como corolario la férmula fundamental de Cartan.



Corolario 3.2 (Férmula Fundamental de Cartan)

1+ /\i)\j i
Z mji)\i N 0.
AjFN

3.3. Conjetura de Chern

En esta seccién presentaremos la conjetura de Chern y algunas de sus generalizaciones. La
conjetura de Chern para hipersuperficies isoparamétricas en la esfera S"*! puede ser enunciada
como sigue:

Conjetura de Chern: Sea M™ con n > 2 una hipersuperficie minima cerrada de S™*! con
curvatura escalar R constante, entonces M"™ es isoparamétrica.

Chern propuso originalmente una versién menos fuerte en [4], es decir, para una variedad M"
inmersa minimamente en la esfera S"*! se tiene

/ (S —n)SdV > 0
M

que es precisamente el teorema 2.8. Notemos que para una hipersuperficie inmersa minimamente
en la esfera S"*! la longitud al cuadrado de la segunda forma fundamental S es constante si y sélo
si la curvatura escalar R es constante. En este caso S =06 S > n, lo que llevé a Chern a proponer:

Conjetura: Consideremos M"™ una hipersuperficie minima cerrada en S**! con curvatura es-
calar R constante. Entonces para cada n, el conjunto de todos los posibles valores para R (equiva-
lentemente para S) es discreto.

De esta conjetura, los tunicos ejemplos de hipersuperficies minimas con curvatura escalar R
constante en la esfera S**! son hipersuperficies isoparamétricas como las del teorema 2.5, esto es,
todas sus curvatura principales son constantes.

Hasta ahora no hay prueba alguna de la conjetura pero existen resultados parciales, en parti-
cular, para hipersuperficies en dimensiones bajas y con condiciones para funciones que dependen
de la curvatura de M. Mencionaremos algunos resultados recientes de dicha conjetura:

Para el caso n = 2, bajo las hipdtesis de la conjetura tenemos que A\ + A2 = 0y A\? + \3 = cte,
por lo tanto Ay = —)\g = cte.

Para el caso n = 3, en el teorema 2.14 de Peng y Terng, dan una cota para la longitud de la
segunda forma fundamental. Pero el resultado mas general para dicha conjetura es

Teorema 3.7 (S. Almeida, F. Brito; S. Chang) Sea M3 C S*(1) una hipersuperficie cerrada
con curvatura media H y curvatura escalar R constante. Entonces M3 es isoparamétrica.

Para el caso n = 4 se tiene un resultado recientemente probado bajo la hipdtesis adicional que
M es una hipersuperfice de Willmore, es decir, puntos criticos de la funcional de Willmore

W(M) = /M p" donde p? =S —nH?

que para hipersuperficies minimas con curvatura escalar R constante en la esfera es equivalente a



fa=>_ hijhjehg; = 2HS — 4AH? = 0.
i7j7k
Este trabajo de Haizhong Li se puede encontrar en [11] y para este tipo de hipersuperficies se tiene
el siguiente resultado, ver [13].

Teorema 3.8 (T. Lusala, M. Scherfner, L. Amancio, M. Sousa Jr) Sea M* C S°(1) una
hipersuperficie de Willmore minima de S®(1) con curvatura escalar R constante, entonces M* es
isoparamétrica.

Algunos ejemplos de este ultimo resultado son:

» La esfera maxima totalmente geodésica S*(1) C S?(1) es una hipersuperficie de Willmore
minima con S = 0.

= La hipersuperficie minima de Cartan M} en S?(1).

Si consideramos el espacio vectorial complejo C3 como un espacio vectorial real, es decir,
C3 = R? 4+ iR3. Tomemos z,w € C? de la forma z = = + iy, w = u + v, el producto interno
real en C? viene dado por

(x + iy, u+iv) = (z,u) + (y, v).
Si §%(1) = {z € C* = R3 +4R3 : ||z|| = 1} y consideramos la funcién F : S5(1) — R dada

por

F(z) = (el + Iol)? + 4z, )%, ==+ iy
la superficie de nivel de F' dada por
M ={z € §°(1): F(2) = cos(26)} = F~ (cos’(20)).

satisface que tanto la norma del gradiente y el laplaciano son funciones de F', esto es

|gradF|* =16F(1 - F) y  AF =16(1—2F).

s

Por lo tanto, para valores de ¢ en el intervalo (0, §

cuatro curvaturas principales diferentes.

), es una hipersuperficie isoparamétrica con

~ 14sen(2t) ~ —1+sen(2t)

A — _ s = tan(t Ay = — cot(f).
! cos(2t) 2 cos(2t) 3 = tan(t), 4 cot(t)

De entre todas esas hipersuperficies, sélo la hipersuperficie minima M3 es una hipersuperficie
8

de Willmore y sus curvaturas principales son

1+v2, 1-v2, —1++V2, —-1-V2

» El toro de Clifford W32 = SQ(g) X Sz(g) es una hipersuperficie de Willmore minima cerrada
que es isoparamétrica en S?(1) con dos curvaturas principales distintas.



A manera de conclusion: considerar hipersuperficies minimas en las esfera, es una hipétesis muy
rigida. Si ademaés también ponemos condiciones sobre la segunda forma fundamental, como S = cte,
esto obligard a que la hipersuperficie sea atin més rigida. Por lo que en la conjetura de Chern se
esperan valores de S discretos para M™ C S™*1. Se pueden encontrar una serie de resultados acerca
de esta conjetura en [19].
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