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Introducción

La idea del siguiente trabajo, es hacer una breve exposición de algunos resultados concernientes
a las hipersuperficies isoparamétricas en la esfera Sn+1; Élie Cartan usó el término isoparamétrica
(mismo parámetro) para referirse a las hipersuperficies Mn ⊂ Nn+1(c) que tienen todas sus
curvaturas principales λi constantes, en un espacio de curvatura constante Nn+1(c).

Es conocido que en geometŕıa riemanniana y en particular en el estudio de hipersuperficies,
Mn ⊂ Nn+1 la curvatura de una subvariedad M en su espacio ambiente es descrita por la segunda
forma fundamental h o del operador de forma asociado A:

−AξX = (∇̃Xξ)>.

El determinante K(p) = detAp es llamado la curvatura de Gauss-Kronecker de M en un punto p;
este determinante es igual al producto de las curvaturas principales

K(p) = λ1(p)λ2(p) · · ·λn(p)

cuando la dimensión de la hipersuperficie es dos, el determinante es conocido como la curvatura de
Gauss.

La traza de Ap dividida por
1

n
es conocida como la curvatura media H(p) de M en p y es el

promedio de las curvaturas principales.

H(p) =
1

n

n∑
i=1

λi(p).

Cuando la curvatura media es cero, H = 0, la hipersuperficie se llama mı́nima.

Por otro lado tenemos, las ecuaciones fundamentales de las subvariedades: Gauss, Codazzi y
Ricci. Que estudiaremos en el caṕıtulo 1, estas ecuaciones O. Bonnet las utilizó para probar el
Teorema Fundamental de las Superficies en R3, el de que una superficie queda determinada, salvo
isométrias, por las dos primeras formas fundamentales. En subvariedades estas ecuaciones nos
describen las condiciones de cómo una variedad puede ser inmersa isométricamente en un espacio
riemanniano.

En particular cuando consideramos una hipersuperficie inmersa en un espacio de curvatura
constante c, la ecuación de Gauss puede escribirse como

n(n− 1)(R− c) = −S + n2H2

donde R es la curvatura escalar normalizada y S =
∑
h2ij es el cuadrado de la longitud de la

segunda forma fundamental de la hipersuperficie; la cantidad S, mide qué tanto la hipersuperficie
deja de ser totalmente geodésica.
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Esta forma peculiar de escribir la ecuación de Gauss nos ayuda a obtener información sobre
hipersuperficies con curvatura escalar R constante, con el cuadrado de la longitud de la segunda
forma fundamental S constante o curvatura media H constante.

Por ejemplo cuando consideramos hipersuperficies mı́nimas en la esfera Sn+1, tenemos que S
depende sólo de la hipersuperficie, es decir, es intŕınseco

S = n(n− 1)(1−R)

en particular S es constante si y sólo si M tiene curvatura escalar R es constante.

En el caṕıtulo 2 haremos un estudio de hipersuperficies mı́nimas en la esfera y trabajaremos
con el laplaciano objetos matemáticos inventados por J. Simons como hij , S =

∑
i λ

2
i , fs =

∑
i λ

s
i

con s ≥ 3, etc. con el fin de encontrar algunos invariantes geométricos de las hipersuperficies.

Primero consideraremos hipersuperficies de curvatura media H constante: para ello veremos el
tensor simétrico

φ(x, y) = 〈Hx−Ax, y〉

de gran interés y estudiado por H. Alencar y M. do Carmo, el cual está relacionado con la curvatura
media y la segunda forma fundamental, veremos que si su traza es cero, es decir, trφ = 0 se tiene
que

|φ|2 =
1

2n

n∑
i,j=1

(λi − λj)2.

De aqúı que |φ|2 = 0 si y sólo si la hipersuperficie es totalmente umb́ılica. El propósito es describir
cotas para el laplaciano ∆|φ|2 y caracterizar las hipersuperficies que aparecen cuando las cotas de
éste se alcanzan.

En segundo lugar estudiaremos las hipersuperficies con curvatura escalar R constante, el estudio
de estas hipersuperficies también se basa en el cálculo del laplaciano de algunos objetos geométricos
mencionados anteriormente. Pero Cheng-Yau dieron algunos resultados haciendo uso del operador
�, a saber

�f =
∑
i,j

(nHδij − hij)fij

y que estudiaremos con detalle.

Y para finalizar el caṕıtulo 2 veremos hipersuperficies con el cuadrado longitud de la segunda
forma fundamental S constante, estudiado por S. S. Chern, M. do Carmo y S. Kobayashi, y donde
el problema es determinar las hipersuperficies mı́nimas Mn en la esfera Sn+p cuyo cuadrado de la
longitud de la segunda forma satisface

S =
n

2− 1
p

.

Un caso especial es cuando la codimensión es p = 1, donde se prueba que para una hipersuperficie
mı́nima y compacta de la esfera unitaria Sn+1; si cumple 0 ≤ S ≤ n, entonces o S = 0, es decir,
M es una hipersuperficie totalmente geodésica en la esfera Sn+1 lo que significa que M es una
hiperesfera ecuatorial, o S = n, en cuyo caso M es un toro de Clifford en Sn+1. Analizaremos que
pasa en codimensión p > 1.

En el último caṕıtulo estudiaremos las hipersuperficies isoparamétricas, probaremos la fórmula
fundamental de Cartan



g∑
j=1
λj 6=λi

mj
c+ λiλj
λi − λj

= 0

donde g el número de curvaturas principales distintas de una hipersuperficie M , es decir, las cur-
vaturas principales λ1, . . . , λg con sus respectivas multiplicidades m1, . . . ,mg.

Usando esta identidad, E. Cartan mostró que el número de curvaturas principales distintas de
una hipersuperficie de curvatura constante en Rn y Hn es a lo más dos. De aqúı que la clasificación de
las hipersuperficies isoparamétricas en el espacio euclidiano Rn son esferas, hiperplanos o productos
de ambos y en el espacio hiperbólico Hn son las hipersuperficies totalmente umb́ılicas, es decir, las
curvaturas principales son iguales en todos sus puntos.

En cambio, para el caso de hipersuperficies en la esfera Sn+1 la fórmula de Cartan no proporciona
condiciones suficientes sobre el número de curvaturas principales g de la hipersuperficie, para tratar
de lograr su clasificación. A pesar de eso, E. Cartan logró dar varios ejemplos como esferas máximas
y productos de esferas, y en 1968 S.S. Chern propuso la siguiente conjetura.

Conjetura de Chern: Sea Mn con n ≥ 2 una hipersuperficie mı́nima cerrada de Sn+1 con
curvatura escalar R constante, entonces Mn es isoparamétrica.

Concluiremos con algunos resultados recientes acerca de la conjetura de Chern y con algunos
ejemplos.





Caṕıtulo 1

Ecuaciones Fundamentales para
Subvariedades

Las ecuaciones fundamentales de las subvariedades, debidas a Gauss, Codazzi y Ricci nos des-
criben las condiciones para que una variedad pueda ser inmersa isométricamente en un espacio
riemanniano. Estas ecuaciones son de gran importancia cuando el espacio ambiente es un espacio
de curvatura constante, esencialmente su papel es parecido a las ecuaciones de compatibilidad en
la teoŕıa de superficies en R3.

1.1. Fórmula de Gauss y Ecuación de Weingarten

Empezaremos considerando M una variedad riemanniana de dimensión n inmersa isométrica-
mente en otra variedad N de dimensión n+ 1. Entonces podemos descomponer el espacio tangente
de N como TN = TM ⊕ TM⊥. Si ∇̃ es una conexión de Levi-Civita sobre N ésta induce una
conexión sobre M dada por la fórmula de Gauss:

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y )

donde ∇XY es la expresión de la componente tangencial de ∇̃XY , esto es, (∇̃XY )> = ∇XY y la
parte normal h(X,Y ) es conocida como la segunda forma fundamental.

Si ξ es un campo normal a M tenemos la ecuación de Weingarten

∇̃Xξ = −AξX +∇⊥Xξ

donde el operador AξX = −∇Xξ es llamado el operador de forma de M . Este operador es lineal
en ξ y en X, para probarlo basta ver que

∇̃αX(βξ) = α
{

(Xβ)ξ + β∇̃Xξ
}

= α(Xβ)ξ − αβAξX + αβ∇⊥Xξ
= −Aβξ(αX) +∇⊥αX(βξ);

por lo tanto

Aβξ(αX) = αβAξX
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∇⊥αX(βξ) = α(Xβ)ξ + αβ∇⊥Xξ.

la propiedad aditiva es trivial, lo que nos da linealidad de −AξX = ∇Xξ y de paso mostramos que
∇⊥ es una conexión sobre el haz normal NM , la cual llamamos conexión normal.

Consideremos la ecuación 〈Y, ξ〉 = 0, entonces

0 = 〈∇̃XY, ξ〉+ 〈Y, ∇̃Xξ〉
= 〈∇XY, ξ〉+ 〈h(X,Y ), ξ〉+ 〈Y,−AξX〉+ 〈Y,∇⊥Xξ〉
= 〈h(X,Y ), ξ〉 − 〈Y,AξX〉

lo que nos muestra la relación que existe entre la segunda forma fundamental h y el operador de
forma A:

〈h(X,Y ), ξ〉 = 〈AξX,Y 〉.

Ahora consideramos e1, . . . , en un marco ortonormal del espacio tangente a M en p. Definimos
la curvatura media en p como:

H =
1

n
trh =

1

n

n∑
i

h(ei, ei).

En codimensión mayor que 1, elegimos un marco ortonormal {ξα} de NM en p, tenemos aśı que
la traza de h queda como:

trh =
∑
α,i

〈h(ei, ei), ξα)〉 =
∑
α,i

〈Aξα(ei), ei〉 =
∑
α

tr(Aξα),

entonces una definición alternativa para la curvatura media es

H =
1

n

n∑
i

tr(Aξα).

Para un vector normal fijo ξ, como el operador Aξ es un operador autoadjunto podemos elegir
e1, . . . , en un marco ortonormal dado por los vectores propios de Aξ, esto es

Aξ(ei) = λiei.

Los números λi son llamados valores propios del operador Aξ o curvaturas principales en dirección
del vector normal ξ y los vectores propios son las direcciones principales.

Como sabemos, una hipersuperficie es mı́nima si H = 0 es todas partes, para justificar este
nombre tenemos el siguiente resultado, ver [23].

Teorema 1.1 (Fórmula de la Primera Variación) Sea M una variedad riemanniana compac-
ta, f : M −→ N una inmersión isométrica con H vector de curvatura media. Sea ft una familia
de inmersiones que satisfacen ft

∣∣
∂M

= f
∣∣
∂M

con |t| < ε y f0 = f . Denotamos a V = ∂ft
∂t

∣∣
t=0

como
el vector de variación a lo largo de f . Entonces

d

dt
V ol (ftM)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
M
〈nH, V 〉dV ol.



�

Por lo tanto los puntos cŕıticos de la funcional de volumen son hipersuperficies mı́nimas.

El jacobiano de la aplicación de Gauss nos da una interesante interpretación geométrica del
operador de Weingarten A. Sea M una subvariedad de Rn+1, definimos la aplicación de Gauss
η : M −→ Sn(1) por

η(p) = Punto final del traslado de n(p) al origen de Rn+1.

donde n es el vector normal a M en el punto p. Como TpM y Tη(p)Sn(1) son planos paralelos
podemos identificarlos, y aśı la diferencial

dηp = TpM −→ TpM = Tη(p)Sn(1)

está dada por

dηp(x) =
d

dt
(n ◦ c(t))|t=0 = ∇̃ dc

dt
n(c(t))|t=0 = ∇̃xn = (∇̃xn)> = −Aη(x)

donde c : (−ε, ε) −→ M es una curva diferenciable tal que c(0) = p y c′(0) = x y el hecho
∇̃xn = (∇̃xn)> se debe a

0 =
d

dt
〈n(c(t)),n(c(t))〉|t=0 = 2〈∇̃ dc

dt
n(c(t)),n(c(t))〉|t=0 = 2〈∇̃xn,n〉

por lo tanto la diferencial de la aplicación de Gauss es precisamente el operador de forma, es decir

dηp = −Aη.

1.2. Hipersuperficies Totalmente Geodésicas y Umb́ılicas

Una subvariedad M de una variedad riemanniana N es totalmente geodésica si toda geodésica
de M es geodésica de N . Por la fórmula de Gauss ∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ), tenemos que M es
totalmente geodésica si y sólo si la segunda forma fundamental se anula en todo M .

Por ejemplo las subvariedades completas, conexas y totalmente geodésicas de Rn y Sn son
subespacios afines e hiperesferas ecuatoriales, respectivamente.

Una subvariedad M de una variedad riemanniana N tiene un punto umb́ılico p ∈ M si en ese
punto todas las curvaturas principales λi son iguales. La subvariedad es totalmente umb́ılica si
todos sus puntos son umb́ılicos.

Supongamos que M es totalmente umb́ılica, dado p ∈M existe una base ortonormal e1, . . . , en
del espacio tangente TpM . Sean X,Y ∈ TpM , ξ en el espacio normal NpM y λ curvatura principal
de Aξ. Usamos la fórmula 〈h(X,Y ), ξ〉 = 〈AξX,Y 〉 para ver que



〈h(X,Y )− 〈X,Y 〉Hp, ξ〉 = 〈AξX,Y 〉 − 〈X,Y 〉〈Hp, ξ〉
= 〈X,Y 〉(λ− 〈Hp, ξ〉)

= 〈X,Y 〉(λ− 1

n

∑
i

〈h(ei, ei), ξ〉)

= 〈X,Y 〉(λ− 1

n

∑
i

〈Aξei, ei〉)

= 〈X,Y 〉(λ− 1

n

∑
i

λ〈ei, ei〉)

= 0

por lo tanto

h(X,Y ) = Hp〈X,Y 〉.

Usando la ecuación anterior tenemos

〈AξX,Y 〉 = 〈h(X,Y ), ξ〉
= 〈Hp〈X,Y 〉, ξ〉
= 〈Hp, ξ〉〈X,Y 〉
= 〈〈Hp, ξ〉X,Y 〉

Por lo que otra definición equivalente de una subvariedad totalmente umb́ıilica puede ser descrita
cuando el operador de forma es un múltiplo del operador identidad, es decir

Aξ = 〈Hp, ξ〉I.

Como ejemplos de subvariedades completas, conexas umb́ılicas en Rn tenemos los espacios
afines y las intersecciones de espacios afines con hiperesferas y de Sn son las intersecciones de Sn
con subespacios afines de Rn+1.

Consideraremos un caso especial de hipersuperficies en el espacio hiperbólico Hn+1. Una des-
cripción del espacio hiperbólico Hn+1(c) de curvatura constante c < 0, está definida considerando
la métrica

〈x, y〉 =
n+1∑
i=1

xiyi − xn+2yn+2

donde los vectores x, y están en Rn+2. Entonces Rn+2 con esta métrica es llamado el espacio-tiempo

de Minkowski. Si denotamos a R = −
√

1
c y definimos

Hn+1(c) = {x ∈ Rn+2 | xn+2 > 0, 〈x, x〉 = −R2}

No es dif́ıcil mostrar que la restricción de la métrica al espacio tangente de Hn+1(c) nos da una
hipersuperficie completa de curvatura constante c. Aśı obtenemos uno de los modelos del espacio
hiperbólico. Nosotros estamos interesados en estudiar las hipersuperficies completas con un máximo
de dos curvaturas principales constantes diferentes en Hn+1(c). Este tipo de hipersuperficies fueron
descritas por Lawson y completamente clasificadas por Ryan en el trabajo [18], esto es:



Lema 1.1 (Ryan) Sea Mn una hipersuperficie completa en Hn+1(c). Supongamos que, bajo una
elección adecuada de un marco ortonormal tangente a TpM

n, el operador de forma sobre TpM
n

está expresado por una matriz A. Si Mn tiene a lo más dos curvaturas principales constantes
distintas, entonces Mn es una de las siguientes hipersuperficies:

M1 =
{
x ∈ Hn+1(c) | x1 = 0

}
. En este caso, A = 0 y M1 es totalmente geodésica. Por lo

tanto M1 es isométrica a Hn(c);

M2 =
{
x ∈ Hn+1(c) | x1 = r > 0

}
. En este caso, A =

1
R2√
1
R2 + 1

r2

In, donde In denota la

matriz identidad de grado n, y M2 es isométrica a Hn

(
−1

r2 +R2

)
;

M3 =
{
x ∈ Hn+1(c) | xn+2 = xn+1 +R

}
. En este caso, A = 1

RIn y M3 es isométrica al
espacio euclidiano Rn+1;

M4 =
{
x ∈ Hn+1(c) |

∑n+1
i=1 x

2
i = r2 > 0

}
. En este caso, A =

√
1
R2 + 1

r2
In y M4 es

isométrica a una esfera de radio r, Sn;

M5 =
{
x ∈ Hn+1(c) |

∑k+1
i=1 x

2
i = r2 > 0,

∑n+1
j=k+2 xj − x2n+2 = −(R2 + r2)

}
. En este ca-

so, A = λIk ⊕ µIn−k, donde λ =
√

1
R2 + 1

r2
y µ =

1
R2√
1
R2 + 1

r2

. Por lo tanto M5 es isométrica

a Sk(r)×Hn−k
(
−1

r2 +R2

)
.

�

A M1, · · · ,M5 se le suelen llamar ejemplos estándar de hipersuperficies completas en Hn+1(c)
con un máximo de dos curvaturas principales constantes distintas. Es obvio que M1, · · · ,M4 son
hipersuperficies totalmente umbilicas. M3 se llama horoesfera y M4 es una esfera geodésica de Hn+1.

1.3. Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci

En geometŕıa riemanniana las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci son conocidas como las
ecuaciones fundamentales para subvariedades encajadas en algún espacio riemanniano y su impor-
tancia radica en que relacionan la curvatura de la variedad con la curvatura de su espacio ambiente.

Es bien sabido que en cualquier variedad riemanniana M el tensor de curvatura está dado por

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Del tensor de curvatura, se pueden deducir otras descripciones de la curvatura de la variedad, por
ejemplo:

La curvatura seccional está dada por

K(X,Y ) =
〈R(X,Y )Y,X〉
|X ∧ Y |2

=
R(X,Y,X, Y )

|X ∧ Y |2

donde



R(X,Y, Z,W ) = 〈R(Z,W )Y,X〉 y |X ∧ Y | =
√
|X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2

Y ciertas combinaciones de la curvatura seccional nos dan otras relaciones de la curvatura que van
a ser de gran utilidad.

La curvatura de Ricci se define como

Ric(X,Y ) =
n∑
j=1

R(X, ej , Y, ej),

donde ei es una base ortonormal de TpM .

La curvatura escalar es

R =

n∑
i=1

Ric(ei, ei) =
∑
i,j

R(ei, ej , ei, ej).

En el caso de una subvariedad M ⊂ N , tomaremos el tensor de curvatura de N y lo restrin-
giremos a M para obtener las ecuaciones fundamentales. El tensor de Riemann de N está dado
por

R̃(X,Y )Z = ∇̃X∇̃Y Z − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[XY ]Z.

Si usamos la fórmula de Gauss, tenemos

R̃(X,Y )Z = ∇̃X(∇Y Z + h(Y,Z))− ∇̃Y (∇XZ + h(X,Z))− (∇[XY ]Z + h([XY ], Z))

= ∇X∇Y Z + h(X,∇Y Z) + ∇̃Xh(Y, Z)

−∇Y∇XZ − h(Y,∇XZ)− ∇̃Y h(X,Z)

−∇[XY ]Z − h([XY ], Z)

= R(X,Y )Z − h([X,Y ], Z) + h(X,∇Y Z)− h(Y,∇XZ) + ∇̃Xh(Y,Z)− ∇̃Y h(X,Z)

de la ecuación de Weingarten obtenemos

∇̃Xh(Y, Z) = −Ah(Y,Z)X +∇⊥Xh(Y,Z)

aśı

R̃(X,Y )Z = R(X,Y )Z −Ah(Y,Z)X +Ah(X,Z)Y − h([X,Y ], Z) + h(X,∇Y Z)− h(Y,∇XZ)

+∇⊥Xh(Y, Z)−∇⊥Y h(X,Z).

Sea W un campo tangente, entonces la parte tangencial de R̃(X,Y )Z es

〈R̃(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(X,Y )Z,W 〉 − 〈Ah(Y,Z)X,W 〉+ 〈Ah(X,Z), Y 〉

usamos el hecho que 〈h(X,Y ), ξ〉 = 〈AξX,Y 〉 y llegamos a la famosa ecuación de Gauss la cual
relaciona la curvatura de la variedad con la del espacio ambiente.

〈R̃(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(X,Y )Z,W 〉 − 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉+ 〈h(Y,W ), h(X,Z)〉



Cuando tenemos que el espacio ambiente N es un espacio de curvatura constante c la ecuación
de Gauss se puede ver como:

R(X,Y,W,Z) = c(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉) + 〈h(X,W ), h(Y,Z)〉 − 〈h(X,Z), h(Y,W )〉.

Ahora si denotamos la parte normal de R̃(X,Y )Z por (R̃(X,Y )Z)⊥ tenemos

(R̃(X,Y )Z)⊥ = ∇⊥Xh(Y,Z) + h(X,∇Y Z)−∇⊥Y h(X,Z)− h(Y,∇XZ)− h([X,Y ], Z),

la derivada covariante de h está dada por

(∇⊥Xh)(Y,Z) = ∇⊥X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ)

de igual menera calculamos (∇⊥Y h)(X,Z) y cuando la sustituimos en la ecuación anterior, llegamos
a la ecuación de Codazzi:

(R̃(X,Y )Z)⊥ = (∇̃Xh)(Y, Z)− (∇̃Y h)(X,Z)

Para deducir la ecuación de Ricci para una subvariedad en general, tomamos dos campos nor-
males ξ, η a M ; entonces

R̃(X,Y )ξ = ∇̃X∇̃Y ξ − ∇̃Y ∇̃Xξ − ∇̃[XY ]ξ

si usamos la ecuación de Weingarten en el lado derecho de R̃(X,Y )ξ obtenemos

R̃(X,Y )ξ = −∇̃X(AξY ) + ∇̃X∇⊥Y ξ + ∇̃Y (AξX)− ∇̃Y∇⊥Xξ +Aξ[X,Y ]−∇⊥[X,Y ]ξ,

nuevamente en la ecuación anterior usamos la fórmula de Gauss ∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ) y la
ecuación de Weingarten ∇̃Xξ = −AξX +∇⊥Xξ, para obtener que

R̃(X,Y )ξ = R(X,Y )⊥ξ −∇X(AξY )− h(X,AξY )−A∇⊥Y ξX

+∇Y (AξX) + h(Y,AξX) +A∇⊥Xξ
Y +Aξ[X,Y ],

donde escribimos a R(X,Y )⊥ξ como

R(X,Y )⊥ξ = ∇⊥X∇⊥Y ξ −∇⊥Y∇⊥Xξ −∇⊥[XY ]ξ.

Al hacer el producto con un vector normal η, tenemos

〈R̃(X,Y )ξ, η〉 = 〈R(X,Y )⊥ξ, η〉 − 〈h(X,AξY ), η〉+ 〈h(Y,AξX), η〉;

usamos otra vez 〈h(X,Y ), ξ〉 = 〈AξX,Y 〉 y el hecho de que A es un operador autoadjunto para
llegar a la ecuación de Ricci:

〈R̃(X,Y )ξ, η〉 = 〈R(X,Y )⊥ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉

donde escribimos [Aξ, Aη] = AξAη − AηAξ. En particular cuando N es una variedad de curvatura
constante la ecuación de Ricci se reduce a



〈R(X,Y )⊥ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉.

Uno de los objetos de estudio que se trabajan en geometŕıa riemanniana y en particular en el
estudio de subvariedades con curvatura media H constante o curvatura escalar R constante es el
cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental S, que se define como

S =
∑
i,j

〈h(ei, ej), h(ei, ej)〉 =
∑
i,j

(hαij)
2

donde usamos la siguiente notación h(ei, ej) =
∑

α h
α
ijξα.

Cuando tenemos una subvariedad inmersa en un espacio de curvatura constante c, la curvatura
escalar R en términos de una base ortonormal se escribe como:

R =
∑
i,j

R(ei, ej , ei, ej) =
∑
i,j

c(giigjj − gijgij) +
∑
i,j,α,β

〈hαiiξα, h
β
jjξβ〉 −

∑
i,j,α,β

〈hαijξα, h
β
ijξβ〉

R =
∑
i,j

R(ei, ej , ei, ej) = cn(n− 1) +
∑
i,j,α

hαiih
α
jj −

∑
i,j,α

hαijh
α
ij

por lo tanto la curvatura escalar R se puede ver como

R = n(n− 1)c− S + n2H2.

Por ejemplo para el caso de una subvariedad de dimensión 2, la fórmula queda como

R = 2(2− 1)c− (λ21 + λ22) + 4

(
λ1 + λ2

2

)2

= 2c+ 2λ1λ2.

Cuando la curvatura del espacio ambiente N es c = 0, es decir en Rn+1, tenemos que la curvatura
escalar R es dos veces el producto de las curvaturas principales 2λ1λ2. A veces se suele tomar la
curvatura escalar normalizada

R =
1

n(n− 1)

∑
i,j

R(ei, ej , ei, ej)

teniendo que la curvatura escalar ahora śı es la curvatura de Gauss K.

Si usamos la curvatura escalar normalizada, la fórmula R = n(n−1)c−S+n2H2 se transforma
en

n(n− 1)(R− c) = −S + n2H2.

Esta identidad es parte fundamental para el estudio de las hipersuperficies con curvatura media
H constante (incluyendo las hipersuperficies mı́nimas), hipersuperficies con curvatura escalar R
constante y hipersuperficies con el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental S
constante.

Volviendo a las ecuaciones fundamentales de las subvariedades: Gauss, Codazzi y Ricci es posible
establecer un resultado análogo al teorema fundamental de las superficies mejor conocido como
teorema de Bonnet. Este resultado nos describe las condiciones para que una variedad pueda ser
inmersa isométricamente en un espacio riemanniano y la prueba se puede encontar en texto de M.
Dajczer, [6].



Teorema 1.2 (Teorema Fundamental de las Subvariedades) Sea M una variedad rieman-
niana simplemente conexa de dimensión m, supongamos que existe un haz plano E de dimensión
q sobre M , con h segunda forma fundamental y A el operador de forma asociado. Si se satisfacen
las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci, es decir

R(X,Y, Z,W ) = c(〈X,W 〉〈Y,Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉) + 〈h(X,W ), h(Y,Z)〉 − 〈h(X,Z), h(Y,W )〉,

(∇̃Xh)(Y, Z) = (∇̃Y h)(X,Z),

〈R(X,Y )⊥ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉.

Entonces M puede ser inmersa isométricamente en un espacio de dimensión m + q de curvatura
constante, con haz normal E.

�

1.4. Ecuaciones de Estructura de Cartan

Las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci se pueden obtener por medio de las ecuaciones de
estructura de Cartan. Consideremos M una variedad riemanniana de dimensión m isométricamente
inmersa en otra variedad N de dimensión n. Tomemos un marco móvil ortonormal adaptado en
N , esto es, (eA) con A = 1, . . . , n de los cuales (ei) con i = 1, . . . ,m son tangentes a M y (eα) con
α = m+ 1, . . . , n son normales a M .

Si tenemos dos marcos móviles ortonormales adaptados e′ y e relacionados por la ecuación
matricial e′ = ea, donde la matriz a es de la forma(

U 0
0 V

)
donde U ∈ O(m) y V ∈ O(n−m). La conexión de Cartan para N está dada por una matriz de
1-formas (ωAB) que satisfacen las ecuaciones de estructura de Cartan

ωAB = −ωBA

dωA + ωAB ∧ ωB = 0

dωAB + ωAC ∧ ωCB = Ω̃A
B

donde las 1-formas (ωA) son el comarco asociado al marco móvil (eA), la 2-forma Ω̃A
B es la forma

de curvatura de N y d es la derivada exterior. La conexión de Cartan es otra manera de ver la
conexión de Levi-Civita en una variedad riemanniana, es decir,

ωAB(eC) = 〈∇eCeB, eA〉;

o equivalentemente

∇eCeB =
∑
D

ωDB (eC)eD.

Cabe mencionar que cuando se cambia de marco de referencia e′ = ea, la conexión de Cartan y
la forma de curvatura se transforman mediante las fórmulas



ω′ = a−1da+ a−1ω y Ω′ = a−1Ωa.

La restrición de (ωAB) a (ωij) nos da una conexión de Levi-Civita ∇ en M correspondiente a la
métrica inducida por la variedad riemanniana N , pues como ωα = 0 sobre M tenemos

dωi = −ωiB ∧ ωB = −ωij ∧ ωj − ωiα ∧ ωα.

De manera similar la restricción de (ωAB) a (ωαβ ) nos da una conexión de Levi-Civita ∇⊥ en el

espacio normal a M , pues ωi = 0 evaluado en vectores en el espacio normal

dωα = −ωαB ∧ ωB = −ωαi ∧ ωi − ωαβ ∧ ωβ.

El lema de Cartan parece un resultado técnico pero es uno de los resultados más importantes
en el estudio de las subvariedades, ver [21]:

Lema 1.2 (Lema de Cartan) Consideremos M una variedad de dimensión n, sea r ≤ n y
ω1, . . . , ωr 1-formas sobre M linealmente independientes en p ∈ M . Dadas θ1, . . . , θr 1-formas
sobre M con la propiedad

r∑
i=1

θi ∧ ωi = 0

Entonces, existen funciones diferenciables hij sobre M , con hij = hji tales que

θi =
r∑
j=1

hijωj

para toda i = 1, . . . , r.

�

Para vectores tangentes a M las 1-formas ωα se anulan, es decir, ωα = 0. Por lo tanto

0 = dωα = −ωαA ∧ ωA = −ωαi ∧ ωi;

por el lema de Cartan, ωαi = hαijω
j para funciones diferenciables hαij = hαji. Las funciones hαij son

las componentes de la segunda forma fundamental en la dirección de eα, pues

∇eα = ωjαej + ωβαeβ.

Además como v = ωiei, la segunda forma queda como un 2-tensor simétrico

II(v) = −〈∇eα, v〉 = −〈ωjαej + ωβαeβ, ω
iei〉 = −ωiαωi = ωαi ω

i = hαijω
iωj ,

por lo tanto la segunda forma se puede escribir como:

II =
∑
ij

hαijω
iωj .

De la relación (∇̃Xξ)> = −AξX con ξ = eα y X = ei vemos que

(∇̃eieα)> = (ωAα (ei)eA)> = ωjα(ei)ej = −Aeαei,



por lo tanto el operador A viene dado por

Aeα(ei) = −ωjα(ei)ej = ωαj (ei)ej = hαjkω
k(ei)ej = hαijej .

Las ecuaciones de Gauss, Ricci y Codazzi se expresan en términos de formas de la siguien-
te manera: la idea es restringir los ı́ndices de las ecuaciones estructurales de Cartan de manera
adecuada.

Si nos centramos en la segunda ecuación de estructura para N , dωAB +ωAC ∧ωCB = Ω̃A
B y restrin-

gimos los ı́ndices a la subvariedad M , tenemos

dωij + ωik ∧ ωkj + ωiα ∧ ωαj = Ω̃i
j .

La segunda ecuación estructural para la conexión en M es

dωij + ωik ∧ ωkj = Ωi
j ;

como

ωiα ∧ ωαj = −ωαi ∧ ωαj = −hαikωk ∧ hαjlωl = −hαikhαjlωk ∧ ωl,

si hacemos la diferencia Ω̃i
j − Ωi

j tenemos

Ω̃i
j − Ωi

j = −hαikhαjlωk ∧ ωl.

Evaluamos en esta relación en cualesquiera dos vectores er y es, teniendo en cuenta que la 2-forma
de curvatura queda como Ωi

j(er, es) = Rijrs

R̃ijrs −Rijrs = −hαikhαjl(δkr δls − δks δlr) = hαish
α
jr − hαirhαjs.

Por lo tanto,

R̃ijrs −Rijrs = hαish
α
jr − hαirhαjs

que precisamente es la ecuación de Gauss que teńıamos anteriormente si sustituimos los campos
como X = er, Y = es, Z = ei y W = ej .

Otra vez consideramos la segunda ecuación estructural de N , dωAB+ωAC∧ωCB = Ω̃A
B y restringimos

los ı́ndices de A = α y B = i para deducir la ecuación de Codazzi, es decir

dωαi + ωαj ∧ ω
j
i + ωαβ ∧ ω

β
i = Ω̃α

i .

Como

dωαi = d(hαikω
k) = dhαik ∧ ωk − hαikdωk = dhαik ∧ ωk − hαijdωj = dhαik ∧ ωk − hαijω

j
k ∧ ω

k;

en el último término usamos la primera ecuación de estructura para M . Los otros sumandos vienen
dados por

ωαj ∧ ω
j
i = hαjkω

k ∧ ωji = −hαjkω
j
i ∧ ω

k

ωαβ ∧ ω
β
i = ωαβ ∧ (hβikω

k) = hβikω
α
β ∧ ωk



Por lo tanto la segunda ecuación estructural con A = α y B = i queda como

(dhαik − hαijω
j
k − h

α
jkω

j
i + hβikω

α
β ) ∧ ωk = Ω̃α

i

evaluamos en esta igualdad los vectores er y es que son tangentes a M , para obtener

(dhαik − hαijω
j
k − h

α
jkω

j
i + hβikω

α
β )(er)ω

k(es)− (dhαik − hαijω
j
k − h

α
jkω

j
i + hβikω

α
β )(es)ω

k(er) = Ω̃α
i (er, es).

Usamos el hecho de que ωk(es) = δks y ωk(er) = δkr para llegar a la ecuación de Codazzi:

dhαis(er)− hαijωjs(er)− hαjsω
j
i (er) + hβisω

α
β (er)− dhαir(es) + hαijω

j
r(es) + hαjrω

j
i (es)− h

β
irω

α
β (es) = R̃αirs

La fórmula no parece clara pero si la reescribimos como

R̃αirs = (∇erhα)(es, ei)− (∇eshα)(er, ei) + hβ(es, ei)〈∇⊥ereβ, eα〉 − h
β(er, ei)〈∇⊥eseβ, eα〉,

tenemos precisamente (R̃(X,Y )Z)⊥ = (∇̃Xh)(Y,Z)−(∇̃Y h)(X,Z) con los campos X = es, Y = er
y Z = ei.

Por último para la ecuación de Ricci, de dωAB + ωAC ∧ ωCB = Ω̃A
B restringimos los ı́ndices a M⊥

dωαβ + ωαi ∧ ωiβ + ωαγ ∧ ω
γ
β = Ω̃α

β ;

vemos que

ωαi ∧ ωiβ = −ωαi ∧ ω
β
i = −hαijωj ∧ hαikωk = −hαijhαikωj ∧ ωk

y

dωαβ + ωαγ ∧ ω
γ
β = Ω⊥

α
β .

Si calculamos Ω̃α
β − Ω⊥

α
β llegamos a

Ω̃α
β − Ω⊥

α
β = −hαijhαikωj ∧ ωk;

al evaluar nuevamente en er y es tenemos

Ω̃α
β(er, es)− Ω⊥

α
β(er, es) = −hαijhαik(ωj(er)ωk(es)− ωj(es)ωk(er)) = −hαijhαik(δjrδks − δjsδkr )

y por lo tanto concluimos con la ecuación de Ricci:

R̃αβrs −R⊥αβrs = hαish
α
ir − hαirhαis

La moraleja es que las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci se obtienen de las ecuaciones de
estructura de Cartan restringiendo los ı́ndices de manera adecuada.



Caṕıtulo 2

Hipersuperficies Mı́nimas en la Esfera
Sn+1

En este caṕıtulo daremos algunos resultados generales de hipersuperficies en la esfera Sn+1.

2.1. Derivada de un Tensor, Laplaciano e Identidades de Ricci

En esta sección calcularemos el laplaciano de la segunda forma fundamental (hij) y el del
cuadrado de su longitud S =

∑
i,j h

2
ij , con el fin de encontrar algunos invariantes geométricos de

las hipersuperficies.

Las formas de conexión en una variedad riemanniana se pueden escribir con un ı́ndice arriba y
otro abajo o con dos ı́ndices abajo, pues con la ayuda de la métrica se puede subir o bajar cualquiera
de sus ı́ndices, por ejemplo ωij = griω

r
j . De aqúı en adelante usaremos como (ωij) las 1-formas de

conexión sobre M , asociado al marco (ei) y al marco dual (ωi).

Como sabemos, un tensor T de orden r en una variedad M es una función multilineal

T : TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
r−copias

−→ D(M),

esto es, dados X,Y1, . . . Yr campos sobre M y f, g ∈ D(M) se tiene

T (Y1, . . . , fX + gY, . . . , Yr) = fT (Y1, . . . , X, . . . , Yr) + gT (Y1, . . . , Y, . . . , Yr)

para cualquier entrada. La derivada covariante de un tensor de orden r es un tensor de orden r+ 1
y está dada por

∇T (Y1, . . . , Yr, Z) = Z(T (Y1, . . . , Yr))−
r∑
i=1

T (Y1, . . . ,∇ZYi, . . . , Yr).

Y la derivada covariante de T con respecto Z, ∇ZT está definida por

∇ZT (Y1, . . . , Yr) = ∇T (Y1, . . . , Yr, Z).

¿Cómo se ve la derivada en el lenguaje de las formas? En términos de un marco móvil ortonormal
{ei} las componentes de ∇T (ei1 , . . . , eir , ej) son Ti1...irj . Entonces
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Ti1...irj = ∇T (ei1 , . . . , eir , ej)

= ej(T (ei1 , . . . , eir))− T (∇ejei1 , . . . , eir)− · · · − T (ei1 , . . . ,∇ejeir)

= dTi1...ir(ej)− T (
∑
k

ωi1k(ej)ek, ei2 , . . . , eir)− · · · − T (ei1 , . . . , eir−1 ,
∑
k

ωirk(ej)ek)

donde en la última igualdad usamos el hecho que ∇ejei =
∑

k ωik(ej)ek. Y esta fórmula no es más
que

∑
k

Ti1...irkωk(ej) =

(
dTi1...ir − T (

∑
k

ωi1kek, ei2 . . . , eir)− · · · − T (ei1 , . . . , eir−1 ,
∑
k

ωirkek)

)
(ej).

Por lo tanto ∑
k

Ti1...irkωk = dTi1...ir −
∑
k

Tki2...irωi1k − · · · −
∑
k

Ti1...,kωirk.

ó equivalentemente∑
k

Ti1...irkωk = dTi1...ir +
∑
k

Tki2...irωki1 + · · ·+
∑
k

Ti1...,kωkir .

Por ejemplo, la derivada covariante de la segunda forma fundamental h =
∑

i,j hijωi ⊗ ωj se
escribe como ∑

k

hijkωk = dhij +
∑
k

hkjωki +
∑
k

hikωkj .

Y la segunda derivada covariante de h es∑
l

hijklωl = dhijk +
∑
l

hljkωli +
∑
l

hilkωlj +
∑
l

hijlωlk.

Usando las derivadas de h obtendremos la ecuación de Ricci. Como primer paso hacemos el
producto cuña de la segunda derivada covariante de (hij) con ωk, esto es

∑
k,l

hijklωl ∧ ωk =
∑
k

dhijk ∧ ωk +
∑
k,l

hljkωli ∧ ωk +
∑
k,l

hilkωlj ∧ ωk +
∑
k,l

hijlωlk ∧ ωk.

Como segundo paso tomamos la derivada exterior de la derivada covariante de la segunda forma
fundamental

∑
k

d(hijkωk) = d(dhijk) +
∑
k

dhkj ∧ ωki +
∑
k

hkjdωki +
∑
k

dhik ∧ ωkj +
∑
k

hikωkj ,

por otro lado ∑
k

d(hijkωk) =
∑
k

dhijk ∧ ωk +
∑
k

hijkdωk.



Igualando estas dos últimas ecuaciones y despejando
∑

k dhijk ∧ ωk, tenemos

∑
k

dhijk ∧ ωk = −
∑
k

hijkdωk +
∑
k

dhkj ∧ ωki +
∑
k

hkjdωki +
∑
k

dhik ∧ ωkj +
∑
k

hikωkj

entonces

∑
k

dhijk ∧ ωk =−
∑
k

hijkdωk

+
∑
k,l

hkjlωl ∧ ωki −
∑
k,l

hljωlk ∧ ωki −
∑
k,l

hklωlj ∧ ωki

+
∑
k,l

hkjωkl ∧ ωli +
∑
k

hkjΩki

+
∑
k,l

hiklωl ∧ ωkj −
∑
k,l

hlkωlk ∧ ωkj −
∑
k,l

hilωlj ∧ ωkj

+
∑
k,l

hklωlj ∧ ωli +
∑
k

hikΩkj .

Por lo tanto ∑
k,l

hijklωl ∧ ωk =
∑
m

hmjΩmi +
∑
m

himΩmj ;

y como la 2-forma de curvatura satisface Ωir(el, ek) = Rrilk, entonces

hijkl − hijlk =
∑
m

hmjRimlk +
∑
m

himRjmlk =
∑
m

hmjRmikl +
∑
m

himRmjkl.

Esta última fórmula es llamada identidad de Ricci

hijkl − hijlk =
∑
m

hmjRmikl +
∑
m

himRmjkl

Recordaremos algunas definiciones bastante conocidas en geometŕıa diferencial: Dado un campo
vectorial X sobre M , la divergencia de X es una función div(X) : M −→ R dada por

divX(p) = tr{Y −→ ∇YX}.

Consideremos una función diferenciable f : M −→ R y un marco de referencia (ei) sobre un abierto
U de la variedad; podemos escribir df como

df =

n∑
i=1

fiωi,

donde las ωi son las 1-formas duales asociadas al marco móvil (ei) y la función fi es la derivada de
f en dirección del vector ei, es decir, fi = df(ei). Se definen el gradiente, el hessiano y el laplaciano
(operador de Laplace-Beltrami), respectivamente, como:

gradf = ∇f =

n∑
i=1

fiei,



Hessf =
n∑

i,j=1

fijωi ⊗ ωj

y

∆f =
n∑
i=1

fii

donde

n∑
j=1

fijωj = dfi +
n∑
j=1

fjωj .

Utilizando la identidad de Ricci, calcularemos el laplaciano de la segunda forma fundamental (hij):

∆hij =

n∑
k=1

hijkk

=
n∑
k=1

(hijkk − hikjk) +
n∑
k=1

(hikjk − hikkj) +
n∑
k=1

(hikkj − hkkij) +

(
n∑
k=1

hkk

)
ij

=

n∑
k=1

(hijkk − hikjk)−
∑
m,k=1

hmkRmikj −
∑
m,k=1

himRmkkj +

n∑
k=1

(hikkj − hkkij) +

(
n∑
k=1

hkk

)
ij

=

(
n∑
k=1

hkk

)
ij

−
∑
m,k=1

hmkRmikj −
∑
m,k=1

himRmkkj ,

teniendo en cuenta que en la última igualdad usamos la simetŕıa de (hij) y la ecuación de Codazzi
hijk = hikj , por lo tanto tenemos

∆hij =

(
n∑
k=1

hkk

)
ij

−
∑
m,k=1

hmkRmikj −
∑
m,k=1

himRmkkj .

Ahora vamos a encontrar una fórmula análoga para el laplaciano del cuadrado de la longitud
de la segunda forma, S. Primero sabemos que el laplaciano de un producto de funciones está dado
por

∆fg = f∆g + g∆f + 2〈gradf, gradg〉;

en particular si f = g,

∆f2 = 2f∆f + 2〈gradf, gradf〉 = 2f∆f + 2|gradf |2 = 2f∆f + 2
n∑
k=1

f2k .

Usando este hecho, el laplaciano del cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental
S =

∑
i,j=1 h

2
ij está dado por

1

2
∆S =

n∑
i,j=1

hij∆hij +
n∑

i,j,k=1

h2ijk,



donde la norma ∇h está dada por |∇h|2 =
∑n

i,j,k=1 h
2
ijk. Como anteriormente calculamos ∆hij

concluimos que

1

2
∆S = |∇h|2 +

n∑
i,j=1

hij(trh)ij −
n∑

i,j,m,k=1

hijhmkRmikj −
n∑

i,j,m,k=1

hijhimRmkkj .

Si tomamos un marco de referencia (ei) de tal manera que se diagonalice la segunda forma, es
decir, hij = λiδij , esta fórmula se escribe como

1

2
∆S = |∇h|2 +

n∑
i=1

λi(trh)ii −
n∑

i,j=1

λiλjRijij +
n∑

i,j=1

λ2iRijij ;

por lo tanto,

1

2
∆S = |∇h|2 +

n∑
i=1

λi(trh)ii +
1

2

n∑
i,j=1

(λi − λj)2Rijij

puesto que

n∑
i,j=1

λ2iRijij −
n∑

i,j=1

λiλjRijij =
1

2

n∑
i,j=1

{λ2i − 2λiλj + λ2j}Rijij =

n∑
i,j=1

(λi − λj)2Rijij .

Todos estos cálculos se pueden hacer para cualquier tensor simétrico de orden dos, y en la
siguientes secciones ocuparemos este hecho.

2.2. Hipersuperficies con Curvatura Media Constante

Una de las caracterizaciones de las hipersuperficies mı́nimas en la esfera Sn+1 que estudiaremos
en esta sección se puede encontrar en el trabajo de H. Alencar y M. do Carmo, [1], el cual trata de
encontrar cotas para el operador de forma A y aśı describir dichas hipersuperficies.

Consideremos la inmersión

f : Sm(r1)× Sn(r2) −→ Sm+n+1 ⊂ Rm+n+2, con r21 + r22 = 1.

Las curvaturas principales de f están dadas por

λ1 = · · · = λm =
r2
r1

y λm+1 = · · · = λm+n = −r1
r2
,

pues si consideramos las proyecciones π1 y π2 de Rm+n+2 en Rm+1 y Rn+1 respectivamente, y
e1, . . . , em+n, η1, η2 un marco ortonormal de Rm+n+2 tal que:

e1, . . . , em es un marco en Sm(r1), es decir, ei = (dπ1(ei), 0) para i = 1, . . . ,m.

em+1, . . . , em+n es un marco en Sn(r2), es decir, ei = (0, dπ2(ei)) para i = m+ 1, . . . ,m+ n.

η1 = (η1, 0) ∈ Rm+1 × Rn+1 y η2 = (0, η2) ∈ Rm+1 × Rn+1 con

η1(p) = − 1

r1
p, y η2(p) = − 1

r2
q donde p ∈ Sm(r1) y q ∈ Sm(r2),



tenemos entonces que η1 y η2 son las aplicaciones de Gauss de Sm(r1) y Sn(r2) respectivamente.

Definimos la aplicación de Gauss η del producto Sm(r1)× Sn(r2) considerando a η como

η = r2η1 − r1η2.

Sabemos que la diferencial de la aplicación de Gauss es precisamente el operador de forma, es decir

dη(p,q) = −Aη(p,q) .

y que la segunda forma fundamental está definida por II(v) = 〈Aη(v), v〉, donde

Aη(v) = −r2dη1(v) + r1dη2(v).

Consideremos (ωi) las 1-formas duales asociadas al marco móvil (ei) con i = 1, . . . ,m + n,
entonces

〈Aη(v), w〉 = −r2〈dη1(dπ1(v)), dπ1(w)〉+ r1〈dη2(dπ2(v)), dπ2(w)〉

=
r2
r1

m∑
i=1

ωi(v)ωi(w)− r1
r2

m+n∑
i=m+1

ωi(v)ωi(w).

Por lo que la segunda forma de la inmersión f en la dirección de η queda como

II =
r2
r1

m∑
i=1

ω2
i −

r1
r2

m+n∑
i=m+1

ω2
i

y las curvaturas principales están dadas por

λ1 = · · · = λm =
r2
r1
, λm+1, . . . , λm+n = −r1

r2
,

con las direcciones principales e1, . . . , em+n respectivamente.

Por ejemplo: el H(r)-toro es una hipersuperficie en Sn+1(1) con 0 < r < 1, definida por la
inmersión del producto Sn−1(r)× S1(

√
1− r2) en Rn×R2, las curvaturas principales corresponden

a

λ1 = · · · = λn−1 =

√
1− r2
r

, λn = − r√
1− r2

.

Cuando n = 2 y r = 1√
2
, tenemos el toro de Clifford que es una inmersión mı́nima (H = 0) de un

2-toro en la esfera de dimensión 3, S1( 1√
2
)× S1( 1√

2
) −→ S3(1), cuyas curvaturas principales vienen

dadas por λ1 = 1 y λ2 = −1 y cuya longitud de la segunda forma es S = 2. En general tenemos el
resultado:

Teorema 2.1 Sea M una variedad compacta de dimensión n y f : M −→ Sn+1(1) una hipersu-
perficie mı́nima. Consideremos A : TpM −→ TpM el operador de forma de M . Supongamos que
S ≤ n para todo p ∈M . Entonces

O pasa S = 0 (y M es totalmente geodésica) ó S = n;

S = n si y sólo si M es un toro de Clifford en Sn+1(1), es decir, M es un producto de esferas
Sn1(r1)× Sn2(r2), n1 + n2 = n de radio apropiado.



�

La primera parte del teorema se debe a J. Simons en [20], la caracterización dada en la segunda
parte del teorema se obtuvo por Chern, do Carmo y Kobayashi en [4] y que estudiaremos con todo
detalle en la sección 2.4.

En las siguientes secciones se ampliará este resultado a hipersuperficies con curvatura media
H constante, curvatura escalar R constante y el cuadrado de la longitud de la segunda forma S
constante. Además usaremos el siguiente resultado de do Carmo y Dajczer que se puede encontrar
en [8].

Teorema 2.2 Sea f : Mn −→ Nn+1(c) una hipersuperficie inmersa en un espacio de curvatura
constante c, con n ≥ 3. Supongamos que las curvaturas principales λ1, . . . , λn de f satisfacen que
λ1 = · · · = λn−1 = −λ 6= 0, λn = −µ = −µ(λ) y λ − µ 6= 0. Entonces f(Mn) está contenida en
una hipersuperficie de rotación.

�

Si definimos el tensor simétrico φ : TpM × TpM −→ R por φ(x, y) = 〈Hx − Ax, y〉, podemos
calcular su traza, viendo que

〈H(p)ei −Aei, ej〉 = 〈(H(p)− λi)ei, ej〉 = (H(p)− λi)δij ;

luego trφ = 0, pues

trφ =
n∑
i=1

φ(ei, ei) =
n∑
i=1

(H(p)− λi) = nH(p)−
n∑
i=1

λi = 0.

Definimos el cuadrado de la norma de φ como

|φ|2 =

n∑
i=1

µ2i =

n∑
i=1

(H(p)− λi)2

donde µi = H(p)−λi es un valor propio de H(p)x−Ax con vector propio ei para cada i = 1, . . . , n.
Ahora

n∑
i,j=1

(µi − µj)2 =

n∑
i,j=1

µ2i − 2

n∑
i,j=1

µiµj +

n∑
i,j=1

µ2j = n|φ|2 − 2(trφ)2 + n|φ|2 = 2n|φ|2,

por lo tanto

|φ|2 =
1

2n

n∑
i,j=1

(µi − µj)2 =
1

2n

n∑
i,j=1

(λi − λj)2.

De aqúı se tiene que si la norma |φ|2 = 0 tenemos que φ = 0 y esto pasa si y sólo si A = H(p)I
lo que nos dice que la inmersión es totalmente umb́ılica.

Aśı, el tensor simétrico φ(x, y) = 〈Hx−Ax, y〉, se vuelve un objeto de estudio importante para
la geometŕıa y en particular en el estudio de la hipersuperficies de curvatura media H constante.
El propósito es describir cotas para |φ|2 y caracterizar las hipersuperficies que aparecen cuando las
cotas de éste se alcanzan.



Si consideramos una variedad compacta M de dimensión n con curvatura media constante
H ≥ 0 inmersa en la esfera Sn+1, para cada H se define el polinomio

PH(x) = x2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

Hx− n(H2 + 1)

y denotamos por BH al cuadrado de la ráız positiva de PH(x) = 0. Vemos que para variedades
mı́nimas inmersas en la esfera (H = 0), el polinomio queda como P0(x) = x2 − n y B0 = n. En
general tenemos el resultado obtenido por Alencar y do Carmo.

Un resultado útil para probar este resultado se encuentra en [1] o [16]:

Lema 2.1 (M. Okumura) Sean µi números reales con i = 1, . . . , n; que cumplan
∑n

i=1 µi = 0 y∑n
i=1 µ

2
i = β2 con β ≥ 0. Entonces

− n− 2√
n(n− 1)

β3 ≤
n∑
i=1

µ3i ≤
n− 2√
n(n− 1)

β3

y la igualdad derecha (izquierda) se da si y sólo si n−1 de los números µi son positivos (negativos)
e iguales.

�

Teorema 2.3 (H. Alencar, M. do Carmo) Sea M una variedad compacta de dimensión n y
f : M −→ Sn+1 ⊂ Rn+2 una inmersión con curvatura media constante H. Sea φ : TpM×TpM −→ R
un tensor simétrico dado por

φ(x, y) = 〈Hx−Ax, y〉

Si |φ|2 ≤ BH para todo p ∈M , entonces

|φ|2 = 0 (M es totalmente umb́ılica) ó |φ|2 = BH .

|φ|2 = BH si y sólo si

1. H = 0, entonces M es un toro de Clifford en Sn+1;

2. H 6= 0, n ≥ 3, entonces M es un H(r)-toro con r2 < n−1
n ;

3. H 6= 0, n = 2, entonces M es un H(r)-toro con r2 6= n−1
n = 1

2 .

Demostración: Este resultado requiere hacer algunas estimaciones. Tenemos que el laplaciano
de |φ|2 está dado por

1

2
∆|φ|2 = |∇φ|2 +

n∑
i=1

µi(trφ)ii +
1

2

n∑
i,j=1

Rijij(µi − µj)2

como trφ = 0, tenemos que (trφ)ii = 0 para toda i = 1, . . . , n, lo que implica

1

2
∆|φ|2 = |∇φ|2 +

1

2

n∑
i,j=1

Rijij(µi − µj)2

usando la fórmula de Gauss y la definición µi = H(p)− λi tenemos

Rijij = 1 + λiλj = 1 + µiµj − (µi + µj)H +H2;



por lo tanto

1

2

n∑
i,j=1

Rijij(µi − µj)2 =
1

2

n∑
i,j=1

(1 + µiµj)(µi − µj)2

− H

2

n∑
i,j=1

(µi + µj)(µi − µj)2

+
H2

2

n∑
i,j=1

(µi − µj)2.

Por una parte,

n∑
i,j=1

(1 + µiµj)(µi − µj)2 =
n∑

i,j=1

µ2i − 2
n∑

i,j=1

µiµj +
n∑

i,j=1

µ2j +
n∑

i,j=1

µ3iµj − 2
n∑

i,j=1

µ2iµ
2
j +

n∑
i,j=1

µiµ
3
j

= 2n|φ|2 − 2(trφ)2 + 2(trφ)

n∑
i=1

µ3i − 2|φ|4

= 2n|φ|2 − 2|φ|4

y la suma

n∑
i,j=1

(µi + µj)(µi − µj)2 =

n∑
i,j=1

µ3i −
n∑

i,j=1

µ2iµj −
n∑

i,j=1

µ2jµi +

n∑
i,j=1

µ3j

= 2n
n∑
i=1

µ3i − 2(trφ)|φ|2

= 2n
n∑
i=1

µ3i .

Entonces 1
2

∑n
i,j=1Rijij(µi − µj)2 puede escribirse como

1

2

n∑
i,j=1

Rijij(µi − µj)2 = n|φ|2 − |φ|4 + nH2|φ|2 − nH
n∑
i=1

µ3i ;

por lo tanto el laplaciano de |φ|2 está dado por

1

2
∆|φ|2 = |∇φ|2 + n|φ|2 − |φ|4 + nH2|φ|2 − nH

n∑
i=1

µ3i .

Lo que queremos es acotar el sumando
∑n

i=1 µ
3
i de esta última ecuación, para ello utilizamos el

lema de Okumura para obtener que



1

2
∆|φ|2 = |∇φ|2 + n|φ|2 − |φ|4 + nH2|φ|2 − nH

n∑
i=1

µ3i

≥ |∇φ|2 − |φ|2
(
|φ|2 − n(1 +H2) +

n− 2√
n(n− 1)

|φ|H

)
= |∇φ|2 + |φ|2(−PH(|φ|));

esto es

1

2
∆|φ|2 ≥ |∇φ|2 + |φ|2(−PH(|φ|)).

Por el teorema de la divergencia
∫
M divXdV =

∫
∂M iXdA y usando que la variedad es compacta

tenemos ∫
M
∆|φ|2dV =

∫
M

div(grad|φ|2)dV =

∫
∂M

igrad|φ|2dA = 0,

integrando ambos lados de la desigualdad anterior resulta

0 =
1

2

∫
M
∆|φ|2 ≥

∫
M
|∇φ|2 +

∫
M
|φ|2(−PH(|φ|)) ≥ 0;

esto implica que |∇φ|2 = 0 y |φ|2 = 0 ó PH(|φ|) = 0 lo que prueba la primera parte del teorema
pues la solución positiva de PH(|φ|) = 0 es |φ|2 = BH .

Para la segunda parte, tenemos que n ≥ 2, pues si n = 1 tenemos que |φ|2 = µ21 = 0 contradi-
ciendo el hecho que PH(0) = −n(H2 + 1) < 0. Además como el lado derecho de la desigualdad se
anula independientemente de la compacidad de M , la parte que sigue serán argumentos locales.

Cuando H = 0, entonces |φ|2 = BH = n y |φ|2 = S = n, por el Teorema 2.1 tenemos que M es
el toro de Clifford en Sn+1.

En el caso de H 6= 0 tenemos que se cumple la igualdad en el lema de Okumura,

n− 2√
n(n− 1)

|φ|3 =
∑
i=1

µ3i

de aqúı se sigue que los valores propios λi son constantes y de todos ellos hay n−1 que son iguales,
renombrando si es necesario tenemos

λ1 = · · · = λn−1 y λn 6= λ1.

Como |∇φ| = 0, tenemos que los µi son constantes, de aqúı que λi = H − µi es constante para
n ≥ 3. El Teorema 2.2 afirma que M está contenida en una hipersuperficie de rotación de Sn+1,
obtenida por una rotación de una curva de curvatura constante, aśı que identificamos a M como
un H(r)-toro.

Con la numeración anterior, la igualdad del lema de Okumura, se cumple si

µn =

√
n− 1

n
|φ|, µ1 = · · · = µn−1 = −

√
1

n(n− 1)
|φ|

entonces



λnλ1 =

(
H −

√
1

n(n− 1)
|φ|

)(
H +

√
n− 1

n
|φ|

)
aśı

nλnλ1 = nH2 − |φ|2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

H|φ| = −n

y por lo tanto λnλ1 = −1. Por otro lado,

λn = H − µn =
λn + (n− 1)λ1

n
+ µn

que se convierte en

(n− 1)(λn − λ1) = −nµn.

Como µn > 0, tenemos λn < λ1 y como también se cumple λnλ1 = −1 llegamos a que λn < 0. Se
sigue que el H(r)-toro está dado por Sn−1(r) × S1(

√
1− r2) con las curvaturas principales dadas

por

λ1 =

√
1− r2
r

, λn = − r√
1− r2

y la curvatura media queda como

H =
(n− 1)λ1 + λn

n
=

(n− 1)
√
1−r2
r − r√

1−r2

n
=

(n− 1)− nr2

nr
√

1− r2
> 0

que es positiva si (n− 1)− nr2 > 0, es decir r2 < n−1
n , lo que concluye la segunda parte.

Para el caso n = 2, tenemos que M2 ⊂ S3 es una superficie que tiene dos curvaturas principales
constantes en la esfera S3 y sabemos que es totalmente umb́ılica, es decir, λ1 = λ2 o es un H(r)-toro,
pues |φ| 6= 0.

Por un argumento igual al anterior vemos que λ1λ2 = −1, luego entonces la curvatura media
positiva es

H =
1− 2r2

2r
√

1− r2
ó H =

2r2 − 1

2r
√

1− r2

y como H 6= 0, tenemos que r2 6= 1
2 , que demuestra la última parte del teorema.

�

2.3. Hipersuperficies con Curvatura Escalar Constante en Espa-
cios de Curvatura Constante

El estudio de los problemas de rigidez en hipersuperficies mı́nimas en la esfera se basa al igual
que en la sección anterior en el cálculo del laplaciano de algunos invariantes geométricos sobre M
desarrollados por J. Simons [20], por ejemplo S =

∑
i λ

2
i , fs =

∑
i λ

s
i con s ≥ 3, etc. En el trabajo

de Haizhong Li, [10], se dan resultados de rigidez donde se hace uso del operador � estudiado por
Cheng y Yau en [5], a saber



�f =
∑
i,j

(nHδij − hij)fij

el cual explicaremos a continuación.

Consideremos M ⊂ Nn+1(c) una hipersuperficie compacta de dimensión n en un espacio de
curvatura constante c, donde Nn+1(0) = Rn+1, Nn+1(1) = Sn+1 y Nn+1(−1) = Hn+1.

Sea h =
∑

i,j=1 hijωi ⊗ ωj la segunda forma fundamental, supongamos que en una vecindad de
M , eligimos un marco móvil (ei) tal que

h =
∑
i,j=1

hijωi ⊗ ωj =
∑
i

λiωi ⊗ ωi.

Sabemos que la curvatura escalar está dada por R =
1

n(n− 1)

∑
i,j Rijij , y la ecuación de Gauss

puede escribir como

n(n− 1)(R− c) = n2H2 − S.

Por lo tanto tenemos un invariante para las hipersuperficies mı́nimas o con curvatura escalar cons-
tante y que es precisamente la longitud de la segunda forma fundamental.

Tomemos T =
∑

ij Tijωi ⊗ ωj un tensor simétrico en M , donde

Tij = T (ei, ej) = 〈nHei, ej〉 − h(ei, ej) = nHδij − hij ;

definimos el operador asociado a este tensor T que actúa sobre las funciones diferenciables en M ,
como

�f =
∑
ij

Tijfij =
∑
i,j

(nHδij − hij)fij .

Usaremos un resultado de Cheng y Yau que puede consultarse en [5]:

Teorema 2.4 (S. Y. Cheng, S.T. Yau) Sea M una variedad riemanniana compacta y orienta-
ble de dimensión n; supongamos que φ =

∑
i,j=1 φijωi⊗ωj es un tensor simétrico en M , definimos

el operador

�f =
∑
i,j

φijfij .

Entonces � es un operador autoadjunto relativo al producto interno en L2(M) si y sólo si para toda
j = 1, . . . , n se tiene que

∑
j φijj = 0.

�

En nuestro caso veremos que
∑

j Tijj = 0, es decir, el tensor Tij es libre de divergencia:



Tijj = (nHδij)j − hijj = δij(nH)j − hijj

= δij(
n∑
k=1

hkkj)− hijj

= δij(
n∑
k=1

hkjk)− hijj

= δij(

n∑
k=1

hjkk)− hijj .

Aśı se tiene que

n∑
j=1

Tijj =

n∑
j=1

δij

n∑
k=1

hjkk −
n∑
j=1

hijj =

n∑
k=1

hikk −
n∑
j=1

hijj = 0;

por lo tanto usando el teorema 2.4, tenemos que � es un operador autoadjunto con el producto
interno definido en L2(M), es decir, ∫

M
f�g =

∫
M
g�f.

Usando este operador �, Haizhong Li obtuvo algunos resultados sobre la rigidez en hipersu-
perficies de curvatura escalar constante R. Haremos nuevamente algunas estimaciones como en la
sección anterior; empezaremos por considerar como siempre (ei) un marco móvil y su marco dual
(ωi) en una subvariedad contenida en un espacio de curvatura constante de tal forma que la segunda
forma se vea como hij = λiδij .

Lema 2.2 Sea M una hipersuperficie compacta de dimensión n en Nn+1(c) y sea R̃ = R − c,
entonces

�(nH) =
1

2
n(n− 1)∆R+ |∇h|2 − n2|∇H|2 +

1

2

n∑
i,j=1

(λi − λj)2Rijij .

Demostración: Tenemos en primer lugar que

�(nH) =
∑
i,j

(nHδij − hij)(nH)ij

= nH
∑
i

(nH)ii −
n∑

i,j=1

hij(nH)ij

= nH∆(nH)−
n∑
i

λi(nH)ii;

ahora, el laplaciano de nH es

∆(nH)2 = 2nH∆(nH) + 2n2|∇H|2.

Por lo tanto



�(nH) =
1

2
∆(nH)2 − n2|∇H|2 −

n∑
ij

λi(nH)ii.

En segundo lugar, sabemos que

(nH)2 = n2H2 = n(n− 1)R̃+ S con R̃ = R− c;

aśı,

�(nH) =
1

2
n(n− 1)∆R+

1

2
∆S − n2|∇H|2 − 1

2

n∑
i=1

λi(nH)ii.

En la sección anterior demostramos que el laplaciano de la norma de un tensor simétrico de
orden dos está dado por

1

2
∆S = |∇h|2 +

n∑
i=1

λi(trh)ii +
1

2

n∑
i,j=1

Rijij(λi − λj)2;

combinando las dos últimas ecuaciones queda demostrado el lema:

�(nH) =
1

2
n(n− 1)∆R+ |∇h|2 − n2|∇H|2 +

1

2

n∑
i,j=1

(λi − λj)2Rijij

�

De ahora en adelante vamos a trabajar con hipersuperficies de curvatura escalar normalizada
R constante, por lo que el operador �(nH) toma la forma

�(nH) = |∇h|2 − n2|∇H|2 +
1

2

n∑
i,j=1

(λi − λj)2Rijij .

Si usamos la ecuación de Gauss Rijij = c+ λiλj obtenemos

�(nH) = |∇h|2 − n2|∇H|2 + ncS − S2 − n2H2c+ nH
n∑
i=1

λ3i .

Consideremos µi = λi −H y |β|2 =
∑

i µ
2
i ; entonces

n∑
i=1

µi =

n∑
i=1

λi −
n∑
i=1

H = nH − nH = 0

y

|β|2 =

n∑
i=1

(λ2i − 2λiH +H2) = S − 2H

n∑
i=1

λi +

n∑
i=1

H2 = S − 2nH2 + nH2 = S − nH2;

además,



n∑
i=1

λ3i =

n∑
i=1

(µi +H)3 =

n∑
i=1

(µ3i + 3µ2iH + 3µiH
2 +H3) =

n∑
i=1

µ3i + 3H|β|2 + nH3.

Por lo tanto podemos escribir �(nH) como

�(nH) = |∇h|2 − n2|∇H|2 + |β|2(nc+ nH2 − |β|2) + nH
n∑
i=1

µ3i .

Si utilizamos nuevamente el lema de Okumura para acotar
∑n

i=1 µ
3
i , tenemos

�(nH) = |∇h|2 − n2|∇H|2 + |β|2
(
nc+ nH2 − |β|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||β|

)
,

concluimos que para hipersuperfices en la esfera Sn+1 el operador �(nH) debe cumplir

�(nH) = |∇h|2 − n2|∇H|2 + |β|2(−PH(|β|));

recordando que c = 1 y que el polinomio PH(x) fue definido como

PH(x) = x2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

Hx− n(H2 + 1).

El siguiente lema es esencial para propósitos posteriores

Lema 2.3 Supongamos que la curvatura escalar normalizada R es constante y R− c ≥ 0, entonces

|∇h|2 ≥ n2|∇H|2.

Demostración: Tomemos la derivada covariante de n2H2−S = n(n−1)(R−c) con R constante:

2n2HHk = 2
∑
i,j

hijhijk,

de aqúı que

∑
k

n4H2(Hk)
2 =

∑
k

(
∑
i,j

hijhijk)
2

≤ (
∑
i,j

h2ij)(
∑
i,j,k

h2ijk);

por lo tanto

n4H2|∇H|2 ≤ S|∇h|2.

Por otro lado sabemos que R−c ≥ 0, esto implica que n2H2 ≥ S, por lo que tenemos demostrada
la desigualdad requerida:

n4H2|∇H|2 ≤ S|∇h|2 ≤ n2H2|∇h|2.



�

Ahora vamos a realizar algunos cálculos, abreviando R̃ = R − c. Por la ecuación de Gauss
tenemos

|β|2 = S − nH2 =

(
n− 1

n

)
(S − nR̃).

Utilizando esta última igualdad y el lema anterior podemos ver que �(nH) se escribe como

�(nH) ≥ n− 1

n
(S − nR̃)

(
nc+ nH2 − S + nH2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H|
√
n− 1

n

√
S − nR̃

)

=
n− 1

n
(S − nR̃)

(
nc+ 2nH2 − S − (n− 2)|H|

√
S − nR̃

)
=
n− 1

n
(S − nR̃)

(
nc+ 2(n− 1)R̃−

(
n− 2

n

)
S − n− 2

n

√
(n(n− 1)R̃+ S)(S − nR̃)

)
.

Esta desigualdad será la base para demostrar el siguiente resultado que caracteriza las hipersu-
perficies de curvatura escalar constante R en la esfera Sn+1.

Teorema 2.5 (Li Haizhong) Sea M una hipersuperficie compacta de dimensión n ≥ 3 con cur-
vatura escalar normalizada R constante en la esfera unitaria Sn+1. Si

R̃ = R− 1 ≥ 0,

S, el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental de M satisface

nR̃ ≤ S ≤ n

(n− 2)(nR̃+ 2)

(
n(n− 1)R̃2 + 4(n− 1)R̃+ n

)
.

Entonces pasa que S = nR̃ y M es totalmente umb́ılica; o bien

S =
n

(n− 2)(nR̃+ 2)

(
n(n− 1)R̃2 + 4(n− 1)R̃+ n

)

y M es un producto de esferas, M = S1(
√

1− r2)× Sn−1(r), donde r =

√
n− 2

n(R̃+ 1)
.

Demostración: La prueba se basa en que el operador � es autoadjunto. Usando la desigualdad
anterior con c = 1, es decir,

�(nH) ≥ n− 1

n
(S − nR̃)

(
n+ 2(n− 1)R̃−

(
n− 2

n

)
S − n− 2

n

√
(n(n− 1)R̃+ S)(S − nR̃)

)
.

De nuestra hipótesis tenemos que

S ≤ n

(n− 2)(nR̃+ 2)

(
n(n− 1)R̃2 + 4(n− 1)R̃+ n

)
,

que es equivalente a



(
n+ 2(n− 1)R̃−

(
n− 2

n

)
S

)2

≥ (n− 2)2

n2

(
(n(n− 1)R̃+ S)(S − nR̃)

)
.

Un hecho importante es ver que para n ≥ 3 se tiene n+2(n−1)R̃−(
n− 2

n
)S > 0, de aqúı tenemos

la siguiente desigualdad

n+ 2(n− 1)R̃−
(
n− 2

n

)
S ≥ (n− 2)

n

√
(n(n− 1)R̃+ S)(S − nR̃);

por lo tanto,

n+ 2(n− 1)R̃−
(
n− 2

n

)
S − (n− 2)

n

√
(n(n− 1)R̃+ S)(S − nR̃) ≥ 0.

Usando el hecho que S ≥ nR̃ concluimos que �(nH) ≥ 0:

�(nH) ≥ n− 1

n
(S − nR̃)

(
n+ 2(n− 1)R̃−

(
n− 2

n

)
S − n− 2

n

√
(n(n− 1)R̃+ S)(S − nR̃)

)
≥ 0.

Ahora usemos que el operador � es autoadjunto en L2(M):∫
M

�(nH) =

∫
M
nH�(1) =

∫
M

(nH) · 0 = 0;

por otro lado sabemos por el lema 2.3 que |∇h|2 ≥ n2|∇H|2, por lo tanto

0 =

∫
M

�(nH) ≥
∫
M
|∇h|2 − n2|∇H|2 +

∫
M
|β|2

(
n+ nH2 − |β|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||β|

)
≥ 0,

como cada sumando es positivo, obtenemos las siguientes dos igualdades

|∇h|2 = n2|∇H|2 y |β|2
(
n+ nH2 − |β|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||β|

)
= 0.

La primera igualdad implica que λi = hii = cte para todo i = 1, . . . , n mostrando que H es
constante, de la segunda ecuación tenemos dos casos:

|β|2 = S − nR̃ = 0 ó − PH(|β|) = n(1 +H2)− |β|2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

|H||β| = 0.

De |β|2 = S − nR̃ = 0, tenemos que S = nR̃ y esto implica que M es totalmente umb́ılica.

Observemos que

n2H2 − S = n(n− 1)R̃ ≥ 0

śı H = 0, implica que −S ≥ 0 y en consecuencia S = 0 y |β| = 0 regresando al caso anterior y no
podemos tener el polinomio P0(|β|) = |β|2 − n = 0.



Para el segundo caso con n ≥ 3, tenemos que para H 6= 0 por el teorema 2.3 de Alencar do
Carmo asegura que M es un H(r)-toro, es decir M = S1(

√
1− r2) × Sn−1(r) con dos curvaturas

principales dadas por

λ1 = · · · = λn−1 =

√
1− r2
r

, λn = − r√
1− r2

.

Para encontrar el radio r, hacemos el siguiente cálculo:

n(n− 1)R̃ = n2H2 − S =

(
n∑
i=1

λi

)2

−
n∑
i=1

λ2i = (n− 1)
n− 2− nr2

r2
;

por lo tanto, nr2R̃ = n− 2− nr2 y

r =

√
n− 2

n(R̃+ 1)
,

lo que termina la prueba.

�

En el caso de hipersuperficies inmersas en Rn+1, tenemos

Teorema 2.6 Sea M una hipersuperficie compacta de dimensión n ≥ 3 con curvatura escalar
normalizada R constante en Rn+1. Si el cuadrado de la longitud de la segunda forma de M satisface

nR ≤ S ≤ n(n− 1)

n− 2
R.

Entonces S = nR y M es una esfera Sn(r) con r =
√

1
R .

Demostración: En el caso de Rn+1, se tiene que la curvatura es c = 0, además notamos que
la condición R̃ = R − 0 ≥ 0 se satisface automaticamente, por la siguiente razón: como M es
compacta, existe un punto p0 ∈M tal que λi(p0) > 0 para todo i = 1, . . . , n, entonces

n(n− 1)R =
∑
i 6=j

λiλj(p0) > 0

pero como R es constante, tenemos que R ≥ 0 sobre toda M . Como c = 0, tenemos

�(nH) ≥ n− 1

n
(S − nR̃)

(
2(n− 1)R̃−

(
n− 2

n

)
S − n− 2

n

√
(n(n− 1)R̃+ S)(S − nR̃)

)
;

de la condición nR ≤ S ≤ n(n− 1)

n− 2
R, vemos que �(nH) ≥ 0 y con el mismo proceso del teorema

anterior llegamos a que S = nR y M es una esfera Sn(r) con r =
√

1
R .

�

Para c = −1, haciendo el mismo proceso se tiene un resultado análogo



Teorema 2.7 Sea M una hipersuperficie compacta de dimensión n ≥ 3 con curvatura escalar
normalizada R constante en el espacio hiperbólico Hn+1. Si

R̃ = R+ 1 ≥ 0,

S, el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental de M satisface

nR̃ ≤ S ≤ n

(n− 2)(nR̃− 2)

(
n(n− 1)R̃2 − 4(n− 1)R̃+ n

)
.

Entonces S = nR̃ y M es totalmente umb́ılica; o bien

S =
n

(n− 2)(nR̃− 2)

(
n(n− 1)R̃2 − 4(n− 1)R̃+ n

)
y M es una hipersuperficie en Hn+1 con dos curvaturas principales, es decir, M es isométrica
a M = Sn−1(r)×H1( −1

r2+1
) para alguna r > 0.

�

Los detalles para c = −1 fueron dado por L. Ximin y S. Weihong, y se pueden encontrar en
[22].

2.4. Hipersuperficies Mı́nimas en la Esfera con Longitud de la
Segunda Forma Fundamental Constante

En esta sección estudiaremos el trabajo de Chern, do Carmo y Kobayashi [4], donde el problema
es determinar las hipersuperficies mı́nimas Mn en la esfera Sn+p cuya longitud de la segunda forma
satisface

S =
n

2− 1
p

.

En el caso de dimensión 2, vimos que el toro de Clifford es una inmersión mı́nima de un 2-toro
en la esfera de dimensión 3, S1( 1√

2
) × S1( 1√

2
) −→ S3(1) y cuya longitud de la segunda forma es

S = 2. En dimensiones mayores que 2, el toro de Clifford Mm,n−m es un encaje en Sn+1(1)

Mm,n−m = Sm
(√

m

n

)
× Sn−m

(√
n−m
n

)
−→ Sn+1(1)

con n > m y definido de la siguiente manera:

Sea (u, v) un punto de Mm,n−m donde u ∈ Rm+1 y v ∈ Rn−m+1 tal que la longitud de u es
√

m
n y

la de v es
√

n−m
n . Podemos considerar a (u, v) como un vector unitario en Rn+2 = Rm+1×Rn−m+1.

Las curvaturas principales están dadas por

λ1 = · · · = λm =

√
n−m
m

, λm+1 = · · · = λn = −
√

m

n−m
;

Mm,n−m es una hipersuperficie mı́nima en Sn+1 ya que



H =
1

n

(
m

√
n−m
m

− (n−m)

√
m

n−m

)
= 0.

También se satisface que la longitud de la segunda forma S es n, pues

S = m(
n−m
m

) + (n−m)(
m

n−m
) = n.

La superficie de Veronese está definida por la inmersión isométrica

S2(
√

3) −→ S4(1)

dada por

u1 =
1√
3
xy, u2 =

1√
3
xz, u3 =

1√
3
yz, u4 =

1

2
√

3
(x2 − y2), u5 =

1

6
(x2 + y2 − 2z2)

donde x2 + y2 + z2 = 3. Los puntos (x, y, z) y (−x,−y,−z) de S2(
√

3) son mapeados al mismo
punto de S4(1). Este mapeo define un encaje del espacio proyectivo real en S4(1). Mostraremos más
adelante que es una superficie mı́nima y satisface S = 4

3 .

El resultado principal establece que la superficie de Veronesse en S4(1) y las hipersuperficies
Mm,n−m en Sn+1 son las únicas hipersuperficies mı́nimas de dimensión n en Sn+p que satisfacen

S =
n

2− 1
p

.

Empezaremos considerando una variedad mı́nima M de dimensión n inmersa en la esfera Sn+1,
sabemos que el laplaciano de la segunda forma en una variedad M está dado por

∆hij =

(
n∑
k=1

hkk

)
ij

+
∑
m,k=1

hmkRmijk +
∑
m,k=1

himRmkjk

Usando que M es mı́nima, es decir,
∑

k hkk = 0 y la ecuación de Gauss

Rijkl = (δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk)

tenemos que

∆hij = (n− S)hij

donde denotamos S =
∑
h2ij como el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental h.

Por ejemplo, en el caso de una variedad mı́nima M de dimensión 3, tenemos

∆hij =
∑
m,k=1

hmkRmijk +
∑
m,k=1

himRmkjk

=
∑
m,k=1

hmk(δmjδik − δmkδij + hmjhik − hmkhij) +
∑
m=1

him(2δmj − hmkhkj)

= 3hij −
∑
m,k=1

hkmhmkhij . (2.1)

Sabemos también que el laplaciano de S es igual a



1

2
∆S =

∑
i,j

hij∆hij +
∑
i,j,k

h2ijk,

por lo que

1

2
∆S = (n− S)S +

∑
i,j,k

h2ijk.

Integrando esta última ecuación sobre M (compacta o S = cte); se tiene que si 0 < S < n, entonces
M está contenida en una esfera ecuatorial si S = 0 ó M es un producto de esferas, cuando S = n.

En general, cuando M es una variedad mı́nima de dimensión n inmersa en otra variedad N de
dimensión n+ p, se puede hacer algo parecido y que formularemos a continuación:

Primero, sabemos que la segunda forma fundamental en dirección de α está dada por hαij y que
la derivada de hαij está dada por∑

k

hαijkω
k = dhαij −

∑
l

hαilω
l
j −

∑
l

hαljω
l
i +
∑
β

hβijω
α
β .

Cuando tenemos que M es una variedad mı́nima y el espacio ambiente N es un espacio de
curvatura constante c, se satisface

∑
hαij∆h

α
ij = −

∑
(hαikh

β
kj − h

β
ikh

α
kj)(h

α
ilh

β
lj − h

β
ilh

α
lj)−

∑
hαijh

α
lkh

β
ijh

β
kl + nc

∑
(hαij)

2.

Ahora, para cada α denotamos por Hα a la matriz hαij y Sαβ =
∑

ij h
α
ijh

β
ij la matriz simétrica

(Sαβ) de orden p×p. Podemos suponer que (Sαβ) es una matriz diagonal para una elección adecuada
de en+1, . . . , en+p; entonces

Sα = Sαα

y el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental

S = Sαα =
∑
i,j

(hαij)
2 =

∑
α

Sα.

En general, para una matriz A = (aij) denotamos por N(A) el cuadrado de la norma de A, es
decir

N(A) = tr(AAt) =
∑

(aij)
2.

Para cualquier matriz ortogonal T se satisface la ecuación N(A) = N(TAT−1); usando este
hecho se puede reescribir

∑
hαij∆h

α
ij como∑

hαij∆h
α
ij = −

∑
αβ

N(HαHβ −HβHα)−
∑
α

S2
α + ncS.

Ahora, necesitamos acotar la suma
∑
hαij∆h

α
ij para ello probaremos el siguiente lema algebraico:

Lema 2.4 Sea A y B matrices simétricas de n× n, entonces

N(AB −BA) ≤ 2N(A)N(B),



la igualdad se cumple para matrices A, B distintas de cero si y sólo si A y B pueden transformarse
simultáneamente mediante una matriz ortogonal en múltiplos escalares de Ã y B̃ respectivamente,
donde

Ã =


0 1 · · · 0
1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 , B̃ =


1 0 · · · 0
0 −1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 ;

más aún, si A1, A2 y A3 son matrices simétricas de n× n tales que

N(AλAµ −AµAλ) = 2N(Aλ)N(Aµ), 1 ≤ λ, µ ≤ 3, λ 6= µ,

entonces al menos una de las matrices Aλ debe ser cero.

Demostración: Para probar este resultado podemos suponer que B es una matriz diagonal,
con b1, . . . , bn los elementos de la diagonal. Un cálculo directo muestra que

N(AB −BA) =
∑
i 6=k

a2ik(bi − bk)2,

usamos la desigualdad (bi − bk)2 ≤ 2(b2i + b2k) y obtenemos que

N(AB −BA) =
∑
i 6=k

a2ik(bi − bk)2

≤ 2
∑
i 6=k

a2ik(b
2
i + b2k)

≤ 2(
∑
i,k

a2ik)(
∑
i

b2i )

= 2N(A)N(B).

Ahora supongamos que A y B son matrices diferentes de cero y que la igualdad se da, entonces
todas las desigualdades anteriores se vuelven igualdades e inmediatamente de la primera se tiene
que

a11 = · · · = ann = 0 y que bi + bk = 0 si aik 6= 0.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a12 6= 0. Entonces b1 = −b2 y de la segunda
desigualdad

b3 = · · · = bn = 0

pero como B 6= 0, entonces b1 = −b2 6= 0 y concluimos que aik = 0 para (i, k) 6= (1, 2).

Para probar la última parte del enunciado, consideremos A1, A2, y A3 matrices simétricas
distintas de cero. Por la segunda parte del lema una de esas matrices puede ser transformada
en un múltiplo escalar de la matriz Ã aśı como un múltiplo escalar de B̃ por medio de matrices
ortogonales, pero esto es imposible por que Ã y B̃ no son ortogonalmente equivalentes.

�



Aplicando este lema a nuestra ecuación −
∑
hαij∆h

α
ij tenemos que

−
∑

hαij∆h
α
ij =

∑
αβ

N(HαHβ −HβHα) +
∑
α

S2
α − ncS

≤ 2
∑
α 6=β

N(Hα)N(Hβ) +
∑
α

S2
α − ncS

= 2
∑
α 6=β

SαSβ +
∑
α

S2
α − ncS

=

(∑
α

Sα

)2

+ 2
∑
α<β

SαSβ − ncS

= (pσ1)
2 + p(p− 1)σ2 − ncS,

donde en la última igualdad consideramos

pσ1 =
∑
α

Sα = S
p(p− 1)

2
σ2 =

∑
α<β

SαSβ.

Usamos el hecho

p2(p− 1)(σ21 − σ2) =
∑
α<β

(Sα − Sβ)2 ≥ 0

para obtener

−
∑

hαij∆h
α
ij ≤ p2σ21 + p(p− 1)σ2 − ncS

= (2p2 − p)σ21 − p(p− 1)(σ21 − σ2)− ncS
≤ p(2p− 1)σ21 − ncS

=

(
2− 1

p

)
S2 − ncS.

Lema 2.5 Sea M una variedad compacta y orientada de dimensión n inmersa en una variedad
riemanniana N de dimensión n+ p. Entonces∫

M

(∑
hαij∆h

α
ij

)
dV = −

∫
M

∑
(hαijk)

2dV ≤ 0

Demostración: Sabemos que el laplaciano de
∑

(hαij)
2 es

1

2
∆
(∑

(hαij)
2
)

=
∑

hαij∆h
α
ij +

∑
(hαijk)

2

ahora integramos ambos lados de la igualdad y aplicamos el teorema de Green usando que M es
compacta, esto es

0 =

∫
M

∑
hαij∆h

α
ijdV +

∫
M

∑
(hαijk)

2dV

�



Teorema 2.8 Sea M una variedad compacta y orientada de dimensión n inmersa mı́nimamente
en N , un espacio de dimensión n+ p de curvatura constante c. Entonces∫

M

{
(2− 1

p
)S − nc

}
SdV ≥ 0.

Demostración: Se sigue de lema anterior.

�

Corolario 2.1 Sea M una variedad compacta y orientada de dimensión n inmersa mı́nimamente
en N , un espacio de dimensión n+ p de curvatura constante c. Si M no es totalmente geodésica y

si S ≤ nc

2− 1
p

sobre toda M , entonces

S =
nc

2− 1
p

.

Demostración: Esto proviene del hecho que (2− 1
p)S − nc ≥ 0, pues implica que

S ≥ nc

2− 1
p

y por otro lado nuestra hipótesis nos dice que S ≤ nc
2− 1

p

. Por lo tanto queda probado.

�

Supongamos ahora que S =
∑

(hαij)
2 es constante, si M es compacta o no tenemos de todas

formas que

0 =
∑

hαij∆h
α
ij +

∑
(hαijk)

2,

combinado con

−
∑

hαij∆h
α
ij ≤

{
(2− 1

p
)S − nc

}
S

obtenemos

∑
(hαijk)

2 ≤
{

(2− 1

p
)S − nc

}
S.

Por lo tanto si S =
nc

2− 1
p

, tenemos que la segunda forma fundamental hαij es un tensor paralelo,

es decir, hαijk = 0 pues
∑

(hαijk)
2 = 0.

En lo que sigue trabajaremos cuando N es de la esfera unitaria Sn+1 y M no es totalmente
geodésica. En este caso tenemos que S es igual a

S =
∑

(hαijk)
2 =

n

(2− 1
p)
.

Además, como hαijk = 0, entonces ∆hαij = 0, por lo tanto

−
∑

hαij∆h
α
ij = 0 y (2− 1

p
)S2 − ncS = 0



Por lo que todas las desigualdades se convierten en igualdades.

Esto es, anteriormente hicimos uso de la desigualdad N(HαHβ − HβHα) ≤ 2N(Hα)N(Hβ),
ahora se transforma en la igualdad

N(HαHβ −HβHα) = 2N(Hα)N(Hβ), α 6= β

y la desigualdad p2(p− 1)(σ21 − σ2) =
∑

α<β(Sα − Sβ)2 ≥ 0, queda como

p2(p− 1)(σ21 − σ2) = 0.

Usando el lema 2.4 concluimos que al menos hay dos de las matrices Hα que son distintas de
cero, en tal caso podemos suponer que son múltiplos escalares de Ã y B̃ respectivamente, como en
el mismo lema.

Consideraremos dos casos, cuando la codimensión de la variedad M inmersa en Sn+p es p = 1
y cuando es p ≥ 2.

Caso p = 1

Sea hij = hn+1
ij y consideremos un marco móvil de tal manera que

hij = 0 para i 6= j.

Denotamos a

hi = hii,

con esta notación tenemos el siguiente lema

Lema 2.6 Después de un posible reordenamiento de los elementos de la base e1, . . . , en, tenemos

h1 = · · · = hm = λ = cte, hm+1 = · · · = hn = µ = cte y λµ = −1 con
1 < m < n;

ωij = 0 para 1 ≤ i ≤ m y m+ 1 ≤ j ≤ n.

Demostración: Como hijk = 0, sustituyendo en la derivada de hαij∑
k

hαijkω
k = dhαij −

∑
l

hαilω
l
j −

∑
l

hαljω
l
i +
∑
β

hβijω
α
β

con i = j, tenemos

0 = dhi − 2
∑
l

hilω
l
j = dhi.

Por lo tanto hi es constante. Ahora como dhi = 0 y dado que hijk = 0

0 =
∑
l

hilω
l
j +

∑
l

hljω
l
i = (hi − hj)ωij ,

lo que muestra que ωij = 0 cuando hi − hj 6= 0. Entonces como hi 6= hj , la segunda ecuación de
estructura de Cartan queda como

0 = dωij = −
n∑
i=1

ωik ∧ ωkj − ωin+1 ∧ ωn+1
j + ωi ∧ ωj = −ωin+1 ∧ ωn+1

j + ωi ∧ ωj .



Por el lema de Cartan escribimos ωn+1
i =

∑
hn+1
ij ωj =

∑
hijω

j ,

0 = −ωin+1 ∧ ωn+1
j + ωi ∧ ωj

=
∑
k,l

hikhjlω
k ∧ ωl + ωi ∧ ωj

= (hihj + 1)ωi ∧ ωj .

Como hi 6= hj , entonces tenemos hihj = −1. Denotamos λ = h1. Renombrando los ı́ndices de
la base e1, . . . , en, poniendo λ = h1 = · · · = hm y λ 6= hj para j ≥ m+ 1.

Entonces, el hecho de que M es una subvariedad mı́nima y no totalmente geodésica nos conduce
a que no todas las h1, . . . , hn son iguales a λ. Como h1hj = −1 para j ≥ m+ 1, obtenemos que

hm+1 = · · · = hn = − 1

λ
. Por último llamamos µ = − 1

λ
.

�

Por la parte dos del lema anterior se sigue que las dos distribuciones definidas por

ω1 = · · · = ωm = 0 y ωm+1 = · · · = ωn = 0

son integrables, lo que nos da una descomposición local de M . Por lo tanto, cualquier punto de M
tiene una vecindad U que es un producto riemanniano V1 × V2 con dimV1 = m y dimV2 = n−m.
Donde las curvaturas de V1 y V2 está dadas por

Rijkl = (1 + λ2)(δikδjl − δilδjk) para 1 ≤ i, j, k, l ≤ m
y

Rijkl = (1 + µ2)(δikδjl − δilδjk) para m+ 1 ≤ i, j, k, l ≤ n.

Si m = 1, entonces V1 es una curva y tiene curvatura constante, lo mismo para n − m = 1.
Ahora; si m ≥ 2, entonces V1 es un espacio de curvatura constante 1 + λ2 y si n−m ≥ 2, entonces
V2 tiene curvatura 1 + µ2.

Como la inmersión es mı́nima tenemos que

0 =
∑

hi = mλ+ (n−m)µ.

Por otro lado, como S =
n

2− 1
p

= n implica que

n = S =
∑

h2i = mλ2 + (n−m)µ2.

Usando estas dos relaciones, junto con λµ = −1 concluimos que

λ =

√
n−m
m

, µ = −
√

m

n−m
ó

λ = −
√
n−m
m

, µ =

√
m

n−m
.

Cambiando en+1 por −en+1 si es necesario, supondremos la primera. En suma, tenemos el
siguiente resultado



Teorema 2.9 Sea M una hipersuperficie mı́nimamente inmersa en N un espacio de dimensión
n + 1 y de curvatura constante 1 que satisface S = n. Entonces M es localmente un producto
riemanianno V1 × V2 = U ⊂M de espacios V1 y V2 de curvatura constante con dimV1 = m ≥ 1 y
dimV2 = n−m ≥ 1. Y la matriz de conexión (ωAB) de N restringida a M está dada por

ω1
1 · · · ω1

m λω1

...
. . .

... 0
...

ωm1 · · · ωmm λωm

ωm+1
m+1 · · · ωm+1

n µωm+1

0
...

. . .
...

...
ωnm+1 · · · ωnn µωn

−λω1 · · · −λωm −µωm+1 · · · −µωn 0


donde λ =

√
(n−m)

m
y µ = −

√
n

(n−m)
.

�

Caso p ≥ 2

En este caso, la ecuación p(p− 1)(σ21 − σ2) = 0 implica que

σ21 = σ2.

Sabemos que a lo más dos de las matrices Hα, α = n + 1, . . . , n + p, son diferentes de cero.
Supongamos que sólo una de ellas lo es, digamos que Hα es diferente de cero; entonces tenemos
que σ1 = 1

pSα y σ2 = 0 lo que contradice σ21 = σ2.

Por lo tanto podemos suponer que

Hn+1 = λÃ, Hn+2 = µB̃, λ, µ 6= 0,

Hα = 0 para α ≥ n+ 3

donde las matrices Ã y B̃ están definidas como en el lema 2.4. Recordando que ωαi =
∑
hαijω

j ,
podemos escribir esto como

ωn+1
1 = λω2, ωn+1

2 = λω1, ωn+1
i = 0 para i = 3, . . . , n.

ωn+2
1 = µω1, ωn+2

2 = −µω2, ωn+2
i = 0 para i = 3, . . . , n.

ωαi = 0 para α = n+ 3, . . . , n+ p e i = 1, . . . , n.

Otra vez, como hijk = 0, tenemos

dhαij =
∑
l

hαilω
l
j +

∑
l

hαljω
l
i −
∑
β

hβijω
α
β .

Consideremos las siguientes sustituciones en esta fórmula:



si α = n+ 1, i = 1 y j = 2, vemos que dλ = dhn+1
12 = 0, lo que implica que λ es constante.

si α = n+ 1, i = 1 y j ≥ 3, tenemos que w2
j = 0 para j ≥ 3.

si α = n+ 1, i = 2 y j ≥ 3, concluimos que w1
j = 0 para j ≥ 3.

similarmente para α = n+ 2, i = 1 y j = 1, se ve que µ tiene que ser constante.

Esto nos conduce a que si j ≥ 3, la segunda ecuación estructural queda de la forma

0 = dω1
j = −

∑
k

ω1
k ∧ ωkj + ω1 ∧ ωj = ω1 ∧ ωj .

Y como ω1, . . . , ωn es una base ortonormal, de ω1 ∧ ωj = 0 concluimos ωj = 0 para j ≥ 3. Por lo
tanto la dimensión de M es 2. Entonces

pσ1 = 2(λ2 + µ2) y p(p− 1)σ2 = 8λ2µ2;

aśı obtenemos que

p2(p− 1)(σ21 − σ2) = 4
(
(p− 1)λ4 − 2λ2µ2 + (p− 1)µ4

)
.

El lado izquierdo de esta ecuación es cero, entonces el discriminante del lado derecho tiene que
ser no negativo, es decir,

1− (p− 1)2 ≥ 0

como p ≥ 2, p debe ser 2; por lo tanto la dimensión de N es 4. De la ecuación λ4 − 2λ2µ2 + µ4 = 0
obtenemos que λ2 = µ2, entonces la longitud de la segunda forma es

4

3
= S = 4λ2;

puesto que con n = p = 2

S =
∑

(hαij)
2 =

2

2− 1
2

.

Remplazando e3 por −e3 y e4 por −e4 si es necesario, podemos suponer que −λ = µ =
√

1
3 .

Ahora, si α = 3 y i = j = 1; obtenemos

ω3
4 =

2λ

µ
ω2
1 = −2ω2

1,

por lo tanto la curvatura de M está dada por

Ω1
2 = ω1 ∧ ω2 + ω3

1 ∧ ω3
2 + ω4

1 ∧ ω4
2 = (1− λ2 − µ2)ω1 ∧ ω2 =

1

3
ω1 ∧ ω2.

En suma



Teorema 2.10 Sea M una variedad mı́nimamente inmersa en un espacio de dimensión n+ 1 con

curvatura constante 1 y que satisface S =
n

2− 1
p

. Si p ≥ 2, entonces n = p = 2 y la matriz de la

conexión (ωAB) de N restringida a M está dada por
0 ω1

2 µω2 −µω1

ω2
1 0 µω1 µω2

λω2 λω1 0 2ω1
2

−λω1 λω2 2ω2
1 0


donde −λ = µ =

√
1
3 .

�

Para la construcción de ejemplos al teorema 2.9 y 2.10 necesitaremos considerar algunos resul-
tados de hipersuperficies mı́nimas en el espacio euclidiano Rn y en la esfera Sn. Sea M una variedad
riemanniana de dimensión m. Sea f una función diferenciable, es decir, f ∈ D(M); elegimos un
marco ortonormal (e1, . . . , em) en M , entonces el operador de Laplace-Beltrami está dado por

∆f =
∑
i

{eiei(f)− (∇eiei)f}

o equivalentemente para cada p ∈M , en coordenadas locales (x1, . . . , xm) tenemos

∆f =
1
√
g

∑
i,j

∂

∂xi

(
√
ggij

∂f

∂xj

)
,

donde la métrica riemanniana está dada por ds2 =
∑
gijdx

idxj denotando a (gij) = (gij)
−1 y

g = det(gij).

El operador de Laplace-Beltrami ∆ es una generalización del laplaciano usual en el espacio
euclidiano. Haremos uso de él para estudiar subvariedades mı́nimas en el espacio euclidiano.

Teorema 2.11 Sea ψ : M −→ Rn una inmersión isométrica con vector de curvatura media H,
entonces

∆ψ = mH

donde ∆ψ = (∆ψ1, . . . ,∆ψn).

Demostración: Sea (e1, . . . , em) un marco ortonormal, usamos el hecho que ei(ψ) = ψ?ei ∼= ei.
Además eieiψ = ∇̃eiei, donde ∇̃ denota la conexión euclidiana. Entonces

∆ψ =
∑
i

{eiei(ψ)− (∇eiei)ψ}

=
∑
i

{
∇̃eiei − (∇eiei)

}
=
∑
i

(∇̃eiei)N

= mH.

�



Corolario 2.2 Una inmersión isométrica ψ : M −→ Rn es una inmersión mı́nima si y sólo si
cada componente de ψ es una función armónica sobre M .

�

Algunas propiedades de subvariedades mı́nimas en la esfera están relacionadas con las propie-
dades de subvariedades mı́nimas en el espacio euclidiano.

Sea ψ : M −→ M̃ ⊂ Rn una inmersión isométrica con conexión ∇̃ sobre M̃ , ∇? sobre Rn y con
vector de curvatura media H de M en M̃ y H? de M en Rn. Si elegimos un marco ortonormal
e1, · · · , em en M , entonces del teorema 2.11 y del hecho

H =
1

m

∑
i

(∇̃eiei)N

=
1

m

∑
i

((∇?eiei)
T )N

=
1

m

∑
i

((∇?eiei)
N )T

= (H?)T ,

tenemos que H = (H?)T = (∆ψ)T .

Si M̃ ⊂ Rn es totalmente geodésica entonces ∇̃ = ∇? sobre todo M̃ y H = H?, lo cual significa
que si M es una subvariedad mı́nima de M̃ y M̃ es totalmente geodésica en Rn, entonces M es
mı́nima en Rn.

Si ψ : M −→ M̃ ⊂ Rn es una inmersión mı́nima si y sólo si (∆ψ)T = 0, es decir, ∆ψ es siempre

ortonormal a M̃ .

Un caso particular es cuando M̃ es la esfera Sn, obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 2.12 Sea M una variedad riemanniana de dimensión m y ψ : M −→ Sn ⊂ Rn+1 una
inmersión isométrica, entonces ψ es una inmersión mı́nima en Sn si y sólo si

∆ψ = −mψ.

Demostración: De la ecuación H = (H?)T = (∆ψ)T = 0, se sigue que ∆ψ es un vector paralelo
al vector normal a Sn en ψ(p), esto es, ∆ψ = λψ donde λ ∈ D(M). Entonces de la ecuación |ψ|2 = 1,
tenemos que el laplaciano de ∆|ψ|2 es

0 = ∆|ψ|2 = 〈ψ,∆ψ〉+ |∇ψ|2 = λ|ψ|2 + |∇ψ|2 = λ+ |∇ψ|2,

lo que implica que

λ = −|∇ψ|2 = −〈∇eiψ,∇eiψ〉 = −〈ei, ei〉 = −m.

�

Vemos que las inmersiones mı́nimas de variedades diferenciables M en la esfera Sn son jus-
tamente aquellas inmersiones cuyas funciones coordenadas en un espacio ambiente euclidiano son
eigenfunciones del operador de Laplace-Beltrami con la métrica inducida por la inmersión y con
eigenvalor -dimM .

Más aún, para la esfera Sn(r) de radio r > 0 tenemos el teorema de T. Takahashi, ver [23].



Teorema 2.13 (T. Takahashi) Consideremos M una variedad riemanniana de dimensión m y
ψ : M −→ Rn+1 una inmersión isométrica, tal que ∆ψ = λψ, con λ 6= 0. Entonces

λ > 0;

ψ(M) ⊂ Sn(r) donde r2 = m
λ ;

La inmersión ψ : M −→ Sn es mı́nima.

Demostración: Del teorema 2.12 se sigue que ∆ψ = −λψ = H y para cualquier punto p ∈M
el vector ψ(p) es normal a la inmersión. Para cualquier campo vectorial X sobre M , tenemos que

X〈ψ,ψ〉 = 2〈X(ψ), ψ〉 = 2〈ψ?X,ψ〉 = 2〈X,ψ〉 = 0,

esto implica que

|ψ|2 = 〈ψ,ψ〉 = cte = r2.

Por lo tanto

0 =
1

2
∆|ψ|2 = 〈ψ,∆ψ〉+ |∇ψ|2 = −λr2 +m

de aqúı

λ =
m

r2
> 0,

lo que prueba las primeras dos partes del teorema. Para la tercera

H = (H?)T = (∆ψ)T = (− 1

m
λψ)T = 0,

lo que completa la prueba.

�

Ahora consideremos

P(d) =
{

Polinomios homogéneos de grado d en Rn+1
}
,

y los polinomios homogéneos armónicos

H(d) = {f ∈ P(d) | ∆f = 0} .

Denotamos al conjunto de polinomios homogéneos armónicos en la esfera por

SH(d) =
{
f |Sn(c) | f ∈ H(d)

}
.

Lema 2.7 Si f ∈ SH(d), entonces

∆Sn(c)f = −d(n+ d− 1)

c2
f.



Demostración: Sea e1, . . . , en un marco ortonormal y ν =
x

c
un campo normal a lo largo de

Sn(c), entonces

∆Sn(c)f = eiei(f)− (∇eiei)(f)

= eiei(f) + νν(f)− (∇̃eiei)(f)− ∇̃νν(f) + h(ei, ei)(f)− νν(f) + ∇̃νν(f)

= ∆Rn+1f + nH(f)− νν(f)

= −n
c
ν(f)− νν(f),

donde H = −1

c
ν es el vector de curvatura media de Sn(c) en Rn+1. Como f es una función

homogénea, sabemos que

νf(x)|Sn(c) =
1

c

∂

∂t
f(tx)|t=1 =

d

c
f(x)

y

ννf(x)|Sn(c) =
1

c2
∂2

∂t2
f(tx)|t=1 =

d(d− 1)

c2
f(x).

Por lo tanto

∆Sn(c)f = −n
c
ν(f)− νν(f) = −n

c

d

c
f(x)− d(d− 1)

c2
f(x) =

−d(n+ d− 1)

c2
f(x).

�

El teorema de Takahashi y el lema 2.7 nos permiten definir inmersiones mı́nimas usando poli-
nomios homogéneos armónicos en la esfera

Sn
(√

d(n+ d− 1)

n

)
−→ SN (1)

con N = dimSH(d), es decir, dimSH(d) =
(
n+d
d

)
−
(
n+d−2

2

)
. En el caso de n = d = 2, tenemos

S2(
√

3) −→ S4(1)

y puede ser realizado por el mapeo

u1 =
1√
3
xy, u2 =

1√
3
xz, u3 =

1√
3
yz, u4 =

1

2
√

3
(x2 − y2), u5 =

1

6
(x2 + y2 − 2z2)

donde x2 + y2 + z2 = 3.

El teorema 2.8 nos dice que el cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental de
una hipersuperficie compacta mı́nima en la esfera Sn+1 no toma cualquier valor, sino que omite los

valores que están en el intervalo

(
0, n

2− 1
p

)
.

Por ejemplo:



El mapeo

Sm × Sq −→ Sm+q+mq

donde (x1, . . . , xm+1) ∈ Sm ⊂ Rm+1 y (x1, . . . , xq+1) ∈ Sq ⊂ Rq+1 y definido por uij = xixj
es una inmersión mı́nima. Entonces tenemos

R = curvatura escalar de Sm × Sq = m(m− 1) + q(q − 1).

y por la ecuación de Gauss

S = (m+ q)(m+ q + 1)−R = 2mq.

Por otro lado como

n

2− 1
p

=
mq(m+ q)

2mq − 1
,

tenemos que S está en el intervalo

[
0, n

2− 1
p

]
si m = q = 1. Lo que implica que S = 2 y por el

teorema 2.9 obtenemos que la inmersión mı́nima es un toro de Clifford.

Como un segundo ejemplo, si consideramos E el espacio de matrices simétricas (uij) de orden
(n+ 1)× (n+ 1), con i, j = 1, . . . , n tal que

∑
i uii = 0; tenemos que E es un espacio vectorial

de dimensión 1
2n(n+ 3).

Definimos una norma en E por ||(uij)||2 =
∑

i,j u
2
ij . Tomemos la esfera unitaria en Sn+p en

E donde p = 1
2(n− 1)(n+ 2). Entonces, la inmersión

Sn
(√

2(n+ 1)

n

)
−→ Sn+p

definida por uij = 1
2

√
n
n+1(xixj − 2

nδij) es una inmersión mı́nima. Por lo que

R = curvatura escalar de Sn
(√

2(n+ 1)

n

)
=
n2(n− 1)

2(n+ 1)

y

S = n(n− 1)−R =
n(n− 1)(n− 2)

2(n+ 1)
.

Mientras que

n

2− 1
p

=
n(n− 1)(n− 2)

2(n2 + n− 3)
,

entonces tenemos que S está en el intervalo

[
0, n

2− 1
p

]
si n = 2. Por lo que tenemos la superficie

de Veronese S2(
√

3) −→ S4(1).



Un último ejemplo haciendo uso de polinomios armónicos de grado 3, consideramos la inmer-
sión mı́nima de S2(

√
6) −→ S6(1) definida por

u1 =

√
6

72
z(−3x2 − 3y2 + 2z2), u2 =

1

24
x(−x2 − y2 + 4z2), u3 =

√
10

24
z(x2 − y2),

u4 =

√
15

72
x(−x2 − 3y2), u5 =

1

24
y(−x2 − y2 + 4z2), u6 =

√
10

12
xyz

u7 =

√
15

72
y(3x2 − y2)

con x2 + y2 + z2 = 6. Entonces

R = curvatura escalar de S2(
√

6) =
1

3
y

S = 2−R =
5

3
.

Mientras que

n

2− 1
p

=
8

7
,

vemos que 5
3 no se encuentra en el intervalo (0, 87); por lo que es una inmersión mı́nima en la

esfera diferente al toro de Clifford y la superficie de Veronese.

Por lo tanto, el resultado de Chern, do Carmo y Kobayashi estudia las hipersuperficies mı́nimas
en la esfera que satisfacen

S =
n

2− 1
p

,

concluyendo que si las hipersuperficies son compactas, ellas son o bien el toro de Clifford o la
superficie de Veronese.

Entonces se planteó la siguiente pregunta: dada la dimensión n y codimensión p entre todas
las subvariedades mı́nimas con curvatura escalar constante en la esfera, ¿El conjunto de todos los
valores posibles de S es discreto? ¿Cuales son los posibles valores de S? En este rumbo Peng y
Terng [17], probaron que

Teorema 2.14 (Peng-Terng) Sea M una hipersuperficie cerrada de dimensión n ≥ 3 inmersa
mı́nimamente en la esfera unitaria Sn+1 con longitud de la segunda forma fundamental constante,
S = cte. Si S > n, entonces S > n+ 1

12n . Para el caso de n = 3 si S > 3, entonces S ≥ 6.

�



Caṕıtulo 3

Hipersuperficies Isoparamétricas en la
esfera Sn+1

En este caṕıtulo daremos algunos resultados generales de hipersuperficies isoparamétricas en la
esfera Sn+1, es decir, hipersuperficies que tienen todas sus curvaturas principales λi constantes.

3.1. Hipersuperficies Isoparamétricas

Geométricamente una familia de hipersuperficies isoparamétricas puede ser definida por una
familia de hipersuperficies paralelas. Sea f : Mn −→ Nn+1(c) una inmersión de una hipersuperficie
en una variedad de curvatura constante c.

Supongamos las siguientes condiciones locales. Para cada x ∈Mn, tomemos ξx un campo normal
unitario a la hipersuperficie Mn. Para cada t > 0, tomemos ft(x) el punto de Nn+1(c) sobre la
geodésica que comienza en f(x) en dirección ξx y que tiene una distancia t de f(x).

Por ejemplo, en el caso euclidiano (c = 0). Tenemos

ft(x) = f(x) + tξx.

Considerando la esfera Sn+1(1) ⊂ Rn+2, una familia de hipersuperficies paralelas queda definida
por

ft(x) = (cos t)f(x) + (sen t)ξx.

En cualquier caso, ft es una inmersión de Mn en Nn+1(c) siempre que t sea lo suficientemente
pequeño. Para t = 0 tenemos que f0 es la inmersión original f .

Para el caso de hipersuperficies paralelas ft : M −→ Mt en el espacio euclidiano tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 3.1 Sea ft : M −→ Mt ⊂ Rn+1 una inmersión como se acaba de describir anterior-
mente. Entonces (ft)?X = X − tAX y el operador de forma satisface que At(ft)?X = AX, para
todo X ∈ TxM . ft preserva direcciones principales de curvatura, puntos umb́ılicos y tercera forma
fundamental. Además

gt = g − 2th+ t2d, ht = h− td
donde g, h y d son la primera, segunda y tercera forma fundamental sobre M . Y si λ es la curvatura
principal en el punto x en la dirección de X, entonces

λ

1− tλ
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es la curvatura principal correspondiente de Mt en ft(x) en la dirección de (ft)?X.

Demostración: Calcularemos (ft)?X. Sea α(s) = (a1(s), . . . , an(s)) una curva sobre M tal que
α(0) = x y X = α′(0) = (a′1(0), . . . , a′n(0)). Consideremos N(α(s)) = (b1(s), . . . , bn(s)) el campo
normal unitario a lo largo de α, entonces

(ft ◦ α)(s) = ft(a1(s), . . . , an(s)) = (a1(s) + tb1(s), . . . , an(s) + tbn(s)),

por lo tanto

(ft)?X = (ft ◦ α)′(0) = (a′1(0) + tb′1(0), . . . , a′n(0) + tb′n(0)) = X − tAX.

Ahora por definición de hipersuperficie paralela tenemos que N(α(s)) = N(ft ◦ α(s)), entonces

AX = −∇̃XN = (b′1(0), . . . , b′n(0)) = −∇̃(ft)?XN = At(ft)?X;

esta ecuación muestra que ft preserva la tercera forma fundamental d, esto es,

dt((ft)?X, (ft)?Y ) = gt(At(ft)?X,At(ft)?Y ) = g(AX,AY ) = d(X,Y ).

Sea X un vector unitario en x ∈ M tal que AX = λX, entonces At(ft)?X = AX = λX. Por
otro lado (ft)?X = X − tAX = (1− tλ)X. De aqúı que:

Si 1 − tλ = 0, entonces (ft)?X = 0 y At(ft)?X = 0 = λX, por lo que λ = 0 y 1 = 0 que no
puede ser. Entonces, si Mt es una hipersuperficie paralela se tiene que 1− tλ 6= 0, por lo tanto

At(ft)?X =
λ

1− tλ
(ft)?X

y ft preserva dirección de curvatura y puntos umb́ılicos. Por último

gt((ft)?X, (ft)?Y ) = gt(X − tAX, Y − tAY )

= g(X,Y )− 2tg(X,AY ) + t2g(AX,AY )

= g(X,Y )− 2tg(AX,Y ) + t2g(A2X,Y )

= g(X,Y )− 2th(X,Y ) + t2d(X,Y )

y

ht((ft)?X, (ft)?Y ) = gt(At(ft)?X, (ft)?Y )

= g(AX,Y − tAY )

= g(AX,Y )− tg(A2X,Y )

= h(X,Y )− td(X,Y ).

�

En términos del operador A de M , el operador de forma de una hipersuperficie paralela Mt

viene dado por

At = A(I − tA)−1



donde I denota la transformación identidad.

Sean λ1, . . . , λn las curvaturas principales en un punto x ∈M , con vectores principales e1, . . . , en
los cuales son ortonormales con la métrica g. Sabemos que

A(ek) = λkek, con 1 ≤ k ≤ n

entonces

At(ēk) =
λk

1− tλk
ēk

donde ēk =
ek

1− tek
son ortonormales con la métrica gt. Notemos que esta última fórmula vale sólo

para t <
1

máx |λk|
. Por lo tanto

λk
1− tλk

son las curvaturas principales a la inmersión ft.

El siguiente resultado lo usaremos para definir geométricamente una familia isoparamétrica de
hipersuperficies en términos de hipersuperficies paralelas.

Teorema 3.2 f tiene curvaturas principales constantes si y sólo si ft tiene curvatura media cons-
tante para cada t.

Demostración: Si f tiene curvaturas principales constantes, es decir, λ1, . . . , λn son constantes,

entonces las curvaturas principales
λk

1− tλk
son constantes en Mt para cada t y por lo tanto ft tiene

curvatura media constante. Ahora, supongamos que ft tiene curvatura media constante para cada
t de manera que

n∑
k=1

λk(x)

1− tλk(x)
= φ(t)

donde indicamos λ1, . . . , λn de f como funciones sobre Mn; el lado derecho es una función de t.
Entonces, evaluando

φ(t),
dφ(t)

dt
,
d2φ(t)

dt2
, . . . ,

dnφ(t)

dtn

en t = 0, obtenemos que

∑
λk(x) = c1,

∑
λ2k(x) = c2, . . . ,

∑
λnk(x) = cn

donde c1, c2, . . . , cn son constantes. Y estas relaciones implican que cada una de las funciones λ(x)
son constantes sobre Mn.

�

El teorema 3.2 es válido tanto para familias de hipersuperficies en la esfera Sn+1 como en el
espacio hiperbólico Hn+1, con una prueba similar.

Por lo tanto una definición geométrica de una familia isoparamétrica de hipersuperficies es la
siguiente: En Nn+1(c), una familia isoparamétrica de hipersuperficies es una familia de hipersu-
perficies paralelas ft : Mn −→ Nn+1(c) obtenidas de una hipersuperficie f : Mn −→ Nn+1(c) con
curvaturas principales constantes.



Ahora daremos una definición anaĺıtica de una familia isoparamétrica de hipersuperficies que es
equivalente a la anterior. Sea F una función diferenciable sobre una variedad riemanniana Nn+1(c).
Sea

Ms = {x ∈ Nn+1(c) | F (x) = s}

siempre que gradF no sea cero sobre Ms, obtenemos una hipersuperficie de nivel en Nn+1(c).
Tenemos que

ξ =
gradF

‖gradF‖
es un campo normal unitario de la hipersuperficie Ms. Sabemos también que la segunda forma
fundamental h para Ms viene dada por

h(X,Y ) = −HessF (X,Y )

‖gradF‖

donde HessF denota el hessiano de la función F sobre Nn+1(c). Entonces la curvatura media de
Ms se puede escribir en términos del laplaciano ∆F y la norma ‖gradF‖ como:

Lema 3.1 La curvatura media está dada por

nH =
gradF (‖gradF‖)− ‖gradF‖∆F

‖gradF‖2

Demostración: Consideremos marco móvil ortonormal E1, . . . , En, En+1 = ξ en una vecindad
de un punto p ∈Ms en Nn+1(c). Sabemos que

trh = − 1

‖gradF‖
trh

= − 1

‖gradF‖
trHessF (Ei, Ej)

= − 1

‖gradF‖

n+1∑
i=1

HessF (Ei, Ei)

= − 1

‖gradF‖

{
n∑
i=1

HessF (Ei, Ei) + HessF (ξ, ξ)

}
.

Por un lado, el primer miembro de la suma es

n∑
i=1

HessF (Ei, Ei) =
n∑
i=1

〈∇Ei(gradF ), Ei〉

=

n∑
i=1

〈∇Ei(‖gradF‖ξ), Ei〉

=
n∑
i=1

Ei(‖gradF‖)〈ξ, Ei〉+ ‖gradF‖〈∇Eiξ, Ei〉

=
n∑
i=1

‖gradF‖〈dξ(Ei), Ei〉

= ‖gradF‖tr(dξ)
= −n‖gradF‖H.



Y el otro sumando

HessF (ξ, ξ) = ‖gradF‖−2HessF (gradF, gradF )

= ‖gradF‖−2〈∇gradF (gradF ), gradF 〉

=
‖gradF‖−2

2
gradF (‖gradF‖2)

= ‖gradF‖−1gradF (‖gradF‖).

Ahora como la traza del operador hessiano es el laplaciano, entonces trh = − ∆F
‖gradF‖

. Por lo

tanto

− ∆F

‖gradF‖
= − 1

‖gradF‖
{
−n‖gradF‖H + ‖gradF‖−1gradF (‖gradF‖)

}
y

− ∆F

‖gradF‖
= nH − ‖gradF‖−2gradF (‖gradF‖).

�

Ahora suponemos que ‖gradF‖2 y ∆F son funciones de F , es decir, existen funciones Φ1 y Φ2

de variable real tal que para todo x ∈Ms se tenga que

‖gradF‖2 = Φ1(F (x)), ∆F = Φ2(F (x));

bajo esta última suposición podemos ver que cada hipersuperficie de nivel Ms, tiene curvatura
media H constante.

Por ejemplo:

Sobre Rn+1, tomemos la función F (x1, . . . , xn+1) = x21 + · · ·+ x2k+1, donde k es un entero fijo
0 ≤ k ≤ n. Entonces

‖gradF‖2 = 4F, ∆F = 2(k + 1).

Por lo tanto, las hipersuperficies de nivel Ms con s > 0 quedan como:

Ms = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x21 + · · ·+ x2k+1 = s}

y son de la forma Sk(
√
s)× Rn−k, donde Sk(

√
s) es una esfera de radio

√
s en Rk+1 perpen-

dicular al subespacio euclidiano Rn−k.

Sobre Sn+1 ⊂ Rn+2, tomemos F como la restricción de x1 a Sn+1. Entonces

‖gradF‖2 = 1− F 2, ∆F = −(n+ 1)F.

Sea F la restricción de la proyección sobre, digamos, la primera coordenada x1 de Rn+2.
Observemos primero que el gradiente de la proyección como función en Rn+2 es un vector
constante e1. Ahora es fácilmente convencerse que el gradiente de la restricción de la pro-
yección es precisamente la proyección del gradiente sobre el espacio tangente a la esfera; es
decir,



gradF (p) = e1 − 〈e1, p〉p,

de esta expresión tenemos

‖gradF‖2 = 1− 〈e1, p〉2 = 1− F 2.

Para el laplaciano de F , podemos usar un marco móvil ortonormal Ei, i = 1, . . . , n + 1
tangente a la esfera de modo que

div gradF =
n+1∑
i=1

〈∇̃EigradF,Ei〉

=
n+1∑
i=1

〈∇̃Ei(e1 − 〈e1, p〉p), Ei〉

=

n+1∑
i=1

〈−〈e1, p〉∇̃Eip− 〈e1, ∇̃Eip〉p,Ei〉

=

n+1∑
i=1

〈−〈e1, p〉Ei − 〈e1, Ei〉p,Ei〉

= −(n+ 1)〈e1, p〉;

para el paso del tercer al cuarto renglón hemos usado el hecho de que la derivada del vector
de posición p en la dirección de cualquier vector X es precisamente igual a X.

Por lo tanto, las hipersuperficies de nivel Ms con −1 < s < 1 quedan como:

Ms = {x ∈ Sn+1 | F (x) = s}

y son pequeñas esferas de dimensión n en Sn+1 excepto para s = 0 que es una esfera ecuatorial.

Otra vez sobre Sn+1 tomemos F (x) = x21 + x22 + · · ·+ x2k con x ∈ Sn+1, donde k es un entero
fijo con 2 ≤ k ≤ n. Entonces

‖gradF‖2 = 4F (1− F ), ∆F = 2(k + 1)− 2(n+ 2)F.

Por lo tanto, para cada s tal que 0 < s < 1, las hipersuperficies de nivel Ms con s > 0 queda
como:

Ms = {x ∈ Sn+1 | F (x) = s}

y es conocido que es un producto de esferas Sk(
√
s)× Sn−k(

√
1− s) inmersa en Sn+1.

Volvamos al caso general, sea F una función que satisface la condición ‖gradF‖2 = Φ1(F (x))
y ∆F = Φ2(F (x)). El campo vectorial ξ en realidad está definido en Nn+1(c), esto es, sobre
un subconjunto abierto sobre el cual gradF 6= 0. Con estas condiciones tenemos que las curvas
integrales de ξ son geodésicas en Nn+1(c).

Teorema 3.3 Cada curva integral de ξ es una geodésica en Nn+1(c).



Demostración: Probaremos que ∇̃ξξ = 0. Sea X un campo vectorial ortogonal a ξ en M , en
consecuencia X es tangente a cada hipersuperficie de nivel de manera que XF = 0 y ξ(XF ) = 0.

Como ξF = dF (ξ) = ‖gradF‖ es función de F , tenemos que ξF es constante sobre cada
hipersuperficie de nivel. Por lo tanto X(ξF ) = 0 y [X, ξ]F = 0.

Usando el hecho que [X, ξ] = ∇̃Xξ − ∇̃ξX, obtenemos que

g(∇̃Xξ, ξ)− g(∇̃ξX, ξ) = g([X, ξ] , ξ) = 0.

Pero g(∇̃Xξ, ξ) = 0 pues g(ξ, ξ) = 1; concluimos que g(∇̃ξX, ξ) = 0. Por otro lado, g(X, ξ) = 0

implica g(∇̃ξX, ξ) + g(X, ∇̃ξξ) = 0. Se sigue que

g(∇̃ξξ,X) = 0,

esto muestra que ∇̃ξξ es ortogonal a cualquier campo vectorial X ortogonal a ξ. Entonces tenemos

que g(∇̃ξξ, ξ) = 0 y aśı concluimos que ∇̃ξξ = 0.

�

Usando este último teorema podemos ver que una familia de hipersuperficie paralelas definidas
por una función F que satisface ‖gradF‖2 = Φ1(F (x)) y ∆F = Φ2(F (x)) es esencialmente una
familia de hipersuperficies obtenida de una hipersuperfie con curvaturas principales constantes.
Un caso especial es cuando ‖gradF‖2 = 1, la hipersuperficie Ms+t es obtenida de Ms moviendo
cualquier punto de Ms una distancia t sobre la geodésica en la dirección de ξ.

A la inversa, suponemos que Mt es una familia de hipersuperficies paralelas obtenidas de una
hipersuperficie M0 con curvaturas principales constantes. Consideramos a t como una función di-
ferenciable sobre algún abierto de Nn+1(c) de tal manera que el campo gradiente es un campo
vectorial unitario con la propiedad ∇̃ξξ = 0. Además, puesto que la curvatura media H de cada
hipersuperficie Mt es constante, la fórmula

nH =
gradF (‖gradF‖)− ‖gradF‖∆F

‖gradF‖2

muestra que ∆t es constante para cada Mt, esto es, ∆t es función de t. Lo que muestra que ambas
definiciones son equivalentes.

3.2. Fórmula Fundamental de Cartan

Cartan usó el término isoparamétrica (mismo parámetro) para referirse a las hipersuperficies
Mn ⊂ Nn+1(c) que tienen todas sus curvaturas principales constantes, en un espacio de curva-
tura constante Nn+1(c). Entonces una hipersuperficie es llamada isoparamétrica si sus curvaturas
principales son constantes.

Uno de los problemas planteados por Cartan fue: ¿Existe una hipersuperficie Mn ⊂ Nn+1(c)
con más de tres distintas curvaturas principales constantes, no todas con la misma multiplicidad?

La fórmula fundamental de Cartan ayuda a resolver el problema de clasificación de hipersuper-
ficies isoparamétricas tanto en Rn como en Hn.

Para establecer dicha fórmula, denotamos con g el número de curvaturas principales distin-
tas de una hipersuperficie M , es decir, las curvaturas principales λ1, . . . , λg con sus respectivas
multiplicidades m1, . . . ,mg.



Teorema 3.4 (Fórmula Fundamental de Cartan) Sea M una hipersuperficie con curvaturas
principales constantes en una variedad riemanniana N de curvatura contante c. Entonces

g∑
j=1
λj 6=λi

mj
c+ λiλj
λi − λj

= 0

para toda i = 1, . . . , g.

Demostración: Un tensor simétrico φ =
∑

i,j φijωi⊗ωj es de Codazzi si satisface φijk = φikj .
El matemático chino Haizhong Li define el concepto de variedad isoparamétrica M generalizando
la segunda forma fundamental de una hipersuperficie en espacios de curvatura constante, es decir,
supone que existe un tensor de Codazzi de tal forma que las eingenfunciones de φ son funciones
constantes sobre M .

En nuestro caso φ es la segunda forma fundamental h =
∑

i,j hijωi⊗ωj . La derivada covariante
de h está definida por

∑
k

hijkωk = dhij +
∑
k

hkjωki +
∑
k

hikωkj .

Cerca de un punto p ∈ M podemos elegir un marco móvil ortonormal e1, . . . , en y su comarco
asociado ω1, . . . , ωn de tal manera que hij = λiδij .

Consideremos primero el caso n = 2 y supongamos que λ1 6= λ2, entonces elegimos i = 1 y
j = 2 en la ecuación anterior

h121ω1 + h122ω2 = (λ1 − λ2)ω12.

Si i = j = 1 e i = j = 2, entonces h112 = 0 y h221 = 0 respectivamente. Usamos que h satisface
la ecuación de Codazzi, esto es, h es simétrica en los tres ı́ndices, h112 = h121 y h221 = h122. Por
lo tanto la 1-forma de conexión ω12 = 0, aśı la curvatura de Gauss de la variedad es K = 0 y se
cumple el resultado.

Para el caso n ≥ 3, introducimos la siguiente notación [i] = {j : λj = λi}. Para cualesquiera
ı́ndices i y j, tenemos

∑
k

hijkωk = (λi − λj)ωij ,

vemos que hijk = 0 si j ∈ [i] ó k ∈ [i]. Para j /∈ [i] escribimos las 1-formas ωij =
∑

k µijkωk.
Entonces para j /∈ [i]

µijk =
hijk

λi − λj
.

La idea de la prueba es calcular hiijj − hjjii. Por la identidad de Ricci,

hijkl − hijlk =
∑
m

hmjRmikl +
∑
m

himRmjkl

tenemos



hijij − hijji =
∑
m

hmjRmiij +
∑
m

himRmjij

= hjjRjiij + hiiRijij

= (hii − hjj)Rijij
= (λi − λj)Rijij .

Por lo tanto,

hiijj − hjjii = (λi − λj)Rijij .

La segunda derivada covariante de h es:∑
l

hijklωk = dhijk +
∑
m

hmjkωmi +
∑
m

himkωmj +
∑
m

hijmωmk,

de aqúı ∑
l

hiijlωl = dhiij +
∑
m

hmijωmi +
∑
m

himjωmi +
∑
m

hiimωmj = 2
∑
k

hkijωki

por lo tanto ∑
l

hiijlωl = 2
∑
k

hkijωki.

Además ∑
k/∈[i],[j]

∑
l

hkijµkilωl = 2
∑

k/∈[i],[j]

hkijωki.

De estas dos últimas ecuaciones y µkij =
hkij

λk − λi
concluimos

hiijj = 2
∑

k/∈[i],[j]

h2kij
λk − λi

.

Por la misma razón

hjjii = 2
∑

k/∈[i],[j]

h2kji
λk − λj

.

Aśı

hiijj − hjjii = 2
∑

k/∈[i],[j]

h2kij(
1

λk − λi
− 1

λk − λj
) = 2

∑
k/∈[i],[j]

h2kij
λi − λj

(λk − λi)(λk − λj)
;

usando la fórmula hiijj − hjjii = (λi − λj)Rijij , tenemos que

Rijij
λi − λj

= 2
∑

k/∈[i],[j]

h2kij
1

(λi − λj)(λk − λi)(λk − λj)
.



Tomando la suma para j /∈ [i]

∑
j /∈[i]

Rijij
λi − λj

= 2
∑
j /∈[i]

∑
k/∈[i],[j]

h2kij
1

(λi − λj)(λk − λi)(λk − λj)

= −
∑
k/∈[i]

Rikik
λi − λk

y usando la ecuación de Gauss obtenemos el resultado

∑
j /∈[i]

Rijij
λi − λj

=
∑
j /∈[i]

c+ λiλj
λi − λj

= 0.

�

De la fórmula fundamental de Cartan se puede deducir fácilmente que el número de curvaturas
principales distintas para hipersuperficies en Rn y Hn es a lo más dos. Esto es;

En el caso de f : Mn−1 −→ Rn:

Si g = 1, tenemos que f(Mn−1) es totalmente umb́ılica, es decir, f(Mn−1) es un subconjunto
abierto de un hiperplano o de una hiperesfera

Ahora, con g ≥ 2, eligiendo apropiadamente un campo normal unitario podemos suponer que
al menos una de las curvaturas principales es positiva. Si λi es la curvatura principal más pequeña,
entonces cada término de la suma

λiλj
λi − λj

es negativo pero esta suma vale cero. Por lo tanto, existen al menos dos curvaturas principales
distintas, y si hay dos una de ellas es cero. De aqúı que si g = 2, tenemos que f(Mn−1) es un
cilindro esférico.

En el caso de f : Mn−1 −→ Hn:

Si g = 1, tenemos que f(Mn−1) es totalmente umb́ılica, es decir, f(Mn−1) es una de las
hipersuperficies M1, . . . ,M4 del lema 1.1.

Ahora, con g ≥ 2, como en el caso anterior podemos elegir apropiadamente un campo normal
unitario de manera tal que al menos una de las curvaturas principales sea positiva. Debe existir una

curvatura λi de tal manera que ninguna curvatura principal se encuentra entre λi y
1

λi
, es decir,

λi es la curvatura principal más grande entre 0 y 1.

O λi es la curvatura principal más pequeña mayor o igual a 1. Entonces para este λi cada
término de la suma

−1 + λiλj
λi − λj

es negativo a menos que λi =
1

λi
pero esta suma vale cero. Por lo tanto, existen al menos dos

curvaturas principales distintas y si hay dos una es rećıproca de la otra.

Para g = 2, tenemos que f(Mn−1) es un subconjunto abierto del producto Sk ×Hn−k−1 de Hn,
como en el lema 1.1.



En la esfera Sn la identidad de Cartan no proporciona restricciones sobre el número de curvaturas
principales g para tratar de alguna manera de clasificar tales superficies, aunque Cartan dio varios
ejemplos para g = 1, 2, 3 ó 4 curvaturas principales distintas.

Por ejemplo en el caso g = 1, la hipersuperficie f(Mn−1) es totalmente umb́ılica, esto es,
f(Mn−1) es un abierto de una hiperesfera ecuatorial en Sn. Si g = 2, entonces f(Mn−1) debe ser
un producto estándar de dos esferas, es decir,

Sp(r1)× Sq(r2) −→ Sn(1) ⊂ Rp+1 × Rq+1 = Rn+1

con p+ q + 1 = n.

Considerando la esfera Sn+1(1) ⊂ Rn+2 y una familia de hipersuperficies paralelas

ft(x) = (cos t)f(x) + (sen t)ξx,

el operador de forma At queda como

At = (cos tA+ sen tI)(cos tI − sen tA)−1 = (cot tA+ I)(cot tI −A)−1.

Si λk son las curvaturas principales de f = f0, es decir, Aek = λkek; entonces las curvaturas
principales de la inmersión ft son

cot tλk + 1

cot t− λk
= cot(θk − t), donde λk = cot θk y 0 ≤ k ≤ n.

En cuanto a las hipersuperficies isoparamétricas en la esfera Münzner dio la siguiente caracte-
rización en [14].

Teorema 3.5 (H. F. Münzner) Sean λ1, . . . , λg las distintas curvaturas principales con sus res-
pectivas multiplicidades m1, . . . ,mg. Entonces

g puede ser sólo 1, 2, 3, 4 ó 6.

Si g = 3. entonces m1 = m2 = m3 y si g = 4 ó 6, entonces m1 = m3 = m5, m2 = m4 = m6.

Si λk = cot(θk) con 0 < θ1 < · · · < θg < π y con multiplicidades mk, entonces

θk = θ1 +
k − 1

g
π con k = 1, . . . , g.

�

Es fácil ver que hay una hipersuperficie mı́nima entre cada familia de hipersuperficies isopa-
ramétricas en Sn+1 sabiendo elegir una t tal que

g∑
k=1

mkλk =

g∑
k=1

mk cot(θk − t) = 0

usando esta última fórmula, la fórmula de fundamental de Cartan y el teorema 3.4 obtenemos que
la longitud de la segunda forma fundamental es S = (g − 1)n.

Corolario 3.1 Sea M una hipersuperficie inmersa mı́nimamente en Sn+1 con curvaturas princi-
pales constantes. Entonces la longitud de la segunda forma S de M puede ser sólo 0, n, 2n, 3n o 5n.
Más precisamente, si M tiene g curvaturas principales distintas entonces S = (g− 1)n y curvatura
escalar R ≥ 0.



�

La diferencial de ft en x está dada por cos tI − sen tAξ. Si X es un campo vectorial correspon-
diente a la distribución relativa a la curvatura principal λi = cot θi, entonces

(ft)?xX = (cos t− sen t cot θi)X =
sen(θi − t)

sen θi
X.

Por lo que (ft)(x) es una varidad focal Mi si t = θi con i = 1, . . . , g luego las variedades focales
tienen curvaturas principales cot(θk − θi) para toda i 6= k.

El teorema de Münzner nos da una interpretación geométrica de la Fórmula fundamental de
Cartan, la minimalidad de las variedades focales, es decir

Teorema 3.6 Cada variedad focal Mθi de una hipersuperficie isoparamétrica en la esfera es una
variedad mı́nima.

Demostración: Sea η un campo normal unitario a Mθi , entonces

tr(Aη) =
∑
h6=i

mh cot(θh − θi)

=

g−1∑
k=1

mk cot(
kπ

g
)

= −
g−1∑
k=1

mk cot(π − kπ

g
)

= −
g−1∑
k=1

mk cot(
(g − k)π

g
)

= −
g−1∑
j=1

mg−j cot(
jπ

g
).

Si g es impar, entonces por el teorema de Münzner todas las multiplicidades mk son iguales y si
g es par tenemos que mg−j = mj , entonces el último término de la ecuación anterior es igual a
−tr(Aη). Por lo tanto tr(Aη) = 0 y Mθi es mı́nima.

�

Si observamos que

cot(θk − θi) =
1 + λiλk
λi − λk

entonces

tr(Aη) =
∑
λj 6=λi

mj
1 + λiλj
λi − λj

,

aśı obtenemos como corolario la fórmula fundamental de Cartan.



Corolario 3.2 (Fórmula Fundamental de Cartan)∑
λj 6=λi

mj
1 + λiλj
λi − λj

= 0.

�

3.3. Conjetura de Chern

En esta sección presentaremos la conjetura de Chern y algunas de sus generalizaciones. La
conjetura de Chern para hipersuperficies isoparamétricas en la esfera Sn+1 puede ser enunciada
como sigue:

Conjetura de Chern: Sea Mn con n ≥ 2 una hipersuperficie mı́nima cerrada de Sn+1 con
curvatura escalar R constante, entonces Mn es isoparamétrica.

Chern propuso originalmente una versión menos fuerte en [4], es decir, para una variedad Mn

inmersa mı́nimamente en la esfera Sn+1 se tiene∫
M

(S − n)SdV ≥ 0

que es precisamente el teorema 2.8. Notemos que para una hipersuperficie inmersa mı́nimamente
en la esfera Sn+1 la longitud al cuadrado de la segunda forma fundamental S es constante si y sólo
si la curvatura escalar R es constante. En este caso S = 0 ó S ≥ n, lo que llevó a Chern a proponer:

Conjetura: Consideremos Mn una hipersuperficie mı́nima cerrada en Sn+1 con curvatura es-
calar R constante. Entonces para cada n, el conjunto de todos los posibles valores para R (equiva-
lentemente para S) es discreto.

De esta conjetura, los únicos ejemplos de hipersuperficies mı́nimas con curvatura escalar R
constante en la esfera Sn+1 son hipersuperficies isoparamétricas como las del teorema 2.5, esto es,
todas sus curvatura principales son constantes.

Hasta ahora no hay prueba alguna de la conjetura pero existen resultados parciales, en parti-
cular, para hipersuperficies en dimensiones bajas y con condiciones para funciones que dependen
de la curvatura de M . Mencionaremos algunos resultados recientes de dicha conjetura:

Para el caso n = 2, bajo las hipótesis de la conjetura tenemos que λ1 + λ2 = 0 y λ21 + λ22 = cte,
por lo tanto λ1 = −λ2 = cte.

Para el caso n = 3, en el teorema 2.14 de Peng y Terng, dan una cota para la longitud de la
segunda forma fundamental. Pero el resultado más general para dicha conjetura es

Teorema 3.7 (S. Almeida, F. Brito; S. Chang) Sea M3 ⊂ S4(1) una hipersuperficie cerrada
con curvatura media H y curvatura escalar R constante. Entonces M3 es isoparamétrica.

�

Para el caso n = 4 se tiene un resultado recientemente probado bajo la hipótesis adicional que
M es una hipersuperfice de Willmore, es decir, puntos cŕıticos de la funcional de Willmore

W (M) =

∫
M
ρn donde ρ2 = S − nH2;

que para hipersuperficies mı́nimas con curvatura escalar R constante en la esfera es equivalente a



f3 =
∑
i,j,k

hijhjkhki = 2HS − 4H3 = 0.

Este trabajo de Haizhong Li se puede encontrar en [11] y para este tipo de hipersuperficies se tiene
el siguiente resultado, ver [13].

Teorema 3.8 (T. Lusala, M. Scherfner, L. Amancio, M. Sousa Jr) Sea M4 ⊂ S5(1) una
hipersuperficie de Willmore mı́nima de S5(1) con curvatura escalar R constante, entonces M4 es
isoparamétrica.

�

Algunos ejemplos de este último resultado son:

La esfera máxima totalmente geodésica S4(1) ⊂ S5(1) es una hipersuperficie de Willmore
mı́nima con S = 0.

La hipersuperficie mı́nima de Cartan M4
t en S5(1).

Si consideramos el espacio vectorial complejo C3 como un espacio vectorial real, es decir,
C3 = R3 + iR3. Tomemos z, w ∈ C3 de la forma z = x+ iy, w = u+ iv, el producto interno
real en C3 viene dado por

〈x+ iy, u+ iv〉 = 〈x, u〉+ 〈y, v〉.

Si S5(1) = {z ∈ C3 = R3 + iR3 : ‖z‖ = 1} y consideramos la función F : S5(1) −→ R dada
por

F (z) = (‖x‖+ ‖y‖)2 + 4〈x, y〉2, z = x+ iy;

la superficie de nivel de F dada por

M4
t = {z ∈ S5(1) : F (z) = cos2(2t)} = F−1

(
cos2(2t)

)
,

satisface que tanto la norma del gradiente y el laplaciano son funciones de F , esto es

‖gradF‖2 = 16F (1− F ) y ∆F = 16(1− 2F ).

Por lo tanto, para valores de t en el intervalo (0, π4 ), es una hipersuperficie isoparamétrica con
cuatro curvaturas principales diferentes.

λ1 =
1 + sen(2t)

cos(2t)
, λ2 =

−1 + sen(2t)

cos(2t)
, λ3 = tan(t), λ4 = − cot(t).

De entre todas esas hipersuperficies, sólo la hipersuperficie mı́nima M4
π
8

es una hipersuperficie

de Willmore y sus curvaturas principales son

1 +
√

2, 1−
√

2, −1 +
√

2, −1−
√

2.

El toro de Clifford W2,2 = S2(
√
2
2 )×S2(

√
2
2 ) es una hipersuperficie de Willmore mı́nima cerrada

que es isoparamétrica en S5(1) con dos curvaturas principales distintas.



A manera de conclusión: considerar hipersuperficies mı́nimas en las esfera, es una hipótesis muy
ŕıgida. Si además también ponemos condiciones sobre la segunda forma fundamental, como S = cte,
esto obligará a que la hipersuperficie sea aún más ŕıgida. Por lo que en la conjetura de Chern se
esperan valores de S discretos para Mn ⊂ Sn+1. Se pueden encontrar una serie de resultados acerca
de esta conjetura en [19].
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