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Capitulo 1

Introduccion.

Los materiales magnéticos' son aquellos que en cada punto tienen un vector de
magnetizacion asociado. En estos materiales se observan redes que separan «grandes»
regiones, las cuales se denominan dominios magnéticos. La magnetizacion cambia su
orientacién de un dominio a otro, véase imagen 1.1. A las interfases entre dominios
se les conoce como paredes magnéticas, debido a que son angostas comparadas con
los dominios magnéticos y suelen presentar un cambio rapido de la orientacion del
vector magnético entre un extremo y otro.

La teorfa de dominios magnéticos se enfoca en el estudio de la estructura que
se observa en los materiales magnéticos. El objetivo de esta teoria consiste en ob-
tener un modelo que describa de manera razonable el patron de magnetizacion que
se observa en la superficie del material. Esta teoria es de caracter variacional, y se
basa en una energia que en general depende de varios pardmetros. Para las distintas
situaciones experimentales es necesario variar dichos parametros (escogiendo un régi-
men dado) y analizar la energia bajo estas suposiciones. Las energias obtenidas para
ciertos modelos son ttiles no solo para describir patrones superficiales, sino también,
patrones internos que no pueden ser observados directamente.

Existen dos tipos basicos de paredes magnéticas: las paredes de Bloch y las pare-
des de Néel. Estas se presentan dependiendo de la geometria de la muestra; el Bulk
(o muestras gruesas) para la primera y las peliculas delgadas para la segunda.

Las paredes de Bloch describen la transicion de la magnetizacion, a través de
la pared de un dominio a otro, donde el vector de magnetizaciéon gira en un plano
perpendicular al eje de transicion (véase la figura 1.2).

La paredes de Néel describen transiciones semejantes donde la magnetizacion gira

Definicion tomada de [6].
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Figura 1.1: En la imagen se muestra la perspectiva, generada por una simulaciéon compu-
tacional, de los dominios magnéticos en una varilla de acero. Se puede ver el cambio de la
magnetizacion, representada por flechas, de un dominio magnético a otro. Fuente [6].

Figura 1.2: Vector de magnetizacion en el Bulk dando un giro de 180°.
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sobre un plano paralelo a la transicion (véase figura 1.3).

Figura 1.3: Pelicula delgada, en la cual se muestra la transicion de 180° del vector
de magnetizacion.

1.1. Micromagnetismo.

A continuaciéon hacemos un resumen que contiene la descripcion de la teoria
micromagnética. Todo el material se obtuvo de [1], [3] v [6].

El micromagnetismo se define como una teoria continua de los momentos (o
vectores) magnéticos, que se presentan en los materiales magnéticos. Esta teoria
se basa en principios variacionales y tiene como objetivo obtener la distribucion
magnética de menor energia que describa las microestructuras observadas. De lo
anterior se obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales, denominadas ecuaciones
micromagnéticas.

En esta teoria la muestra se describe como un conjunto 2 C R? donde la variable
incognita es un vector J que describe la magnetizacion. Ademas, se supone que la
temperatura del material es cercana a la temperatura Curie (7.), lo cual implica que
el vector de magnetizacion tendré longitud constante a lo largo de la muestra. De lo
anterior se obtiene que la magnetizacion queda definida como la funcion

J(ml,mg,mg) Q- JSS2

donde Q C R3, m;(x1, 29, 23) : R® — R para i € {1,2,3} y J, es una constante que
depende del material.
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La energia de la magnetizacion consiste de varias contribuciones que describimos
a continuacion:

Exchange, es la energia que penaliza cambios en la direcciéon de magnetizacion
(en los materiales ferromagnéticos). Esta dada por la expresion

ex :A/ ‘v']|2d'r7 (11)
Q

donde A es una constante del material (constante de exchange) y depende general-
mente de la temperatura. Esta energia es una expresion isotropica, debido a que no
tiene direcciones favorables y cualquier direcciéon es aceptable.

Anisotropia, es la energia que tiene un material magnético causada por la varia-
cion en la direccion de la magnetizacion respecto a los ejes estructurales del material.
La energia de la anisotropia se describe por la expresion

Eo =K, / (1.2)

donde K, es la constante de anisotropia y ®(J) es un polinomio par en las compo-
nentes de la magnetizacion.

Stray-field,también llamado campo de demagnetizacion, es la energia producida
por el campo magnético inducido por el mismo cuerpo. Este campo vectorial se
denota por H;,4 v se calcula a partir de las ecuaciones magnetostaticas de Maxwell.

Es decir,

V x Hijpg=0 enR? (1.3)
_v. (L
V- Hypg = v (u) en {2 (1.4)
0 en R3\ O

J = ppd (campo de magnetizacion) y po es la permeabilidad del vacio. De (1.3)
podemos suponer que existe un campo escalar U tal que

Usando (1.4) y (1.5) se llega a que

L
av={ V (uo) en {2, (1.6)
0 en R?\ Q.

con ZU —J - v sobre 0L, donde v es el vector normal a cada punto en 0f).
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De las ultimas dos igualdades se obtiene que

J

Hhm:—V(A”V~—), (1.7)
Ho

por lo que la expresion Hi,4 es funcién de V - J. Entonces la energia del stray-field

queda expresada por

E#:HQ/\mmﬁ (1.8)
2 Jps

Por lo tanto, la energia del stray-field se minimiza sobre campos de divergencia igual
a cero.

Suponemos que (1.4) se satisface en el sentido de distribuciones, es decir

Hipa - Vo = L J-V¢ paratodo ¢ € C>(R?). (1.9)
R3 Ho Ja

Observe que a partir de (1.6), por analogia electroestética, para un campo de magne-
tizacion J suave se tiene que las llamadas cargas volumétricas y cargas superficiales
estan dadas por V- J (en Q) y —J - v (en 0f2) respectivamente. Si el campo J es
discontinuo y J - v se anula, entonces dentro de €2 existiran distribuciones de mag-
netizacion con divergencia cero que generaran flujos cerrados dentro de la muestra,
como el que se observa en la figura 1.4.

Figura 1.4: Flujo cerrado del campo de magnetizacién en un material magnético.

Por ultimo se introduce la energia del campo externo.

Campo externo, es la energia generada por la interaccion de la magnetizacion
y algiin campo magnético externo al material H,,. Se describe por la energia

Em:i/mfl (1.10)
Q
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La energia micromagnética total estd dada por

/|VJ\2+K/ |Hipa|® — /H
R‘S

1.1.1. Adimensionalizacién de la energia.

En la seccion anterior se obtuvo la energia micromagnética, sumando todas las
energias, la cual para una geometria Q) C R? es

/|VJ|2+K/ (Eipa? — /H
RS

y que tiene unidades de [Joule/metro], donde J es la densidad de magnetizacion
(campo vectorial de magnitud constante dentro de €2 y extendido por cero a todo
R3). A continuacién se toman ciertos cambios de variable para obtener la misma
energia pero adimensional, los pasos que se describen son tomados de [3].

El escalar positivo J, llamado saturacion de magnetizacion, es constante cuando
se supone una temperatura fija en el material por lo que es vélido hacer el reescala-
miento

J
m = — entonces F[J] cambia a E[m)],

ademas se tendra que

i (x)| = 1 sixestden €,
X)L = 0 six esta en 0.

Suponemos que la energia debida al campo externo es cero, es decir F,., = 0.
Definimos las constantes K; y u como

2
K, = J; ,
240
—J,
Hind Vu.
Ho
Realizando el rescalamiento
Elm] Elm]
m\| —
2K,

se obtiene que la expresion para la energia micromagnética adimensional estd dada

por
2
_d /|Vm| d:)H—Q/ d:)s+ |Vul*dz,
R3
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con
A K

d:=dgr =1/ — ==

BL K, y @ K,

donde d mide el tamano relativo del exchange versus el strayfield y la constante
mide el tamano relativo de la anisotropia versus el strayfield.

Bajo tales suposiciones se tiene que u esta dada por

Au = V-m en
Au = 0 en R3\Q,
@
ov

= m- v |gq sobre OS.

Finalmente recordamos que, debido a la condicion de saturacion |m| =1 en Q el
problema del micromagnetismo es en general no convexo.

1.2. Objetivo y estructura de la tesis.

El objetivo de esta tesis consiste en investigar la existencia de paredes magnéticas,
en particular las paredes de Bloch y las paredes de Néel, que presentan una rotaciéon
en la magnetizacion de 180° y 360°. Para esto se estudia la energia micromagnética
en su forma 1-dimensional, para los casos en que la geometria esta dada por todo
el espacio R? (Bulk) y para el caso en que la geometria esta dada por una pelicula
delgada, es decir, un dominio acotado bidimensional y periédico.

Desde el punto de vista matemaético, en el caso del Bulk estudiamos un problema
variacional no lineal, y en el caso de las peliculas delgadas estudiamos un problema
lineal, pero no local. En el problema del Bulk se demuestra la existencia de paredes
de 180°, como minimos para el funcional de energia, asi como su estabilidad y la
construccion de soluciones explicitas. Para el caso de paredes de 360° se demuestra
la no existencia de éstas como minimos para el funcional de energia. En las peli-
culas delgadas se obtienen las soluciones de la energia micromagnética de 180° y
360° como puntos criticos con restricciones. Ademaés, se analiza numéricamente el
comportamiento de la energia para los dos tultimos casos.

La estructura de los siguientes capitulos, a grandes rasgos, es como sigue: el
Capitulo 2 contiene la introduccién a todas las nociones matematicas de analisis y
calculo de variaciones; empezamos con una recopilacion de los resultados relevantes
en la teoria de espacios de Sobolev y el analisis funcional. Méas adelante enunciamos,
con demostracion, los resultados del calculo de variaciones que usaremos en este
trabajo, en particular la existencia y unicidad de minimos para funcionales convexos.
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El Capitulo 3 contiene la reduccién del modelo de la energia mircromagnética a su
foma 1-dimensional, esta energia resulta ser un funcional de la magnetizacion, en la
cual se estudia la existencia de minimos que describan paredes de Bloch. El Capitulo
4 es, de alguna forma, la continuacién del Capitulo 3 sobre el estudio de las paredes
de Bloch centrandose en el estabilidad de aquellas funciones que minimizan a la
energia micromagnética. Y por dltimo en el Capitulo 5 se estudian las paredes de
Néel, de 180° y 360°, en materiales con una geometria bidimensional periédica que
se asemejan a un plano con un grosor muy pequeno denominado pelicula delgada.



Capitulo 2

Método directo en calculo de
variaciones.

En este capitulo se da la introduccion a todas las nocionas matematicas de anélisis
funcional y del célculo de variaciones que se usan en los capitulos subsecuentes. Por
ultimo se agrega la deducciéon de la primera y segunda variaciéon de un funcional,
para un caso particular, asi como la definicién de la ecuaciéon de Euler-Lagrange. La
mayoria de los resultados que se presentan aqui se han obtenido de [9] y [10].

2.1. Espacios L? y de Sobolev.

En esta seccion se presentan de forma resumida y sin demostracion las definiciones
relevantes de los espacios L? y de Sobolev H' que se utilizan en este trabajo.

Sea €2 C R un subconjunto abierto y sea f una funcién definida como
f:Q—=R.
Denotaremos la derivada k-ésima de f por

d* f(z)
k o ,
ff(x) = — ok bara algin k£ € N.

Definimos al soporte de una funciéon f como el conjunto!

Cl{zx € Q| f(x) # 0}.

'La notacién C! indica tomar la cerradura del conjunto.
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Diremos que f tiene soporte compacto si el dominio de la funcién se toma sobre el
soporte de dicha funcién y usaremos la notacion

fe ().

Diremos que una funcién f es infinitamente continua diferenciable y con soporte
compacto si f € C°(Q2), donde

C=(Q) := {f € C.(Q)| f*(x) existe y es continua para algin k € N}

Hay que recordar que el conjunto £(£2) es el espacio vectorial de funciones integrables
de Lebesgue, donde €2 C R es un conjunto medible.

Definicién 1. Dado Q C R abierto, definimos el espacio L*(§)) como

L*(Q) := {(las clases de equivalencia de) las funciones medibles

f:Q—RU{xo0} con |f(x)]* € L(Q)} (2.1)

con producto interno definido por

(fs9)r2 ZZ/Qf(x)g(x)dx.

A partir de aqui vamos a suponer que {2 C R es un abierto, a menos que se
mencione lo contrario.

Definicion 2. Definimos a L(L*(2),R) como el espacio de todos los funcionales
L: L*(Q) — R lineales y continuos.

Por el teorema de representacion de Riesz, sabemos que para cada L € £L(L?(Q), R)
existe un tnico elemento g € L*() tal que

L(f) = /Qg(a:)f(a:) dx para todo f € L*(9).

Definicion 3. Sea {u,}neny C L*(Q) una sucesion y u € L*(2). Decimos que u,
converge débilmente a u en L*(Q) si y sélo si

lim [ w,(z)g(z) do = / u(z)g(x) dz  para todo g € L*(Q).

Ademas, en este caso usamos la notacion

u, —u débilmente en L*(Q).
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Teorema 1. (Compacidad débil) Dada una sucesion {u,}nen C L*(Q) acotada,
existe u € L*(Q) tal que

Uy, — u débilmente en L*(),

donde {unm}meN C {un}nEN-

Sean dos conjuntos A, B C R, si se escribe A CC B (A esta contenido compac-
tamente en B) se refiere a que

ACACB

1

loc (Q) €oImo

donde A es un compacto. Definimos al conjunto L
L) = {f: Q= RU{xoo}| f € L) para cada Q' CC Q}.

Definicion 4. Dadas u, v € L}, () decimos que v es la derivada débil de u, escrito

como
u =,

/Qu’qbdx:—/ﬂvgbdx

para toda funcion de prueba ¢ € C().

siempre que

La definiciéon anterior nos es util para definir el espacio de Sobolev.
Definicion 5. Definimos al espacio de Sobolev como
HY(Q) == {u € L*(Q)| u' € L*(Q) existe en sentido débil}

con producto interior dado por

(u,v) ::/uv dx+/u'-v’ dx.
Q Q

Usando la definicién anterior se podria mostrar que H'(f2) es un espacio de Hil-
bert, i.e. el espacio es normado y toda sucecion de Cauchy en H'(Q) converge a un
elemento del mismo espacio.

El siguiente teorema nos asegura que podemos aproximar cualquier funciéon de
H'(Q) con funciones infinitamente diferenciables.
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Teorema 2. El espacio C*°(Q) es denso en H'(Q). Es decir, para todo u € H* ()
existe {ty }neny C C®(Q) tal que

u, —u en H(Q).

Dado un subconjunto abierto € diremos que OU es de clase C! si para cada
2" € 9U existe r > 0 y una funciéon v : R — R en C*(R) tal que

UNB(°r)={x € B 7r)| x>~}

Una propiedad interesante del espacio H'(§2) es que a diferencia de L?(12), se
puede definir el concepto de traza, el cual asigna valores sobre la frontera 0f) a
cualquier funcion v € H*(Q).

Teorema 3. Dado ) acotado con 0N de clase C'. Entonces existe un operador lineal
acotado

T:H (Q) — L*(09)
tal que
(i) Tu = ulpq si u € HY(Q) N C(Q).

(i) || Tullr200) < Cllullm para cada w € H* (), con C una constante que
depende de §2.

Al operador T se le conoce como el operador de traza de u en OS2.

Definimos al espacio H} como la cerradura de las funciones C°(€2) relativo a la
norma inducida por (-, -) g1, i.e.

Hi(Q) :={ f | hay alguna {f, }nen C C°(92) donde nh_)rrolo | fo — fllzn =0}

Los dos resultados siguientes se obtuvieron de [10]. Las funciones u € H'({2)
que tienen traza cero son funciones que pertenecen a H&(Q), a estas funciones se le
conoce como funciones con traza-cero.

Teorema 4. (Funciones con Traza-cero en H*(S))) Dado un conjunto Q2 tal que 05
es Ct yu e HY(Q) se tiene que

uw€ HY(Q) siysolosi Tu=0 en 0.

La desigualdad de Poincaré nos permite acotar la norma de las funciones en
L?(92), este resultado se cita para el caso p = 2.
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Teorema 5. Supongamos que 2 C R™ es acotado y abierto. Dado u € HJ () tene-
mos que

ullz2) < Cllv'|| 20,

donde la constante C' depende de ) unicamente.

El teorema de Compacidad débil nos asegura que toda sucesién acotada de H*
tiene una subsucesion que converge a un elmento en el mismo espacio. Para demostrar
dicho teorema necesitamos el siguiente resutado?.

Teorema 6. Dado F un subespacio cerrado en H* () se tiene que, cada v € HY(Q)
tiene una unica descomposicion de la forma

r=y+2z cony€F yzeFt

donde
Ft={uec HY(Q)| (u,y) =0, para todo y € F}.

Teorema 7. (Compacidad débil en H') Sea {u,}nen C H'(Q) acotada, entonces
existe {uy, }jen C H'Y(Q) yu € H'(Q) tal que

Up, = u  débilmente en H' ().

Demostracion. Sea |lu,|| < M en H'(Q). Definimos a S como un subespacio lineal
de H' generado por u,,. Entonces, si y € S por el Teorema 6 se cumple que

y =10+ dondey, € S,y € F*

¥ (un,y1) = 0 para todo n € N. Si fijamos algtn m entonces (un, u,,) tiene una cota
independiente de n, por lo que {(u,,u,)} ey tiene una subsusecion convergente.
Usando el proceso de diagonalizaciéon de Cantor podemos obtener una subsucesion
{tn, } de {u,} tal que (uy,,uy,) converge para toda m € N cuando k£ — oco. Entonces
(Un,,y) también converge cuando y € S.

Siy € S para cada 3 € S se deduce por la desigualdad® de Schwarz que

[(nys g = ¥+ [y = g, ) 4 [ty = )|
2M|ly = o' ll + [(tn; = tny )]

|(tn; =ty )| <
<

ZVéase [8].
3Dados z, y en H! se cumple que |(z,y)| < ||z]|||y||-
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€

Dado un € > 0 se toma y' € S de forma que ||y — y'|| < 737 entonces para j y k

grandes se tiene
€

|(unj - unwy/)‘ < 92

Por lo anterior |(u,, — uy,,y)] — 0 para todo y € S cuando j,k — oo. Como el
espacio H' es completo y usando el Teorema de Riesz'se tiene que existe un tinico
u € S tal que

(u,y) = ]}LIIOlo(unk, y) paratodoy € S.

Por lo tanto
u, — u débilmente en H'(12).

O

Finalmente, mencionamos sin demostracion el teorema de Mazur, el cual dice que
H}(Q) es débilmente cerrado.

Teorema 8. (Teorema de Mazur.) Sea {u, }}neny C HL(Q) tal que u,, — u débilmente
en H'(Q), entonces u € H} ().

La importancia de este teorema radica en que para un subespacio es mas “dificil”
ser débilmente cerrado que fuertemente cerrado.

2.2. Existencia y unicidad de minimos.

A continuaciéon introducimos el funcional con el cual se trabajard en esta y la
siguiente seccion. Ademas, exponemos los teoremas necesarios para asegurar la exis-
tencia de minimos para funcionales convexos.

A lo largo de esta seccion suponemos que el intervalo I C R es abierto.

Definicién 6. El funcional de energia E : H'(I) — R estd dado por

donde L : R x I — R es la funcion Lagrangiana.

4Veéase Teorema 21.6 de [8].
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Para definir las derivadas parciales del Lagrangiano se toma el cambio de notacion

p=u(z) y z:=u(x)

el cual se usara a lo largo del Capitulo sin distincion, entonces se obtiene la siguiente
notacion

( oL 9*L
D,L := a_pa Dyl = a—p?’
oL O*L
D.L .= —, D..L .=—,
0z 072

0*L O*L
D, L .= — D,.L .= —.
(7 0zp v o Opz

Ademés denotaremos el Hessiano del Lagrangiano como

D,,L D,.L )

27 _ _
DL := Hess(L) = ( DoL DL

Definiciéon 7. Dado un funcional como en (1.3), el Lagrangiano L serd uniforme-
mente convero si

Y (D’L()), &8 = 016 (2,6 € R?) (2:3)
ij=1
para alguna constante 6 > 0.
Definicion 8. Se dice que E[-] es coerciva si existen constantes a >0 y 3 > 0 tales
que
L(p7 Z) > Oé‘p|2 - 57
para todo p, z € R.

De la Definicion 8 se sigue que Efu] — oo cuando ||[v/||z2 — oo, ya que dados
a >0y 3 >0 e integrando la desigualdad anterior sobre I se obtiene

Elu] > 5”“/”%2(9) -
donde v := S|l y § > 0.

Definicion 9. Decimos que E : H'(I) — R es un funcional débilmente semicontinuo
inferiormente en H'(I) si
Elu] < lminf Elu;]

J—00

cuando u; — u débilmente en H'(I).



16 CAPITULO 2. CALCULO DE VARIACIONES

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes bajo las cuales un fun-
cional sera débilmente semicontinuo inferiormente.

Teorema 9. Supongamos que:

a)L(p, z) es acotado por abajo para todop € R y z € L.
b)El mapeo p — L(p, z) es convexo para todo z.
Entonces

Elu] = / L(v',u) dz
Q
es débilmente semicontinuo inferiormente en H*(T).

La demostracion de este resultado va mas alla de los objetivos de esta tesis, por
lo que se remite al lector al Teorema 8 de [10] pagina 446. Sin embargo, incluimos
una demostracion para el caso en que el funcional tiene la forma L = L(u’).

Demostracion. Tomamos {u, },en C H'(I) tal que
ul, —u débilmente en H*(I).

Entonces, por un lado u/, — u' débilmente en L?(I). Por otro lado, de la hipotesis
de convexidad se cumple que

Elu,] = /H L) de > /H L) dz + /H D,L(u) - (), — ') da.

Tomado el limite cuando n tiende a infinito del lado derecho de la desigualdad tene-
mos que

lim [ D,L(u) - (u), —u) dz =0,

n—oo I
de donde
lim Efu,] > /L(u') da.
n—oo I
Por lo tanto E[-] es débilmente semicontinuo inferiormente en H*(T). O

Definicion 10. Definimos el conjunto A como sigue
A:={uc H(Q)| u=g en dl en el sentido de traza},

donde g : 91 — R es una funcion, g € L*(0Q) e T es un conjunto donde I es suave.
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El teorema de existencia que se menciona a continuacion, asegura que hay al
menos una funcion v € A la cual hace que la energia de la Definicién 6 alcance su
minimo si el funcional es coercivo y convexo en la variable p.

Teorema 10. (Ezistencia de un minimo)
Sea E : HY(T) — R un funcional, dado como en la ecuacion 2.2, tal que satisface:

(a)La funcion L es coerciva, es decir, existen constantes o > 0,3 2 0 tales que
para todo p, z € R

L(p,z) Z alp|” - 3.

(b)La funcion L es convexa en la variable p.

Entonces existe al menos una funcion u € A tal que

Elu] = E}rélilE[v]

Demostracion. Sea m = inf,c4 E[v]. Si m = 400 tenemos que cualquier v € A
satisface

E] = :E)Ig}llE[v]

Cuando m es finito podemos suponer sin perdida de generalidad que la hipotesis
de coercividad es valida con g = 0, es decir,

L(p,z) > alpf,

ya que si 3 # 0 podemos tomar L = L + (3, de tal forma que L satisface la igualdad
anterior.

Integrando en ambos lados de la dltima desigualdad se obtiene
Elv] = alv|Z..

Por una lado si {uy} es una sucesion minimizante, de la igualdad anterior tenemos
que
sup Bus] = sup 0 (2.4)

Por otro lado, la sucecion Efui] es acotada a partir de algin k ya que
Elug] — m. (2.5)
De lo anterior se deduce que

sup [l L2y < oo (2.6)
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Ahora supongamos que v y uy estan en A, donde v es una funcion fija, entonces
T(up) =gy T(v)=g end
donde T es el operador de Traza. Si se aplica el operador de traza a u, — v resulta
T(up —v) =T(ug) —T(v) =0,

por el Teorema 4 de la seccion anterior se concluye que uy — v € HJ(T).

Observe que de la desigualdad de Poincaré y (2.6) se obtiene

[Jurll L2 |ur — v +v| 22

< lue = vl 2@y + o] L2
< Cillug = V22 + vl ez
< Cillugllew + Cillv'll ey + vl 22y
< C (2.7)
por lo que
||uk||H1 < 0. (28)

Entonces por el Teorema 1, de compacidad débil, existe una subsucesion {uy; }32, C
{up}22, v una funcion v € H' tal que

uy, — u débilmente en H'(Q).

Vamos a mostrar que u € A. Para esto notamos que H}(I) C H'(I) es un subconjunto
cerrado y Teorema 8 es cerrado débilmente, por lo que

u—v € Hy (D).
Utilizando una vez més el Teorema 4 de la seccién anterior se tiene
T(u—wv)=0endl

entonces
u = g en Ol

Del Teorema 9, como L es convexa, se tiene por un lado que

Elu] <lim inf Elu,] =m, (2.9)

J—00
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por otro lado como u € Ay m es el infimo se deduce que
m < Elul. (2.10)
Por lo tanto de (2.9) y de (2.10) se obtiene que
Elu] = minyeal[v].
]

Teorema 11. Suponga que L(p,u) es uniformemente convera en ambas variables
entonces el minimo v € A de Efu] es inico.

Demostracion. Sean u,t € A funciones minimizantes de E[-] donde definimos

U+ U
V= )
2

Ademas definimos a ¢ € R? como

£=(q—p,w—2).

Aproximando L(q,w), con el polinomio de Taylor de grado dos y con la formula del
reciduo®, resulta

L(Q>w) = L(pv Z) + DPL(pv Z)(q _p) + DZL(p7 Z)(w - Z)

5 O (DL, 2)), 66 + Rale). (211)

ij—=1
De (2.3) y (2.11) se deduce
L(qg,w) > L(p,z)+ D,L(p,z)(q¢ — p) + D.L(p, z)(w — z)
0
+3 (lg = pI* + |w = 2%) . (2.12)

u+4
2

!/ " > / ~ 1 ~ I
L(Duw) > L(u +u7u+u)+DpL<u +u’u+u) (u u)

Por un lado si p = #, g=1u, z= y w = u al sustituirlos en (2.12) se obtiene

2 2 2 2 2
W+ utu\ fu—1au
D.L ,
(5550 (457)
6
+3 (Ju' = @'* + Ju—af). (2.13)

®Usaremos Rp para denotar la formula del reciduo de grado dos, véase [12].
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Por otro lado poniendo p = “lgﬁ,,q:ﬂ’,z:%ﬁyw:ﬁal sustituirlos en (2.12)
se obtiene
L@.a) > L W+ utu DI T T T ) T
', u
’ - 2 2 P 2 72 2
u+d u+u 0 — U
D.L :
D (5 ) ()
0
+§ (J&' —'|* + |a — ul?) . (2.14)

Sumando (2.13) con (2.14), integrando y dividiendo entre 2 se llega a la siguiente
desigualdad

N Y N
Elu] + E4] > E[l/]—l—/Dp(l/,l/) (u 2u L b 2u) dot
I

2
u—1u U—u
D /
—l—/ﬂ Z(u,u)( 5 + 5 )dx
0

+§/(|ﬂ'—u'|2+|ﬁ—u|2) dz. (2.15)
I

Como en (2.15) la segunda y tercera integral del lado derecho se anulan resulta que

Elu] ;— Ela] > E[V]+ g /H(m’ — u"2 + |4 — u‘2) dz. (2.16)

Por hipétesis v y @ son minimos de A entonces

FElu) = Efu] = inf Elw] < Ev],

weA
lo que implica que

Elu] > Elu] + g /(W —'|* + |4 — ul?) dz,
I

de donde el segundo sumando a la derecha de la desigualdad (2.16) es cero. Por lo
tanto

W =4 yu=1 para casi todo punto en I.
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2.3. Ecuaciones de Euler-Lagrange

En esta seccion se introduce el concepto de la derivada de Fréchet, la primera y
segunda variacion de un funcional, el Lema fundamental del Calculo de Variaciones
y la ecuacion de Euler-Lagrange; todo lo anterior aplicado al caso particular de la
Definiciéon 6. Esto seré ttil para encontrar el o los minimos de dicho funcional.

Al igual que en la secciéon anterior tomamos I C R como un intervalo abierto. La
siguiente definicion fue tomada de [7].

Definicion 11. Dada una funcion v € H'(I) y un funcional E : H (I) — R, decimos
que E[] tiene una derivada de Fréchet en u si existe un funcional lineal y continuo
DFElu| tal que
Elu+ h] = Elu] + DEulh + o(||h]]),
o ()
0
m = 0.
Irli=0  [|f]

En nuestro caso estudiamos el funcional dado en (2.2), por lo que aplicando la
variacion ®(t) = u + th con uw € HY(I), h € C*(I) y t € [0, 1] se obtiene que dicho
funcional E[-] queda en funcién de la variable ¢, es decir, E(t) = E[®]. Evaluando
explicitamente la variacion ® en (2.2) se llega a que

Elu + th] ::/L(u'+th',u+th)dx.
Q

Derivando con respecto a t y usando de nuevo la notaciéon p := v’ y z := u se obtiene
que

E
w _ /DPL(u’ +th u A+ th)h da
I

+ /DZL(u' +th',u + th)h dz,
I
Si se evalia la ultima igualdad en ¢t = 0 se llega a que
S Efu](h) / D, L(u, w)h' + D.L(/, u)h da.
I

donde

dE[u] := %E(t)\f;o

notacion que seré utilizada en capitulos posteriores.
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Definicion 12. Definimos la primera variacion del funcional (2.2) como la ecuacion
dE[ul(h) = /DpL(u',u)h' + D,L(u',u)h dz, (2.17)
1

donde u € HY(I), h € Cg°(I) y t € ]0,1].

Para obtener la ecuacién de Euler-Lagrange es necesario hacer uso del Lema
fundamental del Célculo de Variaciones el cual se cita a continuacion; ésta cita es
una modificacion de los lemas tomados de [7] y [9], ¥ se demuestra solo para el caso
1-dimensional.

Lema 1. Dada una funcion u € C°(I) que satisface

/u(:c)¢(x)dm =0 para toda ¢ € CZ(I),

I

entonces u =0 en 1.

Demostracion. Supongamos que existe zg € I tal que u(zg) # 0. Entonces, por la
continuidad de u en z( existe § > 0 tal que

a<xrg—0<wT9+0d<b

u(z) #0 st |zg—az| <6.

Observe que la funcién u tiene el mismo signo en el intervalo anterior, ésto debido a
la continuidad. Se define a ¢ € C'2°(I) como

¢(r) =0 para |zg— x| >0,
¢(x)=(b—z)(r —a) para |rg— x| <.

De lo anterior se obtiene

Juwows— | " w(@)ola)ds £ 0,

I To—0

ya que u(x) y ¢(x) son ambas distintas de cero en ese intervalo. Por lo tanto se
deduce que u(z) =0 en [a,b]. O
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Bajo las hipotesis de la Definicion 12, asumiendo suficiente regularidad y apli-
cando integracion por partes al funcional (2.17) se obtiene

dE[u](h) = /HLp(u',u)h/ + L, (u',u)h dx

- Lp(u/,u)hbﬂ+/{%(u7u)h+lzz(u',u)h} dx
1 T

—dL,(u
= L,(, u)h|or + /{% + Lz(u',u)} hde — (2.18)
I a

como h tiene soporte compacto entonces h|g = 0. Igualando la primera variacion a
cero, 0 E[u] =, se puede aplicar el Lema fundamental del Calculo de Variaciones con
u(z) = dL” (u i + L.(u',u). Entonces se obtiene que

_dL (v u)
dz

Definicion 13. Definimos a la ecuacion de Euler-Lagrange, del funcional (2.2),
como la ecuacion

+ L,(u,u)=0 en I

dL,(u',u)
dx
Para terminar el capitulo damos la definicién de la segunda variacién del funcio-
nal. Para esto apliquemos otra variacion w en la ecuacion (2.17), i.e

d*Elu + tw)
dt?

+ L, (u',u) = 0.

/{DppL(u' + tw', u + tw)h'w’

I

+D,. L(u' + tw', u + th)(hw)’

+ D..L(u + tw',u + tw)hw} d.

Al evaluar la ecuacion anterior en t = 0 se obtiene
dt2 |t 0= /DppL v, u)h'w' + Dy, L(u'+, u) (hw) + D, L(u'+, u)hw dz,

al igual que en la primera variacién usaremos en capitulos posteriores la siguiente
notacioén

d*>Eu] |
arz "
Definicion 14. Definimos la segunda variacion del funcional (2.2) por la ecuacion

§*Elu] =

S2E[u(h, w) = / Dy Lt )W’ + Dy, (el 4 ) (hw) + Do Lt/ +, u)hw da
I

conu e HY (), t €[0,1] y h,w € H}(I).
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Capitulo 3

Energia en el Bulk.

En este capitulo se reduce el modelo de la energia mircromagnética a su foma
1-dimensional en la cual se estudia la existencia de minimos que describan paredes
de Bloch. Para encontrar los minimos del funcional de magnetizaciéon se calcula la
primera variaciéon para obtener la ecuacion de Euler-Lagrange, gracias a esta tltima
ecuacion es posible analizar dos casos en particular: la existencia de paredes de 180°
y la existencia de paredes de 360°. En el caso de las paredes de 180° se deduce una
solucion explicita mediante la transformacion de la magnetizacion a coordenadas
polares y en el caso de las paredes de 360° se demuestra la no existencia de éstas en

el Bulk.

3.1. Hipoétesis del modelo y energia reducida.

Recordemos que la energia micromagnética estd dada por

d? 2 1 2 Q
Elu) := 5 |Vm|® dx + 3 |Vul|* do + bl d(m) dx (3.1)
0 R3 0

donde d y Q son parametros del material y el conjunto 2 C R3 es el espacio que
ocupa el material. Asimismo recordamos que u se obtiene al resolver

Au = V-m en
Au = 0 en R3-Q
’ 2
du (3:2)
v
Para simplificar el modelo (3.1) y poder usar las herramientas del calculo de
variaciones introducido en el Capitulo 2 haremos las siguientes hipotesis:

= m- v |gq sobre 0S.

25
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(a) Sea el intervalo cerrado

I:=[-L,L]

Donde m satisface
Im[> =mi +m3+m; =1 (3.3)

(b) La magnetizacion m es funcion de una sola coordenada cartesiana

m = m(xq).

(c) El primer componente de la magnetizacion es cero, es decir

m1:O.

(d) La anisotropia cristalina es el polinomio par no trivial, mas sencillo, es decir

d(m) :=1—m3.

(e) El sistema es ¢-periodico en las direcciones e y es.

(f) La magnetizacion satisface las condiciones de frontera

m(zr1) = m_o x1 < —L,

m(r1) = Mis 1> +L,
para L > 0.

(g) El potencial u es acotado en R3.

Como veremos a continuacion, bajo las suposiciones anteriores la energia (3.1) se
simplifica enormemente.

Proposicion 1. Bajo las hipdtesis (a), (b) y (c) tenemos que si u es acotada, en-
tonces es constante.

Demostracion. De las hipotesis (b) y (¢) tenemos que

V-m = (&Elml + 8x2m2 + 8x3m3)

J

-~

(©) ON
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De (3.4) y (a), (3.2) se reduce a
~Au=0 en R’

Ahora bien, como por hipétesis u es acotada, usando el Teorema de Liouville *
entonces se deduce que u es constante. U

Observamos ahora que, debido a la Proposicion 1 el campo de demagnetizacion
se anula (es decir Vu = 0), de donde

. |Vul? do = 0. (3.5)

Utilizando las hipotesis (b), (d) y (3.5) tendremos que la energia (3.1) se reduce
dm |?

d2

Bajo las hipotesis (e) y (f), es decir que el sistema es (-peridédico y que my es
constante fuera de I, la energia (3.6) en cada celda periddica queda como

Ll S oo

dx + % /Q(l —m3) dz. (3.6)

d.ﬁlfl

= //dl’gdl’g/ d_m dx1+Q// dl’gdl’g/l—m2) dxy

d!L’l
- _62/dm +—£2/1—m ) d (3.7)
n 2 dl‘l “ 2 e )

Renormalizando la energia

obtenemos
2
dm

d2

Por un lado, de las hipdtesis (a) y (c) se obtiene que

dzry + % /H(l — m3)dz;. (3.8)

mP2=mi+mi=1 (3.9)

Wer [10], Seccién 2.2.3 inciso d.
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dm *_ | dmy |* | dms (3.10)
d.ﬁlfl dl‘l dl‘l
Por el otro, de (3.9) y de (3.10) se deduce la siguiente igualdad
dms |* |dms|® dmy|* | d ?
dmo|* | |dmsl* _ |dma|® | d pi o
dx; dx; dz, dr,
2
_ | /2|2 _(2m2)ml2
2¢/(1—m3)
2
o 1\2 m2ml2
- o+ ()
2
m3
- (120 oy
(m5)*
= 3.11
1—mi’ (3.11)
donde m}, := ‘Cll%.
Observe que intercambiando los subindices (3 por 2) también se obtiene
dmy |* |dms | L)
e mg | _ (m3) . (3.12)
d.ﬁlfl dl‘l 1-— ms

Finalmente de las ecuaciones (3.8), (3.10) y (3.11) tenemos que, bajo las hipotesis
anteriores, la energia E[m] se reduce a

E[ms] = d2/( /)2 1+Q/1—m2 ) dxy. (3.13)

2 il—m

Analogamente, si usamos (3.10) y (3.12), la energia (3.8) se puede expresar en tér-
minos de ms, es decir, tendré la forma

E[ms] = dz/( /)2 1+Q/m3 dzx. (3.14)

2 hl1-—m

Las ecuaciones (3.13) y (3.14) representan la energia reducida F, en funcién de my
y mg respectivamente.
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3.1.1. Primera variacion de E[my| y F[ms].

En esta seccion se obtendré la primera variacion para la energia E[ms] y para la
energia E|ms]. Para obtener la primera variacion de la ecuacion (3.13) es necesario
calcular la derivada de Fréchet, es decir tomar una perturbacion ® tal que ® = mqo+to
con ¢ € C(I). Si evaluamos la ecuacion (3.13) en ® se obtiene

G (m +t¢')? . _(m 2\ iy
Bl =G [P @ [ o) dn, (315)

derivando con respecto a t la ecuacion (3.15) nos queda que
d A (& (mly+td)? )
aE[Cb] = E {5/]1‘1 — (m2 —|-t¢)2 d!L’l —I—Q/H(l — (mg +t¢) ) dl’l}
:f/2mﬁwwm4m+m%4%+wﬂ4mﬁwm i
2 (1= (ma +t)")’

Al evaluar la ecuacion (3.16) en ¢ = 0 la primera variacién de E[ms] queda dada
por

5E[m2] =

2 I (1 2 12
d_ (2m2¢ (1 mo ) +22m2 m2¢) dxl + Q/—szgb dfl'fl
2 1 (1 —my?) '

Y /2
_ d2/< My Mz Med )dxl —QQ/m2¢ dy. (3.17)
I I

1—m} (1 —my?)’

Por ultimo, integrando por partes el primer elemento de (3.17), usando la hipotesis
de que ¢ tiene soporte compacto e igualando a cero la variacion (para encontrar el
punto critico) resulta que

/ / 12
SE[my] = —d? /H ( min ) ddry + d? /]I del —20 /]I modda,

(1 —my?)

/ / /2
_ [z (&) Lp e ) P
A( 1 _ mg (1 _ m22)2 Qm2 ¢ T
= 0. (3.18)
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Observacion 1. Utilizando el lema fundamental del cdlculo de variaciones en la
ecuacion (3.18) se obtiene la ecuacion de Euler-Lagrange para la energia (3.13). Es
decir, se obtiene

m! ! mh2m
—d? 2 )+d2272—2 my =0
(1—m§ (1 —my2)° Qme

cpt.oxe{rel||ma(x) #1}.
Ahora se desea obtener la primera variacion de la ecuacion (3.14). Se realizara
siguiendo los mismos pasos que para obtener la primera variacion de E[ma].

Sea ¥ una perturbacion tal que ¥ = mg + t¢ con ¢ € C°(I). Si evaluamos la
ecuacion (3.14) en U se obtiene

_ & (my + ) 2
E[v] = 5/1[1 yE——— dy +Q/H(m3+tw) day, (3.19)
derivando con respecto a t, la ecuacion (3.19) queda como
dprg) = © [ (Hms )01~ (ms+ t)*) — (ml + ) (20ms +)0) )
“ 2 (1= (ms + t)°)
+ Q/2(m3 + 1) duy. (3.20)
I

Si se evalta en t = 0, la ecuacion (3.20) se reduce a

Ay ’2
SE[ms] = d2/1[( Mgl M sy )dml 420 /ngqp dri,  (3.21)

1—-mi  (1-— m32)2

que es la primera variacion de E[ms].

Por tltimo, si se integra por partes el primer elemento de (3.21), se iguala a cero
la variacion d E[ms] y usando la hipotesis de que v tiene soporte compacto se obtiene

/ / 72
§E[ms] = /]I <—d2 < s 2) +d2% +2Qm3) ¢ da,
—0. (3.22)

Observacion 2. Andlogamente a la Observacion 1, la ecuacion de FEuler-Lagrange
para (3.14) estd dada

m. ! msim
_d2 3 d2 3 3 2
<1—m§) + 7(1_77132)24- Qms

cpt.oxe{rel||ms(xy)| #1}.
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3.1.2. Existencia de la solucién para la energia reducida

En esta seccion se demostrara que el funcional de energfa (3.14) alcanza su mini-
mo, es decir, existe mg que minimiza a la energia E[myg)].

Por un lado se define la densidad de energia f,,, : R x [-1,1] = R

d2 m/ 2 )
51(_37212 +Qmj si|ms| <1
fmg (M3, m3) 1= 3 (3.23)
Q si |mg| = £1.

Por otro lado se tiene que la densidad de energia para f,,, : R x [-1,1] — R esta
definida como

d2 1\2
?1(71127212 +Q(1—m3) si |mo| <1
fino (M, o) = 2 (3.24)
0 si |mao| = £1.
Tenemos que la energia
para |msy| < 1, ya que
fms > 0.

Si tomamos |msy| = £1 de las ecuaciones (3.8) y (3.9) se tiene que
E[m] =0,
pero usando (3.10) y (3.11) se deduce que
E[m] = E[ms].

Entonces lo que se puede afirmar hasta este punto es que el funcional (3.13) (que
corresponde a (3.24)) alcanza su infimo en dos minimos triviales, es decir

Elms] =0 para mg = =+1.

Por lo anterior deberemos considerar ahora el problema de buscar puntos criti-
cos en el funcional (3.13). Sin embargo, esta pregunta se respondera indirectamente
estudiando el problema para mg, es decir, estudiando la energia (3.14) (que corres-
pondonde a (3.23)).
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Proposicion 2. FEl funcional de energia (3.14) alcanza su inico minimo para toda
condicion de frontera mz(—L) = m_o y mz(+L) = M.

Para simplificar la notacién de los proximos célculos, se utilizaré el siguiente
cambio de variable

(mg’n m3) - (pv Z)

Entonces la ecuacion 3.23 queda como

d2 2
?11) 2+Qz2 si|z| <1
fp2) = o (3.25)

Q sifz] =1

donde f(p,z) : R x 1 — R.

Para demostrar la Proposicién 2 necesitamos el siguiente lema.

Lema 2. La funcidn (3.25) es uniformemente convera en ambas variables z y p,
para |z| < 1.

Demostracion. Sea |z| < 1, definimos Z := (p,2) € R x (—1,1). Para mostrar que
f(Z) es uniformemente convexa se debe demostrar que para todo & € R x (—1,1),
¢ € R? existe § > 0 tal que se satisface

2

Z foa; (2)6:65 > ol¢|. (3.26)

1,7=1

—_

K(&) 325

Definimos
A(z) := Hess(f(x))
la matriz? tal que sus entradas A;; corresponden a
0 f
0z;05;

De lo anterior se deduce que A es una matriz simétrica y por lo tanto existe una
matriz ortogonal @) (ver [4] Teorema 6.20 pagina 384) tal que

QT A()Q = (Aol f) .

20bserve que %A representa a la matriz bilineal de la forma cuadratica K.
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donde )\; son los eigenvalores de A(zx).

Si denotamos
A(r) = QA = ( Wy )

y hacemos el cambio de coordenadas £ = (s tenemos que

1 1
K(§) = §€TA(ZE)§ = §$TQTAQS>
de donde
1 - 1
K(g) = 5 Z AijSiSj = 5 Z)\ZS?
ij=1 i=1
Ademas
lEl* = llsli*,
por lo tanto la condicion (3.26) es equivalente a provar que

2 A

K(&) = 0llgl* =) 535 —0)>0

2

i=1

y se satisface siempre que

A1 Ao

0 :=min{—,—} > 0.
{53

Por lo que basta con mostrar que los eigenvalores \; de A son positivos.

33

Para obtener los eigenvalores es necesario calcular f,,, f.. v f.p. Ya que |z| <1

al calcular f,, nos queda

2 (2 )
fee(p2) = E®) <51 — 2 T Q2 )
o [(d* 2zp?
- 2 <5 =22 QQZ)
d* (2p*(1 — 2?) + 82%p?
-5 (P )
d*(p*(1 — 2%) + 42%p?)
= e + 2@ > 0.
Claramente
d2

>0

fpp(p7 Z) = (1 - 22)

(3.27)
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2d%2p
(1—22)%
Hasta aqui ya tenemos Hess(f(x)), para obtener los eigenvalores del Hessiano resol-
vemos la siguiente ecuacion

fm}; ' fzszi )\‘ - (fpp = A)(fez = A) — Jpzfop = 0.

fa(p,2) = fpa(ps 2) = (3.28)

det(A— M) =

Desarrollando lo anterior, y usando el hecho de que f,, = f,., se obtiene la ecuacion

)\2 - (fpp + fzz))\ - 52 + fPPfZZ7

por lo que se llega a una ecuaciéon de segundo orden

aN’ +bA+c=0 (3.29)
donde
a = 1
e S U et O NP
’ (1—22) (1—22)3
. d4p2 2Qd2

(1—22)3  (1—22)
Observe que b < 0 por lo que —b > 0. De la ecuacion (3.29) se deduce que
—bE£Vb* —4ac  —bE Vb —4c
2a B 2 '

Entonces los eigenvalores \; son todos reales positivos si

b+ VB2 —de >0,

Mg =

es decir, si y solo si

b2 > 4¢ > 0.
Pero se tiene
R 4d* N 4d*p? N 16d*2%p? N d*(p*(1 — 22) + 422p?)?
(1—-222 (1-22)P (1-22)* (1—22)°

(3.30)
8Qd? 4Q(1 — 22)(p*(1 — 2%) + 42%p?)
T (1— 22y

+ 467,
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por lo que
24 — 4d* N 16d*2%p?  d*(p*(1 — 2%) + 422p?)?
(1—=22)2  (1-22)1 (1—22)
4Q(1 — %) (p*(1 — 2%) + 42%p?) 2
4
+ (1 —22)4 ¢
> 0,
entonces
b > 4c > 0.

Por lo tanto los eigenvalores \; son todos postivos y 6 > 0. O

A continuaciéon se dara la demostracion de la Proposicion 2.

Demostracion. Para demostrar que la energia (3.14) alcanza su minimo se utilizara
el Teorema 10 del Capitulo 2, por lo que bastara con demostrar que las hipotesis (a)
y (b) de dicho teorema se satisfacen.

Sea A = {m3 € H(I) | mg(£L) = mis}. De la ecuacion (3.25) tenemos que
f(p,2z) :Rx[-1,1] = R.

Si |z| =1 de (3.25) tenemos que E[mgs] = Q. Pero si |z| < 1, entonces

d2 p2 ) d2
- > 2 2
12 TWF 2 5P t+ez
> c(p® + 2%, (3.31)

donde ¢ es una constante positiva. Por lo anterior si « = ¢y # = 0 se tiene que el
inciso (a) del Teorema 10 se satisface.

Ademas, por el Lema 2 se tiene que f(p, z) es convexa en ambas variables, lo que
implica que el inciso (b) del Teorema 10 también se satisface.

Entonces, por un lado existe ms3 € A tal que minimiza al funcional

Elma) = [ fmt )
I
donde f esta dada por (3.25) y ms satisface
mg(—L) = M_ Y mg(L) =My

Por otro lado, del Lema 2 y el Teorema 11 del Capitulo 2 se tiene que el minimo
Mg es unico. O
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Corolario 1. El funcional (3.13) tiene puntos criticos no triviales para toda condi-
cion de frontera.

Demostracion. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para mg y mo, respectivamente,
son

m. ! mh2ms
—d? < 3 ) + P2 4+ 20Qm; =0 3.32
1—m2 (1—m2)? Qrms (3.32)
—d? m’2 / OFM -9 =0 3.33
—mg) T a0 33

2

De la Proposicion 2 se tiene que para toda condiciéon de frontera existe un tinico
ms que minimiza a (3.14). Es decir, my satisface la ecuacion de Euler-Lagrange de
E[ms] dada en la Observacion 2. Entonces, para demostrar este corolario bastara
con mostrar que la funcién my definida implicitamente por m2 + m32 = 1 satisface
la ecuacion de Euler-Lagrange de F[ms|, dada en la Observacion 1. Sin embargo,
podria pasar que |mg| = 1 en algtin subintervalo abierto (a,b) C I. En este caso
de las hipotesis (a) y (c), de la pagina 26, se deduce que mg = 0 en (a, b) entonces
la ecuacion de Euler-Lagrange (3.32) se satisface trivialmente. Si tenemos ahora
que |ms3| = 0 en el intervalo (a,b) entonces por las mismas hipotesis se llega a que
|ma| = 1y la energia se satisface trivialmente que E[ms] = 0. Por lo tanto sin pérdida
de generalidad podemos suponer que [my| < 1y |m3| < 1.

Derivando explicitamente la ecuacion (3.9) obtenemos
mamdy, + mgmy = 0. (3.34)
Reordenando los términos y de nuevo utilizando la ecuacion(3.9) se llega a que
mh me

T T 3.35
T-mpi (1-md? (339

. . 1 . :
donde se ha escogido un signo en ms = +(1 —m3)2, que se usara consistentemente a

lo largo de los siguientes célculos. Por un lado si se utiliza (3.35) y (3.9) en el primer
término de (3.32) se obtiene

my ms 1
L—m;3 (1—m3)7 (1 —m3)?
_ Fm, 1
(1= m2)t £ms
-my 1

S B 3.36
(A= i ms 530
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Por otro lado si desarrollamos la derivada del primer término en (3.32), utilizando
(3.36) v (3.9) nos queda

/
( mh )/ B —mby 1
1—m§ (1—m%)% Mo

N N N
N—— N
_l’_
7N N N
o
| |
3 |3
[\ )

SN—

N———
VR
3
w
[\

S
[\ )

3
w
3
=
N———

g3 18 313

—mfy \' [ms myms maml’
— e — | = — . 3.37
iey) ()~ Gin)+ (%5m) - 0

Utilizando (3.35) y (3.9) en el segundo término de (3.32) se obtiene la siguiente
igualdad

12 12
1 2 1 —m21—m?
(1 —m3) 3 3
12

= T e (3.38)

La ultima igualdad que seré necesaria mas adelante es

mam —m))*m
23\ _ 2 M2
<m3m§) m3m3
—mb>my
(1 —m3)(1 —m3)
2
—mb ms
= ——. 3.39
(= i) 59
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Substituyendo (3.37) y (3.38) en (3.32) se obtiene

m/ ! mL2m
—d2<1_3 2) +d——5 + 2Qms
m3 (1_7”3)

- { ((1%)) (%) ! (ZZ) - ((17%25)}
() @) (o

m
Multiplicando la tltima igualdad por —2 resulta
ms3

e { (ﬁ) + (Zggi) } +2Qms = 0. (3.41)

Sustituyendo la ecuacion (3.39) en (3.41) y después multiplicando por —1 en
ambos lado de la ecuacion se llega a que

m ! mh*m
2

Por lo tanto el minimo my y la relacion m3 + m? = 1 definen una solucion de la
ecuacion de Euler-Lagrange para my y un punto critico no trivial de E[msy)]. O

3.2. Soluciones explicitas

En esta seccion calculamos algunas soluciones explicitas para los minimos del
funcional de energia E[m] dado por (3.8). Para encontrar dichas soluciones explicitas
es necesario tomar

L — “+o0,

de donde
I=R.

Expresemos a la magnetizacion m en términos de una fase

0:R— [—m, ],
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es decir, definimos

m = (0,sin(f), cos(d)) donde 6 € [—7,7]. (3.43)
Usando la hipotesis (a) y la definicion (3.43) tenemos que
1 —m3 =1—sin*(0) = cos*(0), (3.44)
dmsy d . do
d—xl = d—xl sm(@) = COS(e)d—xl, (345)
dms d . do
dat s cos(6) sin )dxl’ (3.46)
de donde
dms|®  |dms? ) S I A
A e 0) | —— 0) | —
d!L’l ‘dl’l €08 ( ) d!L’l sm ( ) dl’l
do |?
= (cos®(d) + sin*(9)) |—
dl‘l
do |?
- | & 4
e (3.47)
Entonces sustituyendo las ecuaciones (3.47) y (3.44) en la ecuacion (3.8) se obtiene
 []do|?

En los siguientes apartados se calcularan las ecuaciones de Euler-Lagrange y las
soluciones explicitas para algunos casos especiales.

3.2.1. Primera variacion, 0|0

El objetivo es obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange para el funcional de
energia E[f], dado en la ecuacion (3.48).

Lema 3. La primera variacion de E[0], ecuacion (3.48), estd dada por

SE[f6 = d? / 06 dri - Q / 6 cos(0) sin(6) dzy (3.49)
R R
y la correspondiente ecuacion de Fuler-Lagrange es

d*0” + Q cos(0) sin(f) = 0. (3.50)



40 CAPITULO 3. ENERGIA EN EL BULK.

Demostracion. Sea ® = 6 + t¢ una perturbacion con ¢ € C°(R) de soporte com-
pacto. Si se evaltia E[f] en ®, ecuacion (3.48), y después se deriva con respecto a t
se obtiene

dE[®]  d &
dat %{?/

d:)sl + —/cos d:):l}

dl’l
2 [ d|dd|?
= 35 i | dn dxi + Q/—cos ) dxy. (3.51)

Usando el hecho de que ® = 6 + t¢ la ecuacion (3.51) queda como

dE[®] d? d |do+ t¢) Q / da
5 9 dt 7d:c1 r1+ = [ —cos“(0 +to) dry
d2

= 5 |6"—|—t¢|2d:)31—|—Q/—cos (0 + to) dxy
= d° /R 0" +t¢'|¢'dzy — Q /R ¢ cos(0 + td) sin(0 + to)dz;. (3.52)
Si se evalua la ecuaciéon anterior en ¢t = 0 se reduce a
Ef)¢ = dQ/RQ'gb' dry — Q/Rgbcos(@) sin(6) dx;. (3.53)
La ecuacion (3.53) es entonces la primera variacion de la energia E[6)].

Por ltimo, la ecuacion de Euler-Lagrange se obtiene como sigue. Integrando por
partes en la integral izquierda de (3.53) se obtiene

Ef)¢ = d*¢0' | T — d&* /R 0" dxy — Q /R ¢ cos() sin(6) dz;. (3.54)
Ya que la funcién ¢(z) es de soporte compacto la ecuacion (3.54) resulta ser igual a
SEfl¢p = —d? /R ¢0" dry — Q /R ¢ cos(0) sin(0) dx,
— — [(@00 + Qocos(o)sn®) da
= — /R {d?0" + Q cos(6) sin(0) } ¢ day, (3.55)
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entonces utilizando el Lema fundamental del célculo de variaciones, Lema 1 Capitulo
2, la ecuacion de Euler-Lagrange para E[f] resulta estar dada por

d*0" + Q cos(#) sin(6) = 0

O
Observacion 3. Observe que si reescalamos la longitud con
T = @x
d
tenemos que
@ _ deds _ Qs
de — dvdz d dz
(3.56)
#_ Qa
dz? 2 dz?
Usando (3.56) en (3.50) y el hecho de que @Q > 0 obtenemos
0" + cos(f) sin(6) = 0.
3.3. Soluciéon para las paredes de 180°
En esta seccion vamos a obtener la solucion de la ecuacion
0" + cos(f) sin(f) = 0, (3.57)
la cual tiene por condiciones de frontera
B(—c0) = — vy B(+c0) (3.58)

= 5.
Estas condiciones de frontera permiten que la soluciéon tenga un giro en el espacio de
180° (Véase la figura 3.1).

Proposicion 3. La ecuacion diferencial
0" + cos(6) sin() = 0 (3.59)

tiene por solucion a

0(z1) = arcsen(tanh(zy)) (3.60)

para las condiciones de frontera

B(—c0) = Ly f(+oc) = . (3.61)
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Pay
eq
de BlOQh 18
05

Dmhihio mo(x)

Figura 3.1: Vector de magnetizacion en el Bulk dando un giro de 180°.

Observacion 4. La solucion para las paredes de 180° para la magnetizacion m en
términos de x1 estd dada por

m = (0, tanh(xq),sech(z1)) donde z; € R.
Demostracion. Multiplicando en ambos lados de la ecuacion (3.59) por 6’ se obtiene
0”0 + cos(6) sin(0)0' = 0.

Por lo tanto

d (6% sin*(0)
@{7*7}—0’

de donde se sigue
0 +sin*(0) = c. (3.62)

Para determinar el valor de la constante ¢, usamos las condiciones de frontera
—0o = 5 y 0" =0 de donde ¢ = 1. Entonces

g7 = 1—sin?() = cos*(8),
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tomando la raiz de ambos lados resulta que
0" = + cos(h),

de donde si escogemos el signo positivo obtenemos que

Lodn _
cos(f) dr

Integrando con respecto a x se tiene que existe una constante k tal que

In |sec(d) + tan(0)| zfﬁgdz:/dz:x—l—k.

Por lo tanto existe una constante ¢ > 0 tal que

| sec() + tan(0)| = Ce”.
Usando el hecho de que _7” <fh< g tenemos

sen(#) = Ce” cos(f) — 1. (3.63)
Sustituyendo en la identidad trigonométrica cos?(6) + sen?(f) = 1 obtenemos

cos?(0) + (Ce” cos(f) — 1)* = 1.
Desarrollando y factorizando resulta
cos?(0)(C?e* + 1) — 2Ce" cos(d) = 0,

Asi,
2Ce*

cos(f) = )

(3.64)

Ahora se determinara el valor de la constante C'. Si asumimos que 6(0) = 0, es
decir que el centro de la pared se encuentra en x; = 0, la ecuacién anterior queda
como

2Ce° 2C

b= 0= = @

entonces C' = 1. Por lo tanto

2e” 2
cos(f) = @ 1) = &+ e ) = sech(z). (3.65)
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Evaluando (3.63) con C' = 1 y usando la ecuacion (3.64) obtendremos obtenemos

. 2e
sen(ﬁ) = € m — 1
e —1
e +1
et —e”
et 4 e %
= tanh(x). (3.66)

T

En resumen, se tiene que la solucion para la energia E[f] ecuacion (3.49) con condi-
ciones de frontera (3.61) esta dada por

0(z1) = arcsen(tanh(z1)) y m = (0, tanh(x;),sech(zy)).
U

Observacion 5. Se puede evitar todo el cdlculo en (3.66) si se usa la identidad
trigonométrica tanh?(x) 4 sech®(x) = 1, junto con la ecuacion (3.65). De tal forma
que:

tanh®(z) = 1 — sech?(z) = 1 — cos?(6) = sen’(0)

entonces

sen(f) = tanh(z).

3.4. Soluciéon para las paredes de 360°

En este apartado se mostrara que no existen paredes magnéticas como minimos
de la energia (3.48) con condiciones de frontera

—T 3T
o(-I)= = v 0+L) =",

donde L < oo (aunque puede ser arbitrariamente grande).

Las paredes magnéticas que tienen un giro de 360° en el Bulk se verfan como en
la figura 3.2.

Ya que la energia £[f] dada en (3.48) es un modelo en funcién de la fase 6 entonces
basta con demostrar que el modelo (3.8) no tiene paredes de 360 grados.
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my(x)

Figura 3.2: Vector de magnetizacion en el Bulk dando un giro de 360°

Lema 4. FEl funcional de energia (3.13) dado por

d2 m/ 2

no admite paredes de 360°.

Demostracion. Por un lado del Lema 2 se sabe que la funciéon (3.25) es convexa. Si

2 .
se toma o = %, 6 = 0 se tiene que

L(my,mz) > ams)>+ 3 st |ma| <1
0 si mgl =1

por lo que L(Dmg, m3) resulta ser coerciva. Por el Teorema 10 tenemos que existe
mg € A que es el minimo y por el Teorema 11 tenemos que este minimo es tnico.

Por otro lado sabemos que las paredes magnéticas de 360° tienen por condicién
de frontera a

mg(—L) = m3(+L) = —1,
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pero mg = —1 es una solucion para (3.67), por lo que debe de ser la tnica funcion
que minimiza al funcional.

De lo anterior se concluye que las paredes magnéticas de 360° como minimos del
funcional E[ms] no existen. O



Capitulo 4

Estabilidad de paredes en el Bulk.

Este capitulo es, de alguna forma, la continuacién del Capitulo 3 sobre el estudio
de las paredes de Bloch centrandose en la estabilidad de aquellas funciones que
minimizan a la energia micromagnética. Dicha estabilidad indicara que la pared de
Bloch sera estable hasta translaciones.

4.1. Segunda variacion de E|6)

En esta seccion se calcula la segunda variacion del funcional E[f] dada por

EMz%A

Lema 5. La segunda variacion de E[f], ecuacion (4.1), estd dada por

do

2
Q 2
o dxy + 5 /Rcos (0) dxy. (4.1)

SE0](6,7) = dz/Rgﬁ/W dxy + Q/R(sinz(ﬁ) — cos?(0)) oy da;. (4.2)

Demostracion. Para reducir los calculos en la demostracion partiremos de la ecuacion
(3.52), dada en el Lema 3 seccion 2.2.1, es decir

dEdgfb] = /R 10 + 16| dy — Q/RCOS(G + t¢) sin(0 + tp)d dxy. (4.3)

Para esto recordemos que en ese lema se tomé una perturbacion & = 6 + t¢ con
¢ € C*(R) de soporte compacto y después se evalud la derivada de la energia F[6)]

47
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con respecto a t, con lo cual se obtuvo (4.3). Ahora se vuelve a derivar con respecto
a t a la ecuacion (4.3), por lo que se llega a que

dzﬁgb] = % {d2 /R 0"+ t¢|¢'dxy — Q /R cos(0 + to) sin(6 + tqﬁ)qbdm}

d
_ 2 /R S0+ 1)) do
d .
—Q/R pr (cos(0 + to) sin(f + o)) ¢ day

= / ¢ day — Q/(— sin?(0 + t¢)¢® + cos*(0 + t¢)¢?) dx,

R R
= /(qﬁ’)2 dxqy + Q/ (sin®(6 + t@) — cos®(0 + t¢)) ¢ day.  (4.4)

R R

Si se evalia en t = 0 en (4.4) se obtiene lo siguiente

PE(6,6) = & /

R

(¢")? day + Q/quz (sin2(9) — COS2(9)) dx, (4.5)

donde la ecuacion (4.5) es la segunda variacion de (4.1). O

4.2. Estabilidad lineal en las paredes de 180°

En esta seccién se mostraré que las paredes magnéticas de Bloch de 180° descritas
por la energia E[f] son estables hasta translaciones.

Teorema 12. Para la energia E[f] se tiene que
0*E[fo](¢, ¢) = 0 para toda ¢ € C*(R) \ {¢ = 0}.

donde 0y es la solucion de la ecuacion (3.59) dada por

cos(fp) = sech(x). (4.6)
Observacion 6. Recordemos que

m = (0,sin(fy), cos(fy)).

Usando que m3 4+ mj =1, se obtiene que

sin(fy) = tanh(z) (4.7)
y por lo tanto 6y(0) =0 y 6,(0) > 0.
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La demostracion del Teorema 12 estd basada en los siguientes dos lemas.

Lema 6. La sequnda variacion de E|fy] satisface
§2E[0)(¢, ¢) > 0 para toda ¢ € C°(R) \ {¢ = 0} tal que ¢(0) = 0.
Demostracion. Sea ¢ € C2°(R) tal que ¢(0) = 0. Si definimos
¢ = ¢* cot(fy) entonces B(0) = 0.
Sustituyendo ¢ en (3.49) se obtiene

-~

SE[6o)(3) = /R 4?00 — Q cos(b) sin(6y)é dy
= / d?0)(¢* cot(6p)) — Q cos(8y) sin(Bg)¢? cot(6y) day
R
= / d*0)(¢* cot(6y)) — Q cos®(p)¢* da;. (4.8)
R

~

Como 6y es un minimo se sabe que dE[0y](¢) = 0, de donde resulta

/d296 (¢* cot(6y))" dy = / Q cos*(0y) ¢ dx;.
R R
Sustituyendo la igualdad anterior en la ecuacion (4.2) se llega a que
S2E(00)(6, 6) = / 26 + QP sin(6) — &6 (% cot(6y)) dar.  (4.9)
R

Desarrollando la derivada del tercer sumando en (4.9) se obtiene la siguiente
igualdad

—cos?(0y) — sin2(90)> ,
%

2
_ / 2 4 COS (90) /
= 2¢¢ cot(by) + ¢ < 1 RRCITY 90)) 0y
= 2¢¢' cot(0) — ¢* (1 + cot*(6p)) ).
Sustituyendo en (4.9) y desarrollando se obtiene
FEBI6.0) = [ o+ Quin(00)6" - 20000 cotl0) + 60
+ d2¢? cot?(0,)0,7 day

_ / P02 + Qsin®(80)d” + d (& — b cot(69)8))? dar.
R
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Como todos los términos de la suma anterior son positivos se puede concluir que

§*E[6o] (¢, ¢) > 0,

es decir, la energia E|[f] es estable para toda perturbacion tal que ¢(0) = 0. a

Lema 7. La sequnda variacion de E[6y] satisface
52 E[60)(6), 6) = 6*E[0o) (6, 0) = 0 para toda ¢ € C(R)
donde 6, = sech(x).

Demostracion. Como la segunda variaciéon es simétrica, es decir

52 E[00](¢, 1) = 62 E[0o) (¥, 8),

basta con demostrar que para ¢ = 6} y ©» € C2°(R) se satisface que

*E[bo)(¢,) = 0.

Integrando por partes a (4.2), donde se toma
V(o) := sin?(0) — cos?(fy)
y utilizando la hipotesis de que v tiene soporte compacto, nos queda
PEBG.0) = [ o0+ QV(en)ou dn
= Eoulth - [ Pod o+ [ QU)o dny
_ Aﬁ—f¢W+@vww¢mnmy (4.10)

Si derivamos explicitamente la ecuacion la ecuacion de Euler-Lagrange (3.50) obte-
nida para la primera variacion de la energia E[fy] se llega a que

%&mﬂwﬁw%wM%»=f%V+Qwﬁ%wwwwm%=a

es decir
—d2(6’6)" + QV(QO)% =0.
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Si se sustituye ) = ¢ entonces se tiene que
—d?¢" + QV(6y)¢p = 0, (4.11)
por lo que la ecuaciéon (4.10) queda como
PEO)(6,9) =0 siempre que ¢ =0) y ¥ € C2(R).

Por altimo falta demostrar que 6} = sech(x), este célculo se da a continuacion.
Derivando explicitamente la igualdad (4.6) y usando (4.7) se obtiene que

—0sin(fy) = —sech(z)tanh(z)
= —sech(x)sin(fp)
por lo que resulta
6y = sech(x).
]
Observacion 7. Decir que E[-] preserva la energia hasta traslaciones significa que
para toda t se cumple Elu(-)] = Efu(- +t)], donde t es la traslacion. Observe que
tomando

u(x) = Op(x +t) = Op(x) + t0y(x) + O(£?),
podemos aproximar una translacion de 6y como
11(5(7) = 90 + t%,
por el lema anterior se tiene que

Elu) = E[fo] + t0E[00](0y) + t26° E[0o](0y. 6) +O(t?).

=0 =0

Por lo tanto 6], genera las translaciones de 0y a sequndo orden en t.
Finalmente demostramos el Teorema 12.
Demostracion. Por un lado es claro que el espacio H'(R) se puede escribir como
H'=<0,>® <6, >",

donde < 6 > es el espacio generado por 6 y < 6 >T es su espacio ortogonal en

L2(R).
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Por otro lado como el conjunto de funciones en C>°(R) es denso en H'(R) se
puede suponer que todas las funciones tienen soporte compacto. Es decir, basta con
demostrar la validez del teorema dada una funcion ¢ € C°(R).

Sea u € C°(Q) y de lo anterior definimos a ¢ como

oy MO
PR

donde 6 := sech(z). Observe que ¢(0) = 0.

Se tiene que

0) u(0)
S*E[f O O AN 112
Si tomamos A := %, aplicando las propiedades de una forma bilineal de la ecuacion

(4.12) se deduce que

3*E[6o)(¢,¢) = 6°Elfo](u — M, u) + 6*Elfo] (u — Mg, A6)
= GE[f0)(u,u) — 2262 E[00)(0), u) + 262 E[00)(6), 01). (4.13)

Del Lema 7 y la definicién de 6, se deduce que

S2E[0)(0),0) =0 (4.14)

62 E[00](6f, u) = 0. (4.15)
Entonces de (4.14) y (4.15) la igualdad (4.13) queda como

3*E0o) (9, ¢) = 6*E0o)(u, ).
Usando lo anterior y los Lemas 6 y 7 se llega a que
§2E[0o)(u,u) > 0,

donde la igualdad se da si y solo si u = 6, = sech(z). O



Capitulo 5

Energia en peliculas delgadas.

En este capitulo se estudian las paredes de Néel en los casos de tener magnetiza-
ciones de 180° o 360°, en materiales con una geometria bidimensional periddica que
se asemejan a un plano con un grosor muy pequeno denominado pelicula delgada.
Ademés, se supone una linealizacién del funcional.

Debido a que el funcional de energia en peliculas delgadas es no-local se supone la
periodicidad del dominio para expresar el problema en términos de la transformada
de Fourier, y ya que es convexo se estudiard la existencia de paredes de 180° y
360° como puntos criticos con restricciones (es decir, se usaran multiplicadores de
Lagrange).

Por tltimo, se anexa una seccién en donde se incluye un estudio numérico de la
energia en funcion de los parametros d y Q.

5.1. Hipodtesis del modelo.

De la introduccion se sabe que la energia micromagnética adimensional es

2
E[m) := d—/ |Vm|? dm—l—l/ |Vul? dx + 9/ O(m) du. (5.1)
2 [} 2 R3 2 QO

En este capitulo se estudiaré el funcional (5.1) utilizando las hipotesis para peli-
culas delgadas (véase [2|) las cuales se listan a continuacion.

(a) La muestra es una pelicula delgada. Es decir, definimos la geometria de la
muestra como Qs := R? x (0, 9).

(b) La magnetizacion m es ¢1-periddica en x4, es decir

m(xy + 01, xo, x3) = m(x1, T2, 23) para todo (xq,xe,x3) € Qs.

93
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(c) El sistema es independiente de z.
(d) La magnetizacion m satisface
m? +m3 + m?,} = 1.

(e) Para la anisotropia del material se consideraran dos casos

pr(m)=1—-m3 y ¢o(m)=1—m?.

(f) se supone que mg = 0.

Una diferencia importante entre las paredes de Bloch y las paredes de Néel es que
las paredes de Néel satisfacen la condicion (f), en tanto que las de Bloch satisfacen

my = 0.
Definicion 15. Para simplificar los cdlculos introducimos la siguiente notacion
-~z = (71, 15) € R

cx:=(z,2) € R3.

- 1 st zZ € (076)
Xos)(2) = { 0 st zeR—(0,9).

Recordamos que la funcion u de (5.1) satisface

—Au = V-m en
Au = 0 en R3?—Qy,
O_u (5.2)
ov

= m- v |pg, sobre 0.

o equivalentemente por las ecuaciones de Maxwell

VxH = 0,
VoH = V-m.} (5:3)
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5.1.1. Reduccién del stray-field

En esta seccion vamos a reducir la segunda integral de la energia E[m], ecuacion
(5.1), con ayuda de las hipotesis dadas en la seccion anterior. Esto con el objetivo
de simplificar la energia E[m] y poder encontrar algin minimo para este funcional.
Esta reduccion es un caso particular para las paredes de Néel y para la reducciéon de
la energia se siguieron los pasos dados en [2].

Observacion 8. Por las hipdtesis (b) y (¢) de la seccion anterior la definicion de la
geometria de la muestra, inciso (a), se reduce a

Qs := (0,0) x (0,05) x R,

es decir trabajaremos en una celda periodica, donde Uy es cualquier longitud finita.
También, la notacion de la Definicion 15 cambia a

-z = (21, 22) € (0,41) x (0,4).
X = (ZL’,Z) € (O,£1> X (0,62) x R.
-m(z) == my(x) X4 (2), donde
1 si z€(0,0)
Yo (z) = { 0 si zeR—(0,0).

Dado que el sistema es independiente de x5 consideramos la energia en un dominio
periodico 5. Ademés tenemos que

1 1 o f2
— | |Vufdx = —// |Vu|2/ dxodxidz
2 Ja, 2 JrJo 0

01
_ %/R/O Vul? drdz. (5.4)

Como @5 es periodico resulta natural usar una representacion del stray-field en tér-
minos de series y transformadas de Fourier. Para esto necesitamos la siguiente defi-
nicion.

Definicién 16. Se define la transformada parcialmente discreta de Fourier para
(x1,2) € (0,£1) x R como

01 .
F[f](gmn) = \/2171_—& /R/(; f(l’l, Z)e—z(ﬁnm1+77z) dxdz,

'Mapeo que manda las coordenadas (z1, z) — (£.,7),
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para todo

conneZyneR.

Se usard indistintamente la notacion

~

f(&ﬂl) = F[f](£n777>

para la transformada de una funcion f. Ademds, si g = g(x1) entonces definimos

g9(n) == Flg(&n, 0)

y si h = h(z) entonces

o~

h(n) := F[h](0,n).
La siguiente proposiciéon contiene el resultado principal de esta seccion.

Proposicién 4. Dada m € H*(Qy) y bajo las hipdtesis (b), (c), (d) y (f) se tiene
que

62 & 9 N 562 e o] R )
5/R/0 |Vul dxldz~7;|gnuml(n>| , (5.5)

para
0<dixkl

donde my(n) := F[m4](n,0).
Para demostrar la proposicion anterior es necesario el siguiente resultado.

Proposicion 5. Dada una funcion m(z) € H'(Qy) tal que cumple las hipétesis (b),
(c) y (f) entonces se deduce que

62 01 ) 62 o {1
- \Vu| dl’le = —— (81”)77’11 dl’le. (56)
2 R JO 2 0 Jo

Demostracion. Sea 5 € C’fo(ﬁ(;). Asumiendo que u = 5 se obtiene que |[Vul? =
V¢ - Vu y de las ecuaciones en (5.3) se obtiene que V¢ = —H. Por lo anterior la
ecuacion (5.4) queda como

51 - Zl —
b / / Vo -Vudridz = _b / / (Vo) - H dxydz
2 JrJo 2 JrJo

_ e[y
= Q/R/o ¢-(V-H) drdz, (5.7)
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donde la ultima igualdad se obtuvo integrando por partes y usando el hecho que ¢
tiene soporte compacto.

Usando la igualdad V- H = V - m en la ecuacion (5.7) nos queda que

62_2/R/0£1$(V-H) drydz = %/R/f%(v:m) dzydz
l

— %2 /R Olgl(al(ml)x(o,g)(z)) dr1dz

e ) b
= —2/ $1(Ovmy) dxqdz
2 Jo Jo

62 ) 01 .
= —5/0/0 (O11)my daydz, (5.8)

donde la tltima igualdad se obtuvo integrando por partes y utilizando el hecho de
que ¢ tiene soporte compacto.

Por ultimo combinando las ecuaciones (5.7) y (5.8) y sustituyendo &5 = wu, por
aproximacion, se llega a que

E 01 E ) 01
—2// IVul? deydz = ——2/ / (Oyu)my daydz.
2 R JO 2 0 0

Con ayuda del resultado anterior se podra demostrar la Proposicion 4.

Demostracion. Primero necesitamos obtener las transformadas de Fourier de m y u,
para esto le aplicamos la transformada a Au = V - m. Por un lado se obtiene que

FIV-m] = Fl0i(miXos(2)) + 02(m2Xios) (2)) +05(ms Xo.5)(2))]

© )
=0 =0
= F[@lml?ﬁ(oﬁ) (Z)], (59)
desarrollando la dltima ecuacion se llega a
Floimi X6 (2)](6n,m) = a17711 (21)X0,5)(2)e —Enan2) iy dz
vV 27T£1
1 o

= 0 —n / X M d
\/m ; 17711(2[‘1)6 T . (075)(2)6 z

= —i&,mi(n)Xo,s) (1) (5.10)
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Por otro lado se deduce que

FlAu)(&n,n) = (=i&)* (&) + (—in)*u(&n. n)
= —(&+ 1))t n). (5.11)

Entonces, de las ecuaciones (5.10) y (5.11) resulta que

u(&n,m) = & mlg(gni ,7(3’5) .

Usando la Proposicion 5 e integracion por partes se deduce que

€2 01 ) €2 é 01
—= |\Vu|* deydz = ——= (O1u)my dxqdz
2 JrJo 2 Jo Jo

/¢ 4 2
= 52/ / u(@lml) dl’le
0 Jo

b [ "
— 52// u(@lml)?{(oﬁ)(z) dxldz
RJO

(5.12)

Aplicando el Teorema de Parseval y la definicion de transformada de Fourier
discreta, la ecuacion anterior se convierte en

l h l = . —
L v ana: = &[St n@mion @) o
R J0 R 5o

::%AZW%M@E@%WWMW(MQ

Sustituyendo las ecuacion (5.12) en la igualdad (5.13) y desarrollando la trans-
formada 0ym;(n) se llega a que

C ( i) Zosnm) o
52/]1&/0 \Vu|2 dridz = g/Rz <Z mlgr%n—i_ 7}(26) n ) (—Z)(ﬁnml(n)){(oﬁ)(n)) dn

nez
lo Emi(n)\ 5
-2 AZ(W Xo.5)(n) dn
nez n
Lsg &
N 522|m1(”)|2/R§2+n2|X<o,5>(77)|2 dn (5.14)

nel
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en la ultima igualdad se usa el Teorema de Fubini.

Calculando )?(0,5) se obtiene que
z)e dz
0,6\7 /o (0,6)

()

La igualdad anterior implica que

= 1 | sin*(0n) cos(én)  1\°
2 _ _Z
| Xo.5(n)]" = 5 { p + " p

{1 et 1)

2 |\ 72 "’ 2

2 [1—cos(dn)

o omn? 2
2 sin?(%)

= — 5.15
S (515

Entonces usando la ecuacion (5.15) en (5.14) resulta que

‘ 2 ) (s R ) 2 2Sm2(5_77)
2 drydz = = n (22220 g
2w dnde = 2R [ G (2R

nez n
(s N 22/ €2 sin?(%2)
= = n)|“— d 5.16
n§€Z| ()~ Rerenril (5.16)

a

g/ €2 sin? (%) b - 2/ sinz(%")_sinz(%") J
™ Jr (& +17)n? e | W &+

2 .25_77 2 .25_77
_ _/Sm(2)dn——/sm(2)dn (5.17)
Tk 1 T Jr E&+ 02
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Para la primera integral se utiliza la igualdad (5.15) y el Teorema de Parseval de

donde
. EY s /0 2
TJr M R T n
= [ |Xoa () dn
R
= /RX(%ﬁé)(z) dz = 4. (5.18)
Para la segunda integral, usamos el cambio de variable n = |{,|7 y se usa la
identidad trigonométrica
i on _1- cos(577)‘
2 2

Al desarrollando la integral resulta que

n i
2 sin® (%! >dn _ g/l cos(én)d

r & 0 (£2 +1?)
B 1 [ cos(dn)
a / &2+ 1n? /R£2 o
1 €n €0 cos( 5|€n|7)
/R€2+€272 / §2 + &2r?

_ / dr /cos 5|§n|7'
T|&n| Jr 1+ 72 7|&nl 1472

La solucién para la primer integral en el lado derecho de la igualdad anterior es

1 < 1
/ 5 dr = 2/ 5 dT
r1+T o 1+7

a

= 1lim 2 d
= 2 liIJP (tan~*(a) — tan"(0)) = 7. (5.19)

Para resolver la segunda integral observamos que

/R% dr = ReFlg(w)], (5.20)
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es decir, la integral es la parte real de la transformada de Fourier de la funcién g

donde
1

900 =1

Sabemos que la transformada de Fourier de la funcién g estd dada por

Flg](w) := /Rg(:c)e_i‘” dx. (5.21)

Por la Proposicion 11 en el Apéndice para evaluar la integral 5.21 es necesario en-
contrar los residuos en los polos simples. El tinico polo de la funcién g en el dominio

H={reC|Im(r)> 0}

es T =1 y es simple por que

, e*
1§ s ot . Z
TILY%(T i)g(T)e %

Ademés, se tiene que el residuo de g en 7y estd dado por
by = —.
Y

Por lo tanto la ecuaciéon 5.21 esta dada por

/g(T)e_iw dr = 2mib;.
R

Como so6lo necesitamos la parte real de la transformada de Fourier de g entonces
la ecuacion (5.20) es igual a

/ COSONEAIT) 4 Re(2miby) = me (5.22)
R 147

donde w = §|&,|.
De (5.19) y (5.22) la ecuacion (5.17) queda como

2 [ sin?(gn) 1 "
g = gt
= %(1—6—5%). (5.23)
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Finalmente usando lo obtenido de (5.17), (5.18) y (5.23) en la ecuacion (5.16) nos
queda que

g2//€1 ) 05 R 2( 1_6—55n>
— Vul|® dridz = — m(n 06— ———
3 [ IVulde > >l (n) €l

nez
562 . 9 < 1 —'6_6K"|)
= — mq(n l1——]. 5.24
Ahora definimos la funcion
]_ I e—5|§n|
c0|&)) =1 — ————
. I

Observe que la funcién o satisface lo siguiente

1= {1 (g + e
01&n]

a(0n]) = 1
1
= 1-1+ 56|§n| + ...
1
= Sol&l+ 0%,
donde O satisface que
0(6%¢)| < Clo%¢3|

cuando § — 0.

Por lo anterior, si se toma ¢ < 1 la ecuacion (5.24) se reduce a

5// Vuf? daadz ~ 22 37| ()
2 = Jo 1 2 n 1 .

nez

Observacion 9. Para facilitar la notacion se hace el siguiente reescalamiento

E[m| — &%E[m]

De donde la expresion en (5.5) se reduce a

Y4 . 1 .
S AN A ADIR

nez nel
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5.1.2. Reduccién del Exchange.

En esta subseccién se encuentra la reduccién de la energia que esta en funciéon
del campo de magnetizacion, el cual en la literatura es denominado «Exchange». La
siguiente proposicion relaja la energia de la primer integral en (5.1), de esta forma
se evita la no linealidad de E[m].

Observacion 10. Bajo las hipotesis del modelo podemos deducir que

IVm|? = |mi Xz (2)]> + [mhXos (2)]° + | mfs Xos(2)]
=0
(m)?

= | X0.5)(2)]%,
1—m? ©0.9)

observe que se usd una deduccion similar a la ecuacion (3.11) del Capitulo 2.

Proposicién 6. Dada una funcion m € Qs que satisface las hipdtesis (b), (c), (d)
y (f) entonces se cumple que

€5d
/ T dx > 2C S e i o) (5.25)
nez

Demostracion. Sea m € (15. De las hipotesis y de la Observacion 10 se tiene que

d2

d2 141 1
— [ |Vm[* dx = —// |Vm|2/ dxodxidz
2 s
2 01 / 2
= g d / / d.ﬁ(]le
1_m1

0y 5d2 )

Si suponemos que |my| < 1, se puede deducir la siguiente estimacion

h (my)? “
/0 1—1m% dx, 2/0 (m})? da;.

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion (5.26) se obtiene

d2 /¢ 5d2 01
|Vm|?dx > 22 / (m!,)?du,.
0

295
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Por ultimo, por la identidad de Parseval se llega a que

d? 9 050d% B —~ 9 l50d? 91 ~ 9
> ! = E )
2 Ja, |Vm|® dx > 5 /0 |m)(n)|* dx; 5 |€n]7 My (n)]

neL

Observacion 11. Para facilitar la notacion se hace el siguiente reescalamiento
1
E — FE|m)].
] = 5 Elm]
De donde la integral (5.25) se reduce a

05d? N d? N
N R Ay AL A O

neZ neL

5.1.3. Reduccién de la anisotropia.

En la siguiente subseccién tenemos la proposicion que contiene la reducciéon de
la anisotropia, dicha reduccion resulta ser una suma de coeficientes de Fourier. Esta
anisotropia es la ultima integral de la ecuacion (5.1), supondremos que ¢ = ¢;(m)
definida en la hipotesis (e).

Proposicion 7. Dada una funcion m € Qs = (0,6,) x (0,4,) x (0,0) que satisface
las hipdtesis (b) a (f), con ¢1(m) = (1 —m3)AE 5 (2), entonces se obtiene que

3 L wom) ax = 5555 (527)

nez

Demostracion. Sea m € Q. Por la hipotesis (c) se tiene que

Q QL “
&
por la hipotesis (d) y (f) se reduce a
Qb

£y
% - ®(m) dx = 5 / mf)((%,(;)(z) dxidz
Qs RJO

by (©
- % mi dx1/X(2075)(2) dz
0 R

41
_ @ / m? da, (5.28)
0

2
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Aplicando Parseval a la ecuacion (5.28) se obtiene que

%/@ﬂm) ix = SRS [ (5.29)

nez

lo que finaliza la demostracion. O

Observacion 12. Para facilitar la notacion se hace el siguiente reescalamiento

Efm] — @%E[ .

De donde la integral en (5.27) se reduce a

b o
e S I NG

nez ne”Z

En el caso de tomar la anisotropia ¢ = ¢9, de la hipotesis (e), la integral en (5.1)
estara dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 8. Dada una funcion m € Qs que satisface las hipdtesis (c) a (e), con
la anisotropia ¢o(m) = (1 — )X(% 5 (%), entonces

Q ®(m) dx = % (ﬁl - |m1(n)|2> . (5.30)

2 I
Qs nez

Demostracion. Sea m € Q. De la hipotesis (c) y (¢) se tiene que
Q Q€2 Zl
5 B q)( dx = X(O(;( ) d,fldz,
Qs
desarrollando lo anterior nos queda que

31 Zl
Q@ pm)dx = %< / X2 5 (2)dand — / miXE 5 (2 )dxldz)
RJO

2 Ja, 2 R Jo

Qly n 2 n 2 2
= T dl’l X(O,J) (Z)dZ — mldllfl X(075)(Z)d2
0 R 0 R

141
_ ngé <£1_ 0 mfd:cl). (5.31)
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Aplicando el teorema de Parseval a (5.31) y recordando que &, = ﬁn se llega a

% : d(m) dx = Q?(S <€1 - Z |ﬁ11(n)|2) : (5.32)

neL

O

Observacion 13. Al igual que en la observacion anterior, para facilitar la notacion
se hace el siguiente reescalamiento

E[m| — @%E[m]

De donde la integral en (5.30) se reduce a

= (ﬁl 3 \mnw) -3 (ﬁl - |m1<n>|2) .

nez nel

Notemos que de las Observaciones 9, 11 y 12 se obtiene que la energia (5.1) se
puede escribir para la anisotropia ¢ = ¢;(m), hipotesis (e), como

d? 1

Evliin] = = Y 1Pl m)l® + 5 D )l + % D @) (5.33)

nel neZ nez

Observacion 14. La energia Ey, ecuacion (5.33), se puede representar en términos

de x1 como
2 0
dl’l +/
0

1

- a2 ra 3
Ey(my) = — /
0

lo que pone de manifiesto el término no-local de la energia.

d

ma
d.ﬁlfl

2 0
dz+ O / -
2 .

day

Al igual que en capitulos anteriores podemos hacer un reescalamiento a la energia
(5.33), es decir

Usando el cambio de variable
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se obtiene

Byl = 5 (Z{ew + 6l + 1}\m1<n>\2> (5.34)

nez
donde
e := d*Q. (5.35)

Para la anisotropia ¢ = ¢,(m) y bajo el mismo rescalamiento se tiene que la
energia esta dada por

Byfu] = 4 (Z{ew + 6] = Ly () + el) (5.36)

neL

con
€ = d°Q.

Observacion 15. El funcional E1(my) es convexo y tiene sélo un minimo enmy = 0.
En efecto, como

Ei(mi) >0 paratodo mi y E;(0)=0
se tiene que my = 0 es un minimo. Para facilitar la notacion definimos
P(&n) = €lgal® + [€n] — 1.
Entonces, si my y my son soluciones de E yte[0,1] se tiene que

tE(ml) + (1= t)Ey (M) — Byt + (1 —t)iny)
:—ZP )t + (1 — t)my | + Zpgn Wt + (1 — 1) ||}

nez nEZ

- %ZP@MW% — %)+ [y (¢ — 1) = 2(t — )i}
nez

= S PEN () — )

Ei ()'neZ

Por lo tanto Ey es convero y su minimo en m; = 0 es unico.
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5.2. Paredes de Néel de 360°

De la seccién anterior el minimo del funcional de energia es tnico. Por lo tanto si
este funcional admite paredes de 360° éstas seran representadas por puntos criticos
del funcional de energia. Para calcular dichos puntos criticos impondremos una serie
de condiciones que fuercen a que el sistema tome la configuraciéon de una pared
de 360°, como se muestra en la figura 5.1. Comenzaremos tomando en cuenta la
anisotropia ¢;(m), hipotesis (e), de donde se obtiene la energia E; ecuacion (5.33).

Figura 5.1: Pared de Néel 360°.

Sea la geometria del material
0= [_ElaglL

con condiciones para la magnetizacion para la pared de Néel de 360° dadas por

ml(—ﬁl) = —1,
ml(ﬁl) = —1, (537)

A continuacion mostramos que bajo las condiciones anteriores si existe la pared

de Néel de 360° entonces tendra una transicion como la que se observa en la figura
5.2.

El minimo de

B[] =

N —

<Z{€|€nl2 + [&nl + 1}|m1(n)l2> (5.38)

nel
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Pared de Néel 360°

0.51

m 1(X1)
o

-0.5¢

Figura 5.2: Grafica de la pared de Néel de 360°. El eje horizontal es el dominio peridédico
de la variable x1, el eje horizontal es la magnitud de la transicién de la magnetizacion.

se obtendra usando el método de multiplicadores de Lagrange para la condicion

m1(0) = 1, la cual se puede expresar como suma de los coeficientes de Fourier. Dado

que?

my(0) =) iy (n)e™

ne”L

la restriccion para el multiplicador de Lagrange queda dada por

mi(n) = 1. (5.39)

De lo anterior la ecuaciéon que hay que minimizar es

Ey[n] + A <Z my(n) — 1) . (5.40)

nez

Sea ¢ € C2°(Q2) una funcion de prueba con soporte compacto, de la Definicion 16
se obtiene

~

¢(n) = Fl¢](n,0). (5.41)

2Se toma al conjunto de los enteros como Z = {...,—1,0,1,...}.
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Si se sustituye ®(t) := my(n) + tngS(n) en (5.40) se obtiene

Bu[o(0)] - M@() ~ 1) = 3 3" {(eléal + 6l + 1221}

+)\<Z<I>(t)—1>.

Derivando con respecto a t nos queda

% (El[cb(t)] (D) — 1)) > {(e|§n|2 + 16 +1) (ml(n) + t$(n)) $(n)}
+ A on)

Al sustituir ¢ = 0 se obtiene la primera variacion de E, es decir,

o (Erlin] = An)) = D {(déal* + Il + 1) inm)dm) | + 1Y o(n)

nez nel

= D {(elnl® + 1€l + 1) ia(n) + A} o(n). (5.42)

ne”L

El punto critico se deduce al suponer que
5! (El (] — A(ml)) ~0.

Si también suponemos que la transicion de la pared es una funcién par, usando la
transformada de Fourier nos queda que

1 2

¢ 2 ¢
1 ) 1 1
—ix€n d — d
vV 47T£1 /;51 m(z)e ’ ‘ vV 47T€1 /;51 m(x) v

por lo que la integral derecha debe de ser cero, entonces

Y

(O = |

Por lo anterior se llega a que

(5.43)

(elénl? +|&ul + 1) IMu(n)[ + A =0 si neZ)\{0},
A=0 si n=0.
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Hasta aqui se obtiene que

—A
m = i e Z\ {0},
mi(n) €lénl + |€n] + 1 SLon \ {0} (5.44)
mi(n)=0 s n=0.
Combinando la ecuacion (5.39) y (5.44), se deduce que
-A
=1. 5.45
2 Pl 54

neZ\{0}

Observemos® que por simetria (5.45) satisface

2\
_Z . =1,
€l€n]? + [€n] + 1

neN

despejando A de la igualdad anterior se llega a que

-1
+ . _ _ 2
AEAS ( 2 €lénl? + &nl +1> ' (546)

neN

Para obtener A nos basta con calcular la serie infinita en (5.46), para eso hay que
verificar primero que la serie converge. Claramente se observa que la serie

1
Z€\£n\2+ [l + 1

neN

contiene inicamente términos no negativos.

Recordando que &, = 75,1 Y tomemos, solo para este andlisis, a n € R* entonces
definimos la funcién continua f como

1
f) = Qe ar+1

entonces tenemos que f(n) es no creciente sobre el intervalo [0, c0). De lo anterior y
por el Teorema? del criterio de la integral basta verificar la convergencia o divergencia

de
dn —
/0 fn)dn /0 el + &l + 17

3Tomamos al conjunto de los ntimeros naturales como N := {1,2,3,...}.
4Véase [5].
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para asegurar la convergencia o divergencia de la serie.

Usando fracciones parciales y la definicion de &, se deduce que

/°° dn 1 /OO dn n 1 /OO dn (5.47)
o aln)P+pnl+y A-BJ, (n—A) B-AJ, (n—B) '

donde
2
._ .
NEY
14

™

26,
1

y los valores A y B son las raices de la ecuacion de segundo orden a|n|*+ 3|n|+~ = 0,
es decir,

A = %(—14—\/1—46)
(5.48)
B = %(—1—\/1—46).

Dado que AB > 0y B < 0 se sigue que A < 0. Lo anterior hace notar n — Ay
n — B no se anulan en el intervalo (0, 00), por lo tanto las integrales de la ecuacion
(5.47) estan bien definidas. Ademas, observe que A y B son reales negativos siempre
que 0 < 4e <1 con € = d*Q).

Desarrollando el lado derecho de la ecuacion (5.47) nos queda

/°° dn ) ( 1 /b dn 1 /b dn )
= lim +
o aln|>+Bn|+~ bmo \A—B J, (n—A) B—-AJ, (n—B)

1 , .
= m{hm 1n|b—A|—blLr£101n|b—B|}

b—oo

+ {—In|0—A|+1n|0— B}

A—B
| A‘
= # lim In b + In E’
b
= AiBln g' (5.49)
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Sustituyendo lo obtenido de (5.48) en (5.49) y desarrollando se llega a que

|l VI e
/°° dn B 141 —4e
0

2 0
afnl® + Binl + 7 o (~1+ VT e+ 1+ V= 10)

e

1 (14 /1 — 4e)?
n
1—1+4e

;—;E (2v1 — 4¢)
(1+ VT —4e)”

e

= 1 5.50
2T —de 1 (5:50)
Observe que de la igualdad (5.50) se obtiene que
1 d? )
3 <9 G s

€lénl? + 16l +1 7 20

neN

1
—o00 si 4e — 0,
P e

entonces la serie converge si y solo si 0 < 4e < 1.

Si expresamos a la funcion m4(x;1) como suma de términos de Fourier, en donde
se utiliza (5.44) y (5.46), se llega a que

mi(z) = Y iy(n)e™

neL
Z _)\+€7;1'€n ( )
= : 5.51
2

Desarrollando la ecuacién anterior y haciendo un cambio de variable sobre las n
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negativas implica® que

ixén wén
— )\ ‘ -
i <Z AR RPN e 1>)

nez— nezZt
)\+ < e—ixfn eixfn )
= =21 +
2 2
2 e &l 1) 2 (e + [l 1)

6—im§n + 6ix§n
— )\t
2 (e[&nl* + [&nl + 1)

neZ*

i 2 cos(z&,)
AP R Ay 552

Recordando que &, = 7-n con n € N, la condici6n inicial mi(—{1) = —1 y junto
con la igualdad anterior se obtiene que

2cos(ty - 7n)

_ - _ +
L= N GerrEl+ D

Y/

R 2 cos(mn)
- ( 2 <e|sn|2+|5n|+1>>‘ 5%

Como la funcién coseno satisface que

_ 1 sin es par,
cos(mn) = { —1 sin es impar (5-54)

y usando la ecuacion (5.46) se obtiene que la ecuacion (5.53) se satisface si y solo si
los valores de n pertenecen al conjunto

Xy :={n € N| n es impar}.

Entonces, la solucion para las paredes de 360° de la energia E [my], ecuacion

(5.38), esta dada por

e 2 cos(z&,)
o) = A ( Z<e|£n|2+\fn|+1>> >:59)

neXy

STomamos al conjunto de los enteros positivos y negativos como Z* := {1,2,3,..} y Z~ :=
{-1,-2,-3, ...}, respectivamente.
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para &, = 5;-n , 0 < 4e <1y A" dada por (5.46).
Recapitulamos los resultados obtenidos de esta secciéon en la siguiente Proposi-
cion.

Proposicion 9. La energia micromagnética

Byl = 5 (Z{ew + l6al + 1}|m1<n>|2>

neL

bajo las condiciones

ml(—ﬁl) = —1
ml(ﬁl) = -1

y una anisotropia ¢1(x) tiene como minimo a la ecuacion

2 cos(x&,,)
Z (e[&nl* + [&nl + 1))

neXy

ml(xl) = )\+ (-

para 0 < 4e <1y

-1
+ [ 2
! _( Ze|§n|2+|§n|+1> ’

neXy
donde &, = 5;-n y e = Qd*.

Observe que de las ecuaciones (5.34), (5.44)y (5.46) se deduce

B = 5 <Z{e|£n\2 gl + 1} <ml<n>>2)

neZ
1 ) —A* ?
B @{EK"' Hel <e|fn|2+|sn|+1)>
S 2
-2 <%e\£n|2+|£n\+1)
)\t
= = (5.56)

Ahora se deduciran las ecuaciones necesarias para tener la certidumbre de que
la serie en (5.45) y el valor calculado numéricamente tengan un error de truncacion
menor o igual a algiin nimero dado c. Para esto notamos que



76 CAPITULO 5. ENERGIA EN PELICULAS DELGADAS.

la — spm| < /OO f(n)dn, (5.57)

m

donde

- 1
" ;) Eal? + 16al + 1

m

1
Sy 1=
2 €l&ml® + [&ml +1

n=0
para todom € NU{0} con 0 < 4e < 1. Tomando los limites de integracion apropiados

se obtiene que la integral en (5.57) se resuelve de la misma forma que la integral en
(5.47), por lo que se obtiene

[ i = gin (A "5 /m et T /m <md—nB>)

1 ) )
— Zt?{mnmw—m—ggmw—BQ

b—o00

+ A_B{—ln\m—A\ +1In|m — Bl}
A
—— i 1H_3|1 m-bB
T A-B )iw B+nm—A'
11— 3|
1 m— B
A—Bnm—A) (5.58)
Entonces, si deseamos que el error de truncaciéon no exceda c, es decir
O S |a - 8m| S ¢,
de (5.57) y (5.58) se llega a que
1 m— B
> 1 . .
C_A—Bnm—A) (5.59)

El ntimero m satisface que la serie |a — s,,| no sobrepasara el error de truncacion.
Al despejar m de la igualdad (5.59) se obtiene que este numero esta dado por la
siguiente igualdad
Acc(A=DB) _p

m = .
eC(A—B) -1

(5.60)
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Calcular el valor de a con un error de truncacién c seria calcular

m

1
= e e T T (561)

n=0

donde m esta dado por (5.60), el cual es un valor finito y computacionalmente acce-
sible. Por lo anterior se tiene la certeza de que

Sm < a<s,+c

El valor numérico de A™ a orden m, lo denotamos como A,,, y sera igual a

-1
Am = —F———. 5.62
2(8m +¢) (562)
Lo que se ha obtenido hasta este punto también es valido para la energia E2,
ecuacion (5.36), que es el caso de la anisotropia ¢,(m) salvo ciertos detalles. Es
decir, analizando la ecuacion (5.47) el valor de € = d?Q esta definido para _Tl <e
Sin embargo, por definicién € > 0 entonces € € RT.

En resumen, para Eg se tiene que la solucion para paredes de 360° esta dada por

2 cos(x&,,)
Z (el&nl* + 1€l — 1)) 7

neXy

ml(xl) =\ (-

para € € Rt y A~ < 0. Donde

1
- 2
! _< ZelgnPﬂfnl—l)

neXy

Yy &n = 50 Ademés

A
- 5.63

Ex[in] =

5.3. Paredes de Néel de 180°.

Al igual que en la seccion anterior, calculamos los puntos criticos del funcional, en
(5.34), bajo ciertas condiciones que implican tener una pared de 180° en el dominio
del material. Es decir, definimos una geometria del material

Q.= [—gl, fl]
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con condiciones de magnetizacion

1(0> = 07
%) - -1

ml(—ﬁl) = ml(ﬁl) =m
ml(

De las condiciones anteriores suponemos que la magnetizacion de la pared de Néel
de 180° tiene una transiciéon descrita por la figura 5.3, observe que dicha pared tiene
un periodo de longitud 2¢;. Aunque dichas condiciones pueden parecer extranas son

Pared de Néel 180°

0.5¢

Figura 5.3: Gréfica de la pared de Néel de 180°. El eje horizontal es el dominio periodico
de la variable z1, el eje horizontal es la magnitud de la transicién de la magnetizacion.

necesarias debido a que la suma de coeficientes de Fourier requiere dicha periodici-
dad (i.e. no podemos localizar una sola pared de 180° en un dominio del material
de periodo ¢;, de tal forma que sea periddica). Entonces, es logico suponer que la
magnetizacion es una funcién impar de z, es decir,

my(x) = —my(—2x).
Esta igualdad en términos de Fourier implica lo siguiente

Z f'\?l (n>€iw5n - Z f'\?l (n>e—im§n

nez neL

= — Z iy (—n)e™™,

nel
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pero como los €™ son linealmente independientes, entonces
mi(n) = —mq(—n). (5.64)

Representando a m;(0) como una suma de términos de Fourier se obtiene que
ma(0) = D" i (m)e s =0
neL
desarrollando lo anterior nos queda que
> in(n)+ > my(n) + i (0) =0,
nezZt neL-

es decir

> in(n)+ > in(—n) + mn (0) = 0.

nezt nezt

Usando (5.64) resulta que

neZ+ neZt
de donde
fﬁl(O) ::0
Ademas,
~ 1,

mi(n) = §(m1(n)+m1(n))

1 ~

= () — a(~n)

1 i e_ixfn _ eixfn
= — my(z) | ———— | dx

Vit |y, (@) ( 2 )

—i 4]
= — mq () sin(x&,) dx

x/I%zI 0 1( ) ( gn)
entonces se tiene que mq(n) es puramente imaginario. Debido a esta igualdad, para
facilitar los calculos, escribiremos a la solucién y a la energfa tinicamente en términos
de la transformada real sin(z&,). A partir de ahora, la redefinimos como

iy (n) = % / " m(z) sin(a,) da:

—0
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expresion que es puramente real. Entonces la solucion y la energia quedan expresadas
como

Zml sin(x&,,) (5.65)
y ) n
Exlin(n)] = D (eléal® + €] + D)l (n)[* (5.66)

Al igual que en la seccion anterior primero estudiaremos la energia para el caso
en el que la anisotropia es ¢1(m). Para esto usamos m; (%) = 1 como la restriccion
del multiplicador de Lagrange para una pared magnética de 180°, junto con (5.65)
se deduce la siguiente igualdad

1= my <—) 3 in(n sm( ) (5.67)

Por lo tanto el problema a minimizar es

S (i (n)) == Ey[in (1—Zm1 sm( )) (5.68)

Si se sustituye® ®(t) = m;(n) —l—tngﬁl(n) en (5.68), se deriva con respecto a t y se evalua
en t = 0 se obtiene

5 (Sm) = S {eleal + 6l + Ly (n)da(n)

:ZA @;aﬁl )sin (5 )) .

Sea
Xy :={n € Z| n es impar}

entonces la ecuacion anterior se puede escribir como

o' (Sm(n)) = (Z{e\ﬁn\2+|§n\+l}ﬁzl(n)+ Asm(gn)> 1 (n)

neXa

+ [ D {eléal? + 1€l + L (n)gn(n) | - (5.69)

TLGZ\XQ

SDonde ¢, (n) = F¢(z)], véase la definicion en la ecuacion (5.41) Seccion 5.2.
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El minimo se obtiene al igualar a cero (5.69) por lo que resulta

Cuando n es par  my(n) =0,
—Asin(5n) (5.70)
€lénl* + [&nl + 17

cuando n es impar my(n) =

Si se sustituye el minimo (5.70) en (5.67) se deduce que

—Asin?(Zn) -
1= 2 = ,
2 €l&n]* + [€n] + 1 2 €l&n]* + [€n] +1

neXa neXso

entonces

-1
+ .y —1
AEAT (% €lénl? + [&al +1) ’ 571)

La solucién final que describe al minimo se obtiene de (5.65), (5.70) y (5.71), esta
es

B =\ sin(Zn) sin(x§,)
m) = 2 el

s sin(5n) sin(x&,)
Ry

(5.72)

neXy

Finalmente, se resumen los resultados obtenidos de esta secciéon en la siguiente
proposicion.

Proposicion 10. La energia micromagnética

(Z{€|§n\2 + [&n] + L} (n))] )

neL

Ey [y

l\DI»—t

bajo las condiciones

mi(—f1) = mq(f1) = my(0) = 0,
ml(_Tel) = —1,

y una anisotropia ¢1(x) tiene como minimo a la ecuacion

_ Z sin(Zn) sin(z&,)
6|€n|2 + 16l +1

neXo
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pamfn:%n conneXy, 0<4e<1y

-1
L ~1
g (Z elénl® + 1€l +1>

neXa

donde € = Qd?>.
Recordemos que en la expresion (5.71) los términos n sélo estan definidos en Xo,

por lo que las ecuaciones (5.66) solo validas para n impar. Entonces, la energia E(m;)
se expresara como

Eqlin] =

N —

<Z {eléal® + 6] + 1} (ml(n))z)

neXa

2 =t )2

)\t
= (5.73)

N —

Al igual que en la seccion anterior se hard un resumen de los resultados corres-
pondientes a la energia Fs, ecuacion (5.36), donde se utiliza todo lo obtenido en esta
seccion referente a paredes de 180°. Hay que notar que esta energia tiene un signo
distinto por lo que los procedimientos y resultados no varfan mucho. Entonces, se
tiene que el minimo de FEs esta dado por

us

_ sin(gn) sin(z¢,)
m) =2 Y e a1

para §, = zrnconn € Xp, e € RT y

-1
_ ~1
A= (r;Xg E‘gn‘2+|§n|_1> .

La energia queda expresada explicitamente por la ecuacion

A4
—+ (5.74)

B[] =
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5.4. Calculos numéricos.

A continuacion se comparan los resultados de las ecuaciones obtenidas en las
secciones anteriores, dichas ecuaciones generan un conjunto de graficas que describen
las energias para las paredes de Néel de 360° y 180°. Lo anterior se realiza con el
objetivo de saber cuéles paredes requieren méas energia y cuiles menos (primer caso),
asi como, saber bajo cual anisotropia se necesita menos energia (segundo caso); este
tltimo caso estara determinado a la eleccién de la anisotropia’ ¢; o ¢,. Para esto
observe que al variar el parametro ¢, ecuacion (5.35), en un intervalo® (0 — 0.25) se
obtienen las graficas de las energias E[my] y E[mas].

Como primer caso observe la imagen izquierda 5.4 cuyas graficas comparan
Ey[my] para 360° vs. Ej[iy] para 180°

(ecuacion (5.56) contra (5.73) donde se usé ¢; como anisotropia). Vea que el minimo
valor de energia para la pared de 180° se alcanza cuando tiene un € ~ 0, sin embargo
para la pared de 360° este mismo valor se alcanza cuando € ~ 0.1 (i.e. la pared de
360° «cuestay menos energia para valores pequenos de €) y cuando € > 0.1 atn se
tiene que la energia de la pared de 360° requiere menos energia. En el caso de la
imagen derecha 5.4, en donde se grafica

Eg [my] para 360°  vs. E2 [m1] para 180°

(energfas (5.63) y (5.74) con ¢ como anisotropia) se puede observar algo similar,
sin embargo las energias de ambas paredes aumentan en un valor de casi uno de
magnitud, por lo que al comparar las dos imégenes de 5.4 vemos que cuesta menos
energia tener paredes de 360° y 180° usando ¢ que usando ¢;.

Ahora analicemos el segundo caso, cuyos resultados se obtienen al comparar las
energias de las paredes de Néel de 360° y 180° en caso de tener condiciones de frontera
semejantes pero distinta anisotropia. Si se tienen paredes de 180° entonces se analiza
a ~

El [m1] con ¢y vs.  Ej[my] con ¢,

ecuaciones (5.73) y (5.74). La grafica que cuesta menor energia es cuando se usa ¢,
vea la imagen izquierda de la figura 5.5. Y para el caso de tener paredes de 360° se
compara a N _

Es[mq) con ¢y vs.  Es[my] con ¢,

"Ecuaciones de la hipotesis (e) al inicio del capitulo.
8Determinado por la restriccion (5.48).
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ecuaciones (5.56) y (5.63). Al observar la imagen derecha de la figura 5.5 se nota que
la minima energia es cuando se utiliza a ¢; como anisotropia.

Por lo tanto se concluye que usando una anisotropia de la forma ¢, se necesitara
una menor cantidad de energia para las paredes de Néel, y esta cantidad de energia
serd aun menor en caso de tener paredes de 360° que en caso de tener paredes de

180°.

Energias 180 Vs 360 para anisotropia 1—m§.

¥ —— Energia 360
——Energia 180

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Variable Epsilén:de

Energia

15
1.45

1.4

1.15

11
.

1.05

Energias 180 Vs 360 para anisotropia 1—mf.

¥
a” *******
o Fx*
Pt
*
***
parrr®
PE

**** P
—+— Energia 360
—=— Energia 180

0.05 0.1 0.15 0.2 0.2
Variable Epsilén:Qd2

Figura 5.4: Comparacion de las energias 180vs360 usando ¢; (izq.) y comparacion de

energias 180vs360 usando ¢o (der.).
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5.4. CALCULOS NUMERICOS.

Energias 180 Vs 180 para anisotropias 1—m§ y1-m
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Energias 360 Vs 360 para anisotropias 1-m2 y 1—mi

141
1.2+
DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD
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l,
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0-47 ********************’
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e ——Energia 360, anisotropia 1
—=— Energia 360, anisotropia 2
0 s ‘ : | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Variable Epsilon=Qd?

Figura 5.5: Comparacion de energias bajo las mismas condiciones de frontera para la pared
180° usando ¢ y ¢2 (izq.), y comparacion de las energias para la pared 360° usando ¢ y

@9 (der.).
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Capitulo 6

Conclusiones.

En este trabajo estudiamos la existencia y estabilidad de paredes magnéticas en
un modelo variacional para la energia micromagnética, se analizaron dos configura-
ciones geométricas: el Bulk y una pelicula delgada.

Para el Bulk, el modelo general se simplificé para poder aplicar las herramientas
del calculo de variaciones para funcionales convexos. Bajo nuestras hipotesis para el
Bulk se demostré que, para toda condiciéon de frontera en dominios acotados, existen
paredes que son minimos de la energia micromagnética. Para dominios no acotados se
encontr6 que al expresar dicha energia micromagnética en términos de una fase 6, la
solucion explicita que describe la transicion del vector de magnetizacion para un giro
de 180° existe, y ademaés, es un minimo estable de la energia hasta traslaciones. Se
demostré que las paredes que tienen una transicion de 360° no existen como minimos
del funcional de energia.

Finalmente, para peliculas delgadas el modelo general también se simplifica y se
considera una version linealizada pero no local de la energia micromagnética. Para
tratar este problema no local se expresé la energia en términos de series de Fourier
y en un dominio peridédico. Dado que los minimos de este funcional son triviales se
consideraron restricciones usando multiplicadores de Lagrange para encontrar pare-
des de 360° y 180°. Para estos casos se analiz6 el comportamiento de la energia en
términos de los parametros del material y el grosor de la pelicula delgada. Se encon-
tré que una pared de 360° tiene mucho menos energia que las paredes de 180° y la
diferencia crece a medida que el grosor de la pelicula aumenta. Esto permite concluir
(sin tomar encuenta efectos dindamicos) que, si se tiene una pared de 360° serd méas
dificil deshacerla que una pared de 180°. En particular serd mas dificil cambiar una
pared de 360° por dos paredes de 180°.
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Apéndice

En esta seccion se citan algunas definiciones y proposiciones sin demostraciéon de
[11] relacionados con variable compleja.

Para vy > 0,7y > ry definimos la region A como
A:={z€C|r < |z— 2| <m2}.

Si alguna funcién f es analitica en A en una e-vecindad agujerada en z, entonces
2o es una singularidad aislada. Si & es el mayor subindice entero de los coeficientes
de la expasion de Laurent b, de f, es decir los coeficientes de

- by by
f(Z)—...—l—m—F...—'—z_Zo

+ ag + al(z — Zo) + ..,

tal que by, # 0 entonces decimos que z es un polo de orden k. En particular si k =1
decimos que zy es un polo simple. Al valor b; se le llama el residuo de f en z.

Para obtener el polo simple y residuo de una funciéon f en zy ocupamos el siguiente
enunciado.

Proposicion 11. Sea f analitica en una region A con una singularidad aislada en
Zo, entonces zg es un polo simple si

lim (z — z0) f(2)

z—20
existe y es diferente de cero. Ademds este limite es igual al residuo de f en zg.
La region A sera 1util en la siguiente proposicion para calcular integrales.

Proposicion 12. Sea una funcion analitica f en un conjunto abierto que contiene a
la cerradura del semiplano superior H = {z € C| Im(z) > 0}, excepto en un nimero
finito de singularidades aisladas, ninguna de las cuales estd en el el eje real y tal que
feLYR). Si|f(z)] — 0 conforme z — oo en H, entonces

/ f(z)e™*dx = 2mi Z(residuos de f(2)e”™* en H)
R
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