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Introduccion

El matemitico Reinhold Baer demuestra la existencia de cdpsulas inyectiva!. De manera natural surge
la pregunta ;dado un anillo, todo médulo tiene cubierta proyectiva? En general este hecho no sucede,’
asi toma sentido el definir el concepto de anillo perfecto.’> En Algebra uno de los cometidos es el de
clasificar y caracterizar objetos que cumplen cierta propiedad. Los esfuerzos realizados para caracteri-
zar a los anillos perfectos, hasta antes del afio de 1960, se resumen en el “Terorema de P Bass™* que
fue presentado por vez primera en el articulo “Finitistic Dimension and a Homological Generalization
of Semi-Primary Rings” por Hyman Bass, en este teorema se demuestra que si R es un anillo perfecto,
entonces R no contiene subconjuntos infinitos de elementos ortogonales y todo médulo no nulo con-
tiene un submédulo maximo. Bass conjetura en este articulo que con estas dos propiedades era posible
caracterizar a los anillos perfectos. Algunos matemadticas en su afan por demostrar esta conjetura estu-
diaron anillos en los que todo médulo no nulo contiene un submdédulo maximo. Asf nace el concepto
de anillos méx.>

Una vez introducido el concepto de anillo max se presentardn algunos resultados que caracterizan a
este tipo de anillos y se verificard la veracidad de la conjetura de Bass para anillos perfectos en anillos
conmutativos.

El concepto de dimension de Krull es ampliamente estudiado en la memorias [GR], presentadas por
Gordon y Robson. En estas memorias se demuestra que todo médulo noetheriano tiene dimensién de
Krull, en general el inverso del enunciado no es cierto. Asi se define un anillo alto como aquel en el que
todo médulo don dimensién de Krull es un médulo noetheriano. El capitulo 2 esta dedicado al estudio
de este tipo de anillos y a encontrar la relacién que existe entre los anillos méx y los anillos altos.

Ver [BaR].

2Ver Teorema 1.1.6.

3Ver Definicién 1.1.7.

4Ver [AF], 28.4 Theorem [Bass] pag. 315.
SVer Definicién 1.1.13.
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Capitulo 1
Anillos Max.

A lo largo de este trabajo, los anillos que se consideran son por omisién anillos asociativos con uno,
y los R-médulos serdn considerados R-médulos izquierdos, salvo que se indique lo contrario. Para
aligerar notacién, cuando no haya lugar a confusion, al referirnos a un R-mdédulo izquierdo simplemente
se le llamara mddulo izquierdo, omitiendo el simbolo R que indica el anillo que actia sobre los grupos.
Para denotar que N es un R-submédulo de M se usard el simbolo N < My, si no hay confusién en
el contexto, simplemente se dird que N es un submodulo de M. Si X S M, al submodulo izquierdo
generado por X se le denotard por (X). El radical de un médulo M estard indicado por Rad(M) y el
zoclo por Soc(M). Ademds como es costumbre el radical de Jacobson de un anillo se denotard por
J(R).

Se suponen conocidos los médulos proyectivos e inyectivos, también el manejo de anillos semisimples,
anillos artinianos, anillos noetherianos 'y anillos perfectos; asi como el conocimiento de algunos re-
sultados de anillos regulares en el sentido de Von Neumann y de V-anillos. Para dar fluidez y claridad
a la exposicion cuando sea usado un resultado concerniente a estos temas, éste serd mencionado y se
dard la referencia exacta de donde se puede encontrar una demostracion.

§1.1 Teorema P de Bass y anillos max.

Sin duda la Teoria de Grupos es una fuente de ejemplos e ideas para la Teoria de Médulos. Una muestra
de ello se puede encontrar en el articulo “Abelian Groups that are direct summands of every containing
abelian group”, presentado por Reinhold Baer en el afio de 1940 y en el cual se generaliza a la categoria
de médulos el concepto de inyectividad, concepto que ya era conocido para grupos abelianos, es decir
para Z-médulos. En este articulo se presenta el “Criterio de Baer”! y se muestra la existencia de cdpsulas
inyectivas para todo médulo en la categoria de R-mddulos, dado el anillo R.

Una técnica ampliamente usada en Algebra, es la de dualizar conceptos, ejemplo de ello se puede en-
contrar en los conceptos de inyectividad y proyectividad; también en los conceptos de clase generadora
y clase cogeneradora, por mencionar algunos. Asi que una vez demostrada la existencia de capsulas
inyectivas, era natural preguntarse sobre la existencia de cubiertas proyectivas. En particular, si R es un
anillo semisimple todo médulo izquierdo es proyectivo® y en consecuencia todo médulo en la categorfa
de R-médulos, es una cubierta proyectiva de si mismo. Es decir, la clase de anillos con al propiedad
de que todo mddulo tiene cubierta proyectiva es no vacia. Esta situacion no sucede en general, asi que
como primera tarea se presentard un ejemplo de una clase de anillos cuyas categorias poseen médulos
que no tienen cubiertas proyectivas. Para ello se introducirdn algunos conceptos.

Wer [Ka] Secc. 5.7, 5.7.1 Baer’s Criterion pag. 130.
Ver [Ka] 8.2.2 Corollary (e) pag. 196.



“Tesina” — 2011/1/5 — 15:13 — page 2 — #6

2 Motivacién

Definicion 1.1.1. Sea D es un dominio entero. Se dice que un médulo M es un médulo D-divisible, si
paratodod € D — {0} y todom € M existe n € M tal que dn = m.

En adelante si no existe posibilidad de confusion en la exposicidn, si D es un dominio entero 'y M es un
modulo D-divisible, simplemente se dird que M es un modulo divisible.

Ejemplo 1.1.2. Si D es un dominio entero con campo de cocientes Q, entonces

1) Qesun médulo D-divisible.
2) Q esun médulo Q-divisible.
3) En general, si K es un campo y D es un subanillo de K, entonces K es un médulo D-divisible.
Ejemplo 1.1.3. Para el anillo de los enteros Z y G un grupo abeliano se tiene que’
1) G esun p-grupo Z-divisible de torsion si y sélo si G ~ @ Zyw.
dimz,, (Soc(G))
2) G es un grupo divisible libre de torsién siy sélosiG ~ @ Q.
dimg (G)
Si recordamos que todo grupo abeliano de torsién se puede descomponer como suma directa de sus
partes p-primarias,® ademds de que la parte de torsién de un grupo divisible es divisible y aunamos el
hecho de que todo subgrupo divisible de un grupo es un sumando directo del grupo,’ entonces podemos
combinar los dos incisos del ejemplo 1.1.3 para obtener que un Z-médulo G es divisible si y sélo si

PP \ dimz, (Soc(Ty(G))) dimg (G/T(G))

Zp

Donde P denota al conjunto de los ndmeros primos positivos, 7(G) denota la parte de torsién G y
T,(G) es la parte de p-primaria de la parte de torsién de G.

Los siguientes resultados se verifican directamente.

Proposicion 1.1.4. Sean D un dominio entero, M un mddulo divisible y N un submddulo de M.
Entonces M/N es divisible.

Proposicion 1.1.5. Sea D es un dominio entero. Entonces D es un médulo divisible si y sélo si D es
campo.

Teorema 1.1.6. Sea D un dominio enteroy Q el campo de cocientes de D. Entonces Q no tiene cubierta
proyectiva.

Demostracién. Supongamos que Q posee una cubierta proyectiva P - Q con nicleo K. Dado que P
es un médulo proyectivo, existe S un submédulo maximo de P,% y como K es un submédulo superfluo
en P, se tiene que K < S. Ahora, como P/K =~ Q, por el Teorema de Correspondencia’ se verifica que
T = ¢(S) es un submédulo maximo de Q. Y como Q es el campo de cocientes de D, entonces Q es un
médulo divisible. Asi es posible concluir de la Proposicién 1.1.4 que Q/T es un médulo divisible, que
ademads es simple, pues 7' es un submddulo médximo de Q.

3Ver [Ful] Cap. IV. Divisible Groups 23. The structure of divisible groups. pdg. 104 y 105.
4Ver [Ro] Theorem 10.7 (Primary Descomposition) pag 311.

SVer [Ro] Corollary 10.24 pag 321.

OVer [AF] 17.14 Proposition pag. 198.

TVer Teorema 3.1.3.
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§1.1 Teorema P de Bass y anillos méx. 3

Siendo Q/T un médulo simple y D un médulo libre, existe un epimorfismo ¢ : D — Q/T con niicleo
E. Dado que D no es campo, de la Proposicién 1.1.5 se concluye que D no es un médulo divisible,
asi debe ser E # 0. Por otro lado, como Q/T es un médulo divisible y /T ~ D/E, entonces D/E es
un médulo divisible. Luego, param € E — {0} y 1 € D/E existe X € tal que mX = 1, pero entonces

l=mx=mx = 0.
mekE

Lo que es contradictorio. En consecuencia debe ser que Q no posee cubierta proyectiva. g
El discurso que se ha presentado hasta el momento ha sido para motivar la siguiente

Definicion 1.1.7. Se dice que un anillo R es un anillo perfecto izquierdo si todo médulo izquierdo
tiene cubierta proyectiva. El concepto de anillo perfectos derecho se define de la manera habitual y
asi se dice que un anillo es perfecto si es un anillo perfecto izquierdo y un anillo perfecto derecho.

Mucho del trabajo hecho sobre anillos perfectos, hasta aproximadamente 1960, estd resumido en el

“Teorema P de Bass”, que fue presentado por vez primera en el articulo “Finitistic Dimension and a

Homological Generalization of Semi-Primary Rings” por Hyman Bass y del que se presenta la siguiente
P

version

Teorema 1.1.8 (Teorema P de Bass). Para un anillo R, son equivalentes:

1) R es un anillo perfecto izquierdo.

2) R/J(R) es un anillo semisimple y todo R-médulo izquierdo no nulo contiene un submédulo
mdximo.

3) R/J(R) es un anillo semisimple y J(R) es un ideal T-nilpotente izquierdo.

4) Todo modulo izquierdo que es plano es un modulo proyectivo.

5) R satisface la condicion de finitud para cadenas descendentes de ideales principales dere-
chos.

6) R no contiene conjuntos ortogonales infinitos de elementos idempotentes y todo modulo
derecho no nulo contiene un submodulo minimo.

Por la importancia que representa para el desarrollo del material subsecuente es conveniente recordar
la siguiente

Definicion 1.1.9. Sea R un anillo e I un ideal izquierdo de R. Se dice que I es un ideal T -nilpotente
1'zquierd09 si para toda sucesion {r,~}iGN de elementos de I existe n € N tal que riry---r, = 0. El
concepto de ideal T -nilpotente derecho se define en la forma habitual y asi un ideal se dice T -nilpotente
si es un ideal T -nilpotente izquierdo y un ideal T -nilpotente derecho.

Ejemplo 1.1.10.

1) SiResun anillo e / es un ideal nilpotente de R, entonces / es un ideal T-nilpotente.

2) SiResun anillo e / es un ideal T-nilpotente de R, entonces / es un nil ideal.

3) Para un anillo noetheriano se cumple que todo nil ideal es un ideal nilpotente'®. En con-
secuencia en los anillo noetherianos los conceptos de nil ideal, ideal T-nilpotente e ideal
nilpotente coinciden.

8Ver [AF] 28.4 Theorem [Bass] pag. 315.

9En algunos articulos es comin que a los ideales T-nilpotentes izquierdos se les llame ideales desvanecientes izquierdos (left
vanishing). También es de hacer notar que algunos textos la definicién de ideal T-nilpotente derecho coincide con la definicién
presentada aqui de ideal 7-nilpotente izquierdo, nosotros trabajaremos con la definicién dada en [AF] pag 314.

10ver [Ka], 9.3.7 Corollary, pag. 222.
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4 Motivacién

Ejemplo 1.1.11. Todo anillo semisimple es un anillo perfecto. Mds atin del inciso (3) del Teorema
1.1.8, podemos concluir que todo anillo artiniano izquierdo es un anillo perfecto izquierdo pues R/J(R)
es semisimple'' y J(R) es nilpotente.'?

Por el inciso (6) del Teorema 1.1.8, se verifica que si R es un anillo perfecto izquierdo, entonces R no
contiene subconjuntos infinitos de elementos ortogonales idempotentes y ademds por el inciso (2) del
mismo teorema sabemos que todo médulo izquierdo no nulo contiene un submdédulo maximo. Hyman
Bass pensaba que con éstas dos propiedades se podria caracterizar a los anillos perfectos, y asi, en el
articulo [BaH] Bass hace la siguiente

Conjetura 1.1.12. [H. Bass] Un anillo R es un anillo perfecto izquierdo si 'y solo si R no contiene
subconjuntos infinitos de elementos ortogonales idempotentes y todo modulo izquierdo no nulo contiene
un submédulo mdximo.

Inspirados en esta conjetura, algunos matemadticos en su afdn por demostrarla, se dieron a la tarea de
estudiar anillo que tiene la propiedad de que todo médulo izquierdo no nulo contiene un submédulo
méximo. Es como surge la necesidad de la siguiente

Definicion 1.1.13. Se dice que un anillo R es un anillo max izquierdo, si todo médulo izquierdo no
nulo contiene un submédulo maximo. Los conceptos de anillo max derecho y anillo mdx se definen de
manera habitual.

Aunque es poco comtn algunos autores se refieren a los anillos max como Anillos de Bass. Alin menos
comiin pero posible, es encontrar literatura en la cual a los anillos max se les llama Anillos de Hamser"
esto dltimo en alusion al matematico Ross M. Hamsher quien en el articulo “Commutative rings over
which every module has a maximal submodule” muestra que la Conjetura 1.1.12 es parcialmente cierta,
verificando que es vélida para anillos conmutativos.

Abhora para terminar esta seccion y por considerar interesantes las técnicas que se usan para demostrar la
conjetura 1.1.12 para anillos conmutativos noetherianos se reproducirdn algunas de ellas. Para comen-
zar esta tarea se presenta la siguiente

Proposicion 1.1.14. Si D es un dominio entero y M un modulo inyectivo, entonces M es divisible.

Demostracién. Sead € D—{0} y m € M. Como D es dominio entero y d # 0, el morfismo de médulos
¢ 1 dD —> D, dado por ¢(dx) = x, es un isomorfismo de médulos. Luego entonces dD es un médulo
libre y {d} es una base de dD. Asf la asignacién d — m se puede extender a un morfismo de médulos
Y dD — M.

Por otro lado se tiene el morfismo inclusién i : dD — D, y dado que M es un médulo inyectivo, existe
un morfismo de médulos ¢ : D — M que hace conmutar el siguiente diagrama

0C—=adp L >p

s
s
wi /¢
»

M

De donde es claro que
m = y(d) = ¢(i(d)) = ¢(d) = dg(1).

Por lo tanto M es un médulo divisible. g

Hyer [He] Theorem 1.4.4 pag 34. Se debe tener en cuenta que en este texto un anillo es semisimple si J(R) = 0, ver definicién
en la pagina 16.

12ver [He] Theorem 1.3.1 pag 20.

13Principalmeme es comun encontrar el concepto de anillo de Hamser en articulos escritos por Carl Faith.
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§1.1 Teorema P de Bass y anillos méx. 5

Proposicion 1.1.15. Si D es un dominio entero que no es campo, entonces D no es un anillo mdx.

Demostracion. Supongamos que existe D dominio entero que no es campo y sin embargo D es un
anillo méx.

Sea M un médulo inyectivo' y N un submédulo maximo de M. Como M es inyectivo, de las Proposi-
ciones 1.1.14 y 1.1.4 se concluye que M/N es un médulo divisible y dado que N es un submédulo
méximo de M, entonces M/N es un médulo divisible y simple. A partir de este paso es posible proce-
der como en la tltima parte de la demostracién de la Proposicién 1.1.6'° y llegar a una contradiccién.
Por lo tanto D no es un anillo max. 4

Observacion 1.1.16. Recordemos que dado un anillo R y un médulo M, el conjunto de submédulos de
M forman una reticula modular.'® Donde si L y N son submédulos de M, el infimo y el supremo estén
dados respectivamente por

1) LAN:=LnNy
2) LvN:={LUN).

Abhora, si I es un ideal de un anillo R y M es un R/I-médulo izquierdo, definiendo parare Ryme M

(L.1) rm =rm,

se verifica que M adquiere estructura de R-mdédulo izquierdo; es decir la estructura de un R//-modulo
izquierdo induce una estructura de R-mddulo izquierdo en M. En adelante cuando se tenga M un
R/I-médulo izquierdo y se hable de la estructura de M como R-médulo izquierdo, se debe pensar
que la estructura de R-médulo izquierdo es la inducida por la operacion definida en (1).

Hecha esta aclaracion debe ser clara la siguiente

Proposicion 1.1.17. Sean I un ideal de un anillo R y M un R/I-mddulo izquierdo. Entonces la reticula
de R/I-submédulos de M es isomorfa a la reticula de R-submddulo de M.

Corolario 1.1.18. Si R es un anillo mdx izquierdo e I es un ideal de R, entonces R/I es un anillo mdx
izquierdo.

Corolario 1.1.19. Si R es un anillo mdx conmutativo, entonces todo ideal primo de R es un ideal
mdximo de R.

Demostracién. Sea P un ideal primo de R. Por el Corolario 1.1.18 R/P es un anillo médx, que ademads
es dominio entero, pues P es primo. Luego por la Proposicién 1.1.15 debe ser que R/P es campo y en
consecuencia P es un ideal maximo de R. 4

Notemos que el inciso (6) del Teorema 1.1.8 sugiere dualizar el concepto de anillo mdx como sigue

Definicion 1.1.20. Se dice que un anillo R es un anillo semiartiniano izquierdo si todo médulo
izquierdo no nulo contiene un submdédulo minimo. Los conceptos de anillo semiartiniano derecho y
anillo semiartiniano se definen de manera habitual.

Ejemplo 11.21. Todo anillo perfecto derecho es un anillo semiartiniano izquierdo. En particular como
todo anillo artiniano derecho es un anillo perfecto derecho, entonces todo anillo artiniano derecho es
un anillo semiartiniano izquierdo.

14Ver [AF] 18.10 Theorem pag. 207.
15Ver pagina 3 primer pérrafo.
16ver [AF], Secc. 0.5 Posets and Lattices pag 3.
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6 Motivacién

Definicion 1.1.22. Recuérdese que dado un anillo R y un médulo M el zoclo de M estd dado por

Soc(M)= )" S,

S<M
S simple

y Soc(M) = 0 si M no tiene submddulos simples.
Este concepto se generaliza para un modulo M y un ordinal & como sigue

1) Soco(M) = {0}.

2) Sia es un ordinal, entonces se define S oc,+ (M) como el tinico submddulo de M tal que
Soca1(M)/Soce(M) = Soc(M/Soc,(M)) .

3) Sia es un ordinal limite, entonces

Soc,(M) = U Socg (M).

B<a

Observacion 1.1.23. Si R es un anillo y M es un médulo, en particular M es un conjunto. Y dado que
la sucesion de zoclos, es una sucesion creciente de submodulos de M, entonces existe un ordinal « tal
que

Soce (M) = Soce+1(M).

Definicion 1.1.24. Si M es un médulo, al menor ordinal « tal que S oc, (M) = Soc,,1(M) se le llama
la Longitud de Loewy del médulo M y se denota por L(M).

Ejemplo 1.1.25. Si R es un anillo, entonces R es un anillo semisimple si y s6lo si L(M) = 1 para todo
médulo no nulo M."”

Proposicion 1.1.26. Sean R un anillo, M'y N médulos 'y ¢ € Hom(M, N). Entonces
f(Soc,(M)) S Soc,(N),

para todo ordinal a.

Demostracién. La demostracién se hard por induccién transfinita sobre el ordinal a.

Para o = 0 el resultado se sigue trivialmente, dado que ¢(0) = (0).
Entonces supongamos que el resultado es valido para todo ordinal 8 < @. Y consideremos dos casos

1) Si @ es un ordinal limite por hipédtesis de induccién
@(Socg(M)) S Socs(M) para todo 8 < a,

y asi

(S oce(M)) pef 1122 (3 @ (ﬂU Soc/;(M)> = U @(Socg(M)) Hgl U Socg(N) pef 1122 (3 Socq(N).

B<a T B<a
2) Si @ no es un ordinal limite, entonces @ = 8 + 1 para algtin ordinal 8. Por hipétesis de
induccién
¢(Socs(M)) < Socg(N).
Sim+ Socg(M),n+ Socg(M) € M/Socg(M)y m+ Socg(M) = n + Socg(M), al aplicar
la hipétesis de induccidn se obtiene que
¢(m) — ¢(n) = ¢(m —n) € Socg(N).
Es decir la asignacién

7ver [Ka] 8.2.2 Corollary pag. 196.
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§1.1 Teorema P de Bass y anillos méx. 7

dada por p(m + Socz(M)) = ¢(m) + Socg(N), es un homomorfismo de médulos.
Ahora notemos que si S es un submddulo simple de M/Socs(M), entonces

9(S) = {0+ Socsz(M)} 0 ¢(S) es un submédulo simple de N/S ocs(N). De donde se sigue
que

@(Soce(M)/Socg(M)) = @(Soc(M/Socg(M))) S Soc(N/Socg(N))

Def 1122 (2) ¢ Soca(N)/Socg(N),

Def 112 ©)
y asi

@(Soca(M)) S @(Soc,(M)) + Socsg(N) S Soce(N) + Socg(N) = S()c(,(N).-

Proposicion 1.1.27. Sean R un anillo semiartiniano 'y M médulo izquierdo. Entonces L(M) < L(R).

Demostracién. Sean M un médulo no nulo, m € My ¢,, : R — M el morfismo dado por f,,(r) = rm .
Por la Proposicién 1.1.26

(12) S()CL(R) (R)m = ‘Pm(SOCL(R) (R)) Pmpgl 126 SOCL(R) (M)

Y en consecuencia
= = c
M kM R Semiartiniano SOCL(R) (R)M Ec 12 § OCL(R) (M) '
Por lo tanto M = Socyry(M) y asi L(M) < L(R).
El concepto de semiartinidad se puede extrapolar al caso particular de un médulo como sigue

Definicion 1.1.28. Un médulo M se dice que es un médulo semiartiniano si todo cociente no nulo de
M contiene un submodulo minimo.

Esta definicion tiene consecuencias inmediatas.

Proposicion 1.1.29. Sea M un mddulo. Entonces M es un mddulo semiartiniano si 'y solo si
Soc L(M) = M.

Proposicion 1.1.30. Si M es un médulo semiartiniano izquierdo 'y N es un submddulo, entonces M /N
es un modulo semiartiniano izquierdo.

Por no estar dentro de las expectativas de este trabajo el siguiente resultado se presenta sin demostracion

Teorema 1.1.31. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes'

1) R es un anillo semiartiniano izquierdo.
2) Todo modulo izquierdo es un modulo semiartiniano.
3) R es un modulo izquierdo semiartiniano.

Definicion 1.1.32. Sean R un anillo, M un méduloy X = M con X # (J, se define el anulador de X
como

An(X) ={reR|rm=0 Vme X}.
El siguiente resultado es inmediato de la definicion anterior.

Proposicion 11.33. Sean R un anillo, M un méduloy X € M con X # . Entonces An(X) es un ideal
izquierdo de R.

Ejemplo 1.1.34. Si R es un anillo e I es un ideal izquierdo de R, entonces An(R/I) = I.

18ver [Va] Proposicion 1.32 pag. 18
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Proposicion 1.1.35. Si R es un anillo conmutativo mdx que es noetheriano, entonces R es semiartinia-
no.

Demostracién. Sean M un R-médulo no nulo y m € M — {0}. Consideremos el conjunto de ideales
A = {An(rm) S R | re R — {0}}.

Como An(m) € A, entonces A # . Y siendo R un anillo noetheriano, existe s € R tal que An(sm)

es maximo en la familia A.!” Ahora se verd que An(sm) es un ideal primo de R. Para ello tomemos

ab € An(sm) y supongamos que a ¢ An(sm), es decir asm # 0y en consecuencia as # 0. Por otro

lado, si x € An(sm), entonces

x(asm) = a(xsm)=a0=0.
R conmuta

Asi An(sm) < An(asm), y dado que An(sm) es mdximo en A, se concluye que An(sm) = An(asm).
Ahora, como b(asm) = 0, entonces b € An(sm). Por lo tanto An(sm) es un ideal primo de R. Y al ser
R un anillo conmutativo y méx, del Corolario 1.1.19 se tiene que An(sm) es un ideal maximo de R.
Ahora es suficiente hacer notar que R/An(sm) =~ Rsm € M y que al ser An(sm) un ideal maximo de
R, entonces R/An(sm) es un médulo simple. Por lo tanto R es semiartiniano.

Observacién 1.1.36. En general todo anillo artiniano es un anillo noetheriano.?® Sin embargo el anillo
de los enteros Z es un ejemplo de un anillo noetheriano que no es artiniano. De hecho, si D es un
dominio entero noetheriano que no es campo, entonces D no es un anillo artiniano. Para justificar
lo anterior, nétese que en caso contrario, al suponer D artiniano, D debe ser un anillo perfecto (ver
Ejemplo 1.1.11) y en consecuencia un anillo méx, contradiciendo la Proposicién 1.1.15.

Proposicion 1.1.37. Si M es un mddulo noetheriano y semiartiniano, entonces M es un mddulo arti-
niano.

Demostracion. Como M es un mddulo semiartiniano, la sucesién de zoclos de M es estrictamente
creciente, es decir

Soci (M) & Soca(M) & Socs(M) & --- & Soc,(M) & ---

y siendo M un médulo noetheriano, entonces L(M) € N.

Se procede a demostrar el enunciado, por induccién sobre L(M).

Si L(M) = 0, entonces M es el médulo trivial y asi M es artiniano. Para L(M) = 1, se tiene que M
es un médulo semisimple y noetheriano, y entonces M es un médulo artiniano.?! Ahora supongamos
que la proposicién es vilida para todo médulo N tal que L(N) = k y sea M un médulo semiartiniano
y noetheriano tal que L(M) = M. Nétese que L(M/Soc;(M)) = k, que M/Soc;(M) es un médulo
noetheriano? y por la Proposicién 1.1.30 un médulo semiartiniano. Entonces por hipétesis de induccién
M/Soc| (M) es un médulo artiniano. Por otro lado Soc; (M) es un médulo semisimple y noetheriano,
y en consecuencia es un médulo artiniano.?! Y asf al considerar la sucesién exacta

0— Soci(M) — M — M/Soc,(M) — 0,

se cumple que M es una extensiéon de mddulos artinianos, de donde se posible concluir que M es

artiniano.”

19Ver Teorema 3.1.7
20Ver [AF] 15.20 Theorem [Hopkins] pag. 172.
2lyer [Ka] 8.1.6 Theorem pég. 192 'y 193. Como M es una suma finita de médulos simples aplicar las equivalencias (1), (4)
y(5).
22Cociente de noetheriano es noetheriano, ver Teorema 3.1.5.
23Ver Teorema 3.1.8.
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Corolario 11.38. Sea R es un anillo mdx conmutativo. Entonces R es un anillo noetheriano si y sélo si
R es artiniano.

Demostracion.

=) Como R es un anillo mix y noetheriano, de la Proposicién 1.1.35, se concluye que R es
un anillo semiartiniano y asf al aplicar la Proposicién 1.1.37 se obtiene que R es un anillo
artiniano.

<) Ver [AF], 15.20 Theorem [Hopkins] pagina. 172. ,

Teorema 1.1.39. Sea R un anillo mdx conmutativo y noetheriano. Son equivalentes para R

1) R es un anillo perfecto.
2) R es un anillo mdx.
3) R es un anillo artiniano.

Demostracion.

1 = 2 Se sigue de la definicién de anillo méx y del Teorema 1.1.8, inciso (2).
2 = 3 Por el Corolario 1.1.38, R es un anillo artiniano.
3 = 1 Sejustificaen el Ejemplo 1.1.11.

La definicién de anillo max izquierdo se puede extrapolar al caso particular de un médulo.

Definicion 1.1.40. Si R es un anillo y M es un médulo izquierdo, se dice que M es un médulo max
izquierdo si todo submodulo no nulo de M contiene un submédulo maximo.

Proposicion 1.1.41. Sea R un anillo. Entonces R es un anillo mdx izquierdo si'y solo si todo modulo
izquierdo no nulo es un modulo mdx izquierdo.

Proposicion 1.1.42. Sea R un anillo semiartiniano izquierdo y M un modulo izquierdo tal que L(M)
no es un ordinal limite. Entonces M es un médulo mdx izquierdo.

Demostracién. Como L(M) no es un ordinal limite, entonces L(M) = « + 1 para algin ordinal a y
asi Soc,(M) & Socy (M) = M. Asf se tiene que

M/Soc, (M) Prop 1130 Socpmy(M)/Soc, (M) pef 122 o Soc(M/S oc,(M)).

Es decir M/S oc,(M) es un médulo semisimple y entonces existe N/S oc, (M) submédulo maximo de
M/S oc,(M). Luego por el Teorema de Correspondencia®* se obtiene que N es un submédulo méaximo
de M. Por lo tanto M es un médulo max. g

Corolario 11.43. Sea R es un anillo semiartiniano izquierdo. Entonces R es un anillo mdx izquierdo si
y sélo si todo médulo izquierdo M tal que L(M) es un ordinal limite, es un médulo mdx izquierdo.
Consecuencia inmediata de la Proposicién 1.1.27 se tiene el siguiente

Corolario 1.1.44. Si R es un anillo semiartiniano izquierdo y L(R) no es un ordinal finito, entonces R
es un anillo mdx izquierdo.

Andlogamente a como se definié la sucesion de zoclos (ver Definicion 1.1.22) es posible definir la
sucesion de radicales de un médulo como sigue

24Ver Teorema 3.1.3.
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Definicion 1.1.45. Recuérdese que dado un anillo R y un médulo M, el radical de M estd dado por

RadM)= () S
(S

YR(M) = M si M no tiene submédulos maximos.
Este concepto se generaliza para un modulo M y « un ordinal como sigue

1) Rady(M) = M.
2) Sia es un ordinal Rad,, (M) = Rad(Rad,(M))
3) Sia es un ordinal Iimite, entonces

Rad, (M) = () Rads (M) .
B<a

Un argumento andlogo al de la Observacion 1.1.23 muestra que para todo R-mdédulo M existe un ordinal
a tal que Rad, (M) = Rad,(M).

Definicion 1.1.46. Si M es un médulo, al menor ordinal « tal que Rad,(M) = Rad,(M) se le llama
la Longitud Dual de Loewy del médulo M y se denota por DL(M).

Proposicion 1.1.47. Sean M un mddulo. Entonces M es un mddulo mdx izquierdo si y sdlo si
Radw(M) = (O)

Como ya se ha venido mencionando, del Teorema 1.1.8 es claro que todo anillo perfecto izquierdo es
un anillo max izquierdo. Pero como siempre es bueno tener una amplia gama de ejemplos, se presenta
la siguiente

Definicién 1.1.48. Un anillo R se dice que es un V-anillo izquierdo® si todo médulo izquierdo simple
es inyectivo.

Teorema 1.1.49. Para un anillo R, son eqm’valentesz6

1) R es un V-anillo izquierdo.
2) Cada ideal izquierdo de R es interseccion de ideales izquierdos mdximos de R.
3) Rad(M) = 0 para todo médulo izquierdo M.

Consecuencia inmediata del inciso (3) del teorema anterior es el siguiente
Corolario 1.1.50. Todo V-anillo izquierdo es un anillo mdx izquierdo.
Para terminar la seccién se introduce la siguiente

Definicién 1.1.51. Un anillo R se dice que es un anillo regular”’ si para todo r € R existe s € R tal
quer = rsr.

Consecuencia inmediata de la anterior definicion es la siguiente

Proposicion 1.1.52. Si R es un anillo regular e I es un ideal de R, entonces R/I es un anillo regular.

25El nombre de V-anillo se debe a que este tipo de anillos los introdujo el matematico argentino Orlando E. Villamayor.

20yer [Fa] 7.32 A Definition and Proposition. pag. 356.

2TEn algunos textos se les encuentra como anillo regulares en el sentido de Von Neumann o anillos Von Neumann regular,
dado que el matematico John von Neumann introdujo el estudio de esto anillos en [Ne].
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Teorema 1.1.53. Para un anillo R, son equivalentes28
1) R es un anillo regular.
2) Todo ideal izquierdo que es ciclico es generado por un elemento idempotente de R.
3) Todo médulo izquierdo es plano.

Corolario 1.1.54. Si R es un anillo regular, entonces todo ideal izquierdo de R que es ciclico es un
sumando directo de R.

Demostracion. Si / es un ideal izquierdo y ciclico de R, entonces existe e € R un idempotente tal que
I =Re.N6tese R =Re ®R(1 —¢). u

En el caso conmutativo los conceptos de V-anillo y anillo regular se combinan en al siguiente resultado

Teorema 1.1.55. Sea R un anillo conmutativo. Entonces R es un anillo regular si 'y solo si R es un
V-anillo.

Este tltimo resultado se atribuye a Irving Kaplasky como se puede ver en el articulo “Finiteness of the
inyective hull”.?

Corolario 1.1.56. Si R un anillo regular y conmutativo, entonces R es un anillo mdx.

§1.2 Caracterizacion de anillos max.

Para un ideal / de un anillo R, el submédulo generado por / en M estd dado por

1M={Zr,«mieMMeN,r,»el,mieM}.

i=1

Dado que I (M/IM) = {0}, al definir para [r] , € R/Iy [m],, € M/IM

R/1 M/IM

[r]R/l [m] MM = [rm] M/
se obtiene que la multiplicacion no depende de la eleccion de los representante, y asi M/IM adquiere

de manera natural estructura de R/I-mdédulo izquierdo. Nétese que la reticula de R/I-submédulos de
M /IM coincide con la reticula de R-submédulos de M/IM. De donde se obtiene la siguiente

Proposicion 12.1. Sea R un anillo, I un ideal de R y M un médulo. Entonces la reticula de submodulos
de M/IM como R-mddulo y la reticula de submddulos de M /IM como R/I-médulo son isomorfas.

Ahora se estd en condiciones de enunciar una forma reciproca del Corolario 1.1.18.

Proposicion 1.2.2. Sea R un anillo e I un ideal de R tal que R/I es un anillo mdx izquierdo. Si para
todo mddulo M # (0) se tiene que IM & M, entonces R es un anillo mdx izquierdo.

Demostracién. Sea M # 0 un R-médulo, como /M & M, entonces M/IM es un R/I-médulo no nulo.
Ahora, siendo R/I un anillo méx, existe N’ un R/I-submédulo médximo de M/IM. De la Proposicién
1.2.1 se concluye que N' = N/IM es un R-submédulo méximo de M/IM. Por tdltimo del Teorema de
Correspondencia® se concluye que N submédulo maximo de M, y por lo tanto R es un anillo max. 5

Corolario 1.2.3. Sean R un anillo e {I;}cp una familia de ideales de R tal que el anillo factor R/I;
es un anillos mdx para todo j € A. Si para todo médulo M no nulo existe j € A tal que I;M & M,
entonces R es un anillo mdx.

28Ver [Fa] 7.32 A Definition and Proposition. pag. 434.
Theorem 6 pag 380.
30Ver Teorema 3,1.3
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Motivacioén

Teorema 12.4. Para un anillo R son equivalentes

1)
2)
3)
4)

R es un anillo mdx izquierdo.

Todo anillo cociente de R es un anillo mdx.

El anillo cociente R/J(R) es un anillo mdx izquierdo 'y J(R) es T-nilpotente izquierdo.

El anillo R contiene un ideal I que es T-nilpotente izquierdo y el anillo cociente R/I es un
anillo mdx.

Demostracion.

1=2
2=3

3=4
4=1

Es el Corolario 1.1.18.

Por hipétesis R/J(R) es un anillo max, asi que se suficiente demostrar que J(R) es un ideal
T-nilpotente izquierdo. Sea entonces {r;}, una sucesién de elementos de J(R) y con-
sidérense L un médulo libre con una base numerable {/;},_, y M el submédulo de L ge-
nerado por el conjunto {/; — r;li41},.,. Siw: L — L/M es la proyeccién natural, dado que
n(l;) = rim(liy1) y que {m(x;)} genera a L/M, se concluye que J(R)(L/M) = L/M. Por otro
lado se tiene que J(R)(L/M) € Rad(L/M),*' y asi

L/M = J(R)(L/M) < Rad(L/M) < L/M.

Es decir L/M = Rad(L/M), y siendo R un anillo méx izquierdo, debe suceder que L/M = 0
y en consecuencia L = M.

Entonces para /; existenn € Ny ay,...,a, € R tales que
n

ZFZ ai(li - rili+1)

i=1
:al(ll — rllz) + a2(12 — r213) + -+ an(ln — r,,ln+1)
=alll + (az — a1r1)12 + (03 — (12}’2)13 + -4 (an — a,,_lrn_l)ln — a,,r,,l,,+1
Ahora, como {/;},_,, es una base de L, en particular es un conjunto independiente y asi se
tiene que

ieN

a) = 1.

a, = airy, y entonces a, = ry.

az = axry, y entonces az = ryr;.

a4 = azrz, y entonces aq = riryrs.

eventualmente se llega a que:

a, = a,_r,—. Entonces a, = rir,rs ... r,_;. De donde se obtiene que
O=a,r,yasiO=rnrry...1r,.

Por tanto J(R) es un ideal T-nilpotente izquierdo.

Por hipétesis J(R) es un ideal que cumple los requerimientos buscados.

Sea R un anillo e / un ideal 7-nilpotente izquierdo de R, tal que R/I es un anillo méx izquier-
do. Se verd que si M es un médulo izquierdo no nulo, entonces IM & M y asi al aplicar la
Proposicién 1.2.2 se obtiene el resultado.

Supongamos que por el contrario existe un médulo M no nulo que cumple IM = M. Y asies
posible encontrar r; € I y m; € M — {0} tales que rym; # 0. Como IM = M, entonces

)
m =Zr2im2,. donde ny €N, r, €l y myeM Vie{l,...,n},
i=1

y asi

n
rm; = Zr]rzimzi.
i=1

3lver [AF] 15.18 Corollary pag 171.
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Como rym; # 0, debe existir iy € {1,...,n,} tal que Iy Mo, # 0. Usando una vez mas el
hecho de que /M = M, es posible escribir

n3
my, = ngim_gi donde n; €N, ry, €l y my, e M Yie {l,...,n3},
i=1

y asi construir recursivamente una sucesién {ry, P s Py - oo T s .} de elementos de I tal
que para todo m € N sea que FiFy o P # 0. Lo que contradice el hecho de que / es un
ideal T-nilpotente. Por lo tanto /M & M para todo médulo no nulo M, y en consecuencia R

es un anillo méx. 4

Ejemplo 12.5. Las condiciones de ser anillo méx izquierdo y anillo médx derecho son mutuamente in-
dependientes. Para mostrar este hecho consideremos K un campo, V un espacio vectorial de dimensién
| N |y {vi}{2, una base de V. Para cada n € N sea

Vi=@ <vi>
i=1
y denotemos por S = End(V). Luego consideremos
N ={peS | dim(Im(p)) < 0, ¢(Viy1) S Vu}.

Nétese que N es un ideal izquierdo de S y que N> € N.
Recordemos que si k € K, la funcién ¢, : V — V, dada por ¢(v) = kv es un K-endomorfismo de V
yque A = {¢r € S | k € K} es un subanillo de S que es isomorfo a K como campo. Nétese que si W
es un subespacio de V, entonces ¢, (W) S W para todo k € K. Asi se tiene que para todo k € K y todo
yeN,ppoyeNyyop, €N.
Ahora consideremos

R=A+N={p+veS |keKk, ye N}

Dadas las observaciones hechas sobre N y A, se concluye que R es un subanillo de S y que N es un
ideal bilateral de R. Dado que todo elemento de N es nilpotente, entonces N € Rad (R)**. Por otro lado

R/N ~K,
como R-médulo. Entonces N es un submédulo maximo de R y asi Rad(R) © N. En consecuencia
N = Rad(R).
Ahora, si {y;}°, es una sucesién de elementos de N, como dim(Im(y,)) = k para algin k € N,

entonces existe n € N tal que Im(y,) € V, y asi

(Yng10¥a0---0y2071)(V) = (0),
es decir N es un ideal T-nilpotente derecho de R. Luego al aplicar el Teorema 1.1.8,%* obtenemos que

R es un anillo perfecto derecho y asi un anillo max derecho.
el

Recordemos que V = @ < v; >. Si denotamos 7, : V —< v, > ala n-esima proyeccién, definase
i=1

Py

Vv

Vv

n+1
Vi > m(v).

i=1

g4 ¢ € N, existe n € N tal que ¢" = 0, entonces I = 1 —¢" = (1 —¢)(1 — ¢ + --- + ¢"~1), luego aplicar [Ka] 9.3.1
Lemma pag. 220.
3N es un ideal T-nilpotente derecho y R/N es un anillo semisimple.
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Ahora consideremos la siguiente funcién lineal dada en la base {v;}~,

v—L sy

Vi———>0
Vib——>Vi—1, sii>=2.

Si se define ¢, = 6 o P, se tiene que ¢, € N para cada i € N. Sin embargo

n+1
(progo---0g,) <Zv,~> =,

i=1
es decir N no es un ideal T-nilpotente izquierdo. Por lo tanto R no puede ser un anillo méx izquierdo.>

Estamos en condiciones de demostrar la Conjetura 1.1.12 para anillos conmutativos, encamino a esta
tarea presentamos el siguiente

Lema 1.2.6. Sea R un anillo conmutativo. Entonces todo elemento de R que no es divisor de cero es
una unidad en R.

Demostracion. Sea x € R un elemento que no es un divisor de cero y para cada i € N sea
yi = [1]g/rsi € R/Rx;. Entonces Ry; = R/Rx' y An(y;) = Rx'. Consideremos

oc oC
A= @Ry,- y B= @R(XYH—I —Yi)s
i=1

i=1 i=
y supongamos que B & A. Entonces, como R es un anillo max, A/B contiene un submédulo maximo
M. Dado que {y;}:2, es un conjunto generador de A/By M & A/B,existen € Ntalquey, ¢ My
siendo M un submédulo méximo de A/B, entonces

A/B=M+ <y, >.

Y asi existen r € Ry m € M tales que

(2.3) Yon =1y, +m.
Ahora, como X - y;1; = Y;, por induccidn se verifica que xk - Yirx = yi para todo k € N — {0}, en
particular X" - y,, = y, y asi
=X = X (W) = ey 4xem = xemeM.
In Yan Ecu 23 ( Y + ) R conmuta Y + A"E€AN(yn ) =Rx"
Que contradice la eleccién de y,. Luego entonces B = A y asi existen ry, ..., r; € R tales que

k k
Y= Zri(xyi+l —yi)=—ry+ {Z(ri—lx_ ri)yi} + FeXYit1-

i=1 i=2

Dado que {y;};, es un conjunto independiente de A, debe ser que

D yi=—ry,

2) rpx € An(Yey1),y

3) (ricix—r;) € An(y;) paracadai€ {2,...,n}.
Ahora, r,x € An(y;41) = Rx"*! y entonces r,x = sx"*! para algiin s € Ry dado que x no es un divisor
de cero, entonces r, = sx", es decir r, € Rx" = An(y,). Siendo que Fn—1x—meAn(y) = RX", entonces
ra—1X € Rx". Un argumento recursivo nos lleva a que r; € An(y;) y asi y; = —r1y; = 0. Entonces
R/Rx = Ry, = 0, es decir Rx = R. Por lo tanto x es una unidad de R. 5

34Ver Teorema 1.2.4 inciso 3).
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Proposicion 12.7. Sea R un anillo conmutativo. Entonces R es un anillo mdx si 'y sélo si J(R) es un
ideal T-nilpotente y R/J(R) es un anillo regular.

Demostracion.

=) Si R es un anillo méax por el Teorema 1.2.4 inciso 3), J(R) es un ideal T-nilpotente. Ahora
veremos que R/J(R) es un anillo regular.
SeaS = R/J(R) yae S.Como R es un anillo mdx y conmutativo, entonces J(R) coincide
con el nilradical® y asi S no tiene elementos nilpotentes no nulos. Luego, si ta € SanAn(a),
entonces

(ta)> = t{td¥)=1t-0=0,

R conmuta

asi ta = 0. Es decir Sa n An(a) = (0).
SeaS = S /An(a).Sis -a = 0, entonces sa € Sa n An(a) y asi s € An(a); es decir 5 = 0.
De donde se concluye que @ no es un divisor de cero de S y como S es un anillo max,* del
Lema 1.2.6 se obtiene que S = § = Sa. En resumen S se ha demostrado que para todo
aes

1) SanAn(a) = (0),y

2) Sa+ An(a) = S.
Por lo tanto Sa@® An(a) = S, es decir todo ideal principal de S es un sumando directo de S .
Luego al aplicar el Teorema 1.1.53 inciso 2), se obtiene que R es un anillo regular.

<) Si R/J(R) es un anillo regular, del Teorema 1.1.55 se tiene que R/J(R) es un V-anillo y

asf al aplicar el Corolario 1.1.50 R/J(R) es un anillo méx. Si a este dltimo hecho le aunamos
la hipétesis de que J(R) es un ideal T-nilpotente, al aplicar el Teorema 1.1.8 se obtiene el
resultado.

Lema 1.2.8. Sea R un anillo conmutativo. Si R es un anillo regular que no contiene subconjuntos
infinitos de elementos idempotentes ortogonales, entonces R es un anillo semiartiniano.

Demostracion. Sea I un ideal de R. Si R no es un médulo simple, existe r € R tal que Rr & Ry al
ser R un anillo regular, entonces Rr es un sumando directo de R y asi Rr = Re,.”” Dado que e; es
idempotente, entonces 1 — e; es idempotente que cumple

1) R=Re; ®R(1 —¢)),
2) {e1,1 — e} es un subconjunto de elementos idempotentes ortogonales, y
3) Sir € Rey, entonces r(1 —e;) = 0.

Nétese que Re; ademds de ser un submédulo de R, es un anillo, que por la Proposicién 1.1.52 resulta ser
un anillo regular. Asfi, si Re; es un submédulo simple de ya se ha terminado, en caso contrario existe e; €
Re; tal que Re; & Re; y Re; es un sumando directo de Re; y entonces se puede construir el conjunto
{€2,1 — e5,1 — ¢;} que es subconjunto de elementos idempotentes ortogonales de R. Este procesos
debe concluir en algin paso, pues R no contiene subconjuntos infinitos de elementos idempotentes
ortogonales. Asi / contiene un submddulo minimo y al aplicar el Teorema 1.1.31 se obtiene que R es
un anillo semiartiniano. g

Corolario 12.9. SiR es un anillo conmutativo 'y regular que no tiene subconjuntos ortogonales infinitos
de elementos idempotentes, entonces R es un anillo semisimple.

35Ver [AM] Proposition 1.18 pag 5 y Corolario 1.1.19.
36Ver Corolario 1.1.18.
TVer [Pa] Lemma 3.8.
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Teorema 1.2.10. Un anillo conmutativo R es perfecto si 'y solo si R es un anillo mdx y no contiene
subconjuntos ortogonales infinitos de elementos idempotentes.

Demostracion.

=) SiR es un anillo perfecto por el Teorema 1.1.8 se obtiene las condiciones requeridas.

<) Como R es un anillo méx, del Teorema 1.2.4 en su inciso (3), sabemos que J(R) es un ideal
T-nilpotente y entonces es un nil ideal de R. Entonces subconjuntos a lo mas numerable
de elementos idempotentes ortogonales de R/J(R) se levantan®® a R¥. Asi R/J(R) no con-
tiene subconjuntos ortogonales infinitos de elementos idempotentes. Ahora, de la Proposi-
ci6n 1.1.52 se verifica que R/J(R) es un anillo regular y al aplicar Corolario 1.2.9 R/J(R) es
un anillo semisimple. Entonces por el Teorema 1.1.8, R es un anillo perfecto.

Lema 1.2.11. Sean R un anillo y M,cp una familia no vacio de modulos izquierdos. Entonces los
siguiente enunciados son equivalentes

1) M, es un modulo mdx para cada @ € A.
2) Elmdédulo [ € AM, es un médulo mdx.
3) Elmédulo @ @ € AM,, es un médulo mdx.

Demostracion.
1 = 2 Sean N unsubmédulode [ [ M, y p. laproyecciénde || M, sobre M,. Dado que N # (0),

aeA aeA
entonces existe y € A tal que p,(N) # y siendo M, un médulo max, existe K un submédulo

méximo de p,(N). Entonces por el Teorema de Correspondencia® se obtiene que p; ' (K)

es un submédulo maximo de N y asi [ [ M, es un médulo méx.
aeA
2 = 3 Dado que @ a € AM, es un submddulo de [ [ € AM,, y éste dltimo es un médulo méx,

entonces P @ € AM, es un médulo méx.
3 = 1 Si Mg un miembro de la familia y 75 : @ @ € AM, — Mg la proyeccién natural el resultado
se obtiene en forma automatica al aplicar el Teorema de Correpondecia.

Teorema 12.12. Para un anillo R son equivalentes

1) R es un anillo mdx izquierdo.
2) Si S es un médulo simple, entonces E(S)*! es un médulo mdx.
3) Existe un cogenerador C de la categoria de R-mddulos izquierdos que es un modulo mdx.

Demostracion.

1 = 2 Como R es un anillo méx, en particular las cdpsulas inyectivas de los médulos simples son
moédulos méc.
2 = 3 Sea Q un conjunto irredundante de representantes** de los médulos izquierdos simples. En-

tonces @ E(S) es un cogenerador de la categorfa de R-médulos izquierdos* y luego por el
SeQ
Lema 1.2.11, @ E(S) es un médulo méx.
SeQ

38Ver [Ka] 11.5.2 Definition pag 290.
3Ver [Ka] 11.5.3 Theorem pag 290.
40Ver Teorema 3.1.3.
41E(S) representa la capsula inyectiva del médulo S.
Q es un conjuntos de representantes de los médulos simples en caso de que para todo mddulo simple exista un elemento de
Q isomorfo al simple y dos elementos de Q no son isomorfos.
Bver [AF] 18.16 Corollary pag. 211.
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3 = 4 Sea C un cogenerador de la categoria de R-mddulos izquierdos tal que C es un médulo max.
Ahora, si M es un médulo no nulo, como C cogenera a la categoria de médulos, existe / un
conjunto de indices tal que C! * contiene una copia isomorfa de M. Luego del Lema 1.2.11
sabemos que C’ es un médulo méx y entonces M es un médulo max. Por lo tanto R es un
anillo méx izquierdo. g

et representa el producto directo de tantas copias de C como el cardinal de 7.
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Capitulo 2
Anillos max y anillos altos

Rentschler y Gabriel' definen la dimensién de Krull de un R-médulo para ordinales finitos. Este con-
cepto es generalizado por Gordon y Robson en las memorias de la Sociedad Matemética Americana,’
donde demuestran que todo mddulo noetheriano tiene dimensién de Krull. El reciproco este teorema
no es verdadero, siendo Z,» un ejemplo de un Z-médulo no noetheriano con dimensién de Krull.
Boyley y Goodearl prueban® que si R es un V-anillo, entonces R tiene dimensién de Krull si y s6lo
si R es un anillo noetheriano. Después M. F. Yousif extiende el resultado para V-médulos;* es decir
demuestra que un V-médulo es noetheriano si y sélo si tiene dimensién de Krull. La finalidad de este
capitulo es caracterizar a los anillos con la propiedad de que los médulos con dimensién de Krull son
precisamente aquellos que son noetherianos. Ademds se encontrard la relacién que existe entre este tipo
de anillos y los anillos max.

§2.1 Dimension de Krull.

Dada la importancia del concepto de dimensién de Krull para el desarrollo del material, a continuacién
se presentan algunos resultados que en lo posterior serdn de utilidad.

Definicion 2.1.1. Sea R un anillo y M médulo, se define recursivamente la dimension de Krull de M,
que es denotada por K dim(M), como

1) K dim(M) = —1, si M = (0).

2) Para un ordinal a, diremos que K dim(M) = a, si
D Kdim(M) « a.
II) Para toda cadena descendente

MIQMZQ"'QMnQ"'

de submodulos de M, existe n € N tal que para todo i = n se tiene que
Kdlm(M,/MH,]) < a.

Wer [PG].

2Ver [GR].

3Ver [BG].

HVer [Yo]. La definicién 1.1.48 se puede extrapolar al caso particular de un médulo como sigue, un médulo M es un V-médulo
si cada submddulo de M es interseccion de submédulos maximos de M.

19
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Ejemplo 2.1.2.

1) Si M es un médulo. Entonces K dim(M) = 0 siy s6lo si M es mddulo artiniano.

2) Para el anillo de los enteros Z, se tiene que K dim(Z) = 1. De hecho, si D es un Dominio
de Ideales Principales que no es artiniano, como para todo ideal / de D pasa que D/I es
artiniano, se tiene entonces que K dim(D) = 1. Mas atin, si D es un Dominio de Dedekind
que no es artiniano, también se cumple que para todo ideal / es cociente D/I es artiniano, y
ast K dim(D) = 1.°

Observacion 2.1.3. Si M es un R-médulo y existe un ordinal 7 tal que para toda cadena descendente
MioM,2---2M,2---
de submdédulos de M, existe i € N (que depende de la cadena) tal que para todo j = i
1) M;/M;., tiene dimensién de Krull, y
2) Kdlm(M]/Mj+1) <n.
Entonces M tiene dimensién de Krull y K dim(M) < 1.

Lema 2.1.4. Si M y N son modulos tal que M ~ N y M tiene dimension de Krull, entonces N tiene
dimension de Krull y K dim(N) = K dim(M).

Proposicion 2.1.5. Si M es un R-modulo y N es un submodulo de M, entonces
K dim(M) = sup{K dim(N), K dim(M/N)}
si alguno de los lados de la igualdad existe.

Demostracion.

1) Supongamos que M es un médulo con dimensién de Krull y sea N un submddulo de M
I) Si
N2N2- - 2N2 -

es una cadena de submddulos de N, en particular es una cadena de submddulos de
M, asi existe n € N tal que para todo i = n, K dim(N;/N;y,) < K dim(M). En
consecuencia K dim(N) < K dim(M).

II) Si

M\/N2M,/N2---2M/N2---

es una cadena de submédulos de M/N. Que por el Teorema de Correspondencia® esta
induce una cadena de submddulos

MIQMZQQngv

en M y como M tiene dimensién de Krull, entonces existe n € N tal que para todoi > n
se cumple que K dim(M;/M;;,) < K dim(M), y entonces por el Lema 2.1.4 se tiene
que K dim((M;/N)/(M;11/N)) < K dim(M). Asi que K dim(M/N) < K dim(M).
De I) y II) se concluye que N y M/N tienen dimensién de Krull y que
sup{K dim(N), K dim(M/N)} < dim(M).
2) Supongamos que M es un médulo, N es un submédulo de M y que N y M/N tiene dimensién
de Krull y denotemos por

v = sup{K dim(N), K dim(M/N)}.
Se demostrard por induccién transfinita sobre y, que M tiene dimensién de Krull y ademads

K dim(M) < y.

SVer [St], Theorem 5.4 pag 117 y Proposition 5.6 pag 121.
6Ver Teorema 3.1.3.
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Siy = —1, es inmediato que N y M/N son médulos triviales y asi M = {0}. De donde se
obtiene que M tiene dimensién de Krull y que K dim(M) = —1.
Para y = 0, pasa que N y M/N son médulos artinianos y asi M es un médulo artiniano.’
Entonces M tiene dimensién de Krull y K dim(M) < 0.
Supongamos que el enunciado es valido para todo ordinal 8 < 7, es decir si M es un médulo
y N es un submédulo tal que N y M/N tienen dimensién de Krull vy
sup{K dim(N),K dim(M/N)} = B < v, entonces M tiene dimensién de Krull y
K dim(M) < B.
Ahora tomemos M un mdédulo tal que contiene un submédulo N y
sup{K dim(N),K dim(M/N)} =,
y sea
MIQMZQ"'QMkQ“'

una cadena de submddulos de M. Esta cadena induce dos cadenas de submédulos

D MinN2MynN2---2MynN2D---,y

I (M +N)/N2(M, +N)/N2---2 (M +N)/N2---.
En N y M/N respectivamente. Por hipétesis N y M/N tienen dimensién de Krull menor o
igual a y, entonces existe n € N tal que para todo i > n,

K dim (—MmN ) <yyKdim (—((Mf+N)/N ) <y

M1 AN M4y + N)/N
Ahora notemos que
M;AN M;AN Mz + (M; A N) M; A (M, + N)
Mo AN Mo Mooy o (M; AN) Teorsint My, popsia My,
y
(M; + N)/N M;+ N M; + (M;\N) M;
(Miy1 + N)/N Teor 3.12 My +N M,-Jng[ My +N Teor 3.1.1 M;n (Mg +N)’
Asi

. (Min (Miz1 +N) . M;
= Kd — 2| ,Kd R S ——
B sup{ im ( My im A (Mi+1 +N) <y

P M; Min(Miy1+N) M;
Ahora nétese que | —— _— ~ —_—t
q My / My Teor 3.12 Min(Miy1+N)’

induccién K dim(M;/M;.1) < 7. Por lo tanto M tiene dimensién de Krull y K dim(M) < y.

entonces por hipétesis de

Asi de 1) y 2) se puede concluir que las dimensiones de Krull existen si en alguno de los existe y
ademds K dim(M) = sup{K dim(N),K dim(M/N)}. a

Proposicion 2.1.6. Si M es un modulo noetheriano, entonces M tiene dimension de Krull.

Demostracion. Supongamos que existe un médulo M noetheriano que no tiene dimensién de Krull y

F ={N <M | M/N no tiene K dim}.

F # &, pues 0 € F.Y como M es noetheriano existe, N submddulo de M que es maximo en
¥ .8 Entonces M /N no tiene dimensién de Krull, sin embargo, dada la maximalidad de N en ¥, todo
cociente propio de M/N tiene dimensién de Krull. Si consideremos el conjunto de los cocientes propios
de M/N, es decir

A={K/N<M/N|NxK<M}.

TVer Teorema 3.1.8.
8Ver Teorema 3.1.7.
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Siendo A un conjunto, existe un ordinal « tal que

K dim(M/K) = K dim((M/N)/(K/N)) < a para todo K/N € A.
Luego al aplicar la Observacién 2.1.3 se concluye que M/N debe tener dimensién de Krull, que con-
tradice la eleccién de N. Por lo tanto F es vacio y asi se sigue el resultado. g

En general no todo médulo con dimensidn de Krull es noehteriano como lo muestra el siguiente

Ejemplo 21.7. Z,e es un Z-médulo artiniano, luego entonces K dim(Z,=» ) = 0. Sin embargo Z,= no
es un Z-médulo noetheriano.

La siguiente seccién responderd la pregunta

(Cudndo en un anillo, que un médulo tenga dimensién de Krull implica que el
mobdulo es noetheriano?

§2.2 Anillos altos.

Definicion 22.1. Un médulo M es un médulo alto si contiene un submédulo N tal que N y M /N no
son noetherianos.

Nétese que un médulo alto debe ser un médulo no noetheriano.

Ejemplo 2.2.2. Sea R un anillo y M un R-médulo libre con una base numerable 8 = {m;} . Si

N = @ Rmy, entonces M/N ~ @ Rm;y asi M es un médulo alto.

(= T
Proposicion 22.3. Sean M un mddulo y N un submodulo de M tal que N es un modulo alto. Entonces
M es un médulo alto.

Demostracién. Como N es un modulo alto, entonces N contiene un submédulo K tal que K y N/K no
son noetherianos. Dado que N/K no es noetheriano y este dltimo es un submdédulo de M/K, entonces
M/K no es noetheriano. De donde se concluye que M es un médulo alto. g

Proposicion 2.2.4. Sean M un médulo y N un submddulo de M tal que M/N es un médulo alto.
Entonces M es un modulo alto.

Demostracién. Como M/N es alto, existe K/N un submddulo de M/N tal que K/N vy
(M/N)/(K/N) ~ M/K no son noetherianos. Evidentemente K es un médulo no noetheriano y asi M
es un modulo alto. 4

Definicion 22.5. Si M es un modulo izquierdo y A © M, se dice que A es un conjunto irredundante
de M, si B & A implica (B) & (A). Si un conjunto no es irredundante se dice que es redundante.

Ejemplo 22.6.

1) Si M es un médulo libre y 8 es una base de M, entonces 8 es un conjunto irredundante.
2) Si M es un médulo, todo submédulo de M es un conjunto redundante.

Proposicion 22.7. Sean R un anillo y M un médulo izquierdo. Entonces

1) Si A € M es un conjunto irredundante y B < A, entonces B es conjunto irredundante.

2) A S M es un conjunto redundante si'y solo si existe B < A tal que {(B) = (B — {b}) para
alginb € B.

3) Si{Ai}icn es una familia de subconjuntos irredundantes de M tales que A; S A; 1 para cada

i €N, entonces A = U A; es irredundante.
i=N
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Demostracion.

1) Sea A un conjunto irredundante de M y B < A. Si suponemos que B es un conjunto redun-
dante, entonces existe C & B tal que {C) = (B).Y si hacemos D = C u (A — B), entonces
D & By (A— B) = A, de donde

D) ={Cu(A=B))=(C)+{A—-B)=(B)+{A—B)=(BU (A—-B)) =<{A).

Lo que contradice el hecho de que A es un conjunto irredundante. Por lo tanto B es un
conjunto irredundante.
2) =) Supongamos que A S M es un conjunto redundante, entonces existe B & A tal que
{(B) =(A).Sia€ A — B, entonces

A=B) c “A-fahc).

A—{a}
Asi (A — {a}) = (A).
<) Sea B € A tal que existe b € By (B) = (B — {b}). Como
A—{b} = (B—{b}) U (4—B)).
entonces
A={b}) ={(B={p}) v (A=B)) =<B—{b})+<{A=B) =(BY+{A—B)=<Bu (A—B)) ={4).
De donde se concluye que A es un conjunto redundante.
3) Supongamos que A es un conjunto redundante, entonces existe B & A tal que (B) = {A).

Seaa € Atal que a ¢ B, como a € A existe m € N tal que a € A,,, y como a € (A) = (B),
entonces

n
a= Zr,-ami dondeneN, r; € R, a,, €A, paratodoi€ {l,...,n}.

i=1

Sik = sup{m,my,...,m,}, entonces a; € A, paratodo i € {1,...,n}, puede entonces con-
cluirse que (Ay — {a}) = (As). Hecho que contradice que A, es un conjunto irredundante.
Como consecuencia debe ser que A es un conjunto irredundante.

Proposicion 2.2.8. Sea M un modulo que contiene un conjunto infinito irredundante. Entonces M es
un modulo alto.

Demostracion. Sea A € M un subconjunto irredundante e infinito, entonces existen B, C C A infinitos
talesque A = BU Cy B~ C = @. Tomemos Ng = {B) y Nc = {C), se tiene entonces que Nz y Nc
son submédulos de M no noetherianos pues no son finitamente generados.” Y como M/Nj contiene
una copia isomorfa de N¢, debe ser que M /N es no noetheriano. Por lo tanto M es un médulo alto.

Definicion 22.9. Para un médulo M se definen los submddulos de M, H(M) y G(M) como
1) Si M es un modulo noetheriano, entonces
H(M) = G(M) = (0).

2) Si M no es un médulo noetheriano, entonces
) HM) = ({N < M | N no es noetheriano}.
) G(M) =({N < M| M/N es noetheriano}.

9Ver Teorema 3.1.7.
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Observacién 2.2.10. Si M es un médulo no noetheriano y N es un submédulo de M tal que M/N es
noetheriano, entonces N no es noetheriano' y en consecuencia
H(M) < G(M).
Por otro lado si N es un submédulo méximo de M, siendo que M/N es un médulo simple y por lo tanto
noetheriano, entonces
G(M) S Rad(M).
En particular si R es un V-anillo de la Proposicién 1.1.49 se tiene que Rad(M) = (0) para todo

médulo M y entonces H(M) = G(M) = J(M) = (0) para todo médulo en la categoria de R-médulos
izquierdos.

Proposicion 2.2.11. Si M es un médulo tal que G(M) = 0y N es un submddulo de M, entonces
G(N)=0.
Demostracién. Sea K un submddulo de M tal que M/K es noetheriano, entonces

N/(NnK)~ (N+K)/K<M/K.

De donde se puede observar que N/(N n K) es un médulo noetheriano.'®
Entonces

Gne () *&KaNec (] K=GM)=o.
K<M K<M
M/K noetheriano M/K noetheriano

Proposicion 22.12. Si M es un médulo, entonces G(M/G(M)) = (0).
Demostracién. Sea m € G(M/G(M)), entonces
me ﬂ{N/G(M) <M/G(M) | (M/G(M))/(N/G(M)) es noetheriano}.
Dado que (M/G(M))/(N/G(M)) ~ M/N, se tiene que
mc ﬂ{N < M | M/N es noetheriano} = G(M).

Por lo tanto in = 0, es decir G(M/G(M)) = (0). u

Corolario 2.2.13. Sean M un médulo y N un submédulo de M. Si K/N es un submédulo de M/N,
entonces G(K/N) = (0).

Proposicion 22.14. Sea M un mddulo tal que

1) M/G(M) es noetheriano, y
2) H(G(M)) & G(M).

Entonces M es un modulo alto.

Demostracién. Como H(G(M)) & G(M), entonces G(M) # (0) y en consecuencia M no es un
modulo noetheriano. Luego, dado que M/G (M) es un médulo noetheriano, debe suceder que G (M) no
es noetheriano, pues en caso contrario, del Teorema de Correspondencia'' se podria concluir que M es
noetheriano, contradiciendo que M es un médulo no noetheriano.

Ahora, como G(M) no es noetheriano y como por hipétesis H(G(M)) & G(M), existe
P & G(M) S M no noetheriano.

10ver Teorema 3.1.5.
"Ver Teorema 3.1.5
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Veamos que M /P es un médulo no noetheriano. Para ello supongamos por el contrario que M /P es
un médulo noetheriano, entonces por definicién de G(M) se deberia tener que G(M) < P contradi-
ciendo la eleccién de P. Por lo tanto P y M/P son médulos no noetherianos y asi M es un médulo
alto. 4

Corolario 2.2.15. Sean M un médulo y N un submédulo de M tales que H(G(M/N)) & G(M/N) y
G(M/N) es un médulo no noetheriano. Entonces M es un médulo alto.

Demostracién. Sea M = (M/N)/G(M/N).
1) Si M no es noetheriano, como por hipétesis G(M/N) no es noetheriano, entonces M/N es
alto y asi al aplicar la Proposicién 2.2.4 es posible concluir que M es un médulo alto.
2) Si M es noetheriano. Como por hipétesis H(G(M/N)) & G(M/N), de 1a Proposicién 2.2.14
se deduce que M/N es alto y asi una vez mds al aplicar la Proposicién 2.2.4 se concluye que
M es un moédulo alto. 4

Proposicion 22.16. Sea M un médulo que no es finitamente generado, tal que G(M/N) es noetheriano
para todo submddulo N de M que es finitamente generado. Si G(M) = 0, entonces M es un mddulo
alto.

Demostracion. Para demostrar este resultado se construird recursivamente, un subconjunto de M, que
serd irredundante e infinito.
Como G(M) = 0, existe a; € M — {0} y N; € M tal que a; ¢ N; y M/N, no noetheriano.
Ahora supongamos que existen ay, ...,a, € M — {0} y Ny,..., N, < M tales que
1) A, ={ai,...,a,} es un conjunto irredundante de M.
2) a; ¢ N;paratodoi€ {l,...,n}.
3) M/N; es un médulo noetheriano para cadai € {1,...,n}.
4) a;e N;jsii#j.

n
Sean N = (| N;el ={ay,...,a,). Si suponemos m = 7n en M/N, entonces m — n € N; para cada
i

=1
i € {l,...,n}, de donde se concluye que la asignacién

n

M/N L~ P(M/N)

i=1

i ([m]anys - - [M]ags, )

es un morfismo de médulos. Que ademds cumple que para ¢(m) = {0}, m € N; paratodoi € {1,...,n},
y asi m € N y por lo tanto ¢ es un monomorfismo de médulos. Ahora, como cada M/N; es un médulo
noetheriano, del Corolario 3.1.6 y del Teorema 3.1.5 se obtiene que M/N es un médulo noetheriano y
dado que N © N + I, se cumple que la asignacién dada por

M/N — % M/(N +1)
m —— [m]myv+n)s

es un epimorfismo de moédulos y asi por el Teorema 3.1.5 M/(N + I), es un médulo noetheriano.
Recordemos que M/(N+1) ~ (M/I)/((N+1)/I)"?, y como M/I no es un médulo finitamente generado
de los Teoremas 3.1.7 y 3.1.5 se concluye que (N + I)/I < M/I es un médulo no noetheriano. Como
por hipétesis G(M/I) es un médulo noetheriano, entonces existe @ € (N + I)/I y N,y1/I < M/I tales
queda ¢ Ny /1y (M/I)/(Nys1/I) =~ M/N;4; es un médulo noetheriano. Ahora, como a € (N + I)/I,

12ver Teorema 3.1.5.
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a = ay4y + rpara algin a,.; € Ny r € I, tomemos entonces A, = {ai,...,qy, any1} y los
submédulos Ny,...,N,, N,y de M, y veamos que éstos conjuntos cumplen las condiciones 1) a 4)

dadas anteriormente.

2) Como a € (N + I)/I, entonces a,y; ¢ N,.;. Asi se concluye que a; ¢ N; para todo
ie{l,...,n,n+ 1}

3) Siendo que se eligié N, tal que M/N,, es noetheriano, entonces M/N; es noetheriano
paratodoi€ {l,...,n,n+ 1}.

4) Dadode I © N, , entonces a; € N, parai = 1,...,n. Y siedo que a,+; € N, entonces
Gnq1 € Njparacadai = 1,...,n. Es decir ¢; € N; siempre que i # j.

1) Supongamos que A, es un subconjunto redundante, entonces por la Proposicién 2.2.7 en
su inciso (2), existe B S A, tal que en B existe un elemento a;, con la propiedad de que
<B—{a;,} >=<B>.Y asi

aj, = Z donde rj € R para todo j,
ajEBf{u,-U}
y dado que a; € Nj, para todo j # iy, entonces a;, € Nj,, que contradice el inciso 2) del

argumento que se lleva ahora a cabo. Por lo tanto A, es un subconjunto irredundante de
M.

Luego, si hacemos A = | J A;, por la Proposicién 2.2.7 inciso 3), se cumple que A es una subconjunto
ieN

de M infinito e irredundante, luego al aplicar la Proposicién 2.2.8 se obtiene que M es un médulo

alto. g

Definicion 2.2.17. Un anillo R, es un anillo alto izquierdo, si todo modulo no noetheriano es un
modulo alto. Los conceptos de anillo alto derecho y anillo alto se definen de forma habitual.

Lema 22.18. SiR es un anillo alto y M es un modulo artiniano, entonces M es un modulo noetheriano.

Demostracién. Supongamos por el contrario que M no es un médulo noetheriano, entonces existe
M, £ M tal que M, es un médulo no noetheriano y como R es un anillo alto, existe M, < M, tal que
M, es un médulo no noetheriano. Y asi recursivamente se puede construir una sucesion descendente de
submoédulos de M

MM, 2M32 -

Contradiciendo el hecho de que M es un médulo artiniano. Por lo tanto M es un médulo noetheriano. g

Teorema 22.19. Para un anillo R, son equivalentes:
1) R es un anillo alto.
2) Todo médulo con dimension de Krull es noetheriano.
3) Todo modulo no noetheriano contiene un subméodulo propio no noetheriano.

Demostracién.
1 = 2 La demostracion se hard por induccién transfinita sobre @, donde @ = K dim(M) y M es un
mddulo.
Para @ = —1, como M = (0) el resultado se obtiene trivialmente.

Si @ = 0, entonces M es un médulo artiniano y como R es un anillo alto, del Lema 2.2.18 se
obtiene que M es un médulo noetheriano.
Como hipétesis de induccién supongamos que para todo ordinal S < @'y M un médulo tal
que K dim(M) = B se tiene que M es un médulo noetheriano.

Ahora vamos a proceder por contradiccion, es decir supongamos que existe un médulo
M tal que K dim(M) = a 'y M no es noetheriano.



1=3
3=>1
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Como R es un anillo alto, es posible construir, como en la demostracién de Lema 2.2.18, una
sucesion de submoédulos de M

MOQMIQ"'QMkQ"'

tal que M;/M;;; no es noetheriano y asi, por la hipétesis de induccion, se tiene que
K dim(M;/M;4,) = . Lo que contradice la hipétesis de que K dim(M) = a. Por lo tanto
M es noetheriano.
Es suficiente demostrar que si M es un mddulo con la propiedad de que para todo submédulo
N se tiene que N o M/N es un médulo noetheriano, entonces M es noetheriano. Supongamos
entonces que M es un médulo con dicha propiedad, siendo M un conjunto y tomando en
cuneta la Proposicién 2.1.6, es posible encontrar ordinales

1) @ = sup{K dim(N) | N < M y N es noetheriano},

2) B = sup{K dim(M/N) | N < My N/M es noetheriano}, y

3) ¥ = sup{a. ).
Ahora tomemos

Mi2M,2---2M,2---

una cadena descendente de submdédulos de M.

Si existe i, € N tal que M;  es noetheriano, entonces M; es un médulo noetheriano'® para
todo j > i, y asi por la Proposicién 2.1.5 para todo j > i, la dimensién de Krull de N;
existe, y ademds pasa que la dimensién de M;/M; ., existe y

S M;

Kdlm(MJ/MJH) Pmp§2.|45 Kdlm(M,) u $M0 Kdlm(M,O) $ a $ Y-

Ahora, si M; es un médulo no noetheriano para todo i € N, entonces para todo i € N
debe suceder que M/M; . es un médulo noetheriano. Y como M;/M;y S M/M;,, de la
Proposicién 2.1.5 se tiene entonces que

K dim(M; 4 /M;) < K dim(M/M;) <B < .

Asi es posible concluir de la Observacion 2.1.3 que M tiene dimensién de Krull. Ademas
se tiene que K dim(M) < v, entonces como consecuencia de la hipétesis M es un médulo
noetheriano.

Es inmediato de la definicién de anillo alto (2.2.17).

Se debe demostrar que todo médulo no noetheriano es un médulo alto. Entonces supongamos
que M es un médulo no noetheriano. Vamos a considerar varios casos

1) Si M/G(M) es noetheriano, siendo que M es no noetheriano, entonces G(M) # (0) y
no noetheriano y como consecuencia de la hipétesis H(G(M)) & G(M). Luego por la
Proposicién 2.2.14 se concluye que M es un médulo alto.

2) Si M/G(M) no es noetheriano, entonces existe N/G(M) submédulo de M/G(M) que
no es finitamente generado. En virtud del la Proposicion 2.2.3 es suficiente demostrar
que N/G(M) es un médulo alto para concluir que M/G(M) es un médulo alto, y asi al
aplicar la Proposicion 2.2.4 concluir que M es un médulo alto.

I) Si N/G(M) contiene un submédulo K/G(M) tal que G [(N/G(M))/(K/G(M))]
no es noetheriano, por hipétesis

H(G[(N/G(M))/(K/G(M))]) & G [(N/G(M))/(K/G(M))],
y asi del Corolario 2.2.15, N/G(M) es un médulo alto.

13Ver Teorema 3.1.5
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II) Si por el contrario, para todo submédulo K/G(M) de N/G(M) pasa que
G[(N/G(M))/(K/G(M))] es noetheriano, en particular pasa esto para los sub-
modulos finitamente generados de N/G(M). Ademds del Corolario 2.2.13
G(N/G(M)) = (0), asi contamos con las hipétesis de la Proposicién 2.2.16 y
es posible concluir que N/G(M) es un médulo alto. 4

Corolario 2.2.20. Sean R un anillo alto y M un mddulo tal que todo submodulo propio de M es un
mddulo noetheriano. Entonces M es un médulo noetheriano.

Demostraciéon. Como Todo submddulo propio de M es noetheriano, entonces todo submédulo propio
de M tiene dimensién de Krull. Luego por la Observacién 2.1.3, M es un médulo con dimension de
Krull y al ser R un anillo alto, M es un médulo noetheriano. g

Corolario 22.21. Si R es un anillo alto y M es un mddulo artiniano, entonces M es un moédulo noethe-
riano.

Demostracién. como M es un médulo artiniano, entonces M tiene dimensién de Krull y entonces M
es un moédulo noetheriano. 5

Corolario 22.22. Si R es un anillo mdx, entonces R es un anillo alto.

Demostracion. Sea M un médulo no noetheriano, como R es un anillo méx, M tiene un submddulo
méximo N que debe ser no noetheriano, pues en caso contrario, siendo que M/N simple, M/N es
noetheriano y en consecuencia M serfa noetheriano.'* 4

Proposicion 22.23. Si R es un anillo, entonces el anillo de polinomios R[x] no es un anillo alto.

Demostracién. Sean M un ideal izquierdo mdximo de R, S = R/M el médulo cociente simple, 7 :
R — R/M la proyeccién natural y u = n(1). Paracadaie N,seaS; =S y

%
T=@@S..
i=0
Ahora tomemos u; = (t;) € T, donde t; = Osi j # iyt; = usij =i, se verifica que {u;};°, es un
subconjunto generador e independiente de T'. Si definimos para x € R[x] y A€ R
xu;p =0, xuipy =u; y xAu; = Axu; paratodoi € N.

Dado que {u;};2, es un conjunto generador de T, queda bien definida la accién de elementos de R[x]
sobre elementos de 7'y asi 7' es un R[x]-médulo, que no es finitamente generado y en consecuencia no
es un médulo noetheriano. Ahora por como estd definida la accion de R[x] sobre T se verifica que todo
submédulo propio de T es noetheriano y entonces por el Corolario 2.2.20 es posible concluir que R|[x]
no es un anillo alto. 4

Corolario 22.24. Si R es un anillo, entonces el anillo de polinomios R[x] no es un anillo mdx.

14Ver Teorema 3.1.5
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Apéndice

En esta seccidn se presentan una serie de resultados, sin demostracion. Estos son usados ampliamente
en las demostraciones de trabajo que se ha presentado, se da la referencia exacta de donde se puede
encontrar una demostracion de cada uno de ellos.

Teorema 3.1.1. '[(Segundo Teorema de Isomorfismo)] Si es M un médulo y N y K son submddulos de
M, entonces (H + K)/K ~ H/(H n K).

Teorema 3.1.2. '[(Tercer Teorema de Isomorfismo)] Si M es un méduloy Ny K son submédulos de M
tal que K < N, entonces M/N ~ (M/K)/(N/K).

Teorema 3.1.3. %[(Teorema de Correspondencia)] Sean M y N médulos y ¢ : M — N un epimorfismo
con niicleo K. Si L(M/K) y L(N) denotan las reticulas de submddulos de M/K y N respectivamente,
entonces las asignaciones

L(M/K) —— L(N)

L————¢(L)

L(N) — %> L(M/K)

L———=¢ (L)

son isomorfismos de reticulas. Ademds § o @ = Idyyxyy @ 0 @ = Idyy).

Proposicion 3.1.4. ° Sean M un médulo y K y L submédulos de M. Si K < L, entonces
Ln(K+N)=K+ (LnN).

Teorema 3.1.5. * Sean M un médulo y N un submédulo de M. Entonces M es un médulo noetheriano
si 'y sélo si Ny M/N son médulos noetherianos.

n
Corolario 3.1.6. ° Sin € Ny {N;}'_ es una coleccion de médulos noetherianos, entonces @ N; es un
i=1
mddulo noetheriano.

Ver [AF] 3.7 Corollary [The Isomorphism Theorems] pag. 46.
2Ver [AF] 3.8 Corollary pag. 46.

3Ver [Be] Theorem 2.1.12 pég. 75.

HVer [Ka] 6.1.2 Theorem II pdg. 147.

SVer [Ka] 6.1.3 Corollary pag. 150.
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Teorema 3.1.7. © Sean R un anillo y M un médulo. Son equivalentes para M
1) M es un médulo noetheriano.
2) Toda familia no vacia de submodulos de M posee un elemento mdximo.
3) Toda cadena ascendente de submodulos de M es finita.
4) Todo submddulo de M es finitamente generado.

Teorema 3.1.8. 7 Sean M un médulo y N un submédulo de M. Entonces M es un médulo artiniano siy
s6lo si Ny M/N son médulos artinianos.

OVer [SaP] Capitulo Teorema 1 pag 55.
TVer [Ka] 6.1.2 Theorem I pag. 147.



O N Z2iIng ™

Tabla de notaciones

Tabla de notaciones

Pertenecer.
Conjunto vacio.
contencion.
Contencién propia.

conjunto de lo nimeros primos positivos

Conjunto de lo nimeros naturales
Conjunto de lo nimeros enteros
Conjunto de lo nimeros racionales
La clase de los ordinales
N es submddulo de M

Submddulo izquierdo generado por X.
Radical de Jacobson del médulo M.

Soclo de M.
Radical de Jacobson del anillo R.
M es isomorfos a N
Suma directa
clase de ren R/I
por definicién
Infimo de dos submédulos
Maiximo de dos submddulos
clase de men M/IM
Longitud de Loewy
Anulador de M.
Longitud Dual de Loewy
Cardinalidad del conjunto A
Capsula inyectiva del médulo M
N es submddulo propio de M

Pag.
Pég.

z

Pég.
Pag.
Pég.
Pég.

Pég.

z

Pég.

Pég.
Pég.
Pég.

z

Pég.
Pég.
Pag.
Pég.

Pag.
Pég.

“Tesina” — 2011/1/5 — 15:13 — page 31 — #35

AN W W= ===

31



“Tesina” — 2011/1/5 — 15:13 — page 32 — #36



“Tesina” — 2011/1/5 — 15:13 — page 33 — #37 EF

Bibliografia

[AF] Anderson F. W. and Fuller K. R., Rings and categories of modules, Springer-Verlag New York

2nd ed. 1992.

[AM] Atiyah M. F. and Macdonald I. G., Introduction to commutative algebra, Addison-Wesley Pub-
lishing Company, Inc 1969.

[BaR] Baer R., Abelian Groups that are direct summands of every containing abelian group, Bull.
Amer. Math. Soc., No. 46, 1940, 800-806.

[BaH] Bass H., Finitistic Dimension and a Homological Generalization of Semi-Primary Rings, Trans-
actions of the Amer. Math. Soc., Vol 95 No. 3, Jun. 1960, 466-488.

[Be] Beachy J. A, Introductory lectures on rings and modules, United Kingdom at the University Press,
London Mathematical Society Student Texts 47, 1999.

[BG] Boyle A. K. and Goodearl K. R., Rings over which certain modules are injective, Pacific J. Math.
58 1975, 43-53. 1992.

[Fa] Faith C., Algebra: Rings, Modules and Categories I, Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York

[Ful] Fuchs L., Infinite Abelian Groups Vol. 1, Academic Press New York-San Frencisco-London

[Fu2] Fuchs L., Infinite Abelian Groups Vol. 2, Academic Press New York-San Frencisco-London

[GR] Gordon R. and Robson J. C., Krull dimension, Mem. Amer. Math. Soc., No. 133, 1973.

[Hal] Hamser R. M., Commutative, noetherian rings over which every module has a maximal submod-
ule, Proceedings of the Amer. Math. Soc., Vol. 17 No. 6, Dec. 1966 pp. 1471-1472.

[Ha2] Hamser R. M., Commutative rings over which every module has a maximal submodule, Pro-
ceedings of the Amer. Math. Soc., Vol. 18 1967 pp. 1133-1137.

[He] Herstein 1. N., Noncommutative rings, The carus mathematical monographs, The mathematical
association of america, 1968.

[Ka] Kasch, Modules and Rings, Acadecmic Press A Atranslation of Moduln und Ringe, London 1982.

[Ne] Von Neumann J., On regular Rings, Proc Natl Acad Sci U S A. 1936 Vol 22 707-713.

[Pa] Passman D. S., A course in ring theory, American Methematical Society Chelsea Publishing 1991.

[PG] R. Rentschler and P. Gabriel, Sur la dimension des anneaux et ensembles ordonnés, C. R. Acad.
Sci. Paris Sér. A-B 265 (1967), A712-A715. MR 37 #243.

[Ro] Rotman J. J., An introduction to the theory of groups, Springer-Verlag Fourth Edition 1995.

33



“Tesina” — 2011/1/5 — 15:13 — page 34 — #38 EF

34

[RZ] Rosenberg A. and Zelinsky D., Finitess of the inyective hull, Math. A. 70 (1959), 372-380.
[Sa] Sarath B., Krull dimension and noetheriannes, Illinois J. Math. 20 1976 329-335.

[SaP] Samuel P., Teoria algebraica de los numeros, Ediciones Omega S. A. Barcelona 1972.
[St] Stewart I., Algebraic Number Theory, Chapman and Hall London-New York, 1979.

[Tu] Tuganbaev A. A., Rings whose nonzero modules have maximal submodule, Journal of Mathemat-
ical Sciences, Vol 109, No. 3 2002 1589-1640.

[Va] Vazquez V. R., Anillos semiartinianos con factores de Loewy no singulares, Tesis, Facultad de
Ciencias UNAM 2009

[Yo] Yousif, V-mddules whit Krull dimension, Bull. Austral. Math. Soc. Vol. 37 1988 237-240



“Tesina” — 2011/1/5 — 15:13 — page 35 — #39

Indice alfabético

Anillo
alto, 26
de Bass, 4
de Hamser, 4
max, 4
perfecto, 3
regular, 10
semiartiniano, 5
v, 10
Anulador, 7

Dimension de Krull, 19

Ideal
T-nilpotente, 3
Irredundante, 22

Longitud
de Loewy, 6
dual de Loewy, 10

Médulo
alto, 22
divisible, 2
maéx, 9
semiartiniano, 7

Redundante, 22

Teorema
de correspondencia, 29
Primer ... de isomorfismo, 29
Segundo ... de isomorfismo, 29



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Anillos max
	Capítulo 2. Anillos máx y Anillos Altos
	Apéndice
	Tabla de Notaciones
	Bibliografía
	Indice Alfabético

