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Resumen 

En este proyecto de investigación se aborda el problema especia l del agente viajero ó The 
Travelling Salesman Problem como lo conocen a nivel mundial (TSP) en su versión 
simétr il;;o y euclideano . El cual el problema general puede ser enunciado como: "Dado un 
número finito de ciudades, asl como el costo asociado de viajar entre cada par de ellas, 
encontrar el camino con menor costo asociado, de maneTa tal que se visiten todas las 
ciudades una sola vez y se regteSfJ a la ciudad de origen" 

En este caso especial el problema del agente viajero euclideano (PAVE) las distancias 
están representadas por la distancia euclideana entre dos puntos y las ciudades son 
puntos con ubicación en las coordenadas x e y. 

Aun cuando el PAVE resulta muy intuitivo y fácil de comprender, encontrnr la solución 
óptima puede ser una tarea imprncticable y en muchos casos imposibles de obtener. Asi , 
el problema a resolver en este proyecto de investigación consiste en dar respuesta al 
problema del agente viajero eucl ideano , es decir, encontrar un circuito hamiltoniano 
mínimo, en un tiempo razonablemente bueno, ademas de que la cal idad de la 
solución quede dentro de los estándares aceptados, tomando a las técnicas heurlsticas 
parn este cometido. 

Es un problema de optimización combinatoria cuya caracterlstica es que su espacio de 
soluciones (vecindad) crece de manera exponencial conforme se agrega ciudades al 
problema . En la década de los SO's y 70's se procura encontrar la solución óptima 
mediante técnicas de programación lineal y en especial de programación entera, sin 
embargo el tiempo de solución puede ser una tarea infactible. Por lo que a mediados de 
los 70"s y SO"s se opta por encontrar una solución de buena calidad a través de las 

técnicas heurlsticas, sin garantizar el óptimo global a cambio de respuestas casi 
inmediatas. 

Una de las lécnicas que resulta ser de las mas eficientes es la técnica 2-Opt, catalogada 
dentro de las técnicas heurlsticas de busqueda local o llamada también técnica de mejora. 

En este sentido, la técn ica de solución heurlstica que se propone es el algoritmo 2"Opt, y 
para hacerlo mas eficiente se incluyen elementos de la geometrla computacional como la 
identificación de pares de aristas que se intersecan, a través del paradigma de barrido de 

plano y fuerza bruta para disminuir la vecindad construyendo una la lista candidata (que 
es de gran importancia), que contiene pares de aristas que se intersecan. 

La metodologla propuesta se compara con un conjunto de siete técnicas quienes también 
han modificado a la técnica 2--Opl. , logrando encontrar una metodologla híbrida que 
encuentra una buena solución en un tiempo que resulta ser el mejor dentro de este 
conjunto de técnicas. 



 

Abslrael 

This researeh project addresses tne special problem of Travelling Salesman Problem as iI 
is known globally {TSP} in rts symmelric version and Euelidean R2 . The whieh!he general 
problem can be staled as: "Given a fin ile of crties, as well as tne cosl associaled lo lravel 
belween eacn pair of Ihem, find Iheir way wilh lower associaled cosl , so is visiling 0111 caíes 
only once and rerurn lo Ihe eity of origin°, In Ihis particular case Ihe Euclidean Travelling 

Salesman problem R2 (ETSP) distancBS are represenled by Ihe euclidean norm belween 
two painls and Ihe emes are Jocaled in Ihe eoordinales x and y . 

Even though the ETSP is very intuitive aOO easy to understand, to find tne oplimal solution 
can be a lask impractieal and in many cases impassible to obtain, The problem 10 be 

solved in Ihis research project iS lo give answer lo tne problem of Ihe agenl traveller 
Euclidean R2 , in other words, find a minimal Hamiltonian circuit, in a time reasonably well, 
thal the quality of the solution to be within aceepted standards, taking a heuristie 
lechnique$ for Ihi$ purpase_ 

Combinatorics whose characteristic is tnat their space of solutions (neighbourhood) grows 
expanentially as adds eities lo tne problem is an optimizabon problem_ In the late 70's and 

the 60 's seeks lo find !he optimal solution using linear programming and inleger 

programming in particular techniques, however Ihe time of solution can be an infactible 
task, So in the middle of Ihe 70's and SO's you cnoose to find a solution of good qualily 

through technical heuristics, wlthoul guaranteeing Ihe global optimum for almost 
immediale response_ One of!he Ie<:hniques !hal turns oul lo be Ihe mosl efficient is Ihe 
lechnical 2-0pl, catalogued in local search lechniques , In Ihis sense , Ihe lechnique of 

heuristic solution propased is 2-0pt algorithm , and to make it more efficient included 
elemenls of compulalional geometry as Ihe idenlificalion of pairs of edges !ha! inlersect 
Ihrough Ihe paradigm of clearance level and brute force lo diminish Ihe neighbourhood 
built a lisl candidale (which is very imporlanl)eonlaining pairs of edges Ihal interseel. The 
propased melhodology compared lo a sel of seven lechniques who have also changed lo 
Ihe !echnical 2-0pl" managing lo find a melhodology hybrid Ihal it is a good solution in a 
l ime tnal lurns out lo be Ihe besl in this set of leehniques 
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Capitulo 1: Marco seneral de la invest isaeión 

APLICACIÓN DI:: LA GI::Ol\UrTRIA COl\ II'U'I'AClONAL A LOS ALGORITMOS 
DE DÚSQUEI>A LOCAL PARA MEJORAR LA SOLUCi ÓN DEL PROBLEMA 

DEL AGENTE VIAJERO EUCLJI)EANO SIMÉTRICO 

ESlher Segura Pire; 

Secr~taria de r oslgrado e In"estigación, Facullad de Ingeniería , UNA~1. 2011. 

1.1 In troducrión 

El análisis de l estado del arte, el planteamienlo del problema, la metodología propuesta, asi 

corno los objctivos de cste proye<:to de inwstigación se plrultean a lo largo de l primer 

capitulo, La dcscripción, taxonomía, vari:Ulles e hisloria dd problema dd agente viajero 

general se detallan en el capitulo 2 y la descripción del problema de l agente viajero 

euclidiano se descríbe en el cap itulo 3 en dond~ se destacan las propi~dades na turales del 
problema ad~más que IUI c ircu ito libre de CIl.I C\.'S, es un tour con una mejor cal idad que CQn 

a lguno que si tenga, cn el capítulo 4 se destacan los elcmenlos de la geometría 

computacional corno la estmetura de casco eOll\'exo y el paradigma del barrido de plano 

que pCTIllitcn mejoras substanciak's tanto cn tiempo y calid.1d de solución, de las t~t'Tli e as 

heurísticas, !'or ílltimo en el capitulo 5 se describe la metodología propuesta y los 
resu!t¡¡dos obtenidos, y se plantean finalmente en otro apartado las eonelusiolH::s, alcances y 

limitaciones, 

Además se incluye un anexo, ~n el qLl~ se detalla e l ejecutable progran13do en Visual 
13asie6, 

Planear un viaje de una ciud.1d a otra, o de un pais a otro, realiza r recorridos \'isitando 

pucblos es ulla de las actividades (I ne se ha venido dcsempeihmdo desde siempre, y estas a 
su vez han sido s iempre acompanadas de limitantcs dc recursos, ya sea de tiempo o dincro, 

En el caso del problema del Agente Viajero (I' AV) O The Tmvelling Sales.mm I'roblcm 

como lo conocen a niwl mundial (TS l') puede ser enunciado como: "Dado un número 

ftnilO de ciudades, osi como el COSIO asociado de viajar emre cada JX1r de ellas, encamrar 

el camino con menor casIo asociado, de manera 111/ que se "isilen lodos las ciudades una 

solo re;)' se regrese a lo ciudad de origen", 

En donde d problc-ma w nsisle en l'ncont nlr l'I cin:uito de Illl'nOr longitud con la 
timolidad de " plimi1,a r re<:ur>;os. Es un problema que es faeil de enunci ar pero muy dificil 

de resolver, son dos caracterí sti cas que tienen los problemas de opt imización com binatoria, 

En el caso particular de eslC proy~cto, se tratará con el Problema del Agente Viaj .:-ro 

Simétrico (PAVES) el cua l, ti ene como característica que los costos de viajar de la ciudad 
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Cij, representa el mismo costo que vi¡Yar de la ciudad Cji. Este es un caso particular del 
P AV Asimétrico [1]. 

Figura 1.1 El proolema del AgEnte ViaJé1'o 

Alrededor del año de 1850 dos matemáticos británicos William Rowan Hamilton, y 

Thomas Penyngton Kirkman trataron este problema desde un punto de vista gráfico, 
originado en un juego inventado por Hamilton. Trataba sobre un viaje alrededor del mundo, 

el cual se representaba en fonna simplificada por un dodecaedro (poliedro de 12 caras 
pentagonales con 20 vértices), y se requería que se pasara una sola vez por cada vértice o 

ciudad, usando solamente las caras del dodecaedro y se regresara al punto inicial. 

Sin embargo en 1832 se imprimió un libro en Alemania titulado "Der 

handlungsreisende,wie er sein soll und was er zu thun hat,um Aufi1riige ZlI erhalten und 

eines glücklichen Erfols in seinen Geschaften gewiss zu sein. Von einem alten 
Commisvoyageur" (The traveling salesman problem, how he should do to get Commissions 

and to be successful in his business. By a veternn traveling salesman ". "Que debe hacer el 

agente de viajes para obtener comisiones y ser exitoso en su negocio, escrito por un 
veterano agente de ventas veterano" [1]. Aunque el libro trata de otros problemas, en el 

último capítulo hace énfasis en la esencia del problema del agente viajero, encontrar un 
camino corto dentro de varias opciones y no visitar las ciudades más de una vez. 

y no fue hasta 1920 cuando el matemático y economista Karl Menger lo dejara entrever y 

lo publicara entre sus colegas en Viena, como el problema del mensajero. En 1930, el 
problema reapareció en los círculos matemáticos de Princeton y hasta 1931-1932 aparece 
propiamente como ''traveling salesman problem". En 1940, ya había sido estudiado por los 

estadistas Mahalanobis (1940), Jessen (1942), Gosh (1948), Marks (1948) y el matemático 
Merill Flood lo popularizó entre sus colegas en la corporación RAND [1]. Eventualmente 

el PAV iba ganando notoriedad como un problema prototipo de problemas dificiles en 
optimización combinatoria 
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Hoy en día, el PAV, sus variames y casos especiales como el PAVE. son problemas 

promincllles en OplÍmización Combinatoria (OC) y sirven de inspi ración paTa implcm.:mar 

Ilucvas cstralegias de solución en el c'lmpo dc las técnicas heuristicas. 

1.3 Análisis del esl'ldo del A rte 

Debido a la gran complejidad que conlleva rcsol\"t'r este problema, conocido dentro del 

campo de ciencias de la computación como un problema NP-Complclo, Kalp [1431 Y aún d 
PAVE, siendo un problema NP·Di ficil demostrado por PapadimitriOll en 1977 fl44], se 

h'lIl abordado diversas rQmlas de resolver este problema. Por un lado tenemos las lécnicas 

de sol ución uacía como ruer.la bmta o técnicas rdinadas de emuneración como las 

técnicas de mmifielleión )' ,¡cotamiclllo. plllnos de rortc o bien progmnmclóll dimlmica. 

Estas técnicas nos orrecen una solución óplima al problema aunque el tiempo cn cómputo 

no es lan eficknte. Ya que si ronnamos lodas las INsib1es combinaciones de 10urs, cn esle 

caso (n-I)! , donde n!=n(n-I )(n-2)(n-J) .... (2)(1) y calculamos la distancia total para cada 

lour, eligiendo aquel que lenga la mínima distancia tOlal , en este caso cl problema ha 

qlle<i~do lotalmente resucito porque i."Slamos exhibiendo todos los lours posibles. El licm]>O 

de ejecución de este algoritmo es a grosso modo r(n)=(n)! .Esta runción programada en una 

compuladora nos da un costo e"'."poncncial. s in embargo. puede surrir modificaciones de lal 

manera que se reduzca e l tiempo. pero. sigue prevaleciendo la dificullad ell la cxpl ()$ión 

combinaloria. Por ejemplo, si el problema CQnsidcra la ciudad de la cual pmtir la fllIlción se 

expro:sari¡¡ como r(n )~ (n-I)!, y s i se considera el PAVE simélrico entonces se obtiene !(nr­

«n-I)I2)! Se dice que si una compuladora que pudiera ser programada para examinar 

so luciones a razón de un billón de soluciones por segundo; la computadora ternlinaria su 
tar~a. paTa n = 25 ciudades (que es un probl~ma pequeno para muchos casos prácticos) en 

a lr~"(]edor de 19,674 anos [17j. 

Este hecho rundamental se refleja ~n los tiempos de ejeeuciólI de los algoritlllos propuestos 

hasta hoy cn dia. ya que reqnieren de un tiempo de computadora exponencial en el número 

n de ciudades para resolwr cl PAV de manera óplima. 

Para salv"," ~Sla dificultad compulacional hay dos fornla.'l de Tt"Sol\'cr1a: 

a ) Usando técnicas refinadas tales com o ramificación y acotamiento o program~ción 
dinámica quc reducen dr:isticamente el efect o que se da en enumeración exhaustiva. 

Tales técnicas refinad,1s t:numerativas son buenas para encontrar una solución 

óptima, pero en e l peor dll los C¡lSOS si se tiene un problema muy grande pueden 

requerir un número c.~poncncial de cálculO!; que se haC~"11 prohibilivamentc grandes. 

b) Empleando m,!lod06 de solución aproximados pero mpidos (en tiempo polinomial e 

incluso lineales). quc pueden lograr soluciones Sllbóplimas {lile estén 

accptablcl1lcnle ccrc:Ulas a la óptima. 
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1.3.1 T«nic:l~ de solución exa('las 

En curullo a la primer o¡x-ión en 1960 Ikl1man, [145[, [68 [, [146[, Y [1471. utilizan la 
programación dinámica obt~niendo un tiempo O(n1'1'). En [1481 proponen dos algoritmos 

qne encu"ntranla solución óptima al I'AVE en un liempo O(klkn) y O(2"k;n) utili zando 

esta misma herramienta. 

Parn el año de 1963 ya habían salido a la luz artkulos muy importantes en re lación a la 

técnica rnmilicación y acotamiento. y la programación lineal , como el elaborndo por [71 [. 
Y [72[ en los cuales Linle y i\ lurty acuikn d nombre de bnmcll-fl l/{f-bQlfll¡f ( ramificac ión 

y acotamiento). Hubo ~'l especial en el año de 1967 una proliferación importante de 
doclU,wnt <".l!S re lac ionados que Se ocupan principalmcnte de resol"er al PA V de manera 

exact" a través de la programaci6n lineal. Por ejemplo [79[, [80J, [81 1 Y [82[, [83 [ Y [S4[, 

[85J. [86[ Y [87J. 

En esp<!C ial el método de riUnilicaeión y acotiUniento ha rtSnltado ser una de las lécnieas 
exaClas d.:: mayor uso para resol\".::r problemas de optimización discrc\a . Su atractivo rad ica 

en la habilidad de eliminar implíciliUllente grupos grandes de soluciones polenciales sin 

.::valuarlos cxplicÍlamenle. A semejanza de la programación d i11iimica. la técnica de 
ramilicación y acotamiento es una estrategia, y C()mo tal S" debe combinar C()n la estruc tura 

de problema cs["'c ifiC() que se desea resolver. para así ronnar lUl algoritmo de ~olución 

adecuado. E"isten propucslas de ··ramificaciÓn y :teotamiento" como la de (6) y [7[. 

Sin embargo, tales técnicas cnumcrnti\'as son buenas para encontrar una solución ópl ima. 

pero en d peor de los casos si se tiene un problema muy grande pueden requerir un número 

e"ponencial de cálculos que se hacen prohibiti\'amcnte grandC'S. tal como lo mues tra [881. 

En [9 ' [ proponen hibridar técnicas cxactas con algunas tecnicas hcurísticas C() mo 2·0pt. 
Los autúw¡ menciúnan Súbr~ la gran efectividad qUe liene la relajación íkl pr-oblcma de 

asignac ión y proponen la relajac ión util izando la técn ica 2-0pl para problemas s i mélrieos y 
pnleban ~lL idea en problemas "uelidianos teniendo 20 nodos. En [971 describen un mctodo 

muy práctico para cnC()ntrar soluciones al PAJI geométrico. Este método in,'o lucra la 

relajación del problcma de asignación. inserción de nodos. la técnica 2-0pl y una nltina de 

mejora regiona l (donde las personas identifican una región con sus touTS aClnal"s que caen 

cn nn snbóptimo y cmonces se llama a la subnllina para optimizar la región y el tour 

completo). 

Ya en los años dc 1992 hasta 1995, sc dcsarro l1rultrabajos [1 3' J, 1\361. [\371.[1381. [139 [. 
[140[, [141] '1 [1421, destacando la técnica de ramificación y acotamiento como técnica de 

solución a problemas de gran escala junto con la técnica de planos de cort", utilizando 

distint<".l!S procesadores. 
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Se utilizan cstO$ algonullOs para resolver instancias de la TSI'LIIJ I\VWW 11, propuesta JNr 
Reinell en 1991 . Este conjunto de III instancias son de dominio público y se milizan para 
prob.1r algoritmos propuestos y comparar su diciencia, ya que cucntan con la solución 
óptima. Este conjunlo dc instancias esta confornmdo por problemas del agenle viajcro 
simétrico y asimétrico, así corno por problemas muy relac ionados como el problema del 
circui lo hamillonimlO. el problema de ordenamienlo secuencial y el problema de l mtco de 
vehículos. Las instancias simctricas cucnlan con distancias cuclidcanas, y alglulas dc ellas 
con distancias ~.,¡pec iales del laboratorio de investigación A TI, <."Q1l10 las instancias a1l48 y 
au532. la!; instancias con distancias euclidelmas están conforn,adas por un conjunto de 81 
y varian desde 48 hasta 16.000 ciudades. 

IXI ailo 2000 a la fecha se han resuelto de mancra cxacta muchas de las instnncias que 
fornJan parte dc la TSPLIB, utilizando variantes de las técnicas de ramificación y 
acotamiento y planos de corte en conjunto con técnicas heurísticas. dc stacándo~e el gmpo 
de Cook, Chv,it,tl, Padbcrg y Rinald i. 
1...1 úllima de las instancias r~""Suella cuenta t"Qn 85,900 ciudades, se resolvió entre febrero dc 

2005 y abril de 2006 utilil.:l.ndo la técnica de planos de corte para su solución 
implementados en el software Concorde TSP s.:./""r y 136 "ñO!! dO' u~" de una 
computadQT"iI para encontrar su solución. En la pagina siguiente se pueden encontrar todos 
los d~talles de la solución. IWW\V2] 

Este hecho indica la principal limitant.:: de cstas técnicas. ya que, la explosión combinatoria 
prc,'alecc y estos inten tos de generar altcmat i\'as relevantes por computadora no es un" 
lare,l r'lrlible además no es sufieie1l1e confiar en el poder complLlacional de alta "e1ocidad 
de las silper eomplLladoras. 

1.3.2 Llls tknicas dI: solución heul"Ístirus 

Otra alternativa 1l.1ra sah'ar 1" dificultad computacional es proponiendo técnicas de solución 
heurísticas que encuentran una solución sub-óptima en un tiempo efic iente. L.'\s técnicas 
heuristieas son procedimientos que nos ayudan a resolvcr un problema di: optimización 

mediantc una aproximación intuitiva, por medio de la naturaleza intrínseca del problema 
para obtener una buena solución. 

Los métodos heurísticos son de naturalc 7.a muy difcrelLlCS: por cjemplo, lenemos los 
métodos de descomposición los cuales dcscomponen el problema en sub-problemas más 
senci llos de resol"er. Los métodos inductivos pretenden generalizar versiones pe(lucñas al 
Caso C<J mplcto. Los métodO$ de búsqueda local son aquéllos (Iue comienzan con una 
solución del probkma (proporcionacb pO!" métodos de constmcción o generada de mancra 
aleatoria ) y la mejoran progres ivamente. Los métodos constructivos son detcnn inistas y 
cons isten en construir paso a paso una solución del problema. 
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Sin embargo demro de este conjumo dc heurMicas, hlS que han resultado base fundamental 
de solución ,11 problema del agente viajero euc1ideano son, las t~ cni eas de construcción y 
las de búsqueda local, resaltando tarnbi~'1¡l os algori lmos y esquemas de aproximación. 

1.3.2. 1 L"s tk:ni ... "s d .· ",oll stru rrión 

Las tccnicas heurislicas de eorlSlruceión más reconocidas para resolver el PAVE son: el 

vecino más cercano propuesta por Roscnkranlz, Stearns y Lewis en 1977, [1491 algoritmo 
de ahorros propuesto por Clark y \Vright desarrollados en 1%4, y los algoritmos de 
inserción con sus variantcs: el mas barato, el miÍs cercano, el más lejano e inscrción 
aleatoria propue$IO$ por Roscnkmntz, Stcams y Lewis (1977), Slewart, 1977, A W. 
Boldyrdf y Kruskal en [521. I'ara dar una idea del CQmp<.ITt:Ullicnto cXJ"'Timcntal de estas 
hk nicas. en [24[ se muestra un comparal ivo moslrando que se alejan del ópl imo en 18.6%. 
9 .6~~. 16% .. [9"/0,9.9% Y 11 .1 % rcspect ivamcnte. Resaltando quc la técnica más cfi cieme es 
la técnica de ahOlTOS y seguida por la técnica de inserción más alejada. Cabo: seilalar que L'1l 

e l documento no se scila]¡, las características del equipo ni el lenguaje de programación 
utilizado. 

1.3.2.2 Las tk rr iclts de búsq ueda [OC-.I [ 

Loo procedimientos de bíl$<j ueda local. tmnbién llamadO!; de mejara. se basan en e xplorar el 
cmomo o \"~cindad d~ lUla solución. Ut ilizan lUla operación b:isica llamada movimiento 
que. aplicada ~obre los di ferentes e lemento~ de lUla solución. proporciona la~ soluciones de 
su enlom o. De acuerdo con '11¡0II1as Stl11zle [1 5°1. Rafad l\-larti [24[. Gregory y Punnen [41 
son la!) que han resultado ser las más exitOSa!) para resolwr el 1','\ VE. 

Un procedimio::nto de búsqueda local queda dctcnllinado. al especifi car IUl enlomo y el 
criterio de ~c!eee i ón de una solución d~ntru del enlomo. La detinie ión d~ 

enlomo/movimiento, depende ~n gran medida de la estmctura del problema a resolver, a~ i 

corno de la función objetivo. También se pueden detinir dife r~ntes criterios para 
seleccionar una nueva solución del entomo. Uno de los criterios más simples consiste en 
tomar la solución con mejor evaluación de la fun ción objetivo. siempre que lo nUeva 
solución sea mejor que la aClll.ll. E~lc criterio. conocido COlll0 grecdy. permite ir mejorando 
la solución actual mientras se pueda. El algoritmo Se dctk ne cuando la solución no puede 
ser mejorada. A la solución encontrada se le denomina óptimo local respecto al entomo 
d.:: tinido. 

El ópt imo local alcanZ:tdo no puede mejor"",.:: medianle el mo"imiento detinido. El método 
~mpl~ado no pennit~ garanl izar. de ningíUl modo. qu~ S~a el ópt imo global d~ 1 problema. 
Más aún. dada la"miopía" de la búsqueda local , es de esp~rar que en probkmas de cierta 

di ficullnd, en general no lo sea. 

Dí:ntro de las técnicas de búsqueda local ampliamente utilizadas y las más exitosas, se 
encuent ran: 
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• Heurísticas de k-inlercambio 

o 2_intereambio o 2-0p/ 
o 3-inwrcambio (1 3-opt 

• VecindadL"S compleJas 

o Lin-Kemighan 
o Varíante Lin-Kcmighan Hc1sgaun 
o Cadenas de e¡¡pulsión (cjection chain) 

Las h~uristicas de búsqueda local s~ \'al~n básicamente de dos clascs prindpales de 

mecanismos de mejora dd circuito: intercambio de aristas e intercambio de cadenas. El 
primero intcrc~mbia (XIr ejemplo dos aristas AB y CO por otras ari stas AC y BO, cuidando 
quc el ci rcuito resultante siga si~ndo Hamilloniano: el seg\uldo mcjofil d cirt"lI ito actual 
moviendo una cadena de tr~s \'értic~"S consecutivos en difcrcntc~ lugares (y posiblemeute 
invirtiendo el orden del circuito) hasta que no se pu~dan obtener mejoras. El proceso Se 
repite con cadenas de dos vértices consecutivos, y después de uuo solo. Tanto inlercambio 
de aristas como intercambio de cadenas arrojan resultados razonablemente buenos. 

La técnica l-Op/ cs un caso especial del mecanismo de intercambio de aristas k-Opt, la 
cual partc de un circuito hamihoniano pr~viall1ente construido por alglU,a técnica de 
construcción o genemda de manem alcatori:t. y pam mejorar este circui to. la técnica dc 
biLsqueda local toma dos aristas y las intercambia por otms dos generando nI nltas posibl~s, 
qucdándonos COll la mcjor opción. Así entonces, un movimienta l-Opl consiste en eliminar 
dos aristas y reCOneC\ar los dos caminos rcsultallles de una mancra diferente para obtener 
un nuc\'o ciclo. Es Croes en 1958, 1551 quien propone por primera vez lln método 
sistemático 2.0p/; en este trabajo se citan las bases teóricas de esta tcrniea de bUsqucda 

local. reportando por primera vez el éxito de los m~odos itcrati,'os basados en weindades 
ap licados a problemas de optimización combinatoria. En la técnica 3-opt en lugar de tomar 
dos aristas se tornan tres. La generalización de este proceso k·intercambio es debid., a Lin y 
Kemighan propu~sta en 1973, 11 61 especificando la mejor opción de k en cada it~ración. 
Es ~v id cnte que al aumentar k aumentara el tamallo del entomo )' el uímlCro de 
posibilid.~des a examin3r en el movimiento, \al,to por 13s posibles combi"'Lciones p3ra 

eliminar las aristas dd ciclo, como por la reeonstnLeción posterior. El nÍlmero de 

combinaciones para eliminar k aristas en un cielo vicne d.~do por el nÍlmero (;) . Examinar 

todos los movimit'ltos k-opl de Una solución lIe"a un tiempo del orden dc O(n· ). 

Este conjunto de técnicas e:-;plotan las características del P A VE que consisten en 
intcrcarnbiar y reconectar desde un par a un conjunto de aristas. haciendo !mis eficicnte la 
búsqueda Sc han realizado implementacioncs muy sofisticadas que inclu)"en técnicas de 
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aceleración d.:: ealculO$ corno la$ de Jolm$on y McG<loch propuesta en 19%, [26J, Helsgalm 

en el 2000, r I S) Y Johnson and McGeoch en .:1 2002. [12[. 

A pesar de la superioridad computacional de las implcmentacione$ k-Opl, las técnicas d<l 

inlercambio sencillas como 2-0p y 3-0pl pcrnlanccen popularcs debido a su raeil 

implcmcmación y cxccJeme dC$cmpcf\o cn comparación CQn el tiempo ck c:ilculo 

requerido. Estas técnicas son frecuentcmeme usadas CQmo submtinas dentro de las 

hcuristicas de mcjora que resueh·cn por ejemplo el prohlcma de nnCQ dc vehículos (VRl'). 

Estas técnicas constitu)'cn lasmcjorcs heurísticas parJ. el PAV cuclidiano. 

1.3.2.3 Algoritmos y csq llcnms de Jt proxinmció ll 

Sc dice quc un algoritmo A es un algoriuno de aproxim'lción- a para un problema de 

optimi7.ac ión n. ~"Qn a una cOIL~tante. Si A es un algorilmo de apro.~imaciÓn Inl que para 

toda instancia / de n. produce una solución quc está dentro de a -veces el OI'T (/ ) [1 3 [_ 

Salmi and CWnzalez en [I SI ] demuestran que el rAYE se puede aproximar al óptimo 

dentro de un factor constantc. El algoritmo con mejor ticmpo de aproximación polinomial 

conocido actualmCtltc sigue siendo c l dc Christofides propucsto cn 1976, [20] que 

eneucntra un circuito de longitud a = LS ,·eees la del ci rcui to óptimo_ Se conjetura que la 

técnica Held-Karp ti ene IUl radio d<l aproximación d<l 4/3 Goemans [1 S2[. sin emhargo la 

mejor cola <lS la de 3/2 veces el oplimo_ 

Karp en []S31 en un seminario sobre análisis probabilístico de los algoritmos demucstra 

quc cuando n se selecciona dc manera unifonuc e indepcndicme cn Wl cuadrado unitario, la 

heurística dc discceión fija cncuentra con a lta probabilidad tours cuyo costo cstán dcntro de 

un factor (1 + l/c) del óptimo_ Donde c es arbitrariamente largo 

Arora cn ]996. [21] diseila nn esqnema de aproximación para el rAYE y de manera 

ind~pcndient~ ~'Iitchell r l S4) en el mismo :u)o encuent ra otro esquema de aproximación. El 

esquema de aproximación de Arora encuentra la solución ópt ima dentro de un factor 

(1 + I /e) dentro de un tiempo O(I!(logn)(O("'»~-' J. 

Los esquemas de aproximación aún cuando ofrecen soluciones cercanas a las óptimas en un 

tiempo polinomial. son netamente tcóriCQs y enando se llevan a la práctica no suden ser tan 

prorn~tcdor~s. IR manera r~cientc Rodekel y CifuelllL'S en [I5S [ realizan una 

implerncntación a l esquema de aproximación de Arora y ohlicncn resultadQS no tan 

alentadores. ya que s i bien los tiempos de ejecución son mejores quc otros algoritmos la 

calid.1d del tour es muy pobre. 
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Otra rama important~ que r"suel"" problemas CQmbinatoriO$ son las técnicas 

mctaheuristicas. ~on estrategias inteligentes para diseñar o mejorar proccdimientos 

heurísticos muy generales con un alto rendimiento. Entre las más populares y bien 

cstudiadas técnicas se encuentran GRASP 130J. Recocido Simulado 191 y 1311. llll~queda~ 

TaM 181 y J32J. colonia de honnigas .dÓnde dcstaca el trabajo dc lit Dorigo P OI. 

Algoritmos Genéticos 1331, entre ot ros IIIJ y 112J . Las cuales se han aplicado con éKito en 

la solución d" un gran número de problemaS reales y en especial a la reso lución d-el PAVE. 

El estudio de las técnicas heurísticas demuestra que la bi,squeda de la solución óptima 

fonna 1)'1rte de un deseo que puede ser cubierto llllicamente por las técnicas de solución 

exactas a cambio de esto. las técnicas heurísticas solo puedCtl otorgamos una solución sub­

óptima en un tiempo razonable. 

1.4 La tl-cnica 1-01'/ y sus \"ariantes 

Hasta el momento sc ha aclan,do quc hay dos fomms básicas de resoll'er el problema del 

agente "i;ticro euclideano. mediante tccnicas exactas y con técnicas heuristicas. En este 
proyecto de in"estigación se utili7..aron las técnicas h""rísticas debido a que las técn icas 

exactas aCanean de manera inherente inversión en ticmpo que en ocasion~--s r~suha 

impracticable. Las técnicas heuristicas por otro bdo permiten devolver so luciones en la 

mayoría de bs ocasiones muy cercanas al valor óptimo en un tiempo razonablemente 

bueno. 

Dentro del conjunto de tccnicas heurísticas que han resullado de mayor relevancia por su 

éx ito prominente son las ~strat egias de bl,squ~'da local. y dentro de es te conjunlo se 

encuentra la tccnica k·Op¡ y el caso espccial)·Opl. En 141 se dcmuestra que un movimiento 

k-Opl es una serie sucesiva de movimientos de 2-0pl, en una gráfica compkta, cumtdo k>2. 

En el a,'o de 1958 ap<1rcc"n dos artículos que utilizan la tccnica de busqucda local de k. 

intercambio, Cro-cs 155 J que intercambia dos ari stas y Bock [192J quien intercambia smf'OS 

de tres arístas. En 1965 se publicaron otros dos ankulos Reiter y Shemmn 177J. quienes 

e,;ploraron diferentes \'ecindarios. l)ero fue Un 1761. el primer auto!" en demostrar ell)Qdcr 

del vecindario del algoritmo 2-intercambio o ) ·Op/. Un encuentm empíricamenle que el 

tour 2·0p/ de un famoso problema de 48 ciudades. planteado inicia lmente por [) antzig 12J, 

pu~-de lograr una rcspu~'Sta con una desviación del 0.05% con respecto al valor óptimo. Una 

contribución muy importante en el trabajo de Lin, es que demuestra que e l tiempo elctra <[ue 

se r.x¡uierc para la ejecución cuando k=4 no justifica la calid.1d de la solución. ya que no 

dilicre lanto de 1:, lécnica cuando k=2, y desde entonces no han aparecido estudios (IUC 

contradig.ln esta afím¡ación. 
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Existcn diwn¡as modificacion~'S que se han reali~ado a la técnica 2-Opt para lograr mayor 

"clocidad en el tiempo de corrida del algoritmo y están relacionadas COI1 varios aspectos, la 

técnica de constmceión utilizada, la selección del primer o mejor movimienlo de mejora, la 
cstmetura dc \·cein(l.1d ulilizad.1, la eSlratcgia dc seleceiÓll de los pares de anstas a 

inlercambiar que modilíca e l lama~o de vecindad, y los detalles d~ implementación de la 

heuristica. 

En cuamo al aspecto de la lécnica de constmcción se dcbe corroborar si es más conn:nicnle 

proponer un circuito inicial dado por una lécnica de constmcción del que se sabe que tiene 

un buen desempeño, o bkn gcnemrlo de manera aleatoria. Pentullen en 1994 [162J moslTó 

quc el dcsempe~o dc las técnicas de intercambio de aristas, en especial la técnica l-Op¡, 
muestro mejores resultados cuando se parte de una solución inicial crcada por una técnica 

dc constmcción con buen desempeño, sin embargo, Babin en 2005 J 160J encontró que la 

técnica l-Opt ofrece resultados significativmnente mejores que ulla técnica de in tcrcmnbio 

de cadenas, cuando se parte de soluciones gcneradas de manera aleatoria. Sin cmbargo, 

hasta el momentQ no se ba reali~ado un estudio de la relación que existe ernre la calidad del 

tour del cireuito inicial (constmido por la te.::niea de constmcdón) y ellour final (el cireuito 

hamiltoniano que sc obt iene con la actuación de la t~cnica de bllSqucda local), con el 

cOluunto de instancias dc la TSPLID. 

Otro asp,;,clO a tQn13r en cuerna es d,;, qué fonna se sdeeeiona d movimi';'1l1O d" m~jora a 

realizar: puede $er el prim~r movimiento d~ mejora detectado en cada ileraeión o bien el 

quc despuL's dc un cálculo dc ahorro resul!e sa el mejor movimic1l1O de mejora. Estos 

ternas fueron parcialme1l1e co1l1estados por Hansen en 2004 J 1021 quicnes concluyen que 

para la técnica l-Op¡ reali~ar cI primer movimiento de mcjora es ligerame1l1e mejor y más 

mpida quc seleccionar el mejor movimiento si se comienza con un circui to generadQ de 

manera arbitraria; se invierten los resultados cuando se parte de un circuito gcnerado con 

una tccnica de construcción. 

En cuanto b estructura de vecindad utilizada se basa en movimie1l1OS de Í1lSereión Q 

intcrcambio de nodos principalmcrne. En el movimie1l1Q dc inserción dc nodos se 

sclecciona un nodo Vi y se insena entre dos nodO!; adyacentes \'p y vq. agregando las 

siguie1l1es aristas (v",Vi), (v;,vq) (v; .. v;. ) y borrando las aristas (v",vq), (v¡" v¡) (v¡,v;. ). En el 

movimiento de intercambio de nodos los \'értices V; y Vj irnercambian de posiciÓll 

agregando las aristas (1';_l'j), (Vj,V,_) (Vj .. v;). (v;.\)_ ) y borrando las arislas (v; .. v;), (v;,v;. ) (vj­

.Vj), (VjYj+). Ocurre una ,;,xecpeión si (V¡,Vj) es una arisla del tour. ,;,n el cual cllllovimi<'lllO 

es cqui vale1l1c a insertar Vi e1l1 re Vj y Vj. o insenar \'j entre Vi. y Vi . Una generalización de 

estos movimientO!; los realizó BC1l11ey J]9IJ y Or 118]J. Estos algoritmos garanti z¡Ul 

movimie1l1OS que preSCTvan la oric1l1ación del tour. Para el C'ISO del 'llgoritmo 2-0pr la 
estruclura de vecind.1d está b.1sada en intercambiar Ílnicameme dos pares de aristas nQ 

adyacentes y reemplazadas por otro par de aristas. y l)¡lrJ mantener la o ricntaciÓll 

consistente del tour. se hace necesario que lUl3 de las dos sub-rutas cambie de orientación. 
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Por ejemplo, a l revertir la sub-ruta (v~ Vi, ".\'jo Vj' ) es reemplazada por (Vj, Vj ."Vi •. Vj ' ). 
Finalmeme cl eoslo de la solución cambia por un movimiemo de 2-lmercGmbiQ que puede 

ser c),:presado como .o.ij ::: e(Vj, V¡)+(Vi+, Vj.}c(Vi, vi .}e(\'j,v¡. ). Una solución 2-Opt se 

obtiene aplicando iterati vamcnte movimientos d~ 2-lnlcrcambio hasla que ya no se posible 

obtener un va lor.o. n.:g:lli \'o. 

En cuanto las estr.1tegias de sek cción de los parcs de anstas a intcrcambiar q\le modifica el 

tamaño de vccindad, Johnson y McGeoch en 20021 121 sintelizan l:ls estralegias 

fundmnentales, que cstan re lacionadas con la generación de una liSia candidata que es de 

vital importancia, ya que estás estralegj¡l~ p-cnnitcn modificar la vec indad del csp.l cio de 

búsqucda. 

• GCllcrar ulla lista restringida de vec inos: ún icamente se consideran los H:c inos más 

cercanos de un "ertice p para llevar a cabo las rCCQ nc ,.;iOlle$ (esta rcgla fue 

inicialmcnte propuesta por Zweig en 1995, 1163 1. ASlUnicndo que las ciudades más 

disl'Ultc$ son poco probables de dar una mcjora. 

Los criterios de construir esta lista ha variado_ algunas de estas ocupan algunos ekmentos 

de la (kometTÍa Cornputac iorml (Ge). en 1992 Bcntley 11 571 comcnzó a insertarlos, asi 

corno 11 71 l. 11 741,11761. 11 771, 11781, 1179]. (1831 Y 11851 los cua les muestran de manera 

experimenta l que algunas cstructuras de datos geomctricos como fixed radills neOr neighbor 

pernlitcn disminuir el espac io de búsqueda el cual consiste en lijar ulla arista de menor 
costo y con base ~n esta se eligen las aristas más cercanas a eSla, y Rcineh (1 93] propone la 

cons tn,cción de una gráfica De/auna)', la cnal provec un con; 'ULto dc ari~tas para in iciali1.ar 

la lista candidata. Enseguida esta lista se e .~ pande agregando anstru; Clltre la lista c ruldidata. 
O!r;¡ técnica de constmcción de la l i st~ candid,Lla conocid~ como gráfica vecina k­

cl/adran/e. propuesta de mancm inicial por 1\Jilkr y l'ekny (1941 para el problema de 2-

acoplamiento (el cual es una r.:o lajación al PAV). y lo util iza por primea Vi:Z Johnson y 
McGeogh (1 891 cn el cont~xto dcl PAVE. En e~la gráfica cada vértice Vj es c l origen de 

cada cuadrante en c l P],ULO enclidcano y k/4 d~ line los vért ices más cercall OS al vé rtice Vj . 

S~a qi,· e l número de vértices en el cuadrante i para el vért ice v,'. Si 'V . q < k "ntonc'::$ se L.,., 'J 

llena la liSIa candidata JXLra v¡ con las k - L;., q'J ciudades mas cercanas a \'j no incluidas 

aun en la li sta. Esta lista de candidalOS más cercanos es uti lizada en las implcmelllaciones 
más a \'anzad.ls de los algori tmos de búsqueda local enviados al 8th DU..[ ACS TS P 

Implementation Chalkng.:: (Concurso organizado para exponer los mejores a lgori tmos, para 

resol"er el PAV ysus "ariantes), organizado por Da"id Johnson en el :tilo 2009. 

I)e lllro de este conjunto de eslrategj¡l~ de seleeción de parcs de aristas para di sminuir el 

espacio de búsqueda ninguna Icenica a utilizado hasta el momcnto cl elemento de 

gcomelTÍa conlputacional imerseccion dc pares de aristas como critcrio de conslnLcción de 
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la lista candidata y asi haccrmás elicienle en tiempo al a lgoriuno 2-0pt. Es por eslo (lue se 

proponen en este proyecto se lIIilizan estos elementos. 

En este sentido, si eentrantos nuestra atcneión al PAVE en instancias de 2-dimensiÓll, y 
consideramos movimientos 2-0pl en los pares de aristas que se intersecan en un punto en 

común, por la desiguald.ld dcltriiÍngulo tales movimientos no causan e l incrcmento en la 

longitud del tour (bajo la nonna cuclideana, la longitud decrec~). la consideración de estos 
movimientos puede provocar la inclusión de cruces que no se cncontrab:lI1 en el tour 

original. En Leeuw~n y SCOQne en 1980, [164 [ dcnlllestran que en e l peor de los casos se 

puede e liminar todos los pares de aristas que se intersec:m en un ti empo O(rI) . 

En el caso especial del PAVE por e l h.:cho de que de man.:ra "nClmrar' cumple con la 

desiguald.1d del triángulo, lo cual quiere decir que siempr.: podremos acortar los tours 

d irigiéndonos dc manera dir~'Cta a lUla ciudad s in pasar por ciudades intennedias. Y s i nos 

basamos en la siguiente observación realizad.1 por 1'1000 en 1956 [1 S6] la cual nos dice que 

si un ciclo llarni lloniano se crula a sí mismo. pucde ser fácilmente acortado, basta con 
c liminar las dos aristas que se cruzan y reconectar ¡os dos canlinos resullrulles mediante 

aristas que no se corten. el ciclo fina l es más corto que el inicial. Lo cual implica que 
siempre se puede mejorar un tour util izando la propiedad ""nCllllrClT' del P AVE. 

Otra cuestión importante que concielllc a los "lgoritmos de búsqueda local y de manera 

especial a la tccnica 2-0 pl, cs ¿cuantos movimientos se tienen que efectuar antes de 
alcanZ'tr el óptimo local? En es tc sentido el algorilmo 2-0pt puede logar resultados 

sorprendcnles en algunas instancias. tanlO en liempo como en calidad del tQur en lUl 

número subcuadrático de pasos 126]. Sin embargo. los análisis teóricos sigIlen siendo 

limitados. incluso el análisi~ d~l peor de los casos en tiempo sobre instruleías euclidianas 

generadas de manera aleatoria, fue divulgado rccientemellle por Engkrt C11 2001::. [1 SS[ 

En cuanto los detalles de implcment¡,ción de la heurística existen estudios experimenta les 

[1571 y [160] que muestran cómo se pueden logn,r mejoras importantes en tiempo dc 

respuesta de la técnica 2·0pl. También se han desarrollado lrabajos en los cuales se 
mueSlran implcmC11taciones de hardware muy eficientes corno la propuesta por 1\,lavroidis 

en 2007 [1611. En especial, en Johnson y McGeoeh en 2002[121. se mencionan dos 

caraetcristieas clave p.1ra logar mayor velocidad en la técnica 2-Opt y en general para las 

tknicas de k·lntercamblo: 

• Evitar la~ redundancias de l espacio de búsqueda' cuando se implemellla la técnica 

k-Opl, se puede ahorrar tiempo incluyendo un cáleulo que detecle los intercambios 

que no mejoran la solución [4[. 

• Representac ión del circuito a través de árboles: utilizar este lipo de representaciones 

dcl circuito acelera los tiempos de computo. Esta representación es muy útil en los 
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algoril1110S d.: búsqueda local por vec indades ya que se puede identificar de manera 

más rápida los movimientos que son allamenle prometedores. [178[ Y se observa en 

lo siguiente: un movimiento (lntcremnbio) 2-op/, básicamente in\'olucm cortar el 

tour en dos lugares (pos ieionl""S) y revertir el orden de uno de los dos segmentos 

r~sultantes antes de lograr conectar el tour línal. Si ;:l tour se almacena en una fOllna 

directa utili zando un arrcglo o un lista doblemente ligada. esto signilica que el 

tiempo de descmpcllo del movimicnto 2-0p/, debe scr al menos proporcional a la 
longitud del segmento 1l1 0Íl¡ corto. Empiricamente Bcntley [1891, encuentra que el 

segmento más corto Cr~Ce a razón de nO.? al igual que el tiempo de deSL~npeño de 

c.:lda movimiento. Si se considera la allemativa de la representación del tour 

mediante árbol, esto se puede reduc ir a ,Jn usando árboles de segundo nivel o logn 
usando la ~stmctura de d¡¡to de árbol. Esto delllucstr~ la conveniencia de reprcsen\¡lr 

al tour como un árbol. 

• Utili7..ar la estrategia de "don't look bits": se basa en la observación de que si el 

vértice base Vi y el recorrido vecino por ~ste I'énice no cambia después de cierto 

tiempo, es poco probable que la selección de este vé rtice produ7..ca un movimiento 

de mcjora .. As í, mediante la asociación de una variable binari" (o band.:ra) con cada 
,·':rticc, la vccindad está restringida a los movimientos para los cnales lo.>s v':rti e.::s 

base VI se encnentren apagados. El b it del vért ice Vi es encendido por prinll'Ta ,"ez si 
no pro,'oca ningún movimiento de mejora. Por el contrario está apagado c nando lino 

de sus vert iees adyaccnl~>s es utili ~ .. ado (><lra un movimiento. 

El análisis de la literatura muestra algunas propucstas de variaciones al algoritmo l-Op/. en 

especial con la construcción de la lista eandidata.lJcnt ley [1 57[. [176],[1771.¡185] Y [19 11 

Johtll;on y llil cGeoch [D ] ,[189 [ Y [4[ , r~ali ~arl las principales propuestas de 

modificaciones a la lisIa candidata. util izando elcmentos de la geometria computacional , a 

cont inuación se resulllen la.~ técnicas as; como sus característi cas. 

En la tnbla l.1 se observa que las 1lI0dificaciones al a lgoritmo 2-0p/, todas uti lizan IIna 

técniea de cOIIl;t rucción para generar e l primer tOllr, en c llanto si se utili za o no la est rategia 

de lista restringida. todas las impkmentaciones exceplo la propuesta por Bcnt1cy, Concorde 
y Croes. no 10 hacen. a cambio de esto ~llIplean una t"!; tnlctufa de datos basada en árbol y 

haCl."11 la búsqlleda de manera directa, sin r~'(:um r a la bú.squcda de movimientos 

prometedorc~. »os implementaciones de Jhonson y Il"l cGcoch [20pt_JM_20_quadrant_ 

neighbors y 2opt-J/T,·1-4G-quadrant -neighbors1. la propllcsta por Croes y la dc este proyecto. 

no lIIilizamos la estrategia dou 't look bits. también se observa que todas las 

implem.:ntaciones ntili 7.an la representación del tour mediante un árbol cxcepto la 

propuesta de Croes. Además todas las implcmentaeion.:s excepto la propuest.a por 

Concorde, uti lizan el mejor movimiento de mejora, es decir. después de cien os 

mo"imlcntos se toma el qne r~'S ulte con el mayor ahorro. En CllantO la constmcción de la 

liSIa de vecinos restringida, Si: cuenta con dos e ll."1l1entos principalmente, panición del 
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esp'lcio dc bÚSllucda con la cslmctura de gcometría computacional quadlrees y [a estrategia 

dc Fixed raditls nearneighbor, sin embargo ninguna de las estrategias implcmenhd.1s hasla 

e l momento, utili zan el e lemento intersección, 10 cual. puede interpretarse como Itll arca de 

oportunidad P.1r:l constm ir la lista de vecinos r.:-stringidos medianle l'Sta estmC1uTU. 

: ..... J~, ' 0 . 1op'~I·n· : ..... -.1..\1.20. ZopI..j.\1 ·~ 9 · l ..... J.\. ·~e· " Co""",,'e· 
0' .... «1".., •• q~ ..... nI. qu_.." . 

qu ... ...",. quod .. n'. qUod .. n' . Opt:Rtn,1tr , .". : ·0,," 

''''''bor .. 'h' "ri¡IIbor •• "h ntlchbo<. ntlchbo<. -~. ,,"I:o<lthm A'cIM"Uhm 
~~ 

don·,·_blt> d",,·'·_W. 
Detall ..... lmpl .. '....,'orItIn 

..... ,hU ..... , , , , , , , , «MIg,_ 
U"' 
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,...n"o> 
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1.5 Planteamiento del problem,¡ 

Aún cuando el !'AVE r~s uha muy intuitivo y facil de compr~nder, ~~lconlrar la solución 

óplima puede ~er una ta,.ea impraelicablc y en muchos casos imposiblcs de obtener. Asi. el 

problelllll 11 r ('Soh 'er en este proyecto de investigación cOllsiste en d.:!r respuesta al 

problema dd agente viajero cuelideano. es deci r. encontrar un ciITuito ha rniltoni,m o 

minimo. en un liempo razonablemente bueno, adcm:is de que La calid,¡d de 101 solución 

quede de1lIro de los t'Standa rt'~ acept,¡dos, tomando a las técnicas heuríslieas para este 

cometido. Johnson y ~-IcG.:och 11891 consideran que una buena heuríslica es a<¡ue11a que 

arroja resul tados d~'11tro de un 10% con rcspeeto al valor óptimo. 

En esle sentido. la técnica de soluc ión heurística que se propone es el algoritmo 2-0pl, y 

para hac~rlo más eficie1l1e S~ inc1uy~n cl~mcntos d~ la g~om~tria eOlllPlLlacion.:r.1 como la 

identificación de pares dc aristas quc sc in\e r.¡ecan, 8 través del paradigma de barrido de 
plano y fuerza bnaa para di$minuir la vecindad constmyendo uua la lista caudidala (que es 

de gran importancia), que contiene pares de anstas que se intersecan. 

Aunado a esta propuesla. se detecta a través de l aná lisis de la literatura t,.es aspectos que 

contribuyen al desarro llo de este proyecto de inve5ligación: que la calidad del lour final (la 

que se obtiene con la ejecución del algoritmo de bÍlsqued.:! local) depende fuertemente del 

circuito hamiltoniano inicial. (e l que sc obtiene con la técnica de constmcción) cu.1ndo sc 

tmbaja con el conjunto de instancias de la TSPLlB [1581. En este sentido, si se parte de un 

buen cireuÍlo inicial , con mayo,. probJbilidad se obtendrá un circuito final de mejor calidad. 

La ~'"Stmctura geométrica de casco convexo pemli tc dar uua excelente solución inicial a las 
técnicas dc irL~ercióu . Wiorl:owski y McElv" in eu 1975 [180[ , ÜI" en 197611811, Stewart eu 

19771 182 1, Norback y Lovc eu 1977[ 183[ afin"an que otorgaudo un ~obtour inic ial alas 

técnicas de inserción se ticue corno resultado .Ullour final de mejor cal idad. Debido" este 

hecho, se incluye también el elemento de Goemetria CompUlacional casco convexo en las 

lécnicas de conSlnrcción por inserción para obtener un circui to de mejor calidad. 

El scglUldo aspecto es que, las técnicas de constmcción corno el vecino más cercano 11491. 

algori tmo de aborros y los algontmos de inserción con sus varianles: el mas barato, cimas 

cercano. el más lejano e ins~"Tc i 6n alcatOl"ia [52[. que han r.:sultado s~'r de las más ulili.zadas 
por el éxi to en su dcsempeílo, ti cuen la g"Ul deficiencia que en los tOur>¡ finales contien~~l 

ari stas que se iuter"$ecarl, lo cual eufatiza la necesidad de hacer mas e fi eient.: la técnicas de 

búsqueda local modificando la liSIa candidata y como consccuencia bacer más eficiente el 
espacio de bílsqued., . 

y como íll timo aspecto se tiene que el uso de las técnicas exactas conlleva ent,.(gar una 

solución óptima en ticmpos impract icables. 

t\ manera de conclusión sc puede dcrir que tanto las técnicas de soluc ión exaClas como las 

técnicas de solución heurísti cas tienen "deficienCias"', ya que s i se quiere oblener la 
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solución óptima es necesario contar con el liempo sufic iente para CQnocer la rcspuesta y por 

Olro lado puedo obtener la rcspuesla en un tiempo d i ciemc pero sin lener 13 solución 

óptima. Las técnicas hibridas han resultado ser la mejor opción para dar respuesta muy 

cercana a la óptima en 1m ti empo razonable. 

Siendo especi fi cos b.s "deficiencias" de las técnicas heurísti cas de conslmcción consisten 

en arrojar toun; con una ~oluc ión poco prometedora. y esto se debe. a que el tour ti ene 

cons igo cn lCes. Esta '"dcfic iencia puede scr mejorada con las técnicas de búsqueda local y 

mejor aún, pueden desarro llarse nuevas lécnicas híbridas que inCQrporen clcnu:n1OS de la 

geomelría compulacional que se va len de las propiedades "nalllrales" del problema, para 

obtener rcsullados muy cercanos al óptimo en un tiempo muy eficiente. 

Dada .::sta si tuación los '1IgoritmQ$ quc rcsuelvcn de fomla óptima este pmblema, aCarr'::an 

de manera inherente la in vCTSión en ticmpQ para obtener nna respuesta óptima en un ti empo 

razonable. Otra fQnna de d:lr solución a este problema es mcdimuc la aplicación de las 

lécnicas heurísticas. su uso ha pmnitido eneomrar muy buenas soluc iones en tiempos 

logarítmicos o bien polinomiales. Hoy en día las técnicas heurísticas, así como las técnicas 

híbridas de una técnica de optimización como la programación lineal con alguna técnica 

hcuristic:l luUl mostrado un gran dc"Scmpl."110 en la solución a estc problema 131. De ahi qn.:: 

'::n .-stc prQ)"c"<:to se aborden las técnicas de solución híbridas con elementos de la geomctlÍa 

computacional com o medio pafa rcsolver este problema 

1.6 Justifkación 

La técnica l-Opl es una de las técnicas dc búsqueda local más básicas. cxil0sas y 

comúnmente llsadas en el rubro de intercambio de aristas que resue lven el PAVE. En cad:l 

paso del algOlÍlmo l-Op¡ se seleccionan dos ar istas el - {Ul , lll! Y el - {VI. VI} del circuitQ 

dc lal mancnl que UI, Ul, VI. V1 serul di slimos y aparezcan cn eslc orden en el circuito y el 

a lgoritmo reemplaza estas aristas por las anstas tUl , vd y {U1, V1}, dando ConlO r~""S ultado 

un circuito de mcnor longi tud. El algori tmo tcrnlina en un óptimo local en el cual no se 

pueden lognlr más mejoras. l-Opl puede lograr resultados sorpr~nde ntes tln a lgunas 

insl<mcias, tanto elltiempo como en cuanto a desviación con respecto a la longi tud óptima, 

en un número sub euadratico de pasos. 11 41. S in embargo, se han constru ido ill stanci:ls para 
las cuales se r~quiere un niunero exponencial 11 58 1. 

A traves de un anális is de la l i t ~ralUra, se puede \'elÍficar que s i dos 'lrislas e 1 y e2 son 
an stas sucesivas_ no es posible construi r un circuito f.1ctiblc a tra \'':s de l intercmnbiQ 

descri to 141. Por lo "mto, e l único movimienlo factible es d reemplazo de dos aristas no 

sucesivas el Y el. Resulta obvio que no se puede intercambiar una sola arista. Lo anterior 

implica quc cltamaño de la vec indad de un c ircuito t tienc 1+ n(n-3)12 - 6(1?) posibles 

c ircuitos o \'ecinos cn tOla1. Nólese quc si la matriz de dislancias no es simélrica_ se tendria 

que selecciQnar la dircce ión del circuito, lo Cl~11 implica que el tamaño de la \'ecindad 
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incremcnta en un factor de dos 2+n(n-3). Así quc. en una iteración de 2-0pl, en el peor de 

los casos se liene una complejidad de 0(';). 

En este pro)"e<:to se propone rooucir el conjunto de soluciont'$ identificando solament~ lUl 

~ubconj ullto que es altamcut~ prometedor, eu lugar de tomar dos arista~ de manera 

arbitraria. se loman dos arista~ que se cnt7.an. y en cada ulla de las iteraciones se ident ifica 

eslc conjunto de aristas removiendo lmicamentc los pares de aristas que se intcrsecan y 
reconectando los caminos resultantes d.-: tal nmnera que se mantenga un ci rcuito 

hamilloniano. 

1.7 i\ letod ología prOpUl"llhl 

L..1 m~todologia completa cons ist~ en: constntir un circuito con alguna I':':nic" de 

constntcción o bien de Illanera aleatoria. en este proy.:cto se consideraron cinco tecnicas de 

cOllstnlt'Ción: ,·"cino más c.:rcano y cuatro técnicas de insl'TCión y que fueron ruinadas ron 

e l "lemento de geometria computl c ional. casco convexo. Una vez construido el ci rcui to so: 

procede a identificar las ariSlas Ilne se cnlzan, se guardan en una lista L y la técnica 2-0pl 
torna de esta lista los pares d~ arislas quc se estan cruzando. Se consideraron tf~S fon11as d~ 

marui" llamar cstas aristas: l'IFO (Illle consiste C11 dcsentzar cl primer par de arislas de la 

lisia L, ALEATORIO (que loma el~1 1 quier par d.: ar istas) y por último el PRIORIZADO 

(en el que previamente se identifica d~ la lista L, la arista de mayor longitud y es la que se 
descn lZa primero). El algori tmo para cuando la li sta L ya no conti ene aristas que se eslán 

cruzando, lo que equivale a decir que el circuito hamiltoniano ya no contiene aristas que se 

cmzan,': implicitamcnte que se ha alcanzado un ópt imo local. 

Estc proyeclo plantea la identificación del tipo de CRICes a tT"J.\"és de la cstmcurra 

imersc<:ción con el paradigma de barrido dc plano, implementado por primera en lenguaje 

de programación java s. 

La varian te propuesta fue prob.1da Cn un conjunto dI.' instancias de la TSPLIB, lo cual nos 

tpranliza sabL-r con cxacl ilud qué porcentaje de d':$viación con rcsp,:clo al óptimo tiene el 

a lgorilmo hihrido ]lrO]lut'$to. 

1.8 Obj~I¡'·o g .... n .... ral 

Proponer nna metodología cfi eienlc en tiempo y calidad de soludón que r.:suell'c el 

problema del agente viajero cudideano. que consiste en modificar el t'$pacío de búsqueda 

de la técnica de b(rsqueda local l-Opl . así como la mejora de las técnicas de constRrcción 

por inserción, a través de la inclusión d~ elemclllOS de G.:omclria Compmacional, en 

instancias de la TSPLID. 
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• Analizar la laxonomía del problema del agenle vi :y ~ro general y eue lidcano para 
detectar las propiedades nat"ral ~~ con las que cuenta, y facilitar la inclus ión de los 
elementos de la geome\ria eomput"cionat 

• Realizar un analis is de los algoritmos mas frccuent em~nt~ utili zados que r~sue l \'~n 

el problema del agente vi:yero g~n~ral y en especial a<lné l1os que rcsueh'~ n ~ l 

problema del agenle viajero euclideano para determinar los ""i$ dicient.:,s hasta el 
momento en calidad del tour y ticmpo de solución. 

• Analizar las propiedades geométricas que se estudian en la Gcomdria 
Computacional. 

• Incorporar las mejoras a los algoritmos previos (hibridar) y detcnninar la eficiencia 
computacional . 

• Resoh-cr ins tancias de la TSPLIB con los algoritmos hibridos propuestos. y mostrar 
la~ estadísticas de desempeño. 
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2.11::1 problema d ... 1 Ag ... nte Viajero r ~u histo ria 

Los origene$ del i'robkn13 dd Agente Viajero dat3Jl d~ linales del $iglo IX, Exislen 
lecturas de referencia obligada cuando se quiero¡: hablar de su historia como por ejemplo el 
de Lawler (1985) ¡ 1] Y el de Lodi r PUlUlen (2002) ¡ 1861. En estos s.: destacan tambi ~n las 
bases leóricas y experimentales ..... 'Spccto su plant.:amiCTlto y resolución. El PAV ha mraido 
tanto la alención en di\'ersos campos que ha pro\"Ocado cientos de publicaciones y en la red 

cXiSIi:n cienlos de sÍlios <¡ue hablan rdpecto a los origenes, planleamicnlo y resoluc ión d.:: 
eSlc nlScinanle problema. 

2.1. 1 nl'fi"kii¡n ~. d C$C ril'cióll dell'A V 

El problema del agente viajero consiste ctl que 1II1 viajero desea visitar n ciudades, sin 
visÍlar a ninguna CTl más de dos ocasiones y regresando a la ciudad de la que partió (ci rcu ilo 
hami ltoniano). Conoc;: el costo de viajar entre cada par de ellas (gnifica conexa) y dcbe 

planear su ilinerario de lal nHUlern que el costo 10lal de su viaje sea el mínimo. 

Este problema se puede fonllular C01l10 lOl problcma de programación lineal, combinatorio 
(pemmtación), grálico o de dccisión. Esto $e debe a los diversos campos quc pcnniten 
abordar a estc problema. 
A cont inuación se describen estos planleamientos dc l PAVo 

2. 1. t.t I'robl ... "m dt' l'rog r.u11Ildón lil1eltl ... ntero billltrio 

El problema de programación mm.:mática consiste en elegir la mejor opción de un COluunto 
de parámetros en presencia de ciertas resU"iccion.:s pam alcanzar un lin ddcnllinado. J)¡: 

num.:ra abstracta el prob1cnm de programación lin.:al es el siguieme [41 

min(max)f(l;) 

'" 
g/ (x) :S bJ 

h¡(x):Scj 

i=l. ... 111 

j= 1, .. , n 

Dondcx es un vector d.: variables de de.:isiÓn, y f(X) , g¡(X) y h¡(x) son fun.:iones 

gellemles. 
Existen muchas clases Clip~ci!icas de estc problema, las .:uales S~ obtienen al poner 
reSlri.:eionc$ sobre las fnll.: ioncs bajo .:onsidcraeiÓn y sobr~ los valores qu.: puedan lomar 
las variables d~ decisión. En seneraL eslos problemas Se pueden dividir en dos categorias; 
3quéllos .:on variables de de.:i~i6n conlinua~ y aqué llos con variables discrt":tas. los últ imos 
conocidos como "problemas conlbin3l0rios". ¡4] 
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• 
min(max) L e,x, ,., 
,a 
¿~,avx, <!b, 

x, <!O 

'V, :o 1, ... m 

'V, :o 1. .. , n 

Este problema se puede escribir en forma matricial como: 

minex 

" 
Ax<! b 

x>O 
¡:ol, ... . m yj:o l, .. . ,n. 

Si alendemos a la estruelura de e$lOS problema>¡, e l problema dd agenle viaj ero puooe 

plantearse como un problema de programación lineal, y en especial enterQ, ya qu" el agenle 

viajero no se pnede quedar a mitad d~ camino. ni vis ilar media ciudad. O se visita O nO se 

visila. o IIcga a la ciudad o 11 0 llega. 1..0 cual nos hace pellsar en una solución cntera. En 
donde 10 que se quiere es minimi7..ar (costo o ticmpo) de todas las rutas posibles que puede 

tomar el agentc viajero y las restricciones serían el que ti cne (l ile recorrer cada una de las 

ciudades s in poder visitarlas más de una "ez (rcstricrión 1) Y que de la ciudad de la cual 

partió tiene qlle regresar (restricción 2). 

Sin embargo, una caJ"acteri sliea especial que li e n~ d I' AV es que no se pennitcn "sublonrs·' 

(un subconjunto de ciu¡L~des). ya que el problema nos dice que el viajero desea visitar todas 

las ci udades y pasar por cada una de ellas una sola velo Por lo que se tiene que agregar una 

tercera restri cción ·~10 se penlliten subtour.;·· 

A cont inuación se describe lUla lonnul""ión general dd PA V propuesta por 127] '! se 

desc ribe tilmbién Ctl 111. 

Hay distimos caminos para lograr la restricción de ''no se pCllllitcn subtOllrs·' Esta 

restricción se pucde escribir de la siguie nt~ manera: 

Sca S cualquier subconjunto propio de V o bien un conjunto no vac io de N = {l. .. , n} y 

H denota la cardinalidad. Si las aristas corrcspondientes a Xv :o I con ambos c.,,1remos en S 

son menos quelSI enlonces no se foonan subtours, es decir a lo miÍs debe haber ISI- I 

arislas. Por lo lanto, para el iminar snblollrs se debe cumplir la siguicnte dcsigualdad 

'VS<::V.S .. O 

o con la siguiente fÓl1nula: 
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Cual'luicr subtour viola las dos restricciones anteriores pan. cualquier cOlyunto S. As í 

también repn.'!;entan un gran n(unero de restricciones: 2" - 2 para ser exactos. 

2.1.1.2 Asignación 

El problema de 'Isignadón es el siguiente: Un conjunto de np.:rsonas están disponibles 

para re,.lizar n tareas. Si la persona i realiza la tarea j, se genera un costo de Cv unid,.des. 

El problema consiste en encontrar una asignación {Ir" ... Ir, } que minimice ¿,:, c", , donde 

Ir, es la larca r.::alizada por la pCrsOIl;¡ i .Aquí. la solución eslá representada por la 

pCflllutación {Ir, .... ' Ir· }dc los númcros {I.. ., n} .Si se ;¡d~cua el problema dcl agent~ 
viajero al problema dc asignación se tiene lo siguiente: 

Sea X v la vari,.b1c de decisión 0-1, que nos indica si el agente viajero viaja de la ciudad ¡ a 

la ciudad f. y sea c~ la distanc ia correspondiente. Entonces la distancia de Ull '10u'" o una 

nota es: t t c~x¡J 
,,' J-' 

Esta primera restricción nos dice que sc debo.:: sa lir de ca.!. ciudad exactamente una \"ez. 

" ., ~ wl 
j';¡' 1j 

i = 1.. .• , n 

y de m:llIcra s imilar, la segnnda restricción. nos dice que se debe entrar en cada ciudad 
exactamente una vez. Es decir. 

" 1:'~Ij = ¡ 
~1 

f = 1, ..• n 

Excepto por el requerimiento de que la so lución ~a un circuito hamilloniano, 13 
fornllllación es un modelo de asignación. l).,safQrtunadamcntc no hay una garantía dc que 
la solución óptima del modelo de asignación será un cireuito hamiltoniano. Mas bien la 
solución nos prCSenlar:i una seri .. d .. subcircuitos a panir de los cuales podr .. mos conSlmir 
dicho circuito. 
Así el problema de asignación es una relajación del PAV o de manera eqnivalente el PAVo 
es la restrÍ.:'ciÓn del problema de asignación adicionando la restricc ión "no se pcrnliten 
subtollrs·'. Es decir, no se pcrnliten nnas quc no abarcan todo el conjunto de \"énices, nodos 

o bien de cilld.1dcs. 
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2.1.1.3 

En el problema simétrico la di stancia entre dos ciudades es la nt isn13 independientcmenlc 
de la dirección, fonnando una gráfica no dirigida. Esta simctria disminuyc el espacio dc 
soluciones a la mitad. Y en el caso asimctrico, las mtas no c.'dsten en ambas direcciones o 
bien las distancias son dilerentes lonnando una gráfica dirigida. Las calles dc un solo 
sentido o bien el pasaje a~'r"o di: distintas e iud.1des con distintas tasas de llegada y salid.1 
SOIl ejemplos de que la s imdria puede resultar insuficiente. 

IX acuerdo a 10 anterior, el PAV se puede plantear de la siguiente manera: 

min Z = ti>u "'-~ 

,a 
j., J" . 
" x = l "- " ,., 

,., 

~ =0 l . ' 

'Vi =L __ , n i -.o j 

'Vj =I, ... ,n ¡ ;t j 

"~ I problemll del Agente "¡lIjero $imHrico (PA I~ 

Si se considera el problcm:, s imétrico de l ag~'Illc "iajero, donde el' = el' 'V/,jeV, la 

fonnulaeión ~'S la s iguie11le: 

min Z = LLe~x.; 

s.a. 

,~V ¡>< 

,<> '''' 

x = 0 l " ' 

leV 

'V Sc:V,S;<O 

'V ¡,jeV 

Di: hecho el PAVS es un caso especial del Problema del Agenle Viajero Asimétrico en el 

cual c, ¡ ;< e" 'Vi . j e V . En esle trabajo sc trabajMa con el PAVS. 

2.1. 1.4 Como un problenm gráfico 

El P A V lrunbién puede ser modelado como una gráfica, aqui las ciudades quedan 
repr..;~cntadas por los "ért ices, as i como las aristas rcpresentan las Il.ltas de lUla ciudad a olra 
y su longi tnd representa la distancia entre cada par de vértices de la g áfica_ La solución al 



e. pit" " lo M.,oo oo n[optu, 1 

PAV está dada por un circuito Hamiltoniano y la ruta óptima es el circuito Hamiltoniano 
más corto . F", cuentemente el modelo es una gráfirn COflllle\a (e>to es, una arista conecta a 
cada ¡:ar de vértices). Si no exi>te una ruta entre dos ciudades (vértices), se agrega de 
manera artlitraria una aria de gran longitud que colllllete la gráfi ca sin afeclir la solución 
fiml del tour. 
El plantearriento fmm1 de! problema es "Dada una gráfica COflllle\a y ponderada 

G _ (N,E,d) donde N, es e! número de mdos, E es e! crojunto de arcos que oonectan 

completamente a los nOdO', y d e, una función que a;lgna un vector 11" a cada arco 

(i ,j ) ~ E , donde cada elemento con-esponde a una cierta medida (co>to, distancia) entre i 

y j ,entonces el problerra es encontrar el circuito Hamiltmiano nínimo del ¡rafo. 

• }----;,:-í , 

Figura 2. 1 Ej err¡llo del problema de! Agente Viajero co!oo un grafo 

2.U.3 EIPAV métrroynométrko 

En e! PAV métrico las distancias entre las ciudades sati sfacen la de!igualdad de! triángulo . 
Esto ¡:uede e!"tenderse ccmo la chtancia n:ás ccrta entre la ciudad i y la j nunca va a ser 
más larga que la ddancia pasando parla ciudad k 

e, .se. + e~ 

E>tas longitudes de las ari a s definen una métrica sob", un conj urto de vérti ces Cuando 
las ciudades son vistas CO!OO ¡:u,1Io¡ en e! plano, la distancia entre cada par de ciudades se 
define mediante alguna. función de distancia. 

• En e! PA V euclüi ano la ddancia entre dos ciudades es la ddancia euclüi atla 

• En e! PAV rec~Hneo la distancia entre cada par de ciudades es la suma de la 
diferencia de las coordenadas x e y Ea métri ca es llamada la dim.ncia Mlnhattan 
o la métrica e i!l'-blocJ:. 

• La métrica nBXima, es la distancia entre cada dos ciudades que se define corm e! 
ml.rimo de la diferencia de las coordemdas x ey 
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tLPAV No mH rko 

El l'AV qu~ no cumpla la desigualdad del triángulo se dice que ~s no métrico. Muchus 
problemas (lue no cumplen con esla des i gu.~ldad se presentan en los problemas de mteo, 
por ejemplo. viajar por avión puede ser más rápido a im cuando se está viajando por la 
distancia más larga. 

2. 1.2 El PAV rumo un probll'm ~ de combimllorio 

Los problemas de optimización se dividen de manera natural en dos catcgorías: prohl~mas 
de oplimización con variables continuas y problemas de optim ización oon variables 

discretas. A estos llltimos se lcs llama problemas de optimización combinatoria [ 17[. 

Un problema combinatorio es aquél que asigna valores numéricos discreto!> a algún 
COluunto finito de variables X. de tal fonna que satisfa ga un conjunto de restricciones y 
minimice <.> maximice alguna ¡'Ulción obj"tivo. [18] 

Asi. por ejemplo. en el problcma del agente viajero, en cl cual se ti"ne que salir de una 
ciudad y r"gr~sar a b misma después de haber visitado (con costo mínimo de viaje) todas 

las dcmás ciudades. si se ti enen n ciudades eu total que reoorrcr entonces e,,"i s ten (n·I)! 
solucioui:s fact ibles. y si una computador:1 que pudicm ser programada para examina!" 
soluciones a razón de un billón de soluciones por segundo; la computadora teruJinana su 
tarca. paTa n - 25 ciudades (que l-'S un problema pequeño para muchos casos prácticos) en 
a lr~-dedor de 19.674 años. 

No tiene sentido resolver de esa fonna un problema si a l imercsado no le alcaliza su "ida 
para ver la respucsta![ 17] 

2.1.2.1 l>e$cripción del problema l'OInbinatorio 

El cnfoque das ioo para estudiar un problema de optimi7.ac ión es proc~-der a identificar 
aqudlas propiedades. cualitativas. cuantilat ivas, <¡ue conduzcan a uno o varios 
proeedimicmos eficicnws l).lra implementarlos en una computadora y obten~r su solución. 
Resulta importanle aquí el'aluar el ti empo que lardará un procedimic11l0 para cnC01l1rar la 
solución ya quc no es lo mismo esperar UIIOS cuant O$ segundos que tener que esperar horas, 
días o quizá más tiempo para saber la soluc ión del problema. Otro aspecto importalllc es 
conocer el eomportam;;:mo del algoritmo cuando el tmmlño del problema crece, pues se 
puede tener un procedimiento que resul te adecuado para rcsol,",:r problemas pequeños o 
medianos. pero r~sultar impracticables cuando el tanmño dI!! problema es grande. [1 71 

Una inSlam:ia de un problema de oplimización combinatoria puede fonnalizarse como una 
p"rcj" (S,[) , donde S denota el conjunto fin ito de todas las soluciones pO$ibles y [ la 

fuución de costo, mapeo definido por: [ : S....¡. R 
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En el caso de minimización. cl problema es cncomrar i"" e S que satisfaga 

f(i"", ) S f(i ) "ti E S 

en el caso de ma.'{imiwción. la 1"", que sal isfaga 

f(i"", ) 2: [(1 ) 'ti e S 

A la solución ¡'" se le llama una solución globalmente óplillla y Ji"", '" [ (i",, ) dL~lota el 

coSlo óplimo, mientras que S"", denola el conjunto de soluciones óptimas. r 171 

Un problema de Oplillli:ación Combina/oria es un conjunto f de instancias que pueden 
variar en sns parámetros. por ejcrnplo. pam el TSP se pueden variar d número de ciudades 
lo que la hacc diferente a otra instancia. 

En las definiciones anteriores se ha distinguido entre un prohlema y una instancia del 
problema, Oc manera infonnal. una instancia eSlá dada. por "los datos de entrada" y la 
infonnación sufic iente p.lm obtener una solución micr1tras que un problema es una 
colección de inslancias del mismo tipo. 

2.1.2.2 )' hmtcamicnto del " AV com o un problema de optimizadón 

rombinatori:1 (pt'11I1utadollcs) 

Considere n ciudades y una matri ;: (d",, ) de orden, n><n cuyos elementos denotan la 

distancia entre cada par p. q de ciudades_ 

Se define un r~'Corrido como una traycctoria cerrada quc visila cada ciudad exactmncnt~ 
una ve-I-. El problema es encontrar el reCQrrido de longitud minima. 

En esle problema. una solución cSlá dada por una pennUlación cielica 
" '" ("(1), 11'(2),_-. , ,,(n» , donde 1T(k)dcnota la ciudad a visitar después de la ciudad k , CQ n 

rr' (k) * k, f=, 1,2, .... n - 1 y " " '" k "tk. Aquí ,r (k) se entiende por la aplicación de I "eces 

la pcnnutación ". Cada solución corresponde a un r.:corrido. El espacio de soluciones está 
dado por: 

s = {todas las pcrmu/ackmes " cidicas de 1m n ciudades} 

y la función de costo se define por: 

es decir. f( lf ) da la longilud del recorrido com:spondiente a 1T. Además, sc ticne que 

ISI "'(n- l)!. 
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2.1.3 I'robl erna ~ n' lacio rrad Oll J \'a ri;¡rrt l'll del I'AV 

Como se ha mencionado en varios apartados, el PAV tiene muchas \'arianK'S, entre las 

cnales se pueden seña lar, el Problema del Ageute Viajero con Ventanas de T iempo PAVVr. 

con cuello de botella. CQn dependencia horaria o bien está relacionado con otros problemas 

como lo es el problema de asignación cuadrático_ Para conocer un poco más acerca de eSla~ 

relaciones y variante:; se reCQmienda leer [1 [, [3[, [4[. ['[, [19[ Y [\\'3[_ 

2. 1.3.1 E l PAV )' el I'rob .... nm de Asigrmción C uarlnílko (QA I' -

Q uarl rntic Assignnrcnl I' roblcnr) 

El Problema de Asignación Cuadrática (QAP - QlIadratie Assignment Problcnr) es quizás 

e l mas complejo y dificil de los problemas dc asignación, en dmrde, ~1ac i onar dos 

asignaciones particulares ticne un costo asociado; tal estructura de costo surge, por ejemplo, 

cuando el costo de localizar la instalación i en la localidad k y la instalación j en la 
localidad 1 es una función de la dist:meia entre las dos loealidades k y 1, yel grado de 

interacción cut re las dos iuslalaciones. 

Fmmalrnente, el QAI' puede ser definido por tr~'S lIlatric~'S nxn: D - (dI) es la distancia 
entre la local idad i y la local idad /: F - {f¡,¡J es el flujo elllre las facilidades h y k, es decir la 

cant idad de interacción (trálico) existente entr" las facilidades ; e - {elO} es e l costo de 

asign<'f la fac ilidad h en la localidad i_ [\VG] 

Para n ciudades COI1 D = Id;}! la matriz de distal1cias 

Si 13 ruta inc1uyt: a la ciudad i Cl la posicion p 

o.::otra fOlTll3 

En tonces e l PAJI so: puede fornmlar C01110 un problema de asignación cuadrático (qlladratic 

Qssignmenl próblem) de la ~ iguicnle fOl1na: 
• 

minz L d..,x"x,. 
,./""., 

S./I. 

i:,x,,=1 
O" 

• LX, =1 ,., 
X" E {O.I} 

i = 1. , .,n 

p = I .. _n 

i.p = I •.. . n 

Este problema fue enunciado orig inalmente de nna numera l igemmL~lte menos s,;,neral qu" 

la anteriQr p01' KQopma",; y Ekckmaun (1957), como un problcm" de 10cali7.aciÓn de 

plantas. En este problema, d i><! '" c,tpq 
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Donde t,.. es el número de anieulos CTwiados de la planta p a la p1ama q. y c. el costo por 

"nviar unidades d~ la localidad i a la localici.1d j. 

La variabk x" cs un indicador de sí o no se asigna la planla p a la localidad i . Es 

importantc hacer nO"lr que la solución del PA V puede ser una pcnnutación ciclica de los 

enteros 1, ... ,n . Entonces x .. puede ser interprelado como un indicador de si o no la ciudad 

¡el ¡résimo lugar en la pennmación (p-ésima ciudad visilada). Y aim más cl PA V puede ser 

escrito como un problema de asignación cuadrático en cl cual la malriz de distancias estan 

representadas por C = (e, ) y la matriz de pernlUtaciones cíclicas por T = (t,..) Esto es, 

t. ". . " 1 para p .. 1, .. .n - 1, t •• • 1 Y t,.. "' O de otra manera. [1] 

A causa de su di\"er.;idad de aplicaciones y a la dificultad intrínseca dcl problema, el QAP 

ha s ido Íll\"cstigado e),.1ClIS'IIllC1l1e por la conllUlidad ciemifica, clasificandolo como un 

problema NP - Completo o NP - Hard. [W6] 

2.1.3.2 El PAV y cll'roblfma d t" 1,1 ¡'uta lII,h hlrga 

El problema de cncontrar la ruta lIIás larga en una red entre un par de vértices especi fi cos 

no diJicre dd problema de encontrar una ruta lilas corta. Y esto cs porque los problemas de 
masimizaeión y minimización pucden con\'Crtirse unO en el otro multiplicando la función 

objetivo por(.l). Y puede, sin embargo, confundirnos porque el proble"m de la ruta mas 

corta es clasificado como fácil mientras que el problema de la ruta más larga es clasificado 

como dificil. La razón de esta diferencia es que el problema de la ruta mas corta (larga) se 

hace mas fácil (dificil), en la medida de que no hay ciclos dc duración negativa (positiva). 

Ya que la durac ión de los arcos son generalmente positivos. El PAV puedc con"~rtirsc en 
un problema de ruta mas larga, el cual , genera lmente cont iene ciclos de duración pO!iitiva. 

Para transfon1l3r e l PAV en un problema de ruta mas larga, primero se transfonna 13 

instancia del PAV COll e, como durac ión de los arcos a la instancia de un problema de 

circuitos hami1toniallOS con duración en los arcos de e, ' E1l1onces se rcemp1a7..3 cada arco 

de duración e, ' por e, ..... M - e, ·dond" M es mod.:-r:tdamenw grand~. tan gmndc. como la 

suma dc las e, duraciones de los n valores. Una ruta más l'lrga (sin repetición de "crtices) 

de S a t con respecto a la duraciÓII de los arcos e," cs un dreuito hamihoniano de S a 

t . La transfonnación del problema de la ruta mas larga al PAV es liger:l.lncnte mas 

complicado. 
Como ejemplo. supóng,tSe que se quiere encontrar la ruta más larga del \'értice I al vértice 

n en la dignifica como la que se muestra en la fi gura 2.2(a). 
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~ 
2 , ' 

G)~3~S 
-) Figura 2.2 (a) Digráfica para el problema de la mla más larga 

't-----"-'~----~" ' , -, 

b) _M _M - M _M - M 

Figura 2.2 (b) Transfonnación d~ la digr-álica al TSr 

l'rim~ro S~ multiplica cada duración del arco por (.1), para con\"~rtir el problem3 a IUl 

probl.:'ma de nna más corta (con ciclos n.:'gmivos). Entonces se g.:'n~ran 2(n - 2) nuevos 

vértices y 4n - 7 nuevos arcos con duraciones de - M es un número 

Illuy grande, C0ll10 se muestra en la fí gum 2.2 (b). Se afinna que e l circui to Immiltoniano en 

e l nuc\o digrafo ticne la propiedad que la p;lrtc del c ircuito del vértice 1 a l vértice n es la 
mta más corta (y de un camino mas largo en la digr:i.fiea o riginal) y la partc del c ircu ito del 

vértiee n al \'érticc 1 tiene exactamente una duración de - 2(n - 2). 

Cabe haeer la difer~ncia que el problema de la ruta más larga también eono .. ida como 
I'ERT·CI'1\·' ( I'rogram Evaluation aand rcvicU' Tcchnique) y el CI'M (Critical I'ath 

Mclhod.) $e diferencia dell'AV ya que la mctodología PERT mue>;tm cl camino CQmo una 

secu¡>fl cia de actividades conectadas. que conduce del principio del proyecto al final del 

mismo. P'lr lo que aquel camino que requiera el mayor trabajo. es decir, el camino más 

largo dcntro de la red. viene sicndo la rnta crítica o el camino cTÍti co de la red dcl proyecto. 

Esto significa que el camino final puede implicar la visita de una act ividad en más de una 

ocasión lo que "iola la res lriceión del PAVo Tan ~olo el hecho de quc la ruta critica no 
contempla regr.:sar a la acti"idad de orig.:n. 
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2. 1.3.3 El PAV y los árboles dI.' I.'x pausiÓn minim QS 

Un árbol d~ e .... pansión de \Ula gráfica .:s un árbol con~ctado en todos los vért i c~s. La 
solución al problema es encontrar un árbol de expansión con una duración mínima. El 

primer título que se le dio a ~"$te problema fue "On lhe shorles/ spannlng $IIblree o[ a graph 
and /raveling .¡a[es/JIr/n prob/ellf', "Sobr~ subárboles de cxpan~ión mínimos de Ulla gdlica 

y el problema del agente viajero" Cada nl13 h3mihoniana contiene y Salisface la restricción 

adicional "ningún vtrticc del arboltienc un grado m3yor a dos". 

Esto es, que el problema dc expansión mínimos es una re lajación del PAV, y el problema 

del Agente Viajero ~'S una restri cción del problema de arboles de expansión mínimos. 

2,1.4 T T".a lls fonnacionl'S simpll'S del/'tI V 

2.1.4.1 E l cudlo de botdl¡1 dI'! PAV 

En el problema del rAV con cuello de botella el objetivo ~'S minimizar la distancia del 

recorrido de Imlyor du r;¡ción que el 3geTlle viajero recorre. cn lugar de minimizar la suma 
de las distancias de todos los recorridos. [1 [ 

Como un ejemplo dc este problema, se considera una Iinca de .:nsmnb1e con estaciones de 

trabajo arregladas de miUlera sccuencial. Hay n actividades paTa realiZar un I¡roducto que sc 

muc\-c a tran~s de la linea de proceso ~' ~'Slas activ idades pueden ten\linar en cualquier 

orden. El tiempo requerido para realizar la actividad } dcspués de la actividad i, es: 

t, "' c,+ p, 

I)ond~ c, es el tiempo de preparación y p, es el tiempo actual de ejecución de la actividad 

j 
Si el objet ivo es la secuencia de activ idades y minimizar los ticmpos de la línea de 

ensambles. entonces los criterios del PA V con cuel10 de botella es apropiado_ 

Nótese que la optimalidad de una solución al PtlV eOTl cuello de botella depende no de las 

magnilUdes de c, sino linicamentc depende de los valores relativos. 

y se plantea de la siguiente manera: 

Inslam:iu; Se.1 un conjunto e de 111 c iudades, la di~tancia d (C,.C, ) E Z· para cuda par d.: 

c iudades ei, c} elementos di:: e, y un entero llOsiti\'o B. 

I'n'gunla: ¿Hay una ruta de e cuya arista mas larga. no es mayor que B, por ejem plo 

una pennutación < c.(,).c. (jJ '. __ 'c,,;,,¡ > de e tal que d(c,,~ ,c"\ "'I ) :¡; B para 1 :s; ¡ < m y tal 

que d c.o.o'c" ,) S B ? 
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2. 1.4.2 El PAV con n· tlt;Hm~ de tiempo (PAVI'7) 

En este problema, cada vértice I liene una ventana de ti~1UpO a:;oci<ld.1 [s,.b,] uno de los 

I'értices. digamos lo ' es considerado como un depósilo y alra"l'Sar un arco (j.)) E A 

implica nn tiempo para emzarlo (tiempo de viaje) t", >- O El PAVVT consiste C1l 

eneOlllrar un circuilo en G empe;!;ando en i. (el depósito) en e l ins¡anlell~ . quc a¡ravi~se 

cada vértice exactamCnle lUla ,·C;!;. de fonna quc el circuito debe abandonar cada v¿nice 

denlro de su \'entana de tiempo y que acabo; en l. autes del iustante b". Notar que se 

pennite llegar a un \'trlice i antes de 8, (ti~mpo de espero), pero en este caso el circu ito 

debe abandon:u- I en el instante s , . Por simpl icidad, si en nn vertice i eS necesario tiempo 

dc servicio, este tiempo está incluido en el tiempo de viaje /1/1" j ... i 

El PAVVr ti cne importantes aplicaciont'S, csp~cialmcntc cn problcmas de distribución y 

secucneiaciÓn. 

2. 1.4.3 E I I'AV con dq)('ndenció! hom';ó! (PA VDlf) 

En los problemas reales de nHas de vehículos. como por ejemplo. la distribución dentro de 

una gran ciudad. además de las vcntanas de tiempo de los clientt'S. e l tiempo (que 

nonnalmente coincide oon cI costo) de atrawsar algunas ca lles, como a\'enidas principales, 

ele. , depCTlde del momento en el que empc;!;amos a atravesarlas. 

Por CjL111plo, en las horas p'Ulta como la entrada/sal ida del trabajo o del colegio. S i tenemos 

ell cuenta esla idca. los costos de los arcos e1\ alglUlOS problemas dc mtas de ,'ehienlos 

deben tener dcpend~ncia homria. En est ~ caso. probablemente casi todos los problcmas 

sencillos que se usan corno s ubnllina~ para resolver problemas de rutas (camino más corto. 

amol de minimo JWso. acoplamiento. nujo de coste mínimo. etc.) no scrían viables. 

A pesar de los atascos dc Irálico que sufrimos a c iertas horas y en ciertos lugares de las 
grandes ciudades, los problemas de OLtas con dependencia horaria de los costos hall sido 

estudiados muy poco. I)e hecho e l trabajo más reciellte sobre este lema, el de Haouari y 

Deja" (1997). resuelve el problcma del camino más corto con \'entanas de tiempo y 

depeudC'1lcia homria dc los costos CII un tiC'1npo pseudo-po1i1\omia1. 

En los Irabajos de Alb iaeh y Soler (200 1) y Albiach et al. (2002) se ha estudiado una 
generalización delPAVVT que r~cog~, ademas de las , 'cnt,mas d~ l iempo, la dependencia 

horaria de los costos. Por esta razón los tiempos de espera est,in pcnllit idos para minimi;!;ar 

e l costo 10lal dcl viaje. Es decir. cSlá pern!itido empe;!;ar el circuito en el vert ice 

dcpósito;.en el installlc t~ >- /I~ 
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Por cjemplo. si el instante a,. está dentro de nna hora pnnta y las restricciones horarias lo 

pernliten, nosotros podemos minimizar el costo total del tour esperando un bre\'e espacio de 

ticmpo (trabajando en e l alrnae;:n) en lugar de empezar la ruta en el instante ",. . 

El Problema del Ageme Viajero con Depcnd.::ncia Horaria (PAV DH) sc definc de la 

s iguienl':: fonn:l: 

Sea G: (11 ,A) uu gra fo dirigido, sicndo /1: {v, r oO su conjunto de \·;:rtiees, donde 1'0 e~ el 

\'értiee depósito. Cada \'~rtiec v,e/l tiene asociada una \'enlana de tiempo [a,.b,J 

verificándose (IUC a,.b, eZ· v {O}y [a,.b,]!; [a".boJ 'Vie{l. .... n} Considerarnos para 

cada .,..,ntana de tiempo [a" b,l p, :b,-",+l periodos de tiempo {[a,+k-l,a,+kJl : , 

Por simplicidad denotaremos 7,' : (a, +k- I,a, +kJ y con el fin de discrctizar clticmpo, 

idcntificaremos 7, ' con el instante de tiempo a, +k - 1. 

Por ot ra p,ute. el tiemPQ y el costo de atrJ\.:sar un arco (v" v) e A dependen del instant.: 

de tiempo 7;' (k E {l, ... , P, }) cn el (Ine empezamos a 3Ira\·esarlo. Denotamos con 7;~, E Z· Y 

< , 2: 0 e l ticmPQ y el costo respeClivlUlIente de atra\-esar el arco (v"vJ)cmpczando en el 

periodo 7,' 

El FA VDIl consiste en encontrar un circuito hamihoniano cn G, cmpe7..ando y acabando en 

Vo dentro de Sil ventana de tiempo [8o't,.,] de fonna que e l circu ito abandone cada vcrt icll 

v, E V con i >- Odentro de su ventana de ticmpo. la suma dc los .::ostos sca mínima y con el 

fin d~ minimil:ar e l eOlito 10ta1. se pennite b espera en eada \'értiee v, s i es alcanzado antes 

de 11, siendo esta espera de costo cero. Pero en l'Ste caso, el circuito deberá abandonar el 

\'értiec en el instante primero s, 

Como en el FAVVT. por simplic idad asum irnos que e l tiempo de atra \'esar tUl arco (v" vi) 
con j >- O incluye el tiempo de scrvicio en VI. En el caso particuhlr dc un PAVDH cn el que 

T,~ = T,j = C:J : cUIfIr.S E {1._ ." P,} y 'If (v,. v¡ ) e A. tenemos un FAVVT con la función 

objetivo igual alti.::mpo total del c ircuito. As í e l PAVDIl es un problema Np·duro. 

2.1.5. 1 El Probl~ma dd Ag~ntl" VI'lj~ro Eudidi,mo PAVE 

Una rc~triceión "natural'· dd problema del agente viajero es la desigualdad & 1 triángulo, 

esto eS: para In:$ ciudadL'$ A, B Y C. la distancia entre A y B debe ser a lo mas la dislancia 
de A a B más la distancia de B a C. Es decir se ctullple lo siguiente: C.u +clC _2: cN".: 
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Cuando la distancia está dada por la distancia euclidiana, J _ ~(:., - ~,)' • (.>', - .>',)' ya que las 

distancias cn e l plano cumplen la des igualdad dcl triangulo, cntonces estaremos hablando 

de l Problema del Agcnle Viajcro Euclidiano PAVE. Y aunque pudiera pcnsm-se quc es mas 
"fáeil" que el PAV genera l aún sigue siendo NP-Hard. 

J)efi"id"n dd PA VE" 

Dados n nodos en el plano. se qniere eneonlrar un tour rerrado que visita cada nodo 

e,;aetamentc una vez y que se incurra en t~ner un mínimo costo. La suma del tour. es la 

suma de las distancias a lo largo del tour. y la distancia entro: cada par de nodo~ esta dada 

porla dislancia euclidiana. 

Para este conjunto de instancias en particular existen algoritmos de aproximación con una 
eonsl,mlC de apro.~imaciÓn, como el elaborado por ChristQfidcs en 1976 [20}, el cual 

cncuentra un tour de long itud de 1.5 \'eccs de l tour óptimo. También cxiste otro algoritmo 

que se alej a a lo más en e l dobk de longitud del tour óptimo. Otro algoritmo cuya 

aproximación al tour óptimo esta dado por el factor ( 1 + lIe) y c>(} en un tiempo 0(/1 (log 

/1) "O(c», diseilado por Sanjeel' Arora [21 [. La descripción de estos algoritmos se llevara a 
cabo en los siguicntes capítulos. 

2.2 El PAV y 1:1 complejidad eomputacimml 

Pr.icti canK~lte todas las árcas de las ciencias computacionales tratan, en mayor O meuor 

grado con complejidad computacional. El tema es muy COmún entre ~"pcrtos de! área, 

sobr~ todo entre aquéllos r~1 3c i on 3dQ!¡ con NP~Cnmpl(!tnJ y c ntr~ quien~ s buscan 

algoritmos eficientes pam diversos problemas de aplicac ión. La importancia de la 

complejidad complllacional estriba en q uc se ha convo.'"rtido cn una fonlla de clasificar 

buenos y malos algoritmos y de clasificar problemas COm])lIIac1onales como fáciles y 

difíciles· I l7 1 

El PAV pertene"," a la clase de problemas de opt imización combinatoria que se conocen 

NP-Completos. Esto es, si alguien pudiera encont",r un algoritmo eficiente (po r ~jemplo 

uno quc garanti lara L~lcout",r la solución óptima en un nímlcro polinomial de pasos) para el 

PA V, enton(.·cs los algoritmos eficientes podrian encontrar solución en tiempo polinomial 

para todos los problemas de la clase NP-Compfelos. Hasta.:l momento. no se ha encontrado 

un algoritmo de ti empo polinomial que resuelva el PAV de maneru óptima. 

Esto significa que ¿es impos ible resolvcr cualquier instrulcia grrulde de estos problemas? 

No, muchos problemas de optimización practieos verdaderamente de gran escala han sido 

resueltos de manera óptima. En 1994. Applegate. el. al. Resolvieron el PAV el cual 

mode1ab., la producción de tarjetas perforud.ls con 7,397 hoyos (ciudades), y, en 1998. el 

mismo autor reso lvió el problema con 13,509 ciudades de Estados Unidos E. U. Yen el 
2004, este mismo equipo resuelve una i!L~tanc ia con 24,978 ci"dades. 
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2.2. 1 Teoria dl' NP-Complfife;. 

E"isten muchos problemas que no se pueden resolver con las técnicas disponibles de 

man~ra exacta y eficiente. Algunos de estos problemas podrian ~er resueltos con algoritmO!; 
dicientes quc al-m no se descubren. Sin embargo, es muy probable que muchos de ellos no 

puedml ser resucltos eficienlemente. Enlonces, es de gran utilidad idenlilicar este tipo de 

problemas con e l propósito de no invertir tiempo en busear algoritmos que no existen. 1..1 

tcoria de la NP-Completez proporciona tccnicas para ident ificar es tc tipo el.:: problemas. 

El problema del agente viajero fue uno de los primeros donde se aplicó la teoria dc la NP­

Complete:: a principios de los 70·s. A partir de entonces se 1m usado ConlO el ejemplo 

prototipo de los problemas combinatorios NP-dlfic iles. Ad~más, el PA V ba dado pie al 
desarrollo dc nucvos a lgori tmos. Por cjemplo. el método de relajación ¡agangeana Si: 

desarrolló a part ir del trabajo de Hcld Y Karp para resolver el probkma del agente viajero. 

A cont inuación se definen algunos conceptos que se milizarnn más adelante. 

Un problema se especifica con la descripción general de sus parámetros y las propiedades 
que debe tener la solución. ConlO ejemplo eO!l~idércsc el problema dd agente viajero. ]..<r.; 

panimetros de es te problema son las ciudades 1,2, ... , n y para cada par de c iud"dc~ i,j la 

distancia C',j entre ellas. La solución es una )lCnnutación ( I!""I!"~, .. , I!"~) de ciud,ld~'"S que 

... I " mmlllllccn C + e . 
J-1 .~," . "", 

Un q 'emplo de un problcm:l se obtiene al especificar los valol"l.'"S de todos los parámctros dcl 

problema. Por ejemplo, un ejemplo para el problema del agente viajero está dada por 

{1,2,3.4},C" = 10,eu = 5,e,. = 9,,,,, = 6,e~ =9 y c'" :3. 

La permutación (1 , 2,3, " )~'S lUla solución dc estc ejemplo con costo total de 23 unidadcs. 

Figura 2.3 Ej emplo del problema del agente viajero 

Un algoritmo es un conjunto de in sI Rlec i o n~'$ O n'glas bien definid"" que se usan para 

obtener un resultado especifico a partir de unos dal OS de entrada específicos en un número 

finito de pasos. 
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Sc cslá i nlere~ado en enconlrar el algorilmo más "eficienlc·· que resuelva IUl problema. La 
noción de eficiencia involucra todos los recursos de cómpUlo que se necesitan para ejcclllar 
un algoritmo. Sin embargo, el algoritmo ··más eficiente" generalmente significa d más 

rnpido. El liempo requerido por un algorilmo dcpende del tamaíio del ejemplo del 
problema. El lamai10 reflcja la cantidad de dalos de enlrada necesarios par.\ describir el 
ejemplo. 

Generalmente esta mcdida se hace de mancra infomlal. Por cjemplo, para el problema del 
agente "iajero el numero de ciud.1des se toma como el tamaño del ejemplo aunque existan 
otros datos de entrada como la distancia entre cada par de ciudades. 

L..1 jimción de complej idad de riempo proporciona el mayor tiempo requerido por un 
algoritmo para resolver un ejemplo de tul problema con un detcnninado tamaño. Los 

algoritmos tienen una gran variedad de funciones de complejidad de tiempo y dctemlinar 
cuáles algoritmos son suficientemente efi cientes y cuáles son muy inefi cientes depend~ de 
cada situación. Sin embargo, éstos se hml dividido en algoritmos de tiempo polinomial y 
algoritmos de tiempo exponencial. En la comuuidad cicntiJica ~"Stos algoritmos los han 
dividido como buenos y malos algoritmos. 

2.2.2 Buenos y m:llos algori tm O!S 

Los algoritmos han sido divididos como buenos o malos. L..1 comunidad computacional 
acepta que un buen algoritmo es aquél para el cual e.~istc un algoritmo polinomial 
dctenninislico que lo resuelva. También se acepta que un mal algoritmo e!l aquel para el 
cual dicho algoritmo simplemente no existe. Un problema se dice intratable. s i t'S muy 
dificil quc un algoritmo de tiempo no polinomial lo resuelva. 

Sc dice que una función f(n)cs de orden g,o(g(n)) . si exislc una constante e tal qu~ 

~ ( nA "", cjg ( nA para n 2: 0 Un algorirmo de Tiempo polinomial se definc como aquél cuya 

litnción de complejidad d~ tiempo sea o (p(n)) Pafa alguna función polinomial p y donde 

n es el tamaíio del ejemplo del problema. Los problemas de la clase P son aquéllos para 
los Cl",lcs c.~ istc un ,Llgoritmo polinomial que los r~"$ucl va. Cualquicr algoritmo cuya 
fuución d~ complejidad d~ tiempo no pucda scr acotada de esta manera se conoc~ como 
algoritmo exponencial. Cabe hacer notar que esta definición incluye ciertas funcion~"S no 

polinomiales como nlog" • que no se considcran como funciones cll."ponellcialcs. 

No obstante. esta clasificación de algori tmos cn buenos )' malos PUL-dC resultar a VCCeS 
engmlosa, ya que se podría pensar que los algoritmos exp<:lIle ncialcs no son de ll\il idad 
pn\ctiea y que habrá (Iue ut ili zar solame11le algoritmos polinomiales. 
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Por ejcmplo; un algoriuno de complejidad nItO tornará para reso ll'er inMancias de tammlo 3 

ticmpos astronómicos, micmras quc un algoritmo exponencial correrá más rápidrunente 

para toda instancia razOImble. 

Sin embargo. la experiencia ha demosrrado que para la mayoría de los problemo$ l/na ve: 
qtW IIn algorirmo acorado en riempo polinomial es descllbierto. el grado del polinomio 
rópidamenre slIfre lino serie de decrementru ron pronro como varios invesrigadores 
mejoran la idea. Gencralmente. la razón I1nal de crccimiento es O(n') o mcjor. Por 

ej emplo, se tieuc el caso de los métodos simplex )' Branch & BOllnd, los cuales son muy 

eficientes para muchos problemas prácticos. 

Es obvio que, cuando el tamaño de la entrada crece, cualquier algoritmo polinomial 

eventualmente llegara a scr mas dicicnte que cualquicr algoritmo exponcneia l. 

Una característi ca positiva de los algoritmos polinomial"" es que tOlnan más ventaja de los 

avances de la tecnología. I'or ejemplo, cad., \'cz que una mejora tecnológica incrementa la 

velocidad de las computadoras 10 veces. el tamaño de la instancia más grande que puede 

ser solucionada por un algoritmo pol inomial en una hora, por ejemplo. scrá multiplicado 

por una constamc cmrc 1 y 10. En contraste. Ull algoritmo exponencial eXp"rimcntani 

únicamcnlC un incremento pequcño que se sumara al tamaño de la Instrulcia (lue este puede 

reso ll'cr(\"er tabla 1.1). 

Finalmente se puede decir que los algoritmos polinomiales lienen la propiedad de 

cerradura: puedcn ser combinados para r~sol\"cr casos especiales del mismo problema: un 

a lgoritmo poli nomial puede llamar otro algoritmo polinomial como una subnlt ina )' el 

algoritmo resultante cont inuará siendo polinomial 

, ....... T ••• IIo_ " 'mland. Si)lutlonldl T ••• ño dililiul.DriI Si)ludaaIdI ni 

t nun Dll un dll t. u .. COMpulacIon 
10 Vtrft Ma Iü~ 

" 
, 

""'" 0.948:>: 1 0 87:>: 10 

" 
, 3.16:>: 1 

" 2.lhl , 
" " .. , 40 43 

W " " " • 79 95 

"' " " Tabla 2.1 Algontmos <.le \lempo pohnOll"nalloman mas venlaJ" de lo!; avar-.:es de la lecnotogl!l. 
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2.2.3 I'robl~ma~ r.idletl y dificiJetI 

Sin ,mirar cn detalles técnicos. decimos que un problema cs "facil"' de rcsolvC!" cuando es 

posiblc encontrar un algorilmo (método de soludón) cuyo licmpo de ejccución en una 

computadora crece de fonna "razonable" o moderada (o polinomial) con e l tamailo del 

problema. Por el contrariQ. si no cxistc tal algoritmo decimos que es "difícil"' dc r';:SQlver. 

Esto no implica que el prQblema no pueda resolvtmie, sinQ que cada a lgoritmo existente 

para la solución del problema tiene un liemP<l de ejecución que cn:ce explosivamell!c (o 

c"ponencialmeme) con el tamailo del problema. el tieml)O requerido para la solución 

aumenta de fomm c1'ponencial. 10 cual limita baslantc el lamallo de problemas que pueden 
resQlverse en las computadoras modemas. Técnicamentc hablando, d~lemlirmr si un 

problema es fáci l Q difícil se denomina establecer la complejidad com¡mwc/O/wl del 

problema. y esto es todo un arte, espccialmenle para demost rar que un PrQbknm es de los 

di fieiles. [22[ 

Una fornla de Qblener lUla sQlución al problema del agenle viajero, corno p."Irte de un 

problema combirmlQrio, es medianle una cnumeración exhausliva. Es decir, fonnamos 

looas las posibks combinaciones de ·'ours·'. en este caso (n·I)! , donde n !=n(n·l )(n· 
2) . .. (2)(1)) y calculamos la dislaneia IQlal para cada ',our", eligiendo aquel que tenga la 

mínima distancia total. En este casQ el problcma ha quedado totalmentc resue lto porque 

estamos exhibiendo todos los tours posibles. El ticmpo de ejecución de este algoritmo es 

grosso modo [ (n): (n)!. [22] 

Hay que nQlar que la función rac\Qrial [ (n) :(n)!, es una función que crc<::e 

exponencialmente a medida que crece el valor dc n. C la rQ, estQ nQ pnreba que el PAV es 

dificil. ya que muy bi(;1J pudiefl\ existir otro algoritmo que lo r;:$Qlviera en un tiempo de 

ejecución polinomial. En este caso. s in emlmrgo, y:1 Sl' ha demoslmdo qUl' 1:11 algoritmo 

polinomial no l'x iSIl' y qUl' el P¡\" pl' rtelll'~l' a esa dasl' de probl~m :IS difíciles. 

En el estudio de la e¡.;isteneia de algoritmos que pern,ilan enc'mtrar la so lución buscada en 
un tiempo PQ1inQmial y la cQnslmcción de e llos euandQ es posible. es muy importanl~ el 

conocimiento de las propiedades y cstmctum matemática del problema. En panicular. la 

teoria dc gráficas pcrmite. en muchos casos. el estudio de esta estmctunl y al aprovechar 

sus prQpicdades es P<lsiblc constmir los algQritrnos buscados. 

La tabla 1.2 lomada de [23]. ilustra las d iferencias de cr.::e imiento de algunas funciones de 

tiempo (columnas). Las cifras que se muestran son de tiempo de procesamiento en 

computadora que procesa I millón dc opemciones de punto flotante por segundos. Nótese 

e l cr.:cimiento e1'plosivo de las ftUlciones e1'ponenciales. (Últimas columnas). 
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TllIILUIio D f (n) n f(n) n' f(n) '" f(n) '" f(n) ," f (n) ," 
10 .0000 1 .000 1 seg .001 seg .1 seg .001 seg .OS9 seg 

seg 

20 .00002 .0004 scg .008 scg 3.2 seg 1.0 seg 58 min 

"g 
,O .00003 .0009 scg .027 seg 24.3 seg 17.9 mi 6.5 aflos 

s.::g 

40 .00004 .fX}]6 scg .064 seg 1.7min 12. 7 dias 38.57 siglos 

seg 

50 .00005 .0025 seg .125 seg 5.2 min 35.7 aílos 2X lO años 

"g 
60 .00006 .0036 seg .2l6seg \3 min 366 1.3 X 10 

seg SiglOli siglos 

Tabl:t 2.2 Comparación de \'3rias funciones polionomialc-s y el'poncnciales 

2.2.4 EII'AV es NI'-Compklo 

La leoría d.:: la NP-Completel proporciona tccnieas para dcmostrar qu.:: un problema es lan 
"dificil" C0ll10 un gran número de problemas que son conocidos como ··dificiles·'. La 
principal técnica que se usa para demostrar que dos problemas están relacionados es 
",,",dueir" un problema en Olro allransfo llllUl" cada ejemplo de un probkm3 en un ejemplo 
cquivalente dc Olro problema. I'ara c llo se consickrar:in problemas dc decisión, es decir, 
pmblcm"s en donde b rcspucsla es si o no. El objcli,'o de realizar esla operaeión es haeer b 
teoria más simpk Muchos pmblem3S combinatorios se pueden transfornlar en problemas 

de decisión. Por ejemplo. el problema de de<: isión para el problema del agente viajero es: 

2.2.4. t El PAV como pl"obl~nm dc dcdsión 

Si se plantea como un problema dc decisión qued.1 de la siguiente forma 13 1. 
Inslanda: Sca un conjunto e de m ciudades, la distancia para cada par de e" e

l 
e e 

ciudades y un numero entero positivo B . 

Pl"t'gunfa : ¿Hay una ruta de e que tenga una longitud d(ci,cj)eZ' o lIlenor, por 

ejemplo una p"nm,faeiÓIl <c ~ ( I )' C~(2) ' ...• C~(k ) ' C~(k . l)' . .. , e ,,"(m) > lal que' 

(t. d( cW(,), eW(" 'I) +d( Col . ), CW(,»)):S B? 
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Se introducirá el concepto de reducciim polinomial. Supimgase <JIle se liene "n problema 11', <JIle 

puede ser resuellO por un algoritmo A. Si cada instancia de un problema ": se puedE lransfomwr 

en "n ejemplo de Ir, en ""tiempo polinomial. entonces claromente ¡JIlcde ser llSaM este ~ho)' el 

algoritmoA ptlr(' rtsoh-eT 11'2 _ Si el m¡mero de insttlndas del problemtl 11', es mtI),<>r o igual qr~ el 

mlmero de Instancias tronsformadas del problema 11'2 . ésms se pueden \'er como casos JXlrticulares 

de las instancias de If,. Entonces. es rtconable afirmar <JIU! el problema IT, es ta" dificil (o 

posiblemente más dificil) (pIe " 2 

Los problemas de decisión pueden tener difcrenlC"S grJdos de dificultad. Pero si se lu\'iera 
una solución candidata, seria fac il vcrificar si con Csla so:: dcmuestl"ll que la respuesta al 
problema de decisión es si. Para los problemas de decisión que eslán en NP no se requiere 
que cada ejemplo del problema pueda ser resuello en un tiempo polinomial por algún 
algori tmo. Sólo se requiere que para las instancias del problema en la cual la respuesta al 
problema de decisión es si, e¡.; ista '''''' solución con la que se pucda vcrificar la r"spuesta ~~l 
ticmpo polinomial. Especificamente, la clase NP incluye aquellos problemas d" dec isión 
que pueden ser resueltos en tiempo polinomial si se ··:I.divina·' la solución COI1 1:1. que se 
puede demostrar que el problema de decisión es si_ Las letras NI' sigllifican polinomial no 
deterministico. Es decir. los problemas en NI' se resuelven en liempo 1",lillomial no 
detenninislieo en el sentido de que se pueden generar soluciones candidatas eon lUla alta 
probabilidad de adivinar alglUla que sirva para demostrar que la rcspuesta al problema de 
decisión es sí. [23] 

El complemenlo de on problema de deeisión se obtiene al intercambiar los papdes de las 
respu<.-'Stas si o no. 

Por ~jemplo. el complemenlo del problema d" decisión para el problema del agente viajero 
e$ el s iguiente: 
¿No. hay una ruta de e que tenga una longitud B O menor, por ejemplo una pcrnlUtación 

<C"'(I), C"'(2)' ... ' C ... (l )' C ... (k+l)' · .. ·C ... (m) > de e tal que: 

Obsér .... ese que II\!; instancias para las cuales la respuesta al problema de decisión es sí 

tiel1en como rL'Spnest:l. nocllando se considera el L"Qmplemento del problema de deeisión_ 

El complemento de los problemas de la clase NI' pertenece a la clase CoNP. ¿Cómo se 
pueden resolver problemas que pertenecen a esta clase? Es decir. ¿cómo se puede probar 
que la respuesta al problema de decisión es no? La ,iniea manera es emUlciar t Orl.1S las 
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posibles soluciones y "erificar que con ninguna de estas se puede demO!:!lrar que la 

respucsta al problema de decis ión es 5i. Dado (lile eSla enumeración se realiza en liempo 

exponencial no se puede verificar que la rcspuesta es no en ti~'1l1po polinomial, es decir, 

existen probk'1l1as en CoNP que no están en NP. 

Si IUl problema ll~..,. tal que cualquier problema en NP se puede reducir polinomialmcnle a 

ll, se dice que II es NP-dificil. Si ade,mis el problemall pi'rtencee a la clase NP, enlonc<:s 

II es NP_CQmpleIQ. Por lo lanto, los problem"s de clase NP-complelo son los más difieiles 

de la clase NP. 

Los problemas NP-compleIO$ son importantes ya que s i se cncuenlra IUl algorilmo 

polinomial para rcsolver alguno de dios se tcndrá 1111 algoritmo polinomial para lOOOS los 

problemas en NP; es decir se habrlÍ mostrado que P=NP. 

Puede parecer sorprendente que e:l:ista un problema para el cual cualquier problema en NP 

se puede reducir a él . Sin embargo, Coo].; demostró en 1971 que el problema de 

satisfactibilidad (SAT) es NP-complcto. cs decir. dcmostró que la clase NP-complela no es 

vacia. El problema de salisf¡¡ctibilidad es el siguiente. Sea S una expresión lógica (lue está 

fom,ada pOI" el producto de varias sumas. I'or ejemplo. 

S = (x, + xl + x,¡ - (x, + xl + x,) - (x, + x¡ + x¡), donde las sumas y las multiplicacioncs 

corresponden a las operaciones lógicas y y o res¡wctiv3mentc y donde calb vari:Lble vale 

O (fal so) ó 1 ("CTdad~ro). El complemento de la variable x, sc d~nota por x,. 

Se dice que una e.~ pr~..,. iÓn lógica se satis face si c:l: istc una asignación de eer ..... y unos de las 

variables tal que el valor de la exprcsióll sca l . El problema SAT consiste en dc tcnninar si 

una e:l:presión lógica se satisl:lcc. Por ejemplo. la c:l:presión S si se salis lilcc lo cual pucdc 

verificarse con la siguiente asignación: x, = 1.x~ = 1 Y x, = O 

En 1972 Karp demostró que e:l: istcn Olros problemas que pencncccn a la cl¡l~c NP­
completa. Una vez que se ha encontrado un problema NP-completo es mas facil dcmostrar 

que Olros problemas también p;:rtencccn a la clase usando la s iguiente obs.::n 'ación: 1111 

problema;r, es NP-complelo. 

En la tesis Propiedades JI algoritmos para el problema del agente viajero de Rosalia 

Aguirr~ H~rnández del ailo 19% en las páginas de la 16 a la 24 realiZa las trnns t"orn13ciones 

s igmcnles: 

SAT .... clif¡lIe .... recubrimicnto de vértices " circuito hamiltoniano+ problema del agenle 

viajcro. 
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ParJ demostrar que e l problema del age1l1e viajero es NP-colllplelo. En esle trabajo se 

realizará la reducción del problema del circuito hrunilloniano al problema del agenle 

VIaJcro. 

l)c.:: imos que para que un problema sea NP-Completo tiene que cumplir dos condiciones: 

a ) Tiene que ser un problema Ni'. es decir. mOSlrar que ell'AV ( n) pertenece a NI'. 

b) Se liene (Iue ~'11COntrar un problem" rr (Iue se ronoce es NP-Complelo lal que 

rf se" polinolllicalllcllte reducible al P A V (1"1 ). 

Entonces. para demostrar que el PAV es NP-Colllp leto se tiene que probar que el PAV 

pertenece a NP y que el prublema del Circuilo HamiltonimlO (n') que se eonoce es un 

problema NP-Complelo. Solamente hay que rca li? .... r la reducción del problema del c ircu ito 

hamiltoniano al prohlema del ag.mte viajero. para dcmQSlrar que el problema dcl agent~ 

viajero es NP-COlllpleIO. 

Para hac<"l"lo, ronslru imos un grafo mL<::VO G" Donde G' ti cne los mismos "crtic("$ que el 

grafo G. Para G ', cada ansta (iJ) ticne un p"so de 1 si (i)} eG, y un p"so de 2 en cualquicr 

Olro caso. O sea. transfonuamos IUI problema del cielo bamiltoniano en un problema del 

agente viajero. 

Ya que todas las rulas conl ienen JI aristas, la e;..;iSleneia de una rula de coslo JI implica que 

cada lUla de las aristas incluidas tengall un CUSIQ de 1, eSlu es, cada una de las arislas 

incluida en la ruta aparece en la instancia HC. A~ i una rula de coSlO JI implica una solución 

para la instancia He. A la inversa, si bay una solución HC. entonces cada una de las anSias 

que aparecen en la solución licnen un 00$10 de 1 en la instancia PA V. Y hay así una 

solución parn el I'AV de costo n. En la figurn 2.4 (b) se presenta la instancia PA V 
corrcspondiendo a la instancia He de la figura 2.4 (a). 

Es sencillo vcrificar que G lienc un c iclo bamilloniano si y $010 si O' liene un lour de P"$O 

lotal IVI (o lo que es lo mismo 11). Por IQ tanto, e l prQblem3 del ciclo hamiltoniano es 

polinómicamente reducible al problema del agente viajem, por lo cual. se demuestra que el 

Problema del Agente Viajero es NP-C<lIllpletO. 
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a) Una instancia del problema del 
c ircuito l1amiltoniano 

b) 
PAV 

Una instancia e(luiva1cllle do! 

FiS". 2.4 Reducei"" polinomia l del (""oblema del circuilO hamihoniano.1 problema delasente 
,'iajero (FA V) 

Como se ha comcntado cn párrafos anteriores. 'Ul problema es fácil de resolvu cuandQ es 

posiblc encoulrar uu algoritmo cuyo liempo de ejecución en uua computadora crece de 

fornJa razolH1blc o po linomial con el lamaño del problema. Y s i no exislc t,,1 algoritmo 

decimos que es dificil dc reso lver. y en eslc caso el l'rob1cma dd Agente Viajcro es un 

problema difícil porque hasta e l momenlo no existe un algorilmo que lo resuelva el 

problema en fonlla dicie1l1e y en un tkmpo razonable (polinomial). 

Al saber que un problema es NP·C()mpleto se pueden tomar varios caminos. Si el problema 

es pequeño entonces se puede resolver efic ientemenlc C()n algún algoriuno exac to. Fero si 

el problema no es pequeño la búsqueda de un algoritmo eficiente y exacto no es p riorilario. 

Es más aprol)iado conCC1lIrarse en metas m.:tlOS ambiciosas. Por ejemplo, buscar algoritmos 

eficicnles quc resuelvan casos particulares del problema general. Buscar algoritmos quc 

aunquc no CX isl:l garantia de ser eficicntes lo sean cn la mayoría d.:: los casos. Relajar el 
problema y buscar algoritmos '1teuristi cos" efi cientes los cuales aunque no garanticen 

obtcm::r la solu.::ion 6plima obt iencn una c<:rcana a ésta. 

2.3 T abla n'sunwn d .. I,, ~ inst:on .. ¡:os '"1.'!j ueltu.s d .. ",un""" optin", I",~tu'" ",,,,nento 

Los códigos d" 10$ programas de co"'putadora para resolvcr las instanc ias del PAV han 

crecido de maneT"J impresionante como se observa en la tab la 2 .3. Comenzando por una 

instnncia de 49 c iudades de Dnntzig, Fulkerson. y 10nson en 19S4 hastn la instnncia resuella 

en el 2004 (SO años despuk) de 24.978 c iudades. 
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Ano t :qui po dI' in \·"ti gado~$ Tam:lno dl' Nornb~ 

in~lalldlt 

1954 
G. D:mtzig. R. Fu1kerson. y S. 

49 ciudades danlzig42 
Johnson 

1971 M. llc1d y R.M . Karp 64 ciudades 64 rnndorn 

1975 
P.M . Call1erini. L. halla. y F. 

67 ciudades 67 rnndom 
Maffioli 

1977 M. GrOtschc\ 120 ciudades grl20 

1980 H. Crowd~..,. y M.W.l'adbcrg 31 8 eil1dad~'S li,,318 

1987 ~ I. Padbcrg y G. Rina1di 532 ciudades all532 

1987 ¡"t Gmtschcl y O. Holland 666 ci"dad~"S g<666 

1987 M. Padbcrg y Q. Rina1di 2,392 CiUd.ldcs pr2392 

1994 
!) .'\pp1cgate. R. Bi xby. V. Ch\':ital. 

7.397 ciudades p1a7397 
y W. Cook 

1998 
!) Applcgate, R. Bixby. V. Chv:ita1. 

13,509 c illdad~~ l1$aI3509 
y W. Cook 

200 1 
D Applegatc. R. Bixby, V. Chv:ital, 

15,112ciudades d15112 
y W. Cook 

2004 
D. App1cgate, R. Bi xby. V. Ch\'atal. 

24,978 ciudades $\\'2479& 
W. CQok, y K. H~l sgaun 

Tabl.l 2.3 Reswncn de las mstancl3S n:sucltas de llIanerd óplnna. 
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3.1 Ddinkión y formulación nmfelnáfic" del PAV!:: 

Los primeros documentos que mencionan el r AVE dalan de los ailos 4ü ·s. cuando el 
famoso estadista /<.·[alla[anobis 141] trabaja con esta vers ión de[ problema en donde discut ~ 
cómo elegir de manera aleatoria algunas localidades ubicadas en el plano euclidiano. Este 

trabajo esl\l.'"O en conexión con un cSlIldio de gmnjcros realizado en Dengal en 1938 en 
donde unos de los principales costos eran d transporte de hombres y equipo de un punto a 
otro. Ap.1rentemente este trabajo es indepcrrdiente a[ rc:r[i zaclo por Merill F[ ood quien 

realiza algo similar pero unos ailos an tes. 

Dados /J nodos en plano. se quicre encontrar un tour cerrado que "i~ ita cada nodo 
e:-,:actamenhl una "ez y que se incurra en k ncr un minimo CaSio. La suma del tour. es la 
suma de las distancias a lo largo del tour, y la distancia t1rtrc cada par de nodos esta dada 
por la distancia eucl id iana. 

Englcrt ]1 58] proporciona una definición fomral dd problema del agen te viajero euclidiano 
s imétrico. 
Una instancia del PAV consiste de un conjunto V - {v¡ .... . v~} de vértices (depcndkndo del 
contcxto, también pueden ser llamados puntos) y una funci ón de distancia d: V x V-:R".;,Q 

(Ine asocia a cada par lV~\j} de \·érticcs distintos una distancia d(v¡.vj)=d( vr v¡). La meta es 
encontrar un circui to de minima longitud que visita cada vért ice exactamente una vez y 
regresa al \".)rt icc inicial al final del r~eorrido . En este sentido el témrino tour se denota 
también corno ciclo Hamiltoniano. 
Un par ( V,d) de un eOI~unto no vacio JI y nna función d: V x V_ )t~. es llamado un espacio 

metrico si para 10d.1S las x. y. ; E l' se satisfacen las sigui.:mes propied.1dcs: 

a ) d(x, y) - O si y solo si x - y (reflexividad), 
b) d(x.y) - dÚ'. x) (si",etria). 
e) d(x. z) S d(x, y ) + d(y, ;) (des/gllOldad del/ri¿mgulo) 

En la fi gura 3.1 se puede observar gráficamente la propiedad de la dcsiguald:rd del 
tri;\ngulo. 

Figum 3.1 o,,'lÍgualdad del triángulo 

Si (I',d) es un ~""Spacio métrico. entonces d es llanwdo una me/rica sobre V. Un;¡ instancia 
del PA V con vértices Jl y una f"nción de distancia d es una instancia métrica del I'A V si 
(V,d) es un espacio métrico. 

Una clase de métricas bien conocidas sobre R
d es la clase de métricas Lpo Para cada p E N, 

la distancia d,.(x. y) de dos puntos xe lR d y ye Rd con respecto a la métrica Lp está dada por 
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d.(:r.y) _ ~:r, y,r + ... + I:r. y.l' · La métrica LI es llamada frecuentemente mlÍlrico 

Manhallan y L:; es conocida como la lIlerrica Euclidiana. Para p - 00, la métrica Lp 

converge a la métrica L.. defin ida por la distancia dm (:r. y) _ m""I\.Ii - J',I .. , .. ~. - Y. U' Una 

instancia del PAV (V.d) con V!O; lRd en donde d es igl~l l a dp restringidQ a Ves lImuada una 
iuSlancia L.". También se Iltilizrul los témlinos instancia Manhallan e instancia Euclidiana 
para denolar las instancias LI y Ll r.:speel i \'al1l~ntc. Cuando p es claro en d eonte:\lo, se 
escribe d en lugar d~ dp. En eslc trabajo se estudiaron solamenlc instanc ias Eucl idianas. 
Aun cuando e l r AVE es un caso especial de l problema del agente viajero general sigue 
s iendo NP·Complctol y esl rictrullcnte hablandQ NP·Hard demostrado pOI' Papadimitriou en 
1976, [1 44[ 

3.2 FUlld,nllentO!l de las técnicas de so! uciún heul;stic3s 

Para reS<J lver al I'AVE al igual que al PAV genera l. existen técnicas de solución exaalU, 

[3 J, [4] Y [5] que dan mm respuesta óptima al problema a costa del ti empo c.~cesivo Ilue se 

requ iere o la infraestmctura que lleva consigo para obtener una respuesta ún ica que se 
garnntiza ""r la óptima. y dado que el r AVE sigue s iendo NP-Completo, para salvar la 

dificultad computac ional inherente a éste problema se ha inclinado por las técnicas 

heuriSlicas en combinación con elemenlos d~ la geomcuía compul.1.cional que nos arrojan 

una buena solución en un ti empo razonable. ya que las técnicas híbridas han mostrado 

obtener mejores resultados que las técnicas hcuristicas propuestas cxclusivalllente para 

resolver este problema. 

En la publicación del departamento de Estad istica e Investigación OpeTilti \"~ de Raf~cI 
Marti, [24] y en [ 13 ] se definen y e.~p l ican las técnicas heurísti cas que resuelven el 

l'robk'ma del Agente Viajero Eucl ideano, para mayor referencia CQ nsult:lr la~ -referencias 

seilabdas eon anterioridad. 

Las diwrsas hcurísticas que resuelven al PAVE se clasifican cn ténninos gcncrnt~ en dos 
grande mbros, aquellas que constmyen una solución, a las que se k s llama técnicas de 

constOlcción y aquéllas técnicas que mejoran ésta solución, a las que se les da e l nombr~ de 

técnicas de búsqueda local o de mejora. 

A continuación se muestra un resumen de éstas técnicas: 

3.2. 1 Tknic'ls de Construcción 

Los métodos constmcth'Os son procedimientos iterativos que. en cada paso. "iladen un 

e lementQ hasta CQmplClar una solución. Usualmcntc son métQdos dctenninistas y están 
basados en sclecciQl13r, en carnl ¡K'Tación, el clem~nto con mejor evaluación. Estos metQdos 

son muy dependientes del problema quc rcsuch'cn y SQn los siguieutes: 

• Henristi cQs del \'~"Cino mas prÓ.~i111 0 o más cercano 

• Heuristi cQs de In!;erción 
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• Henrísticos basados en árbo les gcncradori:'S ó de expansión 

• Algoriuno de Chrislofides 

• Heuristicos Basados en Ahorros 

3.2.1.1 Estudios <"O"'I'0l"9li\'os d.' los m ,;looos <"o nSlnu'li,'o'" 

En el trabajo desarrollado por Rafael /.. Iarti. se destaca un estud io comparalil'o del 
desempeño de las t~cni eas de COI1S1RlCción, que a continuación se muestra. 

I..,nwtud "ht~,,,d~ 

Vecino m.3$ ::;::;) ~ IO.51(flcg, n l' 1) O(n' ) 
=,~ 

Inserción L(lnc) .<2- ~ O(n') 
alcaloria L(OPT) n 

Ins~-n;ión L(lnc) -< 2 - ~ O(n' ) 
más alejada L(OPT) n 

Christofídcs L(HI -< %L(OPT) O(n') 

Ahorros ~; ~[IoGc, nl. l e(n~ logn) 

Tobla 3.1 Funcion.:s teóricas. promedio en tiem po de . jCC\lCión pura método$ de construcción del PA V 

Según la tabla 3.1 se puede observar que en el peor de los casos de todos los tiempos de 
ejecución teóricos cstán dados por funciones pohnomiak s. Estas técnicas muestran su 

bondad por t<:IJCr estos ti<:mpos, s in embargo pu<:dcn ha<:crse arreglos que pueden haci:r mas 
cfi ciente su dcs<:mpcilo. como con la técnica del vec ino más c<:rcano. quc para reducir la 
miopía dcl algoritmo y aumentar su velocidad se considcrJ un conjunto dc vértices qu<: son 
los más cercanos dentro de lUl subgrafo. 

En este mismo trab.'ljo, se muestran un conjunto de altemat ivas que nos pcnnit,;:n ronoccr el 
porcentaje de desviación con rcspc.:to al óptimo y se resumen a rontinuación : 

• ComparJción con la solución óptima 
• Companlción con unll cotll 
• Cota Held·Karp 
• Comparación con lUl método exacto tnmcado 
• Comparación con otros henrísticos 
• Anális is del pcor caso 
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En el caso del PAVE se cuenta CQn una CQta d iseñada pQT lIeld y Karp [21, que se utili~ a 

cuando la solución óptima de los problemas estudiados no se eonoc;: o bicn cuando se 

gcnenm instancias a leatorias. Exisk una vasta literatura acerca de cómo mejorar csta cota 

como por ejemplo en [261 cn donde se realizan algunas mcjoras CTl el calculo de csta cuota 

o limite inferior de la soluc ión. 

Para el caso p.1rt icular de este proyecto existcn un conjunto de instancias d.e dominio 

público TSI'Ll B [WWW 1l para las cl~ll es se conocc la cota óptima y se tomaron para 

medi r el algoritmo híbrido propuesto. 

3.3 Algoritmos dt'. blisqu t'da local f ll t'1 problcma dd agl:nlc "iajc ro cudid i:m o 

En este apartado sc van a estudiar diversos algoritmos basados en la búsqucda local. Estas 

técnicas de acuerdo con Thomas Stotzlc llSO I y Rafael Idarti [24 [ y di,'crsos estudios 

[1 86], son las que han resultado ser las mas ex itosas para resoll'.:r el PA VE. 

Los algoritmos de búsqu~-da local, se pucckn definir como: estrategias genera les para 

resolver problemas dc optimización sobr~ espacios de búsqucda c:lOP'O ncncialcs y sc bas:'" 

en explorar e l entorno o vecindad de una solución. Ulili7.an una operación basica llamada 

movimiento o trart~fonllac ión como la defin en otros autores. que. aplicada sobre los 

diferentcs e lemcntos de una solución, proporciona las soluciones de su cntomo. 

1...1 idea basica de estos algoritmos es iniciar con una solución in ic ia l generada de manera 

a leatoria o bien hallada clm un algoritmo de ~"Onstmcci6n, se apl ica una transfornlación o 
conjunto ck transfQf1l1aciuncs para mcjorar la sulución y ésta se con vierte en la solución 

actual y se r"'pik"1l estas acc iunc$ has ta quc ninguna transfQm1ación del conjunto l1lcj QT'" a la 

so lución actua l. obl",niéndose un óptimo local. Los procedimientos que implican uu número 

de movimientos dinamicos en cada paso se llaman métodos de profundidad variable. 

Freeu~ nt",m~nt e d éx ito d~ estos prQC~dimkntos depende fuertemente de la calidad de la 

solución in ieia!' 

Los progr~sos recientes en los procedimientos de bú:;queda local eStan n: lac ionados con el 

dise r'o de cstmcturas de vec indad más poderosas, e$tos avancC!¡ se enfocan el1 estructuras 

de vecindad C01l1p ,,~stas . ~s d",ci r. r~ali l.a " 1l10\'i1l1i~ntus intcrdcpendientc$ en lugar ck 

movimientos simples. Como regla g~ncral. cuanto mas amplia sea la vecindad, mayor sera 

tanto la calid.1d de las soluciones localmcnte óptimas como la precis ión de la solución IIlml 

que se obtenga. Pero. al mismo tiempo, cuanto miÍs amplia sea la vec indad, mas tiempo 

sera necesario p~ra realizar la búsqueda d~'llro ck c lla en cada iteración. Por esta razón, una 
vecindad muy amplia pruducc necesariamente una Iwuristi ca más efi caz. a m",nQS que la 

biLsqueda sc real i",c de un modu muy e fi c icnt~. 
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Los métodos de profundidad variab le están basados en el intercambio de arislas e inserción 

de nodos, allui se cncuentnmlos proccdimi.:ntos dc k-inlercmnbio o biCTl K-Opl Y el de Or­

inserción. El procedimiento de k-interc runbio, donde k es estrictamente mayor a dos, se 

encuentran los procedimientos de 2-0pt. 3-OpI Y hasta el momento solo se ha 
experimentado con 5 movimi entos. 

El procedimiento de vecindad 2-Opt o el algori tmo de 2-Op1. ~e puede genemlizar para 

descmpel1ar k-opt movimientos que el iminan k aristas y se agregan nuevas k aristas. En 

total hay (; )POSibIeS fomlas de eliminar aristas del tour y hay (k - I)! 2'-1 fo nnas de 

\"o lwr a unir al subgrafo dcscon.x:tado, incluyendo e l tour in icial para recuperar 13 

estmctura del tonr. Para va lorcs pct:¡ueños de k, relat ivo a n, esto implica un tiempo de 

complejidad O(n') para verificar la k-optimalidad. 

El algoritmo de Lin-Kcmighan o variabl e_ Opl (V_Opt) [1 6). pemlile tener 

trans fomlaciones o movimientos que empeoran e l valor de la ~o lu ei ÓII, lo que conduce a IUl 

espacio de hUsqucda más complejo. utili zando movimientos de mejora como de no mejora. 

pernliticndo no preser .... ar la conectividad del tour. 

Mientras el rn(1odo k_opr WlIlleve un nlllllero lijo k de aristas dcl tour original. el método 

Variable -Opt no lij a el tam:u10 de las aristas a remover. En lugar de esto. incTCmenta el 

t:unal10 de k c01úomle el proceso de bús(lueda avanza. El mejor método conocido de esta 

f:1milia es el método Lin- Kemighan. Shcn Lin y Brirul Kcrnighau fueron los primeros en 
publicar su método en 1972, y fue e l método más oonfiable para resolvcr el PAV E durant.:: 

casi dos dceadas. Se desurTollaron a finales de los 80 's métodos más a\'anzndos 

desarTollados por Bcll Labs por David Johnson y su equipo de ill\·esti g~ c ióll . Estos 1l1ctodos 

( llarn~dos Lin-Kcm ighan - Jhollson ) se bas,11l sobre el Illctodo Lin- Kem iglmn, ~grcgando 

ideas de búsqueda tabu e ideas de computación c \'o lu!;\,a . ¡..as técnicas básicas de Lin­

Kemighan ofrecen r~suhados al menos como la quc ofn::c~ la tccnica 3-opt. Loo me!odos 

Lin- Kcmighan- Johnson calculan un tour Lil1- Kemighan. y 10 pertl1man con I1l1a mu!ación 

que remuel'e al 11Ienos cuatro aristas y se reconectan para fonn3/" uu nuevo tour. La 

mutación es sulic iente p3/"a mover el tour del mínimo local. Los métodos V_opt son 

ampliamente considerados como los métodOli mas pWerOliOS p3/"n rcso lvCT el PAVE y otros 

problemas como circuito Hamiltol1iano y otros casos del PAV com o el no melrico para los 
cuales O!r<IS heuristi cas f,tllan. Por muchos años el mc!odo Lin- Kem ighan- Johuson ha 

identilicado las soluciones óptimas para cuyos problemas sc conoc~ la solución ópt ima y ha 

identilicado las mcjor~s soluciones p.1ra todos los I'AV en los cuales ha s ido probado. 

!..)entro de esta fami lia se encuentra el algoritmo 2-0p1. quien ah resultado ser nn3 de las 

técnicas más poderOlias para reso lver al Pt\ VE. 
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Las cadenas de expulsión es una técnica de búsqueda local o por vecindad, en donde esta es 
"muy grande" con respecto al tamaño de los datos y en los que la búsqueda local se hace 

con criterios de máxima eficiencia Hay tres tipos muy amplios de algoritmos de búsqueda 
por vecindad a muy gran escala (VLSN: Very Large-Scale Neighbomood): (1) métodos de 

profundidad variable en los que la búsqueda local se realiza de modo heurístico, (2) 

aplicación de la programación dinámica o de técnicas de flujo de redes a vecindades 

amplias, y (3) vecindades grandes inducidas por restricciones del problema original que 

pueden resolverse en tiempo polinómico. 

Los algoritmos basados en esta filosofia son métodos de profundidad variable que generan 

una secuencia simple de movimientos interrelacionados para crear movimientos 

compuestos. Habituahnente las Ejection Chains están relacionadas con las restricciones; el 
ténnino inglés "ejection" significa expulsión, salida, y alude a que al hacerse cambios en 

ciertos elementos se causa que otros elementos sean expulsados de su estado actual, debido 

a que en caso contrario se produciría una infactibilidad. 

Cada Ejection Chain es una composición o cadena de movimientos simples, no 
necesariamente "mejoradores", como se observa en la figura 3.32 en donde la ejecución de 

los movimientos simples mI, m2 y m3, provocan un buen movimiento m4; a su vez la 

ejecución de los movimientos mI, m2 ... , m5 provoca otro buen movimiento m6. 

Existe una gran literatura que nos habla de las cadenas de expulsión, teniendo origen en 

[28] por Glover. Se recomienda [37] para un estudio más exhaustivo. 

Figura 3.2 EJection Chains 

En la literatura no se muestra las funciones teóricas de las longitudes obtenidas a partir de 

esta estrategia Sin embargo, se han hecho diversos estudios con otro enfoque en donde se 

observa que en tiempo polinómico, penniten realizar búsquedas de modo implícito en un 
subconjunto de tamaño exponencial de la vecindad de k-intercambio cuando k no es un 

valor fijo. 

Es decir, las mejoras realizadas a este tipo de heurísticas se enfocan en el tamaño de la 

vecindad y el tiempo teórico para alcanzar las búsquedas de intercambios. 

En [24] ,[186] se encuentra detallado un estudio de los algoritmos de búsqueda local que 

resuelven el Problema del Agente Viajero Eucidiano y se resumen a continuación. 

¿y 51 :cr 
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))entro del conjunto de procedintientos o algoritmos que han rcsultado scr los más 

poderosos para resolver el PAVE se d~'Stacan los siguienles: 

• Algoritmo 2-Opt 

• Algoritmo de k - intcre'Ul,bio o k_Opt 

• Algoritmo de Lin y Kemighan 

• Cadenas de expulsión 

A continuación sc d.:1al1a el algoritmo 2-Opt ya quc es punto di: invcstigación de este 

trabajo. 

3.3. 1 El lllgoritmo 2-0 p! 

Flood cn 1956 ]1 56] hace una obscrvación para grafos con dislancias cuclidens (o en 

gcncral con costos clunpliendo la des igualdad triangular), mediantc la cual se basa cste 

a lgoritmo. si un cic lo Hamiltoniano se cruza a si mismo. pucde ser racillllcnt~ acortado, 

basta con el iminar las dos aristas que se cruzan y reconcctar los dos cllminos n:su ltantcs 
mediante ariSlas que no se corten. El ciclo fi'Ial es más corto que el inici,,!. 

La t~cnica 2-Opt cs una de las técnicas de búsqueda local más básicas, cxitosas y 
comúnmcnte usadas en el rubro dc intercambio de aristas que rcsuelven e l PAV simctrico. 

Propnesta por Croes en e l al'o de 1952. ]551. Esta técnica comienza con un ei"uito inicial 

arbitrario o bien previamente construido con alguna técnica de conslrucción y se va 

mejorando este circuito sucesivamente, intercambiando dos de las aristas contcnidas cn el 

circuito con otras dos aristas. I)e manera más prceisa. en cada paso del algoritmo 2-0pt se 

seleccionan dos aristas el - {u l, u2) y e2 - (",l , v2) del circuito de ta l manera 'lile ul , u2, 

",1. v2 s.:an d istintos y aparezcan en este orden en e l circuito y e l algoritmo reemplaza estas 

aristas por las aristas {ul , vI J y {u2, v2}, dando como rcsultado un circuito de menor 

longitud. El algoritmo tennina en un ópt imo local en e l cual no se pueden lograr mas 

mejoras. 

Se pu~-de verificar que si dos aristas e 1 y e2 son aristas sucesivas. no es posible construir un 

circui to factible a través del intercambio descrilo. Por lo tanto. los úniCQS movimientos 

factibles son el reemplazo de cero aristas, o de dos aristas no succsivas el y e2. Resulta 

obvio que no se puede intercambiar una sola arista. Lo antcrior implica que cl tamaño de la 
vecindad de un circuito t tiene 1+ n(n-3)f2 - 0(n)) posibles circuitos o vec inos en total. 

Nótcse qne si la matriz dc distancias no es simétricn, se kndría que seleccionar la dirección 

de l c irt1lito, lo cual implica que el tamarlo de la vecindad incr~menla en un laclor de dos 

2+n(n-3). Así que. CI\ una iteración de 2-Op\. en el peor de los casos sc ti ene una 

complejidad dc O(n\ 

La técnica 2-Opt puede lograr resultados sorprendentes en algunas instancias, tanto en 

tiempo como ~n cal idad del tOUT con re~pcdO a la longitud ópt ima. en un número 
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subcuadr:liicQ de paSQ5 [261. Sin embargo. Si: han cQnstru idQ instancias para las cuales sc 

requ iere un númcm exp()lJcncial [1 581. 

Existen cstud iQS experimentales [1 7 11, [1601 que muestran cómQ se pueden lograr mejoras 

impQT1antes en liemp-o de respucsta de la lécnica 2-Opt. También se han desarrollado 

trabajo~ en los cuales se muestran implcmentaciQnes de hardware muy efic ientes [ 16 1 [ Siu 

embargo, los anális is teóri cQS s iguen siendo limitados. [1 58]. 

Existen dos aspeelos quc sc tiencn qu~ analizar cuando se implementa la técnica de 

búsqueda local 2-OpI. En primcr lugar se debc corroborar s i es más conveniente prop-ouer 
un c ireuilQ inic ial dado por una técnica de ~"()nstruC(: ión del que sc sabe que ti ene un buen 

desempeño, O bien generarlo de manera aleatoria. n.~bin en 2005, [1 60] encont ró que la 

técnica 2-Opt ofrece r~s ultadQ5 significat ivamente mcjor~"S quc una técnica de intucambio 

de cadenas, cuando se parte de sQluciones generadas de manera aleatori a. Sin embargo, 

l'"nmncn "n 1994. [1 62 ] mostró que el desemp('110 de las técnicas d" in tercambio di: 

ari stas. cn cspecial la técnica 2-OpI. mncstra m"jorcs resultados cuando sc panc de una 

solución in icial creada p-o r una técnica de cons trucción con bucn dcsempo::ilQ. 

El otro a~pecto a tomar en cucnta cs de qné fornm se selecciona e l movimiento de mejora a 
rea1i 7.ar: puede Ser el primer movimienlO d~ mejora dct"ctado en cada ,t"ración O bien el 

que despuCs de un cálculo de aholTQ rcs oll~ ser e l mejor movimiento de mejora. Eslos 

temas fo eron parcialment.., contestados por Hansen y /o. l ladenovic en el 2004, [188] quienes 

concluycn que para la técnica 2-0 pt r~ ali zar .-,] pri m,,"," movimiento de mejora es 

ligeramente mejor y más ráp ida que scleccionar clmejor mQvimiento si se comienza con un 

c ircuito gcncradQ dc manera arbitraria: sc inviertcn los rcsuhados cuando Se partc de un 

c ircuito gcncrado COII alguna técnica de cons trucción. 

Aunado a l o~ dos asp~'Ctos mcncionadQs en lQ5 párrafos anteriores, Johnson y McO"och 

[1 89] descri ben eu.atro rcglas para ahorrar tiempo de corrida al implementar la técnica en on 

lengoaj.., de programación: 

1) evitar las redundancias del cspacio de búsqueda: cuando se imp1cmenla la técnica r-O pl , 
se puede ahorrar liempo in c luy~'I1do un cálculo que dele<:tc los intercambios que no mejQmn 

la so lución: 

2) generar una lista de vecinQS reslringidos: únicamente se cQnsidcran IQ5 vecinos más 

ccrcanQ5 de un v~nicc p para llevar a cabo las reCOl1 e.~ionc$ (esta regla fne inicialmente 

pm pucsta por lll"eig ( 1995): 

3) generar mm li~ta de "'don't look bits·· o movimientos que se sabe han sido fallidos en 

movimientos pasados; 

4) reprcsentación del circuito a tra\'és dc árboles: utilizar este ti pQ de representaciones del 
c ircuito acelera los ti empQ5 de cómputo. 
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3.4 Algoritmos y esq u('mas d(' apro~illmdón-a: parol el PAVt: 

Aqudlos algoritmos que, para cualquier cjemplo. producen solllci o n~ s cuyo costo 110 se 

a leja de WI porcentaje 1: dd costo de la solución óplima. se llaman A lgoritmos 
"Aproximados. Esto es; Cll IUl problema de minimización se tiene que cumpli r pard un 

.0- 0 qué: c. ~(l +c)c.". 

En este sentido se definc el cociente de aproximación de un lIlgoritnlo A, dcnotado por CA . 

para una ins tancia 1 de un problema de optimización n(conl/l= n) como: 

C = min !V(/,A(l)). OPT(!) 1 
A OPT(l) · V(l,A(l) 

Nótes" quc CA es s i cmpr~ menor O igual a 1 y el factor de gamntia 'A del algQTitmo A 

para n sera: 

A lUla SQluciÓll quc está dent ro de un factor multiplicat ivo 'A dcl valor óptimo s" le 

COllOC" como una 'A .apro:-;imación. y decirnos que: 

Un problemll NPO es aproximab1e dentro de un nlctor ' ,o Si éste tiene un algoritmo d.:: 

apro:.:imaeión de tiempo polinomial eon factor de garantía 'A [3 J. 

Donde un problema 1"1'0 es una clase de problemas de optimi~ac ión que se derivan de 

problemas de decis ión en NI' y son llamados ," 1'0 corno un acrónimo para designar que 

son problemas dc optimi~ac i ón derivados de problemas NI'. 

Se dice que un algoritmo A es un algoritmo de aproximación· a: para un problema de 

optimi 7.3c iÓn n. con a: una constante. Si A es un algoritmo de apro :-;imaci6n tal quc para 

toda instancia 1 de n . produce una solución que esta dent ro de a · \"eees el OI'T(1 ). [ 13J 

También es IlSlJ.l1 considerar d ténllino algoritmo de aproximación- a , para :a lgoritmos 

a leatorios de tiempo polinomial que proporcionan soluciones cuyo valor esperado es al 

menos a: 'n~ces el óptimo. A a s.:: le llama la con~tante de aproximación o bien la 

e fí ci~n c i3 garantizada que proporciona e l algoritmo A. [1 3 J 

Es por eso que los problemas se clasifierul según su factor de apro:-;imaeión en: 

a) Problcmas que no pueden apro:-; imarse dentro de ningún factor CO ll~tallt c a. 
b) Problemas de optimización (11IC se ha demostrado posccn un factor constante de 

apro:-;imaeión; y que a pesar del trabajO rca li 7~1do, no se han podido mcj orar ta les 

factores. 
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En este sentido, si tenemos (lile un problema n ~'Stá en la clase APX (Problema dc 
Aproximación X) si existe un algoritmo de tiempo polinomial 1"1rJ n cuyo factor de 
aproximación o garantía está acotada por una constante ]3]. 

Sea f tUla función, r -APX denota la clase de problemas en NPO que son aproximab1cs 

dentro de 1m factor f, así. se obtien.:: una jcrarquía do:: das.::s de compl.::jidad 
Por ejemplo, pol)'- APX y log- APX son las clases de probl"mas en NI'O los cuales 

tienen, respcctivame1l1e. algoritmos de aproximación con un factor de aproximación o 
garant ía acotado polinomiahnent.:: y logaritmicamcntc, con respecto a la longitud de la 

cntrada [3]. 
El PAVE como un subcaso del PA V métrico OCUrTe que el coslO de las aristas sat isfac.! la 

desigualdad del triángulo (ll. P A V) existe un algoritmo simple quc, siempre producc una 
mta de longitud a lo mas dos ,'cccs la longitud de la nlla óptima. Esto ticnc Ull tiempo de 

ejc.;ución deO(n'). el cual se llama dupli rnción dc arislas. Tambi~n existc otro qne se 

llama el algoritmo de Chrisfofides con un tiempo de cOrTida de 0(11') siempre encll"ntra 

una mla con const,mte de apro.~ imaciÓn de a lo más 312 de longi tud de la mta óptima. Sahni 
y Gonzalez ]I~I]) dcmucSlran qne cII'AVF; se puede aproximar al óptimo &mro de un 
factor constante. Goemans conjctura que la técnica Held-Karp IÍene un radio dc 

aproximación de 4/3 ]152]. s in embargo la mejor cota es la de 312 \cc.::s el optimo. 
Kalll 1153] en un scminario sobre análisis probabi lístico de los algoritmos demucstra qm: 
cuando n se selecciona de man~.,.a lmifom.e e independiente de lUl cuadrado unitario, la 
heurí~lica de d i~ccción fija ~ncu"ntra con alta probabilidad tours cuyo costo están d~ntro de 
lln factor (! + ]lc) del óptimo. Donde e es arbitrariamente largo 

3.S Esquemas d{' :Iproxinmdón 

Nora en 1996, ]21] diseila un esquema de apro:.;imaciÓIJ para el PAVE y de manera 

independiente Mitchcll [154] eu el mismo mlo encucntra otro esquema de aproximación. El 
esquema de aproximación de Arora cneuentra la solución óptima dentro dc un faclor 

(l+ilc) dentro de uu tiempo O(n(logn){o,a .. -. l. 

Los esquemas d~ aproximación min cuando ofrecen soluciones ccrcrulas a las óptimas cn un 
tiempo polinomial. son nctanlCnte teóricos y cuando sc llevan a la práctica no suelen ser lan 
prometedor.:s. De manera reci~nte Rodekel .[ 155] realiza una impl~menta c ión al esquema 
de aproximación de Arora y obtienen result<ldos no 1m. alentadores. ya que si bien los 
tiempos de ejecución son mejores que otros algoritmos la calidad del tour es muy pobr~. 

3.6 Tl-cnicas Hipe"hculisticlls 

Las 1I1ctaheuristieas son ~-stratcgi as intdigcntcs pam diseñar o mejor .. r procedimientos 
heuristicos muy generales con un alto rendimiento. Entre las más populares y bien 
estudiad.1s técnicas se encuentran GRASl' ]30]. Recocido Simulado [31]. BUsqu~'()as Tabí, 
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[32 ], Y los Algori lmos Genéticos [33]. Las cuales s.:: hrul aplicado con éxito en la solución 
de un gran nllmCTO de problemas reales. 

Sin embargo, muchos d~ ~>st os enfoques CareCen dc la robusl ~z para resolver una amplia 
gama di: problemas. Las metahcuristi cas pueden rcsoln:r c fi cic11te lllcntc 1111 problema real 
lucgo de rcal iza r un discilo de e ... :pcrilllcnto profundo para ajustar sus parnmdrus. pero no 
pudiera resulver Cn 10 absoluto. O da suluciones muy pubres, a otrO$ caSQl¡ incluso 
derivados de los mismos problemas [9]. El ajuste de pammetrO de una misma 
1l1etaheurístiea en la solución de varios problemas puede llc\"3r mucho tiempo. 

En los últimos allos los investigadores de esta temática han propucsto una nueva técnica 
llamada hipcrhenrístiea [31 y 34 J. La hiperllcuríst ica C!; un algoritmo de c1asc abstracta qu~ 
opera a un ni\'ell1lás al to qne las metaheufÍst icas. y dirige a un gru po de heurísticas simples 
(de un ni"clmás bajo) las cuales son aplicadas, dependicndo de la característica dcl cSI13cio 
de soluciones donde se ... ncuentra ... xplomndo [31] 

Una hiperheurística selecciona a C'H1.1 paso la más promctedora hcurística simple (o una 
combinación de heurísticas) que puede mcjorar potencialmente la solución. Por o tro lado, si 
no hay mejora. es dccir, fue encontrada una solución ópt ima local. ella es capaz de 
d iversificar la búsqucda a otras :íreas del espacio de solución rcalizando una apropiada 
selección dc un I1UC\"O juego de heurísticas. U15 heurísticas dc bajo ni vel, nonnalment.:; 
represcntan a los métodos de búsquedas locales o a las técnicas de construcción 131]. 

Todo el dominio de ínfonnacíón se concentra en el CQnjunto de hcurísticas s implcs y en la 
función objetivo. La selección de una n\le\'a heurística está basada por distintos critcrios: 
los valores obtcnidos de la función obje tivo. c l tiempo de ejecución de la CPU, etc. , siendo 
necesario para cstO$ casos una perturlmción de la solución [34[. 

Los cnfoqu~s hiperheurísticos con respecto a las mctaheuristicas tienen las siguientes 
ventajas principalC$. I'rimeramenle, una hiperhcnrística C!¡ scncilJ:¡ y rápida de implem~ntar; 

al mismo tiempo puedc producir soluciones comp.lrables en calidad a otras ya encontradas 
por eficie nt ~"$ mctahcnrísti cas. Segunda, eHa no tiene el acceso al conocimiento del dominio 
especifico de l problema. l13ciéndola aplicable en pequeños estudios o a problemas reales 
pobremente eSlLLdiados. 

FinalnlL"1l1c . .:;stas técnicas son robustas: pucden scr eficazmcnte aplicadas a ulla amplia 
gama de instancias de un problcma. 

3.7 U Pi\. V .. : y 1<1 ps icologíll 

Cabe ntencionar que cstudios psicológicos han cÓl1lprobado (I U~ el ser 11lnmUlO, de fÓl1na 

intuitiva, sa~ quc una condición nccesaria para llegar a un c ircuito óptimo es la ausencia 
dc "mces. Macgr~gor, [ IG7], Graham, [168 [ Y Rooij, [169! plantearon lUl problema de tipo 

TSI' a un grupo de 1000 personas tOl3hnent<: ajenos al campo de la in"estigación de 

operaciones y estratificados por edad y experiencia: encontraron que lUla sola persona 

incluyó uu cruce eu el c ircuito resultante. poT<IILot esa fuc la [mica fonna de ccrrar el circuito 

propucsto. Basado en pmcbas estadistica.~. los autores concluycron quc. 

independicntcmente de su experiencia. lUl suj ~to sabe que para lograr un circui to óptimo 

hay (lile cvitar cmccs en la solución. 
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4.1 Anl('«('denles 

La inclusión dc los paradigmas y estmcturas de d.1tos de la Geometria Computacional ce 
en la tccn ica de bUS(IUeda local 2·opt , se debe de manera fundamental a tres observaciones 

que se podrhU] considerar a isladas. s in embargo, guardan una lógica entre si y CO~d )" Van a 

lograr una mejor eficiencia en [os algoritmos propuestos. como objetivo principal de estc 

proyecto. 

Una de las primeras observaciones es que [as técnicas de constl1lcción como: vecino más 

cercano, y I~s técnicas de inserción con SllS diferentes crite rios, los algoritmos de 

apro:..:imaciÓn como el de Christofi<ks ]201. de\~,cI\"cn nna solución que es poco alentadora. 

se podría decir que tienen "deficiencias". dcbido a que [a so lución en el mejor de los casos 

tiene consigo al menos un cmee. A[gIUlOS cstudios e"peTÍmentales como los mostrados por 

ll"larti. ]24] y los elaborados cn este proyecto demuestran cste hccho 

• 

¡ , 
• . • 

..... 1'_1 
- ,..,-, -

~¡-;:-- • r-
-,-

FigU/"ll 4.1. 1nsttrncia eil76 de la TSPUB, solución final con Cfl.IC"S con té<:ni"" de ,·""ino mlÍ.~cercano 

Otra de las observaciones es que en e l caso especial del PAVE que de manera "na/uraf' 

cnmple con la desigualdad del lriángnlo, lo enal quiere decir que s iempre podremos acortar 

[os tOUr!; dirigiéndonos de manera d ir~cta a una c iudad sin pasar por ciudades internledias. 

y e[ hecho de que si nn ciclo Hamihoni:mo se cruza a si mismo. puede ser fácihnente 

acortado ]51 1. en tonces basta con eliminar las dos aristas que se CI1.Jzan y r¿conectar [os dos 



Capitulo'!: La seometria computacional y la solución del PAVE 

caminos r~sul!ant~s mediant~ aristas qu~ no se corten, lo que da eomo r.::sultado qu.:: el cielo 

IInal es más oorto que el inicial. Lo cual impli ca que s iempre se pu.::de mejomr un tour 
utilizando la propiedad "nalllrar' del P A VE. 

Como una tercerd obser.'ación, se tien~ que una de las técnicas de bllsqucda local que 

"invita" de manera nalural a "qlli/ar" los cnlces. C!; la técnica 2-opt. Ya que su C!;trategia 

de mejora consiste .::n tornar cualquier par de aristas, removerlas y reconectar el tour con 

otro par de aristas. Sin embargo, el espacio de búsqueda en una iteración es de O(n1
), lo 

cual nos l!<lce pensar que podernos reducirlo si nos lijamos unicamente en los pares de 

aristas quc se cnlzan. 

Rccientc1l1enw en el ailo 2008 Englert y otros investigadores [158[ 1l1uestrnn uno de los 

pocos estudios teóricos en CI~1n10 la calidad del tour y el numero de iteraciones necesarias 

pam entregar una solución libre de CnlCCS. Los rC!;uhados tienen su lado positÍ\'o y otro 

negativo. Ddlado negativo tenemos que e:-;isten un eortiunlO de instancias para las cuales 

se I"\.'{juicre un número e:'I;ponencial de pasos para cntregar un tour li bre de cnrcC"s, del lado 

positivo . .::xisten instancias qu.:: requieren un numero polinomial de pasos. En este sentido, 

Le<:uwen y Sehoone . [164[ analizaron una variante d~ esta técnica y demostraron que s i en 
un cireuito Hamil!oniano se reemplazan iter<ltivamente solo las aristas que se intersecan, el 

c ircuito rcsultant~ se logra en un nlnnCTO de pasos eu 0(11\ lo cual significa una mejora 
sustancial en comparación con la complejidad exponencial que puede tener la t(-cnica 2-Opt 

clásica. Este ticmpo teórico incluye la posibilid.ld de generar en iteraciones imennedias 

cmccs que no cstaban en el lOur original. Sin embargo e l reporte no muestra la calidad del 

tour libr" de enre.::s. Este estudio, logra conjeturas experimentales que llluestrnn que la 

variaute propuesta (tormmdo corno pares de aristas aquellas que se intcrsecan en el tour 

original) arroja tours que se alejan oomo maximo en un 1. 7% de las soluciones propuestas 

por la técnica 2-opt cl¡é;ica. Existen otros estudios elaborados por Perttun.::n en 1994 [IG2] 

Y Okano en 1999 [170] a:;í como eu este estudio, que ~"Qnjcturan que la técnica 2·opt 
clásica logra un por~"'nlaje de desviación con reS)X'CIO al óptimo del G% al 7% 

apro¡.:imadamcnle, 10 cual significaría que la técnica propuesta e~taría d~>s viada del óptimo 

en un &% en el peor de los casos. 

Ikntl"y ~'tl 1992, [I S7[ comcnzó a insertar conocimientos de la Geometria Computacional 

(GC) y muestra de manera e:-;perimental que algunas estmcturas de datos geom étricos en 

especial "fixed radius noor nelghbor "pernl it.::n IUI mejor desernpeilo en di\'cllIas heurísticas 

para resol"er e l problema dd agente viajero euclideano, en especial la técnica 2·opt. 

Algunas estmctnrJ.S geométricas y parndigmas de la GC penniten un mejor descmpello en 

las técnicas heuristicas. En este proyecto se utiliza cI p.lrJdigma d.:: bu"ülo ,le plrlllo para 

identificar los cnrc.::s ente cada par de aristas y así obtener un espacio de soluciones 
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reducido y por tanto un menor número de iteraciones que la que ofrcc.:: I'l técnica 2-opt 
clásica. Trul1bi~l1 se utiliza la cstructu ra g~om~trica de cm'co com'exo para que las t~cni cas 
de constmcción lograran mayor eficiencia, ya que pal1icndo de uua estmctura geométrica 
las tecnicas de construcción toman vcntaja y entr~gan lUla mejor solución que ejecutando 
las técnicas heurísticas de construccióll sin el apoyo de estos. Los paradigmas y L""$tructuras 
geomctricas ut ilizadas en la e.':perimentaciÓIl se describen en este capitulo. 

4.2 Geoml'tria computó.donal 

La Grome/ría Campu/acional (GC) es una disciplina que Se ocupa del dise,'o y análisis de 
algori tmos que resud"en problemas geométricos. El cst,Klio de estos problema» tiene una 
historia ya trazada dc sd~ EIIc1id~s y más aún SlLS antcced~ntes pu~den encontrarse en la 
Grecia clásica. hace 2600 ailos, donde los problemas geométricos que se planteaban los 
matcmáticos de la época cran abordados desde el pumo de \~ sta constmctivo. cs decir 
algorítmico.]171 J 

Pcro n O~""$ hasta 1975 cn donde la GC surge como un campo en ciencias de la computación 
teórica. P"'pardta y Sham()lS en 1988, r 174J. En un principio la GC tenia un énfa~is especial 
en el desarrollo de algoritmos eficientes asintóticamcnte pan, problema~ que contienen un 
gran número de objetos geométricos simples (puntos. lineas, pirulOS. poligonos y policdros). 

El interés trorico de la GC ha sido suplementado por muchas ap licaciones prácticas como 
en robótica. procesamiento de imágenes, SIG (Sis\cmas de húonnación Geográfica). 
investigación de opernciones y muchos otros campos. ]1751 

Dado que c-.:isten problemas NP-Completos parn los cuales la solución exacta están fuera 

de alcan c.;:, los paradigmas de la GC y las cstntCIUras de dalos geométricos han resultado 
ser muy usadas jumo con el di seño de heurísticas prácticas para resol"cr és.te tipo de 
problemas. 

1);: numera reci~~lte cstos poderoso~ parndigmas y las estru(1uras de datos gcomc lrica.~ de la 
GC se han aplicado con gran ,hito para algunos problemas de Diseño de Redes 
Topolológicas (DR7) en la rama de la in \'~sti gaci ón de o~raciones. 

Uno de estos ejemplos es el Problema dd Agente Viajera Ellcfideano (PA liE) 

en donde la GC ha h~cho posible encolltrar soluciones muy cercanas a la óptima a 
instruleias de problemas de cicntos y miles de ciudadcs que pel1cnecen a un plano.1157] 

Ni las tccnicas clásicas de la progrrunación matemática, ni las metodologías de la 
oplimi7.aciÓn combinatoria aplicadas a la solución del PA JlE' pueden competir con las 
tccnicas tradicionales dc la GC. (1711 
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Existen básicamente c inco áro::lIS en la GC que ticn.::n una importancia espo::e ial: 

• BÍlsquL-da y Ord~nac ión: Locali7.aciÓn de puntos. inclus iones cO""c~"s. inclusiones 
de polígonos, elC_ 

• Con\'cxidad: Cascos con\'cxo~ en El, El, Ed. estimación ~stadi~1 i ca, regres ión, etc. 
• Proximid.1d: Localización en general y búsqued.1 de vecindadcs, w..::inos más 

cercanos, triangulaciones, solución de ecuaciones, elC. 
• hllcr.¡ecciÓn: Problemas dc líneas ocuhas, rCCQnocimíenlO de patrones, 

programación lineal, etc. 
• Opt irni7.ación: OiSC11o de redes, árboles de expansión mínimos. agente viajero. 

cartero chino, progranmción lineal y programación enlera, problemas de 
locali :weión max-min y mini-max. cte. 

1...1 GC hace uso de muchos paradigmas y en especial el paradigma de " Divido:: 'j venecnis" 

así como el de estnlcturas d.: d,uos ( liSias. arboles binarios, .. ) y mas aún eSlructuras tan 

cspccial~s com o los cascos CO"'·C-"01;, las tri:U1gulaciones de Ddauua)' )' los diagral11 M dc 

Voronoi que j"~gan un papd cmeial enla GC. 

Existe literatura .:n la cua l se afi nna que los métodos de programación matemática y los dc 
optimización combinatoria son inferiores a los métodos que ofrece la GC para resolvCT 

probkmas de DRT, [171 1 . 

.:1.3 O ptimil.llciún C ombil1:1tol·ill \ "So. i\ INod os GMrnétl·iros 

Muchos de los problemas de la GC pueden ser fommlados también como problem,rs de 

optimilación combinaloria sobrc gráfi Ca!; de pesos. Como consecuencia estos pueden ser 

r¡:s u~ ltos por 1I1 ~ dio d~ algorilmos de oplimiz.1ción d~ r¡:ru::s y heurísticas. En p:ulicul:tr, la 
forn1lLlación de fl ujo de redes jlLCg,~ un papel muy importante en la fornlUlación de 

problcnms de DRT sobr<:- gráficas con pesos. En gencral se puede dccir que la geomct ria 

computacional y la optimi7"1.cióll combinatoria SOI1 complememarias lejos de \'~rsc 

cOll fliclUadas aunque los procedimientos utili;o;ados en cada 11110 de los métodos SO!! 

compktmncllle difcrentcs_1171 [ 

Un ejemplo típico de probkmas dc DRT que son resueltos por optimi~ .. l ción combinatoria 

cs e l Problema de Arboles de Expansión Mínimos Ellcfideanos (PAE~ I E) En donde Z· 
puntos son rcpr"s~ ntados por vértices en una gráfíc" dc pesos completa K~ y K~ contiene 

ari stas entr" cualquier par de \-érti c~-s _ Estc probk~na puedc ser resucito Cn Url t iempo O(n1) 

utilizando e l algoritmo de I' rim_ 

Otro problema clásiCQ en donde los métodos de la Ge han act\~1do de manera e-" itosa, es el 

Problema del Agente Viajero Ellclideano (PAVE). Dcntlcy [1571 de1l1uestra que las 
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estmcturas dc datos geométricos de la GC se han utilizado para ace lerar muchas h~uristicas 

para resolver este problema. 

4.4 l'al"lldigm9s y I'"St ructu rns d I'" 1I 'lto gl'Oluét ricas 

Hay Wl gnm nluuero de paradigmas y estructuras geométricas de11!ro de la OC de vilal 

importancia. A CQminulICión se c:-:plican algunas de ellas y se detallan aquellas que se 

tomaron cn cuenta para llevar a cabo la hibridación de la técnica :l-opt. 

4.4.1 1"I1~ldigmas 

l\"luchos de los paradigmas ~on freCUL'1l1Cmcntc utili lados por algoritmos y heurísticas que 

rcsudl'cn problemas de la OC. 

A conlÍnuación se muestra un diagruma con los paradigmas más lrecucntemcnte util izados 
ell la OC para resolver problemas relacionados con la geometria O bien relacionados con 

otras ru-cas. 

4.4.2 11na th·o 

'":.::"" ~ 
...;.J 

I 

00""",, y I 
,." 

FiSura 4.2. Árbol morfológico de loo paradigmas de la OC 

Las propi ~dades locales y la:¡ cara~1erislÍca:¡ de Wl problema dado, por ejemplQ. la 

locali;:ación de puntos y la pro.~imidad entre e llos, se utili zan para ir c.~ pandicndo o 

mejorando su solnción iterativamcntc. En ca'1.1 ikración se presentan varias opciones de 

cómo expandir la so lución (o mejorar una solución factible). La opción grcedy (glotona) da 

un incremento en costo muy baja y siempre es seleccionada. 

El paradigma de iterJtiw es uno de los mas b:isicos e intnitivo de los de este conjunto dIl 

paradigmas. Cuando se expandc e l conjunto de solnciolll""S, el níllucro de ite raciones es 
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proporcional a l tamailo de instancia del problema. Cuando este paradigma se apliea a 

probkmas NP-Compktos, es usual obteuer no tan buenas soluciones. 

Cuando se mejoran las soluciones factibles, el numero de itcraciones poede ser substanci:ll 

ya que las mejoras cont inímn tanto tiempo como sea posibk. Como un ejemplo de 

algori tmo que ilustra este paradigma es e l del vecino más cercano. ya que en cada iteración 

el algori tmo ' ·a insertando la cind.1d más cercana en distancia al conjunto de so luciones. 

u 

F¡gUlll 4.3 Tecmca del ve<:lI"I(l mas cercano 

4.4.3 H, ... ndo d~ 1 1'1:1110 

El paradigma de barridQ de planQ es netamente geQm~tricQ. Existe un algQritmo cuya idea 

central es este panldigma, que consistc'::1I 1l1ov.::r una linea S a tra\"cs del plano plU"a det.::ctar 

c iertas configur.lc iones d.:: Qbjetos gemllctricos (puntos, segmentos de lineas, rectángulos) 

que perteneccn a l plano. Colecciona inrornmción de estos objetos en las secciones de eme;: 

actualizando el sta tus de S. Este status tit'leu muchos cambios pero fi ni tos eu posiciones 

est ratégicas de S. Estas posiciones estratégicas se coleccionan sobre una línea evenlual E 
pCIPendicular a S. 

1 
O 

lo 
o 

o O o o 
O O _·-:-·- .... ·_·_·_·_·-0 o 
~_. _ . _ . _ . _ . _ . _ . _ . _J_ . _._._ . _ . _ . _ . _ . 

6 ' Ó 6 

Figura 4.3 Estado de l algoritmo d.: intersección de barr ido d.:l plarKl 
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El ténnino Divide y Vencerás en su acepción más amplia es algo más que una teenica d.! 

discíio de algoritmos. IR hecho, sude ser considmlda una fi losofh gc n~"T"al para resoh'cr 

problemas y de aq uí qu~ su nombre no sólo fomle parte del vocabulario infonm\tico, sino 

que también se miliza en muchos otros ámbitos. 11721 

Es una técnica d~ diseño de algoritmos que consiste en rcso lw r un problema a partir de la 

solución de sub problemas d.!l mismo tipo. pero de menor tamallo. Si los sub problemas son 

todavia relati vamente grandes se aplicará de nue\"o esta técnica haSla alcanzar sub 

problemas lo sufi ci~ntcmcnte pcquciins para ser solucionados dir~C1amente. Ello 

nalura lmel1le sugiere el lISO de la rccurs ión en las impl"m<'llt3cion<.'S de estos algoritmos. 

La resolución de un problema mediante eSla técnil'a ~'()nst a rundmnentalmente de los 

s igUIentes pasos: 

1) En primer lugar ha de plal1learse el prohlema de ronna que pueda ser descompuesto 

eu k subproblemas del mismo tipo. pcro de menor trunaño. Es decir. s i el tamaño de 

la cl1Irada es n. hemos de CQnseguir dividi r e l problcma cn k subproblcmas (dondc l 

:s k :s n)' cada uno con una entnlda de tamaño nk y donde O :s 14: < n. A esta tarca se 
le conoce como división. 

2) En scgundo lugar han de resoh''::rsc independient.::m<!ntc todos los subproblemas, 
bien directament~ s i son elementales o bien d.:: fOffil 3 recUTSiva, El hecho de que el 

tamai'io de los s lIbprobkmas sea est rictam.::nte menor que e l tamaño original del 
problema nos g.1rJnliza la CQn\"ergencia hacia los casos e lementales. lambién 

denominados c"sos base. 

3) Por últ imo, combinar las solnciones obtenidas en e l paso anterior para constru ir la 

so lución del problema original. 

Hay c iertas CQnsiderac iones que deben tenerse en cuenta, en primer lugar, e l n¡uuero lo: debt: 

ser pequeño e independiente de una entrada dctcrnlinada. En el caso particular de los 

a lgoritmos divide y vencerás que conlien~n sólo una llamada r~cu rsi \'a, es decir k - 1. 
hablaremos de algoritmos d~ simplificación_ Tal es el caso del a lgoritmo recursivo qne 

resuelvc e l cálcu lo de! ractor;,,] de un númcro. quc s~nc illanK~lte reduce el problem" a otro 

subproblcma del mismo lipo de tamaño más pcqu~'110. También son algoritmos de 

s implificación el de biLsqlleda binaria en un vector o el que resuelVe el problema del k. 
ésimo elemc1ll0_ 

La \'entaja de los algoritmos dc simplificación es que consiguen reducir el tamaño del 

problema en cada paso, por lo que sus tiempos de ejecución suelen ser lllUy buenos 
(ll onllalmL~ltc de ordcll logaritmico o l ineal). Adcmás pueden admi tir una mejora adic iona!' 
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puesto que ~n ellos sude poder eliminars~ fácilmente la r~cursión mcdiante el uso de un 
buele iterati,'o. 10 que conlleva menores tiempos de ejecución y menor complejidad 

espacial al no utilizar la pila de recun;ión. aunqu~ en contra, también en detrimento de la 
legibilidad del código resultante. 

Por el hecho de usar un diseño reeun;ivo, los algoritmos diseñados mediante la técnica de 
Divide y Vencerás van a hcred.1r las "entajas e ineonvenk1l1es que la reeun;ión pla1l1ea: 

a) Por Ull lado el discl'O que se obtkne suele ser simple. claro. robusto y ekgrul1e, lo 
que d.llugar a una mayor legibilidad y facilidad de depuración y mantcnill1i~nto del 
código obtenido. 

b) Sin embargo. los diseflos rceursh'Os conl1e\'3n nornlalmente un mayor tiempo de 
ejecución que los iterativos. además de la complejidad espacial que puede 
representar cl uso de la pila de recllrsiÓn. 

I).:: sde un punto de vista de la efieicncia de lO!; algori tmO!; Divide y Vcnc~'TIÍS, es muy 
importante conseguir quc los subproblemas scan independie1l1es, es decir, que no exista 
solapamicnto entrc ellos. De lo contrario el tiempo de ejecución de esto!; algoritmos será 
exponencial. Como ejemplo pensemos en el cáleulo de la sucesión dc FibonaceL el cual, a 
pesar de ajustarse al t'Sql1ema genera] y de tener sólo dos llamadas recursivas, tan sólo se 
puede considerar un algoritmo recursivo pcro no clasificarlo romo diseilo Divide y 
Vcncer.is. Est~ técnie~ está concebida para resolver problemas de mancra eficiente y 
evidentemente est" algoritmo, con tiL~llpO de ~jec"c i ón exponencial, no 10 es. 

En cuml10 a la eficiencia hay quc tcner cn también cn consideración un factor importrulte 
durume el diseño del algoritmo: el nlllllero de subproblemas y su tamruio, pues esto influye 

de fonna notable en la complcjidad del algoritmo r<:sultantc. Para 1m estudio mas detallado 
respecto a este paradigma se sugierc el anál isis r<:alizado por [172J. 

En definitiva, el diseño Divide y Vencerás produce algoritmos recursivos cuyo tiempo de 
ejceueión se puede cxpresar mediante una ecuaciÓll en reculTCneia del tipo: 

T(n)= 
[

cn' si l ~n~b 

aT(n I b) +cn! si n 2: b 

donde a, e y k son números realC'S. n y b son nllmeros naturales. y donde a>O. c>O. ~ y 
b>l El va lor de a rL1'resenta el número de subproblemas. nlb es cltamatlo dc cada uno de 
cllos. y la e:-;:presión cnk representa el cO!;te de descomponcr el problema inicül1 cn los <l 

subproblemas y el de combinar las soluciones para producir la solución del problema 
original, o bien el de resoll'"r un problema elemental. La solución a esta ceuación, pucde 
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a lcanzar di stintas complej idades. Recordemos que el ordcn de complej idad de la solución a 

esta ecuación es: 

[

8("') 

T(n): 0(n' logn) 

0(n""" ) 

si Q ..o::ó' 

si a:ó' 

siQ >- ó' 

Las diferencia!) ~urgen de los distirnos valoro:s que pueden tom3/" a y ó. que en definitiva 

det~nninan el m;mero de subproblemas y su tamaño. Lo imponante es observar que en 

todos los easos la complejid.1d es de orden polinómico o poli logaritmico pero nunca 

exponencial. aunque c¡,: islcn algoritmos rccun:i\"os que pueden alcanzar esta complejidad en 

muchos casos. Esto se debe nornlal mente JI la n::pet ieióu de los calculos que sc produce al 

cxisl ir so laprun ienlo en los subproblemas en los que se descompone e l prob lema o ri ginal. 

Pam aquellos probkmas en los que la solución haya de constmirse a partir de las soluciones 

de subp rob lema!) ernrc los que se produzca necesariamente so lapamiento existe otra lécnica 

de discño más ,¡propiada, y quc pennite e liminar el problema de la complejidad 

exponencial debida a la r~tición de cálculos. 

4.4.5 Ramificadón ~· AC<lt ,,,nicnt<l 

Esla técnica de diselio o paradigma, cuyo nombre en ea!)tellano proviene del térnlino inglés 
Brcmch (md BOllnd (B8), se aplica nonnalmente pMa resolver problemas de optimización. 

Rrunifícacióu y Poda (RP), al igu.11 que el diseño Vuelta Alrás, rea li za una enumcrac ión 

parc ia l del espacio de soluciones basándose en la generac ión de un árbol de expansión . 

El diseño RP en su "en:ión más sencilla puede seguir un recorrido en anchura (e~lralegia 

UFO) o en profundidad (cslmtegia !'IFO). o utilizando el cálculo de funcione s dc costo 

para selccciormr el nodo que en principio parece mas prometedor (estmlegia de mínimo 

costo o LC). 

Además de ..,sta>; ..,~tratcgias, la tccnica de RI> utilil..a COlas para podar aqué ll a!) ram a!) del 

arbol que no conducen a la so lución Óplima. Para d io calcula ..,11 ..,ada nodo una cota del 

posible valor de aque llas so luciones a l eanzabl ~s desde ése. Si la cota muestra que 

cualqui L'Ta de estas solucion<>s ti ene que ser necesariamente peor que la mejor solución 

hallada hasta el momento no necesitarnos seguir cxplomndo por esa mma del árbo l. lo que 

pernlite realizar el proceso de poda. 
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Básicamente, cn un algoritmo dc Ramificación y Poda s.:: rea lizan tres ctapas. La primera de 

ellas, denominada dc Selección. sc encarga de extraer un nodo dc entre e l conjunto dc los 
nodos vivos. La fomm de escogerlo va a depender directamente de la estrategia de 

bílsqued., que decid~mos para e l algoritmo. En la segunda etapa, la Ramificación, se 
eonSlruyen los posibles nodos hijos del nodo $cleceio lllldo en e l paso anterior_ Po r último se 

reali ~a la le.-c~ra etapa, la Poda, en la que se eliminan algunos dc los nodos creados en la 

etapa anterior_ Esto conlribuy~ a disminuir en lo pos ible el espacio de bll~qucda y así 

atenuar I~ complejid.,d de estos algoritmos basados en la exploración de un árbol de 

posibilidades_ Aquellos nodos no podados pasan a fonnar pane dd conjlUlIO dc nodos 

v ivos. y Si; comienla de nucw por el proceso de selección_ El algoritmo final iza cuando 

encuentra la solución. o bicn cuando Si; agota el conj unto de nodos vh·os. 

4.5 t :st ructuras dc dato!! gcoml>tricos 

En el pasado. los problemas de Topolog ía de Diseño de Redes TNI) !Xlr sus sig las .::n inglés, 

emn resueltos con estructuras geomctrieas muy s imples (nHuriees de distancias). Una 

contribución da"e de la GC ha sido la introducción de nuevas estructuras geometricas 

(cascos con"cxos , diagramas de Voronoi, triangulaciones Ddmmay, descomposiciones 

planares) y e l diseilo diciente de algoritmos para su constmcción. La eonslmcci6n de estas 

estructuras gcométricas l"S compleja. Esto involucra el uso de varios pM~digmru; de GC y 

cst ructuras dc dalOs muy elaboradas. Sin emb¡lrgo, la infonn~c i ón )' los beneficios 

computacional C$ lejos de perjudicar, compens~n C$tas dC$ventajas. 

Las estruc1llras de datos así como los paradigmas utili zados en el análisis de algori tmos 

juegan un papel imponantis imo. ya quc. haciendo un estudio exhaustivo de las 

característi ca:¡ del problema a r~soIYer. SI: pUl:den insenar la ~strudllra geonH.'trica más 

ade~uada para hacer la representación de un tour com o es e l caso d~ este proyecto y 

también c l paradigma más adecuado para lograr la mayor e fi cicnci a en los algoritmos 

propuestos o utili lados_ Bcntky y Friedman 1915, [J 77]. haccn un estudio para detcnninar 

la representación más adecuada de un tour mediante 1m árbol K-dimensional. 

Un árbol K·dimensional ]WWW5] ( k· d) ~'1 un arbol dc decis ión que sirve para hallar una 
respuC$ta o cur~o de acción, d.,das k variables o entradas_ Cada nodo suyo hace una 

pregunta sobre lUla \'ariab¡e~ para k variables. puede haber más de k preguntas anlC$ de 

emitir una respuesta. Las hojas (nodos fina les) no hacen pregunta. sino que "dan la 

respuesta" o cun¡o a tomar_ Tradicionahnentc [177[los árbo les k.d han sido utilizados para 

hallar la infonnación asociada a ciertos valores de k variables_ Por ejemplo. ¿Qué 

infonnación tenl'lnos par.!. tipo=aviÓn. destino=Habana. fecha=miér.::o les? La respuesta 

puede ser: el vudo Cubana 465. A veces la respuesta es f (no hay. no sé). Hae<: el papel, 

aunque no utiliza las técnicas, de un archivo cuya lIa'·e es la concatenación de las k 



Capitulo'! : La seometria computacional y la solución del PAVE 

variables. Se muestra en la figura 4.4 una lista que abarca la mayoría d ~ cstmcturllS 
geométricas qne se utilizall de manera muy fr<.'elK'ntc en la GC. 

C .. ~ Convc){Q$ 

Rutas de Casco convexo 

VQRl 

i.Jsimo or<kn de Voronoi 

VQRn _l 

Diagramos cIo Voronoi Multiplicación 

&sosde Von:noi 

Adicioo 

,,1:.1>"" de ruta:¡ cortas 

Tri31"4lulacioncs DclaWlil}" 

Triangulaciones TriangullOCiones de pero mínimo 

Triangul8<:iones glot"""" 

Eslr1.lC1W1lS 

T"'p'zoidn 

-
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"'oc Triiu1gulos 

Subdivi~iones planares Cadenas mon<!lonas 

Gráfic.,. "";"Iic",, dirigidas 

i3Usque<Ia de árboles multidimensionalts 

Arbolesderango 

Descomposiciones celulares Arboles poligono 

Descomposiciones de caj. 

Descomposiciones de cono 

lntc"·.1os de !Ubolc. 

0.00 Busqueda tn arboles 

""""~, 

();:13nllrc.: 

F'8Uffi 4.4. Eslrucluras de datos ¡¡eomelrlCos 

A CQnlinuación se hace la descripción de algunos d~ los algoritmos que ca1cul:Ul cascos 

conl"<'~XOS , esta estruc tura se mili;>:ó para hacer más eficientes a [as técnicas heurísticas de 

inserción, adermis se hace la descripción del algoritmo de identificación de cnLees. otra 
CSlrllClUra geométrica impunantc para poder idcmificar el espacio de soluciones de la 

técn ica 2-opt 

4.5. 1 Cascos COln'e~os CH(S) 

El casco OOll1'1:);O o COll veX hull es lIllO de los CQ1¡,¡lmclorcs geométricos más 

fund.1n1cnlales. 

Una idea intuitiva del significado de l casco con"exo c~ d contenido dc la figura que 
fom,ar;a una banda elá~1;ea que rodeara" una nnl:>.: de pun10s una \'ez que la sohiramos, 
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/-0-

\. ·1 
____ o 

FillUr1l 4.5 Casco convexo 

El problema de computar un convex hull no sólo está centrado en aplicac iones prácticas, 

sino tambi~n es un whículo para la solución de un níunero de cuestion~'S aparentemente sin 

relación con él. que surg~n ~n la G~omclria Computa~ional. 

El calculo del ~asco con\'cxo dc una nube finita de plUlIOS, especialmente en el plano. ha 

sido exhaustivarnerne eslUdiado y tiene aplicacionc$. como por <':jemplo. en el procesado de 

imágenes y en localización. 

4.5. 1.1 Dclinkio ll C!l 

Definición: Un conjlUllo S se dice CQ1l\'exo si dado cualquier par de pumos :t". )' 

pcrtenecientes al conjunto se cumple que d segmento xy que rornlan está contenido en 

dicho conjunto S. 

Lema: La inten¡ecclón ronnada por cl~1lquicr gmpo de conjuntos convexos dará como 

resuh'ldo un único conjunto que además tambi':n será con\"exo. 

FigUr1l 4.ó [ntersección de polisanos con'·e.~QS 
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En cambio, corno puede verse en la s iguiente imagen, la intersecci6n de conjuntos no 

eon"exos no ti ene por que dar t'Omo resultado un conjunto ónieo. 

Figum 4.71n!crs«c;c., de polígonos no convc.~C)S 

DefiniCión: Dado un eortiunto de puntos finito S, se dice que CH(S) es la en, 'o lvcnte o 

casco corl\"CXO de S s i: 

a. CH(S) es convexo. 

b. S es/ó COnlenido en CH(S). 

c. CJI(C) es el menor convexo que contiene a S. 

Esta definicion Se puede extender para conjuntos infinitos, aunque no t." el caso que nos 

interesa. 

Los puntos de la frontera del casco convexo se llaman vért ices o extremos del casC() 

COtl\'exo, pero también se les suele denominar, con e l mismo nombre de casco eonl'exo. 

El casco C()n\"~xo de una nube de puntos es siempre un poligono. 

4.5.2 Algoritmos parlt cakul:tr c:tSCOS COIt\·cxos 

Hay muchos métodos paru el cálculo del casco convexo, ya sea para dos, tres o mas 

d imensiones. En toste proyecto se analizara sólo algunos algoritmos para a\'e riglmr el casco 

convexo de puntos s ituados sobr~ dos dimensiones. 

Teorema J: Es posible calcular el case<) convexo de un eon\"e>':o S en ti empo O(n log n) 

Se puede calcular el casco convexo de IUta nube de puutos a partir de su d i¡¡gr;una de 

Voronoi en ticmpo lincal , 10 que junto al tiempo r~qucrido ('<na el cálculo del diagrama de 

Voronoi nos da un CQsto dc O(n log .y. quc es el tiempo óptimo. Sin embargo, las 

constantes mnltiplicativas son tan grandes que el método no es p"ictico si no tenemos 

calculado de antemano el diagrama de Voronoi. 
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4.5.2.1 Algoritmo Quk k IluJl 

La idea del Quick Hul1 es ir descartando lo mas pronto posible los plmtos que no fonnaran 
parte de la fronte ra del casco convexo, que suelen scr los más interiores de la nube de 
puntos. A cOnlinuación se describe e l algoriuno. 

~: Encontrar 10$ cuatro puntos Cl\.1rCnl O!l de la nnbe de puntos (none, sur. ~te y oeste) 
y fonnar un cuadrilátero con estos pU1l\OS com o esquinas (aunque pooria darse el caso de 
obtenerse sólo un triángulo e incluso una linea, 10 c llal no afecta el funcionamiento del 
a lgoritmo). Todos los puntos que hayan quedado dentro de este cuadrilátero no fonnarán ya 
parte de la frontera . 

Pa~o 2: u:>s puntos e.xteri o r~'S al cuadri l" te ,,:> se encontrarán di vididos en cuatro (o menos) 
zonas no comunicadas. 

En cada ulla de estas regiones obtendremos el plUlIO más a lejado al lado dd cuadrilátero 
adyacente a dicha zona. De esta fonn a obtendremos Wla fi gura de hasta oeho "érticcs <¡ne 
descarta riÍ los puntos interiores como pertenecientes al borde del casco cOl1 vexo y divid irá 
los puntos ex1.eriores en hasta ocho nne"as regiones. 

~: Seguiremos "ctu""do p"ra c"da nueVa región seg':'" 13l> regl3l> anteriores hasta qne 
110 queden vértices e.\1entos a la fi gura. Esta fi gura rcsultanle será el e3l>eo convexo. En 
Figura 4. 7 se puede observar la ejecución del a lgo ri tmo Quick Hull paso a plISO. 

Teorema 2: El algoritmo Quick Hull calcula e l casco convexo cn tiempo O{n')' 

A pesar de ser de orden cU3drático. sue le tardar menos tit'11111O que calculando el C3l>CO 
convexo '1 través del diagrama de Voronoi. 

· 

·1·· E> . . . . . · . 
· . . . 

. f> V 
Figllr1l 4.8 Ej«uci6n dd algoritmo Quik Hull 
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4.5.2.2 AlgoJitmo S"an li t G raham 

Est~ algoritmo utiliza una lista en la que va almacenando y ordenando correctamente los 
puntos qUil constituyen los extremos dd casco eonve.~o. 

Paso 1: Elegimos un punto. que st'rá el que menor coordenada )' post'a (asi nos asegummos 
que pertenezca al casco cOI1\·exo). Este plUlIO será nueSlro punto inicial. A continuación 
vamos almacenando el resto en la liSIa. ordenados según el valor del ángulo que fomulll con 
el primer plono que escogimos. 

Paso 2: Reeorr~~llos la lista que hemos fOl1nado, lomando en cada momento Ires punloS: 
Inicial , Medio y Final. 

Comprobamos si el ángulo que [omlan Inicial, Medio y Final (IMI') es negativo (sentido 
horurio) o positi,'o (sentido antihorario). 

Si es pOSilivo. llllcdio pasará a ser Inicial. Final pasará a ser 1\·ledio y el siguienle elemento 
de la li sta pasará. a ser Final. 

Si es negativo. Medio será borrado de la li sta , Inicial pasara a ser Medio, el anterior 
elemento de la li sta pasará a ser In icial. y Final queda inalterado. 

La lista obtenida al finalizar con todos los elementos de la lista sera el casco convexo de la 
nube de puntos. 

Teorema 3: El algoritmo SCrul de Graham calcula el casco convexo en tiempo O(n lag n). 

4.5.2.3 Algoritmo incremcntal 

u¡ idea básica es ir añadiendo puntos mientras vamos modilicando el casco COll\"exo. 

Paso 1: Elegimos un pumo. Si el nuevo punto está dentro del casco. no hay nada que hacer. 
En Olro C:lliO. borramO$ lodos los bordes que el poligouo pueda ver . .:s decir. que trazando 
una linea desde d punto no choquemos con ninguna OIm. 

P,,~o 2: Ailadimos dos lineas pan conectar el nuevo punto al reSlo dd anligno casco. 

~: Repetimos de nueVQ desde el paso uno para los puntos (lile estén fuera del con"ex 
hull aClual, hasta que todos los vért ices .:stcn dentro. 

Si usamos una eSlructun pam d casco que nos pennita tomar una line'l adyacente a otra en 
tiempo constante. podremos encontrar un lado visible en ticmllO lineal y todos los dcnuis en 
liempo conSUllIC por lado. La actualización toma ticmpo lineal. El ticmpo tOlalcs de O(n l

) . 
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Toorema 4: El a lgoritmo incremental caleula el casco conv~xo en tiempo O(nt). 

4.5.2.4 Algoritmo d i .. id .· y ' ·l"IU·l"niS 

~: Ordenamos los puntos según la coordenada x. 

PMO 2: Dividimos los puntos en dos bloqucs, izquierda y derecha (L y R), de i gll.~lnÚmero 

de e lemcntos, que cumplen que e l punto más a la der~cll3 de L está más a la izquierd.1 que 
e l punto más a I¡I izquierda de R. 

~: Rceurs i\'amellle. enCQllIramos el eon\'e >: hull de L y R. Para mezclar cl ciem: de L y 

e l de R es necesario unirlos utilizando las tangentes CQ1l1lUles 1l1á~ altas y bajas. La tangente 

snperior comÚn pude deseubrirsc en tielll])Q lineal explorando a lredcdor del e icrre de L en 

el selllido de las agujas del reloj y en el cierre de R en el sent ido ant ihorario. Para la 

tangente inrerior g iraremos en los sentidos inversos. 

Las li,,"as que queden dentro del CIIS"O que ronnamos al unir los ci"rres de L y R s,;:, rá" 

borradas. 

Debido a que la mezcla no puede realizarse en ti em po lineal el casco convexo puede ser 

encontrado en tiempo O(n log n). 

Teorema 5: El algoritmo divide y vencerás calcnla el casco convexo en ti empo O(n 108 n). 

En este proyecto en especial se utilizo el algoritmo de envoltura de regalo (Oin Wrapping) 

para calcular e l casco convexo del conjun to de instancias de la TSPLlB. 

4.5.2.5 Algor itmo cII,·oItura d I' regalo (Gifl WI"J flpin g) 

Para este caso en espoec ia l de dos dimensiones, este algoritmo también es conocido como el 

algo ri tmo de la marcha de Jar .... is, ya que es qu ien lo propone en 1973. La d~"Scripc i ótl del 
algoritmo a~ lIm c que los punt"" estan colocados " n posi" ión general. por ejemplo que no 

son colincales, siu emhargo cI algoritmo se puede modifi cM para tratar eou coli nearidad e 

incluso si el casco con,·cxo tuviera uno o dos "en iccs. También se puede c ... 1end~r a 

dimeniones mayores. 

Paso l . Elegimos el punto A. que seni el que menor coordenada y posea (Mi nos 

aseguramos que pertenezca al casco cO I1'·exo). Este punto st"Ta nuestro pun to inicial. 

Paso 2: Puede cncontraTl;e otro ]lunto 13. qne cum]lli rá que tooos los plUltOS están situados a 

la izquierda de AB. 
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PMO 3: Similanncntc, podemos encontrar e alli dond.:: todos los puntos estén a la izquierda 

de BC. Repetimos este método p.1ra el r.::sto d<' puntos. 

El algoritmo comienza con i=O y un punto Po que se sabe peneneee al casCQ cOII"exo. por 

ej emplo el punto extremo izquierdo y sc lecc ion~r el punto Pi<) dc lal mlUlcra que lodos los 

puntos cstén a la dcre<:ha de la línea Pi pi.l . Este pUl110 se puede encontrar en unliempo 

O(n) comparando ángulos polares de lodos los pUIllOS con respecto al plUlIO Pi. Se d<'ja que 

i=i+ 1, Y el proceso se rep ile hasta que Ph~J'Q. 

La complej idad de ~'SI C algurilmo se rá de O(nh), donde n es e l nlimero de punlOS y h es el 

niLlllero de vért ices del casco CQ n\"cxo. El desempeño en la vida real es favorahle cuando n 

es pequeño o bien cuando 11 se espera ser muy pequello CQn respecto a n. 

Teorema 6: El algoritmo envoltura de regalo calcula el casco convexo en tiempo O(nll) . 

• 
• 

• , • 
rig,.-a 4.9 Ejecución dd algoritmo en'·O~lIf\I <k rtgalo 

A continuación se mueSlra d pseudocódigo del algoritmo 

jarvls(S) 
pointOnHull - leftmost point in S , . , 
repeat 

P[i) - peintOnHull 
enepoint - S[O) Ilinitial 
ir (endpoint -- ?[ilJ 

endpoint tor a candidate edge on the hull 

enepoint - SIl] 
ir (S1:)] loS on left of 

endpoint - S1:)] 
i - i +l 
pointOnHull - endpolnt 

uncil endpoint - - P[O) 

// endpoint "houLd not be equ"l to PI!) 
line from P1i] to endpolntl 
11 found greater ¡eft tUIn , update endpoint 

/1 wrapped around t o tir"t hull peint 
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ESI~ algori tmo con tien ~ dos loops, lino r~v isa todos los puntos d~ la instancia y otro loop 
revisa los puntos quc perten<::<::en al <::asCQ convexo. Por lo tanto e l ti<::mpo de corrida es nh. 

Este tiempo depende del trunaiio de los datos de entrad'l y los de salida, lo que se conoce 

como on algoritmo sens ible a los datos de salida. Para ver los detalles de los algoritmos <¡u~ 
calculan el casco con vexo en segumb y tercera dimensión se sugiere la siguiente página 

[WWW6J. 

Otra de las estrucluras geométricas que se utilizan en este proyedo es la intersección de 

segmentos de linea. 

4.6 h,h·nw...,e iim de S<'gm <"nlos d O' lin ro 

En este problema se proporciona una lista de scgmcntos de linea y sc dctemlina si coalquier 

par de estos se interseean. Un algoritmo ingenuo examina cada par de scgrncntos, pero para 
un número elevado de intersección de segmentos posiblemente eslO se ,"udve cada vez mas 

ineficiente ya que la búsqueda se tiene que hacer por cada seglll<::nto de línea y en e l pcorde 
los casos se ti<::ne un tiempo de O(,(). Una fonna común)' mas eficiente de rcsolver este 

problema paTa un gran nlllncro de segmentos es util izar IIn algoritmo de linea de barrido, l'S 

un tipo de al goritmo que lisa una línea o supl .... lieie de barrido par" resol ver varios 

problemas en un espacio euclidiano. Es unat.!cnica elal'c en geOllletria computacional. 

La idea central detras de este algoritmo es imaginar que una línea (la mayoría de las veces 

vertical) se bam: o se mucI'c a tral"~s del plano empleando operaciones geomét ri cas para 

dctectar las intersecciones y la solución completa eSla di sponible una \"el. que la linea ha 

pasado por todoo los objetos en este caso en todos los segmentos de línea. 

Se uliliza una ,-'Stnlctura de datos dinámica basad.1 en árboles binarios. El algoritlllo 

Shamos-llocy aplica est~ principio ImTa detectar la intersección d~ segmentos de línea, 

también .:1 algoritmo de Bcntley-Ottmann actúa bajo el mismo principio. 1178J Sin 

embargo, este a lgori tmo no logro las cotas in teriores teóricas y se le reconoce como unos d.! 

los primeros algoritmos "sensib les a los d.1los de sa lida" en inglés "output-sens it il'e 

a lgorithm··. 

Los algoritmos sensibles a los datos de salida se identifican porque su eficiencia dcpende 

tanto dc los datos de entmda corno de los datos de salida. Aquí los datos dc entrada es un 

cOlúunto O 11 segmentos. y loo datos d.! salid.l es un conjunto J\ de k intersecciones 
e"Ic"lad.~s. En loo primeros algoritmo~ como cl propuesto por ShrullOS y Hocy en 1976, 

[179[ muestTan como detect"r c llando existe al mcnos una intersecc ión en un tiempo 0(11 

log 11) en un csp'lcio 0(11) barriendo sobre un orden lineal de (l Bcntley y OttmalUl en 1979 

[1761 e."-1ienden esta idea y proponen su algoritmo que calcula todas las intersecciones k en 

0(11+1:) log 11) en lUl espacio O(II+k). 
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Paro erectos de cst,:, trabajo s,:, implementó el algoritmo de Fuerza Bruta y,:,1 de Bentlt::y­

Ottman para i d~nt ili c ar tOd.1S las aristas que se inters,:,can. 

Los datos de entrad:l seran: 

Input: rJ={sl, sl . ... . sn} dc n segmentos en el plano. 

OutpUl: CQnjunto <\ de pUUlOS de intersección entre los segmentos en S. (Con los segmentos 

que contienen ~ada punto de iUlerse~ciÓn). 

A continuación se describen a dctalle los dos algoritmos p.ua la identificación de las aristas 

que se cmzan. Estos son fuena bmta y algoritmo de barrido de plano Bcntley-Ottman. 

4.6.1 Algoritmo de "·ue r/.a Brut ,¡ 

En general para un conjunto de n segmentos hay hasta O(,r) puntos de intersección, ya qu~ 
s i todos los segmentos se intcrsccan unos con otros habría (n-l) +(n-l) + ... +I - n(n-
1)12~0(';) puntos dc intcrsecciÓn. En el peor de 10$ casos calcularlos todos llevHia 0 (';) 

EMe algoritlllo 10llla lados los pares de aristas y se pregunta si se e .~isle intersección elllre 

e llas. Esto signi lica mucho tiempo de cálculo, sin embargo, cnando hay pocos puntos de 

intersc.:ción o sólo cll.1ndo se necesita detectar Ílnicamente IUI punto, se tiene un algoritmo 
elieient,:,. Cabe seil:llar que en cste proyecto no interesa encontrar e l punto de in\cn;ecc ión 

s ino Ílnicamente las aristas que se intersecan. 

4.6.2 Algoritmo de BaTl"ido de Pl:lno 

Básicam':'nte este a lgoritmo consiste en deCluar un desplazamiento de una recta vertical 

imaginaria en el phmo deteniéndose en los extremos de los scgm~ntos y en los puntos dll 
intcn¡ección detectados. Si observamos la situación, dicha recta vertical o línea barredora 

corta a los segme n1 0S dados o na dependiendo de su posición. 

Los segmentos a los que corta dicha rc.:ta, así como la posición rc lat Í\'a de los puntos de 

corte en la linea barredora. sólo varían cuando la recta pasa por uno de los puntos 

mencionados: e:l.1remo inic ial dc un segmento (en este caso un nue\'o scgmcnto entra en 

acción) , e:l.1 rClllo final dll un segmento ( en este caso un segmento dcsapar':'cc de la recta 

barrcdora) y en los puntos de intersección de dos segmentos (en los cuales cambia la 
posición relativa de los puntos de intersección con la recta barr~dora ). 

Por otra par1c. pan! que dos segmentos llcguen a cortal1!C. C$ prc<:i50 que Cn algún momento ambo$ 
scgm~"fl\os cortm a la recia barredora y sCan e<>llsc<:uti ,,<>s dentro de la misma Sus puntos <le 
intef!lección oon ella. 
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GrllCias a las observaciones anteriores, para hallar todos los plmtos de intersección, no es 

preciso comparar todos los scgmt'lltos con todos, s ino que basta que estudicmos si se eorlan 

aquellos pan:s de segmentos que sean consecutivos en su corte con la recta barr<.-dora en 

algun instanle. 

Espeeificarnente los datos de entrada del algoritmo es una colección de el - { L;J segmentos 

de línea L;. y los datos de salid.~ serán un conjunto A - {Ij} de puntos de intersección. Este 

algoritmo también se le conoce como "algor itmo de linea de barr ido" poIXlue la operación 

básica de puede ser visualizada COI1\O teniendo una linea (LB o SL por sus s ig las en ing lés), 

barriendo sobre la colección Q y recolectando infornlación a medida que pasa sobr.:: cada 

segmento 1..;. La infornlaeión recolectada es una lista ordenada de todos los segmentos en 

Q que se encuentran intcrseeados por la LB. La estructura de dato que mantiene eSla 

infollllación se llama " Iínea de barrido" y el proe(."So por el cual descubre las inkrscccioncs 

es la e ficiencia y el corazón del algoritmo. 

Para implementar la lógica de bullido, se debe ordenar de manera lineal los segmentos de 

Q para determinar el orden por e l cual la LB las encontrara. De ht'Cho, se neces it.1l1 ordenar 

los puntos extremos {Ei(). 1.';1) de todos los segmentos 1..; asi que se puede dete>:tar cuando 

la LB Cmz,1 a todos estQS segmentos. Los pumos e ..... 1rcmos están ordenados por lQS valores 

de x de manera ercciellle )' después de la misma nHUlerJ la coordenada y. De manera 

tradiciona l, la linca de ballido es "crt ical y se traslada de derecha a izquierdu como se 

muestra en el s iguiente fi gura 4.10. 

, 

• 
¡ 

~., 12345 6 7~ 9101111131415 16 

Figura 4.10 mOVImiento do: l. linea do: barrido 
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El dlculo de lUla intersección solo se eli:etúa si los dos segmentos vecinos tienen un orden 

de arriba-abajo sobr.:: la lin.::a de barrido. Por lo tanto, sólo hay unos casos res tringidos para 

los cuales se realicen los cálculos de intersección de segmentos: 

l . Cuando un segmento se agr.::ga '1 la LB, deternlümr si se enlza con sus vec inos de 

arri b.~ y abajo. 

2. Cuando un segm.::nto es .:: Iiminado de la LB, sus vecinos previos de arriba y abajo 
traen a nue\'os vecinos. Por lo tan to se necesita saber s i existe una intersección entre 

estos. 
3. En una intersección de un C"~~lto cola, dos segmL~ltos intercambian SU!; posieion"" 

en la LB, y!;U intersección eon sus nuevos vecinos deben ser detenninadoo. 

Esto sign ifica que para el procesamiento de cualquier evento (punto extremo o intersección) 

de ¡; $e requieren calcular a 10 más 2 intCTSeccionL'S. Para dctcnninar el tiempo necesario 

que $e requiere para agregar. encontrar, intercambiar y remover segmentos de la estmctura 

de dato de la LB es necesario impkmelllarla como un árbol binario balanceado (corno un 

árbol negro-rojo) que garantiza que estas operaciones tomen a lo mas O(log n) ya que n es 

c l tamaño máximo de la LB. Para ead.~ (2n+k) eventos tienen en el peor de los casos se 

procL'San cn un ti empo O(log n). El tiempo total d.:: ejecución s.::rn: O(orMn 

inicial)+O(procesamiento de l e\·ento)~ O(n log /1) + 0(2n+k) log n) - O(n+k) log n). 

-1.6.2. 1 P""udocód igo dd algori tmo Ik l1 t l~y_Ottman 

r..., implementación de estc algoritmo vienc dado por el siguiente pseudocódigo: 
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Initialize eyent queue S _ all segment endpoints ; 

Sort S by increasing x and y : 
Initialize sweep Une Sl. to be empty; 
Inltia l lze output intersectlon list D to be empty , 

While '1; is non"""ty) I 

Let E - the next eyent !tom S; 
I! lE 1s a lelt enclpointl ( 

Let seo;¡E - E' s segment; 
Add seo;¡E to SL; 
Let seo;¡A - the segment aboye segE in aL; 
Let seo;¡S - the segment below segE in "L; 
It (1 _ Intersect( seo;¡E with segA) exists) 

Insert 1 into S; 
It (1 _ Intersect( seo;¡E with segB) exists) 

Insert 1 into 1;; 

Else lf (E i s a cigh t enclpoin t ) 

I 
EIse 

Let s~E E' s segment ; 
Let segA _ the segment aboye segE in " L; 
Let segB - the segment below segE in aL; 
Remoye segE ftcm Sl.; 
I! (1 - 1ntetsect( segA wi t h segB) e:<ists) 

lf (1 is not in S alteady) Inse"t I into 1;; 

1/ E is sn intersection eyent 

Add E to the output list A ; 
Let seo;¡El aboye segE2 be E' S intersecting seqments In SL; 
Swap their positions so that segE2 is now aboye seo;¡El ; 
Let segA _ the segment aboYe se gE2 in Sl.; 

Let sega - the segment below segEl in Sl.; 
If (r _ Intersect(segE2 with segA) exists) 

lf (1 is not in S already) rnsert r into 1;; 
I f (1 - Intetsect(segEl wi t h segB) exists) 

!f (1 is not In 1; already) Insert 1 into 1;; 

remoye E trom S; 

Esta n.nina calcula la li sta complcla dc todos los pumos de intersección. 

Sin embargo. si imicamcnw qner~mos saber si existe una im"rsección la n.l l ina pued.­
lerminar tan pronlO se detecte un3. 
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Por lo tanto, .:i;t~ algoritmo sólo l1~ccsita un espacio de O(n) y corre en lOl tiempo O(n log 
n). Este es el algoritmo original dc (Shmnos y Hoey, 19761_ El pseudo-código para esta 
mtina simplificado es: 

Initia1ize event queue ~ _ all ~egment endpoint~ , 

Sort ~ by increa~in9 x and y ; 
Initialize ~weep 1ine SI. to be empty , 

While ( ~ is nonemp t y) 
Let E - tlle next event from t;; 
If (E i~ !I. lett endpoint) ( 

Let .seo;¡E - E' 9 segmento 
Add .seo;¡E to $L, 
Let .seo;¡A - the ~egment above ~egE in $L; 
Let .segB - the aegment be10w se9E in SL, 
If (1 _ Intec~l!Ct( seo;¡E with segA) exist~) 

return TRUE ; 1I an Intec~ect Exists 
lf (I _ Intersect( segE with segB) exists) 

return TRUE, 11 an Intecsect Exist~ 

Else 11 E is iI cight endpoint 
Let s egE E' s seqment , 
Let segA _ tlle s e gme nt above 5egE in ¡¡L; 
Let segB _ the segment be10w segE in SL; 
Dele te ~egE fcan SI., 
If (1 - Intersect( segA with segB) exists ) 

return TRUE ; 11 an Intecsect Exlsts 

remove E fr om ~; 

return rALSE; 11 1'0 Intersections 

4.6.2.2 Algoritmo Intel"Sf'ecioin d e segmentos con h:lrrid o de plano O(n [(Jg 11) 

t\ contiml3ción se puede obSCTvar este algoritmo mediante una serie de pasos e:-.:pl icado con 
palabras. 

Entrada: n segmcntos del pirulO dados por las coordenadas de sus c ..... 1rcmos. 

~: Ordenar con los valores de las coordenadas x y )' de manera creciente de los 2n 
e ..... 1.remoo de los segmentoo en una lista E y C()l1siderar tres listas vacías A, L e l. 

Paso 2: Si E,,~ una liSIa vacía cl CQnjlUlto d~ los plintos de int~rsccción es 1. FIN 

~: p es r-UN( E) . Si p es e;\.1r.:: rno izquierdQ de un segmento, entonces insen 'lr s en la 

lista L, y hallar los dementos sI , s2, rullerior y posterior a s.;:n L, rcspectivarncnlc. Si s I 
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corU a 8 entonces ru1adir el par (sl,82) a la lista A. Si s2 corta a 8 entonces anadir el par 

(82.s) a la lista A. 

PMO 4: Si p es e.\.1remo derecho de un segmento s. cmonces hallar los elementos amerior y 
posterior a s en s I y s2. Borrar s de la lista L. Si s I ~"Qrta a s2 aiiadir el p.u (s 1, s2) a A. 

Paso S: Si p es n plUlto de imer.;c.::ciÓn de dos segmemos $1 y 82 (siendo s I anterior a s2 en 

la lista L a la i ~quicrda dd pumo p), hallar el elenlento 83 de L anterior a s i en L y el 

elememo 84 posterior a s2 cn L. Intercambiar s i y 82 en la lista L. Si 83 corta a 82 emonccs 

aíladir e l par ($3,$2) a la lista A. Si s 1 corta a s4 entonces :u'"dir el p"r (81 ,84) a la lista A 

Paso 6: Si la lista A cs no vacia, para cada p.1r (s, s') de A, sea x el pumo de intersección de 
los segmentos $ y s ' Borrar (s. s') en la lista A. Si x no está en la lista E entonces insertar X 

en la liSia E y ailadir x a la liSia 1. 

PMO 7: Vol\'er al paso 2, 

Salida: La liSIa L 

IRspués de más de 30 años este algorilmo sigue siendo clmiÍs IJ'Opular y el más utilizado 

en la practica. ya que es r<:1ativamente fácil de entemkr e implementar. Sin emb.ugo es 

Ilece:mrio notar que cuando k es muy gnUlde de orden O(n1). el algoritmo Bcntley·Ültm¡Ul 

toma U1l tiempo de O(n1log n) el cual es peor que el algoritmo de fuena bruta O(n1
) . 

Uno puede pensar en implementar el algoritmo de fuer..:a brllla cuando k se espera que sea 

mas gr-Jnde que O(n), pero si k se espera ser menor o igual que O(n) se puede utilizar el 

algoritmo de Bcnlley-Ültman que se espera lenga en el peor de los casos un tiempo O(n log 

n) y en un espacio O(n). 

, , . , , " 

Figura 4.11 ActUllCión &1 algoritmo Btntl~y-Ortm.n 



 

Capitulo'! : La seometr ia compu tacional y la solución del PAVE 

En el transcurso dcl siguicntc capítulo s.:: observa a través de los estudios experimenta les de 

la metodología propuesta la inclusión de la estmctura de casco convexo y e l paradigma d.:: 
barrido de plano para la identificación de los pares de Mistas que se intersecan, Se 

observará quc la inclusión de e8t08 e lementos de la geomdria computacional. pcnnitcn una 
mejor actuación de los algoritmos de constmcción y di! bíl~queda I«al c1;is i co~ _ 

Esta mejora también es ¡1Qsiblc ya que el Pc\VE de manera "nalllrar cump le con la 

desi guahJ.~d del triángulo, lo c\~~ 1 quiere decir que siempre podremos acortar los tours 

di rigiéndonos de manera directa a una ciudad sin pasar por ciud'ldcs intenncdias, y el hecho 

de que si un ciclo Il3miltonirulo se cm za a si mismo, puede ser fáci lmcnte acortado [5 1[, 

enlonecs basta con e liminar las dos ari stas que se cruzan y r<!conectar los dos caminos 

resulliUltes mediante arislas que no se corten. lo quc da com o resullado que el ciclo final es 
más corto que el inic ial. Lo cual implica que skmpre se puede mejorar un tour ut ili zando 
la propiedad "natllral" del PAVE, en eSle caso, se logra C() n la e~l ra\cgia de la t~cniea 2-

O¡>t clásica. 

Además se obsCTva la "cnhlja de la inel llSión de casco COIl"exo a I,IS teenicas de 

constntcción en una mcjora de l 2% del circuÍlo fin al. 
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El Qbjeti vQ de Cl;te proyeetQ es IQgrar rnayQr d iciencia tantQ en lQS a lgQrilrnQS de 

eonslmcción corno de bllsqueda local que resuelvCTl el problema del agenle viajero 

euclidiano. 

Para lograr el objelivo se idenlificaron las propiedades nal"rales del problema 'i S" 

incorporaron elememos de 13 geomelria complllac ional a 1a~ léenicas heurísti cas de 

cOllSlmcción 'i de búsqueda local. 

Corno bien es sabido en el ámbito del dis.:ño y aná lisis de algoritmos los indicador.::s más 

importantes que se toman para delenninar si un algorilmo es más efic iente que o tro son el 
tiempo de ejecuc ión y calidad de la solución que devuel ven. Diseilar al gQritmos que sean 

d icientes ambO$ indicadores es una lar"a extr"madamente dific il de 10gJar, y" que s i se 

quicr" una solución óplima "s IK'Cesario evalua,. un espacio de soluciones mayor lo <1"" 
conlleva a mayor liemp<> de M squcda. Así que la eficiencia de un parnmClrO esta en 

dctrim~mo del otro. 

Disminuir el espacio de soluciones C<J nllcva a un menor ti empo de ejecución, e 

irTemediablemcnlc ~ una solución local más alejada de un óptimo global. Sin l."mbargo la 

solución que se muestra con la metodología propuesta es a lentadora lanlO en liempo como 
en calidad de la solución. En el c,"so particular d" es te proy"cto se logra hacer más " fi cient" 

en calidad de solución a 6 técnicas de conslrucción incorporando la cSlruclura geométrica 

de cascu convexo y se mejor" el tiempo en '" técnica de búsqu"da local 2.Opt. 

incorporando..,] paradigma de barrido de plano i'1l el algori tmo d" id~mifi c ación do! cruces. 

La r"soluciÓtl del problema a ri.'SOll'cr de este proyecto se llevó a cabo en dos ctapas. En la 

primera 10$ experimentos se llevaron a cabo en e l lenguaje de programación Visual Basic 6, 

s in embargo los resultados no son Iim a1enladorcs, ya que los ti"mpos de ej l'ClIc ión están 

expresados en minutos e incluso en algunas instancias en horas. Sin embMgo, como 

producto de esle lulmjo se <J bluvo U" laboratorio en el cual se pueden obser .... ar el 

comp<>rtamiento d" las técnicas propuestas cuyas caractcriSlic,"s se pueden observar en el 

Anexo 1. 

IR e813 elapa se puede C<Jrroborar que el lenguaje de programación ut ilizado inJlIlYc 

fuertemente en los tiempos de ejecución. siendo necesario un lenguaje que pennita l13cerlo 

más eficieme cumo JAVA. 

Como rCllnllado de CSla clapa se pudieron obtener resultados prel iminares por ejcmplo se 

puede decir que inde~ndient l..,n C nle d"l criterio con que se lomen los pares de aristas a 
d"scmzar e l CO$IO d"ltour final lihre de cm Cl'$ sólo ,""ria "n mellas de un 1%. 

Es im p<>rtante seilalar q"e el laboratorio prupu"slO sirve de base para la experimenlación y 
observar paso a paso el comportamiento de la lécniea dd vec ino más ccrcano, asi como las 

2-OpI c lás ica y e l algoritmo propuesto. que se detalla en las secciones siguientes. La 
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inlcrface realizada p.::nnite la inclusión de otras técnicas tanto dc construcción CQl110 de 
bi¡squed.1 local. 

En la segunda etapa se migramn tooos los algoritnms utilizados al lenguaj e de 

programació n JAVA y se incorporaron otras técnicas de construcción. como mejor vecino 

más cercano y las técnicas de inserción con CU.1tro criterios diferente!:: más b .1rato. más 

lejano, más cercano y aleatorio, para poder obtener resultados competiti vos_ Se propuso la 

s iguiente metodología para lograr mayor e fi ciencia en los algoritmos de construcción COIllO 

cn las de búsqueda local. Antes 6e explicarán las condic iones del exp.:: rimcmo. 

5. I C ondkioncs de inklo de h¡ mctodologíl¡ 

Instancias 

Las instanc ias que se emplearon para cl dcslUTollo exp.::r imcnlal fueron tomadas de la 
página TSPLIB IWWW ]J son uu conjunto de 79 eu total y varían desde 48 has ta 16,000 

c iudades_ En este proyecto se tomaron 74 13$ cuales son menores a 10,000 ciudades. 

Equipo d ... fó mputo 

Se usaJ"QI1 6 computadora>¡ Intel ['l.'IltiIU11 IV, a 3GH y con 1 Gb en RAM. 

Algoritmos 

Se programaron 6 t&:nicas de cQl1s1rucción: "crino más eercanQ, mejor "eeino más cercano, 

inserción más barata . más lej ana. más ~rcana e inserc ión aleatoria. as i como las técnicas 2-

opt Y la modi ficación propuesta de esta misma técnica. 

Lenguaje de programad ón 

Los algoritmos empleados se programaron en lA VA 

5.2 i\ letodologhl propUest ll 

La metodologia se puede resumir en dos fases, la fase 1 que es la de cQl1stmcci6n de un 

c ircui to hami ltoniano y la fase 2 que consta de la mej ora de este. 

La fase I o fase de cQnstmc<:Íón está compuesta de oos pasos: el paso 1 eQnsiste de generar 

la instancia. ya sea de manera aleatoria o bien valerse de instancias previamente 

constmídas. Para el easQ especial de este proyecto se emplean el conj unto de 74 ins trulc ias 

de la TS PLlB, sin embargo puede tomarse cual{luier instancia, yel paso 2 se constmye 1m 

c ircuito Hamilton iano con c ualquier de las seis técnicas de constmcción descritas con 
anterioridad, con y s in la inclusión de l c!enK'1lto de Gcomctria CQmputacional de Casco 

Conl'tu"o. 
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La fase de mejora o bien la fase 11 está compuesla por tres pasos: en e l paso 1, se 

identifican los pares de aristas que se inten;ecan del circuilo hamilloniano construido 

previamenlc y se guanL1n en una lisia L. La identificación dc las aristas que se in1crsecan se 

lleva a cabo con la estructurn de Geornclría Computacional Intersección de segmentos, con 

e l paradigma de barrido de plano, as i como fileno brilla. En e l paso 2 se toman imicamenl<:l 

las aristas de la lista L bajo tres criteriO!! dislintos (FIFO, PR10 Y RANOO~I) y se 
desnul.an bajo la tilosofia dc la tccnka clás ica 2-OpI. es d~"(: ir se borran y se intercambian 

estas anstas cuidando de no fon"'tr subcircnitos. El al goritmo para cuando la lista L se 

encuentra vacía, ya que esto indica que no hay más pares de aristas por descn.lZar. En el 

paso 3 y último se tiene un c ircuito libre de cruces. En la figura 5.1 se puede apreciar 13 

metodología propuesta a través de un diagrama de flujo. 

Vecino más cercano 

Mejor vecino cercano 

Inserción: Far cheap, 
near, random 

... _.;.2 .;.OPT~_ .. 1 ... 

Figuro>. 5.1 Di:<gtll ma <k !lujo <k 1" mclodol<:>gia p<Qpuc:Sla. 

De~rip<"i ón d ¡>fa lllllla de 1:1 metodologm 

Ele me ntos de 
Geomelria 

Computaciona l 

• 
Casco convexo 

Intersección 

J 
Con/Sin Recálcolo 

FaS(' l. p:1SO 1. Se construyc una instanc ia de manl""Ja aleatoria o bien se m:Ulda llamar una 

instancia pr~·colIst nt i d.l. Pam erectos de este proyeClo se ut ilizó el coruunto de 74 

instrurcias dc I~ TSPLIB mcnor~s a 10.000 c iudades. 
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)' a", 1, p;I ~O 2: Una vez que se liene la instancias . $e construye un circuito hamihoniano 
con cualquierJ de las 6 lécnicas de conslrucción. v~cino mas cercano, mejor v.:.; ino más 

cercano, inserción mas barata, más lejana, mas cercana e inserción aleatoria. cabe ¡¡,;ñalar 

que es ta partc de la metodología se llevó a cabo con y sin la estructura de casoo convexo, 

para detectar de manera experimental la mejora o no de esta inclus ión. 

A cominuación ~e mueSlra el pseudocódigo de e~t e procedimiento, incluyendo la e$lruc lUra 

de casco convexo_ 

Paso l . Se construye una soluci6n inicial o subtour con el algoriLmo de 
casco convexo IEnvoltura de regalo) . 
Paso 2 . lIn"erci6n) Para cada ciudad ~ no contenida en el "ubtouI, "e 
decide entre que par de ciudades I y j se Ineerta la ciudad k . ~sto es 
para cada ciudad k , encontrar {I , jl tal que , cik+ckj - clj sea el m1nimo. 
Paso 3 , ISelecci6n) De todo" lo" (i , k , j) encontrados en el paso 2 , 
determinar (i· , k' , j O) ta l que (ci ' ko'ck ' jol/ci°jo sea e l mlnimo , 
Paso 4 , Insertar l a ciudad k' en el sobtoue entre las ciudades i' y j> . 
Paso 5 . Repetir los pasos del 2 al 4 hasta obtener un circuito 
hamiltoniano o tour . 

Cabe señalar que el ~Titerio de inserción en el paso 2 tiene varias estrategias. mas lejano. 

más barato, aleato rio y más cercano. 

1-35(' 11, paso 1: Una \'e7. cOllSlmido el c ircui lo se procede a identificar las aristas que se 

crulan. se guardan en una liSia L La identi ficación de los pares dc aristrn¡ qne se intersecan 

se puede llevar a cabo con dos algorilmos. con fuer,¡;a bruta o bien con el de Bcrlllcy­

On man. Este pumo es e l corazón de la melodología propucsla y se detallará párrafos 

posteriores. 

)-"5(' 11, PliSO 2: Se lomall ímicamenle de esta lisia las ari stas que se inlercamb iarán para 

descn,zarlas (son altamenle promcledoms), bajo la fil osofia de la técnica 2-Opt clásica. 

k"'2. es decir se toman las aristas. se borran y se intercambian enidando de no fonnar 

subcircuitos_ Par lograrlo. se reprcsenta al c irc ui lo eucl id iano com o una serie sucesiva de 

puntos 1 , - {x,. Xl. Xl, .'{j . Xj, _-. Xo, x¡} en donde las ariSlas (x, . . ~l). (Xl. Xl ) hasla {xo, x¡} 

conforman el circuito. Un movimiemo que remueva e intercambia Íln icamente aquellas 

aristas que se están intersccando, funciona de la siguiente fonna: suponga que los parcs de 

ariSlas que S" eSlán inlersecando son: {Xl. X¡) y {XJ. :x.o}. a parec i L~ldo en ~'!ile orden en el 

c ircu ito originaL En un sólo movimiento se descon"ctan y se vuelven a reconcctar. 

intercambiándolas por dos nuevas aristas {XI. Xl) Y {Xl, x.¡}. leniendo cuidado que e l nuevo 

c ircuito siga siendo Hami honiano. ya que de no reconectar correctamcnte el c ircuito se 

generJn subci rcuitos. 

Se considcrJron tres fonnas de mandar llamar estas aristas: FIFO. (que consiste en 
desen,zar el primer par de ari stas de la lista L), ALEATORIO (que loma cualquier par d" 

ari stas) y por íll timo el I'Rl0R[ZA[)O (en e l que pr~ vi:un"nte se identifica de la. lista L la 
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arisla de mayor longilUd y es la que se desemza primeN). En este p1"Qeeso se corre el riesgo 

de fonnar cruces 'lue de mancra inicial no se eneomrnban, y exislen dos posibilidades de 

calcular la lista L, una puede ser una \"CZ que se descruza el primer par de arislas volver a 

calcularla, y la segunda es descruzando todos los par~'S de aristas de la lista de acu~rdo a 
cualquiera de los tl"<'S crilerios elegido previamenle y el a lgori tmo para cuando la lisia L ya 
no cont iene arisIas ([ue se cstan cmzando, lo que equivale a decir que se 1m obtenido un 

c ircuito hamiltoniano librc de cruces. 

I"a~e 11, p:ISQ 3: Se obtiene circui to hamihoniano mejorado (librc de cruces) 

Cabe señalar que tambicn se caleuló la mejora del c ireu ilo hamiltoniano con la tcenica 2-
opt clásica pam llevar a cabo la comparación en ti!. .. npo y calidad de! tour tinal , con 

respecto la variante propuesta. La parte mas importante de esta metodología es la 

identificación de los cmces ya que es la estrategia que ayucb a reducir el espacio de 

soluciones de la técnica 2-opt clásica. 

La metodología propuesta en el peor de los C¡ISOS tiene un tiempo de ejecución de O(nl
), ya 

que el paso que lleva el mayor ticmpo es el de descruzar a las arislas para obtener un tour 
libre de cruces , demostrado por Lccu,,"en y Sehoone [164[. 

A continuación se detalla el proceso para la identificación de las aristas que se intersccan 

5.3 I) roct"~o p:lnl la id t" nlilicación d ... l:ls :lriSlas qUl' Sl"" inl t" l"llCun 

5.3. 1 Tipos de c!"tlces en el cspacio R2 

En el trabajo propuesto por Leeuwen y Schoone [!6], se de\3113n trt:s lipos de cmees, en los 

cuales se incluyen todos los posibles casos de intersecciones enlr.: las aristas cn un circu ito 

cn el plano euclideano: 

• Los cmccs tipo 1 o cmces simples consideran los pares el.! ansIas que se intersccan 
cn un solo punto. 

• Los enlCes tipo 11 son aquellos en donde una el.! las anstas se interscca en un v~niee 
de la otra arista. 

• Los cmccs del tipo JIJ incluyen todas aquellas en donde se traslapa una arista con 
pane de la Olra. 

Una sola arista puede tener varias cmecs, que además pueden ser de diferentes tipos. Por 

ejemplo: tres aristas que se emZlUl en un solo punto, una arista que se cruza con otras dos 

arislas traslapadas en un solo punto. etc. Es importante recalcar que al quitar [,IS cmces, se 

debe \"ol\"er a rcconeClar un solo circuito Hanliltoniano: no es valido generar sub_circuitos. 

El tipo de emee que más se presenta es el de tipo 1. 
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En la fi gura $.2 se pueden Qbscr\'M IQS tipos de eme.: mcneiQnadQS y su fQmla de 
rcmo\"crIQS. 

.­.-
.;>y 

1. 1 

1<1 

, , , 

L! 
, , 

6 
Ibl 

(dI 

, , 

' '0 

Fig= 5.2 Difcrmtes tipos de CnJC(S y la fonno de des=.ar. (a) cruce smdllo. (b) inurs«ción de 
wta arista y W1 '·61i<:<:. (e) 1t3.\ape de aristas, (d) """,binación de dif=nk$ tipo$ <lo: cruce en W1 circuito 
Hamiltooi300. 

En 13 Fignm 5.3 se pnede QbS~""\"H las fQm13$ CQrrecta C inCQIT~cla de ll evar a cabo lUl 

dC$cmce para lo~ cmcl.""S ti po 1. 

" 
" 

(a) Por de arist.as CJUZ9das 

" "-_J 

(b) Descruce válido 

" 

" .. ~" 
(c)Gen.:ración de dos 

sub<ircuilOS 

Figw-8 5.3 Representación de W1 mcwimicnto de descruce. 
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ParJ identificar los pares de arislas que se están interseeruldo, se realiza lo s iguiente: 

l . Se consideran ambas arislas (tomadas de la lista L) como rectas, descritas por su 
ccuación ,·celorial: p, + ),.¡. , ., - o (con i - 1, 2), en donde PI[ Xo, Yo l y 1'2(,~ vol son 

los \"eClores de posición. ' ·I[X, YI y ' ·l[U. v] los ' ·CClores dirección y los parrunelros 

k, y 1.1 son escalares e [O .s ).,. )'1 ..,; 1 l 
2. El punto de inlersl'Cción O", }'1 ) cs aquel que pertenece a amb.1s rectas y en donde: 

p, + \ . ~, ., p, + Á, . ~ , 

Lo anterior gClwra un sistema de dos ecuaciones paramélricas: 

ó 

3. Se calcula el deternlinante I~ "1 para deternlinar si el sistema es CQmpalible 

" indetenninado o incompatible. Si e l dctenninantc es diferente de cero, e l siskma es 
compatible determinado, es decir, existe una solución Imica. Se continÍla al paso 4. 

En el caso contrario, se para el algoritmo. Regresa al paso 1 para considerar otro p¡lr 

de aristas. Ya que la melodología propucsta considera linicamcnte los casos 

compatibles dctenninados. 

4. Se utili za la regla de Cramer para resol"er e l sistema lineal anterior de 2x2 para 

cncontrar el conjunto de parámetros O,," ).¡). 

5. Los va lores de ',1 y ',2 indican la posición relativa del cruce con r~ s l""cto a los 
puntos e)l.1 rcmo~. Si los p'lTlimetros Cael1 "', el rango [0, ]], el punlQ de intcr.¡eeciÓn 

está contenido en ambas aristas; y se guardan ambas aristas en la lisIa L, y se 

regr~sa al paso 1. s i 110. las rectas se intersecan el1 un tramo que no contiene la 

arista. Valores negativos de l., y '.1 indicrul que una arista ~e encuentra rultes del 
inicio dc la otra. "alores mayores de 1 indican qt'e la ariSla se encuentra después del 

término de la primera. Cabe mencionar que el seutido en e l que se toma el I"cClor 

dirección innu)"e en los I" alor~s de los pammetros ).t Y ).2; sin embargo, seguirán 

dentro del rango 1°,11 cuando hay una intersección en las arislas 

6. Se obliene la lista L 

5.3,2 Identificación del tipo de rrurt 

El valor de los dewnninantcs l' "1' 1"' x. ul y l' ", 
y ,. 1', J', ,. Y v, 

que s~ pr~'"Senla. Se pueden dar los siguientes casos: 

'1 deternlina el tipo de cmec ,. 
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• 

• 

• 

Si el detenninalllc l' "1 es diferc1l1e de cero e:-;iste un únim punto de , , 
intersecc ión. En el caso especial cn donde ).1 o ),2 son c:-;actamcntc O o 1, se trata 

de un Cmee de tipo 11; en el caso contrano dc un cmee tipo I. C uando dI)!¡ ari slas 

son adyacentes ).1 ylo ).1 tendrán valorc$ de O O 1. sin embargo este caso no $" 

presenta ya que el algoritmo no permite tomar p 3 r~ de anstas adyacentes. 

Si los tres ddemlinantcs Ir "l . ¡U. " . 
J' ,~ Jv, Y. 

"1 SOIl iguales a cero, ,. 
el sistl'lna ti ene múhiples solucioues. ya que ambas an stas están ubicados sobre 

la misma recta. No es posible di stinguir con este algori tmo si ambas aristas 

eOllll).lrten unlramo (emee de lipo 111) o si pertenecen a dO$ diferentes tmmos de 

la misma reCIa. Sin embargo, no influye en la metodologia ya que e l enlee ti ])Q 

111 establece la posibil id.1d de que dos ciudades scan visitadas en más dc dos 
ocasiones, 10 cu.l1 viola una de las restneciones del PAVE. 

Si IX "1 es ccrQ, pero IU' r. "1 y Ir u, r'l son difc rcntc$ de CUQ, no 
" '~ v. ,.. ,'¡ yv. y. 

existe so lución. ambas rectas SQII paralelas y no cxist.::: em ce de ningún tipo. 

El algQntmQ anterior se puede hacer en fomla e);haustiva llamado Fuer!.a Bruta (1'13) qu.::: 

implica analizar todas las pares de arislas. o se puede lIIili¡:ar un algoritmo de geometria 

computac ional como por ejemplo el de Iknt1cy·Ottman [178[ que IIc"a a cabo un barrido 

dc plano p:u-a detectar cambios en las posiciollc$ rdat ivas de 10$ vértic<:s para mandar 

llamar e l algoritmo de análisis de cnlce solamente cuando ,,);¡stc la posibilidad de detectar 

uno. 

Se comentaba en párrafos ant<:riores que hay dos formas de proceder al procesar la lista L 

de cmecs detectados. Se puede, ell 111m sola iterac ión, remover todas 10$ cmces de la lista 

s in importar loo nui:'VOO cmCi:'S <! u~ se pueden generar, o bien despnes di:' eada desemec d~ 
1111 solo par de aristas, volver a gencrar la lista y dcgir de nuevo e l m<:jor candidato a ser 

descmzado de acuerdo con la regla de sck"Cción detcmlinado anteriormente. Dependiendo 

dc la instancia que se analila. recalcular la li sta en cada paso pucde doblar o tri plicar el 

tiempo requerido para una itemción completa. obleniendo el mismo cireuilo fina L 

So4 Desarrollo de la melodología propuesta 

Una v,,"¿ identificado el algoritmo de cálculo de pares de aristas que se cmzall , se 

desarrollaron los cálculos de la metodología propuesta. Esta metodologia se resume en los 

s iguientes pasos: 
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l' aS(' 1, Pm¡.o 1: Se construye una instancia. Esta puede generarse de manern aleatQria o bien 
se manda llamar cualqlliern de las 74 instancias de la TSPLIn menores a 10,000 Cilld'ldes. 

F~ 1, PlISO 2: Se construye un circui to hamihoniano con cualquiera dc las 6 técnicas de 
construcción. ,"ecino más ccrcano, mejor ,"ecino mas cercano, inserción más barata. más 
lejal1.1, más cercana c inserción aleatoria. cabe seílalar que a las técnica~ de inserción se le 
inc{)rpOTÓ la estrategia de casco conVC:l:O previo a la acmoción dd algoritmo. 

F:IS(' U. P:1S0 t: Una vez construido el circuito se procede a idcntiJicar las aristas que se 

cruzan con el algoritmo de Benllcy-Ottman y se gU<1fdan en nna li sta L Este paso es el 
mcdular, y propu~sta de este proyecto, ya que se reduce el espacio de bílsqueda del 

algoritmo 2-Opt, pcrn,itiendo hacer maS eficiente en tiempo la solución. 

IlaS(' 11, Pa!iO 2: Se toman las aristas de la lista L bajo tres critcrios de llamado: 1'11'0, 

ALEATORIO}' PRIOR IZADO estas ser:lnlas únicas en intereambiarse. 

)-'lISO' 11, Puso 3: Se obtienc circuito hamihoniano nwjorado (libre de cruces) 

Fig .. a 5.3 Pseudocódigodel algoritmo propuesto 

Se pret(.'llde mostrar a través de la e:l:pl'Timentación que la inclusión de Jos elementos de la 

geometría complUacional vud\'e más eficientes a las técnicas de CQnstrucción como de 
búsqued.11ocal. Para lograrlo se reali7..aron las siguientes consideraciones. 

5.4.1 Detalle de progl"a llmdúll 

Los algoritmos se corrieron en un clúster del Instituto de Ciencias Nucleares de la UNt\M. 
El programa en si no es paralelo, son algoritmos seriales. y se dÍ\'idieron manualmente el 

espacio de parametros que deseamos evaluar, sobre las 6 computadoras del ehister 

básiCamente. cada maquina tiene liJO un algoritmo de constmcción y varia el resto de los 
parámetros. 

Se cuema con cuatro parámetros principak-s: SOLVERS, FiNDERS. RECALCS y 
CROSSES_ITERS, donde cada parámetro cuenta a su vez con otros parámetros 
secundarios que pueden variar de acuerdo al calculo que se requiera. El parámetro 
SOL VER constituye la solución inicial dada por cualquicra de los 6 algmitmos de 
constmcción. nearest neighbour (nn), best nearest neighbour (bnn), insenion near (in) 
inscnion cheap (ich) , insertion rand (ir) e inscnion far (iI). El parámetro FINDER indica el 
algoritmo mediante el cual se idenlificaron los cruces. brutc force (bmte) qu,"", significa 
comparar todos los pares de aristas y el algoritmo Bemley-Otmann (b..-,nott) que utiliza la 
estrategia de geonlelria computacional del barrido de plano. El parnmctr{) RECALC es una 
bandera que indica si hay recalculo o no en la idcnliJicación de los cruces. El I'arametro 
[alse indica que no recalcula la lista de pares de aristas por cada iteración y truc recalcula 
los pares de aristas tan pronto se realice un movimiento 2-opt. El p.1rámctro 
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CROSSES _ITER es el criteriQ en el que se IQtuan los pares de aristas para deseruzarlas. 
Así, el par.imelro F[FO indica que se toma el primcr par de aristas de la li sta para 
descmzar[as, ALEATORIO indica que los pares de aristas se toman de la lista de manera 
aleatoria '1 PRIORIZADO tom3 primero el par de aristas que contiene [a arista de mayor 
longitud. Finalmente se obtiene un tour libre de cruces. 

Cabe Se!1alar que también se ealcu[ó [a técnica 2·Opt clásica, una ve7. construido un circuito 
hmnil!oniano con alguna dc [as seis técnicas de construcción. P.lf3 comparar los tiempos dc 
ejecución y calid.ld dcltour. 

Se destaca también que la literatura, Fisher [ 184], Hent[c'! [ 185 [. [ 1571 }' Jhonson [1 41 
~e~a la que [a representac ión del tour como un árbol simpl ifica [os cálculos requeridos para 
la actuación de los algori tmos prop,,,",stos, en este ~-studio se emplea un árbol pafa la 
representac ión de un tour o ci rcuito hamltoniano 

Se ¡lUede observar que tenemos un espacio de parámetros no trivial, en la fi gura 5.4, se 
puede obscn 'ar cómo juegau los parámetros }' la variación en cada caso. 

... ",.10<1 ..... 
..-'"'1. "" 

... " «10<1 ..... 
~ .... n • 
........ 10<1 ....... 

~-
........ 10<1 ........ 110 

SOLVERS 

F~,n Bru~ ~ :~~ ~ R'i:'::
O
" 

Sin recillt:u[o 
Bent1ey-Ottmann F i lie .. " 

FINDERS 

'----------......... 
C ROSSES 

ITERS 
RECALCS 

J 

Metodologla propu .. 11 

Figura 5.5 ConjWlto de parámelJos que se calcularon Cal la metodología propueSta. 

En cad.l iterac ión se guarda la si gLLi enl~ infonnación: ticmpo total en segundos. la 
pcnllutación in icial pTQducida por cl algoritmo dc construcc ión, la permutación fi nal 
producida por cl algoritmo de mejor.!, y la sa lida del programa que conticne infonnación 
adicional. oomo el numero de iteraciones, los cmces encontrados, costos dc los circuitos 
iniciales y final cs. 
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5.5 Rl'sullados ohunrdos 

En las gráficas que se presentan a continuación, cabe aclarar que en todas cUas, cl eJc dc las 

abseisa.~ representa e l tamaño de la in.'itancia emplead'l (número de ciud.'Ides), sOlo varía el 

eje de las ordenadas. En la gráfica 5.1 donde el eje de las ordenadas repre~enta el numero 

de cruces que cOnlienen los circuitos hamiltoruanos, se observa que el ~lgori1mo de vecino 

m~5 cercano (nnr) nos arroja tours con menor cantid'ld de cruces, por ejemplo en la.<; 

instancia:> de 7000 puntoo, esta tecnica muestra a[:!"oxirnadarnente 300 cruGeS, mientras que 

con la técnica de inserción con el cri terio del más lejano muestra aproximadamente 4700 

cruc<:s, Lo cual marca una gran difcr<:neia <:ntr<: ambas tünica.~ . En la g.r~fica 5.2 cl.* de 

la::; ordenadas representa el costo de! tour, y se muestra la calidad dd tour arrojada por cada 

llila de las técnicas de eort~truceión, y demuestra la relación directa que hay entre la calidad 

del tour y <:1 num<:ro de cruces a.-mciados a este. Por <:jemplo en las instancia.~ de 7000 
puntos se muestr',! un mejor 1:01;\0 dd tour arrojado por la tknica de! vox:mo más I:ercano 

mientras que la peor es arrojado por la técnica de inserción más lejana. Lo cual quiere decir 

que hay una relación directa con la cantid'ld de los cruces y la ca lid.'Id dd tour, asi a menor 

cantidad de cruces mejor será la calidad deltoUl". 

------

-­,-­, .. 
--------------------------------~ , , , , , 

!/ , , , , , , 
,~ , , , 
V 

----------: 
-t-~-:~~~-~~-~-~-~-§~~-~-~-~-==~==-~-~-~-=-=-~~==i:o--l 

OrificR ~_l Cantidad do c n ",e~ gencmdQl! en coda 'IIIR do 1.., rocnica.o; de ",,",n,,eI""'. 
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chea p -
rand ­
f..r -

Gráfica 5.2 Calidad del tour final arrojado por las técnicas de construcción. 

Gráfica 5.3 Tiempo de procesamiento promedio de todas las instancias de la TSPLIB menores a 
10,000 pootos con las técnicas de inserción. 

4 97 U 
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En la gráfica 5.3 se muestra que dentro del conjmlto de las técnicas de inserción el que 
incluye tomar el más cercano (near) es la que nos ofrece el menor tiempo de procesamiento 
promedio. La gráfica incluye el rango de tiempo desde ° hasta 40000 nanosegundos 
(representado por el eje de las ordenadas) que equivale al tiempo total de procesamiento de 
todas las instancias menores a 10,000 plUltoS. Por ejemplo, el tiempo de procesamiento para 
las 49 instancias menores a 1000 plUltoS el tiempo de procesamiento será menor a 4 
minutos. 

Mientras que la gráfica 5.4 muestra que el tiempo promedio de procesamiento de la técnica 
del vecino más cercano en el conjunto de todas las instancias de la lista TSPLIB menores a 
10,000 nodos es de 18 seglUldos. 

Por otro lado en la gráfica 5.5 en donde el eje de las ordenadas representa el número de 
iteraciones, muestra que la estrategia de selección al par de aristas de la lista L, 
ALEATORIO (Rand) es de lUla diferencia significativa con respecto a las demás, ya que en 
las instancias superiores a 7000 plUltoS se requieren 29,000 iteraciones para obtener lUl 
circuito libre de cruces, mientras que para la estrategia FIFO, se requieren 1600. 

1.8e+l0 ,--~--~---~--~--~---~--~=---, 

1.6e +l0 

1.4e +l0 

1.2e +l0 

Gráfica 5.4 Tiempo de procesamiento promedio de todas las instancias de la TSPLIB menores a IO,clOO 
puntos con la técnica de vecino más cercano. 
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fifo -

pri -

Gráfica 5.5 Iteraciones requeridas por los tres criterios de descruce. 

'.M,-----~------_r------o_------r_----_,------_r------,_,,-.,------, 

r a d ­,. -
, .. 

,., 

,."L-----~=-----~c_--_c==----_c~----_==_----~c_----==c_--__= 

Gráfica 5.6 Porcentaje de descruces en cada iteración 
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En la gráfica 5.6 en dondc el ejc de las ordenadas representa porcentajes, se muestra el 

porccnlaje de descruces en cada iteración .:feclUada por los tres criterios de descruce de la 

lista L. Se observa que el criterio ALEATORIO (rand) es 'Iuien cn promedio cI"cctlla un 

22.5% de descruces en cada iteración, PRIO contará oon 17% y FIFO será de un 15%. 

La gráfica S.7 donde el eje de las ordenadas representa porcentajes. muestra el radio 

promedio de rnejOl"a del costo del tour en cada iteración. Y coincidiendo oon la gráfica 

anterior. a mayor porcentaje de descruces logrados por cada itcrnción se obtiene un costo 

menor del tour en cada iteración. Se muestra por ejcmplo que la cstrategia ALEATRORIO 

(rruld) es la de mayor radio de mcjora dcl costo del tour en C'H1.1 iteración. Sin cmbargo la 

diferencia entre los tres criterios hay un .050/ ... 

La gráfica 5.8 donde el cje de las ordcuad:tS r~'Prescnta porcentajes , rcpresenta la diferencia 

de mejora del costo del tour expresado en porcentaje. bajo los tres criterios de descruce. En 

general la estrategia ALEATORIO (rand) es la que presenta el mayor porcentaje d" 

ganancia. un 22%. en el costo del lour final. seguido por la estrategia I'IFO con un 21 % Y 
PRIORIZAOü con un 20'%. Se puede observar que las estrategias con la que ~e dcsen¡¡:a el 

tour no influyen s iguifieativrulleute en la calidad del tOUT fiual. 

En la gráfica 5.9 donde e l eje de las ordenadas represeuta el ti empo de ejccucióu prQmcdio, 

se obsen .. a que la estr:ttegia 1'){IORIZAOO tieue el menor tiempo promedio de 

proct"Samicnto. SeguidQ pOI" la eslrategia FIFO y b de mayQr resulta ser 

ALEATORIZAI)O. Siu embargo l¡ara instancias m"nOl"es a 1000 esta dif~reneia es poco 

significativa. 

En la gráfica 5.10 donde el eje de las oroenad.ls representa el IIluuero de iteraciQnes, se 
ObSl"1"\'a que cl~1ndQ sc tieue la <lpción de recalculQ en promedio las tres estr.ltcg ias 

I'RIORIZADO (prio). ALEATORIO ( raud) y FIFO. se ti~ne un promedio de 12 hasta 

30,000 iteracioue~, depeudicndQ del uumero de nodos que teuga la in~tancia. ¡"'·Iientras que 

s iu rceálculQ las iter:tcioncs oscilau cutre 3 y 10 iter:teiones promedio. 

En la grJfica 5.11 donde d eje de las Qrdcnadas repr.::senta pOl"Ccntajes, s;: muestra que 
cuandQ nQ se tieue recalculo se dcscmzau las aristas de la li sta Len IIn mayor pOl"Ceutajc 

que cuando se tiene recalculQ. Por ejemplo cuando no se recalcula la lista L, para inst:Ulcias 

de 1000 puntos se descnlzau alrededor del 60% de aristas. mientTltS que con recalculo es 

imperceptible el descrnee. Y eu gencral s;: obsef\'3 que cuando se recalcula la lista L no 

hay gran pOl"cemaje de descruce en cada iteración. Por lo que se C()ucluyc 11IIC sin r~",alculo 

tengo meUQS probabilidad de generar cruces. 

La gráfica 5.12 dQnd~ el eje de las ordenadas r~preseuta pOl"c~ntajcs, muestra que cuandQ 

UQ se Ilcva a cabo recalculo se mejora el costo del tour desde un 0.005 eu las inst:Ulcias 

mcnor~s a 1000 puntos hasta uu 2% en cada iwraciólI en las instancias entr~ 7000 y 8000 

puntos. Mientras que si se lleva a cabo el rccalculo no se uota 13 mejora en costo del lour. 
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B.99~ 

0.99 ~ 

,.""' f 
0.98 

B.97~ 

0.97 

rifo 
rand ­
prio -
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Gráfica 5.7 Radio de mejora en cada iteración en los tres criterios de descruce. 

B.94 ~--~---~---~---~--~---~---~=--~ 
rifo 
r and ­
prio -

B.92 

, .. 
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Gráfica 5.8 Radio de mejora total en los cost03 del tour. 
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Gráfica 5.9 Tiempo de procesamiento de las estrategias de descruce. 

fifo ­
rand ­
prio -

hlse -

Gráfica 5.10 Tiempo de procesamiento con y sin recalculo de la lista L. 
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'.',-----~-------r------_r------o_------r_----~------~,~.,~ •• c---, 
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Gráfica 5.11 Porcentaje de descruce por iteración con y sin recalculo. 

1.00~ ,----~------_r------o_------r_----~------_r------,,~.,-•• ----, 

0.99~ 

0.99 

0.98~ 

0.98 
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0.96 
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Gráfica 5.12 Porcentaje de mejora con y sin recalculo. 
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Gráfica 5.13 Porcentaje de mejora en la calidad del tour final con y sin recalculo. 

Gráfica 5.14 Tiempo de procesamiento pranedio. 
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La gnifica ~.13 mUCSlf"J de mancra general quc cuando sc cfcclim el recalculo la mejora en 

e l eOSlO del lour final es mayor cuando no se cfeellio el recalculo. Por ejemplo p'lra las 
instancias de 7000 punlos lengo el 2()').j, de mejora s in recalculo mientras que con recalculo 

mejoro en lOl 18% aproximadamenle. 

En la gráfica 5.14 se observa qnc el tiempo de procesamienlo s in recalculo es 
apro:-.:imadamente :50% menor que si se lleva a caIN con recalculo. 

Enseguida se muestran los rcsultados de la efic iencia de los algoritmos de d<,scmce 

Bentlcy-Ottmall y Fuerza Bnlla. 

S.S. I i\lediciún y resultados de la eficiencill en tiempo d I'" los a lgoritmos d I'" 

identilicaei()I\ de pa~s dI'" anst'ls qul'" !;(' enn.an. 

Una vez ejeculados todos los panimelros asi como sus varia.:iones, se obtuvieron los 
s iguientes resullados ck la metodología p ...... pues ta . Utili zando la técnica de En la tabla 5. 1 

~e observa que el algori tmo lkntlcy_Ottman loma venlaja en tiempo sobr" el algorilmo de 

fucr.r.a brola . La identificación de las arislas que se cm7.an con los algoritmos mencionados. 

son del ti po 1. 

In.t"nt i" Ti~mpo TilU ~ Imlancia T;'n,1'" Tin,~ In'llanrÍ3 T;'",I'" Tim~ 

n.nU.y h ... na ¡"'nUe}· Fu .... a I"' nl"~· Fu .... a 

OUman Brula OUman IInlta Otlman Uru," 

a280 0.019 0.015 hoBIOO O.OCX> 0.012 ".m O.OCX> 0.018 

bcrlin52 O@ 0.012 h oB I5(l O@ O.Ql S pr439 0.000 0.021 

bi .... 127 000> 0.012 kroB200 0.012 0.012 ~" O.OCX> 0.012 

,hl )() 0.000 0.020 kroClOO O.OCX> 0.012 ratl95 0.012 0.018 

chl50 O OCX> 0.Q20 lroDIOO O.OCX> 0.012 ral575 0.022 0.026 

dl 98 0.002 0.015 lJoEIOO O.OCX> 0.012 ral783 0.021 0.027 

d493 0.003 0.023 l;n105 O.OCX> 0.012 mt99 0.012 0.012 

"'50 O"" 0.025 linJI8 0.012 0.017 rdl OO 0.0 12 0.015 

dsj 1000 O."" 0.026 p6" 0.019 0.026 , ,",,, 0.0 18 0.024 

cil lO l O.OCX> 0.015 pcb-l42 0.020 0.021 st70 0.0 12 O.OCX> 

ei)51 0.00> 0.012 pr lO7 O.OCX> 0.012 l'<225 0.012 0.015 

ei)76 0.00) 0.012 prl 24 0.012 0.012 tsp~'5 0.020 0.019 
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fl417 0.000 0,022 ~"6 0.000 O.oJ5 ul59 0.012 O.oJ5 

gil262 0.002 0,018 prl44 0.000 0.012 "''' 0.022 (,1,024 

kroA lOO 0.001 0.000 prl S2 0.012 0.015 u724 0.024 0,025 

kroA lSO 0,001 0,012 pr226 0.015 0.015 

kroA200 O.IXH 0,012 pr264 0.012 0.020 

Tabla S, 1 f lcm pos de cJccociln de I(>$algontm(>$ de lUcntllicac l6n de""""", F",,= Bruta y Bcntk) -Ottm"" 
en el conjunto de u.,'!:mc;as menores a 1,0((1 nodos. 

Después d.: más ¡k 30 a~os el a lgoritmo Bentley-Ültman s igue siendo el más popular y el 

más utilizado ~n la pnícti ca. ya que es rdat i \'mn~nt e fáe il de entender e implementar. Sin 
embargo es necesario notar que cuando k (n"mero de intersecciones) es muy grande de 

orden O(n\ el algoriuno Dcmley-Ültman toma un tiempo de O(n21og n) el cual es pror 

que el algoritmo de fuerl" bruta O(nl
), 1178J. 

Uno puede pensar ~ n implementar e l algoritmo ¡k fuer",a bmta cuando k se I:s¡x.ra que sea 
más grnnde que O(n), pero si k se espera ser m<:nor o igua l que O(n) se puede utili ?A1r el 

algori tmo de Ucntley_Ültman que se espem tenga en el peor de los casos tUl tiempo O(n log 

n) y en un espado O(n). [1 78 ]_ 

5.5.2 l\kjont d l" l a~ técni (",4~ de instrción cOn la esf ntctunt de casco cü l1 \'('xo 

La estructum geomcr rica de casco con vexo pcnnite dar uua cxceknte so lucióu in icia l a las 

técnicas de insl'Tción. Wiorkowski y McElvain en 1975 [ 180]. Or en 197611 8 1]. S tewart en 

1977[1 82], Norback y Lo"c en 1977[1 83] afirman que otorgando un sobtour inic ial a las 

tcenicas de inserc ión se tiene como resultado un tour fi nal de mejor c a1i d.~d. 

En la grá fi ca 5. 15, se muestra el comportamiento del costo d~ 1 tour con y s in la estnlc tura 

de casco conve.~o como solución inicial a las técnicas de inserc ión con d c irterio de 

inserción aleatoria. mostr,mdo una mejora en e l tour en un 6% . Los resultados para los 

cri terios restantcs muest ran que la inclusión dc la estructura de casco convexo mejora en IUl 

6% la calidad del tour con los criterios del más cercano y d más lej ano. y 5% con el 

cri terio de más barato. 
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Gráfica 5.15 Calidad del tour de la técnica de inserción con el criterio de aleatorio, con y sin casco convexo 
como solución inicial. 

5.6 Resumen de resultados de calidad y tiempo de solución con respecto a la solución 
óptima 
En las siguientes dos tablas 5. 3 Y 5.4 se muestran los porcentajes de desviación de la 
longitud obtenida con respecto al valor óptimo, de todas las instancias de la TSPLIB 
menores a 1,000 plllltOS, ya que se concentran en este rubro la mayoria de las instancias, 
también se se emplearon las tres estrategias distintas para descruzar los pares de aristas y 
las seis técnicas de construcción, sin el empleo de la estructura de casco convexo, ya que 
los resultados muestran que el tour final Los resultados se obtuvieron sin recalcular la lista 
L , ya que corno muestra la gráfica 5.10, el tiempo con recálculo implica mayor inversión 
en tiempo, obteniéndose el mismo resultado que sin recálculo y se ocupó el algoritmo de 
Bentley-Ottman para la identificación de las aristas que se intersecan. 

N.N. (Vecino milis cercano' 11 Inserción miiÍs cercaníl JI B.N.N. (Mejor wclno más 1 
cercano) 

Heuristica 
Tiempo Tiempo Tiempo 

% % % 
Desviación 

Ejecución 
Desviación 

Ejecución 
Desviación 

Ejecución 
Seg Seg Seg 

FIFO 16.65% 0.63 12.49% 0.24 10.93% 0.38 

RAND 16.06% 0.71 12.47% 0.27 11.07% 0,5 

PRIO 16.76% 0.57 12.45% 0.25 11.19% 0,56 

Tabla 5. 3 Tiempo y calidad de solución de las técnicas que superan el 100/0 de desviación con respecto al 

valor óptimo. 
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En la tabla 5.3 se ti enen los lres algoritmos que superlUl un porcemaje de desviac ión con 

resp.:cto al I'a lor óptimo en un 10%, as i 1.1 técnica del wcino mas cercano. inccrsión más 

cercana y el mejor \'Ccino mas cercano, son al goritmos que arrojan toues que no son un 
buena combinación con la variante propu.:sta. 

¡ .... rcI6n AINton. lr 1 .... rd6n "'" ...... lr ¡ .... rcI6n mlit ....... -. 

H. urb1b , Tiempo , Tiempo • Tiempo 

~vladón 
Ejecución Do!wlaclón Ej«u<:iÓfl Oesvla<:lón EjeQ.Jclón 

s., s., s., 
,,,,, 7.m~ 0.89 8.85% 0.16 s.oS% 0.79 

RAN O ,- , > 8.85% 0.13 8.0S" 072 

PRIO '.00% 0.11 8.86% 0.14 8.05% 0.74 

Tabla 5.4 Tiempo y calidad de ooluciál de las tknicM que se ,,,,,uentr;m poc debajo dd 9"/0 de de$\!iaciÓll 

COll respecto al '·alar 6ptimo. 

En la tab la 5.4 se ob"ervan los algoritmos quc arrojantoul"S cuyo porcentaje de desviación 

con respecto al va lor óptimo son inrcriores a un 9%_ La mejor com binación es CQ nstruir un 

c ircuito con el algoritmo d ~ inserción aleatoria y el descmce con la estrategia F1FO 
(primero que entra primero qu.: sale) con un porcentaj e de desviación CQn rcspecto al valor 
óptimo del 7_ 27~ó_ 

N.N.(V..:lno 
e.N_N. 

..... d6n ....... , ........ I .... rc ... n ¡_.lo' 
2~con .. , 

"-,ICMa ... ""'''.10''' "'IU • .u ......... _ .... 
~-I c.rcanoJ 

• 7_92% 7_151% 6_78% t5.1.S% 6_15% 6_19% 
Oewiación 

Tiempo 
Ejecución 3.69 1.72 3.81 U U , .. 

So, 

Tabla 5.5. Tiempo y ",¡¡dad de ooluci6nde la t;';:roca 2.Qp1 clásic. cm seis dlstimO& tknicasde 

construc<;ión 

En la labla5. 5 se muestran los porcenlajcs de desviac ión con respecto al valor óplitno y los 

tiempos de ej ecución de la lécnie3 l -Opl clasica (propucsl3 por Croes) en combinac ión con 

las seis técnicas de constmcción dislinlas. Se observa que las léenieas de inserción aleatoria 

(RAND) y las má~ barala (Cheap) SOI1 las IccniclIs de eonslmcción que mejor 
comportmniellto licnen en combinación con la tétnica 2-Opt clás ica, "!Tajando porccntajes 

de desviac ión con I\.>spccto al valor óptimo de 6. 15% en ambas técnicas. 
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A c0n1im~1ción, cn la hlbla 5.6. se muestra un comparnlh"o dc el valor de la funeión 
objetivo y el tiempo de ejecución de la mctodología propuesta con respecto a la técnica 2-
opl elasica. es decir, la propuesta por Croes. La metodologia propuesta uliliza la mejor 
combinación que se oblu\"O en el analisis del conjunlo de instancias de la TSPUB menores 
a 1000 ciudades y se aplicó eSla metodología en el conjunto de inslancias menores a 
10,000. Esta melodologia conslruye el circuilo hamilloniano con la técnica de inserción 
aleatoria y se disminuye la ,'ecindad identilicando los pares de anstas que se inlcrscciUl con 
el algoritlll" de Bentl"y·Ú!tlllan y descrul.and" el primer par de aristas que se intcrscc:m es 
decir, la estrategia F1FO. En resumen se "btiene que utili;:ando la Ille\od" logía propuesta se 
logra IUl 8.42~ó de desviación con respecto al valor óplimo en un tiempo de ejecución de 
12.68 ~egundos. mientras que la técnica 2·Opt propuesta por Croes presenta 6. 1:5% de 
desviación con re$pecto al valor óptimo en un tiempo de 30.82 seglUldos. Estos [ie1l1 pO~ no 

son nonnalil..ados )' se utiliz'lron tooas las instancias de la TSPLlB mcnores a 10.000 
ciudades. 

~lIbr~ J'\oin ... o .- .- .. - ~"- ~"- -~ -~ 
i'b"ru.U Norm.1 r.",.nd. • ""r'''O ~", . ""Id"" ~.~ ""'lImO!. , •. I,_Z· 

TSPUB <ludid .. """1100 ~M ¡.op< "'1, ... "'" 
.: ....... ,."" ,- "'" 

' 00 ,. lS79 ~79<S 174S 1.41" "N O.!S ,,, ' .00 0.01 

i>«lilll " l~ l ". ~, 3 .1", ,,~ 

'" o .• o .~ o .• 
";crl17 '" 11S281 118111 11l~19 ,,~ 6.Jom •• '" ... O.ol .,. ,. 6110 .H "" "rn 6.01 " •• . " ... 0.01 

<hlS0 ,. ms ,., 69)l ~.IJ'" 6.1(1'4 oro '" ••• 0.01 

." ,. 111SO I JO~ 16151 ,- 6.l~ 0.17 Z.ll o .• 0.0! 

dl Z91 1191 -, 'M' Sl911 ,,~ 6.1"'" Zl'13 19Jt 0.07 oro 

." '" ,-. 31911 ll161 $JI" 6.17'" l .18 ¡!JI 0.02 O.I! 

." '" ~" Sl'nÓ .ll9J9 821 " 6.¡¡" M9 «~ 0.03 0.21 

d16Sl 16lS 61m 67Z9(l 659S9 831" 6.1 1% 6.Sl 49.-16 0.01 010 

<IIjlOOO ,~ IUS968S WIlll74 I9SJ IM9 8.Ul% ,,~ 11.S9 7J.IS o. 0.11 

dllOl ¡IOI ~. 8Jl11 .,. .- 6.14'1> 4).89 "m 0.07 O.IS 

<;1101 '" '" 'H ~ ,~ 6.10'1> '" 0.1 0 ••• o .• 
,mi " ". '" '" 7.75% 6.1(1% 0.03 0.14 •• .00 

.;116 " 
,. Sil m ~.l~ ,,~ 

'" •• ••• ••• ." m 11161 11891 12m uno 6.11" '" '"~ 0.01 0.07 

nt40Q "ro WI¡I lI31 7 ~I~ .. ~ 6.1"" 1M9 67 .. H o .• Q.IS 

nll lJ lS11 11149 14124 13m um 6.19"0 ll.O) "" 0.11 0.16 

m79l m, 18111 lll60 =" ,,~ 6.1 1" 43 .14 9l .7J •• 0.09 

,~, 4.161 ' ''~ 197%9 193m u.% 6.17% Sl.89 !I-I.7) ••• ••• 
~¡¡161 162 1J18 2519 lS29 Mm "m '" '" o .• '" 

I:roA \ OO '00 1118:1 ,OO. H~ 8.4." 6.1~ Ml 0.19 o .• o .• 
I:I<>A1W ,. ~" ,- 181S6 8.051-;, 6.J5% O.U ." '.00 0.01 
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..... ,.,200 ' 00 .,0 "m J!l69 U ?% 6.0 % O. I? U. 0.00 0.01 

, , 
~,,. ,. " ,. m" "no o>m .. ," o." o~ 0.00 o." 

" -;;;;;-~ ~ , 
~"oo ' 00 ",. ,,,. "ID .. " M" o.., o." 0.00 0.00 

l;nl OS '" '"'' '"'' "'" .. ~ . ,," o.., o." 0.00 o • 
1; 1 , 

, 
00" ~ ~, "'. "m .. ," .. , ~ o." .~ o .• o." , , -;¡¡¡ , , 

, 
, , , , , 

, 
.' 00' '00' Hm, '00'. m." 0>" .. , ~ o." O<> o .• oo, 
, , 

~ , 
, , , 
, , , 

.'" '" ,,,o =" "'" .- .. ,~ o.u '" o .• oo, 

---;;¡;, ~ ~ ~ , 

"'" '" ""'- -""" -"'~ "'" """ '" "" "" -"" , 
.'" '" """ ,- "". ,,,,, .. ," '.H "." o .• o." , , , 

* , ~ , 
, 

",. ' 00 "" •• "" "" .. ," o. o." o .• o. 

-iS 
, , , , , 

, , , , , 
, 
, , , 
""" "" "",. .,,'" I _ '" .. " .. , ~ ".o "" 0.0> o. , , 

~ ~ , 

"'" "'- "" ''- -""" """ .'."" ~- -'" -'" "'- -'" , , 

QuoU 



Capitulo S: Metodolosia propuesta y Experienda computacional 

"'~ ,~ 124~ 14ó021 23 181 1 9.711% 6.U % 16,12 101 .... O.Ol 0,31 

, , , , , , 
"'" ". ,,~ '"" .",. .. - .. , ~ .... .. " ' .00 '.00 

" ~ ~ f---;-~ 
---¡;¡- , 

""" "" "'" .,'" rom .. " .. ," ll.l1 M .. ~ OH , , 
""" "" '"". mm I N". ..~ .,~ ". •• OH , , 
, 

".'~. .... " ... " " .. W~ .... ." 
T".b~;6' ; I 

la TSPLl~ ~~:~' . ';~O 
; propuesta)' el algoritmo 2.0p! de 

c~ 

En general. la metodología propuesta , que incorpora algunos elementos de la geometría 

comput3cional como el casco convexo y la intl"ThCcción de segmentos de recta, con el 
p"radigma de bamdo de plano, logm en pr<)nK-dio u"a disminución varias órd~nes de 

magnitud 1l1enor"s en tiempo de ejecución con r~'Spccto a la tecnica 2-Opt cl:isicll . llunqu" 

el costo dd tOUT es ligerament.! mayor. Las mejores téC1l icas de constmcción resultaron ser 

las técnicas de inserción en especial con el criterio de más lejano e inserción aleatoria. C01l 

cI criterio FIJ'O en el caso de la primera y cualquier estrategia para cI caso de la segunda, 

con 7.27% y 8.05% porcentajes de desviaciÓll con respccto al valor óptimo 

rcspectivamente, para cI coruunto de instancias menores a 1000 ciudades. 1>.1i<:mras que 

para tOd.1S las instancias mcnores a 10,000 ciud.1des se obtiene un 8.42% de desviación oon 

respecto al valor óptimo, con la estrategia FIFO y util izando la técnica de constmcción 

inserción aleatoria. De igual manera. se tiene que. las técnicas de vecino cercano y mejor 

\"ecino más cercano se logran resultados dcl 16% y 12% JX)rcentajes de dcsviación C01l 

respecto al valor óptimo respo!ctivamellte. 0011 10 cual se puedc inferir que la técnica de 

constnlcción Llsada para generar los circuitos iniciales influyen fuertemente en la eficiencia 

de la IlIctodología propuesta así como en la técnica 2-Opt clásica, csto ocurre en el cOluunto 

de instancias inferiores a 1000 ciudades. Eslo sc entiende porque ambas estn\teg,ias tienen 

la misma !i1oso!ia. que es cl intercambio de aristas. Las dircrentes rornl:1S de priorizac ión 

no tuvieron influencia significat iva en los resultados del ti empo de ejecución. ni de 

porcentaje de desviación dcl circuito final. 

A continuación se e;>.:pone uu estudio cOllllmrati\"o con nucve algoritmos (incluyendo la 

variante (Esther) y la lécnica 2-Opt clásica (Croes». Cada 111\0 de estos algoritmos propone 

un espacio de búsqucda modificando el tamaflo de vec indad. Por ejemplo el algoritmo 2-

Opt Ekntlcy (col lunna siete), utili za la estmetura de dato "Fixed RodiU$ Neor Neighbo( " 

(FRNN) propuesta por Bemley en 1992 . 11571 La cual consiste en intercambiar los pares 

de aristas que se encuentran más cercanos a una ciudad en especifico. garanlizando que el 

intercambio obtcndrá una mejora. Son estrategias que evitan la redundancia cn c l espacio 
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dc búsqucd.1, O bien ordcl1al1 el conjunlo de aristas dc aeucrdo al p..-so dc CSlas y se tornan 

las k arislas de eSla lisIa, y en rcprescntar allour corno un árbol, lal como sc l1c\'ó a cabo en 

csle proyecto. 

El eortinnlO de instanei:ll> que se empicaron para la comparación se describen en la tabla 5.7 

¡ -, .' "' -. .. ~ 

, 
! • 
i 

algOfitmos 2-Opt modificados. 

, 

, 

, 

, , 
, 
, 

respecto a 8 

L<ls algoritmos con los que se reali7..3 el comparalh·o se eorri~ ron en nlla máquina Compaq 
ES40 Alpha y los experimentos de la in,·estigación se corrieron en una maquina [nlel 

Pentium IV. La tabla S.8 cSlá compuesta en dos seccioncs. en la primera sc mueSlra el 

porcentaje de desviación promedio con rcspccto al valor Óplimo. destacando que e l mejor 

porccntaje cs c l alg<¡ritmo 20pt-JM-40-quadrant -ncighbors (quinta colullma) con un 

porccntaje de 5.9l').j" micntr.lS quc la "ariante propucsta qucda cn un lugar promcdio con un 

8.43%. Sin embargo. los tiempos de ejccución nornlalizados mucstran quc la variant.:: 

propucsta (Esther) ticnc un tiempo dc ejecución de 0.07 seglUldos mientras que los 

a lgori tmos restantes ti enen un tiempo de ejecución de 0.1 segundos, lo cual resulta un 

ticmpo infcrior a los ot ros algoritmos. y Cll especial a la tcmica 2-Opt clásica (Croes) (con 
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un liempo de .11 segundos). objetivo primordial de este prQ)"ectQ de i!westigaciÓn. En 
generol , la variante propuesta mUC51rJ ser más rápidos ctl tiempos dc ejecuc ión con respecto 
l<>s algoritlll<>S rcslantes. 

ti •• :h 

'tH >,t. !>' >,1..,:: ~¡ '1 a" i " " "",,.. C"li. -,.. e "SI. - "" C"li. ~ i . ¡ . L H ¡~ l. .. = 2 11>, 'HH 1 ·· h L!< F i ¡:: ¡;: ...... - ,¡ • ~ Ha ~ "i . '1' ; ~ ~ ~ 8 ! ~ ~ ~ P . " ' ¡ ~ 
~ .i. -

Por«tl"·' Ó< ""so..E'""" dio con ,1 " . .. ~imo 

COIllPoq 
~ .. 9.7~ 6.62 • l .91 .. •• 16.6<5 

" • 
In'" 

Ptnll"m W 6.1l 
W 

" «tiO<n"",OIlOOs , dio m",m.li,..do Nl""N) 
Compoq 

ElllO .. , •. , •. , ., •. , •. , ., 
" • 
In'" _lI um 'M 0_11 
". , Tabla 5.8 Comparam o <X)Il d,,"rsas estrnteg"''I 'lue mod,r",an a la leen,ea • .()pI. 



Conclusiones V futura in~sligación 

Conclusiones 

Síntesis de resultados 

Conclusiones finilles del desarrollo del proyecto y futuril investigilción 



Conclusiones V futura in~sligación 

Sc pucdc concluir que se cumpl ieron todos y c ad.~ uno de los objetivos planteados. Sc 

logra proponcr una metodología d i cicnte cn ticmpo y calidad de solución que TCs uc1'·c el 

problema del agcnte V i¡lj ~'TO eucl ideano, que consiste en modificar el espacio de búsqueda 

dc la h!enica de bílsqueda local 2-0pl, así como la mcjora de las técnicas de constRIcción 
por inserc ión. a través de la inclus ión de elementos de Goomelría Computacional. en el 

caso part icular se PRlcba la 1I1ctodología en el conjunto de instanc ias de la TSPLIB. 

Para a lcam ar este objetivo general se anal izó la ta.-..:onomía del problema del agellte viajero 

general y euelidcano para deteclar las propiedades namralc$ con las que cuenta, :LSí como el 

análisis de los algoritmos de constRIcción y de bllsqueda local y faci litar la inclus ión de los 

e lementos de la geometría computacional. Se det~~tó a través de la litenltura que el r AVE 
cumple de man~ ra no/urol con la desigualdad del tri ángulo lo cual implica qll':: siempr.:: 

podr~mos acortar los tours dirigiéndonos dc manera directa a una c iudad sin pasar por 

c iudades intCfmedias, mejorando siempre la cal idad del tour. 

Los algoritmos de bllsqucda local altamentc prometedores tanto en tiempo y ealidad de 

solución $On los quc perteneccn a la familia Lin-Kcmighan, y de1l1ro de este conj unto se 

cneuentra la técnica k-Op/ y el caso espccial 2-0p/. 

La m~todo logía propuesta consiste en constmir un c ircuito hamilioniallO, mejorarlo y 

entr.::gar como solución final un c ircuito libre de cruces. Para lograr una ",.::todologia quc cs 

e fi cieute ellt iempo y calidad de solución ~e tomó como base el algoritmo de búsq ueda local 

2-0p1 quien es una de b s mas poderosas, y de b s cuales aún signe limitado e l 3Jlá li sis 

teórico, empírico y e >:pcrimental. 

Con base en el análisis de la literatura, los expertos proponen I'arios aspectos que se tienen 

q lle cons iderar para lograr mayor velocidad en e l tiem po de corrida del algoritmo 2-0pl, 
entre e llos y los de extrema importancia son: la Ic"nica de construcción ut ilizada, la 

cstralegi" de ~dccc ión de los par.::s de aristas a intercambiar que modifica el l a",a~Q de 

vecindad. lo clL~1 implica g~ne r3r una lista candidata de aristas que ayuden a d isminuir la 

vec indad del espacio de búsqueda, y los detalles de implementación de la heurística. 

Estos aspectos que se ti enCtl que tomar en cuenta para hacer más efi ciente al algoritmo 2-

Op1. Y por consiguiente la metodología propuesta, se impleme1l1aron a través de un CO!uunto 

de parámetros y programados en el lenguaje dc programación JAVA 5, esto pemlÍle 

dctenninar qué combinación de estos devuelve UII tour e fi ciente tanto en tiem po corno 

calid.~d de solución. Estos parámetros son: se is t~cni cas de constRICción, v.:cino más 

cercano, mejor vcc ino más cercmlo, y tres técnicas de ins~'TC ión con tres criterios distintos 

nuis cercano, más lcj3Jlo, y nuis barato, IIn algoritmo que uti liza la estructura de Geomctria 

Computacional intersección 'lile pemJit.:: la identificación de pares de ari st.1s que se 
intene<:an y que penui t( cOllstmir la li sta candidata. reduciendo el t;lmanO de I'ecindad, 

utilizando dos paradigmas: barrido de plano y filer:a bnlla, se ti ene tam bién tres 
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estrmegias distintas de eleg ir a los e lementQS de la lisia candidala (que CQnticne únicamente 

pares de aristas que se inters.:x:an): FIFO (primer par de anstas que se encuentrJ en la li sia), 

PRIOR IZADO (que consiste en tomar el par de ar istas que contenga la de mayor longitud). 

y ALEATORIO (que t01l1a cualquicr par de la lista) y adem ás de dos cri terios de calcular 

esta li sta, con recalculo o s in r.x:alculo. Lo cual significa que una vez descmzado un par de 
ari stas con cualquier criterio de llamado se puede volver a calcular o no esta lista. 

El corazón de esta metodología consiste en hacer más eficiente la li$ta candidata de ari$tas 

quc se tomarán para borrar e intercambiar. qne es la fil osofía del al gQri tmo 2-0pl. En este 

semido la litcrmura muestra que los criterios dc constru ir esta lista ha variado, util izando 

estmcturas de elementos de la Geometria Computacional principalmente , sin embargo, 

ninguna de e llas ha implementado la estructura Intersección, y se emplea para esta 

cstruetura e l paradigma de barrido de plano para hacer m:ís d iciente la búsqul'da de los 

par~s de segmentos qu~ se inte lliecrul. El criterio de paro del algoritmo. es dec ir. que el 

a lgoritmo tcnninará su ejecuc ión en algún momento, fu~ demostrado por. Uxuwen y 
Sehoone [1G4[ , quienl"S demues tran que eliminar toda~ las ;ntcrsecc i on~s "n una gráfí ca, 

densa y completa aún cuando sean insertados nuevos cruces en c l proc~so, se logra obtener 
en un tiempo O(rr). 

Como resultado del anális is de los parámetros se obtuvo lo siguiente: en cuanto la técnica 

de constRicción u!ilizada, se observa que la inclusión de la estructura de casco convexo 

mejom en un 6~~ la calidad del tour con los criterios del más lejano, aleatoria. cereano y el 

más lejano. 5% con e l critcrio de más barato. 

Las técnicas de constRicción que no resultan dcseables en combinación con la metodología 
propuesta son, las técni,'as dd v~c ino más cercano y Sil variante el mejor I'ee ino más 

cercano e inserc ión más cercana, ya que la calidad del tour tinal supera el ~"St ;indar 

propuesto por John80n del 10% de desviación con respecto el valor óptimo, }' la~ técnicas 

de inserción con el cri terio de ale3!orio, más lejana y más bam!o, arrojan tOlLrs fillal ~s 

inferiores a un 9%. Resultando que la mejor técnica de construcción con la metodología 

propuesta es la téenic'l de inserdólI con el crite rio del más lejano. con Ulla desviación del 

óptimo del 8.42% en un ti empo de ejcrución de 12.68 segundos, utili zando la estl'lltegia 

1'11'0 (se toma d primer P'IT de aristas como cri terio para desemzar) y se disminuye la 

vec indad identificando los pares de aristas que se intersecan con el algoritmo de Bentley­

Ottman en e l c01~unto de todas las in~tanei as menores a 10000 ciudades de la T$ I'UR 

Si se toma la misma la técnica de inserción con el criterio dcl más lejano en el ,Ll go ritmo 2-

Opt propuesto por Cro.-'S se ti ene un 6.1 5% de desviación eon respecto al valor óptimo en 

un ti empo de 30.82 segundos. 
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En cuanlo la estrategia dc selección de los pares de aristas a intercambiar que Illodifica el 

tamaño de vecindad, 10 cual implica generar una lisia candidata de aristas que ayudcn a 
disminuir la ,"ccimJ¡ld del espacio de búsqueda, se identifican los pares de aristas que sc 

intcrscean resuliruldo que con e l paradigma de barrido de plano se encuentran con 0.010 

segundos en promedio con mayor velocidad que cuando se utiliza fitena brilla, tomando 
nmyor relevancia en las instancias con mil<; dc 500 ciudades con 0.015 segundos y 0.020 

mas \"doz en instancias que SUp;;'r;¡n las 2000 ciudades. 

La metodología propuesta se compara con ocho variaciones de la técnica 2-0pl qne se han 

dcsarrolbdo a lo largo dc estos i\liirnos rulos y 'Iuc fueron expuestos en el 8th D1MACS 

Imp!cmcntal ion Challcngc organizado por David Johnson. utilizando solo un conjunto dc 

instancias de la TSPLlB. Estas t~enieas utilizan diversas estrategias que modifican la 

búsqueda en e l cspacio de soluciones para pennitir a la tecnica 2-0pl ser nuis cfíeiente, 

obtenü:ndose que, en cuanto la cal idad del tour se logra un porcentaje de dcsviación con 

rcspccto al valor óptimo de 8.43%. contrastando ~"On la propuesta realizada por Jhonson y 
McGeoch (2opt·JM·4Q·'luadrant-ncighbors) con 5.9 1%, exist iendo resultados m';" pobres 

como la propucsla por el Concorde con un 16.6%. Sin embargo, los tiempos de cjecución 
nornlalizados muestrau que la metodología propuesla tieuc uutiempo de ejecución de 0.06 
segundos mientras que los algoritmos r~'Strultcs ticnen un tiempo de ejecución de 0.1 

segundos, lo cual resulta un tiempo inl"rior a los Otros ~lgoritmos , y en eSpt:ci~1 " I~ técnica 

2-Opt clásica (propuesta por CrOl.'·s). con un tiempo de .11 segundos. objet i,'o primordial de 
est~ proyecto de investigación. El r~sultado más r.:le\"ante de este proyecto es que ~n 

geuL"ral , la v~riaute propuesta muestra ser el doblc de rap ida eu tiempos de ej~'(: ución con 

respecto a todos los algoritmos restautes. 

La m~odolog¡a propuesta incluye las t¿cnicas de oonstrueción más f1"<-'Cuent~'tllentc 

lIIilizad.al; par.!. resolv~r el pt\ VE. sin embargo. se pueden implcmc1l1ar otras técnicas y 

delenninar su componmniento. También se puedeu insertar combinaciones de los 

e lementos de gcometria computacional con diversos paradigmas como la estmctura 

quadtrccs y las tri:mgulac ioncs Ddaunay y dctenllinar su comport~micnto. 

También se pucden rcalizar estudios con di\"crsas m':trica.~ además de la euclidcana. 

La metodología propuesta utiliza la idcnlific;¡ción de pares de aristas quc se inh:rsecan en 

IIn solo puuto, a través de la eCllación paramétrica de la recta, sin embargo. se pu~>de 

implementar uu metodología quc identifique ot rO$ tipos de iutcr.>ccciones. que pern.ita 

diseñar estrategias di stintas para dcscnlzar cada tipo de cmce, haciendo más eficiente el 

ninnero de pasos para lograr un eircnito hamiltoniano libre de cruces. A partir de los 

resultados oblCnidos en cuanto al tiempo. se puede oonjcllIrar L'lllpiricamenle que el espacio 

de búsqueda se reduce ~I 12% en promedio aproximadamente, csto se obticnc tomando el 
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poreenlaje de cruces en función del número de c iudades por cada una de las instancias. sin 

emb.1rgo, I)odria hacerse un esludio más riguroso por medio de un aná lis is Icórico para 

dctenninar con exaetilud el lamano dc \'ccindad a partir de las estrategias util izadas en este 

proyecto. 

También puedo concluir que el atracti \'O principal que me at rajo al estudio de este problema 

es j ustamente 10 dificil que es encontrar una soluc ión. por lo que resulta un desafio 

cons tante para los invcstigadores del área. es 11110 de los que más inlL"Tts ha suscitado en 

optimización combinatoria , dc hccho es 11110 de los "benchl11arks" ut ilÍ<:ados para evaluar 

nucvos métodos de optimización combinatoria la grrul mayoría de las técnicas que hrul ido 

apareciendo en ésta área han sido probadas en el, puesto que su resolución es dc gran 

complejidad y porque sus soluciones admiten una doble interpretac ión: mcdirulu grafos y 
mediante pcmmtaciones, dos hcmunienlas de representación muy habitua les en problemas 

combinatorios, por lo que las ideas y <-""Stratcgias cmple~das SOll, en gran medida, 

genenl1il~b 1es a olros problcmas. D\:sdc e l punto dc vista dc ciencias de la computación 
teórica un problema que es mu)' d ific il de rc~ol \"e r e~ un problema NP~Completo. Ha ~ido 

fnl10 de estudio incluso en el área de la psicología. 

Es un problema (lue le invita a crear y diseñar nuevas estrategias de solución para obtener 
soluciones cada vez más cercanas a las óptimas. 
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ANEXOI 
¿Qué l'S TS PL \ U'! 

El TSPLAB es un programa eserito en el lenguaje de programación Visual Basic 6, esta 

diseñado para ~xperimentar con cuatro algoritmos de construcción: vec ino mas cercano 'j 

también tiene dos algoritmos de mejora para r.:solver el Problema del Agente Viajcro 

Eucl idiano (PAVE) o bien el que "vil>e" en el plano, por lo que las ciudades son puntos en 

e l plano reprcsemados mediante coordenadas geométricas "x" y "y". 

El TSPLAB ticne la particularidad de que se pueden abrir instancias de la TS P UB (Son 

lOS instancias m:mejadas a nive l mundial para poder experimentar los algoritmos 

propuestos de las el~,l es 79 tienen la distancia euc1idcana), éstas instancias tienen 13 

particularidad de cOIltar con [a solución óptima del problema, por lo que es ¡:.¡cil deternlinar 

la eficiencia de los algoritmos propuC$tos hasta el momemo la instancia más grande 

respecto al número de nodos resucita de manera óptima es la instancia sw24978 ciudades 

en e l caso del TSPLAB puedes abrir todas las instancias, o bien puedes generar instancias 

de manera akatoria de 10,000 puntos o ciudades. 

IJI ~h' ''1I1 do T SI'LAU 

Para poder ejecutar el software propucsto es necesario instalar el programa, pam lo que se 
requieren dos arehivos: un instalador y el programa TSPLAB. Es necesario gU(lr<!ar estos 

dos archivos en una misma c.lIpCla para podt"T ejecutar el programa, se put'den lener eslos 

dos archivos en el Escrilorio. Una vez que tiencs el programa listo para ejecutar. 

realizamos lo siguiente. 

Cuando querarnos empicar el softwarc propuesto llamado TSPLAB cs necesario mandar 

llamar el programa, con el botónlnicio-Todos los prograrnas-TSP-TSP, como lo mucslra la 

s iguiente pantalla. O bien si sc tienc un icono dispuesto podernos haccr e lick y mandar 

llamar c l llrograma. 

P"ra el COrTccto funcionamiento del programa es n('Cesar;o contar con dos archivos: una 

carpeta que contiene todas las inslaneias e¡.1cnsiÓn .!SI y el programa TSI'LAJ3. Es 

necesario guardar estos dos archivos en nna misma carpeta para poder ejecutar el programa, 

se pueden tener estos dos archivos en el Escritorio. 

Cuando qUeTarnos cmplcar el software proput--sto llamado TSI'LAB es necesario mandar 

llamar e l prograrna. con d botón [nicio-Todos los progmmas-TSP-ni!', como 10 mU\:stra la 
s iguiente pantalla. O bien si se tiene nn icono displK'StO pod~'mos hacer dick 'j m:",dar 

l!amar e l programa. 
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. ' undon" ",icnIO de T SI'LAU 

Una ,"ez inSlalado y ejecutado TS I'LAU entra a su primera pantalla, mostrada en la fi gnrn 1 . 

11 

:] 

-
1""" 
~" .. - >. 

..... 1'_1 - ,-, -
Kr-' r­

- r-

-,---~-_.'-

AA 1--­
~--,,-

--
Fig .. a 1. Panlalla pnnclpOt de TSPLAB. 

La p~-,;taña General se divide en varias s~-cc iones_ 

En la primera scrción puede modificarse algunas caracteristi cas como el tan1:u10 del punto 

para haccrlo mas vis ib le dl11tro dcl plano e identificar sus coordenadas y que c uidad que 

repr~senta. 

En la fi gura 2 se muestra la pestana q ue nos brinda infonnacióu acerca de los puntos en el 

plano. esto se logra colocar el c nrsor sobro: algún punto: en la pestaila despliega que eindad 

rcprcsenta. las coordenadas y SIL número dentro de la instancia o modelo . 

"_ r'----­)<¡.--- Y: .---

-,-- J 
Figura 2, Pestaña que indica tamaño det punto y ubicación con COOfdellll<hls:x e y 
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En la ligura 3 ~e mueSlra la peSlaíla de lamaiío, nos pen"ile cambiar el I:mmílo de los 

puntos en el phUlO para hacerlos mas id~lllilicabl cs. se mueVe la barra d~sl i 7Jl blc a la 

derecha y se hace clíc en cambia tamaílo. 

Figura 3. l'ootall" de cambio <k t"",..oo de punto 

En la ~cgunda seccion encontramos algunas apl icacionLos lipicas del enlOI11 O Windows. 

como son abrir y guarebr Figura 4. 

Fill'''' 4, !<:<)r)(>$ <k guardar y abrir ardl;" '" 

Abre archivo de ciudades te remite de manera inmediata a la carpeta donde se han 
:llmacenado las instanciaS (archivos .Is l). Si se ha trabajado previamente con olr.l instancia 

antes dcsplieg:I LUI mensaje (ligura 5). 

fSPIMI I 
~ ..... _~ ...... _. 
"""'. __ ....... d'ooGf! ... 

Figura S, M~nsaje para guardar instancia ge""rada porel ~rio 

Guardar, pcrrnilc al us uario guardar O modilicar una inslancia y dcspli cg.~ el n"" ISaje de la 

ligura (; , 
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BQrra cindatks, ci"rra la instancia con la qu" se este trabajandQ. 

Reinic ia, p"nllite limpiar toda,¡ las operacioncs hechas a lUla instancia)' la tkja en su estado 

original para aplicar otros algoritmos_ Hac~ que pemlan'::;(C3n los puntos_ 

En la tercera sección hay dos botones, revisa costos y busca ciudad. Figura 7. 

Figura 7. [conos de rc\·isa costos y buscar ciudades. 

Al oprimir el botón es revisa costos sc despliega la mat ri;( dc costos. que despl i~ ga IUl 

arehivo E¡¡ce! con el costo dd tour cntre ciudatks. Figura 8. 
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Figura 8. ""'lriz de costo/¡ enlre ci udades 

¿Qué es 1;[ lIIatl"iz de ("ostos'! 

La matri ;: de CQstos es e l cos to asociado de viajar de una ciudad a otra, es una matriz 

completa n ¡;:n y tiene la panicularidad de fonnar una matriz triangular superior cuyos 

e lementos de la diagona l principal (es decir el elemento ci i es igua l a cero oa infinito). 
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Busca ciudad p"rnlit~ buscar una ciudad c~cribiendo ~u nombr~ en el campo en .:olor ro~a; 

podemos también es.:rib ir e l """,ero de la .: i"dad y después oprimir el botó" y as i 
en,:onlrarla mediante el parpadeo del punto que repn..--sen!a la ciudad en el plano. Figura 9 . 

• 
a ~ I 

~~===::jl j 
-- I I -~ II 

l' 
Figura 9. LOOII;';lIción de la ciudad l . 

En la C¡~lrta sección encoulramos dos botones, uno d.: ellos genera una instancia alellloria 

con n ciudadl'S . donde n pude ser desde una ciudad hasta 10000. Figura 10. 

FigW1!l IO. lctnO piItiI gcner~ instaneias aldlOrÍas de n ó 18 ciud;Wes 

El prim.:r botón abre el siguiente mensaje donde Se pide el numero de nodos para generar 
una nueva insmncia aleatoria. Figura 11 . 

rWLA![ fE) 

Figura 11. IC<Jl<) que se abre cwoOOo se selecciOllll la opción gen"'" instancia aleator¡" 

y t.:nemos un segundo botón que genera una inslancia aleatoria con 18 puntos el cual 
resuelve una aplicación inherente a este softwarc que es el lesl de Hartmanll . Al cual 
pu~-den asignarse valores eomo se muestra en la s iguiente fi gura: 
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~ TSI' L.l.B rgJ 

"~, "~" 
~,' ro--- ro---
~" ~~ 
~,' ~¡;----
~" ~rs---
~,' ~~ 
~,o ~rs---
~,' ~~ 
~,' ~~ 
Perlo 9 rs--- rs---
Pcrl:010 ~~ 
Perlo" ~¡¡---
Pcrl:012 ¡¡---~ 
Perlo 13 ~¡g---
Pcrl:014 ~~ 
Perlo 15 ~rs---
Pcrl:016 ~~ 
Perlo1? ~~ 
Pcrl:018 ¡g---~ 

Figura 11. Una solución al test de Hartman. 

La pes tafia construcción 

Algoritmos de construcción. 

El primer algoritmo de construcción que 
se tiene es el de vecino cercano, es un 
algoritmo iterativo el cual consiste de ir 

añadiendo en cada uno de los pasos una 
ciudad, se comienza con un numero 
arbitrario; en este caso el punto número 
uno o ciudad número uno y va 
seleccionando de manem itemtiva el 
punto más cercano hasta completar el 
circuito hamiltoniano. Figura 12 Vecino C ... cano ..... 

Figura 12. Botón del algoritmo Vecino Más Cercano. 

¿y 139U 
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Otra posibi lidad que t"nemos de construir el circuito hamihoni:mo cs mediante árboles, S" 

tiene~ cu¡¡trQ posibilidades y botones el primero de ellos es pnm el cual CQll$tm ye un árbol 

de' e');p:l1lsión de mínimo pcso, de hecho I:J descripción ya esta "n [a tesis al igual que 

kruscal. dcspués tcnemos los algoritmos que gencran a partir de IUl limo[ dc expansión un 

circuito hamihoniano . el primero de ellos es el de duplicación el cllal entrega un circuito 

hami[(Qniano cuyo costo es a [o más el dob[e del CQsto optimo y ehristofidcs e[ cual se basa 
en algún a[goriullo de construcción del amo[ ya sea prim o kmsca[ y le pennite tambien 

encontrar un circuito hamiltoniano cuyo costo esta alejado en 3/2 del optimo. Figllra 13. 

Figurn 13. PeStaña que muestra los algoritmos para construir álbol/:!; 

La s iguie'nte pestaña se incluyen [os algoritmos de inserción, son IxisicamcllIe cuat ro. 

inserción más cercana. mas a lejada. inserción aleatoria e inserción lmis barata. e>lda lUlO de 

ellos despliega una posibilidad de constmir un circui to hamihoniano de acuerdo a un 

criterio de inserción. Figura 14. 



Anexo 1: TSP LAS 

--
Ikspué!¡ tenemos los de casco convexo. qu<: construyen un circuito hamiltonian<) CQ n bas~ 

en la cstmctnra geométrica de casco conve:-;o. e l cll.:l l consistc primero cn 13 constmcción 

del casco COll\'~:-;O e ir IImllando de Ull.:l m.:lnera itcmtiva hast.:l tener el circuito 

hamiltoniano. 

Figum 15. 1conodd alc\oritmo de casco conve.~o. 
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y por ultimo tenemos los algoritmos basados en ahorros en los cuales se parte de la idea 

construir circuitos hamiltonianos a partir de sub-circuitos. Figura 16. 

Figura 16. Icono del algoritmo de ahorros. 

La Pestaña mejora. 

Tenemos la posibilidad de buscar y encontrar cruces en el 
circuito hamiltoniano obtenido en el paso anterior, el 

algoritmo actúa en un tiempo polinomial y 10 que hace es 

detectar cruces mas no te dice que punto de intersección 

tiene, este busca cruces de tal forma que el segmento se 

parametriza y se comparan todos contra todos y si el 
determinante en cualquier par de los segmentos es 

diferente de cero indica que si hay posibilidad de cruce y 
si los parámetros s y t son diferentes de cero, quiere decir 

que los segmentos se están intersectando. Figura 17 

BúsQUeda de Cr""es 

20PT 

VC.20 pt 

20 pt Me;:u 

Figura 17. Pestaña de algoritmos de Mejora. 

¿Y '42~ 
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Toda e~la infonnación se agrega al reporte que se genera en la peSlaíla log 

RFO 

Figura 18. 13ot6n algoritmo bo.= C1IJ(:eS con tres criter<>s 

En el botón FIFO (fí rst in li rst out), es decir. como ya tengo detectados los segmentos 11ue 
se está" intersecando, de esa lista de segmentos se lom:Ul los dos primeros y se descruzan. 

después de manera aleatoria Q de manera priori;..:ada. l)cscnLza pares de listas c!"\l:!adas. 

Este algoritmo lo que hace es priorizar quc segmenlo vas a dcsc!"\lzar, en este caso el 

segmento que se toma primero es aquel cuya longitud sea d mas largo d.::: todos. d.::: toda la 

liSIa de segnK'lltos que se cruzan arrojado por busca C!"\lees me lomo el que tenga mayor 

longitud y lo d~'ScnLzo. 

Despnés la técnica de 20pt ejecuta d algoritmo sin tomar en cuenta la lista qm: se gellera 

de pan:s de aristas que se intcrsecan. 

10Pl: 

VC+20~ 

lte.'~: 

Figun!. 19. Botón a lgoritmo 2..()p1 

Intercambia los pares de aristas de manera 

cxlmustiva encontrando el par que arroje la 

mejor soHción. L~ ventana o campo me 
pemlile indicar cuantas i¡eraciones quieres . De 

manera experimental se puede obser ... ar el 

numero de itcraciones que se requieren para 

alcanzar un circuito libre de cruces. 
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lkspu¡';s tcncmos utro botón que ejccuta cl :llguritmo dc mcjura propuesto, baS:ldo Cn el 

:l lgori tmo anterior. cn este CMO 20pt Mejora lo quc hace cs tomar lUla lista previa. <.:S decir 

le quitamos la miopia y imicam,;,ntc inIC rcambia los pares d,;, segmemos de l:1 li sta L. 

Flgum 20. B<!t a g<lftlmO l-Op! Mejora 

La pestllña optimizlIdon's 

Se re fi ere al conjumo de algoritmos que pcnnitirán idcmificar el casco convc¡,:o de 

cualquier instancia una I'CZ que se ha ejecUlado algun algoritmo de eonstnlcción. Es dec ir, 

puedes generar un casco convexo, ligura 21 o bien <¡uadtrees scgim el subconjunto de 

c iudades I\nc requieras. 

El casco convexo garantiza que el arca fonnada por estos puntos es un árc:I míninta y que 

los pumos e.\1rcmos son los pumos frontera. Todos los demás pumos están contenidos en 

esta envoll'ente convexa . 

. _-
Figura 22. Botan qu<: genera W"l casco C<)I!ve.~" F,&U!1I 23. BOIOn que g ..... ra qWldlfee~ 

El icono de gcncr:l.r qU:ldlrCCS, cl cuallc pemlilc ejecular una eslmClura geométrica que es 

una part ic ión recursiva del plano alineados a los ejes ¡,:,y y te penuite h3C~'r Una part ición 

rceur.¡ i\'a con cl",ullcro de c iudadl'"!; quc tu puedes elcgir medi ante el umbral. este umbral 

';'$ el nlmh!ro de eiudad,;,s qU.:l qui,;,res qu,;, qued,;,n rnc:lsill adas';'l1 un cuadro y es pr,;,vio al 

gcncra quadt recs. 
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:.1 

.. 

... 

FigllJ'l! 24. Ilustración <le essco CQOvexo. 

""=-----,----
'" 

.. ··1 

... 

FigllJ'l! 25. Ilustnlci6n de: Quadtr= 
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""F==-----------.---

1D~ 
t--t t ~ t t-J >--. .. , ti'" ,.,."""-. .. ,.--"" .. " 

Figlrll 26. ú eneración de Tour 

Para qUi! puedas ejecutar g<,nera quadlre<,s prcviam ... nte se puede seleccionar el numero de 
ciudades encasilladas por un cuadro. este umbral va dcsd~ una cuidad agOlpada hasta n 
ciudades, donde n cs el nlimero de ciudades agregadas de la instancia. en este caso 
podemos ponerle IUl3 ejecución de 5 ciudades y elllonces en ead.1 cuadro puede haber 

desde ulla, dos , tres , cuatro, hasta 5 ciudades. 

J)¡,spués al dar el ie ell el 001011 couSlmye toum , lo que hace es ccm . .,1ruir los tour"S eulri! ese 
numero de eiudades_ Figura 26. 

Una "ez que ejccutarnos el optimizador (1IIadtr~'"es se despliega de manera paralela una 
peslaña llamada reporte, este gu.1rda infom13eiÓll de cada uno de los cuadnmles, Una 
part ición que indica como estan contenid:lS y relacionadas las ciudades, de acm:rdo con el 
optimizador. Figura 27 

,sp ..... 

Figura 27. 1conode l«porte 



Ane)(o 1: TSP LAB 

Podemos dar die en cada lUlO de los signos mas (+) para que despliegue las ciudades 

contenidas en cada lUlO de los cuadrantes. Despliega la información de los cuadrantes y su 
tour, del lado derecho esta para expandir o contraer el árbol, o ir paso a paso, si nos 
colocamos sobre una ciudad la identifica mencionando nombre, sus coordenadas x y" y si 
esta palomeada pertenece al casco convexo. Figura 28. 

El a , 
11 0.1 

B 11 0.2 

@ Te...-: 7.1 55.50 

@I 
@ C3 

@ C (3 

@ C27 

@ C1 9 

@ C37 

@ C6 

@ C)J 

@ C17 

B 11 0. 3 

8 11 0.31 

@ Te...-: 3.00C~; 

@ C: 2( 

CorIroeÁrbol 

Ic...dadl 

Coorden.>da X 

Coorden.>da Y 

Cosco C(moxo ¡;¡ 

f'Iono Ilepale ,------------------------' 

Figura 28. Reporte arrojado por el algoritmo quadtree 

La pestafía log 

Toda la ejecución de los algoritmos se guarda forma de resumen en lUla pantalla llamada 
log. Te permite ver todos los procedimientos que han sido ejecutados desde el nombre de 
la instancia y hasta el nombre del algoritmo ejecutado. El tour generado con todos los 
números de ciudades o ya sea con los dos algoritmo de construcción o el mejorado; y tienes 
la posibilidad de borrar ese historial porque amacena toda la sesión de ejecución de todas 
las instancias del programa hasta que se cierra. Figura 29 

¿y'47 :G 
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1I 

La pestaña mal'ros 

Lo I\UC le pennite hacer las macros es lrabajar de manera s imultanea los diferentes 

a lgoritmos, con una ins lancia o diferentes instancias, de lal manera que en la mac ro I lienes 
la posibilidad de seleccionar un archivo d.lndo de en e l botón " archi\'oTSL" el clml 

mandara llamar e l archivo dond~ sc encuentra localizadas las instancias quc son las 

previamente diseñadas o que tu mismo las has generadQ. Seleccionando la instancia con la 
que quieras trabajar. Figuras 29 y 30. 

j "-
FigU/'ll 29Jcono de Macros 

En los algoritmos de ~xmstmcción ti ene un nK~lil colgante «lIC \ic",,, di fere nte!; opcione~, 

puede ser vecino más ccn:ano, duplicación, kri stofides, ahorros o alg(m algoritmo de 

insere iÓn. En el campo del lado derecho ti enes la posihilidad de poner e l número de 

iteraciones que quicl\:s que corra. 
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Macro 4 

SeleccO:Jel<1 Arctivo Arctivo TSL 1 rl------

Coostrucrnn I ::::¡ r 
He;.:.o: el --------=O::::¡ r 

Optrrizooh I ::::¡ r 
T oO:ot~ 

Figura 30.v edana con campos para seleccionar diversos algoritmos para ejecutarse en un solo tiempo 

Tenemos otro menú colgante donde se incluyen las técnicas de mejora que son 2 OPT o 
2 OPTMejorada y también tiene el campo para el número de iteraciones deseadas. Figura 
30. 

loI ...,ro4 

SeIecciono unArchvo: ArchvoTsl ll'------

Coostrucción: el :;;;::;;;;:::==~3~" 1oI<i«a: ~ ::::¡ ¡¡-
OptOnizodor: ¿:==,,'" ¡¡-

T oO:aI: Cr""",: Priorizodo 
Crur=: 20PT 
Croces: 20PT 101 

Figura 30. Ejemplo de menú colgante. 

También podemos correrlo con lUl optimizador de Quad Trees o casco convexo y también 
tenemos el campo para indicar el número de veces que deseamos corra este algoritmo. 

Finalmente, una vez llenados todos los campos podemos poner el número total de 
iteraciones en que se resuelve, es decir una vez llenado los campo de la macro lUlO, 

podemos utilizar más macros cambiando de instancia y cambiando de algoritmos de 
construcción, mejora u optimizador y así en cada lUla hasta 5 posibilidades. Puedes 
entonces correr la misma instancia con diferente macro o bien puedes correr diferentes 
instancias con diferentes algoritmos, para correr los algoritmos se oprime el botón ejecutar. 
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