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Resumen

En este trabajo se encuentra una solucién analitica a la ecuacion de Schrédinger depen-
diente del tiempo para dos particulas idénticas que decaen. También se han desarrollado las
correspondientes expresiones asintoticas de la soluciéon, mismas que valen para tiempos largos
comparados con la vida media del sistema. Se demuestra, para sistemas de dos cuerpos que
decaen sujetos a potenciales de alcance finito, que el régimen de decaimiento exponencial
de las probabilidades de supervivencia y no-escape para estados iniciales simétricos (facto-
rizados y enredados) y antisimétricos es dominado por ciertas combinaciones de la suma de
los anchos de las resonancias y que para tiempos grandes dichas cantidades siguen la ley de
potencia inversa t~% en el caso de estados simétricos y la ley de potencia inversa t1° para
estados antisimétricos. Los hallazgos antes mencionados y una comparaciéon con el caso co-
rrespondiente de una particula se hacen para el modelo de potencial § en onda s. Asimismo,
se explora la extension de los resultados anteriores al caso general de N cuerpos obteniendo

expresiones exactas y aproximadas de las probabilidades de supervivencia y no-escape.



Abstract

In this work an analytic solution of the time-dependent Schrédinger equation for a two-
particle decaying system is given; the corresponding asymptotic expressions of the solution
are given as well, which are found to hold for long times compared to the lifetime of the
system. It is shown, for decaying two-body systems subject to a finite-range potential, that
the exponential decay regime of the survival and non-escape probabilities for initial symmetric
(factorized and entangled) and antisymmetric states is dominated by certain combinations
of the sum of the widths of such resonances and that for long times these probabilities follow
the inverse power law ¢t~¢ in the symmetric case and the t° law in the antisymmetric case;
the aforementioned findings and a comparison with the single-particle case are made for the
s-wave 0-shell model. It is explored as well the extension of the former results to the general
N body case obtaining both exact and approximate expressions of the survival and nonescape

probabilities.
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Capitulo 1

Introduccion

El decaimiento es uno de los temas mas antiguos de la teoria cuantica. Este término se
refiere al escape por tunelaje de particulas de una cierta region. Mientras que la teoria de
perturbaciones ha sido tradicionalmente usada para estudiar ejemplos de decaimiento [1], a
lo largo de los afios se ha desarrollado un enfoque del decaimiento cuantico que involucra un
desarrollo resonante utilizando el hamiltoniano completo H del sistema [2]. En este trabajo
se aborda el problema del decaimiento de sistemas de 2 particulas sin interacciéon a partir del
formalismo de estados resonantes.

Uno de los primeros problemas en los que la Mecanica Cuantica fue aplicada exitosamente
fue el estudio del decaimiento «. Independientemente Gamow [3], 4] y Gurney y Condon
[5, 6] estudiaron este problema encontrando que las particulas siguen una tasa de decaimiento
exponencial como funciéon del tiempo; la contribucion de Gamow fue la de resolver la ecuacion
de eigenvalores de Schrédinger con un potencial efectivo de barrera de alcance finito y, ademas,
imponer condiciones de frontera de onda saliente, lo cual tiene como consecuencia que los
eigenvalores de la energia resulten complejos y que los estados decaigan exponencialmente
respecto al tiempo y que resulten divergentes como funcién de la distancia al potencial; esta
ultima caracteristica los mantuvo relegados como herramientas de calculo por mucho tiempo
[7]. Este enfoque condujo a Gamow a considerar la parte imaginaria de la energia como
una medida del ancho del estado por decaer, lo que da una escala de tiempo natural para
el decaimiento. El trabajo de Gamow dio entonces sustento a trabajo experimental previo
reportando una tasa de decaimiento exponencial |8, 9] [10].

La ley del decaimiento exponencial se ha observado en contextos ajenos a la fisica nuclear
y la radiactividad. Otros ejemplos los constituyen la atenuacion de la radiacion en la materia
(ley de Lambert-Beer), la ley del enfriamiento de Newton y la descarga de un capacitor debida
a una resistencia, lo cual puede hacer suponer que la ley del decaimiento exponencial es una

ley general sin excepciones. Sin embargo, el trabajo pionero de Khalfin permitio establecer la



incompatibilidad del decaimiento puramente exponencial con la Mecéanica Cuantica [111, 12]
13]. En el trabajo tedrico subsecuente se encuentra la consideracion de un modelo de potencial
0 en el que el decaimiento se manifiesta a través del tunelaje por una barrera de potencial
[14]; en este trabajo se mostro explicitamente la desviacion al decaimiento exponencial a
tiempos cortos y largos respecto a la vida media del sistema. Continuando con el trabajo
teorico mencionado Garcia Calderéon aplicod el formalismo de los estados resonantes a un
problema de decaimiento en 3 dimensiones de una onda s sujeta a un potencial § encontrando

3/2 en el propagador de una particula [15].

explicitamente un término de potencia inversa ¢~
Tiempo después se han encontrado experimentalmente desviaciones a la ley del decaimiento
exponencial a tiempos muy cortos y muy largos comparados con la vida media del sistema
[16, I7]. A tiempos largos se han encontrado varias leyes de potencia inversa que describen
distintos sistemas.

Existe otro tipo de desviacion al decaimiento exponencial, el efecto Zeno cuantico, que es la
inhibiciéon de transiciones entre estados cuénticos debida a mediciones frecuentes del estado.
Dicha inhibicién surge porque las mediciones evitan que la funcién de onda evolucione como
lo harfa segin la ecuaciéon de movimiento, y si el intervalo de tiempo entre mediciones es
suficientemente corto la funciéon de onda permanece en el estado inicial [I8]. En contraste con
esto, existe el efecto anti-Zeno, en el que mediciones frecuentes de un sistema pueden hacer
que éste decaiga méas rapidamente [19].

Ademés de la funcion de onda misma, dos cantidades de interés son las probabilidades
de supervivencia S(t) y de no-escape P(t). La primera se define como la probabilidad de
que la particula que decae permanezca en su estado original al evolucionar en el tiempo y
la segunda se define como la probabilidad de que la particula que decae permanezca dentro
del area observada. En el caso de 1 particula en onda s que decae sujeta a un potencial &
se ha establecido, utilizando el formalismo de estados resonantes, que S(t) y P(t) poseen
ambos un régimen no exponencial proporcional a t~3; los resultados de este enfoque han
sido comparados con resultados obtenidos directamente por integraciéon numérica y se ha
demostrado coincidencia entre ambos métodos [20)].

El comportamiento de escape de particulas idénticas también ha captado interés en anos
recientes. Mientras que se ha establecido una relacion entre sistemas cadticos y las leyes de
potencia inversa a tiempos grandes en el decaimiento [2I], también se ha establecido que el
Principio de Exclusion de Pauli tiene consecuencias sobre la ley particular de decaimiento
obedecida en la evoluciéon de particulas idénticas que decaen confinadas inicialmente en una
region y que después pueden evolucionar libremente [22]. En particular, se ha establecido que
S(t) posee, en el caso libre, un comportamiento de potencia inversa proporcional a t~5 para

estados iniciales simétricos (que corresponden unicamente a la parte espacial de la funcion



de onda, de donde no necesariamente ello implica que correspondan a bosones) y una ley

t~19 para estados iniciales antisimétricos. El enfoque utilizado

de potencia proporcional a
corresponde a usar el propagador de particula libre de linea completa (—oo < x < 00) para
obtener el propagador de la semilinea (0 < x < c0) y, utilizando un desarrollo asintético para
tiempos largos, se obtuvo el término dominante de potencia inversa en la ley de decaimiento.

El decaimiento de un gas de Tonks-Girardeu de pocos cuerpos también ha sido estudiado
antes con la intenciéon de obtener resultados analiticos que puedan compararse con el expe-
rimento. El tratamiento utilizado en esos estudios involucré una integracion sobre todas las
coordenadas de las particulas salvo una y la ley de potencia obtenida en este estudio es pro-
porcional a t~3 [23]. Sin embargo, el enfoque seguido aqui considera a ambas probabilidades,
de supervivencia y de no escape, como verdaderas observables de muchas particulas y como
tales las integraciones correspondientes se realizaran todas en un solo paso.

En este trabajo la representacion del propagador de un sistema de 2 particulas se escribe
como una suma sobre los estados resonantes (de una particula) del sistema; esta suma también
comprende la evaluacion de la funciéon de Moshinsky M en los polos complejos del sistema,
y ademas es tal que permite inmediatamente la integraciéon para obtener la funciéon de onda
que decae de un sistema de dos particulas, que queda descrita como una suma sobre los
polos resonantes del sistema. En dicha suma se pueden separar explicitamente los términos
exponenciales de aquellos no exponenciales debido a las propiedades de la funcion M. Cabe
senialar que la expresion obtenida para el propagador es valida para cualquier potencial de
alcance finito que afecte a ambas particulas. Si se impone, ademés, las condicion de que
ambas particulas sean idénticas, lo cual conlleva la simetria o antisimetria de la funcién de
onda, entonces se obtienen en general leyes de potencia inversas distintas a las seguidas por
el decaimiento de una particula.

Para facilitar el estudio de dichas leyes de potencia en lugar de usar el desarrollo exacto
para el propagador de dos particulas puede utilizarse, alternativamente, el método del punto
silla [24], el cual provee de expresiones asintoticas para el propagador de un cuerpo que
pueden ser combinadas para dar explicitamente el comportamiento asintotico correcto del
propagador de dos cuerpos y, mediante integraciones, de la funcién de onda y de S(t) y P(t).
Los resultados de ambos enfoquen coinciden, lo cual brinda una prueba de consistencia del
presente estudio.

Este trabajo se encuentra organizado como sigue. En el Capitulo 2 se hace una revision
del formalismo de estados resonantes y del problema del decaimiento de una particula. En el
Capitulo[3lse expone el problema de la particula que evoluciona desde un estado inicial sujeta
a un potencial §. En el Capitulo Ml se presenta la extension del formalismo para sistemas de

2 particulas idénticas, asi como las correspondientes expresiones para el propagador de dos



particulas. En el Capitulo [l se desarrolla el ejemplo de dos particulas idénticas sujetas ambas
a un potencial ¢, asi como también se lleva a cabo el calculo de S(¢) y P(t). Finalmente, en
el Capitulo [0] se exponen las conclusiones y posibles caminos para continuar con el presente

trabajo.



Capitulo 2

Estados resonantes y decaimiento

2.1. Formulacién del problema del decaimiento

Considérese una particula confinada en ¢ = 0 a lo largo de la regién interna de un potencial

esféricamente simétrico de alcance finito, es decir, un potencial tal que V(r) = 0 para r > a.

V(r)@

VARV vAan

Figura 2.1: Formulaciéon del problema del decaimiento de una particula sobre la que actiia un potencial de

alcance finito arbitrario.

Por simplicidad consideraremos 7 = 2m = 1, eleccién a veces denominada “de unidades
naturales”. La funcién de onda W(r,t) a tiempos posteriores esta dada por el propagador

g(r,r’ t) como
\Il(r,t):/g(r,r/,t)\P(r’,O)dr’. (2.1.1)
0



Entonces, para conocer la evoluciéon temporal de un sistema basta conocer su propagador
g(r,7’,t). Utilizando unidades naturales, la funciéon de Green retardada g(r,r’,t) del problema
puede escribirse como [2]

l

g(r,r' t) = /G+(r, ' k)e ™tk dk, (2.1.2)

27TC

donde el contorno hiperbolico C se sefiala en la FiguraP2y G (r, 77, k) es la funcion de Green

de onda saliente. En el caso de un potencial de alcance finito G (r, 7/, k) puede extenderse

»
L

Re k

Figura 2.2: Contorno de integracion de la Ec. (Z12).

analiticamente al plano complejo k, donde posee una cantidad infinita de polos distribuida en
una forma conocida [25, 26]: los polos que representan estados ligados del sistema se localizan
sobre la parte positiva del eje imaginario; los estados antiligados estan sobre la parte negativa
del eje imaginario y en la mitad inferior del plano complejo, distribuidos simétricamente
respecto al eje imaginario debido a la invariancia ante inversion temporal, se encuentran los
polos resonantes del sistema [27]. Para clarificar el significado de estas afirmaciones haremos

una digresion sobre los estados resonantes.

2.2. Estados resonantes

En la teoria de la dispersion cuantica es comun considerar una onda plana viajando en la
direcciéon z y que encuentra un potencial dispersor que produce una onda esférica saliente.

A grandes distancias del potencial dispersor la solucién de la ecuaciéon de Schrédinger puede

6



escribirse como ,
ikr

Wo(r,0) ~ A (e’“ + 1(8)° ) (2.2.1)

r

De esta situacion fisica se sigue el resultado del calculo de la seccion diferencial de interaccion
como |f(#)|?. Uno de los métodos mas importantes para el célculo de esta cantidad es el
analisis en ondas parciales, que revisamos brevemente a continuacion.

Las soluciones de la ecuacién de Schrédinger para un potencial esféricamente simétrico

pueden escribirse de forma separable como

Y(r,0,9) = R(r)Yin(0, ¢), (2.2.2)

donde (r,6, ¢) representan las coordenadas esféricas usuales. Las funciones Y}, (0, ¢) son los

armonicos esféricos y las funciones R(r), a través de v(r) = rR(r), satisfacen la ecuacion

d? (l+1
r+(+)

r2

v(r) = Eu(r) (2.2.3)
Las funciones v(r) satisfacen la condicion de frontera
v(r=0) =0. (2.2.4)

En lo que sigue consideraremos tnicamente onda s, es decir, supondremos [ = 0.

El origen de los estados resonantes puede rastrearse en la solucién presentada por Gamow
del problema del decaimiento o de los nucleos atémicos [3] 28]. Para obtener estos estados
se impone sobre la ecuaciéon de Schrodinger la condicion de frontera de onda saliente, es
decir, que la soluciéon no posea componentes entrantes a grandes distancias del potencial
considerado, o bien, que solamente posea componentes salientes.

En este trabajo se consideran tinicamente potenciales de alcance finito, es decir, tales que
V(r) = 0 si r > a. Ademaés, adoptaremos la notacion de sefialar a los estados resonantes
como 1u.

De la ecuacion ([2.2.3), reescrita para onda s como

d2
— —u(r) + V(r)u(r) = Eu(r), (2.2.5)
dr?
observamos que tiene como solucién en la region fuera del alcance del potencial

u(r) = Ce ™ 4 De'*r. (2.2.6)

Si se impone la condiciéon de frontera de onda saliente, es decir, que C' = 0, los eigenvalores
del problema resultan complejos [29]. Los valores de k para los que u es una solucion de la

ecuacion de Schrodinger que consta puramente de ondas salientes se denotaran por k, (o



E, para la respectiva energia compleja) y sus respectivas eigenfunciones por u,. Entonces,

considerando k, compleja la solucion en la region exterior al potencial es
U, (1) = Dye™". (2.2.7)
Asi, la condicion de frontera de onda saliente en el caso tridimensional puede escribirse como

iun(r) = itkyun(a™) (2.2.8)

dr r=a—

Entonces, los estados resonantes son soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger sujetas a
condiciones de frontera de onda saliente y que por ello tienen asociados valores complejos de
la energia. Debido a que los potenciales que consideraremos son reales y a consideraciones
de simetria ante inversion temporal [25], los polos se encuentran distribuidos simétricamente
respecto al eje imaginario del plano k. En general, los polos se encontraran sobre la parte
positiva del eje imaginario (estados ligados), sobre la parte negativa de dicho eje (estados

antiligados) y en el tercer y cuarto cuadrante (resonancias). Entonces podemos escribir

kn = an—iby (2.2.9)
E, = e, — =T, (2.2.10)

De E, = k? se deducen las relaciones

€n = a’—b? (2.2.11)
T, = dayb,. (2.2.12)

Una solucién general de la ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo es

W, (r, 1) =y (r)e Bt =y, (r)e "rte 2l (2.2.13)

segliin el método de separacion de variables, de donde se ve que la densidad de probabilidad

p del estado resonante decae exponencialmente con el tiempo:
pn(r,t) = [ U, (r, ) = |un(r)Pe” " (2.2.14)

Entonces, en el modelo considerado por Gamow, los estados resonantes decaen exponencial-

mente como funcién del tiempo con una vida media

n:_7 2215
e (2:2.15)



a diferencia de los estados estacionarios, que no exhiben esta propiedad.

En un problema de decaimiento, 7,, brinda una escala del tiempo en que la particula se
queda atrapada en el sistema.

Asintéticamente, la forma de la funcion de onda a grandes distancias del potencial (r > a)

€S

U, (r,t) = u,(r)e” Pt = D, exp [i (a,r — €,t)] ebrremalnt, (2.2.16)

El primer factor en (2.216]) representa una onda saliente asociada a un estado de energia
positiva (cuando k, es una resonancia propia). El hecho de que Im(k,) < 0 implica que, a
grandes distancias, la amplitud del estado resonante aumenta exponencialmente lo cual se
interpreta como que a mayores distancias estan presentes particulas emitidas anteriormente
por una fuente; por esta razon las reglas de normalizacion, ortogonalidad y completitud de
las eigenfunciones comunes no aplican, lo que le valié a los estados resonantes que fueran
descartados por mucho tiempo como herramientas de calculo [7].

Por otro lado, en el caso de una resonancia aislada, es decir, tal que

[y < |ent1 — €nls (2.2.17)
la amplitud de transmision del problema independiente del tiempo adopta aproximadamente
la llamada forma lorentziana o de Breit-Wigner

r,/2
E—e¢,+1il,/2

tE) ~ (2.2.18)

de donde
(Tn/2)?
(E - En)Q + (Fn/2)2

y, por ello, el estado resonante no corresponde a una energia definida sino a una distribucion

[t(E)|? ~ (2.2.19)

de energias centrada en ¢, y de ancho I',, a la semialtura de la misma.
Otra propiedad importante de los estados resonantes se obtiene escribiendo la ecuacion de

eigenvalores para u, y multiplicaAndola por w)

w () [—%un(r) + V(r)un(r)] = BE,|un(r)]? (2.2.20)

y, simétricamente, multiplicando la ecuaciéon de eigenvalores que satisface u; por w,

2

Un (1) {—%UZ(T) + V(T’)UZ(T)] = E¥|u,(r)]?. (2.2.21)



Restando (2.2.21]) de (Z2.20)), integrando de 0 a a y usando las condiciones de frontera (2.2.4])

y [22Z8)), procedimiento conocido como férmula de Green, se deduce que

Fn/ |, (7))? dr = 2a,|u, (a) . (2.2.22)
0

Esta relacion es interesante ya que vincula el ancho de un estado n con el valor de u,, en el

punto en que deja de actuar el potencial V.

2.3. Funciéon de Green de onda saliente

La funcion de Green de la ecuacién de Schrodinger con condiciones de onda saliente
GT(r,7', k) es un medio tedrico que proporciona una manera conveniente de ligar los estados
resonantes con procesos fisicos de interés pues posee propiedades analiticas que son de utilidad
en el estudio de los problemas de dispersion y decaimiento [2]. La funcién de Green de onda
saliente es un propagador definido como la transformada de Laplace de la funcién de Green
retardada g(r,¢;77,0)

G+(T,r',s):/ e Sg(r,t;r',0)dt (2.3.1)
0

donde g(r,t;77,0) representa la funcién de Green retardada del sistema.

Por otro lado, es posible mostrar que G*(r,7’, k) satisface la ecuacion diferencial

2
(512 + [k - U(T)]) G (1’ k) =o(r —1') (2.3.2)
y la condicién de onda saliente
agGJr(T r' k) = ikG"(a,r' k). (2.3.3)
r r=a~

Es entonces posible escribir una representacion de la funcion de Green retardada g(r, ', t)
al completar el contorno C de la forma que se indica en la Figura 2.3l Las contribuciones a
la integral debidas a los arcos de circulo Cg se anulan en el limite R — oo, mientras que las
contribuciones debidas a los polos ubicados en el cuarto cuadrante del plano complejo & se
evalian mediante el teorema del residuo.

Entonces, la funcion de Green retardada g(r,r’,t) puede escribirse como

(r,r',t) Zub Puy(r')e ™ t—I—Z Uy (7)uy(T _’k2t+2ﬂ/G+(r, ke * 1k dk, (2.3.4)

La primera suma se toma sobre los posibles estados ligados del sistema y la segunda sobre

aquellos polos resonantes encerrados por la trayectoria de integracion de la Fig. 223l Esta
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Figura 2.3: Una forma de completar la trayectoria de integracion de la Ec. (Z12).

representacion exacta para el propagador permite separar las contribuciones exponenciales
a la evolucion del sistema de las no exponenciales, contenidas esencialmente en la integral
de la ecuacion anterior. Para continuar evaluando la expresion anterior es posible presentar
un desarrollo exacto sustentado en los polos del sistema, que permite escribir series con la
evolucion temporal correcta para todo tiempo. Para ello se utiliza el siguiente desarrollo para

la funcién de Green de onda saliente [2]

e}

GHrr' k)= ) % (r,”) <a (2.3.5)

n=—o00
donde el indice de la suma significa que ésta se toma sobre el conjunto completo de los
polos del sistema. La notaciéon (r,7’)! significa que el punto r = r’ = @ ha sido excluido
del desarrollo senalado arriba. Esta expresion converge para cuando ambas variables estan
dentro del alcance del potencial, incluso cuando una de ellas es a, pero diverge si r =1’ = a.
La formula anterior conduce a una representacion de la funcion de Green retardada g(r,r’,t)
en términos de estados resonantes y funciones de Moshinsky M [30], de las cuales se puede
obtener el comportamiento asintético correcto; otro camino para analizar el comportamiento
a tiempos grandes es el método del punto silla, que se describird mas adelante.
Sustituyendo (Z3.5]) en la ecuacion diferencial que satisface G*(r, 7', k) y sumando y res-

tando k2u,(r) obtenemos

Z b _l;knun(r)un(r’) =do(r—1"). (2.3.6)

n=—oo
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A partir de aqui se deducen las reglas de suma

o0

> tn(r)un(r’) - _ -, (2.3.7)

Z ko, (r)un(r') = 0 (2.3.8)

% Uun(r)un(r') = o(r—1"). (2.3.9)

Utilizando la identidad algebraica

! _ L1 (2.3.10)
2k, (k —k,) 2k \k—k, kK, o

odemos escribir G (r, 7', k) como
p ) b

Gt (r,r' k) ik _Z ”](;)_ul’;irl). (2.3.11)

Entonces, el término integral en la Ec. (2.3.4]) puede escribirse como

o i e—ik2t
Z U (T)un (1) <_%/c - dk;) : (2.3.12)

n=—oo

Esta informacion puede expresarse en términos de la funcion M [I5] evaluada en © =0, k,, y
t:

2

1 e 1 -
Mk, t) = —— | - du = =¥ erfey, 2.3.13
( ) 27 Je, 1Y — U e ey ( )
con g, = — exp(—im/4)k,t'/?. Notamos la simetria propiedad de simetria obedecida por M:
Mk, t) = et — M(—ky, 1), (2.3.14)

la cual permite escribir el propagador g(r,7’,t) en forma compacta

[e.9]

g(rr' 1) = > un(r)un(r') Mk, t). (2.3.15)

n=—oo
2.4. Normalizacion de los estados resonantes

Con el fin de que este trabajo sea autocontenido, en esta seccién se expone la deducciéon
del comportamiento de la funcién de Green de onda saliente G*(r, 7', k) cerca de sus polos
complejos para deducir el valor del residuo de dicha funcién, lo cual permite proponer un

criterio de normalizacion de w,, [2].

12



En una vecindad de sus polos k,, la funciéon de Green puede escribirse como

Co(r, 1)
k—ky,
donde x es regular en k,. Esto permite reescribir (2.3.2)) como

G (r,r' k) = + x(r, v k), (2.4.1)

? —1kn (aa_; + [k - U(r)]) C, + (5—:2 + [k — U(r)]) X =6(r—r"). (2.4.2)

Multiplicando (2:42) por (k — k,) y haciendo k — k,, se deduce

( > + [k? — U(T)]) Co(r,r' k) = 0. (2.4.3)

o

Ahora, a (242) se le suma y resta k2C,(r,r’, k)/(k — k,), lo cual implica que

A (- ven 1 - ) e

(3 + 1 = VO X' ) = 8 = 1) (24

Por (2Z4.3]), [2:4.4) se simplifica a

k2—k20n+ (8_2+[lg2—U(r)])X=5(7"_7",)7

k—k, 0x?
de donde
o2
(k+ k,)Cpn + (ﬁ + [k — U(r)]) X =4a(r—1"). (2.4.5)

Haciendo k£ — k,, se encuentra la condicién

2
or?

Las condiciones de frontera que satisface Gt se pueden reescribir en términos de C,,(r, ', k)

2k, Cp(r,7") + < + [k2 — U(T)]) x(r, v’ k) = o(r —1'). (2.4.6)

y x(r, 7", k,) como

o)
™ ’ = i ’ 2.4.
o Cy(r, 1) o ikCy(a,r") (2.4.7)
a / - / . /
Ex(r, k)| = ikx(a, 1" k) +iCh(a, ). (2.4.8)
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Asi, u, y C, satisfacen la misma ecuacion diferencial en r y las mismas condiciones de
frontera, por lo que estas funciones deben diferir a lo mas por un factor que no depende de

r, es decir, la dependencia en ' de C,, puede ser factorizada.

Co(r, ") = un(r) P (r). (2.4.9)

Es posible obtener una expresion para P, (r') en términos de u,(r") usando (24.0]) y (Z4.8).

El resultado es

1 Un (1)
P(r') = a - : (2.4.10)
2kn [y uZ(p)dp + g-ui(a)
Finalmente,
1 /
Coulr,r ki) = tn ()t (1) (2.4.11)

2k [yuZ(p) dp+ 5ul(a)’
Para simplificar la expresion del residuo de la funciéon de Green la expresion anterior

sugiere usar la convenciéon de normalizacion

Lui(a) +/ uZ(p)dp = 1, (2.4.12)
o, ;

con lo que el residuo C,(r,7’, k,) de la funcién de Green se expresa simplemente como

un(r)un (7’/) .

Cn<T7 T/akn) = ok

(2.4.13)

2.5. Soluciéon exacta del problema de un cuerpo

Del conocimiento del propagador g(r,7’,t) es inmediato calcular la funcién de onda y las

probabilidades de supervivencia y de no-escape. Dado un estado inicial W(r,0) y usando las

Ecs. 211) y (23.15) es inmediato obtener

U(rt) = i Contin (r) M (K, ), (2.5.1)
donde "
Cm :/ U (1)U (7, 0) dr. (2.5.2)

La amplitud de supervivencia A(t) de una particula se define como

A(t) = /0 W (r, 0) U (r, ) dr. (2.5.3)
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A partir de ella se define la probabilidad de supervivencia S(t) como
S(t) = [AW)P, (2.5.4)

mientras que la probabilidad de no-escape P(t) de una particula confinada a una region se

define como . .
P(t):/ \If*(r,t)\ll(r,t)dr:/ T (r, )2 dr (25.5)
0 0

Las integraciones se llevan a cabo en la regién sobre la que actia el potencial considerado;
en este trabajo nos limitaremos a considerar potenciales de alcance finito. De las ultimas dos
definiciones y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce que S(t) < P(t).

Entonces, de las definiciones anteriores, la amplitud de supervivencia esta dada por

Aty = Y CoulCrnM (k. t), (2.5.6)
con .
Cp = / U (1) W™ (r, 0) dr, (2.5.7)
0
mientras que la probabilidad de no escape esta dada por
P(t)= > CouCplpnM (kp, t)M* (ky,t), (2.5.8)
donde .
Ln :/ U (7)uy, (1) dr. (2.5.9)
0

Por lo tanto, la amplitud de supervivencia para la evoluciéon temporal del decaimiento se
puede escribir como una suma infinita de términos que involucran estados resonantes y los
correspondientes eigenvalores k,. La soluciéon también involucra el calculo de funciones de
Moshinsky M evaluadas al tiempo ¢t y en los polos complejos del problema; las funciones
M no dependen de la posiciéon en que estd evaluada la solucion. El analisis de los limites
asintoticos de esta soluciéon permite estudiar la contribucién no-exponencial a la solucién
del problema. Vale la pena notar que S(t) y P(t) han sido evaluadas analiticamente, sin
aproximaciones: las integraciones quedan contenidas implicitamente en C,, y en I,,,. La
funcion de onda y las cantidades asociadas a ella son una serie de coeficientes y funciones
M; también es necesario destacar que en W(r,t) la dependencia de las coordenadas espaciales
estd separada de la dependencia en el tiempo.

Permanece, sin embargo, la cuestion de la convergencia de la serie anterior, lo cual en
principio puede requerir la evaluacion de un nimero muy grande de polos. No obstante, en
los problemas que examinaremos se vera que la cantidad de polos necesarios para obtener

resultados convergentes es baja. En la siguiente secciéon se analiza un método independiente
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del formalismo de estados resonantes que permite estudiar el comportamiento asintotico de

la soluciéon que no requiere del célculo de los polos del sistema.

2.6. El método del punto silla

El método del punto silla es conocido en la literatura [24] y es 1til cuando uno desea
conocer el comportamiento asintotico de una funcién analitica (en el sentido de la variable
compleja) definida a través de una integral sobre alguna trayectoria en el plano complejo.

Este método sera ttil para obtener soluciones aproximadas al problema de movimiento a
tiempos grandes comparados con la mayor vida media del sistema; estas soluciones tienen
la ventaja de dar luz sobre el comportamiento asintético de potencia inversa ademas de que
vuelven innecesario evaluar una funcién M, que numéricamente puede ser complicado. Este
método aprovecha el hecho de que la integral en

l

g(r,r' t) = Z wy (1), (e~ "t + /G+(7’, v k)e "tk di (2.6.1)
p=1

27TC

tiene un punto silla en k¥ = 0 y uno puede efectuar un desarrollo de Taylor de G™(r,r', k)

alrededor de ese valor:

/ — kP P ' / 9 '
G (r,r' k) = Z; H%Cﬁ(r,r , k)’kzo =G (r,7",0) + k%Cﬁ(r,r k) . +... (26.2)
p:

La sustitucion de esta ecuaciéon en la anterior conduce a una expresion para el propagador
retardado en términos de los estados resonantes del sistema; la integral puede ser evaluada
explicitamente a través del cambio de variable k = v/ —iu. Asi, para tiempos suficientemente

grandes, el propagador retardado de una particula puede escribirse como

> » 1 0 N an—l
g(r,r' t) ~ Zup(r)up(r/)e Ertealvt 4 Z @ 1/2 g1 G*(r,r" k) _ (2.6.3)
p=1 m=1
donde los primeros coeficientes 7; estan dados por
1
m = i (2.6.4)
1
1

_ 2.6.6
s V40067 (2:66)

En el decaimiento de una particula podemos obtener el término dominante a tiempos grandes

comparados con la vida media del sistema truncando la Ec. (Z63]) en m = 1, es decir, en
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3/2. asi, una particula en onda s o, equivalentemente, una particula confinada

el orden ¢~
en una dimensiéon por una pared posee una ley de potencia inversa proporcional a t~%/2. El

propagador de nuestro sistema de una particula queda como

o= m 0
g(r, ' t) Zup ), (e~ Hit —i—t?)%%G*(r,r',k) : (2.6.7)

k=0
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Capitulo 3

Ejemplo: el problema del potencial ¢ de

un cuerpo

3.1. El modelo del potencial ¢

Para seguir adelante en la evaluacion de A(t) y P(t) de la seccién anterior es necesario
proponer un modelo de potencial que actiie sobre la particula. La opcién mas sencilla y
accesible para los célculos es la de un potencial ¢ localizado en el punto a y de intensidad A
[14] de la forma

V(r) = A(r —a) (3.1.1)

V(r)@ A

> r

a

Figura 3.1: Formulacién del problema del decaimiento de una particula sujeta al potencial (BIT]).
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Para completar el modelo proponemos como estado inicial para la particula, siguiendo

[20, B1], un eigenestado de la caja infinita de potencial

U(r,0) = 1a(r) (3.1.2)

Ya(r) = \/gsin (?) (3.1.3)

Los estados resonantes del problema satisfacen

donde

A, sin(k,r), r<a
upy(r) = (3.1.4)
Bpe"kp’", r>a.

donde las k, satisfacen, debido a las condiciones de frontera del potencial ¢, la condicién
algebraica
2ik, + A\ — 1) = 0. (3.1.5)

La ecuacion anterior puede resolverse de manera aproximada utilizando el método de Newton
[32]. Dichas soluciones constituyen los polos del sistema, mismos que dependen de \ y a; es
decir, a distintos valores de estos parametros les corresponde una distribucion distinta de
polos {k,}. Para obtener una idea de la distribucion de los polos de este sistema en el plano
es posible fijar a y sondear la ubicaciéon en el plano de estos polos, lo cual se realiza en la
Figura

Dada una intensidad A\ y un ancho del potencial a es posible obtener los polos del sistema.

En la Figura se muestra una de tales configuraciones. La constante de normalizacion A,

/ 2\
Ap - m. (316)

viene dada por

3.2. Solucién analitica

Utilizando las Ecs. (8.1.2)) y (8.1.3) junto con el planteamiento de la Seccién es posible
obtener las expresiones para W(r,t), A(t) y P(t) siguientes

U(r,t) = i Crn ot (1) M (Ep, t); (3.2.1)
Alt) = i Cr oM (K, t); (3.2.2)
Pt) = i ConaCot oL M (K ) M* (K, 1), (3.2.3)

m,n=—00
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Figura 3.2: Trayectoria de los polos en el potencial § de Dirac. Para obtener esta figura se fijo a = 1 y se
exploraron diversos valores de la intensidad del potencial A. Los polos se aproximan a nm conforme A crece

mientras que se alejan a i0co a medida que A disminuye.
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Figura 3.3: Primeros polos en el sistema de intensidad A = 6 y ancho a = 1.
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donde se han redefinido

Crna = /Oaum(r)@/)a(r) dr (3.2.4)

émva = /Oaum(r)QbZ(r) dr, (3.2.5)

para el caso particular del eigenestado de la caja, en las cuales ademas observamos la simpli-
ficacion

Cm,a - Om,a- (326)

El resultado de evaluar los coeficientes C,, , es

a+1

\/_A( 1)**larm sin(kpya)

2.2 _ 1.2 42
a?n? —k2.a

(3.2.7)

En este modelo la funcion de Green de onda saliente G*(r, 7/, k) puede evaluarse explicita-

mente como [20]

b gy Sinkr ekt — (N/k)sin k(' — a)e® 5
GHryrs k) = r ( 1+ (\/k)sin(ka)etka ' (328)

Conviene citar los valores de las siguientes derivadas parciales de G*(r,r’, k) ya que, como
se vio en la Seccion 2.6] éstos seran necesarios para implementar el método del punto silla en

este problema.

0 irr’
LGtk ‘ _ : 3.2.9
il (T r' k) e o (3:2.9)
0? irr'(hy(r? + (r')?) — hy)
Gtk ‘ _ - 3.2.10
5l (1 r' k) o P2 7 ( )
o + irr' 20,72 2 N2
%G (r,r', k) 0T T (B33 +3(r")* + 1072 (r")?) + By (r® + (")) + ha) ,  (3.2.11)
donde
hy = (14 Xa)% (3.2.12)
hy = 8X\a*+ 2\%a*; (3.2.13)
hy = —120\%a® — 80)a® — 20\*a® — 180\ %a*; (3.2.14)
hy = 192\%a” — 96 a” + 24\ a® + 432\%a°. (3.2.15)

21



3.3. Solucion asintotica

En el caso de una particula que decae sujeta a la influencia del potencial § podemos obtener
una expresion que exhibe el comportamiento no-exponencial sustituyendo la Ec. ([8.2.9]) en

la Ec. (226.7). El propagador de nuestro sistema de una particula queda como
. /
k2t _ AT
g(r,r',t) Zup ), (r P2 (1 ha)? (3.3.1)
Es posible, entonces, utilizar el propagador aproximado con que ahora contamos para obtener
la funcion de onda ¥(r, t), considerando los mismos eigenestados de la caja de potencial como

estados iniciales de nuestro sistema. La funciéon de onda W(r, t) queda escrita asintéticamente

Ccomo
—zk’%t T iTDa
Zup p@@ - t?’7(1—|——)\a)2’ (332)
con
a 2 (—1)rt1q?
D, = dy =4/ ——F"—. 3.3.3
o= [(vnmay= 2L (333)
Entonces
; 2
—zept —Tpt/2 anDa 3.34
Z 32(1 + Aa)2’ (3.3.4)
y

t) ~ ZI (GO qe et s MrtTo)t

p,s=1

2D - : | a®|m|? D?
— e Relip S E,Caetrte 30| 4 2 M Za (335
B2(1+ M) <“71; popat T ) T 3E0 et O5)

@ sin(k,a) — cos(k,a)k,a
0 P

De estas expresiones es evidente que a tiempos grandes comparados con la vida media del

con

sistema las probabilidades S(t) y P(t) presentan un término no-exponencial, dependiente del
tiempo como una potencia inversa proporcional a 3, lo cual constituye el primer ejemplo
de desviacién al decaimiento exponencial en este modelo mostrado explicitamente en este
trabajo.

Es interesante calcular S(t) y P(t) para una particula usando las expresiones exactas
R53) y @55 y comparar dicho célculo con el que corresponde a las expresiones asintoticas.

Los resultados de este procedimiento se muestran en las Figs. B.4 y B3l

1E] calculo de la funcién M en este trabajo se basa en el cédigo desarrollado en FORTRAN por el Dr. Sergio Cordero y que

puso a disposicion de la comunidad cientifica a través del Internet.
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Figura 3.4: Comparacion en el célculo de In S(¢) de una particula usando las Ecs. (32Z2) (negro) y B34

(rojo), asi como la contribucién puramente no-exponencial (linea punteada azul). Las lineas negra y roja se

encuentran traslapadas. Parametros: A=6,a=1, a = 1.
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Figura 3.5: Comparacién en el calculo de In P(t) de una particula usando las Ecs. (323) (negro) y (333)
(rojo), asi como la contribuciéon puramente no-exponencial (linea punteada azul). Las lineas negra y roja se

encuentran completamente superpuestas. Parametros: A =6, a =1, a = 1.
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Capitulo 4

Particulas 1idénticas

4.1. Sumario de fisica de particulas idénticas.

En la descripcion clasica del movimiento dos particulas que tienen las mismas propiedades
intrinsecas como masa, carga eléctrica y momento magnético pueden distinguirse por medio
de la trayectoria que cada una sigue. Esta afirmacion deja de ser cierta en la teoria cuén-
tica, en la que el concepto clasico de trayectoria pierde significado. A las particulas con las
mismas propiedades intrinsecas se les conoce como particulas idénticas; a la luz de lo dicho
anteriormente, las particulas idénticas cuanticas resultan indistinguibles.

En la naturaleza hasta donde sabemos existen dos tipos de particulas, a saber: bosones
y fermiones. Los primeros no satisfacen el Principio de Exclusion de Pauli mientras que
los segundos si lo hacen. Dicho principio establece que dos particulas no pueden poseer los
mismos numeros cuanticos. Mas atin, sabemos que la funciéon de onda total que representa un
sistema de varias particulas idénticas debe satisfacer propiedades de simetria o antisimetria

segun las particulas que lo integran sean bosones o fermiones, respectivamente.

4.2. Formulacién del problema.

En el caso de un sistema de dos particulas idénticas se sabe que el hamiltoniano H debe

ser simétrico bajo la permutacion de los indices de las particulas, es decir, que
[Ha P12] = 07 (421)

donde P;> denota el operador de intercambio. Asi, es suficiente imponer la simetria o antisi-
metria apropiada sobre el estado inicial W(y,y2,0) ya que ésta se conserva en el desarrollo

temporal
@(I‘,t) = / / g<r17y17t>g(r2>y27t)\11<y17y270> dyl dy27 (422)
0 0
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donde un g(r, y, t) individual denota el propagador retardado de una sola particula y r denota
(r1,...,rn), con N el nimero de particulas que integran el sistema. En el caso del presente
trabajo N = 2.

Como estado inicial podemos escoger las posibles combinaciones simétricas y antisimétrica
de los eigenestados de la caja infinita de potencial. Hacemos énfasis en que el estado del
sistema en el espacio de Hilbert corresponde a un ket que puede ser factorizado en una parte
espacial y en una parte de espin ya que estamos trabajando con hamiltonianos independientes
del espin. La parte de espin del vector de estado tiene que tomarse en cuenta para determinar

la simetria total del estado. En este trabajo solo discutiremos la evolucion de la parte espacial.

4.3. Propagador retardado de dos particulas.

Como se ha visto arriba, el propagador de dos particulas que no interaccionan entre si

puede escribirse como

G2(r1, Y1, 72, Y2, t) = g(r1,y1,1)9(72, Y2, ) (4.3.1)

siempre y cuando H = H; + H,, en donde H; denota el hamiltoniano de una particula
individual.
En el caso de un potencial de alcance finito tenemos que

o0

900, 09020 ) = 3 (1)t ()t (r2 )0, (42) Mk, ) MR 8). (4.3.2)
mn=—o00
A partir de esto es posible escribir el desarrollo temporal de la parte espacial de la fun-
cion de onda. Estas son las expresiones exactas para el propagador correspondiente a dos
particulas. En ellas no hay aproximacion de ningtn tipo. Sin embargo, para evaluar (£3.2))
es necesario evaluar la funcion M utilizando las reglas de suma (23.7) y (2.3.8). Eso implica
algunas complicaciones que pueden ser obviadas si no se esta interesado en el régimen de
tiempos ultra-cortos aprovechando el método del punto silla.
Podemos extender el tratamiento hecho para una particula utilizando el método del punto

silla. De la Ec. (2.6.3)) podemos escribir el propagador a primer orden como

/ S 1 ,—tk2t m 0 + / )
g(r,r,t)%;up(r)up(r)e +apppC R (4.3.3)
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Figura 4.1: Formulacién del problema del decaimiento de dos particulas sujetas a un potencial de alcance

finito arbitrario.

entonces, la dependencia temporal del propagador de dos particulas puede escribirse como

g(Tla Y1, t)g(r% Y2, t) ~ Z Up(Tl)up(yl)uq(TQ)uq(yQ)e_i(gP""gq)te_%(Fp+Fq)t+
p,q=1
% i (up(rl)up(yl)%g—'—(r?v Y2, k)’ + %G+(T1, Y1, k)‘ Up(’l“g)up(yQ)) e_igpte_%rpt_i_
t p=1 k=0 =
2 o P
Z_;%GH_(TM Y1, k) ’k:O%G—F(rb Y2, k)‘ o (434)

de donde puede verse que el régimen exponencial del decaimiento de dos particulas idénticas
esta conformado por términos que involucran la suma de los anchos de cada combinaciéon de
dos resonancias mientras que, en general, a tiempos largos se obtiene una ley proporcional a
t73. Sin embargo, puede ocurrir una cancelacion exacta del término proporcional a t =3 y debe
buscarse el desarrollo a 6rdenes superiores. En tales casos hay ejemplos en que el desarrollo
de la funciéon de onda se anula exactamente a 6rdenes t=2 y t=*, en cuyo caso uno debe

desarrollar la Ec. (Z.6.3) hasta el orden ¢~7/? para obtener todos los términos proporcionales
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a t7°. Asi, la Ec. (2.6.3)) desarrollada al orden mencionado se ve como

N a2, O n 0 .
g(r,r',t) — ;Up(T)Up(T/)e +targrl ' k) o T gt ' k)‘k:OﬂL
UE] 65 + /
W%G (’f’, r, k)’k:() (435)
y, considerando los términos mas importantes, el correspondiente propagador de dos parti-
culas es
g(ry,m, t)g(re,my, 1) — Z Uy (71 )y (74 Vg (72 ) g (1 ) e THEP e = (Tt Ta)t/2 4
p,q=1
li u (7”1>U (r’>2G+(r2 7! ]{])’ + QGJr(,rl v k?)‘ U (TQ)’LL (7,/) efié‘ptef%Fpt_i_
t3/2 o P p\"1 ok ’ 12 =0 ok 1 _o P p\"2
2 93 3
MO ‘ O ety g )
= 8k3G (re, 79, k) k=08k3G (ro, 75, k) k:0+
mns (O + / 0 + / ‘ 9 + / ‘ 9 + ' ‘
— | ==G k —G k —G k —G k
t5 (8k5 (ri, 1, k) k=0 0k (r2 2, k) T (r2, 72, k) k=0 Ok (r1, 11, k) k=0

(4.3.6)

Una vez conocido el desarrollo del propagador de dos particulas adecuado al problema que
se trate es inmediato obtener W(r,t). La amplitud de supervivencia de dos particulas esta

definida como

A<t> - / / \Ij(/rla T, t)\:[/*<7"1, T2, O) d,rl dTQ; (437)
0 0

por otro lado, la probabilidad de supervivencia se sigue definiendo como
S(t) =A@t (4.3.8)

La probabilidad de no-escape de dos particulas se define como

P(t):/ /|\I’(7“177”2,t)|2d7’1d7°2~ (4.3.9)
o Jo
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Capitulo 5

Ejemplo: el problema del potencial ¢ de

dos cuerpos.

Un modelo apropiado para realizar célculos que extiende el trabajo hecho en el caso de
particula libre es el modelo de potencial d, cuya simplicidad matemética permite describir
las caracteristicas fisicas principales de la evoluciéon temporal del decaimiento. Este modelo
ha sido estudiado extensamente en el caso de una particula |2, 14] y sus resultados pueden
ser generalizados inmediatamente al caso de dos particulas. En el caso de 2 particulas este

potencial se escribe como

V(ri,re) = Ao(r1 — a) + Ad(rg — a). (5.0.1)

Para resolver este problema podemos utilizar un enfoque basado en la soluciéon del pro-
blema correspondiente para 1 particula, lo cual reporta el beneficio de que en ese caso ya
estan calculados los estados resonantes u, y los polos k, del sistema de 1 particula. Para
continuar con la soluciéon de este problema es necesario proponer, en analogia con el Cap.
Bl estados iniciales que, a diferencia del caso de 1 particula, deben exhibir propiedades de

simetria especificas debido a la identidad de las particulas involucradas.

5.1. Funcién espacial simétrica factorizada

Cuando la funcién de onda espacial simétrica esta dada por

U (1, y2,0) = 1g(y1)(y2), (5.1.1)

donde los estados 9, estan dados por la Ec. (8.1.3]), la funciéon de onda W(ry,rs,t) puede

encontrarse de forma exacta utilizando el propagador (A3.2)) debido a la forma factorizada
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Figura 5.1: Formulaciéon del problema del decaimiento de dos particulas sujetas al potencial (50.1).

del estado inicial y es posible, entonces, reutilizar el enfoque de una sola particula para
encontrar la solucion exacta al problema. Recordamos ahora que debido a la conmutatividad
de H y el operador de intercambio Pj», la simetria o antisimetria de la funcién de onda
espacial es una cantidad conservada asi que si el estado inicial posee una cierta simetria,
ésta se conservara en la evoluciéon temporal del sistema. El resultado de la integracion para

obtener W(rq, 7, t) es

U(ry,ro,t) = i CrngCrgm (11)un (r2) M(kppy t) M (K, t). (5.1.2)

m,n=—00

A partir de la Ec. (51.2) es inmediato calcular A(t) y P(t) como

Aty= Y C2,CF M(ky, t) M(ky, 1) (5.1.3)
y
P(t) = Z le7(]07117(10;7,2,(10:24][7”1,mQITLl,TLQX

mi,m2,ni,n2=-—00

M (Ko, o £) Mk, o 8) M (kg £) M7 (kg ). (5.1.4)
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De la Ec. (£.34) se deduce que W(ry,rq,t) esta dada asintéticamente por

o0 2,2
U(ry,ry,t) ~ g CynCly e EmtE =5 TmtTn)ty, (r1)un(re) — —T1T2an1
1,72, ~ Rl m,r~n,r m 1 n 2 (1 +)\a)4t3

1Dyt

( + )\CL 2t3/2 Z qu Tlum(r2> + r2um(r1))e_igmt€_§rmt (515)

Entonces podemos calcular A(t) a tiempos largos como

ad 2iD?m, 1
—~ 2 2 (Em+En)t =5 (Tm+Tn)t _ q —iEmt — 1Tt
t) = Z Cchnq ’ (1+ Xa) 2253/22 €
m,n=1
Dy

- T (5.1.6)

P(t) ~ Z Co C1y Co O —i(Emy +Eny —Emy—Eny)t =3 (Dmy +Tny +Tmg +Tng )t

mi,m2 [m ,TV2 +
mi,mz,ni,na=1

2D2|m |

3 o0
e @ * —ik2.t —ik2tx —ik2 7”92 i
(14 Xa)*t? ( 3 mznzl L nCinCe + Re ( E Iy FFre ))

m,n=1

.
+2Re< S GO CreEntenty <Fm”n”s”ﬁ(ﬁﬁmhs+Fnlms))

m,n,s=1

—2Re i o iEntet - d Ot g Dal
(L + Aa)it

m,n=1

D3n1n>1k2 3 00 CL6D4|771|4
4Re [ a2 N™ @ o emiEmtemgtmt | o T Zd s
ke (3(1 ISWETE Z ‘ 90T O

Se observa una contribucién exponencial al decaimiento de pendiente —2I'5 en las graficas
de InS(t) y In P(t) de las Figs. y B3l que, después de los términos de interferencia, se
convierte en una contribucién de pendiente —2I';. Después de otra interferencia el sistema
pasa al régimen de potencia inversa proporcional a ¢°.

Los estados (5.I]) se ofrecen méas inmediatos para la comparacion del comportamiento
de In S(t) y In P(t) entre 1 y 2 cuerpos. En las Figs. 5.4 y se contrasta la diferencia de
pendientes que en el caso de un cuerpo van inicialmente como —I'3 y posteriormente como
—TI'y mientras que en el de dos cuerpos con un estado inicial factorizado van como —2I's y

—2I'1, como ya se menciono.
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0.0

-10.0 1

-20.0 1

-30.0 1

In S(t)

-40.0 1

-50.0 1

-60.0 1

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0
t/t

1

Figura 5.2: Calculo de S(t) usando la Ec. (B.1.6) para un estado inicial simétrico factorizado. Pardmetros:

A=6,a=1,qg=3.

0.0
-10.0-
-20.0-
§ -30.0-
-40.0-
-50.0 -

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0
t/t

1

Figura 5.3: Calculo de P(t) usando la Ec. (BI7) para un estado inicial simétrico factorizado. Parametros:

A=6,a=1,q=3.
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0.0

-10.0.

-20.0 1

A
et L
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-30.0 1

In S(t)

-40.01
-50.0 - PR

-60.0 +

: —— :
0.0 5.0 10.0 150 200 250 300

Figura 5.4: Comparacion de S(t) usando las Ecs. (51.0) (linea punteada, 2 particulas con funcién de onda

inicial factorizada) y (834)) (linea continua, 1 particula). Parametros: A =6, a =1, ¢ = 3.

0.0

-10.0".
-20.0

-30.0

In P(t)

-40.0- T

-50.0 1

: — :
0.0 5.0 10.0 150 200 250 300
t/x

1

Figura 5.5: Comparacion de P(t) usando las Ecs. (B17) (linea punteada, 2 particulas con funcién de onda
inicial factorizada) y (83.5]) (linea continua, 1 particula). Parametros: A =6, a =1, ¢ = 3.
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Estas graficas indican que al transcurrir el tiempo cada vez es menos probable encontrar
al sistema en su estado original (en el caso de S(t)) asi como en la region que inicialmente le

era permitida al sistema (esta informacion la proporciona P(t)).

5.2. Funcidén espacial simétrica enredada

Otra posible funcion de onda espacial simétrica estd dada por
1
U (y1,12,0) = E(%(yl)wg(yz) + V(Y1) Valy2)) (5.2.1)

con los estados iniciales de una particula dados por la Ec. ([B.1.3]). Al utilizar esta notacion
supondremos que o < 3.

Aunque este estado no es factorizable si es la suma de dos estados factorizables, lo cual
permite que las integraciones que requerimos realizar puedan llevarse a cabo inmediatamente.

La solucion exacta de la funcion de onda W(ry,re,t) a este problema esta dada por

U(ry, 1o, t) = Z (CraCrms + ConaCh )t (71 )ty (72) My ) Mk, 1), (5.2.2)
\/_

m,n=—oo

A partir de la Ec. (5:2.2) es inmediato calcular A(t) y P(t) como

A(t)_% S (CaaConp + CouaCis)? M, £) Mk, ) (5.2.3)

1
P(t) = 9 Z (th Cry,8 + Cnpalm, 5)(07712 aCny,8 + Chga sz,ﬁ) Ty mo Iy iy X

mi1,m2,n1,N2=—00
M (ks 1) M(ky o t) M (Kpny s 8) M* (K, ). (5.2.4)

Podemos utilizar nuevamente la Ec. (£3.4) para estudiar el limite asintético de tiempos

-3/2

largos, desarrollando el propagador hasta el orden ¢ para obtener la forma asintética de

la funcion de onda W(ry,rq,t). Para un estado inicial (5.2.1]) la funcion de onda asintotica es

ﬂTITZDaDBn%
(1+ ha)t3

Z CpaCap + Cp,ﬁCq,a)up(rl)uq(7’2)eii(£p+gq)t€7%(FP+FQ)t -

p,q=1

1
v

) o o
- \/_ 2(1 + )\CL 243/2 Zl Dﬁcpva + DaOpﬁ)(”’ﬁ“p(ﬁ) + 7’1Up<7“2))6 Ente—alnt, (5.2.5)
b=

La funcién de onda posee tres contribuciones importantes en esta aproximaciéon: una pu-

ramente exponencial, una puramente no-exponencial de potencia inversa (proporcional a t~3)

-3/2

y un término mixto que tiene contribuciones de potencia ¢ por exponenciales.
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La amplitud de supervivencia A(t) es, entonces,

2D2 D3m;

_ 1 < 2 —i(Ep+E Nt —L(Tp+T )t
At) = 5 Z (CpaCyp + CpsCoa)e € (1+ Aa)*3

p,g=1

[e.e]

1 » 1
T 1+ )23 D (DsCh+ DaCyp)’e ez (5.2.6)

p=1

Ahora calculamos la probabilidad de supervivencia P(t) como

Z (CphvahB + CphBtha)(sz,vaz,ﬁ + sz,ﬁquu)*lpl,szqwz
P1,P2,q1,92=1
2a°DZ Dj|m|*

e_i(gpl +£q1 _EPQ _qu )te_ % (Fpl +F‘Z1 +FP2 +F¢Z2 )t S
9(1 + Xa)8t6

‘771|2 - % CLS — (& — 1
m Z (DsCpa+ DaChp)(DsCya + DaClyyp) ?Ip,q + FpFq e (Er—taltemz (Trrlalt

p,q=1

2DaD5 %2 = —i(Ep+Eg)t ,— L (Tp+Tg)t !
Tt (m 2 FpFye e TGO+ GO | + (e ™

pq

Re (z‘n;‘ Z (LpsFy + Iys Fp)e—i<ep+sq—ss)te—%(rp+rq+r5)t(cp,acqﬂ + Cp5Coa) (DpC5 , + Dacgjﬁ))

p,q,5=1

3 o0
% Re (inlnikQ pZIFP(DBC’;a + DQC;,B)e_igpte_5FPt> . (5.2.7)

Usando las Ecs. (52.0) y (5.2.7) es posible obtener las graficas de InS(t) y In P(t) que
se muestran en las Figs. y b7, que tienen las siguientes caracteristicas: a tiempos cortos
hay un régimen exponencial de pendiente —(I'; 4 I'g), seguido por la interferencia entre los
términos exponenciales y los términos mixtos; la siguiente regiéon es lineal y tiene pendiente
—2I'1; luego viene la interferencia entre la contribucién exponencial y la contribucion de
potencia inversa y finalmente el régimen de potencia inversa proporcional a ¢ 5.

La forma cualitativa de las graficas anteriores permanece inalterada para otros valores de

los parametros que definen el estado inicial (5.2.1)). Esto puede apreciarse en las Figs. 5.8y
0.9
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Figura 5.6: Calculo de S(t) para dos particulas con un estado inicial simétrico enredado usando la Ec.

(BE296) (linea continua); la linea punteada representa la contribuciéon puramente no-exponencial del célculo.

Parametros: A=6,a=1,a=1, § =6.

0.0
-10.0
-20.0.

-30.0 1

In P(t)

-40.0

-50.0 1

: —— :
0.0 5.0 10.0 150 200 250 300

Figura 5.7: P(t) para dos particulas con un estado inicial simétrico enredado obtenida de la Ec. (527) (linea

continua); la linea punteada representa la contribucién puramente no-exponencial del calculo. Parametros:

A=6,a=1,a=1,=06.
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Figura 5.8: Calculo de S(t) para dos particulas con un estado inicial simétrico enredado usando la Ec. (526]).

Parametros: A=6,a=1,a =3, § =4.

0.0
-10.0
-20.0-
T
c -30.0-
-40.0
-50.0-

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0
t/t

1

Figura 5.9: P(¢) para dos particulas con un estado inicial simétrico enredado obtenida de la Ec. (G2ZT).

Parametros: A=6,a=1,a =3, § =4.
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5.3. Funcién espacial antisimétrica

El estado inicial que consideramos es del tipo
1
U (y1,12,0) = E(%(yl)wﬁ(yz) — V(Y1) Valy2)) (5.3.1)

donde, nuevamente, se utilizan los estados iniciales de una particula de la Ec. (31.3).
La solucion exacta del problema puede obtenerse en forma analoga a la seccién anterior
con los resultados para W(rq,rq,t) dados por

o0

1
\I/(rl,rg,t):ﬁ > (CoaCims = ConaCin )t (1)t (r2) Mk, ) MK 1), (5.3.2)

m,n=—00

En este punto es interesante observar que W(rq,r9,t) y por lo tanto A(t) y P(t) no van a tener
contribuciones de aquellos términos para los cuales n = m debido a la cancelaciéon exacta
de dichos términos por el factor (Cy, oCig — Cim.aCn ). Esto implica que las cantidades de
interés van a tener un comportamiento sensiblemente distinto a las del caso simétrico, en

donde los términos con n = m tenian un papel dominante.

De (5:32) se pueden calcular A(t) y P(t) como

1 oo
At)=5 D (CoaCnp = CinaCnp)® Mk, ) M(kn, 1) (5.3.3)

m,n=—00

1
P(t) = 5 Z (le,acm,ﬂ - Cnl,aleﬂ)(CmQ,aanﬁ CTLQ acmmﬁ) m17m2In1,n2 X

M(kpy s t) MKy, 8) M (K, t) M (kpy, ). (5.3.4)

Para funciones de onda espaciales antisimétricas también es posible obtener el limite asinto-
tico para tiempos grandes de las expresiones anteriores. Sin embargo, en este caso, el pro-
pagador debe desarrollarse hasta orden t~7/2 debido a la cancelaciéon exacta de los términos

proporcionales a t =3 y t=% en U(r, t), que segin la Ec. (£.3.6) queda como

1 o ‘
= Z Cp aC q,B8 — pBCq a)up(rl)uq(7”2)677’(5174»5‘1%67%(Fp+rq)t+

Sz

p,q=1

(772 107]1773) (r3ry — r3r1)(DsGo — G D )+
2 3 V2(1 4 Xa)4t

i ie i
243/2 ;(CPvO‘Dﬁ — DaCy ) (r1up(r2) — r2up(ry))e Etezlvt - (5.3.5)

V2(1 + Aa)
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La funcion de onda W(ry,ro,t) tiene tres contribuciones dominantes: una puramente expo-
nencial, una ley de potencia inversa puramente no-exponencial (proporcional a =) y un
término mixto proporcional a t=3/2 por un término exponencial. Estrictamente, en el desa-

—7/2 y t—9/2

todos por un término exponencial pero sus contribuciones son todas dominadas por el término

rrollo anterior también existen términos proporcionales a t=%/2, t multiplicados

proporcional a t=3/2, de ahi que no sean consideradas en lo sucesivo.

1 o :
AW) % 5 D7 (CpaCyp = GOy Crrenltem3retty

pg=1
107717]3 (DIBGQ - GﬁDa)Q 2771 > . 1
2 2 —i&pt I'pt
(772 -3 T2 B 1+ ra288 Zl(cp,aDﬁ = DaGyp)ie ez,
p:
(5.3.6)
R .
P(t) ~ ) Z (Opl,val,ﬁ - Cplﬁcth,a)(cp%actmﬂ - Opz,ﬂcqza) Ipy poLg1 0
P17P27f11,(12:1
10 _ 2],2 _ 10mins |2
o~ i(Epy TEq1 —Epy =gy )t =5 (Tpy Ty +Tpy +T, )t + 40 (DaGp — GaDg)" |3 3 | 4

525(1 + Aa)8t10

3

|m|? S « (@
qg=1

0+ ra) lgq——P;F})<54“%—%ﬁe—éﬂb+F0t

2(D,Gs — GgD,)
V2(1 + Aa)*t5

R 5_\/5 — 77_% - H.F — F H. e {&t&)t —3(Tp+Ty)t C CoaeC. C
e s Z( pl'q plg)e € (CpaCo,p p.6C4.a)

p,q=1
1 X
(1 + ha)2372
Re (Znik Z (Iqup . Ipqu)e—i(5p+5q*€s)t67%(Fp+Fq+Fs)t(Cp’vaﬂ B Cp,ﬁCq,a)(DBC:ya B DQC:,5)>

(DaGp — GDa)
V2(1 + Aa)bt13/2

5\/§ 2\ ¥ ‘ CL5 CZ3 § . » 1
Re (( mmns — ﬂ) i Z (ng — §Hp> (DCs  — DoCi g)e " rte 2Tt ) (5.3.7)

+4
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En este caso observamos que S(t) y P(t) tienen una contribucién puramente no-exponencial
que se manifiesta a tiempos largos y que para ambas cantidades es proporcional a ¢t=!°. En
este caso, ademas, y a diferencia de lo observado para funciones espaciales simétricas, el
término que deberia ser dominante, a saber el término con pendiente —2I'; se ve cancelado
de forma exacta, lo mismo que todos aquellos para los cuales m = n; esto es consecuencia
directa de la antisimetria de la funcion de onda.

En las expresiones anteriores se han utilizado las abreviaturas siguientes:

— “ . (sin(k3a) cos(kra)ka
Fy, = /yu,,(y)dyzAp< P = P p) (5.3.8)
0 P
Go = /ay?’%br(y)dy: 2 (1) (a’r* — 6) (5.3.9)
0 a 373
4 A
sz/ Y up(y) dy = =75 X
0 P

(k2a® cos(kya) — 3k a” sin(kpa) — 6kya cos(kya) 4 6sin(kya)) (5.3.10)

Podemos obtener graficas de In S(t) y In P(t) utilizando las Ecs. (£.3.6) y (5:3.7).

0.0
2001
T
£ 4001
]
< 60.0-
-80.0-
0.0 150 300 450  60.0

t/t

1

Figura 5.10: In S(¢) (abajo) y In P(t) (arriba) para dos particulas con un estado inicial antisimétrico segin
las Ecs. (£.3.6) y (531). Parametros: A\=6,a=1, a =1, §=6.
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En la Fig. B.10] se pueden identificar varias regiones caracteristicas en el comportamiento
de InS(t) y In P(t). A tiempos cortos hay un régimen exponencial en el que la pendiente de
ambas graficas es —(I'; +1'), luego hay un régimen de interferencia entre los mismos términos
no-exponenciales seguido de una corta region lineal que en la Fig. 510 posee pendiente —(I"; 4+
I'y); después aparece un término de interferencia entre el término puramente exponencial y
el término mixto; la siguiente region posee una pendiente —I'y que viene del término mixto.
Luego viene una interferencia entre los términos mixtos y la potencia inversa y finalmente el
régimen no-exponencial.

Para comprobar que la regiéon lineal mas larga en la Fig. [5.10l se debe al término mixto
podemos hacer una grafica de In S(¢) considerando la Ec. (5.3.0), que considera el término
mixto, y compararla con una que carezca de dicho término, es decir, que solamente contenga
los términos puramente exponenciales y puramente de potencia inversa. El resultado de ese

calculo se encuentra en la Fig. B.11]

0.0

-20.0 1

-40.0 1

In S(t)

-60.0 +

-80.0 1

Figura 5.11: S(t) para dos particulas con un estado inicial antisimétrico calculada tomando todos los términos
de la Ec. (5.36]) (linea continua) y tomando solo los términos exponenciales y de potencia inversa (linea

punteada). Parametros: A=6,a=1,a =1, 8 =6.
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5.4. Discusion

Es posible notar que para los estados simétricos enredados y los estados antisimétricos
de la secciéon precedente las soluciones exactas del problema pueden escribirse todas de una
forma compacta como

e}

U(ry,re,t) = % Z (CraCrmp £ CraCrg)tin (11U (12) MK, t) MKy t),  (5.4.1)
— )
Alt) =5 > (CoaCimp £ CoraCip)* Mk, ) MK, ) (5.4.2)

1 ¥
P<t) = 5 Z (thacm,ﬁ + Cm,acmlﬁ)(CmmaCmﬁ + Cn2,acm2,ﬁ) Imhmz[mﬂw X

Mk, 1) M(kp,, 1) M* (kpy, t) M*(Ep,, ). (5.4.3)

Estas soluciones, junto con aquellas correspondientes a los estados simétricos factorizados,
son notables ya que en la funciéon de onda la dependencia de las coordenadas esta separada
de la dependencia temporal, lo cual facilita las siguientes integraciones para obtener las
probabilidades de interés.

Las soluciones en términos de las funciones M, sin embargo, no proporcionan una pers-
pectiva clara desde el punto de vista fisico de lo que ocurre en el decaimiento y es por ello
que se buscan esquemas de aproximaciéon de los que se pueda obtener mas informacion. La
aproximacion asintotica que proporciona el método del punto silla es satisfactoria en el sen-
tido de que ademéas de proporcionar expresiones sencillas para realizar los calculos (con la
correspondiente ganancia desde el punto de vista numérico y de tiempo de cémputo), los
calculos realizados bajo este esquema reproducen los resultados exactos aproximadamente
desde 0.57, es decir, a partir de la mitad de la primera vida media del sistema.

Otro esquema de aproximacion que puede ensayarse y que solo seria vélido para tiempos
muy cortos respecto a la vida media del sistema viene de considerar solamente los términos
exponenciales, que en las expresiones asintéticas que hemos venido desarrollando se ven
dominados en la region t — 07 por los términos de potencia inversa, que divergen en esa
region. En las Figs. 5.12]y 5.13]se muestra la comparacion entre este esquema de aproximacion
y el resultado del calculo exacto con las funciones M.

Uno podria conjeturar que el enredamiento tiene efectos en la ley de potencia inversa
que siguen los sistemas que decaen pero, al menos en el caso de los sistemas sujetos a un

potencial de alcance finito, esta hipotesis se ve descartada por el hecho de que los estados
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1

Figura 5.12: In S(t) (abajo) calculada de forma exacta (linea continua) y tomando los términos puramente
exponenciales (linea punteada); In P(t) (arriba) calculada de forma exacta (linea continua) y tomando los

términos puramente exponenciales (linea punteada). Parametros: A = 6, a = 1, « = 1, f§ = 6 y estados

iniciales (B.2.1)).
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Figura 5.13: In.S(t) (abajo) calculada de forma exacta (linea continua) y tomando los términos puramente
exponenciales (linea punteada); In P(t) (arriba) calculada de forma exacta (linea continua) y tomando los

términos puramente exponenciales (linea punteada). Parametros: A = 6, a = 1, « = 1, f§ = 6 y estados

iniciales (B.3.1)).
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simétricos estudiados en este trabajo, tanto factorizados como enredados, poseen la misma
ley de potencia inversa.

Es notable que las pendientes de las contribuciones exponenciales iniciales de los estados
simétricos enredados y de los antisimétricos sean iguales, a saber —(I'; + I') (utilizando los
parametros A = 6,a =1, « = 1, § = 6). Esto se debe a que las combinaciones de coeficientes
(CinaChrp £ CnaCip) son tales que independientemente del signo que se elija uno tiene,
desde el caso de una particula, que C,,, es dominante cuando p = «; entonces, en el caso que
nos ocupa, las contribuciones dominantes son aquellas en las que m = a, n = 3,y m = j3,
n=a.

Por otro lado, los resultados obtenidos en esta secciéon generalizan directamente el estudio
de particula libre de [22] al caso en el que existe un potencial, obteniendo las mismas leyes

de potencia inversa. Los resultados de este trabajo se reducen a los de [22] poniendo A = 0.

5.5. Extension a N particulas

Es posible extender las consideraciones anteriores al caso de N particulas. La solucion
exacta del problema de /N particulas idénticas no interactuantes puede darse inmediatamente
multiplicando los N propagadores de una particula (2.3.15]) e integrando.

En el caso de los estados factorizados simétricos uno puede escribir inmediatamente

\IJ(I', O) = ¢a<rl) BRI ¢a(TN)7 (551)

que generaliza a N particulas el correspondiente resultado de (B.1.2]). Entonces, la correspon-

diente solucion dependiente del tiempo es

\I/(I‘, t) = Z Cphoé e Cpmaum (7“1) - 'UPN(TN) M(ypl) s M(QpN)' (552)

P1,-- PN

En la expresion anterior hay N sumas anidadas, cada una de las cuales se realiza sobre el
conjunto completo de polos del sistema.
Consideremos un estado de un sistema de N particulas descrito por un estado inicial

enredado dado por un determinante de Slater

,l7b061 (Tl) woq (TQ) o 77Z}041 (TN)

\I/(I', 0) — Oy 1/)042 <T1> ¢a2 (T2) T 7vboz2 (TN) (553)

)

7vDOtN(Tl) ¢aN(7”2) T 77Z)OCN(TN) +

donde un determinante con el signo + significa tomarlo con todos los signos positivos. La

constante C'y y corresponde a la normalizacion del estado.
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La solucién del problema al tiempo t es

U(r,t)=Con Y up(r1).. py, (ry)x

P1ye-PN
Cpl,al sz,al T CPN,Oél
Cpics Cosas - Chua
p% i p.2 ’ p]?f ’ M(yp,) - M(ypy) (5.5.4)
Cpl,OéN CP2704N T CPN,aN +

Se puede lograr un mejor entendimiento de la formula anterior estudiando el régimen expo-

nencial de la soluciéon que se reduce a

U, t) R Cay Y Uy (11) .ty (et s Mot b Tol

PLosPN
Cpl,al Opz,cn T CPN,Oq
CPLOQ Cp2a2 T OpNon (5 5 5)
Cpl,aN CpmaN T CPN,OlN +

En el caso antisimétrico el determinante se cancela exactamente si o; = «a; para ¢ # j.

En el caso simétrico enredado se vuelve evidente que la pendiente de las graficas de In S(¥)
y In P(t) tendra contribuciones de todas las posibles combinaciones de polos mientras que
el caso enredado antisimétrico nuevamente tendrd cancelaciones exactas cuando p; = p;.
Se espera que el comportamiento general de las graficas de las cantidades de interés sea
considerablemente méas complejo que en el caso enredado de dos particulas.

De las formulas anteriores es posible ver que la evaluaciéon de la solucion se vuelve mas
dificil a medida que N se incrementa. El caso estudiado con todo detalle en este trabajo
corresponde a tomar N = 2 en las formulas de esta seccion.

Por otro lado, la contribucién no-exponencial para tiempos grandes es proporcional a

t_3N/2 t_3N

para U(r,t) y es proporcional a para las probabilidades S(t) y P(t) siempre y

cuando no haya una cancelacion exacta de los términos t—3/2

en el propagador. En la literatura
se afirma que una cancelacién exacta de dicho término ocurre para todo potencial de alcance
finito en el caso de estados iniciales antisimétricos en el caso general de N particulas [33],
como se ha mostrado que sucede en este trabajo en el modelo del potencial § y en el caso de

particula libre [22].
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se ha explorado la dindmica de un sistema de dos cuerpos sin interaccion
que decaen sujetos ambos a un potencial arbitrario de alcance finito usando el formalismo
de estados resonantes. Como ejemplo se han calculado las probabilidades de supervivencia y
de no-escape para el potencial § de Dirac. En el limite en que la intensidad de la § tiende a
cero, los resultados encontrados se reducen a los del caso de la particula libre [22].

Se ha obtenido que la identidad de las particulas en el espacio de configuracién, es decir,
la simetria (con o sin enredamiento) o antisimetria del estado inicial tiene consecuencias en
el comportamiento del sistema que se expresan como las pendientes de las graficas de In S(t)
y In P(t) correspondientes a las regiones exponenciales de dichas cantidades asi como en la
region no-exponencial del decaimiento, en el que las probabilidades de supervivencia y no-

t=10 en el caso

escape son proporcionales a t~% en el caso de estados iniciales simétricos y a
de estados iniciales antisimétricos.

En este trabajo nos hemos restringido a la discusion de desarrollos de la solucion de-
pendiente del tiempo a lo largo de la regiéon interna de interaccion del potencial, lo cual es
suficiente para calcular las probabilidades de supervivencia y no-escape, pero puede exten-
derse en otras direcciones al considerar asimismo la evolucion a lo largo de la regiéon externa
generalizando el desarrollo resonante del propagador utilizado en este trabajo. También pue-
de ampliarse el anélisis discutiendo el efecto de posibles estados ligados y antiligados en la
suma resonante.

En la generalizacion al caso de N particulas se ha encontrado que el régimen exponencial
depende de las sumas de los anchos de todas las resonancias pero las contribuciones mas im-
portantes se ven determinadas fuertemente por la simetria o antisimetria del estado inicial.
Por otro lado, las probabilidades de supervivencia y de no-escape satisfacen una ley de po-

t—3N

tencia proporcional a, cuando menos, a tiempos grandes comparados con la vida media

del sistema. En el caso general de N cuerpos uno puede considerar potenciales mas realistas
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para asi comenzar a describir la dindmica de gbits, lo cual es de interés en el estudio de la
Informacion Cuéntica pero también puede ser reformulado en las areas de Quimica Ultrafria
e Interferometria de Atomos.

Los 6rdenes de magnitud mostrados en las figuras de este trabajo son sumamente pequenos
y es por ello que solamente la region de tiempos cortos, esto es, la region exponencial, sea
viable de ser demostrada experimentalmente, de ahi que la determinaciéon de las pendientes
en este trabajo cobre mayor relevancia. Las expresiones asintoticas para W(r, t) dadas en este
trabajo no son validas en el régimen de tiempos muy pequenos comparados con la primera
vida media del sistema; para estudiar esta region el método del punto silla debe ser descartado
y debe buscarse otra aproximacion para evaluar W(r, t), o bien, ser calculada con las funciones

M exactas.
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