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Introduccion

El presente trabajo es una investigaciéon sobre las coloraciones estelares
de algunas familias de graficas no dirigidas, asi como de su niimero cromético
estelar, para lo cual se trabajo con el articulo Star Coloring of Graphs |7|
de autores: Guillaume Fertin, Andre Raspaud y Bruce Reed, publicado en el
ano 2004.

En los primeros dos capitulos se definen los elementos de la Teoria de
las Graficas que se utilizaran para el desarrollo de los capitulos 3 y 4, en los
cuales se presenta el contenido principal del trabajo en cuestion.

En el capitulo 1 aprovecharemos los elementos antes mencionados para
dar una demostracién del Teorema de Brooks. Finalizaremos el capitulo in-
troduciendo el concepto de arbol arraigado, asi como las definiciones que se
desprenden de dicho concepto.

En el capitulo 2 introducimos la definicién de conjuntos independientes de
vértices, asi como la definiciéon de coloracion por vértices, para poder después
definir el nimero cromatico usual de una grafica G. Introducimos también
las graficas conocidas como r-cubos y terminamos el capitulo demostrando
que tales graficas son bipartitas y consecuentemente 2-coloreables.

En el capitulo 3 se definen los conceptos de coloracion estelar y ntimero
cromatico estelar, asi como de coloracion aciclica y nimero cromatico aciclico.
Se observara facilmente que el niimero cromético aciclico es menor o igual
que el nimero cromatico estelar, desigualdad de la cual obtendremos una
cota superior muy tutil para el niimero croméatico estelar, pues nos servira en
diversas ocasiones en el capitulo 4 para demostrar cotas inferiores de algunas
familias de graficas. En este capitulo también encontraremos un Teorema que
relaciona al ntimero cromatico estelar con el nimero cromético aciclico, de
igual manera se muestra una gréafica plana la cual necesita al menos 6 colores
para tener una coloraciéon estelar.

El capitulo 4 esta dedicado al calculo del niimero cromético estelar de las
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graficas conocidas como: arboles, ciclos, ruedas, gréaficas bipartitas completas
y rejillas 2-dimensionales, asi como a la acotacién tanto inferior como supe-
rior del nimero cromatico estelar de otras familias de gréficas: los r-cubos,
las rejillas d-dimensionales, los toros d-dimensionales y las graficas cibicas.
Para la demostraciéon de las cotas superiores de los nimeros cromaéticos es-
telares de los r-cubos y las rejillas d-dimensionales nos auxiliaremos de una
coloraciéon peculiar basada en la representacion binaria de los vértices de los
r-cubos y en las coordenadas en cada dimensiéon para los vértices de las reji-
llas d-dimensionales respectivamente. Para demostrar que la coloracién antes
mencionada es estelar para las rejillas d-dimensionales nos apoyaremos tam-
bién en la definicién de coloracién 2-distancia, la cual introducimos en esta
seccion.

En la seccion de graficas ciibicas demostraremos que el niimero cromatico
estelar de una grafica GG es menor o igual que el nimero cromatico estelar de
G?, asimismo daremos una cota para dicho ntimero en funciéon de su grado
méximo. Posteriormente acotaremos el nimero cromatico estelar de la familia
de las graficas cubicas. Finalmente, concluiremos el trabajo dando una cota
superior para el nimero cromatico estelar del producto cartesiano de dos
graficas completas.

Cabe mencionar que tanto el nimero cromatico estelar de la familia de las
graficas conocidas como ruedas, como también la cota del nimero cromati-
co estelar del producto cartesiano de dos gréaficas completas son producto
del presente trabajo, al igual que una de las cotas superiores del nimero
cromatico estelar del toro d-dimensional (la cual mencionamos con detalle en
el capitulo 4), pues un error en la demostracion de dicha cota fue encontrado,
obligandonos a dar y demostrar otra cota, la cual es mas grande, sin embargo
tanto la cota dada como el desarrollo de la demostracion estan basados en la
dada en [7].



Capitulo 1

Definiciones y Conceptos Basicos

La intenciéon de este capitulo es introducir los elementos bésicos de la
Teoria de las Graficas que se utilizardn mas adelante.

Muchas situaciones de la vida real pueden describirse convenientemente
por medio de diagramas, los cuales constan de un conjunto de puntos y un
conjunto de lineas que unen a algunos de esos puntos. Por ejemplo los puntos
pueden representar a personas y las lineas unir a parejas de amigos, o bien los
puntos podrian simbolizar ciudades y las lineas las vias de comunicacion que
las unen. Démonos cuenta que lo que es relevante en este tipo de diagramas
no es la clase de relacién que se describa, sino el hecho de que dos puntos estan
unidos por una linea o no; es decir el hecho mismo de estar relacionados. Una
abstraccion matematica de esta naturaleza es la que da origen al concepto
de grdfica.

Una grifica G es una pareja {V(G), A(G)}, donde V(G) es un conjunto
finito no vacio de elementos llamados vértices (puntos, nodos) y A(G) es un
subconjunto finito de parejas no ordenadas de V(G) llamadas aristas (lineas,
arcos).

Una grafica es finita si tanto su conjunto de vértices, como su conjunto de
aristas es finito. En este trabajo estudiamos sblo graficas finitas, por lo que
el término gréafica siempre significard grdfica finita. Si una grafica G consta
de un vértice, se dice que la grafica es trivial, de otra forma G es no trivial.
Los extremos de una arista son los elementos del conjunto de vértices que
la determinan. Cuando estas son iguales, obtenemos un lazo (arista a; de la
grafica G en la Figura 1.1). A dos o més aristas con los mismos extremos se
les llama aristas maultiples (aristas a1 y a1p de la grafica G en la Figura 1.1).

Los ejemplos de la Figura 1.1 ayudardn a entender mejor la definicion.
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Para la grafica G = (V(G), A(G)) tenemos que V(G) = {vy, v, v3, vy, 5, Vg }
y A(G) = {a1, as, a3, aq, as, ag, ar, as, ag, a9, a11, a1z }, mientras que para H =
(V(H),A(H)) tenemos que V (H) = {uy, ug, ug, ug, us, ug, Uz, us, ug } y A(H)
{61, €9, €3, €4, €5, €, €7, €8, €9, 610}.

G H Uu,
aq
v, &) €1 \E10
U, u, Uy
a a
) 3 PN
u,
ul a G P4
a1 Ca €9
6
Q1o Uy Cs Uy
as (g
as, (7 C.
U, Qg u Qi u, €7 Uy

Figura 1.1: Las graficas Gy H.

De aqui en adelante se estudiaran graficas que no contienen lazos ni aris-
tas multiples, este tipo de graficas son llamadas grdficas simples.
Las graficas son nombradas asi porque pueden ser representadas grafica-
mente, y es esta representacion grafica la que nos ayuda a comprender muchas
de sus propiedades. Un aspecto importante es que no hay una tnica manera
de representar una grafica, la posicion de los vértices y las aristas algunas
veces carece de importancia.

Al nimero de vértices de una grafica G se le llama orden de la grafica Gy

se denota |V (G)|, mientras que al numero de aristas se le denomina tamano
de la grafica G y se denota |A(G)].
Si u y v son dos vértices de una grafica G y a = uv, una arista de G, decimos
que u y v son adyacentes (a tiene extremos u y v). Dos aristas son adyacentes
si tienen un extremo en comin. Una arista incide sobre un vértice si dicha
arista tiene como uno de sus extremos al vértice mencionado antes.
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1.1. Isomorfismos de graficas

Dos graficas G y H son idénticas (G = H) si V(G) = V(H) y AG) =
A(H). Sin embargo es posible que dos graficas que no son idénticas tengan
el mismo diagrama, entonces se dice que G y H son grdficas isomorfas. En
general dos graficas simples G y H son isomorfas (G = H) siy sblo si existe
una funcion biyectiva f : V(G) — V(H) que preserve las adyacencias de sus
vértices, es decir, uv € A(G) < f(u)f(v) € A(H). La funcion biyectiva f
es llamada ¢somor fismo entre G y H. Es claro que dos graficas isomorfas
tienen el mismo ntmero de vértices y aristas, sin embargo el hecho de que
dos graficas cumplan con lo anterior no significa que sean isomorfas.

Para mostrar que dos graficas son isomorfas debemos indicar un isomor-
fismo entre ellas. El siguiente isomorfismo f : V(G) — V(H):

f(Ul) = Uy f(v2) = U f(Us) = us f(v4) = U2

muestra que las graficas G y H de la Figura 1.2 son isomorfas.

G H
Uy Uy Uy
®
®
U, Us U, Us

Figura 1.2: G = H.

A continuacion introducimos algunos tipos especiales de graficas.

Una grafica es completa si todo par de vértices es adyacente. La grafica
completa con n vértices se denota por K,,.

Una gafica G es bipartita si existe una particion de V(G) en dos conjuntos
Vi, V4 de forma que cada arista de G tenga un extremo en V; y otro en Vs,
dicha particion {Vi, Vo} se denomina biparticion de la grafica.
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Una grafica G es bipartita completa si existe una biparticion {Vi, Vo} de
V(G) de tal manera que cada vértice de V; es adyacente a todos los vértices
de V;. Estas graficas se denotan por K, ,; donde n = |[Vi| y m = |V4].
Observemos que K, ,, tiene n + m vértices y n - m aristas. En este tipo de
graficas existe una unica biparticiéon. Una grafica bipartita de la forma K ,,
es llamada estrella.

K. K., K s
(% Uy Uy Us Uy Lo
: 3 [
T3 Ly
2 v Ty ® g
L1
Ts X7
)
Us Uy Us Ug T

Figura 1.3: Se muestran las graficas K5, K49 y K; g respectivamente.

Se dice que una grafica es plana si estd dibujada en el plano de manera
tal que sus aristas solo se intersectan en vértices de la grafica misma.

Sin embargo una grafica G es aplanable si es isomorfa a una grafica plana.
La Figura 1.4 ilustra una grafica aplanable.

El complemento de una gréafica G es la grafica G tal que V(G) = V(G),
y tal que u es adyacente a v en G si y solo si u no es adyacente a v en G.

G G,

(% UV, U,

/UB U4 US

Figura 1.4: G es aplanable, pues G = G| y Gy es plana.
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1.2. Subgraficas

Dada una grafica G con n vértices y m aristas, hay dos maneras natu-
rales de obtener graficas "pequenas" a través de GG. Si a es una arista de G,
podemos obtener una grafica de m — 1 aristas al eliminar a de GG, dejando los
vértices y aristas restantes intactos. La grafica resultante se denota G — a.
Analogamente, si v es un vértice de GG, podemos obtener una grafica de n —1
vértices al eliminar de G el vértice v junto con todas las aristas incidentes
a él. La grafica resultante se denota G — v. Las graficas G —a y G — v son
ejemplos de subgrificas de G.

Dada una grafica G, una subgrdfica H de G, es una grafica tal que V/(H) C
V(G)y A(H) C A(G). También se dice que H estd contenida en G.

Una subgrdfica inducida H de G es una subgrafica que contiene todas las
aristas de G entre los vértices de H.

La Figura 1.5 ilustra el concepto de subgrafica.

H, v, H,

/I./) [ 2 1}5 U2 & ‘US

US ,U4 UB /04
Figura 1.5: H; es una subgrafica de K5 mientras que H, es una subgrafica

inducida de K5 pues contiene todas las aristas de K5 sobre los vértices de
H,.

1.3. El grado de un vértice

Para todo v € V(G), el grado de v es el nimero de aristas incidentes
en él, se denota gr(v) 6 gradg(v). El grado minimo de una grafica G es el
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menor de los grados de sus vértices y se denota por §(G), mientras que el
grado mdzimo es el maximo de los grados y se denota por A(G).

Teorema 1.3.1. Si G es una grdfica con q aristas entonces:

> grv)=2¢

veV(Q)

Demostracion. En la suma de los grados de los vértices se cuenta el ntimero
de aristas que inciden en cada vértice. Como cada arista tiene dos extremos
es contada dos veces en la suma, terminando con esto la demostracion. W

Una grafica k-regular, o de grado k, es aquella en la que todos los vértices
son de grado k.

La grafica completa K, es regular de grado n — 1, mientras que la grafica
bipartita completa I, ,, es n-regular. Una gréfica 3-regular es llamada grdfica
ciibica o trivalente.

En una grafica G, el grado de cualquier vértice satisface: 6(G) < gr(v) <
A(G), por lo tanto, tenemos:

Aplicando el Teorema 1.3.1, si G es una gréafica con n vértices y m aristas,
tenemos:

S(G) <m < 2 AG)

|3

2
1.4. Caminos y conexidad

Ahora introducimos el concepto de camino, del cual se desprenden més
conceptos los cuales seran de gran utilidad conforme avancemos en el trabajo.

Un camino vy, ag, V1, a1, - . ., Qpn_1Vp_1, Ay, U, en una grafica G' es una suce-
sion alternada de vértices y aristas de G tal que a; = v;v;,1. La longitud de
un camino es el nimero de aristas que lo forman. A un camino con vértice
inicial v y vértice final v se le llama uwwv-camino.

Un paseo en una grafica G es un camino en el que no se repiten aristas.
Las aristas {v1vs, o205, U504, V409 } de la Figura 1.6 describen un paseo.
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Una trayectoria en una grafica G es un paseo en el que no se repiten vér-
tices. Las aristas {vjvs, v3vs, vgvs } de la Figura 1.6 describen una trayectoria.

Un camino (paseo) cerrado es un camino (paseo) cuyo vértice inicial coin-
cide con el vértice final. Las aristas {v4vs, v5v3, 302, Vovs, V504 } de la Figura
1.6 describen un camino cerrado. Las aristas {vjvs, v3vg, VU5, UsU3, U309, UgU1 }
describen un paseo cerrado.

Un ciclo es un camino cerrado C' = (vy, vg, . .., Uy, v1) donde v; # v; para
todo i # j. Las aristas {v1vq, Ugvy, V405, U503, 301 } de la Figura 1.6 describen
un ciclo.

G

Uy Us Us

Figura 1.6: La grafica simple G.

Se dice que dos vértices uy v de G estan conectados si existe un uv-camino
en GG. Ahora, si existe un uv-camino en GG entonces existe una uv-trayectoria
en G. La distancia entre dos vértices u y v de GG se define como la longitud
de la trayectoria mas corta entre u y v, si existe, y se denota por dg(u,v), si
no existe tal trayectoria dg(u,v) = co.

Proposicion 1.4.1. Todo uv-paseo contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Sea u,wy,ws, ..., w,, v el uv-paseo, si no se repiten vértices
ya es una trayectoria.
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De no ser asi, sea w; el primer vértice que se repite y sea j el indice que
tiene w; al repetirse (w; = wy).

Observemos el paseo w, wy, Wa, ..., W;, ..., Wjt1, Wji2,- .., Wy, v, este es un
uv-paseo con un vértice menos repitiéndose. Se repite el proceso para obtener
un uv-paseo con dos vértices menos repitiéndose. Repetimos el proceso una
vez més y en algiin momento debe terminar pues el ntimero de vértices es
finito, obteniendo al final una uv-trayectoria.

[ |

Proposicion 1.4.2. La union de dos trayectorias distintas entre dos vértices
contienen un ciclo.

Demostracion. Sean u 'y v dos vértices tales que estan unidos por al menos
dos trayectorias diferentes 17 y T5. Sea w el primer vértice que pertenece a
T, y a Ty tal que el siguiente vértice no cumple con esto y sea w’ el siguiente
vértice que vuelve a estar en T} y Ty. Si 1] es la subtrayectoria de 7} entre w
y w' y Ty la subtrayectoria de T5 entre w y w’, entonces 7] U T3 es un ciclo.

|

Una grafica G es conexa si y sblo si para cualquier par de vértices existe
una trayectoria que los une.

Se dice que una grafica es inconexa cuando no es conexa. Si una grafica G
es inconexa, decimos que sus componentes conexas son todas las subgraficas
conexas maximas (por contencion). El ndmero de componentes coneras de
una gréafica G se denota por ¢(G). La Figura 1.7 ilustra estos conceptos.

En este trabajo centraremos nuestra atenciéon en graficas que son conexas.
Sin embargo, algunas graficas son conexas con tanta debilidad que es posible
desconectarlas eliminando tan s6lo uno de sus vértices o aristas.

Dada una grafica G y un vértice v € V(G), se dice que v es un vértice de
corte si ¢(G — v) > ¢(G). Claramente, si G es conexa, un vértice w € V(Q)
es de corte si y solo si G — w no es conexa. En general, un vértice v de una
grafica G es de corte si al eliminarlo se desconecta a alguna componente de
G.

Por otro lado, dada una grafica G y una arista a € A(G), se dice que a
es una arista de corte o puente siy solo si ¢(G — a) > ¢(G). Al igual que en
la definicion anterior, si G es conexa, a € A(G) es de corte si y solo si G —a
es inconexa.

En la grafica H de la Figura 1.8 u, v son vértices de corte, mientras que
a es una arista de corte.
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H v H
1 .1 2 Uy
Uy Us
Us Uy
Uy Us
Ve@o—eo U, Us Us

Figura 1.7: La grafica H; es inconexa con ¢(G) = 3, mientras que la gréfica
Hs es conexa.

%
o

Figura 1.8: La grafica H, la cual se desconecta al eliminar ya sea el vértice u
6 v, 6 la arista a.
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A una gréafica que no contiene vértices de corte se le llama blogue. Los
bloques de una grifica G son las subgraficas maximas de G con la propiedad
de ser bloques.

Si una grafica tiene por lo menos un vértice de corte, tendra varios bloques,
aquellos que so6lo tienen un vértice de corte se llaman bloques terminales.

No siempre es tan facil desconectar una gréafica, pues hay graficas en las
que es necesario eliminar méas de un vértice para hacerlas inconexas. Es esto
lo que nos lleva a las siguientes definiciones.

La conexidad puntual k(G) de una grafica conexa G con n > 2, es el
minimo nimero de vértices de G cuya eliminacién aumenta el nimero de
componentes conexas de G 6 la hace trivial. Se dird que una grafica G es
k-conexa si y solo si k(G) > k. En la Figura 1.9 se muestra una grafica
3-conexa.

U3 Uy

Figura 1.9: La grafica G se desconecta al quitarle los vértices vy, v4 y vs .

1.5. Excentricidad de un vértice

La excentricidad de un vértice v, denotada por e(v), es la méxima de las
distancias al resto de los vértices de la grafica:

e(v) =maxy,ecy(eyd(u, v).

Gracias a la definiciéon anterior podemos obtener mas definiciones que
también serdn de gran utilidad mas adelante, las cuales introducimos a con-
tinuacion.
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El radio de una grafica G es la minima de las excentricidades sobre todos
los vértices V(G). Se denota por r(G).

El didmetro de una gréfica G' es la méxima de las excentricidades, se
denota por d(G).

El cuello de una grafica G es la longitud del ciclo de longitud minima, se
denota por g(G).

La circunferencia de una grafica G es la longitud del ciclo de longitud
méxima, se denota por ¢(G).

En la grafica G; de la Figura 1.10, 7(G1) = 4 pues d(l,c) = 4, mientras
que d(G1) = 7 ya que d(a,q) = 7. En la grafica Gy, g(G2) = 4 pues el ciclo
de longitud minima en Gy mide 4, mientras que ¢(G3) = 6.

Gl GQ Usy
Us Uy Uyg
U,
U’G U,5
U, Ug

Figura 1.10: Se muestran las graficas Gy y G5 respectivamente.

1.6. Operaciones sobre graficas

En la definicién de grafica complemento vimos una manera en la que
podemos generar una grafica a partir de otra. Si tenemos dos graficas Gy H,
una nueva grafica puede ser definida en varias formas. Los conceptos descritos
a continuacion pueden ser extendidos sin dificultad a un contexto general.

Una de las formas mas béasicas de combinar gréaficas es con la operacion
unidn. La union de dos graficas Gy H es la grafica GUH tal que V(GUH) =
VIG)UV(H)y A(GUH) = A(G)U A(H).
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El producto cartesiano de dos graficas Gy G’ es la grafica GOG' tal que
el conjunto de vértices es V(G) x V(G') y dos vértices (z,2') y (y,7') estan
unidos por una arista si y sélo si z =y y 2’y es una aristade G' 6 2’ =y’ y
xy es una arista de GG. El producto cartesiano P,,[JP, de dos trayectorias de
longitudes m y n respectivamente da origen a la grafica que recibe el nombre
de rejilla G(m + 1,n + 1). Se muestra un ejemplo en la Figura 1.11.

G(3,4)

Uy (%) U3 Uy
@ L 4 L 4 ®
U (V) (v, U
54 J 74 6|
@& L L o
(% (%1 V14 (%0}

Figura 1.11: Se muestra la rejilla G(3,4).

Estas operaciones son asociativas y conmutativas bajo isomorfismos y
pueden ser extendidas a un niimero arbitrario de graficas.

La suma de dos graficas Gy H denotada por G + H es la grafica tal que
V(G+H)=V(G)UV(H)y A(G+H) = A(G)UA(H)U{uv | u e V(G),v €
V(H)}.

Las Figuras 1.12 y 1.13 ilustran los conceptos definidos antes.

El cuadrado de una grifica G = (V(G), A(Q)) es la grafica G* cuyo
conjunto de vértices es V(G), dos vértices son adyacentes en G? si y solo si
su distancia en G es a lo méas 2. La Figura 1.14 muestra el cuadrado de C}.

1.7. Arboles y bosques

Una grdfica aciclica es una grafica que no contiene ciclos. Un drbol es una
grafica conexa aciclica.
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G, G, G.UG, G+ G,
® ®
o [ J
[ ] [ ]

Figura 1.12: Se muestra la uniéon y la suma de las graficas G y Go.

H, H,OH,

A B

Figura 1.13: Se muestra el producto cartesiano de Hy y Hs.
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G G2
lﬁ 7£4 Uy Uy
[ @
Uy, Us U, Uy

Figura 1.14: La grafica G2, el cuadrado de G = C,.

Un bosque es una gréfica aciclica, por lo que sus componentes conexas
son arboles.

Asi, toda grafica sin ciclos es un bosque y si ademas es conexa, es también
un arbol.

Dado que los arboles son graficas conexas, para cualesquiera dos vértices
existe una trayectoria que los une, sin embargo la particularidad de los drboles
consiste en que dicha trayectoria es tinica, ya que de no ser asi, la unién de
dos trayectorias distintas entre dos puntos generaria un ciclo, expresar esto
es la intencion del siguiente teorema.

Teorema 1.7.1. Una grdfica es un drbol si y solo si para cualquier par de
vértices existe una unica trayectoria que los une.

Demostracion. Paralaida, G es conexa pues GG es un arbol, entonces existe
una trayectoria entre cualquier par de vértices, procedamos por reducciéon al
absurdo y supongamos que no es Unica. Entonces por la Proposicion 1.4.2
existe un ciclo, lo cual es una contradiccion ya que G es un arbol. Por lo
tanto para todo par de vértices existe una trayectoria tinica.

Para el regreso tenemos que G es conexa, pues existe una trayectoria
entre cada par de vértices, por lo que so6lo resta demostrar que es aciclica.
Por reduccién al absurdo supongamos que G contiene al menos un ciclo
C' = x1x9, ... x,21. Entonces existen dos zjxo-trayectorias, a saber {xjzo} y
{T120, TpTn_1, ..., 7322}, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto G es un
arbol. [ |
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A continuacién veremos la relacion entre el niimero de vértices de un arbol
y sus aristas.

Teorema 1.7.2. Si G es un drbol tal que |V(G)| =n y |A(G)| = m, entonces
m=mn—1.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre el nimero de vértices de
G.

Sin =1, entonces G = K; y m = 0 = n — 1. Supongamos que el
resultado es valido para todos los arboles con menos de n vértices (Hipotesis
de induccion). Sea G un arbol con n vértices y a € A(G). Como G no
tiene ciclos, a es un puente, por lo que la grafica G — a es inconexa y tiene
exactamente dos componentes que claramente son conexas y aciclicas; por lo
tanto son arboles y cada una tiene menos de n vértices. Llamemos Gy y Go
a dichas componentes y sean ny = |V(G1)|, ne = |V(G2)|, mi = |[A(G1)] ¥

Por hipotesis de induccion sabemos que m; = ny — 1y mo = ng — 1.
Entonces tenemos que:

V(G) = V(G1) UV(Go)

V(G)| =n=mny+ne

A(G) = A(Gl) U A(Gg) U {CL}

IAG)|=m=mi+mo+1=n—1+ny—1+1=n4+ny—1=n-—1.

|

1.8. Arboles arraigados

Un drbol arraigado T(r) es un arbol T con un vértice especifico r, llamado
raiz de T'. En tal caso las aristas tienen una orientacion natural en sentido
contrario de la raiz. Observemos que cada vértice es alcanzable desde la raiz
por una unica trayectoria. Por lo que, el orden parcial asociado al arbol es el
orden parcial sobre sus vértices con u < v si y sélo si la tnica trayectoria de
la raiz a v pasa por u.

En un arbol arraigado, el padre de un vértice es el vértice adyacente a
él en la trayectoria hacia la raiz; cada vértice excepto la raiz tiene un tnico
padre. El hijo de un vértice v es un vértice para el cual v es el padre. Una
hoja es un vértice sin hijo. El nivel 6 profundidad de un vértice v € T es la
longitud de la rv-trayectoria.
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UQ le vll /012 vlS /014 v15 ,U16 17 U18

Figura 1.15: La gréfica T}, un arbol arraigado con raiz r.



Capitulo 2

Coloraciones

2.1. Conjuntos independientes

Un conjunto de veftices de una grafica G es independiente si y solo si
ninguna pareja de vértices en el conjunto es adyacente. En otras palabras,
S C V(G) es independiente en G si y solo si la subgrafica inducida por S
en GG no posee aristas. Claramente si S es independiente entonces cualquier
S" C S es independiente.

Un conjunto independiente de vértices es mdzimo (por contenciéon) si no
es subconjunto propio de ningin otro conjunto independiente de vértices.

Un conjunto independiente con el maximo ntimero de elementos es un
conjunto independiente de cardinalidad mdzrima.

Al nimero de vértices de un conjunto independiente de cardinalidad ma-
xima de una grafica G se le llama nimero de independencia de Gy se denota
por a(G). En la Figura 2.1 mostramos que a(Q3) = 4.

2.2. Coloracién por vértices

Probablemente, la coloraciéon de los vértices de una grafica sea una de
las &reas de la Teorfa de las Graficas que mas atencion haya recibido a lo
largo de los anos. Sin duda, este hecho se debe en gran medida a la relacion
que esta guarda con el conocido problema de los Cuatro Colores, el cual fue
demostrado en 1976 por Kenneth Appel and Wolfgang Haken con la ayuda
de una computadora. El Teorema de los Cuatro Colores fue el primer gran
Teorema que ha sido demostrado con la ayuda de una computadora, es por eso
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U, Us

Figura 2.1: {v1,v3, v6,vs} es un conjunto independiente de cardinalidad mé-
xima para la grafica Q)s.

que la demostraciéon no es plenamente aceptada por todos los matematicos
va que seria impracticable por su cantidad de detalles que un humano la
verificase manualmente.

Si G es una grafica, una coloracion de G es una asignacion de elementos de
un conjunto (a los que llamaremos colores) a los vértices de G de manera que
a cada vértice v € V(G) le corresponda un color y sélo uno. Una coloracion
en la que se emplean k colores se define como k-coloracion.

La definicion anterior no excluye la posibilidad de que a dos vértices adya-
centes se les asigne el mismo color, por lo que definiremos un tipo particular
de coloracion. Sea GG una grafica, entonces una coloracion propia 6 buena
coloracion de G es una asignacion de colores a los vértices de G de manera
que para cualesquiera u, v € V(G) con uv € A(G), el color de u es distinto
al color de v.

En adelante, para simplificar, siempre que se hable de una coloracion, se
supondra propia, a menos que se especifique lo contrario.

Si una grafica tiene una n-coloraciéon, entonces tiene también una n + 1-
coloraciéon, una n+ 2 coloracion y, en general, una n+ z-coloraciéon con z € N
y n+ z < |[V(G)|, este hecho da origen a la siguiente definicion.

Una grafica G es n-coloreable si existe una m-coloraciéon de G para alguna
m < n.

Claramente toda grafica de orden n es n-coloreable y encontrar una n-
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coloraciéon no presenta dificultad . Un problema maés interesante es saber cuél
es el minimo ntimero k para el cual una grafica G es k-coloreable.

El minimo ntimero para el cual una grafica G es m-coloreable se denomina
nidmero cromdtico de G'y se denota por x(G). Si x(G) = n, entonces se dice
que G es n-cromaética.

Al colorear los vértices de una grafica se obtienen varios subconjuntos de
V(G), segun la coloracion que se haya dado. Un conjunto de vértices a los
que se les ha asignado el mismo color tiene la particularidad de que ningin
elemento del conjunto es adyacente a otro del mismo conjunto. Dada una
coloracion de una grafica GG, al conjunto cuyos elementos son todos los vértices
a los que se les ha asignado un mismo color se le llama clase cromdtica.

Las coloraciones que se muestran en la Figura 2.2 permiten ver que siem-
pre es posible encontrar una 2-coloraciéon para tales graficas y por lo tanto

X<C2n) =2.

Figura 2.2: Ciclos de longitud 4, 6 y 8 respectivamente.

Siguiendo un método de coloraciéon similar al hecho en la Figura 2.2 nos
daremos cuenta que para dar una coloraciéon propia a un ciclo de longitud
impar no son suficientes dos colores, sin embargo bastara con uno mas (Figura
2.3). Por lo tanto x(Cany1) = 3.

Ahora si pensamos en x(K,) nos daremos cuenta de que en una grafica de
este estilo cada vértice es adyacente a todos los demaés, por lo que deducimos
que x(K,) =n, para cada n € N.

Ahora que hemos encontrado algunas graficas particulares cuyo niimero
cromatico es 2 (Cy,), podriamos preguntarnos si es posible caracterizar a to-
das las gréficas que cumplan con lo anterior. Esto es precisamente la intencion
del siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Para toda grifica G, x(G) = 2 si y sélo si G es bipartita.
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Figura 2.3: Ciclos de longitud 3, 5 y 7 respectivamente.

Demostracion. Sea G una grafica tal que x(G) = 2, entonces existen en
G dos clases cromaticas que inducen una biparticion de los vértices de G,
ya que si llamamos Vi y V5 a las clases cromaticas de una coloracion dada
sabemos que ViUV, = V(GQ); Vi £ 0, Vo # 0; VinVy, =0 y Vi, V, son
conjuntos independientes, por lo que GG es bipartita, .

Por otro lado si G es una gréfica bipartita, V(G) = V3 U V,, con Vi y V,
dos conjuntos tales que Vi,V5 # (). Asignando un color a todos los vértices de
Vi y otro a todos los de V5 , lo cual es posible pues Vi NV, =0y V4, V5 son
conjuntos independientes, habremos encontrado una 2-coloracion de V(G).
Por lo tanto x(G) = 2. [ |

Corolario 2.2.2. Si T es un drbol, con n > 2, entonces x(T) = 2.

Demostracion. Sea v € V(T') asignemos la siguiente coloracion a los vér-
tices de 7"

(u) = 0 sid(v,u)=2r,
A= sid(v,u) =2r+1

para todo u € V(T y para alguna r € Z, con lo que hemos encontrado una
2-coloracion para T, implicando que x(7T') = 2.
[ |

Teorema 2.2.3. Sea A(G) el grado mdzimo de una grdfica G, entonces

(@) < AG) + 1.
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Demostracion. Por induccion sobre el nimero de vértices, observemos que
el teorema se cumple si la grafica tiene uno 6 dos vértices; y supongamos que
toda grafica G con (n — 1) vértices y grado maximo A(G) es coloreable con
A(G) + 1 colores.

Consideremos una grafica G con n vértices. Al quitar un vértice v junto
con sus aristas incidentes, se sigue claramente que la grafica G' = G — v tiene
(n—1) vértices con grado a lo méas A(G). Por la hipotesis de induccion G’ es
(A(G")+1)-coloreable; ahora observemos que v es adyacente a lo mas a A(G)
vértices en G, y por lo tanto se puede colorear a v con un color diferente a
los usados en sus vecinos, con lo que terminamos la demostracion. |

A continuacién enunciaremos y demostraremos el Teorema de Brooks.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Brooks). Sea G una grdfica coneza, si G #
Cont1 y G # K, entonces x(G) < A(G).

Demostracion. Sea GG una grafica conexa, entonces procedamos por induc-
cion sobre el nimero de vértices. Si A(G) =0, G = K1;si A(G) = 1, G = Ko;
si A(G) = 2, G es un camino, 6 un ciclo de longitud par y x(G) = 2, y en-
tonces el teorema se verifica para n = 0, 1 y 2. Asi, supongamos el teorema
valido para todas las graficas con (n — 1) vértices.

Tomemos una grafica con n vértices, y supongamos que G tiene un vértice
de corte v. Al quitar el vértice de corte v, la grafica G' = G — v claramente
tiene al menos dos componentes conexas C y Cy, con a lo més (n—2) vértices
y grado a lo mas A(G). Si CyU{v} 6 CoU{v} son una grafica completa 6 un
ciclo impar, el vértice de corte v tiene grado méximo en C;U{v} 6 en CoU{v},
siendo entonces que el grado maximo en C; U {v} 6 en Cy U{v} es a lo mas
A(G)—1, y por el Teorema 2.2.3 C; U{v} es (A(Cy U {v}) + 1)-coloreable 6
CoU{v} es (A(CoU{v})+1)-coloreable; esto es, en cualquier caso son a lo mas
A(G) coloreables. Y si CyU{v} y CoU{v} no son graficas completas ni ciclos
de longitud impar, por hipotesis de induccion son A(G)-coloreables. Sean ¢;
y ¢ las coloraciones de Cy U {v} y Cy U {v} respectivamente; observemos
que si ¢1(v) = ca(v) entonces ¢; U co es una coloracion propia de G; en caso
contrario es posible permutar colores en C; U {v} de manera que el color
usado en v sea el mismo en ambas componentes obteniendo una coloracion
propia de G.

Por lo tanto supongamos que G es al menos 2-conexa, entonces tenemos
dos casos de acuerdo a la conexidad de G.
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Caso 1. G es 2-conexa pero no 3-conexa.

Supongamos que G contiene vértices con grado distinto de 2 6 (n — 1),
ya que si G contiene solo vértices de grado 2 (es decir G es un ciclo par),
entonces G es 2-coloreable, verificando con esto el teorema (A(G) = 2).
Sabemos que G no contiene sélo vértices de grado (n — 1), ya que no es una
grafica completa. Si G contiene solo vértices de grado 2 y de grado (n — 1),
entonces G debe contener 2 vértices de grado (n — 1) y (n — 2) vértices de
grado 2, lo que implica que x(G) = 3, ya que los vértices de grado dos no son
adyacentes entre si y pueden colorearse con un mismo color, cumpliéndose el
teorema.

Sea u un vértice de G tal que 2 < gr(u) < (n—1);y a, b € V(G), entonces
tenemos dos situaciones:

Si G — u sigue siendo 2-conexa; sea a = u y b un vértice a distancia dos
de u (este vértice b existe, ya que u no es adyacente a todos los vértices de
G — u).

Si G — u no es 2-conexa, es decir es 1-conexa, consideremos dos bloques
finales By y B, de G — u y como GG es 2-conexa, sea a € By y b € By dos
vértices de corte vecinos de u no adyacentes entre si.

En las dos situaciones se tiene que G tiene dos vértices a y b a distancia
dos, tal que G — {a,b} es conexa y por lo tanto se puede usar la misma
coloraciéon que se describe en el Caso 2.

Caso 2. G es 3-conexa.

Sean a y b vértices a distancia dos en G, es decir d(a,b) = 2; la existencia
de estos vértices se sigue del hecho de que G no es completa.

Sea w un vértice adyacente a a y a b. Como G —{a, b} es conexa podemos
ordenar los vértices de G de manera sucesiva {vi,vs...,v,} tal que v; = q,
vy = by cada vértice v; con ¢ > 3 estd ordenado de forma no creciente de
acuerdo a su distancia al vértice w, designando al vértice v,, = w y para
1 <4 < n, v; es adyacente a algin v; con j > i. Ahora definamos una
A(G)-coloracion como sigue:

A los vértices a y b se les asigna el color 1, pues no son adyacentes, y
coloreamos vs, vy, . ..,v,_1 en orden, cada uno con el primer color disponible
del siguiente conjunto: {1,..., A(G)}, lo cual es siempre posible, ya que cada
vértice tiene al menos un vecino con una etiqueta mayor (y por lo tanto no
ha sido coloreado), asi, cada vértice es adyacente a lo mas a A — 1 vértices
que ya han sido coloreados, y por lo tanto, hay un color disponible para
colorearlo. Finalmente, observemos que w ya no tiene un vecino con una
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etiqueta mayor, porque es el altimo vértice, pero tiene dos vecinos que tienen
asignado el mismo color (el color 1). Como tiene a lo mas A vecinos pero dos
tienen el mismo color, w es adyacente a lo més a vértices de A — 2 colores
distintos. Aunque w no puede usar el color 1, atn resta un color disponible
para colorearlo. Obteniendo asi una A(G)-coloracion.

2 xX(G) < A(G).

2.3. r-cubos @),

El r-cubo @, (r > 1) es la gréfica cuyo conjunto de vértices es el conjunto
de todas las r-adas de 0’s y 1’s, donde dos r-adas son adyacentes si difieren
en exactamente una coordenada.

Observemos que |V (Q,)| = 2", pues para cada entrada de cada vértice
se tienen dos opciones, 0 6 1. Otra observacion importante es que para todo
v € V(Qn), gr(v) = r, pues recordemos que dos vértices en @), son adyacentes
si difieren en exactamente una coordenada.

Con lo anterior y usando el Teorema 1.3.1 obtenemos lo siguiente:

Z gr(v) =2|AQ,)|=r-2".
veV(Qr)

Por lo que concluimos que [A(Q,)| =2""1-r.

Q1 QQ QB

Figura 2.4: Se muestran )y, ()2 y (3 respectivamente.

Del Teorema 2.2.1 obtenemos el siguiente corolario.
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Corolario 2.3.1. Sea G = @Q,, entonces x(Q,) = 2.

Demostracion. Demostraremos primero que @), es una grafica bipartita.
Definamos dos subconjuntos de V(Q,), X y Y tales que:

X = {vértices cuya representacion binaria contiene un nimero par de 1’s},
Y = {vértices cuya representacion binaria contiene un namero impar de 1’s}.

La representacion binaria de cualesquiera dos vértices adyacentes en (),
cambia de 0 a 1 6 viceversa, cambiando con esto la paridad. Por lo tanto
cualquier arista que incida en X, incide en Y y viceversa, ademés cualesquiera
dos vértices en X 6 en Y no pueden ser adyacentes pues difieren en mas de
una entrada. Por lo tanto @), es una grafica bipartita.

Ahora haciendo uso del Teroema 2.2.1, obtenemos que x(Q,) = 2. Por lo

tanto, x(Q,) = 2.
|



Capitulo 3

Coloracion Estelar

En 1973 Branko Griinbaum [8], matematico croata actualmente profesor
emérito de la Universidad de Washington en Seattle, considerd coloraciones
propias de los vértices de una grafica con la condicion adicional de que las
subgraficas inducidas por la union de cualesquiera dos clases crométicas fue-
ran aciclicas. Griinbaum llamé a tales coloraciones, coloraciones aciclicas,
y al minimo r tal que G tiene una r-coloracion aciclica, nimero cromdtico
aciclico de G, denotado por a(G).

Entre otros problemas, Griinbaum [8] sugiri6 requerir que la subgréfica
inducida por la unién de cualesquiera dos clases crométicas de una grafica GG
fuera no soélo aciclica, sino también un bosque compuesto solamente de estre-
llas, es decir una coloracion propia de los vétices evitando caminos de cuatro
vértices 2-coloreados. Llamamos a tal coloraciéon una coloracion estelar.

Las coloraciones aciclicas y estelares han sido estudiadas principalmente
para gréficas planas:

Griinbaum [8] conjeturd que cualquier grafica plana podia ser colorea-
da aciclicamente con cinco colores, sin embargo demostré que podian ser
coloreadas aciclicamente con nueve colores. La conjetura de Griinbaum fue
demostrada posteriormente por Borodin [3] en 1979. Kostochka y Melnikov
[10] muestran un ejemplo de una grafica bipartita plana que requiere cin-
co colores para tener una coloracién aciclica, demostrando con esto que el
resultado de Borodin es 6ptimo.

En lo que a coloraciones estelares corresponde, en 2004 Albertson et al. [1]
establecieron mediante una definiciéon equivalente de coloracion estelar para
graficas dirigidas que el minimo ntmero de colores necesarios para asignar
arbitrariamente una coloracion estelar a cualquier grafica plana esta entre 10
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y 20. Sin embargo antes, en 2001 un corolario de un resultado de Nesetril y
Ossona de Mendez |[11] muestra que cualquier grafica bipartita plana puede
tener una coloracion estelar con 18 colores, mientras que en 2009 Kierstead
et al. [9] muestran una grafica bipartita plana que requiere al menos 8 colores
para tener una coloraciéon estelar.

Las coloraciones estelares también han sido estudiadas para graficas ex-
teriormente planas (aquellas graficas para las que existe una inmersion plana
en R? de tal manera que todos los vértices queden en la cara exterior) [7],
de hecho Ramamurthi y Sanders [12] demuestran que si dichas graficas son
ademéas bipartitas, entonces pueden tener una coloraciéon estelar con cinco
colores, v que ademaés este resultado es 6éptimo.

Sin embargo es en 7] donde se presenta la mayor investigacion en cuanto a
cantidad de resultados sobre coloraciones estelares y nimeros cromaticos es-
telares de varias familias de graficas, pues Fertin et al. [7] dan cotas y valores
exactos para el nimero cromético estelar de graficas tales como: arboles, ci-
clos, gréaficas bipartitas completas, rejilas, toros d-dimensionales, entre otras,
es por eso que se tomo a dicho articulo como base para el presente trabajo.

3.1. Conceptos basicos

En otras palabras, una coloracion estelar de una grafica G no dirigida
es una coloracion propia de los vértices de G (es decir, a ninguna pareja de
vecinos se les asigna el mismo color) tal que ningtin camino de longitud 3 en
G es bicoloreado. El nimero cromdtico estelar de una grafica G no dirigida,
denotado por yxs(G), es el entero positivo mas pequeno k para el cual G
admite una coloracion estelar con k colores.

Todas las graficas consideradas aqui son no dirigidas, en las siguientes
definiciones (y en el resto del trabajo) el término coloracion se referird a
coloracion de graficas por vértices. Una coloraciéon propia de una grafica G es
una etiquetacion de los vértices de G tal que a ninguna pareja de vecinos en
G se les asigna la misma etiqueta. Usualmente, la etiquetacion (o coloracion)
del vértice = es denotada por ¢(z). De aqui en adelante todas las coloraciones
que se definan y se usen seran coloraciones propias.

Definicién. Una coloracion estelar de una grafica G es una coloracion propia
de G tal que ningtin camino de longitud 3 en G es bicoloreado.

Damos también la definicién de coloraciéon aciclica, la cual serd util para
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nuestro propdésito.

Definicién. Una coloracion aciclica de una grafica G es una coloracion
propia de G tal que ningin ciclo en G es bicoloreado.

Definimos por nidmero cromdtico estelar(respectivamente nimero cromdti-
co aciclico) de una grafica G al minimo nimero de colores necesarios para que
G tenga una coloracion estelar (respectivamente aciclica). Se denota y,(G)
para nimero cromatico estelar y a(G) para ntimero cromético aciclico. La
Figura 3.1 muestra un ejemplo de coloracién estelar.

Uy
©)
N\,
(% UV,
4 5
Us Us

Figura 3.1: Se necesitan tres colores diferentes para colorear el tridngulo
interior, ahora el vértice vy puede recibir el color {1} (sucede lo mismo si
se le asigna el color {2}), forzando a vs a tener el color {4}, pues de otra
forma obtendriamos al menos un camino bicoloreado de longitud 3, y asi vg
recibe color {5}, ya que si recibiera el color {3}, obtendriamos un camino de
longitud 3 bicoloreado (vyvs, v3vy, V4Ug).

El nidmero cromdtico estelar (respectivamente aciclico) de una familia F
de graficas es el minimo niimero de colores necesarios para que cualquier gra-
fica perteneciente a F tenga una coloracion estelar (respectivamente aciclica).
Es denotada por y(F) para nimero cromatico estelar y a(F) para niimero
cromatico aciclico.

3.2. Generalidades

Proposicién 3.2.1. Para cualquier grifica G a(G) < xs(G).
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Demostracion. Para cualquier grafica G, cualquier coloracion estelar de G
es también una coloraciéon aciclica de G, pues un ciclo de longitud mayor 6
igual que 4 contiene una trayectoria de longitud mayor 6 igual que 3, por
lo que necesita al menos tres colores para tener una coloracion propia; y el
ciclo de longitud 3 sélo tiene coloraciones propias con tres colores, implicando
asi que toda coloracion estelar de una grafica G sea también una coloracion
aciclica. Ademés recordemos que un ciclo puede ser coloreado con dos colores
si es de longitud par, o con tres colores si es de longitud impar, por lo cual
un ciclo soélo puede ser bicoloreado si es de longitud par.

L a(G) < xs(G).
]

Observemos que la cota de la Proposicion 3.2.1 es justa, pues tanto el
nimero cromético estelar, como el nimero cromatico aciclico del ciclo de
longitud 4 es 3, por lo que es un ejemplo de graficas cumpliendo la igualdad de
la cota anterior. Albertson et al. [1] en el Teorema 6.3 construyen una sucesion
de graficas Gy, Gy, Gs . .. tales que a(Gy) = t, mientras que x(G;) = t@.
Por lo tanto, el nimero cromético aciclico puede estar muy alejado del nimero
cromatico estelar.

Proposicion 3.2.2. Para cualquier grifica G de orden n y tamano m se
tiene:

2 +1— /7

xs(G) > 5

, donde v =4n(n — 1) —8m + 1.

Demostracion. Encontremos primero una cota inferior para a(G), el niimero
cromatico aciclico de una gréafica GG, con n vértices y m aristas. Suponga-
mos que coloreamos aciclicamente a G con k colores 1,2,...k (a(G) = k).
Tomemos cualesquiera dos de esos colores, digamos i y j, y sea V; (V; res-
pectivamente) la clase cromatica del color i (respectivamente del color j). Y
sea G[V; U V], la grafica inducida por V; UV}, la cual es por definicion acicli-
ca, de hecho es un bosque. Sea ¢;; el nimero de aristas de G[V;UV}]; entonces:

€ij < |Vz| + |V}| -1 (Iij)a
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pues G[V; U V;] es un bosque.
Ahora sumemos la desigualdad (I;;) para todas las parejas distintas 4, j
conl<i#j<k.

dooe< Y i+ -1
1<i#j<k 1<i#j<k
Una manera de reacomodar los sumandos del miembro derecho de la
desigualdad sin contemplar el —1 es la siguiente:
Empecemos apareando a |Vi| con |V, |V5],...|Vi| ¥y continuemos de la
misma manera con los demaés:

[Va| + V2] [Va| + | V3] V3] + |Val [Vi—2| + V-1l [Vi—1l + V]|
Vil +|Vs] [Va| + Vil V3| + |Vs] [Vie—2| + Vil
Vil + |Val [Va| + | V5] V3| + | Vel
k—1 : : :
: + : + : + + +
Vil + Vi —2l [Vl + Vi —1] V3l + Vi
Vil + Vi1l [Val + V|
Vil + Vil

Observemos que |V;| aparece k — 1 veces en la primera columna, |V3]
aparece k — 2 veces en la segunda columna y una mas en la primera, dando
un total de k — 1 veces. Observemos que |Vs|, con s = 1,2,3...k, aparecera
k — s veces en la columna donde se aparea, y s — 1 veces mas en las columnas
anteriores. Por lo que cada |V;| aparece exactamente k — 1 veces.

Por lo anterior podemos agrupar los sumandos de la siguiente forma:

Vil + [Val + [Vs| + - [Vieea | + Vi
Vil + [Va| + [Va] + - - [Viea | + Vi

Vil + [Va| + [Va] + - -+ Vi | + [Vi

Pero ademas |Vi| + |Va| + |V3] 4+ - - - [Vi1| + |Vi| = n, pues los V; son las
clases cromaticas, encontrando asi que la suma anterior es igual a n(k — 1).
Ahora observemos el término —1, el cual no consideramos antes, dicho tér-
mino aportara menos una unidad a la suma anterior por cada apareamiento

de la forma |V;| + |V;|, por lo que al tener k colores sera: (g) = —k(kgl).

. k(k—
Obteniendo -,k €5 < iy ([Vil + Vi = 1) = n(k — 1) — o=,

ahora ZK#].QC e;j = m, pues recordemos que e;; es el nimero de aristas en
la grafica inducida correspondiente.
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Entonces m < n(k—1) — @, de donde m —n(k — 1) + k(kz—l) <0

=2m—-2nk—1)+k(k—1) <0
=k -2nk—k+2n+2m <0

=k —-2n+1)k+2(n+m) <0

—b—+v/b%2—4ac <

2a r <

Ahora utilizando: si az? + bx + ¢ < 0, entonces
—b+vb%2—4ac .
=g A,

2n+144/(2n+1)2—4(2(n+m))

k< .

2n+1+vV4An2+4n+1—8n—8m
S k< :

2n+1+v4n2—4n—8m+1
= | < ZeVi?

_k<2n—|—1+\/4n(n—1)—8m+1
k< 5 :

2n+1—4/4n(n—1)—8m+1

2

De igual manera obtenemos k > , v si llamamos a

v =4n(n —1) — 8m + 1 tenemos:

2n—|—1—ﬁ<k< 2n+1+\/§.
2 - 2

Sin embargo, el miembro derecho de la desigualdad anterior no ofrece in-
formacion util, ya que para cualquier grafica con al menos una arista siempre
se tiene v > 1.

Efectivamente si m = 1, entonces n = 2 y sustituyendo en ~ obtenemos:

vy=4(2)(2-1)—-8(1)+1=8—-8+1=1, de aqui que k < M:
22— n+ 1, por lo que k < n+ 1.

Finalmente, recordando que a(G) = k obtenemos la siguiente ecuacion:

2n+ 14/

a(G) =k > 5
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Ahora por la Proposicion 3.2.1 concluimos que y,(G) también satisface
la desigualdad:

(@) > a(@) = k = 2

Observemos que la cota de la Proposicion 3.2.2 es 6ptima para varias
familias de graficas, tales como arboles (en este caso A = (2n — 3)?, y asf
a(G) > 2), ciclos (en este caso 2n — 4 < v/A < 2n — 3, y por lo tanto
a(G) > 3), y graficas completas (en este caso, A = 1, y entonces a(G) > n).

Teorema 3.2.3. (Relacion entre coloracion aciclica y coloracion estelar)
Para cualquier grifica G, si el nimero cromdtico aciclico de G satisface

a(G) < k, entonces el nimero cromdtico estelar de G satisface xs(G) <
-2k,

Para poder demostrar este teorema, usaremos el siguiente lema:

Lema 3.2.4. Sea T un drbol y V1, Vs la biparticion de su conjunto de vértices,
entonces existe una coloracion estelar de T ¢ : V(T) — {0,1,2,3} tal que si
v € Vi entonces c(v) € {0,2} y si v € Vy entonces c(v) € {1,3}.

Demostracion. Sea v un vértice perteneciente a Vi, damos la siguiente
coloracion c a los vértices de T: ¢(v) = 0y para x € V(T)\{v}, c(x) = d(v, z)
(mo6d 4). Demostrémoslo por reducciéon al absurdo, supongamos que existe
un camino C' = {vjvq, vou3, v304} de longitud 3 bicoloreado con los colores
m y n (con m < n) en T. Supongamos sin pérdida de generalidad que
c(v1) = m, c(vy) = n, c¢(vs) = m y ¢(vg) = n, entonces tendriamos que
d(v,v1) = m (méd 4) y d(v,v3) = m (méd 4) (también que d(v,vs) = n
(méd 4) y d(v,v4) = n (mdd 4)), implicando que existen dos trayectorias
distintas de v a v3 (Figura 3.2), también de v a vy, contradiciendo con esto
que T sea un arbol. Por lo tanto ¢ es una coloracion estelar. |

Es claro que la coloracién cumple los requerimientos de la proposicién,
pues como esta definida, los vértices coloreados con el color {0} seran adya-
centes a vértices coloreados con el color {1} 6 {3}, vértices coloreados con
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Figura 3.2: La existencia de dos trayectorias distintas de v a v3 implica la
existencia de un ciclo y contradice que 1" sea un arbol.

el color {2} seran adyacentes a vértices coloreados con el color {3} 6 {1}, y
analogamente para los vértices coloreados con los colores {1} y {3}.
Ahora demostremos el resultado:

Demostracion del Teorema 3.2.3 Sea G = (V, A) una grafica con a(G) <
k 'y sean Vi, V5, ...V, las clases cromaticas de una coloracion aciclica de los
vértices de G con k colores. Las clases crométicas forman una particion del
conjunto de los vértices de G y para cada i # j, perteneciente a {1,...k}
la subgrafica inducida por V; UV;, denotada por G[V; U V], es un bosque.
Para cada G[V; UVj] (i < j), denotamos por ¢;; una coloracion estelar de
los vértices con cuatro colores tal que si v € V; entonces ¢; ;(v) € {0,2} y si
v € Vj entonces ¢; j(v) € {1,3}.

Definamos la siguiente coloracion ¢ de los vértices de G: sea u € V,
entonces hay una unica i € {1,...,k} tal que u € V;, sea:

c(u) = (cri(u), ..., cici(u), *, ciip1(u), ..., cip(u)).

Observemos que por la coloracion definida antes, los términos que estan
antes de la estrella son coloreados con {1,3}, mientras que los que estan
después son coloreados con {0, 2}, es decir para cada una de las k—1 entradas
(pues no existe la entrada ¢;;(u)) de c(u), existen dos posibilidades para
colorear, y dado que se tienen k colores, se sigue inmediatamente que usamos
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a lo mas k - 2¥71 colores. Es claro que ¢ es una coloraciéon propia, pues si
xy € A entonces x y y pertenecen a diferentes clases cromaticas, y por
definicion ¢(z) # c(y). Ahora tenemos que demostrar que no contiene caminos
de longitud 3 bicoloreados. Hagamoslo por reduccién al absurdo, supongamos
que existe un camino C' con V(C) = {u,v,w,t} y A(C) = {uv,vw, wt}, por
la forma en que esta definida la coloracion ¢, tenemos que los vértices de C
estdn contenidos en V; U V; para algunos ¢ < j. Supongamos sin pérdida de
generalidad que u,w € V; y v,t € Vj; si c(u) = c(w) y c¢(v) = ¢(t), entonces
tenemos que ¢; j(u) = ¢ j(w) y ¢ ;(v) = ¢; ;(t), lo cual es imposible porque
no hay caminos de longitud 3 bicoloreados en G[V; U V;] con la coloracion
¢; ;- Esto iltimo completa la prueba. |

Fue Branko Griinbaum [8| quien relacion6 coloracion estelar y coloracion
aciclica, demostrando que cualquier grafica plana tiene ntmero cromaético
aciclico menor o igual a 9, implicando por el Teorema 3.2.3 que cualquier
grafica plana tiene nimero cromatico estelar menor o igual a 9(2%) = 2304.
Sin embargo esta propiedad puede ser generalizada para cualquier grafica G.

Como corolario del Teorema 3.2.3, podemos determinar una cota superior
para xs(P), donde P denota la familia de gaficas planas. Borodin [3| demostro
que cualquier grafica plana tiene una coloracion aciclica con a lo mas 5 colores
. Por lo tanto por el Teorema 3.2.3 deducimos que ys(P) < 80. Sin embargo,
un resultado de [11] aplicado a la familia P sostiene que x(P) < 30, y este
resultado fue después mejorado en [1]|, donde fue demostrado que x,(P) < 20.
Sobre cotas inferiores, existe una grafica plana G para la cual cualquier
coloracion estelar necesita seis colores (esta grafica es mostrada en la Figura
3.3).

De hecho notemos que necesitamos al menos cuatro colores para asignar
una coloracion estelar a los vértices vy, vo, v3 v v4, ya que la subgrafica induci-
da por esos cuatro vértices es isomorfa a ky, y xs(ks) = 4, por lo cual usemos
los colores 1,2,3 vy 4 para colorear a vy, vy, v3 v v4 respectivamente. Sin em-
bargo cuatro colores no son suficientes para asignar una coloracion estelar a
G, pues al colorear a G con cuatro colores tendriamos que ¢(vs) = 3, ya que
vs es adyacente a vértices coloreados con {1,2,4}, dejando a vg sin color a
asignar (Figura 3.4), pues vg es adyacente a vértices coloreados con {1,3,4},
siendo {2} el inico color que podria tomar, pero de esta forma obtendriamos
al menos un camino de longitud 3 bicoloreado, el camino formado por las
aristas {vsvq, vou3, V306 }. Por lo tanto, xs(G1) > 5.

Usemos entonces cinco colores. Si c¢(vs) = 3, entonces c(vg) =5y c(vr) =
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Figura 3.3: La grafica G,

Figura 3.4: Caso c(vg) = 2.
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5; pero de esta forma es imposible asignar un color a vy (Figura 3.5), pues
al ser adyacente a vértices coloreados con {1, 3,5}, solo podria ser coloreado
con {2} 6 {4}, pero si c¢(vg) = 2 entonces el camino formado por las aristas
{vgus, V309, vou5} seria un camino de longitud 3 bicoloreado, de igual manera
si ¢(vg) = 4 obtendriamos el camino de longitud 3 bicoloreado formado por
las aristas {v;vy, v4Ug, VU9 }.

Figura 3.5: Casos c¢(vg) = 2y ¢(vg) = 4, respectivamente.

Por lo tanto ¢(vs) = 5. Ahora si c¢(vg) = 2, entonces c(v;) = 5 v de esta
forma no se le puede asignar color a vg (Figura 3.6), pues vg es adyacente
a vértices coloreados con {1,2,5}, por lo que s6lo se le podrian asignar los
colores {3, 4}, pero si ¢(vg) = 3 obtendriamos al menos un camino de longitud
3 bicoloreado, el camino formado por las aristas {vgvy, vovs, v3v6}, ¥ si ¢(vg) =
4 el camino de longitud 3 formado por las aristas {vsvs, vsvs, v407} seria
bicoloreado.

Finalmente analicemos los casos c(vg) =5y ¢(v7) =1 6 ¢(v7) = 5. En el
primer caso es imposible colorear a c(vg) (Figura 3.7), pues al ser adyacente
a vértices coloreados con {1,2,5} solo puede tomar los colores {3,4}, pero si
c(vg) = 3, el camino de longitud 3 formado por las aristas {vgvy, v1v3, v3v7}
serfa bicoloreado, lo mismo sucede si ¢(vg) = 4 pues el camino de longitud 3
formado por las aristas {vsvs, vsv4, V406 } seria bicoloreado en este caso.

El segundo caso implica que ¢(vg) = 3 pues a vg solo se le pueden asignar
los colores {3,4}, pero si c¢(vs) = 4, el mismo camino de longitud 3 men-
cionado en el caso anterior seria bicoloreado, y en este caso vg no puede
ser coloreado (Figura 3.8), ya que vg es adyacente a vértices coloreados con
los colores {1,3,5}, por lo que solo se le podria asignar algin color en el
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Figura 3.6: Casos c(vg) = 3y c(vg) = 4, respectivamente.

Figura 3.7: Casos c(vs) = 3 ¥ ¢(vs) = 4, respectivamente.
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conjunto {2,4}, pero si c¢(vg) = 2, el camino de longitud 3 formado por las
aristas {vovs, v3v2, Voug } seria bicoloreado, de igual manera si ¢(vg) = 4, pues
el camino formado por las aristas {vevs, vy, V405 } también seria bicoloreado.
Por lo tanto 5 colores no son suficientes para asignar una coloracién estelar a
G1, por lo que xs(G1) > 6, de hecho basta asignar en la coloracién anterior el
color {6} al vértice vy para que GG; tenga una coloracion estelar con 6 colores.

Figura 3.8: Casos c(vg) = 2y ¢(vg) = 4, respectivamente.

El cuello 6 cintura g de una grafica GG es la longitud de su ciclo mas corto.
En [4], es demostrado que si G es plana con cuello g > 5 (respectivamente
> 7), entonces a(G) < 4 (respectivamente < 3). De esto tltimo, junto con el
Teorema 3.2.3, deducimos lo siguiente:

Corolario 3.2.5. §i G es una grifica plana con cuello g > 5, entonces
Xs(G) < 32. Si G es una grifica plana con cuello g > 7, entonces xs(G) < 12.

Demostracion. Para el primer resultado:
Sea ¢ el cuello de una grafica G, si g > 5, entonces a(G) < 4 y por el
Teorema 3.2.3 si a(G) < 4, entonces x,(G) < 4(2)37! = 32.

 xs(G) < 32.

Para el segundo resultado:
Sea ¢ el cuello de una gréfica G, si g > 7, entonces a(G) < 3y por el
Teorema 3.2.3 si a(G) < 3, entonces y,(G) < 3(2)371 = 12.

xs(G) < 12.
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Sin embargo, un resultado de [11]| implica que x5(G) < 14 para cualquier
grafica G de cuello ¢ > 5. Cuando el cuello g satisface g > 7, entonces el
Teorema 1 en [11] implica que xs(G) < 14, lo cual no mejora la cota del
Corolario 3.2.5.

Muchas graficas son productos cartesianos de otras graficas (r-cubos, reji-
llas, toros), por lo que es 1til tener una cota superior para el nimero croméati-
co estelar de un producto cartesiano de graficas. Recordemos que el producto
cartesiano de dos graficas G = (V,A) y G' = (V', A’) denotado por GOG,
es la grafica tal que el conjunto de vértices es V' x V' y dos vértices (z,z') y
(y,y') estan unidos por una arista si y solo si x = y y 'y’ es una arista de
G' 6 2’ =y y xy es una arista de G.

Teorema 3.2.6. Para cualesquiera dos grificas G y H, xs(GOH) < x(G) -
xs(H).

Demostracion. Supongamos que x(G) = gy xs(H) = h, y sea Cg (respec-
tivamente Cy) una coloracion estelar de G (respectivamente de H) usando
g (respectivamente h) colores. En este caso, asignamos a cualquier vértice
(u,v) de GOH el color (Cy(u),Cp(v)). Esta coloracion usa gh colores y de-
fine una coloracion estelar. Supongamos que existe un camino C' de longitud
3 que es bicoloreado en GUH, con V(C) = {x,y,z,t} y A(C) = {zy,yz, 2t}.
Dependiendo de la composiciéon de los pares ordenados correspondientes a
los vértices del camino, tenemos ocho posibles caminos. Consideraremos so6-
lo cuatro de ellos pues al permutar la primer componente por la segunda
componente de cada pareja ordenada obtenemos los demas casos. Los cuatro
posibles caminos son:

(1) = <U>U)>y = <U7U1)>z = (U>U2)7t = (U,’Ug)

(2) r= (u,v),y = (u,vl),z = ('LL, /02)>t = (U4,U2>
(3) z = (u,v),y = (u,v1), 2 = (ug,v1),t = (ug, vy)
(4) z = (u,v),y = (u,v1), 2 = (ug,v1),t = (us, v1)

En el primer caso, C no puede ser bicoloreado, pues si asi fuera implicaria
que el camino formado por las aristas: {vvy, v1v9, vov3} fuera bicoloreado en
H, y no lo es. Para el segundo caso basta observar que y y t tienen asignados
colores diferentes, pues vivy € A(H). Para el tercer caso es suficiente notar
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que x y z tienen asignados colores diferentes ya que vv; € A(H). Para el
altimo caso funciona el mismo argumento del caso anterior. ]

Observemos que la igualdad en la cota del Teorema anterior se cumple si
se considera el producto cartesiano de cualquier estrella de 2 o mas picos con
la grafica completa de orden 2, pues el niimero cromético estelar de cualquier
estrella, al igual que el de K5 es 2, mientras que el del producto cartesiano de
tales graficas es 4. Sin embargo, si consideramos el producto cartesiano de la
grafica completa de orden 2 con el ciclo de longitud 5, son necesarios s6lo 4
colores para asignar una coloracion estelar a dicho producto, que es la misma
cantidad necesaria para asignar una coloracion estelar al ciclo de longitud 5.
En este caso en particular, el nimero cromético estelar es la mitad de lo que
muestra la cota del Teorema 3.2.6. Asi que la cota es justa, pero en general
puede estar bastante alejada del valor real.

Proposicion 3.2.7. Para cualquier grifica G y para cualquier o, tal que
1 < a < |V(G)| con Gy,...,G, las p componentes conezas obtenidas al
quitar « vértices a G, se tiene x5(G) < max;xs(G;) + a.

Demostracion. Asignemos una coloracion estelar a cada G;, después pro-
cedamos a reconectarlos agregando los « vértices antes eliminados, usando
un nuevo color para cada uno de ellos. Cualquier camino de longitud 3 en
cualquier G; tiene una coloracién estelar por construccion, y si dicho camino
empieza en (; y termina en GG, con 7 # j, entonces contiene al menos uno de
los a vértices, los cuales tienen color tinico. Por lo tanto ningtin camino de
longitud 3 puede ser bicoloreado, y tenemos una coloraciéon estelar de G. W

Nota 3.2.8. Para cualquier o > 1, el resultado anterior es 6ptimo para gra-
ficas completas bipartitas K, ,,. Efectivamente, sin pérdida de generalidad
supongamos n < m y sea o = n vértices de la particion V,,. Obtenemos en-
tonces m vértices aislados, los cuales pueden ser coloreados individualmente
con un so6lo color. Después, asignemos un tnico color a los o = n vértices.
Obtenemos entonces una coloracion estelar con n + 1 colores.

Recordemos que el nimero de independencia de una grafica G, o(G), es

la cardinalidad del conjunto independiente més grande de G.

Proposiciéon 3.2.9. Para cualquier grifica G, xs(G) <1+ |V(G)| — a(G),
donde a(G) es el nimero de independencia de G.
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Demostracion. Sea S un conjunto independiente méximo en GG. Procedamos
a colorear cada vértice de S con el color ¢, y asignemos colores distintos dos a
dos a los demés vértices. Esta coloracion tiene el nimero de colores deseado.
Es claramente una coloracion propia, y es también una coloraciéon estelar,
pues hay solo un color que es usado a lo mas dos veces. [ |

Nota 3.2.10. El resultado anterior es 6ptimo para graficas r-partitas comple-
tas K51,527...7Sp-



Capitulo 4

Numero Cromatico Estelar de
Algunas Familias de Graficas

4.1. Arboles y ciclos

Proposiciéon 4.1.1. Sea F,, la familia de bosques tal que r es el radio
mdzimo sobre todos los drboles contenidos en F,. En este caso xs(F,) =
min{3,r + 1}.

Demostracion. Sea I un bosque contenido en F,.. Si r = 0, el resultado es
trivial, pues F' no contiene aristas, por lo cual podemos colorear a los vértices
de F con solamente un color, obteniendo: xs(F) = min{3,1} =1.Sir =1, F
esta compuesto de vértices aislados y/6 de estrellas. Por lo tanto coloreamos
cada vértice aislado, asi como el centro de cada estrella de F' con el color {1},
y a los vértices restantes con el color {2}, obteniendo xs(F) = min{3,2} = 2.
Esta coloracion es propia, y dado que en este caso F' no contiene caminos
de longitud 3, se sigue de inmediato que es una coloracién estelar. Ahora
supongamos r > 2. Entonces arraiguemos arbitrariamente cada &arbol de
F, vy asignemos un color a cada vértice v, de profundidad d, en F, como
sigue: ¢(v) = d, (méd 3). Claramente c(v) es una coloracion propia, ahora
demostremos que c(v) es una coloracion estelar, procedamos por reduccion al
absurdo y supongamos que existe un camino bicoloreado de longitud 3 en F,
el camino bicoloreado se veria como se muestra en la Figura 4.1, encontrando
dos trayectorias distintas de r a vs, contradiciendo con esto que F' es un arbol.

Por lo tanto ¢(v) es una coloracion estelar.
|
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Figura 4.1: ¢(v1) = c¢(v3) = m, mientras que c(v9) = c(vy) =1 .

En la Figura 4.2 observamos una coloracion estelar para un arbol.

Figura 4.2: r(T') = 3, entonces por la Proposicion 4.1.1 tenemos x,(7") = 3.

4 sin=9h,

Proposicion 4.1.2. Sea C,, un ciclo de n vértices, con n > 3. Entonces:
Xs(Cn) = { 3

en otro caso.

Demostracion. Observemos primero en la Figura 4.3, que xs(C5) = 4.
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Ahora supongamos que n # 5, entonces son necesarios al menos tres
colores para asignar una coloraciéon estelar a C,,. Procedamos a demostrar
por casos.

Caso 1. n = 3k.

En este caso, coloreamos alternadamente los vértices de C), con los colores
{1}, {2} v {3}. De esta forma, para cualquier vértice u sus dos vecinos tienen
asignado distinto color, obteniendo asi una coloracion estelar. Por lo tanto
Xs(Csi) < 3.

Caso 2. n =3k + 1.

En este caso, coloreamos 3k vértices consecutivos de C,,, repitiendo la secuen-
cia de colores {1}, {2} y {3}, mientras que al vértice restante lo coloreamos
con el color {2}, pues recordemos que el vértice consecutivo a este, tiene
asignado el color {1}. Claramente obtenemos una coloraciéon estelar. Por lo
tanto x(Cspy1) < 3.

Caso 3. n =3k + 2.

Dado que el caso n = 5 fue excluido, supongamos k£ > 2. Entonces n =
3(k—1)+5, con k—1 > 1. En este caso, asignemos una coloracion a los
3(k — 1) vértices consecutivos de C,,, alternando los colores {1}, {2} y {3},
mientras que para los cinco vértices restantes, damos la siguiente coloracion:
{2}, {1}, {2}, {3}, {2}, pues recordemos que el vértice consecutivo al altimo
en la coloracion anterior tiene asignado el color {1}, obteniendo de esta forma
una coloracion estelar. Por lo tanto xs(Csyo) < 3 para cualquier k > 2.

- xs(Cr) = 3 para cualquier n # 5.

4.2. Ruedas

En esta seccion se usara la Proposicion 4.1.2, para dar el niimero crométi-
co estelar de la familia de graficas de ruedas R,,.

Una rueda R, se define como la suma de C,,, un ciclo, con K, la grafica
que consta de un sélo vértice.

Proposicion 4.2.1. Sea R, = C,, + K1, una rueda de n + 1 vértices, con
n > 3. Entonces:
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Cs

SO
&

D @

U, U,

Figura 4.3: Al colorear a vy con el color {1}, podemos colorear los vértices
ve y vs con el color {2}, obligando a vz a ser coloreado con el color {3} y a
vy con el color {4}, pues de otra manera se formarfan caminos de longitud 3
bicoloreados, por lo que x(Cs) = 4.

(R = { 5 sin=>5,
4 en otro caso.
Demostracion. Recordemos que x5(C,) =4,sin =5y xs(C,) = 3, en otro
caso. Entonces al hacer la suma con K, el vértice que queda en el centro es
adyacente a todos los demas, por lo que no se le puede asignar ninguno de
los colores usados para colorear el ciclo. Asi, coloreamos dicho vértice con un
color adicional, obteniendo una coloracion claramente propia y estelar con
cinco colores para R, si n = 5 y con cuatro colores en otro caso, terminando
asi la demostracion. [ |

La Figura 4.4 muestra una coloracion estelar para Cs + K.

4.3. Graficas bipartitas completas

Proposicién 4.3.1. Sea K, ,,, una grdfica bipartita completa con n+m vér-
tices, entonces Xs(Kpm) = min{m,n} + 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos n < m, de la Pro-
posicion 3.2.7 y la Nota 3.2.8, obtenemos que x4(K,,) < n + 1. Ahora
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Uy Uy

Figura 4.4: La rueda Rj coloreada con cinco colores.

demostremos que (K, .,) > n + 1: si cada subconjunto de la biparticion
contiene al menos dos vértices con el mismo color, entonces existe un ciclo de
longitud 4 bicoloreado (ver Figura 4.5) , y por lo tanto la coloracion obtenida
no es estelar. Si no, el nimero de colores usados es mayor 6 igual que n + 1,
terminando con esto la demostracion. |

En la Figura 4.6 se muestra una coloracién estelar de K3 3.

4.4. r-cubos

Teorema 4.4.1. (Coloracion estelar de r-cubos, Q,). Para cualquier r-cubo
o [T < xo(@) <7+ 1.

Demostracion. La cota inferior es una aplicacion directa de la Proposi-

cion 3.2.2, donde n = 2" y m = r - 2771 Asi, v, (Q,) > w, con
v = 4n(n — 1) — 8m + 1. Demostremos ahora que x,(Q,) > 52, para es-

. 2n+1+
to, demostremos primero que f(n,r) = T‘ﬁ — % > 0. Observemos

que f(n,r) — (271—1—27")+\ﬁ - (2n—1—27“)+\ﬁ . E;Z:i::;:\/’% Entonces, f(n,r) =

n—1-r)2— : 1t1
—2(((;%1177})7\%). Sin embargo, D(n,r) = 2((2n — 1 —r) — /7)) es positivo

para cualquier 7 > 1, pues /v > 1 siempre y n = 2". Por lo que, es
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Figura 4.5: Observemos que si vy v v3 tienen el mismo color en la primera
3

particion y u; y u,, el mismo color en la segunda particién, obtenemos el

ciclo vouq, uyv3, V3U,y,, UynUa, €l cual es bicoloreado.

Uy Uy Us
@
@
W Up Uy

Figura 4.6: Por la Proposicion 4.3.1 sabemos que y,(K33) = 4.



4.4 r-cubos 47

suficiente demostrar que f'(n,r) = (2n — 1 — r)? — 7 es positivo para de-
mostrar la cota inferior. Tenemos que, f'(n,r) = (2n — 1 —r)* — (4n?
4n —8m + 1) = r? — 4nr + 2r + 8m. Ya que m = (nr/2), concluimos que
f'(n,r) =712 —dnr+2r+4nr = r>+2r = r(r +2) > 0, para cualquier r > 1,
por lo tanto tenemos x,(Q,) > (r + 2/2), esto es, x(Q,) > [=2].

Para la cota superior, la demostracion es similar a una hecha en [6]. Su-
pongamos que los vértices de (), estan etiquetados acorde a su representacion
binaria, esto es, cada vértice u € V(Q,) puede ser etiquetado como sigue:
u = (b1,bs,...,b.), con cada b; € {0,1}, 1 < i < r. Entonces definimos la
siguiente coloracion: cada vértice u = (by,bs, ..., b,), tiene asignado el color
c(u) =>i_;i-b; (mdéd r+ 1), es claro que esta coloracion utiliza a lo mas
r + 1 colores. Demostremos que esta coloracién es propia. Procedamos por
reduccion al absurdo y supongamos que dos vecinos u y v’ tienen asignado el
mismo color ¢. Supongamos también que difieren en la j-ésima coordenada
de su representacion binaria. Entonces u = (by,bo,...,bj_1,bj,bj11,...,0,) ¥
W = (by,bg,...,bj_1,b; £1,bj41,...,b,), ahora por deﬁnicmn de c(u) y c(u)
tenemos:

jebi+ Y icbi=ge(byEl)+ Y ib (médr+1)

i=1,i#j i=1,i#j

r

= j-b+ Z b= (bjEL) = > ib;=0 (médr+1)

1=1,i#7 i=1,i#7

L 4j=0 (médr+1).

Sin embargo, esto es una contradiccion, pues j € {1,2,...,r}, por lo
tanto es una coloracién propia.

Demostremos ahora que es una coloracion estelar. Sean v y vy dos vér-
tices adyacentes en (), tales que tienen asignados los colores ¢; y ¢ respec-
tivamente con la coloracién anterior. Supongamos que v; y v difieren en la
j-ésima coordenada. Por la definicion de la coloracién, tenemos la siguiente
igualdad: co —c¢; = £j (m6d r + 1). Supongamos sin pérdida de generalidad
co > c1. Entonces existe sélo un vecino v) de vy, que no es vy, para el cual
c(vh) = ¢(vy) = co. Los vértices vy y vj difieren exactamente en dos coorde-
nadas, digamos j; y jo. Entonces tenemos vy = (b1, ba, ..., b5, ..., bj, ..., 0;)
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y vy = (b1,ba, ..., b5 £1,...,b;, £1,...,b,). Por la manera en que se defini6
la coloracion, tenemos:

Bbptiabpt Y b= qiby ) +h(bu )+ > i (méd r1)
i=1,i#j17#72 i=1,i#j17#]2

Jrbytinbit Y ibi—ji(by £ —fa(byEl)— > @b =0 (méd r+1)
izlﬂ#jl#j? i:17i7£j17£j2

Dado que ambos vértices son adyacentes a vy, y recordando que en la
representacion binaria v; difiere con vy en la j-ésima coordenada, concluimos
que vy y vy difieren en las coordenadas j y (r + 1 — j), donde ademas las
j-ésima y (r + 1 — j)-ésima coordenadas de vq tienen el mismo valor (ambas
son cero o ambas son uno), al igual que las j-ésima y (r + 1 — j)-ésima
coordenadas de v}. Esto se sigue de inmediato, pues en otro caso tendriamos
que j = 0(r+1—)+1(j) = 0(j)+1(r+1—7) = r+1—4, pero j y (r+1—j) son
coordenadas diferentes. Asi, como las j-ésima y (r+1— j)-ésima coordenadas
de vy tienen el mismo valor, las j-ésima y (r + 1 — j)-ésima coordenadas de
vy tienen distinto valor. Ahora, si buscamos un vecino de vj, digamos v}, el
cual tenga asignado el color ¢;, usando los mismos argumentos vemos que la
representacion binaria de v} debe diferir en la j-ésima y (r + 1 — j)-ésima
coordenadas con vy, y las j-ésimay (r+1—j)-ésimas coordenadas de v; deben
tener el mismo valor, lo cual es falso. Por lo tanto ningiin camino de longitud
3 bicoloreado puede formarse en (), con la coloracion dada, terminando con
esto la demostracion.

Xs(Qr) <r+41

En la Figura 4.7 damos una coloracion estelar para el 3-cubo.
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s

U, U,
Q @

FE
()

Q €)

Us Uy

Figura 4.7: Se muestra una coloraciéon estelar para el 3-cubo sabiendo que
Xs(QB) S 4

m=2\ m=3 | m>4
n=2 3 4 4
n=3| xxx 4 4
n>4| xXxx XXX 5

Cuadro 4.1: Coloracion estelar de rejillas 2-dimensionales G(n, m), con n <
m.

4.5. Rejillas d-dimensionales

En esta seccion, estudiamos el nimero cromatico estelar de rejillas. De
hecho, damos el nimero croméatico estelar de rejillas 2-dimensionales, y ex-
tendemos este resultado para obtener cotas para el nimero cromatico estelar
de rejillas de dimension d.

Recordemos que la rejilla 2-dimensional G(n, m) es el producto cartesiano
de dos trayectorias de longitudes n — 1 y m — 1 respectivamente. Sin pérdida
de generalidad siempre supondremos m > n. Un resumen de los siguientes
resultados es dado en el Cuadro 4.1; donde son detallados.

Proposicion 4.5.1. x(G(2,2)) = 3, y para cualquier m > 4, xs(G(2,m)) =
xs(G(3,m)) = 4.
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Demostracion. Para el primer resultado basta observar la Figura 4.8.

G(2,2)
U, (%
D @
@ ©)
A v,

Figura 4.8: Asignamos el color {1} al vértice vy, asignando asi el color {2} a
los vértices vy v vy, dejando el color {3} como tinica opcion para el vértice
V3.

Para el segundo resultado tenemos que cualquier coloraciéon estelar de
(G(2,3) requiere al menos cuatro colores como observamos en la Figura 4.9,
y al ser G(2,3) una subgrafica de G(2, m) para cualquier m > 3, concluimos
que x(G(2,m)) > 4 para cualquier m > 3. Ahora, como se puede observar
en la Figura 4.10, es posible encontrar una coloracion estelar para G(2,m)
con cuatro colores. Por lo tanto xs(G(2,m)) < 4. Terminando con esto la
demostracion.

oxs(G(2,m)) = 4.

El hecho que xs(G(3,m)) > 4 para cualquier m > 3 es trivial, ya que
(G(2,3) es una subgrafica de G(3,m), la cual como vimos antes requiere al
menos cuatro colores para tener una coloracion estelar. La Figura 4.10 mues-
tra una coloracion estelar de G(3,m) para cualquier m > 3 con cuatro colores,
implicando con esto que xs(G(3,m)) < 4.

“xs(G(3,m)) = 4.
u

Teorema 4.5.2. (Coloracion estelar de rejillas 2-dimensionales). Para cual-
quier n .y m tal que min{n,m} > 4, se tiene que xs(G(n,m)) = 5.
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G(2,3)
v Vs Us
R\
N\
Uy Us Us

Figura 4.9: Observamos que son necesarios al menos cuatro colores para asig-
nar una coloracion estelar a G(2, 3).

G(2,m)

Figura 4.10: G(2,m), la grafica de la izquierda, G(3,m), la grafica de la
derecha, ambas pueden tener una coloracién estelar con al menos cuatro
colores.
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Demostracion. Por un tedioso anlisis de casos (confirmado por computa-
dora) 7] es posible demostrar que se necesitan al menos cinco colores para
asignar una coloracion estelar a G(4,4). Por lo tanto, para cualquier n y m
tal que min {n,m} >4, xs(G(n,m)) > 5.
Que xs(G(n,m)) < 5, se sigue del Teorema 4.5.3 (el cual se enuncia y de-
muestra en seguida), sustituyendo d = 2: x,(G2) <22 +1=4+1=5.
. Xs(G(n,m)) = 5.
[ |

En la Figura 4.11 se da una coloraciéon estelar a la rejilla 2-dimensional
G(2,4).

v (Y
'@ Q"
BQ—Qu

Us@————D Vs

(U Us

Figura 4.11: Por la Proposicion 4.5.1, sabemos que x(G(2,4)) = 4.

Es posible demostrar que el nimero cromatico estelar de las rejillas d-
dimensionales es lineal en d, esto es el proposito del siguiente teorema.

Teorema 4.5.3. (Coloracion estelar de rejillas d-dimensionales Gy). Sea
Gq cualquier rejilla d-dimensional, con d > 1, entonces 2 + |d — Zle n%J <

Demostracion. La cota inferior es una aplicacion de la Proposicion 3.2.2,
la cual sostiene que para cualquier grafica G = (V, A) con |V| =ny |A| =m,
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2n+1—/7
2

tenemos que xs(G) >
ser escrito como sigue:

2n—|—1—ﬁ 2n+1—y7 2n4+1+7 (2n+4+1)* — v

, con v = 4n(n — 1) — 8m + 1, lo cual puede

Xs(G) 2 9 2 2n+1+7 2(2n+1+./7)
(2n+1)>—(4n(n—1)—8m+1)  8n+8m
= x%(0) = 220+ 1+ /7) T 220+ 11 ,/9)
8(n+m)  4(m+n)
= %@ = 22n+1+.7) 1420+~
4m+n)  m+n 4n

Entonces tenemos que y,(G) > = . .
we () 2 T T AT T Tramt s

Sin embargo, v = (2n — 1)? — 8m, entonces v < (2n — 1)2, esto es:

VY <2n-—1
=1+/7<2n

= 1+4+2n+ /7 <4n

4
Por lo tanto tenemos que xs(G) > (m +n) _mEr g + 2

n n n

Ahora, sabiendo que V(Gg)l =n=mn1 x...xngy |A(Gy)] = m =
nyX...XngXx(d— Zl - ) y sustituyendo en la ecuaciéon anterior obtenemos
el resultado

d
1
|d — Zn_ < xs(Ga).
=1 ¢

Notemos que esto significa que para rejillas "suficientemente grandes", de
entrada, cuando cada n; > d, tenemos xs(G4) > d + 1. El peor caso aparece
cuando cada n; = 2, con 1 <1 < d, en este caso G4 es isomorfa al r-cubo @,
y podemos aplicar las cotas del Teorema 4.4.1.

Ahora continuamos a demostrar la cota superior. Representamos cada
vértice u de G4 = G(ny, ng,...,ng) por sus coordenadas en cada dimension,
esto es, u = (x1,2,...,x4) donde cada z;, con 1 < i < d, satisface 0 <
x; < n; — 1. Ahora definimos una coloraciéon para los vértices de G4 como
sigue: para cada u € V(Gy) tal que u = (21,2, ..., 24), sea c(u) = S0 i
x; (méd 2d + 1). Primero, demostremos que esta coloracion es propia. Por
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reduccion al absurdo supongamos que dos vértices u y v/, que difieren en la
j-ésima coordenada, con 1 < j < d, tienen asignado el mismo color ¢(u) =
c(u'). Entonces tenemos u = (x1,%2,...,%;,...,2q) y U = (21,22,...,2; £
1,...,24). Dado que c(u) = c(u'), tenemosj-xj+2f:1#j ixp =g (1) +
Zle’i#ji-xi (méd 2d+1), esto es, como vimos antes, £7 =0 (méd 2d+ 1),
lo cual es una contradicciéon, pues 1 < 5 < d, por lo tanto la coloracion es
propia.

Ahora demostremos que esta coloracion es estelar, més precisamente, de-
mostremos que esta coloraciéon es una coloracion 2-distancia, esto es, ningin
par de vértices a distancia menor o igual que 2 tienen asignado el mismo
color, implicando con esto que ningin camino de longitud 3 en G sea bi-
coloreado, y por lo tanto que esta coloracion sea estelar. Demostremos que
para cualesquiera dos vérties u y u” que estén a distancia 2, no podemos
tener c(u) = c(u”). Si u y u” estan a distancia exactamente 2 en Gy, en-
tonces sus coordenadas difieren (i) ya sea en dos dimensiones j; y jo, 6 (i7)
en una sola dimension j. El caso (i) puede ser demostrado facilmente, pues
tenemos u = (1, %2,...,T;,...,2q) y U = (T1,%2,...,2; £2,...,24), y pOr
los mismos célculos hechos antes, tenemos £25 = 0 (méd 2d + 1), lo cual es
imposible pues una vez mas 1 < j < d. Para el primer caso funcionan los
mismos argumentos, ya que por los mismos calculos hechos antes, tenemos
+j1472 =0 (mdd 2d+1), lo cual también es imposible pues 1 < j; # jo < d.
Por lo tanto esta coloracién es una coloracion 2-distancia de Gy, y conse-
cuentemente una coloracion estelar de Gy.

coxs(Gq) < 2d + 1.
[

Sabemos que las rejillas d-dimensionales G4 son isomorfas al producto
cartesiano de d trayectorias. Por lo tanto, por el Teorema 3.2.6 y la Proposi-
cion 4.1.1, obtenemos una cota superior para y(Gy):

De la Poposicion 4.1.1 obtenemos x,(P) = 3, con P una trayectoria.
Ahora por lo anterior y por el Teorema 3.2.6 tenemos:

XS(P1|:|P2|:| Ce Pd_lde) § X(Pl) . Xs(PQ) ce Xs(pd—l) . Xs(Pd) == 3d.
- Xs(Gq) < 39, para cualquier d > 1.
Nota 4.5.4. Para dimensiones 1 y 2, la cota superior dada en el Teorema 4.5.3

es justa para rejillas d-dimensionales (consultar Proposicion 4.5.1 para d = 1
y Teorema 4.5.2 para d = 2).
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4.6. Toros d-dimensionales

En esta seccidon, damos cotas para el nimero cromatico estelar del toro
d-dimensional para cualquier d > 2.

De aqui en adelante, para cualquier n; > 3, 1 < ¢ < d, denotamos por
TGy = TG(ny,na,...,ng) ala rejilla toroidal d-dimensional con n; vértices
en la dimension i. Recordemos también que TGy es el producto cartesiano
de d ciclos de longitud n;, 1 <1 < d.

Teorema 4.6.1. (Coloracion estelar del toro d-dimensional)

2d + 1 cuando 2d + 1 divide a cada n;,

< <
d+2 < x(TGy) < { 2d*> +d+4 en otro caso.

Demostracion. La cota inferior es obtenida por la Proposicion 3.2.2, usan-
do argumentos similares a los desarrollados para r-cubos en la demostracion
del Teorema 4.4.1. Asi pues, sabemos que xs(TGy) > w, con vy =
4V|(JV] — 1) — 8|A| + 1. Sea N = |V|; sabemos que |A| = dN, donde
N = Hle n;. Ahora, si demostramos que w — (d+1) > 0, esto im-
plicaria que xs(T'Gq) > d + 1.

Sea f(N,d) = m%ﬁ — (d+1). Notemos que f(N,d) = w =
—1— — —1— 2
@N-1 22d) YAl 8%—1—3331% Esto es, f(N,d) = %. Sin embargo,
D(N,d) = 2(2N —1-2d)+,/7 es estrictamente positiva para cualquier d > 1,
pues siempre se tiene \/y > 1y N > 3¢ (para obtener un toro el nimero de
vértices n; en cada dimension ¢ debe ser al menos igual a 3). Entonces, es sufi-
ciente demostrar que f'(N,d) = (2N —1—2d)? —~ es positivo para demostrar
la cota inferior. Asi, f'(N,d) = (2N — 1 —2d)* — (AN? —4N —8Nd + 1) =
4d? + 4d. Por lo tanto, concluimos que f'(N,d) > 0 para cualquier d > 1. Asf

tenemos xs(T'Gy) > d+ 1, 6 lo que es lo mismo xs(TG4) > d + 2.

cXs(TGa) = d+ 2.

La cota superior en el caso en que 2d+ 1 divide a cada n; viene del estudio
de la rejilla no toroidal G4, y de la coloracion dada en el Teorema 4.5.3,
de donde se puede ver facilmente que esta coloracion, primero sigue siendo
propia y segundo es una coloraciéon estelar de T'G4 cuando 2d + 1 divide a
cada n;, con 1 <17 < d. Demostremos que la coloracion es propia. Para hacer
esto, debemos recordar que la diferencia entre la rejilla G4 d-dimensional y
el toro TG4 d-dimensional, es que el primero es el producto cartesiano de d
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trayectorias, mientras que el segundo es el producto cartesiano de d ciclos,
por lo que G4(ny,ng,...,ny) difiere con TG(ny,ng,...,ng), precisamente en
el producto cartesiano de las aristas que completan los ciclos de longitud n;,
con i € {1,...,d}. Asi que veamos que atn con estas aristas la coloracion
del Teorema 4.5.3, sigue siendo propia para T'Gy cuando 2d + 1 divide a
cada n;. Dicha coloracion es la siguiente: para cada u € V(T'Gy) tal que
u = (x1,T9,...2q), c(u) = Z?Zli - x; (méd 2d + 1). Entonces procedamos
a demostrar que dados dos vértices u y v unidos por una de las aristas
mencionadas antes, c(u) # ¢(v), con la coloracién anterior. Observemos que
dichas aristas unen vértices opuestos que se encuentran en la envoltura de
TGy, por lo que difieren en la i-ésima coordenada de la siguiente formas:

u=(x1,To ..., Ti 1, L, Tis1,- -, Tq) YU = (T1,T2, ooy Ti1, My Tit 1, -5 Tq)-
Supongamos que c(u) = ¢(v), entonces por los mismos célculos hechos antes
obtenemos: 1 —n; = 0 (méd 2d + 1), lo cual es una contradicciéon pues

n; = k(2d + 1), para alguna k € Z, con lo que concluimos que la coloracion
es efectivamente propia.

Ahora demostremos que la coloracion es estelar, para esto recordemos
que la coloracion es estelar para rejillas Gy d-dimensionales, por lo que bas-
ta demostrar que con las aristas que completan el toro TGy d-dimensional
la coloracion sigue siendo estelar. Consideremos dos vértices u y v de TGy
que estan unidos por una arista como las descritas antes, entonces u =
(1,9, .. g, L, Ty, oo, q) YU = (1, Toy o oo, Ti1, Mgy Tyt 1, - - -, Tg)- AhoO-
ra consideremos el vértice w tal que es vecino de u (w # v), y demostremos
que c(w) # c¢(v), pues de esta manera demostraremos la inexistencia de
caminos bicoloreados de longitud 3 y consecuentemente que la coloracién es
estelar. El vértice w = (z1,22,...2;£1,..., 21,1, 241, ...,24), Pues es ve-
cino de u. Supongamos que c(w) = ¢(v), entonces una vez mas por calculos
hechos antes obtenemos: i-1+j(z;£1) =i-n;+j-x; (méd 2d+1), entonces
i+j =0 (méd 2d + 1), lo cual es una contradiccion pues 7,5 € {1,...d}. El
procedimiento es andlogo si se considera un vecino w’ de v. Por lo tanto la
coloracion es estelar.

Cuando 2d + 1 no divide a cada n;, consideramos la subgrafica de TGy
que consiste en una rejilla d-dimensional (no toroidal) G/, = G(ny — 1,ny —
1,...,ng — 1). Sin pérdida de generalidad G, constara de aquellos vértices
en los que ninguna coordenada es igual a 1. Podemos asignar una coloracién
estelar a G, con 2d + 1 colores como se muestra en el Teorema 4.5.3. Ahora,
para evitar un camino bicoloreado de longitud 3 a causa de la envoltura en
cada dimension, basta usar nuevos colores para colorear los "bordes" de T'G,
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esto es, los vertices de TG, que no aparecen en G (todos los vértices en los
que al menos una coordenada es igual a 1). Dichos vértices para el toro 3-
dimensional T'G3 se muestran en la Figura 4.12 y los podemos colorear como
se describe a continuacion:

Los vértices que aparecen de color negro (aquellos en los que al menos dos
coordenadas son distintas de 1, sin olvidar que al menos una coordenada es
igual a 1) pueden agruparse de tal manera que formen d rejillas no toroidales
(d — 1)-dimensionales, de esta forma por el Teorema 4.5.3 podemos colorear
cada una con 2(d — 1) + 1 colores.

Los vértices que aparecen de color blanco (aquellos que todas sus coorde-
nadas son 1 excepto a lo mas una) forman d ciclos los cuales como sabemos
por el Teorema 4.1.2 pueden ser coloreados con 3 colores adicionales, tenien-
do cuidado de colorear los vértices que culminan los ciclos (dichos vértices
aparecen con los colores {1}, {2}, {3} en la Figura 4.12) con d de los 2d + 1
colores usados para colorear G/, mientras que para los segundos vértices (di-
chos vértices aparecen con los colores {a}, {b}, {c} en la Figura 4.12) de cada
uno de estos ciclos usamos d de los 2d+1 colores usados para colorear G/, que
no sean los d usados antes, evitando de esta manera formar caminos de lon-
gitud 3 bicoloreados entre vértices finales y segundos vértices de cada ciclo.
Cada rayo de vértices blancos se obtiene fijando 1’s en todas las coordenadas
excepto una y haciendo variar todos los posibles valores en la coordenada
correspondiente.

Observemos que los vértices de G, no son adyacentes a los vértices blancos
de la Figura 4.12, pues justo los vértices de G/, quedan en las diagonales de los
vértices blancos, ademas de que para d > 2 en la rejilla interior, como ninguna
coordenada es 1, ningin vértice de G/, puede ser adyacente a algin vértice
blanco, pues en los vértices blancos todas sus coordenadas excepto una son
1’s. De hecho un camino de longitud 3 entre vértices de G/, y vértices blancos
pasa por al menos dos rejillas Gy, Gy;, las cuales usan cada una 2(d —1) +1
colores totalmente diferentes, por lo cual no puede haber caminos de longitud
3 bicoloreados entre los vértices blancos y G.

Por construccion cualquier camino bicoloreado de longitud 3 que pudiera
aparecer estarfa (i) entre vértices de G, y la envoltura de TGy, 6 (i) entre
vértices de la envoltura. Sin embargo ya vimos que no hay caminos de longitud
3 bicoloreados entre vértices de G’ y vértices blancos, mientras que para
vértices que no sean uno de los vértices blancos tenemos lo siguiente: para
cualquier vértice u de G/}, existe sélo una arista entre v y algin vértice de la
envoltura . Asi pues, u no puede ser adyacente a dos vértices de la envoltura,
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v de esta manera no puede ser adyacente a dos vértices que tengan asignado
el mismo color ¢. Entonces concluimos que el caso (i) no puede ocurrir.

Para el caso (ii) observemos que un vértice en una rejilla es adyacente
a a lo mas un vértice en un rayo dado, asi, un camino de longitud 3 en la
envoltura que pase por al menos dos rejillas tiene que pasar por al menos un
rayo, demostrando con esto que usa tres colores distintos.

Entre rayos compuestos de vértices blancos no se forman caminos de lon-
gitud 3 bicoloreados, pues observemos primero que para pasar de un rayo a
otro se necesita de algun vértice de alguna de las rejillas (d—1)-dimensionales
Gq, y segundo que la tnica forma de obtener un camino de longitud 3 que
pase por dos rayos distintos es usando los segundos o tltimos vértices de los
rayos, sin embargo tanto los segundos como los tltimos vértices de los rayos
tienen asignado una coloracion tnica, al igual que cualquier vértice de cual-
quier rejilla (d — 1)-dimensional G, por lo cual no puede haber caminos de
longitud 3 bicoloreados. Por lo tanto la coloracion es estelar.

La coloracion sugerida usa en total 2d+1 colores (para colorear G)), suma
a la cual debemos agregar d veces 2(d — 1) + 1 colores (usados para colorear
las d rejillas (d — 1)-dimensionales), mas 3 colores (usados para colorear los
d ciclos formados por los vértices de color blanco de la Figura 4.12), esto es
2d? + d + 4 colores, terminando con esto la demostracion.

[ |

Cabe mencionar que la cota superior dada para el toro d dimensional
TGy cuando 2d 4+ 1 no divide a cada n;, es producto de la investigacion y
realizacion del presente trabajo, ya que el argumento de la cota dada en el
articulo "Star coloring of graphs" de Guillaume Fertin et al. [7], es incorrecto,
pues los vértices que mas adelante se describiran como la "envoltura" de TG,
son vistos como una grafica Gy cuyos vértices son divididos en d clases, tales
que las graficas inducidas por dichas clases forman d rejillas no toroidales
(d — 1)-dimensionales, lo cual no es posible de hacer.

4.7. Graficas cubicas

Proposicién 4.7.1. Sea G una grdfica de orden n y G?, el cuadrado de la
grifica G, entonces xs(G) < x(G?), donde x(G) denota el nimero cromdtico
usual de G.
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Figura 4.12: Se muestra el toro 3-dimensional T'G3, en esta figura hacen falta
las aristas que completan los ciclos, recordemos que para el toro d-dimensional
TG4 hay d rayos compuestos de vértices blancos.



60 Nuamero Cromatico Estelar de Algunas Familias de Graficas

Demostracion. Para cualquier grafica G = (V, A), tomemos el cuadrado
G? = (VAU A), donde A es el conjunto de aristas agregadas que unen
dos vértices en G? si se encuentran a distancia 2 en G. Cualquier coloracion
propia C de G? es una coloracion estelar de G. La coloracion C' es propia
en G, pues G? contiene todas las aristas de G, asi pues C es también una
coloracion propia en GG. Ahora tomemos cualquier camino de longitud 2 en G,
digamos (u,v,w). En G? u, v y w tienen asignado tres colores distintos por
la coloracién C'. Por lo tanto, ningin camino de longitud 2 en G puede ser
bicoloreado, consecuentemente, ningtin camino de longitud 3 es bicoloreado,
y C' es una coloracion estelar de G. |

Es un resultado bien sabido que cualquier grafica de grado maximo A
puede ser propiamente coloreada con a lo mas A +1 colores (referirse a [13]).
Usando esto demostramos el siguiente Corolario.

Corolario 4.7.2. Sea G una grdfica de orden n y grado mdzimo A, entonces
Xs(G) < A? 4+ 1.

Demostracion. Usando que si G es de grado maximo A, entonces G? tiene
grado maximo a lo mas A%, y que cualquier grifica de grado maximo A
puede ser propiamente coloreada con a lo mas A + 1 colores, tenemos que
x(G?) < A% + 1, pero por la Proposicion 4.7.1 sabemos que xs(G) < x(G?),
entonces x,(G) < x(G?) < A? + 1.

“Xs(G) < AT 1.
|

Ahora observamos el caso A = 3, esto es graficas ctbicas. Por el Corolario
4.7.2, deducimos que para cualquier grafica cubica G, xs(G) < 3% +1 = 10.
Sin embargo, es posible mejorar ligeramente esta cota a 9, usando una pro-
posicién més general, la cual es una mejora del Corolario 4.7.2 y se introduce
a continuacion.

Proposicion 4.7.3. Para cualquier grifica G de grado mdzximo A, con A >
2, tenemos x(G) < A%

Demostracion. Tomemos G2, el cuadrado de la grafica G. Dado que G
es de grado maximo A, G? es de grado maximo a lo mas A2 Si G? no es
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isomorfa a la grafica completa K 2,1, entonces por la Proposicion 4.7.1 y el
Teorema de Brooks, tenemos x,(G) < x(G?) < A% es decir x,(G) < A%

Ahora, si G? es isomorfa a Ka2, 1, entonces el nimero de independencia
de G, a(Q), satisface a(G) > 2 (ya que 2 < A < A?). Entonces, aplicando
la Proposicion 3.2.9, y dado que |[V(G)| = A? + 1, obtenemos y,(G) <
1+ (A% +1) =2, lo que es x,(G) < A%

Soxs(G) < A%

Proposicion 4.7.4. Sea C, la familia de grdficas cibicas, entonces tenemos
6 < xs(C) <9.

Demostracion. La cota superior es una consecuencia directa de la Propo-
sicion 4.7.3, aplicada al caso A = 3, pues tenemos x,(G) < 32 = 9.

"~ xs(G) <9.
La cota inferior esta dada por la grafica cibica G mostrada en la Figura 4.13
(notemos que esta grafica resulta ser un snark, esto es una grafica cibica no
trivial cuyas aristas no pueden ser coloreadas propiamente con tres colores).
Ahora demostramos que su nimero cromético estelar es igual a 6. Suponga-
mos que xs(Gs) < 5. Entonces tomemos cinco vértices en G que induzcan
a C5. Hay so6lo dos opciones: cuatro 6 cinco colores son usados para colorear
esos cinco vértices (sabemos por la Proposicion 4.1.2 que son necesarios al
menos cuatro colores para colorear Cj). Detallemos cada uno de los dos casos.

Caso 4. Soélo cuatro colores son usados.

En este caso uno de esos colores, llamémoslo color 1, debe ser usado dos veces
para colorear Cj, y de esta forma asignarle dos vértices x y y no vecinos (asi
x y y estan a distancia 2); los otros tres colores son usados exactamente
una vez para cada uno de los tres vértices restantes en Cy. Sin pérdida de
generalidad, sean esos vértices coloreados como se muestra en la Figura 4.13.
En este caso, a u se le puede asignar ya sea el color 4 6 el color 5. Si c¢(u) = 4,
entonces ¢(v) = 5 y no se le puede asignar color a w. Si ¢(u) = 5, entonces a
v se le puede asignar ya sea el color 3 6 el color 4, pero en ambos casos, no
se le puede asignar color a w. Por lo tanto este caso no puede pasar.
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Caso 5. Uso de cinco colores.
Que el Caso 1 no pueda ocurrir significa que cualquier C5 en G, debe de
estar coloreado con cinco colores diferentes. Por un anélisis de casos un tanto
tedioso, pero facil, puede ser visto que no es posible asignar una coloracion
estelar a G4 con cinco colores satisfaciendo esta propiedad.

Concluimos que y(Gs) > 6, y la igualdad se sostiene asignando los sigui-
entes colores al ciclo exterior: 1,2,3,4,5,3,1, y 6.

Figura 4.13: G4, una grafica ctbica tal que ys(Gs) = 6.

4.8. El producto cartesiano de dos graficas com-
pletas

En esta seccion se daré el nimero cromético estelar de graficas completas,
el cual de hecho coincide con el nimero cromético usual, para de esta manera
poder dar una cota para el nimero cromatico estelar del producto cartesiano
de dos graficas completas K,[JK,,, y después mediante una observacion dar
una cota para el nliimero cromético estelar de K,L1K,,, la cual mejora por
mucho la existente.

Recordemos que x(K,) = n, donde K, representa la grafica completa
con n vértices, el nimero cromatico usual coincide con el nimero croméatico
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estelar, pues claramente al tener cada vértice un color distinto, no se forman
caminos bicoloreados de longitud 3, concluyendo asi que (k) = n.

Una vez hecho la aclaracion anterior procedamos a dar una coloracién
estelar para KoK, (Figura 4.14), la cual sabemos tiene niimero croméatico
estelar 3, pues KZl1K, = ().

K,OK,

(% U,

D @)

Figura 4.14: Una coloracién estelar para Ko[IK,.

En la Figura 4.15 mostramos una coloraciéon estelar para K3[1K3 con
seis colores, notemos que los vértices vy, v, v3, v4 v U7 estan coloreados con
tres colores, mientras que los demas (los cuales como subgrafica de K3[Kj
forman a K30K5) estan coloreados con otros tres colores distintos, pero no
solo eso, sino que también tienen la misma coloraciéon dada para K>[1K5 en
la Figura 4.14.

En general K,,[J1K, se puede ver como en la Figura 4.16, observemos que
la coloracién usada es la misma con la que se colore6 K3[1K3 en la Figura
4.15.

Observemos también que para colorear K,[1K,, la coloracion de la Figura
4.16 usa tantos colores como la suma de V(K,) méas el nimero de colores
necesarios para colorear K, L1K, .

En el siguiente Teorema se demuestra que esta coloracién es tanto propia,
como estelar.

Teorema 4.8.1. §i K,, es una grdfica completa con n vértices, entonces
1
s (K, OK,) < @
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Figura 4.15: La coloracion dada para K3[1Kj3 es estelar, pues no existen
caminos bicoloreados de longitud 3.

K, 0K,

Kn—llen—l

L

Figura 4.16: Se muestra una aproximacion de K,L1K,, pues cada rengloén
tanto horizontal como vertical (los cuales contienen n vértices) genera la
subgrafica K, y en esta figura hacen falta las aristas que completan K,
tanto en el renglén como en la columna.
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Demostracion. Veamos primero que la coloracion es propia, para esto ob-
servemos que los vértices coloreados con el mismo color son justamente los
que estan en las diagonales, y entre estos vértices nunca hay aristas, pues
recordemos que en K,[JK,, cada renglon tanto horizontal como vertical (los
cuales contienen n vétices) genera la subgrafica K, por lo tanto al no existir
dichas aristas concluimos que la coloracién es propia.

Notemos que por como esta construida esta coloracion, cada color es usado
a lo mas en dos vértices. Notemos también que cada camino que involucre
dos veértices coloreados con el mismo color esta (i) contenido, una parte en
la columna y otra parte en el renglén mostrados en la Figura 4.16, donde
no es bicoloreado porque los colores en la diagonal aparecen una tnica vez,
6 (i7) dichos vértices son extremos de un camino cuyos demds vértices se
encuentran en K, 10K, _1, donde por como definimos la coloracion, no se
vuelven a usar los colores usados para colorear dichos vértices, por lo cual
no puede existir ningin camino de longitud 3 bicoloreado, y por lo tanto la
coloracion es estelar.

Ahora observemos que x(K;0K7) = 1, pues K0OK; consta de un so6lo
vértice, y recordemos que xs(KoO0K3) = 3y xs(K30K3) = 6, por lo que
para K,[0K, usaremos 6 + 4 = 10 colores y asi sucesivamente, de esta forma
el nimero total de colores necesarios para colorear K,[1K, es el total de la

1

siguiente suma:1 +2+3+44+ ...+ n= @
1

(0K, < D,

Para obtener una cota para x(K,0K,,) s6lo debemos observar que:

m'(m' + 1)

Xs(KnDKm) < Xs(Km/DKm’) = 9

, con m’ = max{m,n}.

m/'(m' + 1)

, con m' = max{m,n}.
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Capitulo 5

Conclusiones

Uno de los principales objetivos en la realizacion de este trabajo fue la
introducciéon del nimero cromatico estelar y de las coloraciones estelares de
graficas a nuestro idioma, pues al ser un tema poco trabajado carece de
fuentes escritas en espanol.

Otro objetivo principal fue proporcionar un trabajo lo mas completo posi-
ble, lo cual se cumpli6 satisfactoriamente, pues en este trabajo se presentaron
muchos resultados concernientes al nimero cromético estelar. En particular
se presentaron resultados exactos para arboles, ciclos, ruedas, graficas bipar-
titas completas y rejillas 2-dimensionales. También se determinaron cotas
tanto superiores como inferiores para el niimero cromatico estelar de otras
familias de gréficas: los r-cubos, las rejillas d-dimensionales (d > 3), los toros
d-dimensionales (d > 2) y las graficas ctubicas, ademas de una cota superior
para el producto cartesiano de dos graficas completas, siendo este tltimo jun-
to con el nimero cromatico estelar de la familia de graficas conocidas como
ruedas y la cota superior del toro d-dimensional cuando 2d + 1 no divide a
cada n;, resultados originales producto de este trabajo de investigacion.

Otro objetivo cumplido satisfactoriamente fue la realizaciéon de un trabajo
con la mayor claridad posible, ya que para la elaboracion de este se corrigieron
varios errores encontrados en |7|, ademéas de agregarse varias demostraciones,
ejemplos y diagramas con la misma intencion.

Un gran niimero de problemas permanecen atin abiertos, tales como obten-
er resultados 6ptimos para otras familias de gréficas, o refinar las cotas aqui
presentadas, encontrar un algoritmo eficiente para asignar una coloracion
estelar a una grafica G dada, u obtener uno o varios metodos para encon-
trar buenas cotas inferiores para el ntimero cromatico estelar son también
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problemas desafiantes.
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