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Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa. Igualmente importante ha sido el
apoyo que el personal administrativo del Posgrado en Ciencia y Computación
me ha brindado para realizar solicitudes y trámites. Gracias especialmente
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estad́ıa ah́ı, por el trabajo que realizamos juntos y que está contenido en esta
tesis, pero sobre todo por el apoyo que recib́ı de él durante el eurocg’10.
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Prólogo

Al inicio de este trabajo doctoral, mi área de estudio eran los problemas
algoŕıtmicos sobre conjuntos de puntos en el plano. Primero quise cubrir los
puntos: cubrir con ćırculos fué mi primer intento; después quise separarlos:
separarlos con rectas, o con poĺıgonos convexos; y al final decid́ı emparejar-
los. Estudié puntos sin colores, puntos con dos colores, y puntos con muchos
colores; puntos estáticos, puntos que se mueven, y conjuntos donde aparecen
ambas clases. Busqué siempre solucionar problemas algoŕıtmicos que gene-
ralmente, además de los puntos, involucraban otros objetos geométricos.

En esa búsqueda de soluciones algoŕıtmicas, me di cuenta que sab́ıa muy
poco respecto a los conjuntos de puntos. ¿Cómo son? ¿Qué propiedades
sabemos que cumplen? ¿Qué podemos esperar de ellos? Etcétera. Decid́ı en-
tonces buscar propiedades combinatorias que me ayudaran a resolver mis
problemas algoŕıtmicos. Primero quité el movimiento pero agregué colores.
Al hacerlo, me di cuenta que un conjunto de puntos con dos colores es su-
ficientemente complicado, aśı que decid́ı explorar un conjunto sin colores
buscando ciertas propiedades de convexidad. Al final, reduje aún más la
propiedad de convexidad y estudié el conjunto desde otro punto de vista: el
conteo.

Muchos de los resultados logrados no aparecen en este documento, ya
sea porque alguien más los hab́ıa logrado anteriormente, porque se lograron
en colaboración con otros estudiantes de doctorado, o porque al final el
resultado no parećıa tan importante. Pero sin duda alguna han sido todos
importantes en mi formación. Es aśı pues que en esta tesis se presentan: un
problema algoŕıtmico, dos problemas combinatorios y un problema en donde
se estudian ambos aspectos; todos sobre colecciones de puntos en el plano.
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Introducción

Los resultados presentados en este trabajo doctoral se encuentran en la
intersección de dos áreas ı́ntimamente relacionadas: la Geometŕıa Compu-
tacional y la Geometŕıa Combinatoria.

En la Geometŕıa Computacional se estudian, desde el punto de vista al-
goŕıtmico, problemas que involucran objetos geométricos. Aśı pues, se bus-
can algoritmos eficientes que encuentren una configuración geométrica que
cumpla las propiedades deseadas. Además, se estudia en esta área la com-
plejidad algoŕıtmica intŕınseca de los problemas geométricos. Por otra parte,
en la Geometŕıa Combinatoria se estudian problemas que involucran combi-
naciones y arreglos de objetos geométricos, y propiedades discretas respecto
a los mismos. A continuación presentamos algunos problemas clásicos en
ambas áreas, los cuales están de alguna forma relacionados con los resulta-
dos de esta tesis. Presentaremos también los problemas estudiados en este
documento.

Debido a que, para la mayoŕıa de los términos que utilizamos en esta
tesis no existen traducciones estándar del inglés al español, siempre que se
presenta en el texto una traducción, se escribe en paréntesis el término origi-
nal en inglés. Sin embargo, mencionamos aqúı que a pesar de que el término
que se utiliza comúnmente para traducir NP-hard es NP-duro, nosotros he-
mos decidido traducir este término como NP-dif́ıcil, ya que nos parece que
refleja de manera más adecuada el significado.

A lo largo de este documento, trabajaremos siempre con conjuntos finitos
de puntos en R2, y denotaremos por S a uno de esos conjuntos. Decimos
que S está en posición general si no existen tres puntos en S que estén en
una misma recta. En esta tesis consideraremos siempre conjuntos de puntos
en posición general.

Un subconjunto C de R2 es convexo si para cualesquiera dos puntos
x, y ∈ C, el segmento xy está totalmente contenido en C; esto se ilustra en
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x y

(a)

x y

(b)

Figura 1: (a) Un conjunto no convexo y (b) un conjunto convexo.

(a) (b) (c)

Figura 2: (a) Un conjunto de puntos S, (b) Conv(S) y (c) CH(S).

la Figura 1. La cerradura convexa o cierre convexo de S ⊆ R2, denotado
por Conv(S), es la intersección de todos los conjuntos convexos en R2 que
contienen a S. La frontera de Conv(S) se denota como CH(S) y es gene-
ralmente conocida como casco convexo. En Geometŕıa Computacional, es
común utilizar ambos términos, cierre convexo y casco convexo, indistinta-
mente. Decimos que un conjunto de puntos S ∈ R2 está en posición convexa
si CH(S) ∩ S = S. Todos estos conceptos se ilustran en la Figura 2.

Sin duda alguna, uno de los problemas que más atrae la atención a los
investigadores en el área de Geometŕıa Combinatoria, es el Problema de
Erdős-Szekeres sobre conjuntos en posición convexa:

Problema 1. Para cualquier entero n ≥ 3, determinar el entero positivo
más pequeño N(n), tal que cualquier conjunto de al menos N(n) puntos en
posición general contenga n puntos en posición convexa.

Una primera versión de este problema fue propuesto por Esther Klein.
Originalmente Klein demostró que cualquier conjunto de 5 puntos en el plano
en posición general, contiene un subconjunto de 4 puntos en posición conve-
xa. Esto se ilustra en la Figura 3. Hay dos preguntas particulares relaciona-
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das con este problema: (1) ¿Existe siempre el número N(n)? y (2) Si N(n)
existe, determinar su valor como una función de n. En el art́ıculo [32], Erdős
y Szekeres demostraron la existencia de N(n). Sin embargo, hasta la fecha
los únicos valores conocidos para N(n) son: N(3) = 3, N(4) = 5, N(5) = 9
y N(6) = 17. El caso n = 3 es trivial y el caso n = 4 fue demostrado por
Klein. El art́ıculo original de Erdős y Szekeres [32] menciona que E. Makai
demostró que N(5) = 9. Sin embargo, la primer demostración publicada
de este resultado es de Kalbfleisch et al. [52]. En 2006, Szekeres y Peters
publican un art́ıculo [64] en el que dan una prueba computacional para el
caso n = 6.

Figura 3: Cualquier conjunto de 5 puntos determinan un cuadrilátero convexo.

Tiempo después, Erdős propuso un problema similar, pero respecto a
poĺıgonos convexos vaćıos. Dado S, se dice que un poĺıgono convexo cuyos
vértices pertenecen a S está vaćıo si su interior no contiene ningún punto
de S. Los tres cuadriláteros que se muestran en la Figura 3 están vaćıos. El
enunciado del problema es el siguiente:

Problema 2. Para cualquier entero positivo n ≥ 3, determinar el entero
positivo más pequeño H(n), si es que existe, tal que cualquier conjunto con
al menos H(n) puntos en posición general, contiene n puntos que son los
vértices de un poĺıgono convexo vaćıo.

Trivialmente se tiene que H(3) = 3; H(4) = 5 se sigue de la demos-
tración de Klein. H(5) = 10 fue demostrado por Harborth [47], y Horton
demostró en [50] que para ninguna n ≥ 7 existe H(n). El valor exacto de
H(6) no ha sido determinado, sin embargo Gerken en [42] e independiente-
mente Nicolás en [62] demostraron que H(6) es finito. Por una parte Gerken
demostró que H(6) ≤ N(9), y Nicolás demostró que H(6) ≤ N(25).

Una variante más al Problema 1 fue propuesta en [33] por Erdős y Guy:
¿Cuál es el mı́nimo número de poĺıgonos convexos con k vértices determinado
por cualquier conjunto de n puntos en el plano? La solución trivial para el
caso k = 3 es

�n
3

�
. Si además se requiere que los triángulos estén vaćıos, la

misma cota se tiene cuando el conjunto de puntos está en posición convexa;
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véase la Figura 4. La primer cota inferior para el caso en el que los puntos
no están en posición convexa, y se requiere que los triángulos estén vaćıos,
fue dada por Katchalski y Meir en [54]. Sin embargo, para el caso k = 4 el
número no es fácil de determinar; de hecho este problema está ı́ntimamente
relacionado con el problema del número de cruce, el cual es un conocido y
dif́ıcil problema en el área de la Geometŕıa Discreta. Para más detalles se
puede consultar [14, 33].

Figura 4: Algunos triángulos vaćıos determinados por un conjunto de 10 puntos en posición

convexa.

Una variante más del problema se obtiene cuando los puntos del conjunto
dado pertenecen a diferentes clases, llamadas usualmente colores. Se dice que
un poĺıgono convexo vaćıo es monocromático, si todos sus vértices tienen el
mismo color. Esta variante coloreada del problema de Erdős-Szekeres, fue
introducida por Devillers et al. en [25]. Entre los resultados presentados
en dicho art́ıculo, se encuentra uno en donde se demuestra que cualquier
conjunto bicoloreado de n puntos, determina al menos �n

4 � − 2 triángulos
vaćıos monocromáticos con interiores disjuntos.

Tres de los problemas presentados en esta tesis, estudian propiedades
combinatorias sobre conjuntos de puntos, utilizando un concepto que noso-
tros llamamos isla. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posición
general. Llamamos a un subconjunto I de S una isla si Conv(I) ∩ S = I.
Si I contiene k elementos, entonces la llamamos k-isla. La Figura 5 ilustra
este concepto. Nótese que una k-isla es un conjunto de l ≤ k puntos en po-
sición convexa. En particular, una 3-isla es un triángulo vaćıo; una 4-isla es
un cuadrilatero convexo o un triángulo con un punto al interior; una 5-isla
es un pentágono convexo vaćıo, o un cuadrilátero convexo con un punto al
interior, o un triángulo con dos puntos al interior; etcétera. Esto se ilustra
en las Figuras 6 y 7.

Utilizando esta definición surge de manera inmediata la siguiente pre-
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(a) Isla. (b) No isla.

Figura 5: Un subconjunto de 3 puntos que es una 3-isla, y un subconjunto de 3 puntos

que no es una 3-isla.

(a) (b)

Figura 6: Las dos posibles formas de una 4-isla.

(a) (b) (c)

Figura 7: Las tres posibles formas de una 5-isla.

gunta: Dada k ¿cuál es el mı́nimo número de k-islas que hay en un conjunto
de n puntos en posición general no convexa? Nótese que si k = 3 esta pregun-
ta es equivalente al problema de contar los triángulos vaćıos. Sin embargo
si k > 3, hasta donde el autor tiene conocimiento, el problema no ha sido
estudiado. En el Caṕıtulo 3 nos acercamos a esta pregunta, al definir una
gráfica cuyo conjunto de vértices son las k-islas de un conjunto de puntos.
Existen varias preguntas en Geometŕıa Combinatoria que tienen una estre-
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cha relación con algunas de las propiedades de la gráfica que definimos. Todo
esto se detalla en el caṕıtulo mencionado.

Como se menciono antes, si k = 4, una k-isla tiene dos formas com-
binatoriamente distintas: un triángulo con un punto al interior, o bien un
cuadrilátero convexo. En el Caṕıtulo 4 estudiamos un problema relacionado
con esta última forma de una 4-isla. En particular estudiamos un proble-
ma relacionado con el número de cuadriláteros convexos en un conjunto de
puntos.

Dado S = R ∪ B, un conjunto de puntos bicoloreado, decimos que una
isla I de S es monocromática si I contiene sólo puntos de R o sólo puntos de
B. Uno podŕıa replantear la pregunta del párrafo anterior con islas mono-
cromáticas. Sin embargo, en esta tesis estudiaremos un problema respecto a
islas coloreadas desde un enfoque distinto. Dada una isla I con puntos rojos
y azules, decimos que I está balanceada si |I ∩ R| = |I ∩ B|. En el Caṕıtu-
lo 2, estudiamos un problema relacionado con islas balanceadas. Dado S,
sean S1, . . . , Sl islas de S no necesariamente del mismo tamaño, y tales que�l

i=1 Si = S y
�l

i=1 Si = ∅. Decimos que Π= {S1, . . . , Sl} es una partición
convexa de S. Intuitivamente, se puede decir que en el Caṕıtulo 2 estudiamos
el problema de encontrar una partición Π que contenga islas balanceadas. En
este caṕıtulo se estudia el problema desde el punto de vista combinatorio y
desde el punto de vista algoŕıtmico. Es decir, que este problema se encuentra
en el área de la Geometŕıa Combinatoria, y de la Geometŕıa Computacional.

Un problema clásico en Geometŕıa Computacional, es la versión geomé-
trica del problema del conjunto cubierta (set cover problem). Este problema
se define como sigue: Dado un conjunto X y una familia F de subconjuntos
de X, se desea encontrar una subfamilia de F tal que la unión de todos los
elementos en la subfamilia contiene a X, y la cardinalidad de la subfamilia
es mı́nima. Si se asocian pesos con los elementos de F , entonces se desea
encontrar la subfamilia de menor peso. El peso de una subfamilia es la
suma de los pesos de sus elementos. Ambas variantes de este problema se
han estudiado bastante, véase por ejemplo [35, 57]. Karp demostró en [53]
que este problema es NP-completo. Jhonson en [51] dió un algoritmo de
aproximación para dicho problema con factor logaŕıtmico. Este resultado
fue extendido por Chvátal para la versión con pesos [20].

En la variante geométrica, el conjunto X es una colección de puntos en
algún espacio geométrico, y F es una familia de subconjuntos de X inducidos
por la intersección de X con algún objeto geométrico. Por ejemplo, X puede
ser una colección de puntos en el plano, y F la familia de subconjuntos
inducida por la intersección de X con una colección de ćırculos. La Figura 8
ilustra una cubierta con ćırculos para un conjunto de puntos.
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Figura 8: Una cubierta con ćırculos para un conjunto de puntos.

Existen tantas variantes de este problema, como objetos geométricos
con los que se desee cubrir. Por ejemplo, si se desea cubrir con ćırculos se
puede estudiar el problema en el que los ćırculos son de radio fijo. En [49]
Hochbaum et al. demostraron que dicho problema es NP-completo. En ese
mismo art́ıculo, se demuestra que cuando el objeto geométrico con el que
se desea cubrir es un cuadrado de tamaño dado, el problema es también
NP-completo. En [15] Brönnimann et al. y en [37] Franceschetti et al., dan
algoritmos de aproximación para varios problemas de cubrimiento.

Otras variantes surgen al estudiar el problema considerando que el con-
junto de puntos es bicoloreado. Es decir, considerando el conjunto S = R∪B.
Un problema bastante estudiado es el de clasificar los elementos de cierta
clase, digamos B. En este caso se desea encontrar una cubierta para los pun-
tos en B, que no contenga puntos de R. Si por ejemplo, se desea encontrar
una cubierta con ćırculos de radio arbitrario, entonces el parámetro a opti-
mizar es la distancia entre los centros de los ćırculos y los puntos; véase por
ejemplo [16], donde se demuestra que este problema es NP-dif́ıcil. Se puede
cubrir utilizando otros objetos geométricos, por ejemplo triángulos. En [3]
Agarwal et al. demuestran que es es NP-dif́ıcil encontrar una cubierta para
B que utilice la menor cantidad de triángulos disjuntos. Por otra parte, en
[10] Bautista et al. demuestran que el problema de encontrar una cubier-
ta para B que utilice la menor cantidad posible de poĺıgonos convexos, es
también NP-dif́ıcil.

Recientemente han surgido nuevas variantes, en las cuales se estudia un
conjunto de puntos móviles. Es decir, el conjunto de puntos que se desea
cubrir, cambia de manera continua con respecto al tiempo. En el Caṕıtulo 1
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estudiamos una variante del problema de encontrar una cubierta con ćırcu-
los para un conjunto de puntos móviles; ah́ı mismo presentamos algunos
resultados relacionados.
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CAṔITULO 1

Env́ıo de mensajes a sensores móviles a través de antenas fijas

Un sensor es un dispositivo capaz de realizar mediciones en el ambiente
donde se encuentra. Por ejemplo, medir la temperatura, la humedad, el nivel
del suelo, etcétera. Recientes desarrollos en la tecnoloǵıa, han permitido
la creación de sensores que tienen la capacidad de moverse [24, 56]. Estos
avances generan problemas algoŕıtmicos muy interesantes; en este caṕıtulo
estudiamos uno de estos.

Sea S un conjunto de sensores móviles y sea Q un conjunto de antenas,
cada una de las cuales tiene una posición fija. Una antena qj ∈ Q emite
una y sólo una vez una señal en el tiempo tj , y lo hace con un radio de
transmisión rj . La señal emitida por la antena es recibida por cualquier
sensor que esté a distancia euclidiana menor o igual que rj de qj . Entonces,
un sensor recibirá la señal de una antena si en el momento en el que ésta
emite su señal, el sensor está dentro del radio de transmisión de la antena.

Supongamos que entre mayor es el radio de transmisión de una antena,
mayor es su costo. Deseamos elegir y activar un subconjunto de a lo más k
antenas de Q, y decidir el instante de activación y el rango de transmisión de
cada una, de tal manera que garanticemos que cada sensor recibe la señal de
al menos una antena, y que el costo del conjunto de antenas sea el mı́nimo
posible.

Este problema está estrechamente relacionado con el problema de la
localización de servicios (facility location). La localización de servicios, es
un problema estudiado en el área de investigación de operaciones, que ha
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sido también estudiado en el área de Geometŕıa Computacional. El propósito
en este tipo de problemas es el de encontrar los mejores lugares para situar
un conjunto de servicios (p.ej. hospitales, supermercados, cines, etc.), de tal
manera que en estos se atienda a un conjunto de clientes y se minimice el
costo determinado por cierta función. La función de costo es generalmente
la distancia euclidiana entre un cliente y un servicio.

En el área de la Geometŕıa Computacional, este tipo de problemas son
modelados principalmente como el problema del k-centro: Dado un conjun-
to P de puntos (clientes) en un espacio métrico X, un k-centro de P es un
conjunto de k puntos (servicios) en X, de tal forma que la distancia máxi-
ma entre un cliente y su servicio más cercano sea lo menor posible. Si X
es el espacio euclidiano, el problema se conoce como problema del k-centro
euclidiano. Si además se requiere que el conjunto de servicios sea un sub-
conjunto de P , entonces el problema se conoce como problema del k-centro
euclidiano discreto. Un k-centro aproximado es un conjunto de puntos en
el cual la distancia máxima entre un servicio y su cliente más cercano es a
lo más un factor ε más grande que la distancia asociada al k-centro exacto.
Existen diversos resultados respecto al problema del k-centro y a todas sus
variantes, presentamos una revisión de algunos en la Sección 1.2.

El desarrollo de redes en las cuales los clientes se mueven conforme trans-
curre el tiempo, como las redes celulares o las redes de internet inalámbricas,
ha dado origen a diversas variantes del problema del k-centro en ambientes
móviles. En dichos escenarios, los clientes son modelados como puntos que
se mueven de manera continua, y el propósito es mantener un conjunto de
k servicios que sirvan a los clientes, de manera que la distancia máxima se
minimice en todo momento. Los servicios se modelan ya sea como puntos
móviles o estáticos.

El escenario en el que los clientes y los servicios se mueven, ha sido es-
tudiado en versiones tanto exactas como aproximadas. Presentamos algunos
de estos resultados en la Sección 1.2. Sorprendentemente, el escenario en
el que el conjunto de k servicios está dado y son puntos estáticos, ha sido
muy poco estudiado. El problema que estudiaremos en este caṕıtulo puede
ser visto como una variante del problema del k-centro euclidiano discreto
para clientes móviles y servicios fijos. En la siguiente sección definimos el
problema formalmente.

1.1. El problema

A continuación se define formalmente el problema.
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Sea S = {p1, . . . , pn} un conjunto de n puntos en el plano, tales que cada
pi se mueve con una trayectoria fija p̂i : [0, T ] → R2, donde p̂i(t) = pi + vit
con vi ∈ R2. Es decir, p̂i(t) es la posición del punto pi al tiempo t. Entonces S
es una colección de puntos que se mueven linealmente y todos con velocidad
constante.

Por otra parte, sea Q = {q1, . . . , qk} un conjunto de puntos en el plano,
tal que cada qj , 1 ≤ j ≤ k, tiene asociado un instante de tiempo tj ∈ [0, T ]
y una distancia rj ∈ R+. Llamamos a rj el radio de transmisión de qj . Sea
d : R2×R2 → R+, la distancia euclidiana entre el punto qj y el punto pi en el
instante de tiempo t ∈ [0, T ]; es decir, si p̂i(t) = (px

i (t), py
i (t)) y qj = (qx

j , qy
j )

entonces:

d(qj , pi(t)) =
��

qx
j − px

i (t)
�2

+
�
qy
j − py

i (t)
�2

.

Decimos que qj cubre a pi si d(qj , pi(tj)) ≤ rj . El problema que estudia-
mos en este caṕıtulo es el siguiente:

Problema 3. Dados S y Q, asignar a cada qj ∈ Q un instante de tiempo
tj ∈ [0, T ] y un radio de transmisión rj ≥ 0, de tal forma que todo punto
en S sea cubierto por al menos un punto en Q, en un intervalo de tiempo
menor o igual a T , y que el máximo de {r1, . . . , rk} sea mı́nimo. Llamamos
al conjunto de parejas {(t1, r1), . . . , (tk, rk)} una cubierta de S.

A primera vista, uno podŕıa pensar que este problema es un caso particu-
lar del problema del k-centro euclidiano discreto. Sin embargo, es importante
aclarar que contrario al problema del k-centro, en el nuestro el conjunto de
k servidores está dado, aśı que el objetivo no es encontrar dónde colocarlos.
Además, el hecho de que las antenas transmiten el mensaje sólo una vez y
que este sea ef́ımero, hace nuestro problema completamente distinto a cual-
quier variante móvil del problema del k-centro. Nótese además que, si los
sensores estuvieran estáticos, la solución a nuestro problema se encontraŕıa
calculando el diagrama de Voronoi de las k antenas; véase la Figura 1.1.
Aśı mismo si los sensores fueran móviles pero la comunicación entre estos
y las antenas tuviera que conservarse en todo momento, la solución estaŕıa
dada calculando el diagrama de Voronoi de la antenas y cambiando la an-
tena asociada con un sensor cuando este cambie de una celda de Voronoi a
otra.

Es importante mencionar que las estructuras de datos cinéticas (KDS,
kinetic data structures) [45], no pueden ser adaptadas para usarse en nuestro
modelo. Hasta donde sabemos, las KDS se utilizan en problemas en los que
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Figura 1.1: La solución a nuestro problema para el caso de sensores estáticos está dada

por el diagrama de Voronoi. Los puntos denotan las antenas, y las cruces los sensores. Los

ćırculos denotan los radios de transmisión óptimos de cada antena.

el objetivo es mantener en el tiempo cierta estructura geométrica, lo cual no
es nuestro objetivo en este caṕıtulo. En las siguientes secciones demostramos
que el Problema 3 es NP-dif́ıcil, y que no existe ningún algoritmo polinomial
que genere una ε aproximación, para ninguna constante ε. Presentamos un
algoritmo que para valores pequeños de k, nos permite resolver el problema
en tiempo polinomial, y que puede generalizarse para resolver otras variantes
del problema. Estos algoritmos son eficientes para valores pequeños de k.

1.2. Trabajo relacionado

El problema del k-centro euclidiano es NP-completo [61]. También es NP-
completo aproximarlo por un factor menor a 1,82 [34], sin embargo existen
muchos algoritmos para aproximarlo con un factor de 2, el primero de estos
aparece en [44]. Por otra parte, el problema del k-centro euclidiano discreto
es también NP-completo [36], pero es 1 + ε aproximable, para cualquier
� > 0 (véase por ejemplo [13]). Si k es de orden constante respecto a n,
es fácil observar que una solución puede encontrarse en tiempo polinomial
si se consideran los O(nk) subconjuntos de tamaño k de P (el conjunto de
servicios). De acuerdo a la revisión de la literatura que hemos realizado, la
única mejora que se ha hecho es para el caso k = 2. Para este caso existe un
algoritmo con complejidad de O(n log2 n log2 log n) [17].

Algunos casos particulares de los problemas k-centro euclidiano y k-
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centro euclidiano discreto han sido estudiados en sus versiones cinéticas.
El problema del k-centro cinético es el siguiente. Sea P = {p1, . . . , pn} un
conjunto de n clientes móviles, cuyo movimiento se especifica por funciones
continuas y diferenciables a pedazos {p̂1, . . . , p̂n}, donde p̂i : [0, T ] → Rd.
Sea F = {f1, . . . , fk} un conjunto de k servicios móviles, cuyo movimiento es
especificado por funciones continuas y diferenciables a pedazos {f̂1, . . . , f̂k},
donde f̂i : [0, T ] → Rd. F es una ε-aproximación del k-centro cinético de
S si para cualquier instante dado t ∈ [0, T ], los servicios con posiciones
{f̂1(t), . . . , f̂k(t)}, son una ε-aproximación del k-centro para los clientes con
posiciones {p̂1(t), . . . , p̂n(t)}. Cuando ε = 1, entonces el k-centro es exacto.

En [2] se da una estructura de datos cinética para mantener una ε-
aproximación del 1-centro euclidiano discreto en R2. Dicha estructura pro-
cesa O(1/ε5/2) eventos y utiliza en total O((n/

√
ε) log n) tiempo en proce-

sarlos. Otra variante del k-centro euclidiano discreto, es aquella en la que la
distancia máxima posible entre un servicio y un cliente es dada, y el objetivo
es elegir un conjunto de servicios de tal forma que k sea mı́nima y que todos
los clientes sean cubiertos. En [39] se da un algoritmo aleatorio para apro-
ximar dicha variante del k-centro. Dicho algoritmo elige y mantiene como
centros un subconjunto de puntos, de tal forma que el número de centros
elegidos es una aproximación constante del mı́nimo posible. Esto se hace
utilizando una KDS, la cual, conforme los puntos se mueven, actualiza los
centros de la forma adecuada. En [46] se presenta un algoritmo que calcula
un k-centro estático, de tal forma que en cualquier instante de tiempo este
centro estático es competitivo con el k-centro cinético exacto para ese ins-
tante. Es decir, si el movimiento de los puntos son funciones de grado µ, en
la solución óptima el número de centros es k y r es el radio óptimo, enton-
ces este esquema garantiza una 2µ+1-aproximación del radio, al elegir kµ+1

centros del conjunto antes de que los puntos empiecen a moverse. El pri-
mer art́ıculo en presentar una aproximación constante del k-centro cinético
es [40], en este art́ıculo se da un algoritmo que produce una 8-aproximación
del k-centro cinético euclidiano discreto. Por otra parte, los autores de [12]
estudian el problema del 1-centro euclidiano cinético, en sus versiones exacta
y aproximada, para el caso en que la velocidad de los centros es acotada.
Ellos demuestran que la velocidad del 1-centro euclidiano cinético puede
ser arbitrariamente grande. En [30] presentan aproximaciones del 2-centro
cinético euclidiano, que tienen velocidades acotadas.



6 Env́ıo de mensajes a sensores móviles a través de antenas fijas

P1 P2

u1 u2 un

. . .

. . .

. . .

Pρ

Figura 1.2: Ilustración de la gráfica Kn,2ρ

1.3. NP-dif́ıcil

En esta sección demostramos que el Problema 3 es NP-dif́ıcil y no aproxi-
mable. Para demostrar esto reducimos el problema de los ρ-pares proveedores
(ρ-pair supplier) al nuestro. La siguiente gráfica se utilizará en la definición
del problema:

Sea Kn,2ρ = (U ∪ V,E) una gráfica bipartita completa con pesos en las
aristas, donde U ∩V = ∅ y |U | = n, |V | = 2ρ. Además V = P1∪ . . .∪Pρ tales
que

�
1≤i≤ρ Pi = ∅ y |Pi| = 2, 1 ≤ i ≤ ρ; véase la Figura 1.2. Denotamos por

ωi,j ≥ 1 al peso de la arista no dirigida (vi, uj).
El problema de los ρ-pares proveedores es el siguiente:

Problema 4. Sea C ⊂ V , tal que |C ∩ Pi| = 1 para toda 1 ≤ i ≤ ρ, y sea
G[U ∪C] la subgráfica de Kn,2ρ inducida por el conjunto de vértices U ∪C.
Para cada vértice ui ∈ U , sea ei la arista de G[U ∪ C] incidente a ui con
menor peso de entre las ρ aristas de G[U ∪ C] incidentes a ui. El problema
de los ρ-pares proveedores consiste en elegir C de tal forma que el peso de
la arista más pesada del conjunto {e1, . . . , en} sea minimizada. Llamamos a
el peso máximo del conjunto de aristas {e1, . . . , en} el peso de C.

En el art́ıculo [48] se demuestra que el problema de los ρ-pares pro-
veedores es NP-completo, y no ε-aproximable, para ninguna constante ε.
Utilizando este hecho demostramos:

Teorema 1.3.1. El Problema 3 es NP-dif́ıcil. Además, no existe ningún al-
goritmo polinomial que genere una ε-aproximación del mismo, para ninguna
constante ε, al menos que P = NP .

Demostración. El problema de decisión asociado con el Problema 3 es el
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siguiente: Dado ω > 0 ¿existe una cubierta de S cuyo radio de transmisión
máximo sea mayor o igual a ω?

Claramente dicho problema de desición está en NP, puesto que basta
con elegir al azar un tiempo de activación y un radio para cada antena, y
verificar en tiempo polinomial si esto es una cubierta de S.

Transformamos el Problema 3 al problema de los ρ-pares proveedores.
Sea Kn,2ρ = (U ∪V,E) una gráfica bipartita completa que forma una instan-
cia arbitraria del problema de los ρ-pares proveedores. Mostraremos ahora
cómo construir un conjunto S y un conjunto Q, tal que S tiene una cubierta
con radio de transmisión máximo menor o igual que ω, si y sólo si Kn,2ρ

tiene una cubierta con peso máximo menor o igual que ω.
La idea de la reducción es encajar la gráfica Kn,2ρ en el plano, colocar

antenas en los vértices y un sensor por cada arista; los alcances de las antenas
son los pesos de las aristas. Presentamos los detalles de dicha construcción
a continuación.

Primero describimos la construcción del conjunto Q a partir de los vérti-
ces de Kn,2ρ; el radio de transmisión y el tiempo de env́ıo del mensaje para
cada antena, se asignarán más adelante. Sea ωmax el peso más grande asocia-
do con una arista de Kn,2ρ. Por cada vértice vi ∈ V , 1 ≤ i ≤ 2ρ, generamos
un punto qi ∈ Q con las siguientes coordenadas:

qi =
�

(i× (−3ωmax), 0), si i es impar;
(i× (−3ωmax), 2ωmax, ), si i es par,

Un ejemplo de esto se muestra en la Figura 1.3.
Por otra parte, por cada vértice uj ∈ U , 1 ≤ j ≤ n, generamos un punto

en Q con coordenadas q2ρ+j = (j × (−3ωmax), y), donde y es un real cuyo
valor especificaremos más adelante; la Figura 1.3 muestra una ilustración
al respecto. El conjunto Q, entonces, consiste de 2ρ + n puntos distintos,
los cuales etiquetamos como {q1, . . . , q2ρ, q2ρ+1, . . . q2ρ+n}. En cada punto
del subconjunto de Q formado por los puntos {q1, . . . , q2ρ} colocamos una
antena. Por otra parte, en cada punto del subconjunto {q2ρ+1, . . . , q2ρ+n}
colocamos 2ρ − 1 antenas. Por lo que en total la cantidad de antenas es
2ρ + (2ρ − 1)n, pero la cantidad de puntos en Q (i.e. las posiciones de las
antenas) es 2ρ + n.

Ahora describimos la construcción del conjunto S a partir de las aris-
tas de Kn,2ρ. Primero construimos las posiciones iniciales y después la tra-
yectoria y velocidad de cada sensor. Sea ωi,j el peso de la arista (vi, uj),
vi ∈ V, uj ∈ U . Por cada arista (vi, uj) ∈ E, 0 ≤ i ≤ 2ρ, 1 ≤ j ≤ n, gene-
ramos un punto pij ∈ S, de tal forma que d(qi, pij(0)) = ωi,j , esto se ilustra
en la Figura 1.4. Nótese que hasta ahora |S| = 2ρn.
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0

2ωmax

y

q1q2q3. . .q2ρ
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Figura 1.3: Construcción del conjunto Q en la reducción del problema de los ρ-pares

proveedores al Problema 3.
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Figura 1.4: Construcción del conjunto S.
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q2ρ+j

p1(t)

p1j

p2j

q2ρ−1q2ρ . . . q2 q1

. . .

p2ρ−1j

p2ρ−1(t)

p2ρj

Figura 1.5: Trayectorias de los puntos en S.

A continuación asignamos trayectoria y velocidad a cada punto en S,
recuérdese que pij es la posición inicial del sensor p̂ij(t). La función de mo-
vimiento p̂ij de cada punto describe una recta dirigida que pasa por los
puntos (pij , q2p+j), y de tal forma que el punto se mueve con velocidad cons-
tante. Es decir que para un valor fijo de j, 1 ≤ j ≤ n, hay exactamente 2ρ
puntos de S, {p1j , p2j , . . . , p2ρj}, cuya trayectoria pasa por el punto q2ρ+j .
Esta construcción se ilustra en la Figura 1.5. El valor y utilizado en las coor-
denadas de los puntos en Q, puede elegirse de tal manera que para todo pij

y t ∈ [0, T ] suceda que la distancia entre p̂ij(t) y cualquier qk, k �= {i, 2ρ+j},
sea siempre mayor que ωmax. La velocidad de pij puede elegirse de tal forma
que para cada instante de tiempo, exista a lo más un punto del conjunto
{p1j , . . . , p2ρj} que esté a distancia menor o igual que ωmax de q2ρ+j .

Generamos, además, para cada pareja de puntos (qi, qi+1) ∈ Q, con i ∈
{1, 3, 5, . . . , 2ρ − 1}, un punto pi ∈ S cuya trayectoria es la recta dirigida
(qi, qi+1). La posición inicial y la velocidad se eligen de tal manera que
cuando dichos puntos lleguen a qi, todos los puntos pij hayan llegado a su
punto respectivo q2ρ+j . Esto se ilustra en la Figura 1.5. Nótese que |S| =
2ρn + ρ.
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Ahora mostramos cómo obtener la solución al problema de los ρ-pares
proveedores, teniendo la solución a nuestro problema. Primero asignamos
tiempos y alcances para cada antena, de tal manera que dada una solución
con peso ω del problema de los ρ-pares proveedores, podamos generar una
cubierta para S con radio de transmisión ω. Sea Kn,2ρ una instancia del
problema de los ρ-pares proveedores, y sea C ⊆ V una solución a este
con peso ω. Considérese la subgráfica de Kn,2ρ inducida por U ∪ C, nótese
que en dicha gráfica hay exactamente n aristas incidentes en cada vi ∈
C y recordemos que |C| = ρ. Decimos que un vértice vi ∈ C sirve a un
vértice uj ∈ U si y sólo si no existe otro vértice vk ∈ C de tal forma que
ωk,j < ωi,j . Considérese el conjunto de aristas entre vi y los uj que éste
sirve. Denotamos por ωvi al peso más grande de dichas aristas. Sea ω =
máx{ωvi , 1 ≤ i ≤ ρ}. Cada antena colocada en alguno de los puntos en Q
correspondientes al conjunto C, es activada con radio igual a ωvi en el primer
instante de tiempo en el que algún punto en S esté dentro de su radio de
transmisión. Por construcción, al menos n puntos móviles son cubiertos por
dicho conjunto de antenas; puesto que

�
vi∈C vi sirve a U . Por lo tanto, una

vez activadas dichas antenas, hay a lo más |S|−n = 2ρn+ρ−n = (2ρ−1)n+ρ
sensores sin cubrir, de los cuales a lo más (2ρ− 1)n son del tipo pij , es decir
cuya trayectoria pasa por puntos del subconjunto {q2ρ+1, . . . , q2ρ+n}. Por lo
tanto, las antenas colocadas en puntos de dicho subconjunto se activan con
radio de transmisión 0 y en el instante de tiempo en el que algún sensor
esté dentro de su radio de transmisión. Haciendo esto hemos cubierto todos
los sensores con posiciones iniciales del tipo pij , por lo que resta cubrir los
sensores: {p1, p3, . . . , p2ρ−1}. Estos sensores son cubiertos por las antenas
correspondientes al conjunto U \ C, utilizando radio 0 y activándose en el
primer instante de tiempo en el que algún sensor esté dentro de su radio
de transmisión. Por lo tanto, hemos construido una cubierta de S con radio
máximo ω.

Supongamos ahora que tenemos una cubierta de S con radio máximo
ω, es claro que C es el conjunto correspondiente a las antenas colocadas en
puntos del subconjunto {q1, . . . , q2ρ}, que cubren sensores del tipo pij ; por
lo tanto C tiene peso máximo ω. Por otra parte, |C ∩ Pi| = 1, para toda
1 ≤ i ≤ ρ, pues de lo contrario existiŕıan al menos dos antenas qi, qi+1,
1 ≤ i ≤ 2ρ, cubriendo sensores del tipo pij , por lo que el sensor pi quedaŕıa
descubierto. Por lo tanto, una cubierta de S con radio máximo ω genera una
solución al problema de los ρ-pares proveedores con peso máximo ω.

Es claro que que las posiciones de las antenas, las posiciones iniciales
de los sensores y sus trayectorias pueden calcularse en tiempo polinomial.
Por lo que la reducción se hace en tiempo polinomial. Con esto se obtiene
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vértices
aristas

cara

cara

Figura 1.6: Ilustración de un arreglo de curvas.

el resultado deseado. �

1.4. Algoritmo para valores pequeños de k

En esta sección presentamos un método que nos permite resolver el Pro-
blema 3 de manera eficiente, para valores constantes de k. La función a opti-
mizar en la definición de nuestro problema es el radio máximo de transmisión
necesario, sin embargo el método que presentaremos nos permite optimizar
otras funciones, por ejemplo, la suma de los radios de transmisión.

Primero presentamos una descripción detallada de las estructuras que
se utilizarán en el algoritmo, después describimos cómo construirlas y final-
mente presentamos el algoritmo y hacemos un análisis de su complejidad.

1.4.1. Arreglo de curvas

Intuitivamente, el mejor instante para que una antena env́ıe el mensaje,
es cuando los sensores están más cercanos. Utilizando esta simple idea como
base, construimos un arreglo de curvas que nos permitirá encontrar la solu-
ción al problema. Es importante reiterar que nuestro algoritmo es eficiente
únicamente para valores pequeños de k, es decir cuando k es constante con
respecto a n.

El arreglo de una colección finita Γ de curvas en R2, denotado como
A(Γ), es la descomposición del plano, inducida porΓ , en componentes co-
nexas maximales de dimensión 2, 1 y 0; llamadas caras, aristas y vértices,
respectivamente. La Figura 1.6 ilustra estos conceptos. Una definición más
amplia puede encontrarse en [31].

Recordemos que el conjunto de sensores es modelado por un conjunto
S = {p1, . . . , pn} de n puntos en el plano, tal que cada pi se mueve con una
trayectoria fija p̂i : [0, T ] → R2, donde p̂i(t) = pi + vit con vi ∈ R2. Es decir,
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p̂i(t) es la posición del punto pi al tiempo t. Por otra parte, denotamos por
Q = {q1, . . . , qk} al conjunto de antenas. Cada qj , 1 ≤ j ≤ k, tiene asociado
un instante de tiempo tj ∈ [0, T ], en el que env́ıa un mensaje con radio de
transmisión rj ∈ R+.

Sea dj,i(t) la distancia euclidiana elevada al cuadrado, entre el punto qj

y el punto pi en el instante de tiempo t. Es decir, si pi(t) = (px
i (t), py

i (t)) y
qj = (qx

j , qy
j ), entonces:

dj,i(t) =
�
qx
j − px

i (t)
�2 +

�
qy
j − py

i (t)
�2

.

Nótese que la definición de cubrimiento presentada en la Sección 1.1,
es equivalente a decir que qj cubre a pi si dj,i(tj) ≤ rj . Esta definición es
la que usaremos de ahora en adelante, pues haciendo esto se simplifica la
presentación de los resultados.

Antes de continuar introducimos alguna notación. Denotaremos por la
tripleta (qj , tj , rj) a la antena situada en qj y que es activada en el instante
tj con radio rj , y al conjunto de sensores que esta cubre como S(qj , tj , rj).

Para un valor fijo de j, sea Aj el arreglo de curvas definido por las
funciones dj,i(t) , 1 ≤ i ≤ n. Una ilustración de dicho arreglo se muestra
en la Figura 1.7. Es importante observar que un punto (t, r2) en el arreglo
Aj corresponde a activar la antena qj en el instante de tiempo t y con
radio de transmisión r2. Análogamente, (qj , t, r) corresponde a un único
punto en el arreglo Aj . Para simplificar la presentación de ahora en adelante
escribiremos (t, r) para referirnos al punto (t, r2) en el arreglo de curvas.

Dado un punto (t, r) en Aj , sea (t, a) el punto de intersección entre la
recta vertical que pasa por t y dj,i, para alguna 1 ≤ i ≤ n. Decimos que dj,i

está abajo de (t, r) si a ≤ r. Esto se ilustra en la Figura 1.8. La siguiente
observación es clave en nuestros resultados:

Observación 1. Dado (t, r) un punto en el arreglo de curvas Aj, un sensor
pi está en S(qj , t, r), si y sólo si la curva dj,i está abajo de (t, r).

Sea f una cara en el arreglo Aj . Decimos que una arista e de f pertenece
a la frontera inferior de f si y sólo si no hay otras aristas de f abajo de e.
De ahora en adelante, cuando nos refiramos a una cara del arreglo, consi-
deraremos que esta está compuesta de su interior y su frontera inferior. De
este modo, cualesquiera dos puntos en la misma cara corresponden a antenas
que cubren a exactamente los mismos sensores. Por otra parte, llamaremos
a un punto (t, r) en el arreglo un punto cŕıtico si (t, r) es el punto mı́nimo
de alguna dj,i o bien es la intersección de dos curvas. Esto se ilustra en la
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dj,i(t)

Figura 1.7: Ilustración de un arreglo de curvas Aj y sus puntos cŕıticos.

(t, r)

a

t

Figura 1.8: La curva está abajo del punto (t, r).
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Figura 1.7. El siguiente lema nos da la pauta para discretizar el espacio de
búsqueda de las cubiertas de S.

Lema 1.4.1. Sea (t�, r�) un punto cŕıtico de Aj y sea r� ≤ r. El conjunto de
sensores cubierto por una antena situada en qj y activada en el instante t
con radio r, es el mismo al cubierto por una antena situada en qj y activada
en el instante t� con radio r�; es decir

S(qj , t, r) = S(qj , t
�, r�).

Demostración. Es suficiente con observar que cualesquiera dos puntos en
la misma cara cubren exactamente el mismo conjunto de sensores. Además,
si no existe un punto cŕıtico (t�, r�) tal que r� ≤ r, entonces (t, r) es un punto
cŕıtico. �

Nótese que si generamos todos los arreglos A1, . . . ,Ak y elegimos un
punto en cada uno de ellos, estaremos generando una posible cubierta de
S. Esta idea es la que utilizaremos para generar todas las cubiertas de S y
elegir la óptima. Los detalles se presentan en la siguiente sección.

1.4.2. Algoritmo

La idea general del algoritmo es la siguiente: Construir el arreglo de cur-
vas correspondiente a cada qj , 1 ≤ j ≤ k, elegir de manera adecuada un
punto cŕıtico en cada uno de los arreglos, de tal manera que una vez que
los primeros k− 1 puntos hayan sido elegidos, el k-ésimo punto quede direc-
tamente determinado. Primero mostramos un método que genera todas las
cubiertas distintas de S, es decir, que genera todas las posibles combinaciones
de k − 1 puntos cŕıticos, uno por arreglo de curvas. Después presentaremos
un resultado que realiza la búsqueda sin usar todas las combinaciones.

Sea {A1, . . . ,Ak} el conjunto de todos los arreglos de curvas
Aj = {dj,i|1 ≤ i ≤ n}, y sea

{(tj , rj) ∈ R2|(tj , rj) es un punto en el arreglo Aj , 1 ≤ j ≤ k},

es decir, el conjunto contiene exactamente un punto de cada arreglo. Sin
pérdida de generalidad supongamos que t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk.

Observación 2. El conjunto {(tj , rj)|(tj , rj) ∈ Aj , 1 ≤ j ≤ k} corresponde
a una cubierta de S si y sólo si

�k
j=1 S(qj , tj , rj) = S. Además, si dicho

conjunto es una cubierta de S, entonces S \
�k−1

j=1 S(qj , tj , rj) = S(qk, tk, rk).
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La observación anterior implica que, una vez que los primeros k−1 puntos
han sigo elegidos, el k-ésimo punto debe corresponder a activar una antena
de tal forma que esta cubra todos los sensores no cubiertos por las primeras
k − 1 antenas. Siguiendo esta idea y suponiendo que los primeros k − 1
puntos han sido elegidos, describimos cómo seleccionar el punto adecuado
en el k-ésimo arreglo; la manera de elegir adecuadamente los primeros k− 1
puntos será descrita después.

Elegir el k-ésimo punto

Como implicación de la Observación 2, se tiene que si (tk, rk) pertenece
a una cubierta de S, entonces (tk, rk) está en la envolvente superior del
subarreglo de Ak que consiste de las curvas correspondientes a los sensores
no cubiertos por alguna antena (qj , tj , rj), 1 ≤ j ≤ k − 1. Por lo tanto,
es suficiente con generar dicho subarreglo y elegir cualquier punto en su
envolvente superior, sin embargo como deseamos optimizar el radio máximo,
elegimos el punto con menor altura.

Una manera natural de proceder, seŕıa actualizando dinámicamente la
envolvente superior de Ak para cada conjunto distinto de los primeros k− 1
puntos, de tal forma que generemos los puntos del subarreglo que nos intere-
sa. Sin embargo, como se demostrará en la Sección 1.4.3 dicha envolvente
puede tener cambios de orden lineal por inserción de cada curva. A conti-
nuación presentamos una estructura que nos permite elegir el k-ésimo punto
de manera eficiente.

Sean f y f � dos caras vecinas en Ak, es decir que comparten una arista
en el arreglo. La siguiente gráfica es la base de la estructura que nos permite
generar el punto deseado:

Definición 1.4.1. Sea G una gráfica dirigida con etiquetas en sus aristas. El
conjunto de vértices de G contiene un elemento por cada cara de Ak, incluida
la cara exterior. Existe una arista, con etiqueta i, del vértice correspondiente
a f hacia el vértice correspondiente a f � si y sólo si para toda pareja (t, r) ∈ f
y (t�, r�) ∈ f �, sucede que S(qk, t�, r�) = S(qk, t, r) \ pi.

Es decir, existe una arista con etiqueta i entre f y f � si cualquier instante
de activación y radio definidos por un punto en f , produce que la antena
colocada en qk cubra al sensor pi, y sin embargo con ningún instante de
activación y radio definido por un punto en f � pueda dicha antena cubrir
a pi. Esta gráfica se ilustra en la Figura 1.9. El vértice correspondiente a
la cara exterior representa el hecho de no activar la antena, o activarla con
radio cero y en cualquier instante.
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Figura 1.9: Ilustración de la Definición 1.4.1.

Elegir el k-ésimo punto se reduce a, comenzando por el vértice de G
correspondiente a la cara acotada por la envolvente superior, seguir una
arista de G con etiqueta i si el sensor pi ya fue cubierto. Para saber si un
sensor ya fue cubierto, mantendremos un arreglo A de tamaño n, en A[i]
guardamos el número de veces que el sensor pi ha sido cubierto por las
primeras k − 1 antenas. Eventualmente, entonces, llegaremos a un vértice
de G que ya no podremos seguir. Supongamos que ese vértice corresponde
a una cara f de Ak. El punto deseado es el punto mı́nimo de la frontera
inferior de f .

Describimos ahora cómo generar todos los posibles conjuntos de los pri-
meros k − 1 puntos.

Primeros k − 1 puntos

Consideremos el arreglo de curvas Aj y sea Dj su gráfica dual, es decir,
la gráfica que contiene un vértice por cada cara del arreglo, dos de los cuales
son adyacentes si corresponden a caras vecinas. Todos los vértices de esta
gráfica pueden ser visitados utilizando el algoritmo de búsqueda a profundi-
dad (Depth First Search), cada vez que visitemos un nuevo vértice v en Dj ,
consideramos el punto mı́nimo (t, r) en Aj de la cara correspondiente a v.
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Es decir que estaremos considerando activar la antena colocada en qj en el
instante t con radio r.

Para generar todas los posibles combinaciones de k − 1 puntos, proce-
demos recursivamente como sigue. Correr DFS en D1, deteniéndose en cada
vértice para visitar recursivamente las caras de los arreglos D2, . . . ,Dk−1.
Es decir, al correr DFS en D2, cada vez que se avance a un nuevo vértice,
corremos DFS en D3, etc. En cada paso actualizamos el arreglo A, es decir,
si el sensor pi es cubierto, entonces incrementamos el valor en A[i].

Es importante destacar que al generar los conjuntos de esta manera,
dos conjuntos consecutivos difieren únicamente en un punto. Este punto
corresponde a una antena que cubre un sensor más o un sensor menos que
el punto previo. Debido a esto el arreglo A se actualiza en tiempo constante.

1.4.3. Complejidad

Analizamos ahora la complejidad de construir los arreglos de curvas uti-
lizados en nuestro algoritmo, y de generar la solución.

Puesto que dos funciones distintas dj,i1(t) y dj,i2(t), 1 ≤ i1 < i2 ≤
n, se intersectan a lo más dos veces, cada arreglo Aj , 1 ≤ j ≤ k, y su
gráfica dual, pueden construirse en O(n2) tiempo [5]. Por la misma razón,
hay O(n2) puntos cŕıticos en cada arreglo. Por lo tanto, hay O(n2) instantes
de activación y radios distintos para cada una de las k antenas; entonces hay
O(n2k) cubiertas distintas de S. Sin embargo, para nuestros fines es suficiente
con generar O(n2(k−1)) de estas, puesto que hemos supuesto el k-ésimo disco
está determinado por los primeros k−1. Por otra parte, recorrer cada gráfica
dual Dj tiene complexidad O(n2) tiempo, puesto que Dj es plana [21]. Por lo
tanto toma O(n2(k−1)) tiempo en total recorrer los primeros k − 1 arreglos.

Obtener el k-ésimo disco tiene complejidad lineal, esto debido a que lo
único que tenemos que hacer es recorrer la gráfica G correspondiente al
arreglo Ak, y en dicha gráfica a lo más n aristas son visitadas puesto que en
una trayectoria dirigida no hay dos de ellas que tengan la misma etiqueta.
Por otra parte, como se mencionó anteriormente, actualizar el arreglo A
toma únicamente de tiempo constante por operación. Por lo tanto, generar
el k-ésimo disco requiere de O(n) tiempo.

Lo anterior implica el siguiente resultado:

Teorema 1.4.1. Encontrar una cubierta de S con radio mı́nimo, puede
hacerse en O(n2k−1) tiempo y O(n2(k−1)) espacio.

�

Como se mencionó en la Sección 1.4.2, para generar el k-ésimo disco
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en lugar de utilizar la estructura introducida, uno podŕıa optar por ac-
tualizar dinánicamente la envolvente superior del arreglo Ak. Existe una
estructura de datos dinámica capaz de mantener la envolvente superior
de un arreglo de ĺıneas [63]. Dicha estructura mantiene la envolvente su-
perior de un arreglo bajo inserciones y eliminaciones, con un costo de
O(log2(n)) por operación. Sin embargo, el caso de funciones cuadráticas
es distinto, puesto que una estructura dinámica que mantuviera la envol-
vente superior de dicho arreglo, podŕıa requerir de tiempo lineal por ac-
tualización. Considérese, por ejemplo, la siguiente situación: sea p(x) un
polinomio de grado dos, cuyo primer coeficiente es mayor que uno. Sean
x1 < x2 < . . . < xm, m números reales, para toda i tal que 1 ≤ i ≤ m defi-
nimos qi(x) = p(x) − (x − xi)2. Nótese que qi(x) es un polinomio de grado
dos y que p(x)− qi(x) = (x− xi)2. Por lo tanto, las gráficas de p(x) y qi(x)
se intersectan únicamente en (x, p(x)). Sea ε > 0 tal que la envolvente su-
perior del arreglo {p(x), q1(x)+ ε, . . . , qm(x)}, al considerarse de izquierda a
derecha, consiste de p(x), q1(x), p(x), . . . , p(x), qm(x), p(x). Nótese que p(x)
intesecta la envolvente superior del arreglo {q1(x), . . . , qm(x)} un número li-
neal de veces. Por lo tanto, el cambio después de una inserción o eliminación
en la envolvente superior de los polinomios de grado dos puede ser lineal.
Debido a esto, parece más adecuado utilizar la estructura que describimos,
puesto que es fácil de implementar y el costo de encontrar el k-ésimo disco
es también lineal.

1.5. Conclusiones

En este caṕıtulo estudiamos la complejidad de una variante a un pro-
blema de cubrimiento; en la cual los puntos a cubrir se mueven a velocidad
constante y sobre lineas rectas. Presentamos un algoritmo que nos permite
enumerar todas las cubiertas combinatoriamente distintas, para una varie-
dad de funciones a optimizar. Demostramos que si la función a optimizar es
el máximo de los radios, el problema es NP-dif́ıcil, por lo que presentamos
un algoritmo que nos permite resolver el problema de forma eficiente cuando
k es constante.

A pesar de que los resultados en este caṕıtulo son para puntos en el plano,
no es complicado darse cuenta que las mismas técnicas pueden utilizarse
para resolver el problema en cualquier dimensión. Nótese que en el caso
general en el que los puntos están en Rd, las distancias son también funciones
cuadráticas, por lo tanto los arreglos de curvas pueden construirse del mismo
modo. Una vez que los arreglos han sido construidos, los resultados se siguen
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igual que como han sido presentados.
Es importante mencionar también, que si se permite a las antenas mo-

verse sobre ĺıneas rectas y a velocidad constante, las distancias siguen siendo
funciones cuadráticas, por lo que los algoritmos presentados sirven también
para resolver este caso.

Sin embargo, la complejidad del problema cambia si en lugar de mo-
vimiento rectiĺıneo, se permite movimiento algebraico de grado m. En di-
cho caso, la posición de cualquier sensor en el instante t está dada por
pi(t) = (px

i (t), py
i (t)), donde px

i (t) y py
i (t) son polinomios de grado a lo más

m. Podŕıa pensarse en utilizar la técnica presentada y construir los arreglos
de curvas inducidos por las distancias. Las distancias seŕıan funciones da-
das por polinomios de grado a lo más 2m; dos de las cuales se intersectan
a lo más 2m veces. Los arreglos de curvas tendŕıan complejidad O(mn2).
El análisis de la complejidad del algoritmo permanece igual, simplemente
tendŕıamos que reemplazar cada n2 por mn2. Seŕıa interesante estudiar si
puede encontrarse un algoritmo de menor complejidad.



CAṔITULO 2

Discrepancia bicromática usando islas

Sea R un conjunto de r puntos rojos y B un conjunto de b puntos azules
en el plano. En este caṕıtulo presentamos un nuevo concepto para medir
qué tan mezclados están los elementos de S = R ∪ B. Intuitivamente ha-
blando, un conjunto de puntos está bien mezclado si a primera vista los
elementos de R y de B aparentan estar uniformemente distribuidos en cual-
quier región convexa del plano. Desafortunadamente, la experiencia dicta
que cuando uno trata de dar una definición formal de conjuntos de puntos
bien mezclados, usualmente se cae en numerosos errores y contraejemplos
para cualquier intento que se haga.

Para la linea real, podemos argumentar que la coloración que mejor
mezcla R y B, es aquella en la que los colores de los elementos de S alternan.
Este ejemplo sugiere lo que aparenta ser un buen parámetro de estudio.
Decimos que un conjunto bicoloreado de puntos en la linea real � está bien
mezclado, si en cualquier intervalo I de �, la diferencia absoluta entre el
número de puntos rojos y el número de puntos azules en I es a lo más uno.
Esto, de hecho, resuelve el problema de determinar si un conjunto de puntos
en la ĺınea real está bien mezclado.

Consideremos la generalización natural de la definición anterior. Sea
S = R ∪B un conjunto de puntos en posición general en el plano. Un sub-
conjunto I de S es una isla si Conv(I) ∩ S = I, donde Conv(I) denota el
cierre convexo de I. La discrepancia de una isla de S, ∇(I), es la diferencia
absoluta entre el número de puntos rojos menos el número de puntos azules
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(a) (b)

Figura 2.1: (a) Un conjunto bicoloreado de 2n puntos en posición convexa. (b) Una isla

roja de tamaño n.

de I; es decir ∇(I) = ||I ∩ R| − |I ∩ B||. Decimos que una isla tiene dis-
crepancia k si ∇(I) = k. Deseamos, por lo tanto, definir a los conjuntos de
puntos bien mezclados como aquellos en los que la discrepancia de sus islas
está acotada por una constante. Consideramos ahora un conjunto de puntos
en posición convexa.

Sea S el conjunto de 2n puntos igualmente distribuidos sobre una cir-
cunferencia, y coloreados de tal forma que los colores de los elementos de S
alternan al recorrer el ćırculo en el sentido de la manecillas del reloj; véase la
Figura 2.1(a). A primera vista, S está bien mezclado, sin embargo contiene
islas monocromáticas de tamaño n, tal como se muestra en la Figura 2.1(b).

De lo discutido en los párrafos anteriores, es claro que debemos ser cui-
dadosos al definir un parámetro que indique cuando un conjunto de puntos
está bien mezclado. En este caṕıtulo presentamos un parámetro razonable
para detectar conjuntos de puntos bien mezclados, llamamos a dicho paráme-
tro la discrepancia de S. Intuitivamente hablando, un conjunto de puntos
bicoloreado S está mal mezclado si se puede dividir en bloques convexos
grandes con discrepancia grande. Se formaliza la definición de discrepancia
de S en la Sección 2.1.

A pesar de que el concepto de discrepancia ha sido utilizado en diversas
ocasiones en la literatura, en este caṕıtulo presentamos la primer medida
conocida para explorar el concepto de conjuntos bicoloreados bien mezcla-
dos. Mencionamos ahora algunos trabajos en los que aparece el concepto de
discrepancia.

Un parámetro conocido como discrepancia combinatoria de hipergráficas
es estudiado en [4, 60]. Otro concepto de discrepancia es presentado en [60],
en el cual se estudia el problema de encontrar la manera “más uniforme” de
distribuir n puntos en el cuadrado unitario de acuerdo con cierto criterio.
Dentro de la teoŕıa conocida como discrepancia geométrica [18], se estudia el
problema de colorear n puntos en el plano, de tal manera que se minimice la
diferencia entre el número de puntos rojos y el número de puntos azules que
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están dentro de cualquier disco en el plano. Por otra parte, en los art́ıculos
[27, 28, 10], se estudia el problema de encontrar el conjunto convexo Q, por
ejemplo un triángulo, una banda, un poĺıgono convexo, etcétera, tal que la
discrepancia del subconjunto de S contenido en Q sea máxima.

La estructura del caṕıtulo es la siguiente. En la Sección 2.1 definimos
formalmente el concepto de discrepancia y estudiamos algunas propiedades
de la misma. Luego, en la Sección 2.2 estudiamos la discrepancia de los
conjuntos de puntos en posición convexa. En la Sección 2.3 estudiamos la
discrepancia de un conjunto de puntos cuando este es partido por una recta.
Finalmente, en la Sección 3.4 concluimos el caṕıtulo con algunos comenta-
rios.

2.1. Propiedades básicas

Sea X ⊆ S, y sea ∇(X) = ||X∩R|− |X∩B|| la discrepancia bicromática
de X. Decimos que una partición Π= {S1, . . . , Sk} de S es convexa si los
cierres convexos de sus elementos son disjuntos dos a dos. Esto es que para
todo 1 ≤ i < j ≤ k, sucede que Conv(Si) ∩ Conv(Sj) = ∅.
Definición 2.1.1. La discrepancia de S respecto a una partición convexa
Π, dΠ(S), es el mı́nimo ∇(Si) sobre los elementos de Π. La discrepancia
de S, D(S), se define como la máxima discrepancia dΠ(S) sobre todas las
posibles particiones convexas de S.

Si restringimos el estudio de la discrepancia de S al caso en el que las
particiones convexas tienen cardinalidad k, obtenemos lo que llamaremos
k-discrepancia de S, y la denotaremos como Dk(S). Cuando k = 1 entonces
la partición tiene un sólo elemento, y por lo tanto Dk(S) = ∇(S) = |r−b|. Si
k = 2 entonces podemos asociar las particiones convexas de S con aquellas
inducidas por una ĺınea recta. En tal situación llamaremos a la discrepancia
discrepancia lineal de S. A continuación se discuten algunas propiedades de
la discrepancia de S.

Denotamos por ∇�(X) = |X ∩R|− |X ∩B|. Obsérvese que
∇(X) = |∇�(X)|. Decimos que X es m-rojo si ∇�(X) > 0, es decir, si
hay mayoŕıa de puntos rojos en X. Por otra parte, decimos que X es
m-azul si ∇�(X) < 0. Sea Π una partición de S, decimos que Π es óptima
si D(S) = dΠ(S). Finalmente, denotamos como ri y bi al número de puntos
rojos en Si, y al número de puntos azules en Si, respectivamente. Es decir
ri = |Si ∩R|, bi = |Si ∩B|. Recuérdese que r = |R| y b = |B|.

Las siguientes observaciones refieren propiedades básicas de la discrepan-
cia de un conjunto de puntos.
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Observación 3. D(S) ≥ 1. Además, si D(S) = 1, entonces |r − b| ≤ 1.

Demostración. Nótese que si Π es la partición de S que contiene exacta-
mente un punto en cada subconjunto, entonces dΠ(S) = 1. Por definición,
D(S) es el máximo de dΠ(S) sobre todas las posibles particiones convexas;
por lo tanto D(S) ≥ 1. Por otra parte, supóngase que D(S) = 1 y que
|r− b| > 1. La partición Π= {S} tiene discrepancia mayor que uno, lo cual
es una contradición. �

Observación 4. Si r ≥ 2b o b ≥ 2r, entonces D(S) = D1(S) = |r − b|.

Observación 5. Sea k = |Π|, entonces dΠ(S) ≤ r+b
k .

Demostración. Es fácil notar que la cardinalidad máxima de cada elemen-
to de Π es r+b

k ; por lo tanto, la máxima discrepancia de cada elemento deΠ
es también r+b

k . �

Observación 6. Si Π es una partición convexa óptima de menor cardi-
nalidad y Si, Sj ∈ S son m-rojos (o m-azules), entonces k ≥ 3. Además
Conv(Si ∪ Sj) ∩ Sl �= ∅ para cada l �= i, j.

Demostración. Supongamos que Si, Sj son m-rojos y que k < 3, de hecho
entonces k = 2. Como Si y Sj son ambos m-rojos, entonces la partición
Si ∪ Sj tiene mayor discrepancia que la partición original, lo cual es una
contradición. Por otra parte, si no se cumple que Conv(Si ∪ Sj) ∩ Sl �= ∅
para cada l �= i, j, entonces podemos unir Si y Sj y generar una nueva
partición convexa de menor cardinalidad y con mayor discrepancia, lo cual
es también una contradición. �

Observación 7. Si R y B son linealmente separables, y si b ≤ r < 2b o
r ≤ b < 2r, entonces D(S) = mı́n{r, b}.

Demostración. Supongamos que b ≤ r < 2b o r ≤ b < 2r, y sea � una
recta que separa a B y R, la discrepancia de la partición inducida por � es
mı́n{r, b}, por lo que D(S) ≥ mı́n{r, b}. Supóngase que de hecho D(S) =
d > mı́n{r, b}, entonces existe una partición convexa de S en la que todos
sus elementos tienen discrepancia mayor o igual a d, pero esto es imposible
al menos que dicha partición sea la que induce una recta que separa a B y
R. �

El siguiente Lema relaciona el hecho de que una partición sea óptima
con el que tenga elementos m-rojos o m-azules y viceversa.
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Lema 2.1.1. Sea Π = {S1, . . . , Sk} una partición convexa de S. La discre-
pancia de S = R ∪B satisface las siguientes propiedades:

i. Si Π es una partición óptima y k ≥ 2, entonces existen Si y Sj tales
que Si es m-rojo y Sj es m-azul.

ii. Si Π contiene un elemento m-rojo y un elemento m-azul, entonces
dΠ(S) ≤ mı́n{r, b}.

Demostración. Demostramos primero la propiedad i. Supongamos que to-
dos los elementos Si de Π son m-azules. La particiónΠ � =

�
i=1,...,k Si = {S}

tiene discrepancia b − r =
�k

i=1(bi − ri) =
�k

i=1∇(Si). Nótese que�k
i=1∇(Si) > mı́ni=1,...,k ∇(Si), puesto que

�k
i=1(bi − ri) > ∇(Si),∀i. Por

lo tanto, la discrepancia de la particiónΠ � es mayor que la de la partición
Π, pero eso contradice la suposición de que Π es una partición óptima, por
lo que no todos los elementos de Π son m-azules.

Supongamos ahora que Π contiene al menos un elemento m-rojo S1 y al
menos un elemento m-azul S2. Entonces dΠ(S) ≤ ∇(S1) = r1− b1 ≤ r1 ≤ r,
de igual forma dΠ(S) ≤ ∇(S2) = b2 − r2 ≤ b2 ≤ b. Por lo tanto dΠ(S) ≤
mı́n{r, b}. �

2.2. Puntos en posición convexa

En esta sección estudiamos la discrepancia de un conjunto de puntos
en posición convexa S. En particular, demostramos un resultado respecto
a la cardinalidad de una partición óptima de S. Este resultado a su vez,
nos permite presentar un algoŕıtmo óptimo para calcular la discrepancia del
conjunto.

Si los elementos de S se pueden etiquetar como p1, . . . , pr+b en el sentido
inverso de las manecillas del reloj, de tal manera que para toda i, 1 ≤ i <
r+b, pi y pi+1 no tengan el mismo color, entonces llamamos a S una cadena
convexa alternante; véase la Figura 2.2.

Lema 2.2.1. Si S está en posición convexa, entonces D(S) = 1 si y sólo si
S es una cadena convexa alternante.

Demostración. Supongamos que D(S) = 1 y que S no es una cadena
convexa alternante. Por la observación 3, |r − b| ≤ 1. Si r = b entonces
como para alguna i se tiene que pi y pi+1 tienen el mismo color, la partición
Π = {{pi, pi+1}, S−{pi, pi+1}} tiene discrepancia dos. Si r �= b, entonces sin
pérdida de generalidad supongamos que r = b+1. Como suponemos que S no
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Figura 2.2: Una cadena convexa alternante.

es una cadena convexa alternante, entonces hay dos elementos, digamos pi y
pi+1, que son azules. Si S1 = {pi, pi+1}, tenemos que ∇(S1) = 2,∇(S−S1) =
3, y la partición Π= {S1, S − S1} es tal que D(S) ≥ dΠ(S) = 2. Se sigue
por contradición que S es una cadena convexa alternante.

Supongamos ahora que S es una cadena convexa alternante. Es fácil ver
que en cualquier partición convexa Π= {S1, . . . , Sk} de S, hay al menos un
Si (1 ≤ i ≤ k) de tal forma que Si es una cadena convexa alternante, y por lo
tanto tiene discrepancia menor o igual a uno. Entonces ∇(Si) ≤ 1, entonces
dΠ(S) ≤ 1, para toda partición convexaΠ . Por lo tanto D(S) = 1. �

El siguiente resultado acota la cardinalidad mı́nima de una partición
óptima para un conjunto de puntos en posición convexa.

Teorema 2.2.1. Si S es un conjunto de puntos en posición convexa, en-
tonces D(S) = máxk=1,2,3 Dk(S).

Demostración. Sea d = D(S), obsérvese que en particular 0 ≤ ∇(S) ≤ d.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que hay más puntos rojos que
azules en S, es decir 0 ≤ ∇�(S) ≤ d. Sea Π = {S1, . . . , Sk} una partición
convexa de S con cardinalidad mı́nima y de tal manera que dΠ = d. Por
definición, ∇(Si) ≥ d (1 ≤ i ≤ k). Supongamos que k > 3, entonces S tiene
al menos dos elementos, digamos S1 y S2, que contienen sólo elementos
consecutivos a lo largo del cierre convexo de S.

Si alguno de S1 o S2, digamos S1, es tal que ∇�(S) ≤ −d entonces
∇�(S − S1) = ∇�(S) − ∇�(S1) ≥ 0 + d = d, y por lo tanto ∇(S − S1) =
|∇�(S − S1)| ≥ d. Esto es una contradición porque la partición convexa
Π� = {S1, S−S1} tiene cardinalidad 2 y dΠ�(S) ≥ d. Supóngase entonces que
∇�(S1) ≥ d y ∇�(S2) ≥ d. Obsérvese que ∇�(S−S1−S2) = ∇�(S)−∇�(S1)−
∇�(S2) ≤ d−d−d = −d, y por lo tanto∇(S−S1−S2) = |∇�(S−S1−S2)| ≥ d.
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Figura 2.3: Un intervalo de tamaño tres y un intervalo de tamaño cinco, en una secuencia

circular.

Esto es una contradición puesto que la particiónΠ �� = {S1, S2, S−(S1∪S2)}
tiene cardinalidad 3 y dΠ��(S) ≥ d. �

Nuestro objetivo es presentar un algoritmo con complejidad O(n log n),
para calcular la discrepancia de un conjunto de puntos en posición convexa.
Antes de esto, mostramos como resolver dos problemas respecto a secuencias
circulares, dichos resultados serán utilizados en el algoritmo.

2.2.1. Intervalo de peso máximo en secuencias circulares

Considérese un conjunto X de n puntos sobre un ćırculo, los cuales están
etiquetados con números reales x0, . . . , xn−1, en el sentido de las manecillas
del reloj. Llamaremos a X una secuencia circular. Un intervalo [xi, xj ] de
X es el subconjunto que contiene a los puntos con etiquetas xi, xi+1, . . . , xj ,
donde la suma se toma módulo n. Véase la Figura 2.3. Definimos el peso
ω[xi, xj ] del intervalo [xi, xj ], como xi + xi+1 + · · · + xj . En esta sección se
da solución a los siguientes dos problemas:

Problema 5. Encontrar el intervalo de X con mayor peso.

Problema 6. Encontrar dos intervalos disjuntos [xi, xj ] y [xk, xl] de X,
tales que el mı́nimo de sus pesos sea máximo. Es decir, deseamos maximizar
mı́n{ω[xi, xj ], ω[xk, xl]}.

El Problema 5, es una variante del muy conocido problema de Bentley
del intervalo de peso máximo [11]. El problema de Bentley es el siguiente. Sea
X = {x0, . . . , xn−1} un subconjunto de R. Un intervalo [xi, xj ] de X es aquel
que contiene los elementos xi, xi+1, . . . , xj , i ≤ j. El problema de Bentley
consiste en encontrar el intervalo de X de mayor peso. Obsérvese que en este
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problema i ≤ j, mientras que en el Problema 5 este no es necesariamente el
caso. Se sabe que el problema de Bentley puede resolverse en tiempo lineal
[11].

Nótese que la solución al Problema 5 tiene dos posibles formas, un in-
tervalo [xi, xj ] tal que i ≤ j, o bien un intervalo [xk, xl] tal que l ≤ k. Una
solución del tipo uno puede encontrarse utilizando un algoritmo para solu-
cionar el problema de Bentley. Por otra parte, si la solución es de tipo dos,
entonces [xk, xl] es la unión de dos intervalos disjuntos [x0, xk] y [xl, xn−1],
que maximizan ω[x0, xk]+ω[xl, xn−1]. Este caso puede resolverse en tiempo
lineal utilizando el resultado que aparece en [22]. Por lo tanto, el Problema
5 puede resolverse en tiempo O(n).

A continuación mostramos como resolver el Problema 6 en tiempo
O(n log n). En [19] los autores dan un algoritmo que soluciona el siguiente
problema:

Problema 7. Sea X una colección de números reales. Se desea preprocesar
X en tiempo lineal de tal forma que para cualesquiera i ≤ j ≤ k ≤ l, lo
siguiente pueda resolverse en tiempo constante: encontrar el intervalo [xs, xt]
de peso máximo, tal que i ≤ s ≤ j y k ≤ t ≤ l.

Ahora mostramos el algoritmo deseado. Obérvese que si i = j en
el problema anterior, entonces [xs, xt] es el intervalo de máximo pe-
so contenido en [xi, xl] y que empieza en xi. Por otra parte, si X � =
{x0, . . . , xn−1, xn, . . . , x2n−1}, donde xn+i = xi para toda i, 0 ≤ i ≤ n − 1,
entonces al preprocesar X � como en el problema anterior se considerarán
intervalos circulares de X.

Denotemos por I1 = [xi, xj ] y I2 = [xk, xl] a los intervalos que son una
solución al Problema 6. Nótese que no puede ocurrir que i > j y k > l.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que i ≤ j < k. Nótese que como I1

y I2 son disjuntos, entonces existe un ı́ndice t tal que j ≤ t < k, y el intervalo
de peso máximo contenido en [xi, xt] es I1, por otra parte el intervalo de peso
máximo contenido en [xt+1, xn−1] es I2. El problema se resuelve entonces al
encontrar los valores adecuados de i y de t.

Ahora mostramos como resolver el Problema 6 en O(log n) para un va-
lor fijo de i. Para facilitar la presentación, supongamos que i = 0. Supon-
gamos por ahora que t es dado, y después mostraremos como encontrar-
lo. Primero encontramos el intervalo de peso máximo I1(t) contenido en
[x0, xt]. Utilizando los resultados de [19] este puede encontrarse en O(1).
De manera análoga, podemos encontrar el intervalo de peso máximo I2(t)
contenido en [xt+1, xn−1]. Nótese que como I1(t) es un intervalo de peso
máximo contenido en [x0, xt], entonces no hay otro intervalo más pesado



2.2 Puntos en posición convexa 29

contenido en [x0, xt� ], donde t� < t. Esto dos da la clave para buscar t: si
ω(I1(t)) < ω(I2(t)), entonces podemos descartar todos los valores t� < t.
Análogamente, si ω(I1(t)) > ω(I2(t)), podemos descartar todos los valores
t� > t. Por lo que, para un valor fijo de i podemos encontrar t en un núme-
ro logaŕıtmico de pasos. Si repetimos este proceso para todos los posibles
valores de i, i = 0, . . . , n− 1, entonces el siguiente resultado se sigue:

Teorema 2.2.2. Sea X una secuencia circular con n elementos. Existe un
algoritmo para resolver el problema de encontrar dos intervalos [xi, xj ] y
[xk, xl] de X que maximicen el mı́nimo de sus pesos, cuya complejidad es
O(n log n).

2.2.2. Cálculo de la discrepancia de un conjunto de puntos
en posición convexa

Sea S un conjunto de n puntos en posición convexa. En esta sección
presentamos un algoritmo con complejidad O(n log n) que calcula la discre-
pancia de S y da la partición correspondiente.

Teorema 2.2.3. La discrepancia de un conjunto S de n puntos en posición
convexa, pueda calcularse en tiempo O(n log n) y espacio O(n).

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que b ≤ r.
El Teorema 2.2.1 implica que para calcular la discrepancia de S basta con
elegir el máximo entre D1(S),D2(S),D3(S). Por definición D1(S) = |r − b|.
A continuación se muestra cómo calcular D2(S) y D3(S).

Asignamos pesos a los elementos de S, de tal forma que los puntos rojos
tienen peso +1 y los puntos azules tienen peso −1. Podemos por tanto
considerar a S como una secuencia circular.

Por el Lema 2.1.1, si Π es una partición óptima, entonces contiene al
menos un elemento m-rojo y un elemento m-azul. Sea Π= {S1, S2}, y su-
pongamos que S1 es m-azul y S2 es m-rojo. Tenemos que ∇(S2) = r2− b2 =
(r−r1)−(b−b1) = r−b+b1−r1 = r−b+∇(S1) ≥ ∇(S1). Por lo que DΠ(S)
es máximo si y sólo si ∇(S1) es máximo, pero ∇(S1) es máximo cuando S1

es el intervalo de S con peso mı́nimo (es decir, S2 tiene peso máximo). Por
lo que el problema se reduce a una instancia del Problema 5, y se resuelve
en tiempo lineal.

Por otra parte, si Π= {S1, S2, S3} es una partición óptima de S, es
fácil notar que si Si es m-azul (m-rojo), entonces Si+1 es m-rojo (m-azul),
donde la suma se toma módulo 3. Por otra parte, la suposición de que
b ≤ r implica que S1 y S3 son m-rojos, pues de otro modo la partición
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óptima tendŕıa tamaño a lo más dos. Por lo tanto, el problema de encontrar
D3(S) se reduce al de encontrar dos intervalos disjuntos de S, tales que el
peso mı́nimo de dicha pareja sea máximo. Por el Teorema 2.2.2, esto puede
resolverse en O(n log n).

�

2.3. Particiones con una recta

Recuérdese que si se estudia la discrepancia de un conjunto de puntos
para un tamaño k de la partición, con k fijo, entonces llamamos a dicho
parámetro k-discrepancia, y lo denotamos por Dk(S). Cuando k = 2 llama-
mos al parámetro discrepancia lineal de S. En esta sección caracterizamos a
los conjuntos de puntos que tienen discrepancia lineal igual a uno, y damos
un algoritmo óptimo para decidir si la discrepancia lineal de un conjunto es
igual a una constante dada d. Antes de presentar los resultados introducimos
la notación que se usará. SeanΠ +

� y Π−
� los semiplanos abiertos acotados

por abajo y por arriba, respectivamente, por una recta no vertical �. Sean
S�+ = {S ∩Π+

� }, S�− = {S ∩Π�−} y Π� = {S�+ , S�−}. La discrepancia lineal
de S es D2(S) = máx� dΠ�(S), donde las rectas � no contienen puntos de S.

Proposición 2.3.1. Sea S = R ∪ B, tal que r = b y D2(S) = 1, entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

i. El cierre convexo de S es una cadena alternante.

ii. Cuando los puntos de S se proyectan a cualquier recta, forman una
secuencia en la cual no hay tres puntos consecutivos con el mismo
color.

iii. Para todo p ∈ S en el cierre convexo de S, el orden angular de los
elementos de S − {p} con respecto a p, es una secuencia con colores
alternantes.

iv. Para toda recta � que pasa por dos puntos de S del mismo co-
lor, digamos rojos, se cumple que ||S�+ ∩ R| − |S�− ∩ R|| = 1 y
||S�+ ∩B|− |S�− ∩B|| = 1.

Es necesario notar que la propiedad ii en la Proposición 2.3.1 no es
suficiente para garantizar que D2(S) = 1, para un contraejemplo véase la
Figura 2.4(a). Por otra parte, si r �= b las propiedades iii y iv en la misma
proposición, no son necesariamente ciertas, véase la Figura 2.4(b) y 2.4(c).
A continuación demostramos que si r = b, la propiedad iv es suficiente.
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(a)

q

s

p

(b)

p

q

(c)

Figura 2.4: (a) Un conjunto que cumple la propiedad ii y con D2(S) = 2. (b) Un conjunto

que no cumple con la propiedad iii y sin embargo tiene D2(S) = 1. (c) Un conjunto que

no cumple con la propiedad iv y que tiene D2(S) = 1.

El siguiente resultado, demostrado en [23] será de utilidad.

Teorema 2.3.1. Sean P y Q dos poĺıgonos convexos disjuntos en el plano.
Existe al menos una arista e de P o Q de tal forma que la recta �e que
contiene a e separa el interior de P y el interior de Q.

Lema 2.3.1. Si r = b, las siguientes dos proposiciones son equivalentes: (a)
D2(S) = 1; (b) para toda recta � que pase por dos puntos de S del mismo
color, ∇(S�+) = ∇(S�−) = 1.

Demostración. Es fácil probar que (a) implica (b). Mostraremos ahora
que (b) implica (a).

Supongamos que D2(S) = d ≥ 2. Para demostrar la implicación basta
con mostrar que bajo dicha suposición existe una recta � que pasa por dos
puntos de S del mismo color y tal que {∇(S�−),∇(S�+)} = {d, d− 2}.

Sea �0 una recta que no pasa por ningún punto de S y tal que D2(S) =
DΠl0

(S) = d. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que �0 es horizon-
tal. Como r = b, entonces D2(S) = DΠ�0

(S) = ∇(S�+0
) = ∇(S)�−0

= d,
y ∇�(S�+0

) = −∇�(S�−0
). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

∇�(S�+0
) > 0 (es decir que S�+0

es m-rojo y S�−0
es m-azul).

Sean P y Q los poĺıgonos inducidos por los cierres convexos de S�+0
y S�−0

respectivamente. Sea p un vértice de P tal que existe una recta �� que pasa
por p y que separa a P y a Q. Nótese que p debe ser rojo, de otro modo al
trasladar �� hacia arriba una pequeña distancia, se obtendŕıa un partición
Π� de S con discrepancia d + 1. De manera similar, todo punto q en Q para
el cual existe una recta que separa a P y a Q, debe ser azul.

Por el Teorema 2.3.1, existe una arista e = (p, q) de P o de Q, tal que la
recta �e que contiene a e separa a P y a Q. Si e es una arista de P , entonces
usando la observación del párrafo anterior, podemos demostrar que p y q son
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rojos. Por lo tanto, {∇(S�+e
),∇(S�−e

)} = {d, d − 2}. Un argumento similar
funciona cuando e es una arista de Q. �

La siguiente proposición da cotas para la discrepancia lineal de S.

Proposición 2.3.2. máx
�
1,

�
r−b
2

��
≤ D2(S) ≤ máx

��
r−b
2

�
,mı́n{r, b}

�

Demostración. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que r ≥ b. El
Teorema del Ham Sandwhich [58] implica que existe una recta � que pasa
por a lo más un punto rojo y a lo más un punto azul, y tal que |S�+ ∩R| =
|S�−∩R| =

�
r
2

�
y |S�+∩B| = |S�−∩B| =

�
b
2

�
. Existen cuatro casos distintos,

dependiendo de las paridades de r y de b. A continuación mostramos que el
teorema es correcto para r y b pares, los tres casos restantes se demuestran
de forma similar.

Si r y b son ambos pares, entonces ∇(S�+) = ∇(S�−) = r−b
2 = dΠ�(S) ≤

D2(S). Obsérvese que si |r − b| ≥ 2 entonces r−b
2 ≥ 1. A continuación

demostramos que si |r − b| ≤ 1 entonces D2(S) ≥ 1.
Sin pérdida de generalidad supongamos que b ≤ r ≤ b + 1. Si existe un

punto azul p en Conv(S), entonces sea � una recta que separa a p de S−{p},
supongamos que p ∈ Sl+ . Tenemos ∇(S�+) = 1, ∇(S�−) = r − b + 1 ≥ 1, y
D2(S) ≥ dΠ�(S) = 1. Si no existe ningún punto azul en Conv(S), entonces
hay dos puntos rojos p y q, consecutivos en el cierre convexo de S. Sea � una
recta que separa a p y q de S−{p, q} y supongamos que p, q ∈ Sl+ , entonces
∇(S�+) = 2, ∇(S�−) = b− r + 2 ≥ 1 y D2(S) ≥ dΠ�(S) = 1. Esto prueba la
cota inferior. A continuación mostramos que dicha cota es justa.

Sea X una cadena convexa alternante con b puntos rojos y b puntos
azules, y sea Y un conjunto de r − b puntos rojos. Colóquense los puntos
de Y al interior del cierre convexo de X. Sea �e una recta para la cual
dΠ�e

(X) = 0, y que divide a Y en dos subconjuntos de cardinalidad
�
|Y |
2

�

y
�
|Y |
2

�
, respectivamente. Sea S = X ∪ Y , obsérvese que dΠ�e

(S) =
�
|Y |
2

�
=

�
r−b
2

�
. Por otra parte, por el Lema 2.2.1, para cualquier recta � se tiene

que dΠ�(X) ∈ {0, 1}. Si dΠ�(X) = 0, entonces dΠ�(S) = dΠ�(Y ) ≤
�

r−b
2

�
.

Si dΠ�(X) = 1, entonces dΠ�(S) = mı́n{|y − 1|, |(r − b) − y + 1|}, donde
y = |Yl+ |. Es fácil demostrar que mı́n{|y− 1|, |(r− b)− y + 1|}≤

�
r−b
2

�
. Por

lo tanto D2(S) = dΠ�e
(S) =

�
r−b
2

�
.

Ahora demostramos la cota superior. Supóngase, sin pérdida de genera-
lidad, que b = mı́n{r, b}. Para demostrar que se cumple la cota superior,
debemos mostrar que dΠ� > b implica dΠ�(S) ≤

�
r−b
2

�
. Sea � una recta para

la cual dΠ� > b. Entonces ∇�(Sl+) > 0 y ∇�(Sl−) > 0, pues de otra forma, si



2.3 Particiones con una recta 33

por ejemplo∇�(Sl+) < 0 entonces∇(S�+) = |Sl+∩B|−|Sl−∩R| ≤ |Sl+∩B| ≤
b, lo cual contradice nuestra suposición. Por otra parte ∇�(Sl+) > 0 y
∇�(Sl−) > 0 implica que dΠ� ≤

�
r−b
2

�
. Supóngase lo contrario, es decir

que ∇(Sl+) ≥
�

r−b
2

�
+ 1 y ∇(Sl−) = (r− b)−∇(Sl+) ≥

�
r−b
2

�
+ 1. Entonces

r− b ≥ 2
�

r−b
2

�
+ 2, lo cual es una contradicción. Si

�
r−b
2

�
≤ b, la cota supe-

rior es justa si tomamos conjuntos separables R y B. Si
�

r−b
2

�
> b, hemos

mostrado en el párrafo anterior cómo construir un conjunto con discrepancia
lineal igual a

�
r−b
2

�
, por lo que la cota es justa. �

2.3.1. Complejidad

En esta sección demostramos que, dado un entero d, el problema de de-
cidir si D2(S) = d es 3-suma dif́ıcil. La clase de problemas 3-suma dif́ıcil
fueron definidos por Gajentaan y Overmars en [38]. Dicho en palabras sen-
cillas, un problema está en la clase 3-suma dif́ıcil si existe un algoritmo para
resolverlo en O(n2), pero no se logra demostrar si dicho problema puede o
no resolverse en menos tiempo. Formalmente un problema está en la clase
3-suma dif́ıcil si este se puede reducir al siguiente problema:

Problema 8 (3-suma). Dados tres conjuntos de enteros A, B,C tales que
|A| + |B| + |C| = n, determinar si existen a ∈ A, b ∈ B y c ∈ C tales que
a + b + c = 0.

Teorema 2.3.2. Dado un entero d ≥ 1, es 3-suma dif́ıcil decidir si
D2(S) = d.

Demostración. Reduciremos nuestro problema al problema de la 3-suma.
La reducción que presentamos es similar a la utilizada en [38].

Sea X = {x1, . . . , xn} un conjunto de n enteros. Supongamos que X
es una instancia del problema de la 3-suma, y supongamos, sin pérdida de
generalidad, que x1 < · · · < xj < 0 < xj+1 < · · · < xn (1 ≤ j < n). Sea
M = máx{|x1|, |xn|}. Si d = 1, colóquese un punto azul en (−2M, 0) y un
punto rojo en (2M, 0). Si d > 2, para cada 1 ≤ i ≤ d−2, colóquese un punto
rojo en (−2M−i+1, 0), y un punto azul en (2M +i−1, 0). Sea ε un número
real positivo pequeño, tal que ε < 1

6M2 . Para cada 1 ≤ i ≤ n colóquese
un punto rojo pi en (xi − ε, x3

i ), y un punto azul qi en (xi + ε, x3
i ); véase

la Figura 2.5. A continuación mostramos que existe una recta que separa
tres parejas distintas (pi, qi), (pj , qj) y (pk, qk) si y sólo si (xi, x3

i ), (xj , x3
j ) y

(xk, x3
k) son colineales (es decir, xi + xj + xk = 0).

Es claro que D2(S) ≥ d, puesto que D2(S) = d para toda recta � que
separe a dos parejas distintas (pi, qi) y (pj , qj). Si D2(S) > d, entonces
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existe una recta que separa a más de dos parejas distintas, lo cual implica
que existen tres elementos en X que suman cero. Por lo tanto, existen tres
elementos en X que suman cero si y sólo si D2(S) �= d. �

Del teorema anterior se sigue inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 2.3.3. Calcular la discrepancia lineal de un conjunto de n puntos
en el plano es 3-suma dif́ıcil y puede hacerse en O(n2) tiempo.

Demostración. La complejidad se sigue del Teorema 2.3.2, y D2(S) puede
calcularse utilizando el espacio dual. �

y = x3

p1

pi

x

y

qi

Figura 2.5: Construcción del conjunto utilizado en la prueba del Teorema 2.3.2, cuando

d = 5.

2.4. Conclusiones

El problema de determinar la discrepancia de un conjunto de puntos en
posición general parece ser desafiante. Hasta el momento de la redacción de
este trabajo, no se ha podido ni siquiera caracterizar los conjuntos de puntos
con discrepancia uno. Sin embargo, es fácil ver, por ejemplo, que siempre se
pueden construir conjuntos con cualquier discrepancia.



CAṔITULO 3

Gráfica geométrica tipo Johnson

Sean l ≤ k ≤ n enteros positivos, y sea N el conjunto {1, 2, . . . , n}. La
gráfica de Johnson J(n, k), es la gráfica que tiene como conjunto de vértices
a todos los posibles subconjuntos de N con k elementos (k-subconjunto),
dos de los cuales son adyacentes si comparten exactamente k− 1 elementos.
La Figura 3.1(a) muestra J(4, 2). Por otra parte, la gráfica de Johnson gene-
ralizada GJ(n, k, l) [43], se define como la gráfica cuyo conjunto de vértices
son todos los posibles k-subconjuntos de N , dos de los cuales son adyacen-
tes si comparten exactamente l elementos; véase la Figura 3.1(b). En el caso
particular en el que l = 0, la gráfica GJ(n, k, l) se conoce como la gráfica de
Kneser. En este caṕıtulo definimos y estudiamos una versión geométrica de
la gráfica de Johnson generalizada.

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posición general. Llamamos
a un subconjunto I de S una isla si Conv(I)∩S = I, donde Conv(I) denota
el cierre convexo de I. Si I contiene k elementos, entonces la llamamos k-isla.
Véase la Figura 3.2. En este caṕıtulo estudiamos la siguiente gráfica:

Definición 3.0.1 (Gráfica de islas tipo Johnson generalizada). Sea S un
conjunto de n puntos en el plano, y sean l ≤ k ≤ n enteros positivos.
Definimos a la gráfica de islas tipo Johnson generalizada IJ(S, k, l), como
la gráfica cuyo conjunto de vértices consiste de todas las posibles k-islas de
S, dos de las cuales son adyacentes si comparten exactamente l-elementos.

Esta gráfica está ı́ntimamente relacionada con algunos problemas estu-
diados en el área de la Geometŕıa Combinatoria. Por ejemplo, considérese
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{1, 2}

{2, 4} {2, 3}

{3, 4}

{1, 4} {1, 3}

(a)

{1, 2}

{3, 4} {4, 5}
{3, 5}

{1, 5} {2, 3}

{1, 4} {2, 4}

{2, 5} {1, 3}

(b)

Figura 3.1: (a) La gráfica de Johnson para n = 4 y k = 2. (b) La gráfica de Johnson

generalizada para n = 5, k = 2 y l = 0.

(a) Isla. (b) No isla.

Figura 3.2: Un subconjunto de 5 puntos que es una 5-isla, y un subconjunto de 5 puntos

que no es una 5-isla.

una 3-isla de S, nótese que los elementos de dicha isla son precisamente los
vértices de un triángulo vaćıo. Por tanto, el número de vértices de IJ(S, 3, l)
es el número de triángulos vaćıos de S. El problema de contar el mı́nimo
número de triángulos vaćıos en un conjunto de puntos es un problema bas-
tante estudiado [9, 7, 29, 54, 65].

Otro problema estrechamente relacionado es el que se plantea en [8]:
¿cuál es el mı́nimo número de triángulos vaćıos que tienen una arista en
común? Véase la Figura 3.3. Este problema es equivalente al de determinar
el número de clan de IJ(S, 3, 2). Recuérdese que el número de clan de una
gráfica es igual al número de vértices de una subgráfica completa maximal
de ésta.
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Figura 3.3: Tres triángulos vaćıos que comparten una arista.

En general, la gráfica de islas IJ(S, k, l) es una subgráfica inducida de
la gráfica de Johnson generalizada GJ(n, k, l), puesto que cada k-isla es un
k-subconjunto, pero no cada k-subconjunto es una k-isla. Sin embargo, si S
está en posición convexa, entonces IJ(S, k, l) y GJ(S, k, l) son isomorfas, ya
que cada k-subconjunto de S es una k-isla.

Los resultados que presentamos en este caṕıtulo comienzan el estu-
dio de la gráfica de islas tipo Johnson generalizada. En particular demos-
tramos que si n es suficientemente grande con respecto a k y l, enton-
ces IJ(S, k, l) es conexa, y que el diámetro de dicha gráfica es a lo más
O (log n) + O

�
k

k−l

�
+ O (k − l). Además, exhibimos un conjunto S de pun-

tos para el cual IJ(S, k, l) tiene diámetro mayor o igual aΩ
�

log n−log k
log(k−l)

�
.

La estructura del caṕıtulo es la siguiente. En la Sección 3.1 estudiamos la
gráfica IJ(S, k, l) para el caso particular en el que S es un conjunto de puntos
en la recta real, y utilizando estos resultados analizamos el caso en el que
todos los puntos de S, salvo uno, están alineados. Después, en la Sección 3.2
estudiamos IJ(S, k, l) cuando los puntos en S están en posición general, y
demostramos que la gráfica es conexa cuando n es suficientemente grande
con respecto a k y l. En la Sección 3.3 presentamos resultados respecto al
diámetro de la gráfica, y en la Sección 3.4 concluimos el caṕıtulo con algunos
comentarios finales.

3.1. Puntos en la recta real

Comenzamos el estudio de la gráfica de islas tipo Johnson generalizada,
considerando el caso en el que el conjunto de puntos está en la recta real.

3.1.1. Puntos alineados

Sea S = {x1, x2, . . . , xn} un conjunto de n puntos en la recta real,
y sean l ≤ k ≤ n enteros positivos. Un intervalo de S de cardi-
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 3.4: Dos 6-islas distintas en un conjunto de 12 puntos.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 3.5: Tres 6-intervalos que se intersecan en 2 elementos.

nalidad k (k-intervalo), es un subconjunto de k elementos consecutivos
{xi, xi+1, . . . , xi+k−1} de S. Nótese que, en este caso en el que los elementos
de S están en la recta, un k-intervalo de S es precisamente una k-isla de S;
véase la Figura 3.4. Deseamos estudiar la gráfica IJ(S, k, l).

Observemos primero que dos k-intervalos de S son adyacentes en
IJ(S, k, l) si se intersecan en exactamente l elementos; por lo tanto, si l > 0,
cada k-intervalo de S es adyacente a lo más a dos k-intervalos: el que con-
tiene sus primeros l elementos y el que contiene sus últimos l elementos.
La Figura 3.5 ilustra esta observación. El caso en el que l = 0 es distinto,
puesto que dos intervalos son adyacentes en IJ(S, k, 0) si y sólo si no se
intersecan; por lo que en este caso un intervalo puede ser adyacente a más
de dos. Analizaremos el caso l = 0 al final de la sección, por lo que, al menos
que se haga expĺıcito, suponemos por ahora que l > 0.

De la observación hecha en el párrafo anterior, se sigue fácilmente que
el grado máximo de cada vértice en IJ(S, k, l) es dos. Nótese además que el
primer y el último intervalo tienen siempre grado máximo uno, por lo que
la gráfica es aćıclica. Por lo tanto, IJ(S, k, l) es una colección de caminos
disjuntos. En los siguientes párrafos se describen dichos caminos.

Para 0 ≤ r ≤ k− l, sea Ar,i el intervalo de S con exactamente i(k− l)+r

puntos a su izquierda, 0 ≤ i ≤
�

n−k−r
k−l

�
. Es decir que Ar,i consta de los

puntos {xi(k−l)+r+1, . . . , xi(k−l)+r+1+(k−1)}, tal que i(k−l)+r+1+(k−1) ≤
n; véase la Figura 3.6. No es dif́ıcil notar que en IJ(S, k, l), Ar,i es adyacente
a Ar,i+1, siempre y cuando (i + 1)(k − l) + r + 1 + (k − 1) ≤ n.

Dadas las observaciones anteriores, podemos ahora escribir expĺıcita-
mente los caminos que conforman a J(S, k, l). Para un entero rijo r, sea
Pr la subgráfica de IJ(S, k, l) inducida por el conjunto de intervalos Ar,i,
i = 0, . . . ,

�
n−k−r

k−l

�
. De todo lo anterior se sigue que cada Pr es un camino
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

A0,1A0,0 A0,2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

A1,1A1,0 A1,2

Figura 3.6: Algunos intervalos y sus etiquetas para un conjunto con n = 16, k = 6, y l = 2.

P0

A0,0

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

A0,1

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

P1

A1,0

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

A1,1

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

P2

A2,0

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

A2,1

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

P3

A3,0

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

Figura 3.7: La gráfica IJ(S, 6, 2) para n = 12.

inducido de IJ(S, k, l). Por lo tanto tenemos el siguiente resultado, el cual
describe la estructura de IJ(S, k, l).

Teorema 3.1.1. Si l > 0, entonces para cada r, 0 ≤ r < k − l, Pr es un
camino inducido de IJ(S, k, l). Además el conjunto {Pr|0 ≤ r < k − l} es
una partición de IJ(S, k, l) en caminos disjuntos.

La Figura 3.7 ilustra la estructura de la gráfica IJ(S, k, l) para el caso
particular en el que n = 12, k = 6 y l = 2.

Como se mencionó antes, para el caso en el que l = 0 la estructura de la
gráfica es distinta a la descrita en el Teorema 3.1.1. Si l = 0 entonces dos in-
tervalos son adyacentes en IJ(S, k, 0) si y sólo si no se intersecan. Considére-
se cualquier intervalo {xi, . . . , xi+k−1} de S, claramente este intervalo es ad-
yacente en IJ(S, k, 0) a todos los intervalos de la forma {xi+j , . . . , xi+j+k−1},
tales que j ≥ k. De esta observación se sigue fácilmente que si n ≥ 3k − 1,
entonces la gráfica es conexa y que su diámetro es a lo más 3.

Cabe mencionar que, salvo los casos en los que l = 0, o n = k, o l = k−1,
la gráfica IJ(S, k, l) es disconexa cuando los puntos en S están en una recta.
Extraordinariamente, al agregar sólo un punto fuera de la recta, la gráfica
se vuelve conexa. Estudiamos este caso en la siguiente sección.
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x

A�
r,i

Ar,i

Figura 3.8: Dos posibles islas en S
�
.

3.1.2. Puntos casi alineados

Sea S un conjunto de n−1 puntos sobre una recta horizontal h. Definimos
el conjunto S� como S� := S ∪ {x}, donde x es un punto que no está en h.
En los siguientes párrafos analizamos la estructura de IJ(S�, k, l).

Decimos que un punto en S está a la izquierda de una isla I de S� si este
está a la izquierda de cada uno de los puntos de I ∩ h. Para 0 ≤ r < k − l
hay dos k-islas que tienen exactamente i(k − l) + r puntos a su izquierda:
una contiene a x y la otra no lo contiene. Llamaremos a estas islas Ar,i y
A�

r,i respectivamente; véase la Figura 3.8.
De la misma manera en que lo hicimos en la sección anterior, para un

valor fijo de r, definimos Pr como la subgráfica de IJ(S�, k, l) inducida por
todas las islas Ar,i. Y definimos como P �

r a la subgráfica de IJ(S�, k, l) in-
ducida por todas las islas A�

r,i.
La estructura de IJ(S�, k, l) cuando l < 2 difiere a la estructura de esta

cuando l ≥ 2. En lo que sigue de esta sección supondremos que l ≥ 2, y
analizamos el caso restante al final de la misma.

Nótese que la subgráfica de IJ(S�, k, l) inducida por las islas Ar,i, es
precisamente IJ(S, k, l). Por otra parte, no es dif́ıcil notar que la subgráfica
inducida por las islas A�

r,i es isomorfa a IJ(S, k − 1, l− 1). Por lo tanto, las
islas Ar,i y Ar,i+1 son adyacentes en IJ(S�, k, l), puesto que son adyacentes
en IJ(S, k, l). Por otra parte obsérvese que si Ar,i y Ar,i+1 son adyacentes,
entonces también lo son Ar,i y A�

r,i+1, ya que Ar,i y A�
r,i+1 se intersecan en

exactamente l elementos. La Figura 3.9 muestra la gráfica IJ(S�, k, l) para
n = 3.

De las observaciones anteriores obtenemos el siguiente Lema.

Lema 3.1.1. Si l ≥ 2, entonces en IJ(S�, k, l):

i. Ar,i es adyacente a Ar,i+1 y a A�
r,i+1.

ii. A�
r,i es adyacente a A�

r,i+1, y a Ar−1,i+1 si r ≥ 1, o a Ak−l−1,i si r = 0.

Además, cada una de las aristas de IJ(S�, k, l) cae en uno de estos tipos
de adyacencias.
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Figura 3.9: La gráfica de islas IJ(S
�
, 6, 2) para 13 puntos.

Una vez que hemos descrito la estructura de la gráfica, podemos analizar
dos de sus propiedades: la conexidad y el diámetro. Enunciaremos primero
una proposición que será de utilidad.

Proposición 3.1.1. Si n ≥ 3k− 2l− 1, las siguientes islas siempre existen
en S:

Las islas Ar,0, con 0 ≤ r < k − l.

Las islas Ar,1, con 0 ≤ r < k − l − 1.

Las islas A�
r,0, con 0 ≤ r < k − l.

Las islas A�
r,1, con 0 ≤ r < k − l.

Demostración. Basta con demostrar que si n ≥ 3k − 2l − 1, las islas
Ak−l−2,1 y A�

k−l−1,1 siempre existen. Recuérdese que la isla Ar,i tiene i(k−l)+
r puntos a la izquierda, por lo que Ak−l−2,1 comienza en el punto 2(k− l)−1
y termina en 2(k − l)− 1 + k = 3k − 2l − 1, por lo que siempre existe. Por
otra parte, la isla A�

k−l−1,1 comienza en el punto 2(k − l) − 1 y termina en
el punto 2(k − l)− 1 + k − 1 = 3k − 2l − 2, por lo cual siempre existe. �
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Figura 3.10: La gráfica IJ(S
�
, 6, 2) con n = 15. Las aristas punteadas ilustran el camino

usado en el Teorema 3.1.2.

El siguiente resultado nos da condiciones para asegurar que la gráfica
IJ(S�, k, l) es conexa.

Teorema 3.1.2. Para l ≥ 2, la gráfica IJ(S�, k, l) es conexa si y solo si
n ≥ 3k − 2l − 1 o n = k.

Demostración. Primero supongamos que n ≥ 3k − 2l − 1. Sea π :=
A�

0,0A
�
0,1A0,0A0,1 · · ·A�

k−l−1,0A
�
k−l−1,1Ak−l−1,0. Por el Lema 3.1.1, π existe

y es un camino en IJ(S�, k, l), y además sabemos que también Pr y P �
r son

caminos, 0 ≤ r ≤ k − l − 1. Véase la Figura 3.10. Como para cada r, π
contiene al menos un vértice de Pr y al menos un vértice de P �

r, se sigue que
IJ(S�, k, l) es conexa.

Por otra parte si n < 3k−2l−1, entonces en S hay menos de 3k−2l−2
puntos. Por lo tanto, existe una k-isla que contiene a x y tiene menos de
k− l puntos a su izquierda, y menos de k− l puntos a su derecha. Esta isla
es un vértice aislado en IJ(S�, k, l). Si n = k, este vértice es el único en la
gráfica, por lo que esta es conexa. Pero si n > k, hay al menos dos k-islas, y
por lo tanto la gráfica es disconexa. �

Una vez que hemos demostrado que la gráfica es conexa, podemos dar un
resultado respecto a su diámetro. La siguiente cota se sigue del Lema 3.1.1
y del Teorema 3.1.2.

Proposición 3.1.2. Si IJ(S�, k, l) es conexa, entonces su diámetro es
Θ

�
n−k
k−l

�
.

Demostración. Sea Q el conjunto de caminos {P �
r|0 ≤ r < k− l}∪{Pr|0 ≤

r < k − l}. Nótese que cada vértice de IJ(S�, k, l) está en algún elemento
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de Q. Tómense dos vértices u y v de IJ(S�, k, l). Supongamos que u está en
Qu ∈ Q, y que v está en Qv ∈ Q. Por la Proposición 3.1.1, el camino π :=
A�

0,0A
�
0,1A0,0A0,1 · · ·A�

k−l−1,0A
�
k−l−1,1Ak−l−1,0 existe en IJ(S�, k, l). Nótese

que π une un vértice u� de Qu con un vértice v� de Qv. Por lo tanto el
camino uQuu�πv�Qvv conecta u y v. Nótese que la longitud de este camino
es O

�
n−k
k−l

�
+O(k− l), puesto que cada camino en Q tiene longitud O

�
n−k
k−l

�

y π tiene longitud O(k − l).
Sea u el primer vértice de P0 y sea v el último vértice de P� k−l

2 �. La

distancia entre estos dos vértices esΩ
�

n−k
k−l

�
+ Ω (k − l). �

Como se discutió en la sección anterior, si |S| ≥ 3k − 1 la gráfica
IJ(S, k, 0) es conexa y su diámetro es a lo más 3; como además la subgráfica
de IJ(S, k, l) inducida por las islas A�

r,i es isomorfa a IJ(S, k − 1, l − 1), se
sigue fácilmente que:

Proposición 3.1.3. Si n ≥ 3k, IJ(S�, k, 0) y IJ(S�, k, 1) son conexas y su
diámetro es a lo más 4.

En la siguiente sección, analizamos la estructura de la gráfica cuando el
conjunto de puntos S está en posición general.

3.2. Puntos en posición general

En esta sección presentamos resultados respecto a la conexidad de la
gráfica de islas tipo Johnson generalizada, para un conjunto de puntos en
posición general.

Sea P un conjunto de n puntos en posición general en el plano. Supon-
gamos que los elementos de P están etiquetados como {p0, p1, . . . , pn−1},
de tal forma que p0 es el elemento en P con mayor coordenada y, y que
p1, . . . , pn−1 están ordenados radialmente con respecto a p0, de izquierda a
derecha; tal y como se observa en la Figura 3.11.

Sea Pi,j , 1 ≤ i < j, el subconjunto de P que contiene los elementos
pl ∈ P , tales que i ≤ l ≤ j. Obsérvese que Pi,j es una isla de P , y que
también lo es P �

i,j = Pi,j ∪ {p0}. Llamamos a una isla de cualquiera de estos
tipos proyectable; véase la Figura 3.12. Nótese que no necesariamente todas
las islas de P son proyectables.

Nuestro interés en las islas proyectables, está motivado por su cercana
relación con las islas que aparecen en los conjuntos de puntos estudiados
en la Sección 3.1.2. El siguiente lema describe dicha relación. Recuérdese la
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Figura 3.11: La etiquetación del conjunto de puntos P .
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(a) Proyectable.
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(b) No proyectable.

Figura 3.12: Una 4-isla proyectable y una 4-isla no proyectable.
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definición de S� presentada en la sección anterior: sea S un conjunto de n−1
puntos sobre una recta horizontal h; definimos S� := S ∪ {x}, donde x es un
punto que no está en h.

Lema 3.2.1. La subgráfica de IJ(P, k, l) inducida por las islas proyectables
de P es isomorfa a IJ(S�, k, l).

Como consecuencia del Lema 3.2.1 y del Teorema 3.1.2, si n ≥ 3k−2l−1 o
n = k, la subgráfica de IJ(P, k, l) inducida por las islas proyectables de P es
conexa. Por lo tanto, para demostrar que IJ(P, k, l) es conexa, es suficiente
con mostrar que siempre existe un camino que conecta a cualquier isla de P
con una isla proyectable. En los siguientes párrafos se demuestra que dicho
camino existe.

Sea A una isla de P tal que |A \ {p0}|≥ 2. Nótese que p0 no necesaria-
mente pertenece a A, en tal caso A\{p0} = A. Definimos el peso de A como
la diferencia entre el ı́ndice mayor y el menor de los puntos en A \ {p0}.
Nótese que una isla con peso k − 1 es proyectable.

Lema 3.2.2. Sea A una isla no proyectable de P . Si n > (k−l)(k−l+1)+k,
entonces A es adyacente en IJ(P, k, l) a una isla proyectable, o a una isla
cuyo peso es menor que el peso de A por al menos k − l.

Demostración. Sea A una k-isla de P . Sean pi1 , . . . , pim los elementos de
A distintos de p0, considerados en el orden ya establecido anteriormente para
P . Si A contiene a p0, entonces m es igual a k−1, de lo contrario m es igual
a k. Considérense todos los intervalos maximales de P \ {p0} que contienen
exactamente l elementos consecutivos de A:

[p1, pil+1) := {pj ∈ P \ {p0}|1 ≤ j < il+1} (3.1)
(pim−l , pin−1 ] := {pj ∈ P \ {p0}|im−l < j ≤ n− 1} (3.2)

y, para toda h tal que 1 ≤ h ≤ m− l − 1,

(pih , pih+l+1) := {pj ∈ P \ {p0}|ih < j < ih+l+1}. (3.3)

Llamamos al intervalo a la izquierda de A (3.1) y al intervalo a su derecha
(3.2) intervalos finales; al resto (3.3) los llamamos intervalos medios. A
continuación demostramos que existe una isla adyacente a A en IJ(P, k, l)
con las propiedades deseadas, y contenida en uno de estos intervalos.

Nótese que hay a lo más k − l + 1 intervalos, y que cada elemento de
P \ {p0} está en al menos uno de ellos. Por lo tanto, como n > (k − l)(k −
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I

A

J ∪B

Figura 3.13: I es un intervalo medio (k=10, l=3).

l + 1) + k, uno de estos intervalos debe contener al menos (k − l) puntos de
P \A. Llamamos a tal intervalo I. Exhibimos ahora la isla deseada.

Si I es un intervalo medio de P de la forma (pih , pih+l+1), entonces ha-
cemos J := {pih+1 , pih+2 , . . . , pih+l} (si l = 0, entonces J := {∅}). Sea B el
conjunto de los k − l puntos de I \A más cercanos a Conv(J) (si l = 0, en-
tonces B es cualquier k-isla en I \A). La k-isla J ∪B (véase la Figura 3.13)
es adyacente a A en IJ(P, k, l), y su peso es menor que el peso de A por al
menos k − l.

Si I es un intervalo final, entonces sean pS y pE el primero y el último
punto en A∩I, respectivamente. Si [pS , pE ] contiene al menos k−l elementos
de P \ A, entonces procedemos como en el caso en el que I es un intervalo
medio; véase la Figura 3.14(a). De no ser aśı, entonces hay r < k− l puntos
de P \A en I. En este punto hay dos posibles casos:

i) Si I es el primer intervalo, entonces sea B el conjunto de los k − l− r
puntos anteriores a pS en P ∩A.

ii) Si I es el último intervalo, entonces sea B el conjunto de los k − l − r
puntos posteriores a pE en P ∩A.

Nótese que en cualquiera de los dos casos [pS , pE ]∪B es una isla proyectable
adyacente a A; véase la Figura 3.14(b). �

Podemos ahora establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Si n > (k− l)(k− l+1)+k, entonces IJ(P, k, l) es conexa
y su diámetro es O( n

k−l ) + O(k − l).
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A ∩ I

|P \ A| > (k − l)

pE
pS

A

(a) Isla de menor peso que A.

A ∩ I

|P \ A| < (k − l)

pE
pS

A

(b) Isla proyectable.

Figura 3.14: I es un intervalo final (k=10, l=3).

Demostración. Sean A y B k-islas. Aplicando sucesivamente el Lema 3.2.2
encontramos dos secuencias de islas adyacentes: A := A0, A1, . . . , Am y B :=
B0, B1, . . . , Bm� , en estas secuencias cada isla tiene peso menor a la anterior
en por lo menos k − l, y la última isla es proyectable. Es decir, hemos
encontrado un camino entre cada isla y una isla proyectable. Como el peso
de la isla inicial es a lo más n, entonces estos caminos tienen longitud a lo
más O( n

k−l ).
Por el Lema 3.2.1, la subgráfica de islas proyectables contiene a

IJ(S�, k, l) como subgráfica. Por otra parte, como consecuencia del Teo-
rema 3.1.2 y la Proposición 3.1.2, IJ(S�, k, l) es conexa y tiene diámetro
O(n−k

k−l ) + O(k − l).
Por lo tanto, la gráfica IJ(P, k, l) es conexa y su diámetro es O( n

k−l ) +
O(k − l). �

3.3. Diámetro

En el Teorema 3.2.1 de la sección anterior, se estableció una cota superior
para el diámetro de IJ(P, k, l), en esta sección se mejora dicha cota y se
presenta un conjunto de puntos que nos permite establecer una cota inferior.

3.3.1. Cota superior

En los siguientes párrafos presentamos un resultado que, para el caso en
el que l ≤ k/2, mejora la cota para el diámetro de IJ(P, k, l) establecida
en el Teorema 3.2.1. La estrategia a seguir es del tipo divide y vencerás.
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Es decir, establecemos un lema que, dadas dos islas A y B, nos permite
encontrar una isla adyacente a A y otra adyacente a B y descartar la mitad
de los puntos de P .

Lema 3.3.1. Sean A y B dos k-islas de P . Si n > 2((k− l)(k− l+1)+k) y
l ≤ k/2, entonces existe un semiplano H tal que (k− l)(k− l+1)+k ≤ |H ∩
P | ≤ n/2, y con la propiedad de que A y B, consideradas como vértices de
IJ(P, k, l), tienen cada una de ellas una isla vecina completamente contenida
en H.

Demostración. Sea � una recta tal que en cada uno de los semiplanos que
define hay �k/2� puntos de A y �k/2� puntos de B. Por el teorema ham
sandwhich [58] podemos asegurar que dicha recta siempre existe.

Sea �v un vector af́ın ortogonal a � y sea H el semiplano tal que H =
{x|x · �v ≤ 0}. Supongamos que |H ∩ P | ≤ n/2. Si por otra parte, |H ∩
P | < (k − l)(k − l + 1) + k, entonces movemos � en dirección a �v hasta que
|H ∩P | ≥ (k− l)(k− l + 1) + k. Nótese que en tal caso, H contendrá tantos
puntos de A y B como lo haćıa originalmente, y como estamos suponiendo
que n ≥ 2((k − l)(k − l + 1) + k), también contiene a lo más n/2 puntos de
P .

Mostraremos ahora que siempre existe una isla adyacente a A con las
propiedades deseadas; la isla adyacente a B se puede encontrar de manera
similar.

Sea P � := P ∩H, ordénense sus elementos con respecto a su distancia a �,
de tal forma que P � = {p1, . . . , pm}. Sean pi1 , . . . , pih los elementos de A∩P �

en dicho orden. Tal como se hizo en la demostración del Lema 3.2.2, consi-
deramos intervalos maximales de P � que contienen exactamente l elementos
consecutivos de A. Dado que H contiene al menos k/2 elementos de A y es-
tamos suponiendo que l ≤ k/2, podemos asegurar que hay al menos uno de
estos intervalos. El resto de la demostración emplea los mismos argumentos
que la demostración del Lema 3.2.2 para encontrar una isla adyacente a A
contenida en uno de estos intervalos.

�

Usando el lema anterior obtenemos la siguiente cota superior para el
diámetro de la gráfica de islas tipo Johnson generalizada.

Teorema 3.3.1. Si n ≥ 2((k − l)(k − l + 1) + k) y l ≤ k/2, entonces el
diámetro de IJ(P, k, l) es O(log n) + O( k

k−l ) + O(k − l).

Demostración. Considérese el siguiente algoritmo.
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Sean A y B dos k-islas de P . Comenzamos haciendo A0 := A, B0 :=
B,P0 := P, n0 := n e i = 0.

Mientras ni ≥ 2((k−l)(k−l+1)+k) aplicamos el Lema 3.3.1 a Pi, Ai y Bi.
En cada paso obtenemos el semiplano Hi tal que (k− l)(k− l+1)+k ≤ |Hi∩
Pi| ≤ ni/2, y que contiene a dos islas Ai+1 y Bi+1 que son adyacentes a Ai y
Bi, respectivamente, en IJ(P, k, l). Hacemos Pi+1 = Hi ∩ Pi, ni+1 := |Pi+1|
e i := i + 1, y continuamos la iteración. Nótese que este proceso lo podemos
hacer a lo más O(log n) veces.

En la última iteración, obtenemos un conjunto Pj , tal que (k − l)(k −
l + 1) + k ≤ |Pj | < 2((k − l)(k − l + 1) + k. Las islas Aj y Bj están con-
tenidas en Pj , y están unidas por un camino de longitud O(log n) a A y a
B respectivamente. En este punto, aplicamos el Teorema 3.2.1 para obtener
un camino entre Aj y Bj de longitud a lo más O( k

k−l ) + O(k − l).
Concatenando los tres caminos obtenemos un camino de longitud a lo

más O(log n) + O( k
k−l ) + O(k − l) entre A y B en IJ(P, k, l). �

3.3.2. Cota inferior

Para dar una cota inferior en el diámetro de IJ(P, k, l), usamos el con-
junto de Horton [50]. Seguimos la descripción usada en [59] para presentarlo.

Dados dos conjuntos de puntos en el plano X y Y , decimos que X
está muy por encima de Y si X está arriba de cada recta que contenga
dos elementos de Y . Por otra parte, decimos que Y está muy por debajo de
X si Y está abajo de cada recta que contenga dos puntos de X.

Sea H0 un conjunto de n puntos en el plano, de tal manera que ningún
par de sus puntos definen una recta vertical. Un elemento p ∈ H0 es llamado
par si el número de elementos de H0 a la izquierda de la recta vertical que
pasa por p es impar, de otro modo es llamado impar. Obsérvese que si se
etiquetaran los elementos de H0 como x1, . . . , xn respecto a su coordenada
x, los elementos pares (respectivamente impares) de H0, son aquellos que
tienen sub́ındice par (resp. impar).

Sea H00 el conjunto que contiene a los elementos pares de H0, y sea H01

el conjunto que contiene a los elementos impares de H0. Sea i una cadena
de 0�s y 1�s, y sea Hi un conjunto de puntos que no contiene dos elementos
en una recta vertical, definimos Hi0 y Hi1 de manera recursiva como los
subconjuntos de Hi que contienen, respectivamente, a los elementos pares y
a los elementos impares de Hi.

Entonces, H000 es el conjunto que contiene a los elementos pares de H00,
y H001 el que contiene a los elementos impares.
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Definición 3.3.1. Un conjunto finito de puntos H0, es un conjunto de Hor-
ton si cada recta vertical contiene a lo más un elemento de H0, y si |H0| ≤ 1
o se cumplen las siguientes condiciones:

Ambos H00 y H01 son conjuntos de Horton.

H01 está muy por encima de H00.

H00 está muy por debajo de H01.

La Figura 3.15 muestra un conjunto de Horton.

H01

H00

Figura 3.15: Un conjunto de Horton con 16 puntos.

Ha sido demostrado en [50] que siempre existen los conjuntos de Horton
de cualquier tamaño. Sea H0 un conjunto de Horton con n puntos, y sea A
una isla de H0. Es fácil ver que podemos asociar con A una única cadena
binaria a, de tal manera que Ha contiene a A, pero ni Ha0 ni Ha1 la contienen.

Dada una isla A de H0 definimos la profundidad de A, δ(A), como la
longitud de la cadena de ceros más larga s := 00 . . . 0, de tal forma que
Hs contiene a A. Por ejemplo, supongamos que los elementos de H0 están
etiquetados como {x1, . . . , xn}, de acuerdo con el orden determinado por
su coordenada x. Entonces, δ(x1) = 1, δ(x2) = 2, δ(x3) = 1, δ(x4) = 3, · · · ;
véasea la Figura 3.16.

Nótese que la profundidad de una isla es la profundidad de su punto
menos profundo.

Los siguientes dos lemas serán de utilidad para demostrar el resultado
principal de la sección.

Lema 3.3.2. Sean xi y xj dos puntos de H0, tales que xi está a la iz-
quierda de xj (i < j), y sea xk un punto con profundidad menor que
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x2 x4 x6 x8 x10 x12 x14 x16 x18 x20 x22 x24 x26 x28 x30 x32

H00

H001 H000 H001 H000 H001 H000 H001 H000 H001 H000 H001 H000 H001 H000 H001 H000

H0001 H0000 H0001 H0000 H0001 H0000 H0001 H0000

H00001 H00000 H00001 H00000

H000001 H000000

H01

H011H011 H010 H011 H010 H011 H010 H011 H011 H011 H011 H011H010 H010 H010 H010 H010

x1 x3 x5 x7 x9 x11 x13 x15 x17 x19 x21 x23 x25 x27 x29 x31 x33

Figura 3.16: La profundidad de los elementos de H0.

δ({xi, xj}). Entonces la isla A = H0 ∩ Conv({xi, xj , xk}) tiene al menos
2δ({xi,xj})−δ(xk)−1 − 1 puntos xm con profundidad mayor que la profundidad
de xk, y tal que i < m < j.

Demostración. Sea A := H0 ∩ Conv({xi, xj , xk}). Procederemos por in-
ducción sobre r = δ({xi, xj})− δ(xk).

Si r = 1, no hay nada que demostrar puesto que 2r−1 − 1 = 0.
Supongamos entonces que r > 1. Sea Ha el conjunto asociado con A.

Nótese que xk está en Ha1 mientras que xi y xj están ambas en Ha0; de
hecho, como estamos suponiendo que r > 1, entonces ambas están en Ha00.
Considérese el conjunto Ha0, como este es un conjunto de Horton, A contiene
al menos un punto en Ha01 entre xi y xj . De entre todos esos puntos, eĺıjase
el que tenga menor coordenada y, sea dicho punto x�k. La profundidad de
x�k es mayor en uno que la profundidad de xk. Por la hipóteses inductiva, la
isla H0 ∩ Conv({xi, xj , x�k}) contiene un conjunto I con al menos 2r−2 − 1
puntos. Estos puntos están por debajo de x�k (entonces en Ha00), y entre xi

y xj . Por lo tanto I está contenido en A.
Para cada punto en I, considérese el siguiente punto a su derecha, xm,

en Ha0. Este punto debe estar en Ha01. Por lo tanto, δ(xk) < δ(xm) y
i < m < j. Entonces hay 2r−2 − 1 puntos adicionales en A. Nótese que el
punto a la derecha de xi en Ha0 no ha sido contado. Por lo tanto, A tiene al
menos 2r−2 − 1 + 2r−2 −+1 = 2r−1 − 1 puntos con profundidad mayor que
la profundidad de xk, y que están entre xi y xj . �

Lema 3.3.3. Si A y B son dos islas de H0 adyacentes en IJ(H0, k, l) (con
l ≥ 2), entonces |δ(A)− δ(B)| = O(log(k − l)).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la profundi-
dad de A es mayor que la profundidad de B. Sea C la isla A ∩ B. Nótese
que la profundidad de C es al menos la profundidad de A.
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Si xb es el punto menos profundo de B, entonces δ(xb) = δ(B), y dicho
punto está por encima de C. Considérese una arista del cierre convexo de
C, cuya recta soporte separa a C y xb. Sean xi y xj los puntos finales de
dicha arista. Entonces, por el Lema 3.3.2, la isla H0 ∩ Conv({xi, xj , xb})
contiene al menos 2δ({xi,xj})−δ(xb)−1 ≥ 2δ(A)−δ(B)−1 puntos, ninguno de los
cuales está en C. Sin embargo, como estos puntos están en B, hay a lo más
k − l de ellos. Por lo tanto, δ(A)− δ(B) = O(log(k − l)). �

En el siguiente teorema se establece el resultado respecto al diámetro de
IJ(H0, k, l).

Teorema 3.3.2. El diámetro de IJ(H0, k, l), para l ≥ 2, es Ω( log(n)−log(k)
log(k−l) ).

Demostración. Sea A la isla de H0 con la mayor profundidad posible,
la cual es �log2(n/k)�. Sea B una isla con profundidad 0. Nótese que en
cualquier camino entre A y B en IJ(H0, k, l), la profundidad de dos elemen-
tos consecutivos difiere por O(log(k − l)). Por lo tanto, cualquiera de esos
caminos tiene longitud Ω( log(n)−log(k)

log(k−l) ). �

Cabe mencionar que el diámetro de la gráfica de Johnson generalizada
puede ser muy distinto al de la gráfica de islas tipo Johnson generalizada.
El diámetro de GJ(n, k, l) es O( l

k−l ) cuando n es suficientemente grande,
mientras que el diámetro de IJ(P, k, l) puede ser Ω (log(n)−log(k)

log(k−l) ), como se
demostró en el teorema anterior.

3.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se presentaron resultados respecto al diámetro de la
gráfica de islas tipo Johnson generalizada. Se presentó una cota inferior y
una cota superior para el mismo en el caso en el que l ≤ k/2. Las cotas sin
embargo no son justas. Un problema abierto es cerrar la brecha entre dichas
cotas.

Por otra parte, determinar una cota inferior y una cota superior para el
diámetro de IJ(P, k, l), en el caso en el que l > k/2, parece un problema
desafiante. Creemos que el diámetro cambiará bastante cuando l sobre pasa
los k/2. Por ejemplo, cuando l = 0, el diámetro de IJ(P, k, l) es constante.
Otro caso especial es IJ(P, 2, 1), la cual tiene diámetro 2.



CAṔITULO 4

Una propiedad combinatoria en los órdenes angulares de

conjuntos de puntos en el plano

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posición general, es decir,
no hay tres puntos que estén en la misma recta. Al conectar los puntos en S
con segmentos de recta, uno puede formar triángulos, poĺıgonos simples, o
poligonizaciones (poĺıgonos simples que utilizan todos los puntos en S). Estas
construcciones elementales generan problemas combinatorios sobre conjun-
tos de puntos, por ejemplo, determinar, de entre todos los conjuntos S de
n puntos, el mı́nimo número de triángulos vaćıos [9], el tamaño mı́nimo del
poĺıgono convexo más grande cuyos vértices son elementos de S (el teorema
de Erdős-Szekeres) [32], o el máximo número posible de poligonizaciones[41].
Describir propiedades sobre conjuntos de puntos puede ayudar a generar
nuevas ideas en este tipo de problemas.

En este caṕıtulo estudiamos la siguiente propiedad combinatoria de con-
juntos de puntos: sea S un conjunto de n puntos en posición general en el
plano, y sea p ∈ S, considérese el conjunto S−p en el orden angular respecto
a p. Conéctense los puntos de S−p en dicho orden. Si p es un punto interior
de S, entonces obtenemos un poĺıgono estrellado P con p en su núcleo. Si p
es un punto extremo de S, entonces el conjunto ordenado S − p genera un
camino poligonal P �. Un ángulo ∠qi−1, qi, qi+1 con ápice qi definido por tres
vértices consecutivos de P , o P � respectivamente, es convexo con respecto a p
si los cuatro puntos p, qi−1, qi, qi+1 forman un cuadrilátero convexo. Decimos
también que qi es un vértice convexo. Esto se ilustra en la Figura 4.1.



54

Una propiedad combinatoria en los órdenes angulares de
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p

qi

qi−1

qi+1

Figura 4.1: El poĺıgono estrellado del conjunto S − p. qi es convexo y qi−1 es cóncavo.

En un camino poligonal P � no consideramos el ángulo en el primero y
el último vértice. Denotemos como cS(p) al número de ángulos convexos del
poĺıgono P , respectivamente del camino poligonal P �, obtenido por el orden
angular alrededor de p de S − p. Tenemos que 0 ≤ cS(p) ≤ n − 1 puesto
que si p es un punto extremo de S que únicamente ve una cadena cónca-
va, claramente cS(p) = 0. Por otra parte, si p está adentro de un poĺıgono
convexo, con conjunto de vértices S − p, entonces todos los n − 1 ángulos
consecutivos alrededor de p son convexos. Definimos c(S) =

�
p∈S cS(p) y

c(n) = mı́nS c(S), el mı́nimo se toma sobre todos los conjuntos de puntos S
con n puntos en posición general en el plano. En este caṕıtulo demostramos
que c(n) ≥ 1√

2
n

3
2 −O(n). En otras palabras, para cada conjunto S de n pun-

tos en posición general, la suma del número de ángulos convexos alrededor
de todos los puntos en S es mayor o igual a 1√

2
n

3
2 −O(n). Esta cota es casi

justa, puesto que existen conjuntos de puntos S para los cuales sucede que
c(S) ≤ 2n

3
2 −O(n).

Este resultado implica que cualquier conjunto de n puntos en posición
general en el plano, admite una poligonización estrellada con al menos

�
n
2−

O(1) ángulos convexos. Es decir, que para cualquier conjunto de n puntos
en posición general, podemos construir un poĺıgono estrellado cuyo conjunto
de vértices son los puntos del conjunto y que tiene al menos dicho número
de ángulos convexos.

La definición de c(S) está relacionada con el algoritmo que aparece
en [26], el cual cuenta el número de triángulos vaćıos en un conjunto de
puntos S: sea p ∈ S, considérese el poĺıgono estrellado de S − p alrededor
de p. Entonces, cada diagonal interior de dicho poĺıgono genera un triángulo
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vaćıo de S incidente en p. Para contar el número de triángulos vaćıos de S es
suficiente entonces con construir dicho poĺıgono estrellado para cada p ∈ S,
y contar el número de diagonales interiores. Cada triángulo vaćıo se cuenta
exactamente tres veces.

La definición de c(S) está también relacionada con la de concavidad
(reflexivity) [1, 6] de un conjunto de puntos S, es decir, el mı́nimo número
de vértices cóncavos en una poligonización de S. Nosotros nos enfocamos en
poligonizaciones estrelladas.

Finalmente, es importante destacar que las poligonizaciones estrelladas
tienen también aplicaciones importantes en el área de Geometŕıa Compu-
tacional debido a que son simples y fáciles de triangular; véase por ejemplo
[55]. En este sentido, es útil encontrar la poligonización más simple de un
conjunto de puntos. Las poligonizaciones estrelladas con máximo número de
ángulos convexos pueden estar entre las más simples.

4.1. Demostraciones

En esta sección presentamos dos resultados principales. El primero es una
cota inferior respecto al número de ángulos convexos en órdenes angulares
de conjuntos de puntos. El segundo es una cota en el número de ángulos
convexos en poligonizaciones de conjuntos de puntos. Antes de presentar los
resultados mencionados, debemos demostrar el siguiente Lema.

Lema 4.1.1. Dado S un conjunto de n puntos en el plano en posición
general, sea S� ⊂ S y p ∈ S�. Entonces cS�(p) ≥ k implica cS(p) ≥

�
k
2

�
.

Demostración. Denotemos con Q = {q1, . . . , qk} al subconjunto ordenado
de vértices convexos del orden angular de S� − p alrededor de p. Si p es
un punto extremo de S�, entonces incluimos también el primero y el último
vértice q0 y qk+1 de P � en Q. Para tres vértices consecutivos qi−1, qi, qi+1 de
Q, sea Sqi ⊂ S − p el subconjunto ordenado de S − p desde qi−1 hasta qi+1.
Ahora demostramos que Sqi contiene al menos un vértice convexo alrededor
de p en S, que es diferente a qi−1 y qi+1. Supongamos que el ángulo en qi

en Sqi no es convexo, y sean s1, s2 ∈ S� el punto anterior y siguiente a qi en
el orden angular de S� − p alrededor de p. Los dos rayos que emanan de p y
pasan por s1 y qi, definen un cono s1, p, qi con ápice p. Considérese también
el cono qi, p, s2 con ápice p. Entonces, al menos uno de los dos conos s1, p, qi

o qi, p, s2 contiene un punto de S en su interior que está afuera del triángulo
s1, p, qi o afuera del triángulo qi, p, s2, respectivamente. Supongamos que S
contiene un punto en el cono s1, p, qi afuera del triángulo s1, p, qi. De entre
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todos estos puntos, considérese el punto z con mayor distancia a la recta
s1, qi. Sea lz la recta que pasa por z y que es paralela a la recta que pasa
por s1 y qi. Todos los puntos de Sqi que están dentro del cono s1, p, qi están
en el lado de lz que contiene a p. Entonces, el ángulo en z es convexo en Sqi .
De esto se sigue que Sqi contiene al menos un ángulo convexo diferente de
qi−1 y qi+1. Si p es un punto extremo en S, podemos dividir los vértices de
el camino poligonal P � de S − p en

�
k
2

�
grupos Sq2i−1 , para i = 1, . . . ,

�
k
2

�
.

Cada grupo contiene al menos un ángulo convexo. Si p es un punto interior
de S, entonces tenemos los siguientes casos:

i. Si p está afuera del cierre convexo de Q, entonces consideramos otra
vez el camino poligonal como en el caso anterior.

ii. Si p está adentro del cierre convexo de Q:

a) Si k es par, dividimos el conjunto de puntos S en k
2 grupos Sq2i−1 ,

cada uno de los cuales contiene un ángulo convexo.

b) Si k es impar, entonces consideramos el cono qk, p, q1 con ápice p:

1) Si dicho cono contiene un ángulo convexo de S− p alrededor
de p en su interior, entonces dividimos el resto de los puntos
en k−1

2 grupos Sq2i , para i = 1, . . . , k−1
2 , cada uno de los

cuales contiene un ángulo convexo.
2) Si el cono qk, p, p1 no contiene un ángulo convexo en su in-

terior, entonces hay un ángulo convexo en el cono q1, p, q2, o
posiblemente el ángulo convexo es en q1, y podemos dividir
el resto de los puntos en k−1

2 grupos.

En cada caso, esto da al menos
�

k
2

�
ángulos convexos. �

El siguiente resultado presenta una cota inferior en el número de ángulos
convexos en un conjunto de puntos; se demuestra además que la cota es casi
justa.

Teorema 4.1.1.
1√
2
n

3
2 −O(n) ≤ c(n) ≤ 2n

3
2 −O(n).

Demostración. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posición
general. Si para cada punto p de S, cS(p) ≥ 1√

2

√
n, entonces claramente

c(S) =
�

p∈S cS(p) ≥ 1√
2
n

3
2 . Supongamos, entonces, que S contiene un

punto p tal que cS(p) < 1√
2

√
n. Denotemos por Q al subconjunto ordenado

de vértices convexos de los puntos de S−p en su orden angular alrededor de
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p. Q divide S−p−Q en k ≤ 1√
2

√
n cadenas de vértices cóncavos. Incluimos

también los dos puntos de Q que unen a una cadena cóncava con esa cadena.
Puede darse el caso de que una cadena consista únicamente de dos vértices
de Q. Nótese que k = |Q|+ 1 si p es un punto extremo de S, y que de otro
modo k = |Q|. Denotemos estas cadenas como R1, . . . , Rk. Tenemos que�k

j=1 |Rj | = n + |Q|+ 1. Cada conjunto Rj con |Rj | > 2 forma un poĺıgono
vaćıo convexo. Entonces, por cada punto q en Rj , j = 1, . . . , k, tenemos que
cRj (q) = |Rj |−3 o bien cRj (q) = 0 si |Rj = 2|. Por el Lema 4.1.1, cada punto

de Rj ve al menos
�
|Rj |−3

2

�
ángulos convexos en S. Sumando sobre todos los

puntos de S−p obtenemos al menos
�k

j=1 |Rj |
�
|Rj |−3

2

�
≥

�k
j=1

|Rj |2
2 − 3|Rj |

2

ángulos convexos en total. Cálculos elementales demuestran que esta suma
se minimiza si las cardinalidades de todos los subconjuntos Rj son iguales,
puesto que

�k
j=1 |Rj | es un número fijo. Por lo tanto suponemos que |Rj | =

n
k ±O(1) para toda j.

De lo anterior tenemos que:

c(S) ≥
k�

j=1

|Rj |2

2
−

k�

j=1

3|Rj |
2

≥ k

�
n2

2kn2
− n

k
O(1) + O(1)

�
− 3

2
(n + k − 1)

≥ n2

2k
−O(n)

≥ 1√
2
n

3
2 −O(n).

(4.1)

Las Figuras 4.2 y 4.3, muestran un conjunto S de n puntos con c(S) ≤
2n

3
2 , también se muestran un poĺıgono estrellado y un camino poligonal,

respectivamente. En dicho caso n = m2 con m ∈ N. La misma construcción
puede adaptarse también para otros valores de n. Hay

√
n puntos que forman

un poĺıgono regular. Por cada arista del poĺıgono, se coloca una cadena de√
n− 1 puntos adentro del poĺıgono, muy cerca del punto medio de la arista

de tal forma que estos puntos junto con los dos puntos finales de la arista
correspondiente formen un poĺıgono convexo.

Para contar c(S) distinguimos tres casos: (1) si p es un punto extremo
de S, véase la Figura 4.2; (2) si p es un punto interior de S que no es ni el
primer ni el último punto de una cadena, véase la Figura 4.3(izquierda); o
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p

Figura 4.2: El camino poligonal P
�
de un punto extremo p de S

p p

Figura 4.3: Los dos poĺıgonos estrellados P para dos puntos interiores

(3) si p es un punto interior de S que es el primer o el último punto de una
cadena, véase la Figura 4.3(derecha). Para cada punto p del tipo (1) tenemos
cS(p) = 3

�
(n) − 5. Como hay

√
np puntos del tipo (1), esto da 3n − 5

√
n

ángulos convexos. Por cada punto p del tipo (2) tenemos cS(p) = 2
√

n− 2.
Además, por cada punto p del tipo (3) tenemos cS(p) = 2

√
n − 2. S tiene√

n(
√

n − 1) puntos interiores, esto da 2n
3
2 − 4n + 2

√
n ángulos convexos.

Por lo que obtenemos c(S) =
�

p∈S cS(p) = 2n
3
2 − n− 3

√
n.

�
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El siguiente resultado se sigue del Teorema anterior:

Colorario 4.1.1. Todo conjunto S de n puntos en el plano en posición
general, admite una poligonización de S con al menos

�
n
2 − O(1) ángulos

convexos.

Demostración. Por el Teorema 4.1.1, para al menos un punto p ∈ S, cS(p)
es al menos

�
n
2−O(1). Si p es un punto interior, reemplazamos una arista uv

(donde, preferiblemente, u o v es un vértice cóncavo) del poĺıgono estrellado
S − p por las aristas up y vp. Si p es un punto extremo, conectamos p al
primer y último vértice del camino poligonal de S − p. En cada caso, se
obtiene una poligonización estrellada. �
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