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Resumen

En este trabajo de investigacion se abordan algunas de las inquietudes de la comu-
nidad cientifica relacionadas con la inmunologia celular de la Tuberculosis (TB) y la
resistencia del Mycobacterium tuberculosis (Mtb) a los antibidticos. La motivacién
es determinar, ;bajo qué condiciones la infeccién con el bacilo del Mtb es controlada
por el sistema inmune y la accién de antibidticos? Para este fin, se planted el objetivo
general de describir la dindamica poblacional de las principales poblaciones de célu-
las del sistema inmune (macréfagos y células T) que interactiian con la bacteria por
medio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Especificamente,
se formulan y analizan dos modelos de la inmunologia celular de la TB y un modelo
sobre la inmunologia de la TB y la resistencia del Mtb a los antibidticos. La dindmica
de los modelos matematicos se describe en términos de ntimeros reproductivos basicos
y el principal aporte de este trabajo es el andlisis cualitativo de dichos modelos y la
interpretacién bioldgica de sus resultados.

El contenido de este trabajo estda organizado de la siguiente manera: en el segundo
capitulo se presenta un modelo matematico sobre la inmunologia celular de la TB en el
pulmén, que considera las siguientes variables: macréfagos no infectados, macréfagos
infectados, células T y bacilos de Mtb. El analisis cualitativo de este modelo revela
la existencia de un equilibrio libre de infeccién y un equilibrio endémico que podria
representar TB latente o activa dependiendo de la cantidad de bacterias. En el tercer
capitulo, se presenta un segundo modelo de la inmunologia celular de la TB con las
mismas variables del modelo anterior, pero para este modelo la poblacién de bacterias
esta dentro del granuloma. En este caso, se prueba la existencia de una bifurcacion
hacia adelante o una bifurcacién hacia atras, dependiendo de los valores que asumen
algunos parametros. En el cuarto capitulo, se formula una extensién del modelo del
tercer capitulo. En este modelo se describen aspectos relacionados con la inmunologia
de la TB y la adquisicién de resistencia bacteriana. Las variables que se consideran son
las siguientes: macréfagos no infectados, macréfagos infectados, bacterias sensibles,
bacterias resistentes y células T. Para este modelo también se demuestra la existencia
de una bifurcacién hacia adelante o hacia atrds, en este caso los parametros que
determinan las bifurcaciones hacia adelante o hacia atras son diferentes a los del
modelo anterior.






Abstract

In this investigation work it is addresses some of the scientific community concerns
related cellular immunology of TB and Mtb resistance to antibiotics. The motivation
is to determine conditions which ensure the control or elimination of infection with
Mtb bacilli due to immune system and the action of antibiotics. To this end, the
overall objective was to describe the population dynamics of the main cell populations
of immune system (macrophages and T cells) interacting with the bacteria through
systems of nonlinear ordinary differential equations. Specifically, it is formulates and
discusses two models of cellular immunology of TB and one model on the immunology
of TB and Mtb resistance to antibiotics. The dynamics of mathematical models is
described in terms of basic reproductive numbers and the main contribution of this
work is the qualitative analysis of these models and its biological interpretation.
The contents of this work is organized as follows: in the second chapter it presents
a mathematical model on cellular immunology of TB in the lung, which considers
the following variables: uninfected macrophages, infected macrophages, T cells, Mtb
bacilli. Qualitative analysis of this model reveals the existence of an infection-free
equilibrium and an endemic equilibrium that could represent latent or active TB de-
pending on the amount of bacteria. In the third chapter, it is presents a second model
of cellular immunology of TB with the same variables as the previous model, but for
this model bacterial population is within the granuloma. In this case, it is proves the
existence of a forward and backward bifurcation, depending on the values of some
parameters. In the fourth chapter, it is formulates an extension model of the model
in the third chapter. In this model are described aspects related to the immunol-
ogy of TB and the acquisition of bacterial resistance. The variables considered are
follows: uninfected macrophages, infected macrophages, sensitive bacteria, resistant
bacteria and T cells. For this model also we demonstrate the existence of a forward
and backward bifurcation.
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Capitulo 1

Introduccion

La tuberculosis (TB) es una enfermedad infecciosa causada por el Mycobacterium
tuberculosis (Mtb), que es uno de los problemas de salud publica més importantes
de la humanidad. La Organizacién Mundial de la Salud (OMS) reporta alrededor de
8 millones de casos nuevos y 1.7 millones de muertes cada ano. Ademas, el combate
contra la TB cuesta més de 3.3 billones de délares al afo [1, 2]. Sin embargo, se
estima que sélo el 10 % de las personas infectadas con el bacilo del Mtb desarrolla la
enfermedad en alguna etapa de su vida [3].

El Mtb puede afectar diferentes tejidos, pero usualmente desarrolla TB pulmonar.
La infeccién con Mtb sigue un proceso bien definido. Los bacilos infecciosos son in-
halados como microgotas desde la atmdésfera (se sabe que estas microgotas pueden
permanecer en la atmédsfera por varias horas y la dosis infecciosa se estima en una
bacteria) [4]. En el pulmén, las bacterias son fagocitadas por macréfagos alveolares
que inducen una respuesta proinflamatoria dando lugar al reclutamiento de células
mononucleares a partir de los vasos sanguineos circundantes. Estas células forman
bloques que posteriormente se constituyen en el granuloma. El granuloma consiste
de un nitcleo de macroéfagos infectados rodeado por macréfagos no infectados, con
una capa de linfocitos asociada a tiras fibrosas de coldgeno y otros componentes ex-
tracelulares en la periferia de la estructura [4]. Esta respuesta del tejido tipifica la
TB latente o fase de contencién en la que no hay signos manifiestos de enfermedad
y el hospedador no transmite la enfermedad a otros. La contencién usualmente falla
cuando el sistema inmune del hospedador cambia, sea por envejecimiento, malnutri-
cién o co-infeccion con VIH, esto es, cualquier condicién que reduzca el ntmero, o
atente contra las funciones de las células T hace que falle la contencién. A raiz de ese
cambio en la estructura del granuloma este se desintegra en una masa de escombros
sin estructura celular y liberan miles de bacilos infecciosos en las vias respiratorias.
Esto resulta en enfermedad o TB activa, en la cual se desarrolla una tos que facilita
la diseminacién en aerosol de los bacilos infecciosos [4].

En la actualidad, los individuos infectados con TB pulmonar son tratados con los si-
guientes antibidticos: rifampicina (RIF), isoniazida, etambutol y pirazinamida. Cuan-
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do el tratamiento se realiza como se recomienda, es muy poco probable que se de-
sarrolle resistencia. Sin embargo, si el paciente no sigue el tratamiento anti-TB ade-
cuadamente la bacteria puede adquirir resistencia a uno o mas antibiéticos [5].

Es bien conocido que la vacunacién a través del bacilo Calmette-Guérin (BCG) no
ha sido completamente eficiente en la prevencién de la TB pulmonar. Por lo tanto,
para combatir esta enfermedad se debe mejorar el diseno de vacunas contra la TB.
Recientemente, se ha puesto de manifiesto que para desarrollar una vacuna mas efi-
ciente, es necesario un mejor entendimiento de la relacién entre la respuesta inmune
del hospedador, el bacilo tuberculoso y la adquisicion de resistencia del Mtb a los
antibidticos [2].

En este sentido, diferentes modelos matematicos fueron aplicados para comprender el
efecto del sistema inmune en el control del Mtb y la adquisicién de resistencia de este
bacilo a uno o dos antibiéticos en tratamientos de TB latente. Kirschner y colabo-
radores [6] utilizan un modelo para predecir la respuesta mediada por células contra la
TB. Marino y Kischner [7] extendieron el modelo a un modelo bicompartamental, que
captura la interaccién de las células inmunes y bacilos de Mtb en el pulmén. En [8],
los mismos autores exploran el papel de las células CD8"T. Describen la dindmica de
las citocinas, mismas que son secretadas por las células T y macrofagos no infectados
como el resultado del reconocimiento de antigeno por parte de los macréfagos infecta-
dos. Asi mismo utilizan simulaciones numéricas y analisis de sensibilidad para predecir
y explicar posibles resultados de la enfermedad debido a la dindamica de las citocinas.
Por otra parte, Magombedze et al. [9] desarrollan un modelo para la TB humana en
el sitio de la infeccion en el pulmoén. Estos autores examinan el efecto que producen
los linfocitos citotoxicos en macroéfagos infectados y otros mecanismos inmunolégi-
cos para determinar cuando una persona infectada con TB desarrollara TB activa o
latente, pero no consideran la poblacion de citocinas como una variable dinamica.

Por otro lado, Alavez J. et al. [12] describen aspectos importantes de la resistencia
del Mth a los antibiéticos dentro de individuos a través del andlisis cualitativo de dos
modelos matematicos. Estos modelos abordan el uso de uno o dos antibiéticos para el
tratamiento de TB latente, considerando el efecto de la respuesta inmune por medio
de un parametro.

Colijn et al. en [13] hacen una excelente resena histérica del desarrollo de diferentes
modelos matematicos sobre la dinamica de la TB. Ellos clasifican los modelos por
su estructura: ecuaciones diferenciales ordinarias (modelos tipo SEIR), modelos con
estructura de edad y retardo, modelos que comprenden tanto ecuaciones diferenciales
parciales como compartimientos de tiempo discreto, modelos espacialmente estruc-
turados. A continuacién haremos un breve resumen: El primer modelo matematico
de la TB fue presentado por Waaler et al. [14]. Revelle et al. [15] usa un modelo con una
tasa de progresion y diferentes clases latentes que representan diferentes tratamientos
y estrategias de control de la infeccién. A través de varios experimentos numéricos
concluyé que la vacunacién es rentable en paises con un alto indice de personas con
TB. Waaler continué su trabajo en [16, 17, 18, 19, 20, 21]. En el periodo comprendido
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entre 1970 y 1990 disminuyd la produccion de trabajos sobre modelacion matemaética
de la TB.

En 1995, Blower et al. [22] a través del analisis tedrico y numérico de dos modelos tipo
SEIR concluyen que se necesita de uno a varios cientos de anos para que una epidemia
de TB inicie, alcance un maximo, decaiga hasta un minimo y posteriormente alcance
un nivel endémico estable.

En 1997, Castillo-Chavez and Feng [23] formularon modelos para determinar posibles
mecanismos que pueden permitir la supervivencia y propagacion de cepas resistentes
a los antibioticos. Feng y Castillo-Chavez presentan un modelo de dos cepas, en el que
a los individuos con cepas resistentes a los antibidticos no se les suministra ningin
antibiético mientras que los individuos tratados pueden volver a infectarse con la
cepa resistente a los antibidticos. Cada cepa tiene un numero reproductivo basico
diferente, y hay tres puntos de equilibrio (sin enfermedad, coexistencia de ambas
cepas, y sélo la cepa resistente a los medicamentos). Sin adquisicién de resistencia a
los antibiodticos, existe un equilibrio adicional con sélo la cepa sensible a los farmacos.
Los autores discuten la estabilidad de los equilibrios y encuentran areas del espacio
de parametros donde la coexistencia de las cepas es posible.

En 1996, Blower et al. [24, 25] presentan el primer modelo de cepas multiresistentes.
Ellos discuten dos modelos con un enfoque en tratamiento quimioprofilactico que
previene la progresién de latente a TB activa. A partir de sus resultados concluyen que
en paises con alto indice de individuos infectados con TB la eficacia del tratamiento
combinado debe mantenerse alta a fin de controlar la TB. En 1999, Blower et al. [26]
concluyen que el incremento en el uso de antibiéticos puede contribuir en la emergencia
de resistencia bacteriana y el incremento de tratamientos con mayor eficacia pueden
tener un efecto beneficioso en general.

Otros trabajos que contribuyen en el entendimiento de la dinamica de la TB son:
Sénchez y Blower (1997, [27]), Porco y Blower (1998, [28]), Vynnycky y Fine (1998,
[29]), Vynnycky y Fine (1999, [30]), Lietman y Blower (2000, [31]), Ziv et al. (2001,
[32]), Murray y Salomén (1998, [33]), Dye et al. (1998, [34]), Espinal et al. (2001,
[35]), Cohen et al. (2003, [36] ), Cohen y Murray (2004, [37] ), Blower y Chou (2004,
[39]), Gomes et al. (2004, [41]), Gomes et al. (2005, [42]), Cohen et al. (2006b, [40]),
Dye et al. (2006, [38]), Gomes et al. (2007, [43]), Clarelli et al. (2010, [44]), Liu et al.
(2010, [45]).

En este trabajo de investigacion abordamos algunas de las inquietudes de la comu-
nidad cientifica relacionadas con la inmunologia celular de la TB y la resistencia
del Mtb a los antibiéticos. En concreto, estamos interesados en determinar, ;bajo
qué condiciones la infeccion con el bacilo del Mtb es controlada por el sistema in-
mune y la accién de antibioticos? Para este fin, nos planteamos el objetivo general de
describir la dinamica poblacional de las principales poblaciones de células del sistema
inmune (macréfagos y células T) que interactian con la bacteria por medio de sis-
temas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Especificamente, formulamos
y analizamos dos modelos de la inmunologia celular de la TB y un modelo sobre
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la inmunologia de la TB y la resistencia del Mtb a los antibiéticos. La dindmica de
los modelos matematicos se describe en términos de nimeros reproductivos bésicos,
umbrales que han sido ampliamente utilizados en el entendimiento de la persistencia
viral o bacterial en individuos.

Es importante resaltar que el principal aporte de este trabajo es el analisis cualitativo
de los modelos matematicos y la interpretacién de sus resultados.

El contenido de este trabajo estda organizado de la siguiente manera: en el segundo
capitulo se presenta un modelo matematico sobre la inmunologia celular de la TB en
el pulmén, que considera las siguientes variables: macréfagos no infectados, macrofa-
gos infectados, células T y bacilos de Mtb. El andlisis cualitativo de este modelo
revela la existencia de un equilibrio libre de infeccién y un equilibrio endémico que
podria representar TB latente o activa dependiendo de la cantidad de bacterias. En
el tercer capitulo, presentamos un segundo modelo de la inmunologia celular de la TB
con las mismas variables del modelo anterior, pero esta vez la poblacién de bacterias
estd dentro del granuloma. En este caso, se prueba la existencia de una bifurcacion
hacia adelante o una bifurcacién hacia atras, dependiendo de los valores que asumen
algunos parametros. En el cuarto capitulo, formulamos una extension del modelo del
capitulo 3 en la cual tratamos de describir aspectos relacionados con la inmunologia de
la TB y la adquisicion de resistencia bacteriana. Las variables que consideramos son
las siguientes: macréfagos no infectados, macréfagos infectados, bacterias sensibles,
bacterias resistentes y células T. Para este modelo también se demuestra la existencia
de una bifurcacién hacia adelante o hacia atrds, en este caso los parametros que de-
terminan las bifurcaciones hacia adelante o hacia atras son diferentes a los del modelo
anterior. El quinto capitulo estd dedicado a las conclusiones generales del trabajo de
investigacion. Finalmente, en el apéndice se presenta una breve introduccion de la
inmunologia de la TB y resistencia bacteriana a los antibidticos.



Capitulo 2

Modelo sobre la inmunologia
celular de la tuberculosis en el
pulmoén

La respuesta del sistema inmune contra la TB se divide en dos etapas, la respuesta
inmune innata y la especifica. En la primera etapa, las diferentes células del sistema
inmunoldgico (leucocitos neutrdfilos, células méstil, macréfagos, células asesinas nat-
urales y dendriticas) entran en contacto con el Mtb tratando de detener su avance.
En contraste con el sistema innato, la respuesta inmune especifica o adaptativa re-
quiere del reconocimiento especifico de antigenos extranos. La respuesta inmune es-
pecifica ejecuta diversas funciones efectoras via la activacién de componentes de la
inmunologia innata. Ademas, puede ser dividida en la respuesta celular mediada, que
consiste en la activacion de células T con sus mecanismos efectores y la respuesta
humoral, que consiste en la maduracién de células B y la produccién de anticuer-
pos [2]. Al igual que en otras infecciones intracelulares, la principal respuesta inmune
protectiva contra el Mtb es la celular mediada. Por esta razon, decidimos modelar la
interaccion entre las poblaciones celulares mas relevantes en la inmunologia celular
de la TB en el pulmén. En este capitulo formulamos y analizamos un sistema no
lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias que busca describir la dindamica de dichas
poblaciones.

2.1. Formulacion del modelo

En esta seccion formulamos un modelo matemaético para la respuesta celular mediada
contra la TB en el pulmoén considerando las poblaciones de macréfagos no infectados,
macrofagos infectados, bacilos de Mtb y células T, cuyas densidades al tiempo ¢
denotamos por My (t), M;(t), B(t) y T(t), respectivamente.

Las suposiciones sobre las que se construye el modelo matemaético con el que aqui tra-
bajamos son las siguientes: los macréfagos no infectados se reproducen a una tasa
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constante Ay y mueren a una tasa per capita constante gy, estos macrofagos se
convierten en infectados M; a una razén proporcional al producto de My y B, con
constante de proporcionalidad . Ahora, los macréfagos infectados mueren a razon
per capita constante p, donde p; > py. Las células T eliminan macréfagos infectados
a una razén proporcional al producto de M; y T, con constante de proporcionalidad
Qar.

Los bacilos de Mtb se multiplican dentro de un macréfago infectado hasta llegar a
una cantidad después de la cual los macréfagos explotan y liberan bacterias. Por este
motivo, suponemos que el crecimiento del Mtb estd dado por 7u;M; donde 7 es el
nimero promedio de bacterias producidas en el interior de un macrofago infectado.
Las bacterias liberadas se convierten temporalmente en extracelulares. Estas bacterias
pueden infectar nuevos macréfagos o ser eliminadas por macréfagos no infectados a
una razén proporcional al producto de My y B con constante de proporcionalidad
~u, el Mtb muere naturalmente a una tasa per capita ug.

En la presencia de macréfagos infectados, el reclutamiento de células T especificas
esta dado por kj (1 -T /T, max) M; donde k; es la razén de crecimiento de las células
T y Thaz es el nivel maximo de células T. Finalmente, las células T mueren de forma
natural a una tasa per capita ur.

Bajo estas consideraciones, obtenemos el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias

dM, _ _
dtU = Ay — pyMy — BBMy
dM _ _ _
WI = [BBMy — arM;T — pu;M;
dB _ _
R TurMp —yuMyB — ppB
dT T \ .- _ _
— = 1-— kiM; — urT. 2.1
i ( Tmaw) 1M — pr ( )

Con el proposito de reducir el nimero de parametros introducimos el siguiente cambio
de variables v v 7
_ U M, = I v T .

AU/,LLU AU/MU Tmax

En las nuevas variables el sistema (2.1) se reescribe como

dMy

dt
dM;
dt
aB
dt
ar
dt

My

= py — puMy — BBMy
= ﬁBMU —oarMT — NIMI
= TMI—’)/UMUB—/,LBB
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donde,

o LG  kiAy Ay
ar = arTae, Yo = ki = , YT =Tur—.
Hu Tmax,uU Hu

El conjunto de interés bioldgico esta dado por

Q= {(My,M;,B,T)€R} :0< My +M;<1,0<B<By,0<T < Ty},
(2.3)
r ]{7]
donde By = — y Ty = :
M s Yo pr + ki
El siguiente lema asegura que el sistema (2.2) estd bien planteado, en el sentido que

las soluciones con condiciones iniciales en {2; permanecen en )y para todo t > 0.

Lema 1. El conjunto Qy definido en (2.3) es un conjunto positivamente invariante
para las soluciones del sistema (2.2).

Demostracion. Sumando las dos primeras ecuaciones del sistema (2.2) y utilizando la
desigualdad p; > pp llegamos a
dMy n dM;
dt dt

= py — puyMy — arMT — prM;
Hu — ,uU<M[ + MU) — OéTM[T

<
< pu — pu(Mr + My).

Observemos que la desigualdad anterior es equivalente a

d
%(MU + Mp) + po(My + M;) < py. (2.4)

Ahora resolveremos (2.4) bajo la condicién inicial zq € Qy, xg = (MY, M}, B®,T°).
Multiplicando (2.4) por e#UT obtenemos

d
E(MU + Mp) + py(My + M) | e < pyett”

d
i [(My + Mp)et'T] < pgetT.

Ahora, integrando en ambos lados de la desigualdad anterior entre 0 y ¢ obtenemos

MU ( My + M) — (M3 + M7) < etvt—1
GHUt(MU-FM]) < G”Ut—l—i-Mg-l-M?
My +M; < 14 (=1+ Mj+ MP)e "t

donde la condicién inicial satisface M+ MY < 1. En consecuencia, My (t)+M;(t) < 1
para todo t > 0. Por otro lado, de la tercera ecuacién de (2.2) tenemos
dB

% +/JJBB :TM[—’)/UMUB.
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Dado que 0 < M; < 1, entonces la ecuacion anterior implica

dB
@b B <
g THBD ST

Multiplicando por el factor integrante e integrando en ambos lados entre 0 y ¢ tenemos

eMBtB(t) - B < o (euBt — 1)
HB
t r t_ T 0
el?'B(t) < —et'— — 4+ B

“B UB
B(t) S BM + (—BM + BO) ei'uBt.

En la desigualdad anterior se tiene que la condicién inicial satisface B < By,. Por
lo tanto, B(t) < By para todo t > 0. Por hipétesis T' = T' /T4 10 cual implica que
0<T <1, ademas

ar
% +/~LTT = ]C]M](l — T) S k)[(l — T)

o equivalentemente

dr
E + (/JT + kI)T < kI-
Siguiendo el mismo procedimiento, integrando de ambos lados entre 0 y 7 obtenemos
e(HT-FkI)tT(t) 70 < —k] (6(“T+kl)t — 1)
pr + kr
e(NTJrk])tT(t) < ki 6(#T+k1)t _ L + 70
pr + ki pr + ki

T(t) < Ty+ (_TM + TU) e~ (rtk)t

A partir de la desigualdad anterior se establece que T'(t) < Ty, para todo t > 0.
Ahora vamos a determinar la direccién del campo vectorial C'V' definido por (2.2)
sobre 0€);. Observemos que el conjunto

A:{(MU,0,0,T)EQlOSMUSLOSTSTM}

es un subconjunto de 0€;. Sea v} = (My,0,0,7) € A, entonces el vector 7y =
(0, —1/+/2,—1/+/2,0) es un vector normal exterior unitario a 7. Ademaés, el campo
vectorial C'V evaluado en el vector 9 estd dado por CV (v) = (uy—pu My, 0,0, —urT).
Dado que el producto escalar C'V (9 ) - i} es cero, entonces el campo vectorial apunta
hacia el conjunto A, es decir, que toda soluciéon que inicie en A permanecerd alli para
todo t > 0. Por otro lado, el conjunto

S:{<MU,M],0,0) e 0< My < 1,L0< M; < 1,MU+M[:1}
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pertenece a otra de las caras de 9§y, v el vector iy = (0,0, —1/v/2,—1/4/2) es un
vector normal unitario a este conjunto que apunta hacia el exterior de dicha cara.
El campo vectorial C'V evaluado en el vector U5 = (My, M;,0,0) € S estd dado por
CV(ty) = (py, —pr, 7, k) M;. El producto escalar

. S + k)M
CV () - 11 = _%,

es negativo, lo que implica que el dngulo entre estos dos vectores estd entre 7/2 y
37/2. Por lo tanto, el campo vectorial sobre esta cara apunta hacia adentro de €.
Siguiendo un procedimiento similar para las otras caras de 0€); se verifica que el
campo vectorial definido por (2.2) sobre 921 no apunta hacia el exterior de €;. [

2.2. Soluciones de equilibrio

En esta seccién caracterizaremos las soluciones de equilibrio del sistema (2.2). Antes
de la infeccién, el sistema esta en el equilibrio B = 0, M; =0, T =0,y My = 1.
Supongamos que la bacteria entra en el organismo. La progresién de la infeccion de-
pendera de una condicién muy similar a la usada en Epidemiologia para determinar la
propagacién de enfermedades infecciosas en una poblacion de individuos. La cantidad
crucial es el numero reproductivo bdsico Ry, dado por

Ry—— "0 (2.5)

pr(yo + pe)

El ntimero Ry puede ser interpretado biolégicamente como sigue: dado que un
macréfago infectado da origen a r(3/(yy + pp) nuevos macréfagos infectados por
unidad de tiempo cuando el resto de macréfagos no estan infectados, entonces

1 ( " >
K1 \YU + KB
es el numero de infecciones secundarias que surgen de un macréfago infectado mientras

permanezca vivo.

El siguiente teorema prueba la existencia de las soluciones de equilibrio del sistema
(2.2).

Teorema 2. 57 Ry < 1, entonces el unico punto de equilibrio en 1 es el equilibrio
libre de infeccion Ey = (1,0,0,0). Si Ry > 1, ademds de FEy, existe el equilibrio
endémico Ey = (M}, Mf, B*,T*).

Demostracion. Igualando las partes derechas del sistema (2.2) a cero obtenemos el
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siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

pu — puMy — BB*My; =
BB*M;, — apM;T* — piM; =
rM; —yyM;B* — ppB* =

(1 =Tk M; — prT* =

c o o o

(2.6)

Observemos que si B* = 0, entonces de la primera ecuacién de (2.6) se concluye que
M}, = 1y de la tercera ecuacién de (2.6), se tiene que M} = 0, lo cual implica que
T* = 0, en consecuencia el equilibrio trivial es F; = (1,0,0,0). Ahora vamos a probar
que si Ry > 1 existe un equilibrio no trivial E,. Despejando M} de la cuarta ecuacion
de (2.6) obtenemos

prT™

M; = —8—. 2.7
L (1 =T9k (27)
Dado que 0 < T™ < T); <1 entonces
1 1
< . 2.8
1-T* 7 1-Ty (28)
Multiplicando la desigualdad (2.8) por urTys/k; se verifica que
T T T
M: = HT <« Ml . HriMm (2.9)

(1—=T%k; — (1 =T%k; — (1 —Ty)ks

Reemplazando el valor de Ty en el dltimo término de la desigualdad (2.9) se tiene

lo cual implica que 0 < Mj; < 1. Por otro lado, de la primera ecuacién de (2.6)
llegamos a que

o _ (1 —Mp)
B = ———— (2.10)
BM,
De la segunda y tercera ecuacién de (2.6) obtenemos las siguientes ecuaciones
B* T*
- = OZT—tM (2.11)
M; BM;
B*
- = + (2.12)
M7 YwMf + s
Igualando las ecuaciones (2.11) y (2.12) obtenemos
T*
i ) r (2.13)

BME M+ us’
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o equivalentemente

rBMy = (oarT™ + pr)(yw Mg + pig)
M8 —yu(arT* + pr)] = (arT™ + pr)ps.
Por consiguiente
(T + pr)us
B —ularT* + pr)’
Es claro que M{; > 0 si y sélo si 8 — yy(arT™ 4+ pr) > 0. Se puede ver que esta
desigualdad implica que

M (2.14)

T < T%,, (2.15)
donde
T3 — pryu
Tuar
prppRo + pryw(Ro — 1)
TYuar ’

Ty =

con Ry definido en (2.5).
Ahora, encontraremos las condiciones para las cuales My < 1. Reemplazando M
definida en (2.14) en la desigualdad M, <1 se obtiene

(arT™ + pr)ps <1
rB —yularT* +pr) —

o equivalentemente

(arT* + pr)up < rf —yu(arT* + pr).

Factorizando el sumando a7T™ + u; en la desigualdad anterior se obtiene

(arT™ + pr)(pe + ) <. (2.16)
A partir de (2.16) se tiene
7 < "L (Ry - 1). (2.17)
ar

Es decir que M}, < 1 siy sélo si T* satisface la desigualdad (2.17). Ahora vamos
a utilizar las ecuaciones (2.7)-(2.14) para probar la unicidad de T™* cuando Ry > 1.
Reemplazando las ecuaciones (2.7) y (2.10) en (2.11) se obtiene

prT™

-k ) 21

po(l—Mg) =

Reemplazando M de la ecuacién (2.14) en (2.18), obtenemos

(arT™* + pr)ps
3 — yu(arT* + ur)

uUkI(l - T*) 1-— = [LTT*(CKTT* + ,UI)
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Multiplicando la ecuacién anterior por 3 — vy (arT™ + pr) se tiene

pokr(1=T7)[rB — yu(arT* + ur) — (arT™ + pr)us] =

rB — yu(arT* + pp)|prT* (arT* + py).

Factorizando 73 — vy (arT* + uy) y agrupando en la ecuacién anterior obtenemos

(1B =y (arT + pr)] [pokr(1 = T%) — prT*(arT™ + pr)] =

pppoki(l —T7)(arT™ + pr).

(2.19)

De la ecuacién (2.19) se concluye que T* debe ser una raiz de la ecuacién f(7') = 0

donde la funcion f esta definida por

f(T) = [rB—wlarT + pr)l [poki(1 = T) — prT(arT + pr))

—pppukr(1 = T)(arT + pr)

= —[r8—yw(arT + )] [prorT? + (puks + prpn)T — poki)

—pppok (1 =T)(arT + pr)
puks + prpr

= —prar [rf —yu(arT + )] | T2 + T
Hrar
—,uB,uUkI(l — T)(OJTT + M])
Observemos que
k k
T2 U 1Py HURT (T = O\(T ),
HTor HTor

donde

2
_ pukrtprpr + \/<EUkI+MT,uI) +4MUkI

proar nror prar
C - 2 )
2
_ pukitprpr pukit+prpr 44 rukr
pror pror prar
’)7 =
2

(2.20)

(2.21)

Es claro que n < 0, ademas a partir de la desigualdad 0 < prar + prp; obtenemos

pukr < pukr + pror + prpr.
Multiplicando la desigualdad anterior por 4/urar se tiene

k k
4NJUI<4+4,UU I+,UT,UI'
Hror Hror
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2
Sumando en ambos lados de la desigualdad anterior el término (%) y fac-

torizando obtenemos

k 2 k k 2
(,MU I+MTMI) +4MU I (2+ Hu I+MTMI> '
urar Hror Hror

Evaluando raiz cuadrada en ambos lados de la desigualdad anterior se tiene

k 2 k k
\/(HU 1+#T#I) +4MU T <2+MU I+,UT,U['

HTCT HT T HTCr

A partir de la desigualdad anterior se verifica que

2
_ pukrtprpr + <#Uk1+uTMI) _+44MUk1

pror pToT pror

2

(=

Mas aun, partiendo de la desigualdad py < py y siguiendo un procedimiento similar
se verifica que ¢ < Ty. Ahora, reemplazando (2.21) en (2.20) escribimos f como

f(T) = —prar[rB—yularT + pn)] (T — (T —n)
—pppukr (1 —=T)(arT + pr).

Una observaciéon importante es que

f(Q) = —pspvki(1 = ¢)(ard + ur) < 0.

Por otro lado, la funcién f definida en (2.20) se puede escribir como

f(T) = b3T? + byT? + by T + by, (2.22)
donde
by = pryros
by = povki(ywor + arpp) + prpr[yo(er + pr) — 3
by = —luvki(ywor +appp) + prpr(rB — pryw)) — wskilrf — wr(vo + ps))

= —{wwki(ywar + arpg) + prpilyw(Ro — 1) + ppRol}
—ppkrpr(yu + pup)(Ro — 1)
bo = ppki[rf — (v + ps)l = pekrp(o + ps)(Ro — 1)

Dado que f(¢) < 0y f(0) = by > 0 para Ry > 1, entonces existe al menos un
cero de f en el intervalo (0, (). Para determinar la colocacién de las otras dos raices
de f(T) = 0, utilizaremos el criterio de Descartes. Para esto, observemos que para
Ry > 1 se tiene que by y b3 son positivos, by es siempre negativo mientras que b, puede
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bs | by | by | bo
+[+]- [+
+[-1- 1+

Cuadro 2.1: Signos de los coeficientes del polinomio f definido en (2.22).

ser positivo o negativo. Entonces los cambios de signo de los coeficientes se pueden
determinar a partir de la Tabla 2.1.

A partir de la Tabla 2.1 establecemos que sélo existen dos cambios de signo en ca-
da caso, por lo cual el criterio de Descartes nos asegura la existencia de una tnica
raiz negativa y cero o dos raices positivas para la ecuacién f(7) = 0. Dado que ya
conocemos la existencia de una raiz positiva (17" < T);), concluimos que f tiene una
raiz negativa y dos positivas. Las raices de f(7') = 0 deben ser menores que Ty y
Ty, esto implica que deben ser menores que T = min{7Tys, T5,;}. Ahora, para probar
que f(T) = 0 s6lo tiene una raiz entre cero y 7', es suficiente probar que f(T') < 0.

Observemos que si 1" = T, entonces Ty, < Ty, y por tanto

B — yu(orTh + pr) > rf —yu(arTy, + pr) =0

esto implica que

HT)=f(Tn) = —prar[rf —yularTu + pur)] (Tar — O(Tu — 1)
—,uB[LUl{[(l — TM)<OCTTM + /L[) < 0.

Mientras que si T = Ty, entonces Ty, < Ty < 1y por tanto

f(T) = f(Ty) = —pppokr(l =Ty )(arTy + pr) <0,

es decir que f(T) < 0. Dado que f(0) > 0, entonces existe una tnica rafz de f(T) = 0
en [0,T7. O

2.3. Estabilidad del equilibrio libre de infeccién

En esta seccion analizaremos tanto la estabilidad asintotica local asi como global
del equilibrio trivial £y = (1,0,0,0) en la regiéon ;. En la siguiente proposicién
establecemos la estabilidad asintética local de Ej.

Proposicion 1. St Ry < 1, el equilibrio trivial Ey es localmente asintoticamente
estable en la region 2. St Ry > 1, entonces Fy es inestable.

Demostracion. Iniciemos analizando la estabilidad local a través de la linealizacion
del sistema (2.2) alrededor de E) la cual estd dada por 2’ = J(E))z donde = =
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(My, My, B,T)T y el Jacobiano evaluado en E; es

—pw 0 —f 0
_ 0 —pur B 0
J(Bn) = 0 r —(w+ps) 0 ’
0 k?[ 0 — KT

Ahora, para determinar la estabilidad local de F; es suficiente conocer el signo de
la parte real de los valores propios de J(E}), los cuales se determinan por medio de
los signos de las raices de su polinomio caracteristico. El polinomio caracteristico de
J(Ey) esta dado por

p(A) = (A =+ po) (A + pr) [)\2 + (pr + o + )N+ pr(yw + pe) — rﬁ} ) (2.23)

Los ceros del polinomio p definido en (2.23) son \; = —uy, Ao = —pur v las raices de
la ecuacion cuadratica

N+ (pr+yu+ps) A (yo+ps)—rB = N+ (ur+yu+pus) A+ pr(yu+ps) (1—Ro) = 0.

(2.24)
El criterio de Routh-Hurwitz para un polinomio de grado dos afirma que las raices
de la ecuacién cuadratica (2.24) tienen parte real negativa si y sélo sus coeficientes
son mayores que cero [46]. Esto se satisface si y sélo si Ry < 1. Por lo tanto, F;
es localmente asintoticamente estable cuando Ry < 1 y es un punto de silla cuando
Ry > 1. ]

En la siguiente proposicién probamos la estabilidad asintética global de E; en la
region (2.

Proposicién 2. Si Ry < 1, todas las trayectorias que comienzan en )y se aproriman
a E1 cuando t tiende a infinito.

Demostracion. La funcién V definida como
V =rM; + 1B, (2.25)

satisface V(E;) = 0y V(x) > 0 para todo = € ©; donde x = (My, My, B,T)T. Por
otro lado, la derivada orbital de V' esta dada por
: dM; dB
v o= 220,22
TR
= r(BBMy — arM;T — purMy) + pi(rM; — yuMy B — upB)
BMy(rB — pryw) — (rar MiT + pppB)

KU
= + BMy | Ry — ———— | — (rarM;T + B). (2.26
MI(’YU MB) U( 0 /H(’YU"‘MB)) ( Ty HIlB ) ( )
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Si Ry < 1, entonces

V < i+ ps)BMy (1 - &) — (rarM;T + pippB)
(v + ps)
120920
= (v + ps)BMy—————— — (rarM;T + purppB)
(v + 1)

BMyprpp — (rapMiT + pippB)
= ,u[,uBB(MU — 1) — T‘OtTM[T.

Dado que My < 1, entonces V(E) < 0 para todo E € Q; donde E = (My, My, B, T)".
Ahora, vamos a determinar el conjunto donde V' = 0. Para este fin analizaremos los
casos Ry =1y Ry < 1. Reemplazando Ry = 1, en la ecuacién (2.26) se llega a

V = /L[IUBB(MU — 1) — TO&TM[T.
Observemos que en este caso, el conjunto donde V = 0 estd definido por

Qs = {(My,M;,B,T) € Qy : B(My —1) =0y M;T =0}.

Por otro lado, para Ry < 1, se deduce de la ecuacién (2.26), que la derivada orbital
es cero si y s6losi M;T =0y

mryu
+ My | Ry— ————— | — B = 0. 2.27
{M(WU )My ( ° pr(yo + MB)) MI#B} ( )

La ecuacién (2.27) se anula si B=0 o0

HIPB 1
M = > —. 2.28
Y7 pwpsRo + (Ro — Dpryw ~ Ro (2.28)

Dado que Ry < 1, se tiene que My definido en (2.28) es mayor que uno; es decir, My
no pertenece a las coordenadas de un punto en ;. En consecuencia, para Ry < 1, el
conjunto donde V' = 0 esta dado por

b5 = {(MU,M[,B,T) € BIOy M[TZO}
Por lo tanto, para Ry < 1, el conjunto donde V = 0 estd dado por
\ygz@guq)g:@g.

A partir del sistema (2.2) podemos ver que el maximo conjunto invariante contenido
en U3 es el plano B =0y M; = 0. En efecto, para B = 0 el sistema (2.2) se reduce a

dMy dM; dB dT
= — My — = M, = =M, —
di pu — puMy, di mriiy, I Ty, di
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Si M; # 0, entonces de la tercera ecuacién de (2.29) se llega a que dB/dt > 0, en
consecuencia B(t) no es constante, lo cual contradice el supuesto B = 0. Por lo tanto,
M; =0y el sistema (2.29) se transforma en

dMy; dM; dB dT
= —uyMy, —— =0, — =0, —
dt 1229 Hy My, dt Oa dt 07 dt

= —prT),

lo cual implica que el mdximo conjunto invariante contenido en V = 0 es E;. Por lo
tanto, aplicando el Teorema de LaSalle-Lyapunov [47] se sigue que todas las trayec-
torias que comienzan en {2; tienden asintéticamente a F; cuando ¢ tiende a infinito,
para Ry < 1. ]

2.4. Estabilidad del equilibrio endémico

En esta seccion probaremos que bajo ciertas condiciones Fs es globalmente asintética-
mente estable en

@1291_{(MU70707T)691: OSMU§17O§T§TM}7

a través del método directo de Lyapunov. A continuacién, probaremos que la funcion
tipo Goh definida asi

M M
Vo= (a1+a2){MU—M;}—M{jln( g)]+(a3+a4) {M;—M}*—M}‘ln( I)}
MU MI

B T
+as |:B—B>|< — B*In (§>:| + ag {T—T* —T"In (F):| s

donde a; es una constante positiva y

0 — (M_Uu_B_l) o ay = o _pm o oMy
BB*M{ yu ’ BB*M{ v BB* M,
M T*M* M
as IUU—*U ay, g = Ol]; L Hy U* ( A - + ].> ag. (230)
’}/UMUB* ]C[MI<1 — T*) ﬁB*MU ’YUMU

es una funciéon de Lyapunov para Fs en int 2;. Es decir, demostraremos que
» V(x) > 0 para todo = €int ().
= V(z) < 0 para todo z €int Qy,

Antes probaremos algunos resultados relevantes en el desarrollo del resultado principal
de esta seccidn.
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Proposicién 3. La derivada orbital V de 'V estd dada por V = —f donde f estd defini-
da por

1 1
Fagz) = (ko (o4 ~2) + (@ + s (o4 1 -2 1)

xz
+(ag + a4) BB M, (? +y—axz— 1)
+(az + ag)arT*M;(yw+ 1 —y — w)
+asrM; (g +z—y— 1) +asyuMGB* (zz2 4+ 1 — 2 — 2)
z

+agkr M] (% +w—y— 1) +agktM[T* (wy +1—w—y), (2.31)

donde x = My /M}, y = M;/My, 2= B/B* yw=T/T".
Demostracion. La derivada orbital de V' es igual a

V(X) = DV(X)dd—)t(

M7\ dM, M7\ dM B*\ dB
= (CL1+CL2) (1—MU> U+(a3+a4) (1— I) I+CL5(1——)—
U

dt M, ) dt
(1 T\ dT
6 T ) dt

— (o oa) (1= 37 ) G = oty — 5830)

M*
+(Cl3 + Cl4) (1 — MI) (ﬁBMU — CYTTM[ — [L]M])
I

B*
+as (1 — ) (rM; —yuMyB — ugB)

+ag (1 - T?) k(1 — T)M; — prT)-

Ahora, despejando py, w1, up y pr de las ecuaciones de equilibrio (2.6) llegamos a
que

py = poMy 4+ BBTM,
ﬁB*Mf; arT*M;

YTy g
My Mg B
UB = B* B* )

kiMp  kMT*

2.33
e T ( )

Hr =
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Reemplazando py, i, gy pr definidos en (2.33) en la ecuacién (2.32) obtenemos

para el primer término
*

(a1 + (Ig) (1 — %i) d;\/t[U — (a1 + CLQ) (1 — %Z) ([LU — /LUMU — ﬁBMU) (234)

= (a1 + az)py My, (1 - %Z) (1 N ﬂAZ)
+ (a1 + az)BB* My, (1 B %i> (1 - 55\1\42[1)

= (a1 + ax)uu Mg (%Z + %Z - 2)

—(ay + a) BB My, <§*J>\44[§} * % N 5* - 1) |

Mientras que, para el segundo término, obtenemos

M\ dM. M; BMy M
(a3 + as) (1— f) L= (a3 + ay) (1—Mf)ﬁB*Mg; (B*MU* —Mi) (2.35)

M[ dt I
M* M;  TM;
1— L T*M: [ — —
+(“3+“4)( MI>C“T ! (M* T*M;)

(a3 + 1) U(B*M*MI M BM;,

—(ag + aq)arT*M] (T*MI* + M T
Anélogamente, para el tercer término, obtenemos
as (1 - B;) % = as (1 — BB*> (rM; —yuMyB —y7TB — ugB) (2.36)
= —asrMj (%*—]\]\/[4; + g* - %11 — 1)
—asyy M;; B* (z%fg +1-— 5* - %Z) .

Finalmente, para el cuarto término se tiene

- (1 _ T—) a _ (1 - T?) (ki (1 — TYM; — prT) (2.37)

T )
15 o (3 ) (520
M, T M
= —askiM; <TM;I T T M;Ik - 1)
—agh MIT* (YTAJ\Z +1— % - ]\Aj;) -
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Reemplazando (2.34-2.37) en (2.32) obtenemos

M

BMy  Mj B 1)
B*Mj M, B

BMyM;  M; BMy 1)
B*MjM, =~ M; B*M;
™, M, T )

: M M
P = oo (M 20 )

—(a1 + CLQ)ﬁB*M;} (

—(ag + a4) BB M, (

(a3 + CL4)O[T I (T*M}k M}k T

BM, B M
e (B2 My
asT My (BM}‘ BT )
My B B M
—as Y M B ( 7oy R s )
U U

T*M; T My
—agh;M; | —— + — — —1
a6k I(TM;+T* M; )
TM; T My
—agk; M;T™* l—— — . 2.38
AoRr (T*M; T T M;‘) (2.38)
Haciendo el cambio de variables
My My B T
xr = — = —., 2 = w = —
ME}, y MI*, B*’ T*,
podemos escribir V(m,y, z,w) = —f(z,y,z,w). O

Si comprobamos que f es no negativa, se sigue que V' es una funcién de Lyapunov
para (2.2). Esto es lo que afirma el siguiente lema.

Lema 3. Si vy < up, entonces la funcion f es no negativa.

Demostracion. A partir de las siguientes igualdades

(a1 + a2)BB* M}, = a3BB*M{; = asupB”
(ILLLUME; cuﬁB*M[} = a57UMf}B*
aﬁk[M; = (CL3 + CL4>OJTYWZ\4}|< + CLGICIM;T*,

obtenemos las constantes definidas en (2.30). Reemplazando la ecuacién de equilibrio
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rM; = yuM{B*+uy B* y las constantes definidas en (2.33) en la funcién f obtenemos

1 1
flz,y,z,w) = (a1 + ag)py M (x + i 2> + (a1 + a2)BB* M}, (xz + P z— 1>

xz
+(a3 + CL4)ﬁB*M5 (? +y—xz— 1)
+(as + ar)arT" M (yw +1 -y — w)
+asupB* (g +z—y— 1) + asyy M, B* (% +xz—1— y)

+aghkr M} (% +w—y— 1) + agk M;T* (wy + 1 —w —y)
1 Tz 1
:awﬂﬁ(%%nﬂ)+MMwaW@(—+g+——%
x y oz
1
+agk My (— +w — 2) . (2.39)
w
Es claro que a; > 0 para ¢ = 1,3,4,5,6, ademas como vy < py entonces ay > 0.
Tomando dy =z, dy =y, d3 = z y dy = w en la desigualdad Y | d; > n\/[ [}, di se

verifica facilmente que

1
r+—-——2 > 0

X

1
S
y oz

1

—+w-2 > 0.

w
Por consiguiente, a partir de las desigualdades anteriores se concluye que f es no
negativa.

[]

En el siguiente teorema se resumen los resultados obtenidos acerca de la estabilidad
global de E5 en ©;.

Teorema 4. Si vy < up, todas las trayectorias que comienzan en ©, se aproriman
a Ey cuando t tiende a infinito, esto es, Ey es globalmente asintoticamente estable.

Demostracion. Es claro que V(E;) =0y V(F) > 0 para todo E €int {21, ahora de la
Proposicién 3 se tiene que V = —f y del Lema 3 se tiene que f es no negativa, por
tanto V(E) < 0 para todo E €int Q. Ademas V(E) = 0 si y sélo si E = Ej, esto
implica que todas las trayectorias en int €}, tienden a F5 cuando ¢ tiende a infinito.

En lo que sigue hay que demostrar que todas las trayectorias que comienzan en ©;
se aproximan a Fs. En la Proposicién 2 se probd que toda trayectoria que inicia en
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el plano B = 0, M; = 0 se aproxima al equilibrio libre de infeccién E;. Lo anterior
implica que el conjunto

{(MU,0,0,T) € Ql : 0 S MU S 1, 0 S T S TM}, (240)

es una region invariante donde toda trayectoria que inicia alli se aproxima a F cuando
t tiende a infinito y por tanto las soluciones con condiciones iniciales en el conjunto
definido en (2.40) no pueden tender a E,. Por consiguiente, s6lo nos resta probar que
toda solucién E del sistema (2.2) que inicia en

O — {(My,0,0,T) € 2 : 0< My <1,0<T < Ty} (2.41)

entra a §2;. Pero esto se concluye del hecho de que el campo vectorial definido por el
sistema (3.7) apunta hacia el interior sobre el conjunto anterior. O

La Tabla 2.2 resume los resultados de existencia y estabilidad de las soluciones de
equilibrio.

Existencia Estabilidad
E1 RO < 1
Ey| Ro>1 | Ry>1, v <pup

Cuadro 2.2: Condiciones de existencia y estabilidad para las soluciones de equilibrio
del sistema (2.2).

2.5. Soluciones Numéricas

En esta seccién verificaremos que (3 es el parametro que més influye en el resultado
de la infeccién. Ademads haremos simulaciones numéricas para diferentes valores de
[, manteniendo fijos los otros parametros, esto con el propdsito de observar el efecto
que produce la variacién de [ en el control del Mtb. En este modelo la eliminacién
o progresiéon de la infeccién depende de los valores que tome el nimero reproductivo
bdsico Ry definido en (2.5). Mas precisamente, si Ry < 1 la infeccién tiende a ser elim-
inada, mientras que si Ry > 1 la infeccién persistird. En términos de los parametros
originales R, esta dado por A

TM—Z I}

Ro=—fx——
Yoyl + p

(2.42)
donde 7 es el nimero promedio de bacterias producidas dentro de un macréfago
infectado; [ es la razon de infeccion; pp es la razéon de muerte natural de la bacteria;
~u es la razon con que los macréfagos no infectados eliminan bacterias, y finalmente
Ay, v pp son las razones de nacimiento y muerte de los macrofagos no infectados,
respectivamente.
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Figura 2.1: Transcurso temporal de las poblaciones de células normalizadas. En estas
graficas se observa que las poblaciones de macrofagos infectados, bacterias y célu-
las T tienden a cero cuando que el tiempo aumenta, mientras que la poblacién de

macrofagos infectados tiende a uno.

Es claro que la variacién de cualquiera de los parametros de la parte derecha de (2.42)
producira una variacion en el valor de Ry, pero solo analizaremos las variaciones de Ry
con respecto a los parametros 3, 7y y T ya que uy, ug v Ay permanecen inalterados
en el transcurso de la infeccion. Sea € > 0, entonces

(F—i—e)z—gﬁ

Rg = = ROAF(G)
’_VUﬁ—g + B
TAL(B + €
R% = # = RoAB(G)
Yo T HB
Ay
roes
RQ = = = R()A— (E)
N I "
donde ~ o
Yo + 557

Ar(e) = 14 =, Ag(e) = 1+ 5, Asy () =

g

Y + “XﬁB +¢€

representan las variaciones de Ry con respecto a 7, 3 y Ay respectivamente. Observe-
mos que Ag(e) > Aj, (€). Para el caso de equilibrios endémicos el nimero promedio
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Parametros | Figura 2.1 | Figura 2.2 | Figura 2.3 | Unidades
ar 2% 107° 2%107° 2%107° T-Tdfa !
I6; 8,25 %1077 | 8,25 %1078 | 8,25 %1077 | B~!'dia~!
A 29%1077 12,9%1077 |29%10"7 | B~ l'dia™!
1B 0.012 0.012 0.012 dia™!
[ 0.011 0.011 0.011 dia™!
ur 0.33 0.33 0.33 dia~!
L 0.0033 0.0033 0.0033 dia~!
k; 0.008 0.008 0.008 TM~'dia~!
T 5 5 5 escalar

Trnaz 50000 50000 50000 T
Ay 1000 1000 1000 M dia~*

Cuadro 2.3: Los valores de los parametros fueron estimados por medio de los datos
publicados en [8]. Las letras B, M, T en las unidades representan a las bacterias,
macréfagos y células T, respectivamente.

de bacterias producidas por un macréfago infectado 7 es mayor o igual a uno, mien-
tras que la razon de infeccién [ siempre es menor o igual a uno, es decir, 7 > f.
Lo anterior implica que Ag(e) > Az(€). Por lo tanto variaciones de  producen una
mayor amplificaciéon en el nimero reproductivo basico Ry que variaciones en 7.

Los valores de los parametros usados en las simulaciones numéricas representadas
en las Figuras 2.1-2.3 estan dados en la Tabla 2.3. En estas figuras se muestran las
graficas de los transcursos temporales de las poblaciones normalizadas de macréfagos
no infectados (M), macréfagos infectados (M), bacilos de Mtb (B/B);) donde By,
es la cota superior de las bacterias en la frontera del conjunto €2; definido en (2.3) y
células T (7).

En la Figura 2.1, 8 =8.25%107? y Ry=0.125. En este caso la poblacién inicial de
bacterias y macréfagos infectados decrecen a cero.

En la Figura 2.2 el valor de 8 aumenté a 8.25%107% y Ry se incrementé a 1.25 posi-
bilitando la persistencia de la infeccién. En este caso se observa un incremento inicial
de todas las poblaciones indicando una respuesta inmune en la etapa temprana de
la infeccién, lo cual coincide con los resultados reportados por Egen J.G. et al. [48].
Estos autores encontraron que durante la formacién del granuloma, la interaccion
entre macréfagos y células T ocurre bajo la participacién de senales de TNF-a, [49].
La Figura 2.3 ilustra el comportamiento de la bacteria y las poblaciones de células
para (3=8.25x1077). En este caso Ry=12.5, indicando que en promedio surgen 12
nuevos macrofagos infectados por dia al inicio de la infeccién lo cual muestra una
proliferacién significativa de células infectadas [8]. A diferencia de la Figura 2.2, en
esta figura la poblacién de macréfagos no infectados decrece drasticamente, mientras
que la poblacién de bacterias crece dos ordenes de magnitud, los macréfagos infectados
y las células T un orden de magnitud. Esto puede ser indicativo de una infeccion
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activa donde, a pesar del incremento de las células T, la bacteria es capaz de evadir
la respuesta inmune de los macrofagos.

o
©

o
©

o
)
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o
~

©
3
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=
o
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©
3
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Figura 2.2: Transcurso temporal de las poblaciones de células normalizadas. Estas

graficas predicen que la infeccién progresa a un estado de latencia

2.6.

Conclusion

En esta seccion formulamos un modelo matematico para la respuesta inmune contra
la TB dentro del pulmén, el cual se enfoca en la accion de los macréfagos y células T

para controlar la infeccion con Mtb.

Aunque nuestro modelo es simple comparado con la complejidad de la respuesta
inmune hacia la TB, este predice en términos del niimero reproductivo basico, Ry,
cuando la bacteria es eliminada o la infeccién progresa a la enfermedad. Ry representa
el nuevo numero de macréfagos infectados que resultan de un macréfago infectado.
Este es directamente proporcional al crecimiento del Mtb en su nivel de equilibrio,

772—5 y la razén de infeccién e inversamente proporcional a la razén a la cual los

macréfagos no infectados eliminan a las bacterias en su nivel de equilibrio méas la

muerte natural de las bacterias, ’_YU% + pB.

Si Ry < 1, la bacteria y los macréfagos infectados decreceran hasta ser eliminados.
Este escenario se presenta cuando el Mtb no es capaz de infectar suficientes células,
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Figura 2.3: Transcurso temporal de las poblaciones de células normalizadas. Estas
graficas predicen que la infeccién progresa a TB activa.

o la razon de crecimiento de las bacterias es muy limitada o la respuesta inmune es
suficiente para controlar la infeccion. Cuando Ry > 1 existe un equilibrio endémi-
co Fs, donde las bacterias y los macrofagos infectados estan presentes. Este estado
estacionario puede representar TB latente o activa, dependiendo de la cantidad de
bacterias.

El comportamiento temporal de la respuesta celular durante el inicio de la infeccion
es reflejada en las Figuras 2.2 y 2.3. Puede ser visto que al inicio hay una gran
proliferacion de bacteria y células inmunes, seguido por el decrecimiento de estas
poblaciones, las cuales se aproximan a un estado de equilibrio.

Como mencionamos en la Introduccion, es razonable pensar que la carga bacterial
puede usarse como un indicador del grado de avance de la progresion de la enfermedad.
Suponiendo esto, la Figura 2.2 podria representar un estado de latencia donde el
crecimiento de la poblacién bacteriana se controla por medio del sistema inmune,
mientras que la Figura 2.3 podria describir TB activa.
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Modelo sobre la inmunologia
celular de la tuberculosis en el
granuloma

Diferentes autores [5, 12] han probado a través de experimentos en vivo e in vitro que
la dindmica mas relevante de la bacteria tiene lugar dentro del granuloma pulmonar.
Por esta razon decidimos formular un modelo matematico que describa la interaccion
de la poblacién de células T, bacterias, macréfagos infectados y no infectados en el
granuloma tuberculoso.

3.1. Formulacion del modelo

Para construir el modelo matemaético de la dinamica de las poblaciones mencionadas
anteriormente dentro del granuloma consideramos las mismas poblaciones que en el
capitulo anterior, esto es, macréfagos no infectados, macrofagos infectados, bacilos de
Mtb y células T, cuyas densidades al tiempo ¢ denotamos por My (t), M(t), B(t) y
T'(t), respectivamente. Las suposiciones con las que se construye el modelo con el que
aqui trabajamos son las siguientes: los macréfagos no infectados se reproducen a una
tasa constante Ay y mueren a una razon per capita constante uy. Estos macréfagos
se convierten en infectados a una razén proporcional al producto de My v B, con
constante de proporcionalidad 3. Por otro lado, los macréfagos infectados mueren a
razén per capita constante p; > py. Las células T eliminan macréfagos infectados a
una razén proporcional al producto de M; y T, con constante de proporcionalidad
Qar.

En este modelo suponemos que los bacilos de Mtb tienen un crecimiento logistico con
tasa de reproduccién v, y capacidad de carga K (ntimero méximo de bacteria que
puede soportar un granuloma) y ademds mueren a razén per cépita constante up.
Los macréfagos no infectados eliminan al bacilo del Mtb a una tasa proporcional al
producto de My y B, con constante de proporcionalidad 7.
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Debido a que en el sitio de la infeccién soélo pueden permanecer un ntmero maxi-
mo de células T, decidimos expresar este hecho, utilizando el término de saturacién
kr (1 — T/ Tmax) M;, donde k; es la tasa de reclutamiento de células T activadas por
las senales que envian los macrofagos infectados y T;,,4. €s el niimero maximo de célu-
las T especificas para eliminar bacilos de Mtb. Las células T mueren a una razén per
capita constante pur. Con estas consideraciones, obtenemos el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales

dM, _ _
dtU = Ay — pyMy — BBMy
dM __ _ _
WI = BBMy — arMT — pu;M;
dB B\ - o _
— = 1—— | B—3yMyB — ugB
dt v ( K) TuMuy HB
dar T \- - _
— = [1- kM — prT. 3.1
i ( Tmm) My — pr (3.1)
Haciendo el siguiente cambio de variables
My M; B T
My=—— M=—— B=—yT= , 3.2
T Ao/ue’ T Au/mw K Thax (3:2)
obtenemos
dMy 1 dMy
dt Auodt
BU
= X—U (AU - ,UUMU - BBMU)
U

= py — puMy — BBMy,

donde 8 = SK. Siguiendo el mismo procedimiento para las otras ecuaciones llegamos
a

dM; 1 dM;
dat  Au gt
HU

= X—U(BBMU — apM;T — p M)
U
= [BMy — arM;T — pMy,
donde ar = arT,,... Para la tercera ecuacion tenemos
dB 1 dB
dt K dt -
1 B\ - i _
= — — — | B—-AyMyB — ugB
K {V( K) Y My KB
14 (1 - B) B — ’}/UMUB - ,uBB,
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Ay .
donde vy = yy—-. Finalmente, para la cuarta ecuacién tenemos

Hu
ar 1 dT
dt T dt
1 T \-: - _
= 1 - krM; — purT
Tma:p |i( Tma:p) e Hr :|
= (1 — T) ]{Z[M] — ,uTT,
kiAy . . :
donde k; = . Por lo tanto, el sistema (3.1) en las nuevas variables se reescribe
como mazx U
dM
dtU = py — puMy — BBMy
dM
7} = [BBMy — arMT — purM;
dB
E = l/(]_ - B)B — ’YUMUB — MBB
dT

Nuestro conjunto de interés biolégico esta dado por
Q= {(My, M,B,T) eRL:0< My +M; <1,0<B<1,0<T<1}. (34)

En el siguiente lema probamos que el sistema (3.3) esté bien planteado en el sentido
que soluciones con condiciones iniciales en €2, permanecen alli para todo t > 0.

Lema 5. El conjunto Qo definido en (3.4) es un conjunto positivamente invariante
del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.3).

Demostracion. Por hipotesis p; > py entonces

dM dM
dtU_i_W] — MU_MUMU—O(TMIT—M]M[
< py — po(Mp+ My) — apM;T
< py — pu(Mr + My),

o equivalentemente

d
7 (My + Mj) + py(M; + My) < py. (3.5)

La solucién de la desigualdad (3.5) estd dada por

My(t) + Mr(t) <1+ (=1 + Mj + M})e "t
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donde M) + MY < 1, lo cual implica que My (t) + M;(t) < 1 para todo ¢t > 0. Por
otro lado

— <v(1-B)B. (3.6)

A través del analisis cualitativo de la desigualdad (3.6) se establece que toda solucion
de (3.6)con condicién inicial 0 < BY < 1 satisface 0 < B(t) < 1 para todo t > 0.
Observemos que

dr

E = (1—T)]€[M[—,U,TT

< (1-=T)k,
o equivalentemente
ar + kT <k (3.7)
e = '
De la desigualdad (3.7) obtenemos que
T(t) <1+ (=14+T%e "t

donde T° < 1. Por lo tanto T'(t) < 1 para todo ¢ > 0. Finalmente, de manera similar
al Lema 1 se verifica facilmente que el campo vectorial definido por (3.3) sobre 92
no apunta hacia el exterior de €2y. Por lo tanto, las soluciones que inician en €2,
permanecen alli para todo ¢t > 0. O

3.2. Equilibrios, bifurcaciones hacia adelante y ha-
cia atras

Las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales (3.3) estan dadas
por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

pu — puMy — BB My
ﬂBMU — OéTM[T - /uLIMI
I/(l — B)B — ’)/UMUB — MBB =

o o o o

De la primera ecuacién del sistema algebraico (3.8) obtenemos
pu — puMy — BBMy = 0
(hw +BB)My = o
My = —He = [(B). (3.9)

pu + BB
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Es claro que My < 1. Por otro lado, de la segunda ecuacién del sistema (3.8) tenemos

ﬁBMU—C\{TM]T—,u[M[ = 0
(arT +ur)Mr = BBMy
BB fi(B)

M, = ——=. 3.10
! arT + pr (3.10)

Dado que puy = fi1(B)(ur + BB) < g, entonces

f(B)(uw +BB) <
< wur+oarT
o equivalentemente
HhB) _ 1

arT + pr ~ pu + BB
Multiplicando la desigualdad anterior en ambos lados por 3B se tiene que

BBA(B) _ 8B

M - )
! arT +p;r = pu + BB

lo cual implica que
B
M; < _BB M
pu + BB pw + BB

A partir de la desigualdad (3.11) se verifica que My + M; < 1 lo cual implica que
My v M satisfacen las condiciones de €25. Ahora, reemplazando el valor de M; dado
en la ecuacién (3.10), en la cuarta ecuacion del sistema algebraico (3.8) obtenemos

BBA(B)
OéTT + 1233

=1— My. (3.11)

(1 - T) kl ,MTT = 07

o equivalentemente
(1 =T)k;BBf1(B) — purT(arT + puy) = 0.

La ecuacién anterior implica

kiBBfi(B) — [kiBBf1(B) + prpiT — prp T =0 (3.12)
Después de algunas simplificaciones, la ecuacién (3.12) se reescribe como

Y(T) =T* 4+ b(B)T — ¢(B) =0 (3.13)

donde
_ kiBBA(B)

KTl (0%

¢(B)
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Las soluciones de la ecuacién cuadratica (3.13) estdn dadas por

+\/bB + 4c(B)

T-(B) — +\/sz +4cB).

Dado que ¢(B) > 0 para B > 0, entonces T7(B) es la tinica raiz positiva de (3.13).
Ademés, como R(0) = —¢(B) <0y R(1) = u;/ar > 0, entonces 0 < T+ (B) < 1. En
consecuencia, T (B) satisface la condicién dada en el conjunto €2 definido en (3.4).
La tercera ecuacién del sistema (3.8) es equivalente a

[V(l — B) - ’YUMU - ,UB]B =0.
Lo cual implica que B =0 o

Reemplazando B = 0 en el sistema (3.8) llegamos a que My =1, M; =0y T = 0.
Por lo tanto, obtenemos el equilibrio libre de infeccién Py = (1,0,0,0). Supongamos
que B # 0, entonces la ecuacién (3.14) se reescribe como

V—up = vB + "}/UMU, (315)

lo cual implica que una condicion suficiente y necesaria para que My y B sean positivas
es que el crecimiento neto de las bacterias (tasa de crecimiento de las bacterias en
ausencia de macréfagos no infectados) sea positivo; es decir,

dy=v —pup > 0. (3.16)
Reemplazando M definido en (3.9) y dp definido en (3.16), en la ecuacién (3.15)

tenemos

YU HU
pu + BB
do(pv + BB) = vB(uv + BB) +ypw.

d() = VB+

De aqui obtenemos que B satisface la ecuacién

G(B) = pv BQ+77U(77—77¢)B+%;’”®(1—RI) —0, (3.17)
donde p
1% 1%
R=—" 5=y, =2 (3.18)

, 1=
Yu + UB Y B YU
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Las soluciones de la ecuacién cuadrética (3.17) estdn dadas por

=) + \/[V_U (n — nc)r _Apu(w + ps)(1 — Ry)

Bt = v v %
2
%U (n —ne) + \/[7711 (n— m)r Aol +5§)(1 “Ry)
v 2 (3.19)

Ahora vamos a determinar las condiciones bajo las cuales estas raices son reales
positivas. Para este fin consideraremos los siguientes casos: n < 1., 7 =0, y 1 > 1.
A partir de (3.19) observamos que si 7 = 7, entonces

Bt p— \/MU(’YU +up)(Ry — 1)
v

Por lo tanto, si 7 = 7, existe una tnica raiz real y positiva cuando R; > 1. Supongamos
ahora que 1 # 1., en este caso las raices BT y B~ se pueden escribir como

B = 2 (==l (- i)
B~ = —g—z (77 — e+ \/(77 - 770>2 (1- 770/77)) ’ (3.20)

donde

po = 20utpp)1~ B) (3.21)

o (1= 1ne/n)’
De las ecuaciones (3.20) se observa que una condicién necesaria y suficiente para que
BT y B~ sean reales es 1y < 1. Como 79 cambia de signo dependiendo de si R; es
mayor o menor que uno analizaremos los casos 7 < 1. y n > 1. teniendo en cuenta
los siguientes subcasos: Ry <1, Ry =1y R; > 1.

Para n < 7, tenemos las siguientes opciones:

1. Si R; < 1, entonces 71y > 0. Ahora, para n = 7, existe una unica soluciéon
real positiva BT = B~ = qy(n — n.)/2v mientras que para n > 1) se tiene
que 0 < 1—mng/n < 1 lo cual implica que tanto BT como B~ definidas en
(3.20) son ambas raices reales positivas. Por lo tanto

a) Si Ry <1y ny<mn<n. existen dos raices positivas.
b) Si Ry <1y mny=mn<n. existe una raiz positiva.
2. Si Ry = 1, entonces 19 = 0, lo cual implica que Bt = vy (n —n.)/v es la

Unica raiz positiva. Por lo tanto, si Ry = 1 y n < 7, entonces existe una
Unica raiz positiva.
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3. Si Ry > 1, entonces 1y < 0 por consiguiente 1 — 79/n > 0, lo cual implica
que BT definido en (3.20) es la tnica raiz positiva. Por lo tanto, si Ry > 1
y 1 < 7. entonces existe una tunica raiz positiva.

Para 1 > 7. tenemos las siguientes opciones:

1. Siguiendo un procedimiento similar al caso n < 7. se verifica que si R; <1
las rajces son reales negativas. Mientras que si R; > 1 entonces B* definido
en (3.20) es la unica raiz positiva. Por lo tanto, si Ry > 1y n > 7, entonces
existe una unica raiz positiva.

A continuacién verificaremos que en todos los casos las raices positivas BT y B~ estdn
en el intervalo (0,1) y por lo tanto satisfacen las condiciones de .
En el literal 1(a), para Ry <1y 19 < n < 7. se tiene que

G(0) >0, G'(0) = Byw(n—n.) <0y 0<G(0) <G(1) = upf + (v + p1g),

las desigualdades anteriores implican que BT y B~ estdn en el intervalo (0,1) (véase
la Figura 3.1b). Por otro lado, en el literal 2 para Ry = 1y n < 7. tenemos que

G(0) =0, G'(0) = Bywn —n) <0y G(1) = pyv + pupB > 0,

esto implica que la rafz positiva estd en el intervalo (0,1) (véase la Figura 3.1a).
Finalmente, se establecié la existencia de una unica solucién positiva BT cuando
Ry, > 1, en consecuencia

G(0) = pu(w +pp)(1 — R1) <0y G(1) = upB + pu(yw + pg) > 0.

Los resultados anteriores sobre la existencia de soluciones de equilibrio se resumen en
la siguiente proposicion.

Proposicién 4. El sistema (3.3) siempre tiene el equilibrio libre de infeccion Py =
(1,0,0,0). Supongamos que dy > 0.
Para n < n. se tienen las siguientes opciones:

1. 81t Ry <1 yny<n, existen dos equilibrios endémicos Py y Ps.
2. St Ry <1 yng=mn existe un unico equilibrio endémico Pj.
3. Si Ry > 1, existe un unico equilibrio endémico P;.
Para n > n. se tienen las siguientes opciones:
1. Si Ry <1, no existen equilibrios endémicos infectados.

2. S Ry > 1, existe un unico equilibrio endémico Py.
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(a) 0= G(0) < G(1), G'(0) < 0 (b) 0 < G(0) < G(1), G'(0) < 0
G G

1B

Figura 3.1: (a) La grafica de G muestra una tnica raiz positiva. (b) La gréfica de G
muestra la existencia de dos raices positivas.

A partir de la Proposicion 4 se concluye que el comportamiento para el caso n > 1,
corresponde a una bifurcacién hacia adelante (véase la Figura 3.2a); es decir

= Si R; <1 sdlo existe el equilibrio libre de infeccién F.
= Si R; > 1, ademés de P, existe un equilibrio endémico P;.

Por otro lado, para el caso n < 7. se tiene una bifurcaciéon hacia atras en donde
coexisten dos equilibrios endémicos cuando R; < 1 y 19 < 71 que componen las
dos ramas de una bifurcacion tangencial; tipicamente una es localmente estable y
la otra es inestable. Estas dos soluciones de equilibrio chocan cuando R; < 1y
1o = 7, eliminandose y dejando al equilibrio libre de infeccién como la tinica solucién
estacionaria cuando Ry < 1y 19 < 7.

Con el propédsito de construir el diagrama para la bifurcaciéon hacia atras como una
relaciéon de las soluciones de equilibrio, P, y el nimero reproductivo basico, R, debe-
mos expresar el parametro 7y en términos de R, para este fin, encontraremos el valor
que toma [y cuando n = 1y el cual denotaremos por Rj. Reemplazando 1 = 1y, en
(3.21) se tiene que

Alw +ps)(1—Ri) _ 4v(1/R —1)
o (L =ne/m0)® (L =mne/m)*

Despejando R; de la ecuacién anterior se obtiene que R; = R¥ con
Pp€] 1 q 1 1

-1

o 2
R;:[HM -1 (3.22)

Angv
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(a) Bifurcacién hacia adelante (n > 7.) (b) Bifurcacién hacia atras (n < n,)
P P

Rl Rl

Figura 3.2: El diagrama de bifurcacién estd dado por (@) una bifurcacién hacia ade-
lante que ocurre cuando n > 7., (b) una bifurcacién hacia atrds que ocurre cuando

1 < e-

Sabemos que cuando 7y = 7 existe un tnico punto de equilibrio Py, es decir que
para R; = Rj sélo existe un equilibrio endémico P;. Ahora vamos a verificar que
si R; < Rj, entonces n < 7y y por lo tanto no existen equilibrios distintos de F,
Ry < Rj. En efecto, despejando R; de (3.21) tenemos que

770'7U(1 - 77c/77)2 -
4v '

Ahora, reemplazando R} y R; definidos en (3.22) y (3.23) en la desigualdad R; < R}
y simplificando la expresion se obtiene que

Ry = {1 + (3.23)

)2 2
(o =ne)” (1 - ”—) . (3.24)
"o N
Después de manipular y simplificar la desigualdad (3.24) se tiene que
[7(10 = 1) + m0(11 — 1) (mo — 1) < 0. (3.25)

A través del andlisis de existencia se establecié que tanto 1 como 7y son menores
que 7.. Por lo tanto, el primer factor de (3.25) es negativo de donde se concluye que
1 < no. Siguiendo un procedimiento similar, se verifica que si R} < R; < 1, entonces
existen dos soluciones de equilibrio endémicos P; y P». Finalmente, existe un tinico
punto de equilibrio P; cuando R; > 1 (véase la Figura 3.2b).

3.2.1. Interpretacion de los parametros de bifurcacién

En esta subseccion interpretaremos biolégicamente las condiciones que determinan la
existencia de soluciones de equilibrio en funcién de los siguientes parametros:
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= El niimero reproductivo basico de las bacterias, Rpg.
» El nimero reproductivo basico de la infeccién, Rg.

= El nimero de bacterias eliminadas por los macréfagos no infectados en el periodo
de vida de una bacteria, I, .

= El nimero de bacterias producidas por la fraccién de bacterias que sobreviven
al ataque de los macrofagos no infectados, R;.

El niimero Rp se define como el producto de la tasa de reproduccion de las bacterias,
v, por el tiempo de vida media de la bacterias, 1/up, es decir

Rp = —. (3.26)
UB
Este parametro se interpreta bioldgicamente como el niimero de bacterias generadas
una bacteria.
Dado que una bacteria infecta un macréfago a una razén 3y este macréfago infectado
produce K/uy bacterias durante su vida, entonces el nimero reproductivo bésico de
la infeccién es _
Ry="R _ 0 (3.27)
Hr Hr
que se interpreta como el nimero de macréfagos infectados por un macréfago infectado
en una poblaciéon de macréfagos no infectados.
Por otro lado, el producto de la razén a la cual los macréfagos no infectados eliminan
a la bacteria en su nivel de equilibrio, vy = Yy Ay /pw, por el tiempo de vida promedio
de las bacterias 1/up es el numero de bacterias eliminadas por los macréfagos durante
la vida de una bacteria.

A
R, =Y " (3.28)
UB UB
Este nimero mide la eficacia del macréfago en el control de la enfermedad. En térmi-

nos de Rp, la tasa crecimiento neto de las bacterias d = v — up se reescribe como

Sabemos que una condicién necesaria para la existencia de equilibrios endémicos es
d > 0. A partir de (3.29) se establece que dicha condicién se cumple cuando Rp > 1.
Es decir, que cada bacteria debe generar mas de una bacteria para que la infeccién
progrese a un estado estacionario endémico. En términos de Rp el parametro R;
definido en (3.18) se reescribe como

v

Ry=—2—
YU + 1B
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donde el factor F' esta dado por

H“B YU
F =  =1- —— 3.31
(w) Yo + UB Yu + UB ( )

Dado que vy = "yUﬁ—g representa la razon a la cual los macréfagos no infectados

eliminan a las bacterias, entonces

Tu
Yu + KB

se interpreta como la fraccién de bacterias eliminadas por macréfagos. Por lo tanto,
de (3.31) concluimos que el factor F' determina la fraccién de bacterias que sobreviven
al ataque de los macréfagos no infectados.

De (3.30) se observa que el producto de la fraccién de bacterias que sobreviven al
ataque de los macréfagos no infectados, F', y el nimero de bacterias producidas por
otra bacteria, Rp, define el nimero reproductivo basico de las bacterias que sobreviven
al ataque de los macrofagos no infectados, R;.

Ahora vamos a interpretar biolégicamente en términos de Ry, Rp, Rz y R, las condi-
ciones de existencia de soluciones estacionarias endémicas. Para este fin, expresaremos
dichas condiciones con estos parametros. En primer lugar, una condicién necesaria
para que progrese la infeccion es que una bacteria produzca mas de una bacteria en
su vida, es decir, Rg > 1.

En términos de los pardmetros definidos arriba Ry, 1 y 1. dados en (3.18) se reescriben

como R R R |
B _ Hu B N = B~ 1 (3.32)

Ri= ot g = PS8y
"“ R, 1T 4 RsR,, R,

U

A partir de (3.32), se establece que

Ry <1siysolosi Rg <1+ Ryy.
Ry > 1siysélosi Rg > 14 Ryy.

n > n. siysélosi Rg < p, (3.33)
donde R
Hu B
= — . 3.34
wr Rp —1 (3:34)

En el caso n > 7. se tiene una bifurcaciéon hacia adelante, en la cual no existen
soluciones de equilibrio endémicas cuando R; < 1, y existe una unica solucién de
equilibrio endémico, P;, cuando R > 1.

A partir de las equivalencias definidas en (3.33) se establece que esta bifurcacién hacia
adelante se presenta cuando Rg < p. Ademas, si Rp < 14 Ry no existen equilibrios
endémicos mientras que si R > 1+ R~y existe un unico equilibrio endémico P;. En
resumen,
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= La infeccion no se desarrolla cuando el nimero de bacterias producidas por la
fraccion de bacterias que sobreviven al ataque de los macréfagos no infectados
es menor o igual a uno (R; < 1), lo cual implica que el nimero de bacterias
producidas por cada bacteria, R, esta dentro del rango (1,14 R, ] y el nimero
de macréfagos infectados por un macréfago infectado Rz es menor que p.

= La infeccion persiste cuando el nimero de bacterias producidas por la fraccién
de bacterias que sobrevive al ataque de los macrofagos no infectados es mayor
que uno (R; > 1). En este caso el numero de bacterias producidas por una
bacteria, Rp, estd dentro del rango (1 + R, ,00) y el nimero de macréfagos
infectados por un macréfago infectado Rz es menor que p.

Este analisis nos permite interpretar situaciones particulares.

Ejemplo 1. En un proceso de infeccion el promedio de vida de un macrdfago no
infectado 1/py es de 300 dias mientras que el de un macrdfago infectado 1/ es de
100 dias (véase [7, 9]). Supongamos que una bacteria no infecta nuevos macrdéfagos
(Rg = 0) y que a su vez produce cuatro bacterias (Rp = 4), también supongamos
que un macrofago no infectado elimina en promedio tres bacterias (R,, = 3). Bajo
estas condiciones se tiene Ry = 1 y p definido en (3.34) es 4/9. En este caso, aunque
las bacterias son capaces de reproducirse la infeccion no se desarrolla. Esto se debe
a que el crecimiento poblacional de bacterias y macrofagos infectados es controlado
por la respuesta de los macrdofagos y células T. También podemos resaltar que si las
bacterias producidas por una bacteria son menos de cuatro por macrdofagos no podria
controlarse la infeccion. Por ejemplo, para Rg = 5 obtenemos R1=1.25 lo cual implica
que existencia de un estado endémico donde coexisten todas las poblaciones.

Sabemos que para 7 < 7). se obtiene una bifurcacién hacia atras en la cual no existen
equilibrios endémicos cuando 0 < Ry < Rj, donde Rj es el valor que toma Ry cuando
1o = 1. Ademads, existe un tunico equilibrio cuando R; = R} y existen dos equilib-
rios cuando R} < R; < 1. Finalmente existe un tunico equilibrio cuando R; > 1.
Nuevamente, de (3.32) se obtienen las siguientes equivalencias

n <mn. siy solosi Rz > p.

0< Ry <Rj siysélosi Rg < (1+ R, )R]

Ry =R siysolosi Rp=(1+ R,,)R].

R <Ry <lsiysélosi (1+R,,)R] <Rg<1+R,,.
Ry >1siysolosi Rg>1+R,,. (3.35)

A partir de la primera equivalencia definida en (3.35) se concluye que la bifurcacién
hacia atras se presenta cuando el nimero de macréfagos infectados por un macréfago
infectado, R, supera el umbral p. En este caso el comportamiento de los estados
estacionarios se determina de la siguiente manera
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De las dos primeras equivalencias de (3.35) se establece que la infeccién no se
desarrolla cuando el nimero de bacterias producidas por la fraccion de bacterias
que sobrevive al ataque de los macrofagos no infectados no alcanza el minimo
(Ry < R3), o equivalentemente, el nimero de bacterias producidas por una
bacteria, Rp, estd en el rango (1,(1 + R,,)R;) y el nimero de macréfagos
infectados por un macréfago infectado, Rz es mayor que p.

De la primera y tercera equivalencia de (3.35) se observa que el equilibrio libre
de infeccion, Fp, se bifurca de forma discontinua en un equilibrio endémico P
(aparece la infeccién), cuando el niimero de bacterias producidas por la fraccién
de bacterias que sobrevive al ataque de los macrofagos no infectados alcanza
el minimo (Ry; = RY), lo cual implica que el nimero de bacterias producidas
por una bacteria es Rg = (1 + R, )R;. En este caso, el nimero de macréfagos
infectados por un macréfago infectado, 3, es mayor que p.

De la primera y cuarta equivalencia de (3.35) se infiere que la infeccién persiste
dentro de una parabola (el punto de equilibrio endémico P; se bifurca en dos
equilibrios endémicos P; y P,), cuando el nimero de bacterias producidas por
la fraccion de bacterias que sobrevive al ataque de los macréfagos no infectados,
Ry, estd en el rango (R, 1),0 equivalentemente, el niimero de bacterias produci-
das por una bacteria, Rp, estd en el rango ((1+ R,,)R;,1+ R,,) y el nimero
de macréfagos infectados por un macréfago infectado, R, es mayor que p.

De la primera y quinta equivalencia de (3.35) concluimos que la infeccién per-
siste, pero sélo en una rama de la pardbola (el punto de equilibrio endémico
P, pierde sentido biolégico, dejando a P; como el tinico equilibrio endémico),
cuando el nimero de nuevas bacterias producidas por la fraccién de bacterias
que sobrevive al ataque de los macréfagos no infectados, R, es mayor que uno,
lo cual implica que el nimero de bacterias producidas por una bacteria, Rp,
es mayor que 1 + R, y el nimero de macréfagos infectados por un macréfago
infectado, R, es mayor que p.

En el siguiente ejemplo se ilustra una situaciéon donde se presenta una bifurcacién
hacia atras.

Ejemplo 2. En este ejemplo consideraremos los mismos parametros que en el Ejem-
plo 1, a excepcion del nimero bdsico de la infeccion, que en este caso es uno (Rz = 1).
Es decir, py = 1/300, puy = 1/100, Rp = 4 y R, = 3. Bajo estas condiciones se
tiene Ry =1 y p=4/9. Dado que Rz > p, estamos en una bifurcacion hacia atrds en
la cual el numero de bacterias producidas por una bacteria que sobrevive al ataque de
los macrdfagos infectados es uno. A diferencia del Ejemplo 1, en este caso se desar-
rolla la infeccion. Una posible explicacion a este hecho es que las bacterias, ademds
de infectar también tienen capacidad para reproducirse.
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n

Py Py P
1
Ne

Fo, Py P>

Mo

Py Py P

1 R,

Figura 3.3: Regién de existencia de las soluciones de equilibrios del sistema (3.3) en
el espacio Ry vs 7.

3.3. Analisis de estabilidad de las soluciones de
equilibrio
En esta seccion realizamos el andlisis de estabilidad de las soluciones de equilibrio del

sistema no lineal de ecuaciones diferenciales (3.3). Para llevar a cabo el andlisis de
estabilidad local utilizaremos el jacobiano del sistema (3.3) el cual esta dado por

My —(uw + 8B) 0 —BMy 0
7 ]\gf _ _ng —(OCTY(; + ) msz —O%MI  (3.36)
T 0 (1— Tk 0 —(k;M; + pr)
donde
a = v(l—2B)—ywMy — pp. (3.37)

Para el andlisis de estabilidad global utilizaremos el método directo de Lyapunov.

3.3.1. Estabilidad del equilibrio libre de infeccion

En esta subseccién probaremos que F, es localmente asintoticamente estable cuan-
do Ry < 1y globalmente asintéticamente estable cuando Ry < Rj. Evaluando el



42 Capitulo 3

Jacobiano (3.36) en Py obtenemos

—pu 0 —p 0
- 0 —pur B 0
Jey =g e o | (3.38)
0 k[ 0 —HT

Un cdlculo directo muestra que el polinomio caracteristico de J(P) es

Po(A) = (A + o)A+ pr) (A + p){A = [v = (w + ps)]} (3.39)

y por tanto los valores propios de Py estdan dados por las raices del polinomio py
definido en (3.39) las cuales son

Moo= —pw, A= —pr, A3 = —f,
M o= v—(w+ups)=(w+ps) (R —1)
Observemos que Aj, Ay ¥ Az son reales negativos, y Ay < 0 si y solo si Ry < 1. Por

lo tanto, Py es localmente asintéticamente estable si y s6lo Ry < 1. La siguiente
proposiciéon resume el resultado anterior.

Proposicién 5. Fl equilibrio libre de infeccion Py = (1,0,0,0) es localmente asintética-
mente estable si y solo st Ry < 1, y es inestable si Ry > 1.

Demostraremos la estabilidad global de Fy en €2y cuando R; < Rj. Para esto uti-
lizaremos la funcién V : Ry U0 — R dada por

V=ql—-My)+ @M+ q¢B+qT,

donde ¢;, i = 1, ...,4 son constantes positivas. Observemos que V satisface V(Fy) = 0
y V(z) > 0 para todo = € Qy. Ahora vamos a encontrar los valores de las constantes
q; para los cuales la derivada orbital de V' es negativa. Dicha derivada estd dada por

V. = —gMj+ @M+ ¢B + aT’
—q1(pv — puMy — BBMy ) + q2(BBMy — ap M;T — pu M)
+q3[v(l — B)B —yyMyB — upB] + q4[(1 = T) ky My — prT]
= —quu(l —My) + (1 + @2)8 — 3 w]BMy + (qak; — qoper) My
+q3do B — [q3v B + (qeovr + qukr) My T + prT).
Haciendo
(@1 +¢2)8 — ¢370 = —q3do ¥ q@akr — qapur = 0,
V se reduce a

V = —quu(l — My) — gsdoBMy + (qakr — gapr) My
+q3doB — [q3vB” + (201 + qukr) My T + prT)
= —qiuv(1 — My) + gsdoB(1 — My) — [vB* + (gear + qukr) MiT + prT)
= (—quuu + q3do)(1 — My) — [vB* + (gear + qukp)MT + prT). (3.40)
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Despejando q3 v g4 en términos de q; y g2 obtenemos las siguientes expresiones.

(1 + @) Hrqo

(Yo + pB)(1 — Ry) Yo kr - (3.41)

q3 =

Debemos encontrar ¢; y ¢o positivas de tal forma que V(P) < 0 para todo P €
Qy, P # P,. De la expresién (3.40) se desprende que esto se cumple si y sélo si
—q1pu + q3dy < 0 o equivalentemente

qzdo < qpiy. (3.42)
Reemplazando g3 definido en (3.41), en la desigualdad (3.42) se tiene

(q1 + q2)Bdo
(Yo + pB)(1 — Ry

) < qQ1uy-. (343)

Despejando R; de la desigualdad (3.43), se tiene

(q1 + q2)Bdo

R1 < 1-
(W + uB)pug
d
< 1— (41 + ¢2)B 0R17
Viuqi
o equivalentemente
1
iy < 1+ (q1+g2)Bdo (344)
vpuqi
Si hacemos
Gd 4dngv
@1 = ° T 5 Y 42 = L, (3.45)
v o (1o — 1)

y los sustituimos en la parte derecha de la desigualdad (3.44) se obtiene

1

_m)2
1+ (Q1 + 1)%(3();)

R; <

De la desigualdad anterior obtenemos la desigualdad equivalente Ry < R} la cual se
cumple por hipdtesis. El resultado anterior se resume en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 6. El equilibrio libre de infeccion Py es globalmente asintoticamente
estable si y solo si Ry < Ry.
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3.3.2. Estabilidad de los equilibrios endémicos

En esta seccién analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio que reflejan la
persistencia de la infeccién. Observemos que la ecuacién (3.14) es equivalente a

v=vB+ My + ug. (3.46)
Reemplazando (3.46) en la expresién para a definida en (3.37) se obtiene que a =
—vB, lo cual implica que el Jacobiano (3.36) evaluado en P;, i = 1,2 se reescribe
cOmo

—(pw + BB) 0 —BMy 0
_ pB —(arT +pr)  BMy —ar M
J(P) = uB " B 0 (3.47)
0 (1—T)l€[ 0 —(k'[M[—i‘MT)

Por otro lado, a partir de las ecuaciones de equilibrio (3.8) obtenemos las siguientes
igualdades

Hu
Ll U B
My pu + B
BM
ﬁ MI v = OZTT + K1
ki M
IT ! = k[M] + M- (348)
Reemplazando las ecuaciones (3.48) en (3.47) obtenemos
_ v 0 —BMy 0
My BBM,
B ==Y BMy —arM
qpy=| " v, Mo mard (3.49)
—yuB 0 —vB 0
kM
0 (1-T)k 0 - ITI

Ahora, vamos a determinar las condiciones para las cuales los valores propios de
J(P;), i = 1,2 tienen parte real negativa. Observemos que el polinomio caracteristico

de J(P;), i = 1,2 esta dado por
Hu
A+ 20
s
—BBr
wB
0

0
BB My
M;

A+

0
—(1=T)k;

BMy

—BMy
A+vB
0

A+

OéTM[

]{?[M]

(3.50)
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Utilizando el método de cofactores en la primera fila de p; se tiene

BM,
A+ FBMy —BMy ar M
Hu ) M

pi(A) = (A‘f‘ﬁ 0 A+vB 0
v kM
T

—(1=T)k; 0 A+

BM,
— 8B >\+ﬁ U apM;
I

+ﬁMU ’YUB 0 0
ker M
0 —(1=T)k X+

Resolviendo los determinantes de orden tres, se obtiene

nA) = (A+X2—[;> ()\+ﬁ?\4]\fU><)\+VB) (A+k1¥’>

+OZTM](1 — T)k?[()\ + VB) (/\ + M—U)
My

+BMy {— ()\ + ﬁJZMU) v B ()\ + kff’) — arMyB(1 — T)k;f]

I
= N+ g\ + @A+ @A + g,

donde

Ko BBMy ki M
= — B
91 MU+ M, +vB +
kM BM BM kM
11+,MU5 v, MU+5 v\ (,p 4 FMi
T My My My, M7y T
+C¥TM[(1 — T)k‘[ — ﬁMU’}/UB
BM, kM kM B,
M_Uﬁ U I 1)+VBI I(MU+5 U)

_ B
93 My M, (V + T\, g

g2 = vB

farMp(1— T)k; <I/B + ]’\2—U> — BBy My (

U
My ﬁBMU ]{?[M[ Hu
_ B M(1 — Tk wBHY
9 = 3o VBT toerMi( =Tk B

BMy kM
_ﬁMU'YUBﬁM g IT L — BMy~yBark M;(1 —T).
I

BB My . kM
M7y T

(3.51)

(3.52)



46 Capitulo 3

Puesto que los pardmetros son positivos, a partir de (3.52) se verifica que g; > 0. Las
constantes gs, g3 ¥ g4 se reescriben como

BBMy ( pu kr My krMr ( po
_ Mo B B
92 B ) e (G

barMy(1— Tk + XjUB (n = M)
+ lﬁﬁfU kfz% + ark M (1 — T)] <% + VB>
g - [ﬁﬁfU O ¢ kM (1~ T>} TE (- a3).

donde 7 esta definida en (2.5). El criterio de Routh-Hurwitz establece que las raices
del polinomio p; definido en (3.51) tienen parte real negativa si y sélo si g; > 0y
(9192 — 93)g3 > gigs (véase [46]). Con el propésito de determinar las condiciones para
las cuales se satisfacen las desigualdades anteriores, vamos a definir las siguientes
constantes

BB My ky My

Hu
A = — N = C =vB D =
M, M, it T

E = O./T]{?[M](l - T), X(MU) = AC — ﬁMU/YUMU =

ByuB
My

Reemplazando A, N, C, E'y X(My) definidas por (3.53) en gy, ..., g4 obtenemos

(n— M{) .(3.53)

g = A+N+C+D

g2 = N(A+C+D)+DA+C)+E+ X(My)
95 = (N+D)X(My)+ (BD+E)(A+C)

g2 = (E+ ND)X(My).

Después de algunas simplificaciones llegamos a que

Ay = (9192~ 93)93 — G
= (N+D)A+C)YN+D)[(N+D)X(My)+ (ND+ E)(A+C)]
+(N + D)(A+ C)*(N + D)X (My) + (N + D)(A* + C*)(ND + E)(A + C)
+(N + D)(DN + E)*(A+C) + (A+ C)[X(My))*(N + D)
+28My~vyyMy(A+ C)(N + D)(E+ ND). (3.54)
A partir de (3.53) se observa que las constantes A, N, C'y E son positivas, mientras

que
X(My) >0 siysolosi My < /1. (3.55)



Modelo sobre la inmunologia celular de la tuberculosis en el granuloma 47

Dado que My < 1, entonces a partir de (3.55) se establece que X (My) > 0 cuando
n > 1, lo anterior implica que g; > 0y A3 > 0 para¢ = 1,...,4 cuando > 1. Por
lo tanto, a través del criterio de Routh-Hurwitz se concluye que si existe una tunica
solucién de equilibrio endémico cuando 1 > 1, ésta sera localmente asintéticamente
estable en (5.

Los pardmetros R; y 7. definidos en (3.18) satisfacen que

Yu

Ri—1=—1_
YU + KB

(770 - 1) (356)
A partir de (3.56) se tiene que Ry > 1 siy sélo si 7. > 1. Ahora vamos a analizar
los casos n > 1. y n < n. cuando 1 y 7. son mayores o iguales a uno. Los resultados
de la Proposicién 4 implican que si n < 7., entonces P, es el tnico equilibrio cuando
Ry > 1. Mientras que si n > 7., entonces P; es el tnico equilibrio cuando R; > 1.

El resultado anterior se resume en la siguiente proposicion

Proposicién 7. Supongamos que dy > 0

1. St n < n., entonces el equilibrio endémico Py es localmente asintéticamente
cuando Ry > 1.

2. St m > n., entonces el equilibrio endémico P es localmente asintoticamente
cuando Ry > 1.

Hasta el momento hemos probado la estabilidad local para las soluciones de equilibrios
P; cuando n > 1. Ahora vamos a analizar la estabilidad local de dichas soluciones
cuando 1 < 1. En este caso probaremos la estabilidad de P; e inestabilidad de P,
encontrando valores donde X (M) es positiva y negativa, respectivamente. Sea My =
/7, entonces X (M) = 0. Dado que

My = fi(B) = #,

es una funcién continua y estrictamente decreciente de B, entonces

B= %U (% - 1) . (3.57)

es el tinico valor de B que satisface My = fy(B) = /1. Sustituyendo Ry = v/(yu+pp)
en la funcién G definida en (3.17) y evaluando en B se obtiene

G(B) —ﬁu{{% (%—1)]2+”7U<n—m>% (1) +5—g<w+u3—u>}
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Factorizando py /3 y descomponiendo el término cuadratico se reescribe como

G<B>=uuy{%(%—%+1)N;U(n—m (%—1)+§<w+u3—u>}.

Sustituyendo 7 en el primer término se obtiene

G(B)Zvuy{%—%%Jr%Jr%(n—nc) (%—1) +%(7U+MB_V)}

Factorizando 1/,/7 y agrupando términos tenemos

o { L [0 w0 Y g e L
G(B) = v { = | =2+ Lty =] + 22+ 2 = Ly s =) .

Sustituyendo 7 en el cuarto sumando y simplificando se obtiene

. 1 2 1
G(B) = vuy {% [—% + %(U—ﬂc)} +277U + 77[]770_’_ ;(MB - V)}-

Sustituyendo 7. en el tercer sumando y simplificando se obtiene

G

ool

Figura 3.4: En esta grafica podemos observar que B~ < B < B*.

G(B) = WU{L {—QM—UJFW—U(??—??C)} +277U}

Vil B v
_ VMU{—Q (%%U—%U>+%%U(n—m)}
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Sustituyendo n = vuy /S en el primer sumando de la parte derecha tenemos

6(B) = ww{-2(2==1)+ = -m}.

Simplificando y agrupando términos se obtiene

G(B) = mw {—% +2— \%}

Factorizando 2/,/7 y simplificando obtenemos

G(B) = QM\I/J;U{\/E_U‘;%}‘

Observemos que para 1 < 1 se tiene que G(B) < —puyune//n < 0. Por otro lado,
de acuerdo a la Proposicién 4 existen dos puntos de equilibrio Py y P, con Bt y
B~ como sus coordenadas en B donde coexisten todas las poblaciones. Dado que la
ecuacién cuadratica (3.17) satisface G(B~) = G(Bt) =0y G(B) < 0, B~ < B < B*
(véase la Figura 3.4). Nuevamente, como f; es continua y estrictamente decreciente
existen My, y M positivos tales que My = fi(BY), My} = fi(B™) y M} < My <
My;. En consecuencia, X (M) > 0y X(M;) < 0. Por lo tanto, P, es localmente
asintéticamente estable y P, es inestable. A partir de (3.56) se tiene que Ry < 1
si y so6lo si . < 1. En este caso,  y 7. son menores que uno, y los resultados de
la Proposicién 4 implican que si n < 7. existen dos soluciones de equilibrio cuando
Ry <1y ny <mn, una solucién de equilibrio cuando Ry < 1y 1y = 1. Mientras que si
1 > 1. no existen soluciones de equilibrio endémico. El resultado anterior se resume
en la siguiente proposicion

Proposicion 8. Supongamos que dy > 0. Para n < n. tenemos que

1. St Ry <1 ymng <mn, entonces Py, es localmente asintoticamente estable y Py es
inestable.

2. 8t Ry <1 ymny=mn, entonces Py es localmente asintoticamente estable.

3.4. Estudios Numéricos

En esta seccién presentamos algunos resultados numéricos y graficas que ilustran el
crecimiento de todas las poblaciones del modelo. En este modelo la eliminacién o
progresion de la infeccion depende del niimero de bacterias producidas por la fraccién
de bacterias que sobreviven al ataque de los macrofagos no infectados, Ry, el nimero
de bacterias producidas por una bacteria, Rp, el nimero de macréfagos infectados por
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Existencia Estabilidad

P[) Rl < 1, n <o

P | dy>0, R >1 do >0, Ry >1
d0>O,R1:1,7”]<77¢ d0>O,R1:1,77<770
do>0, By <1,mp<n<mn.|do>0,R <1,m<n<n

Py | dy >0, Ry <1,7n9<n<n, | inestable

Cuadro 3.1: Condiciones de existencia y estabilidad para las soluciones de equilibrio
del sistema (3.3).

un macroéfago infectado, R, y el nimero de bacterias eliminadas por los macréfagos
no infectados en su nivel de equilibrio, R, .

En las Figuras 3.5-3.6 se presentan las graficas de la evolucién en el tiempo de las
poblaciones de mecréfagos no infectados, macréfagos infectados, bacilos de Mtb y
células T.

Parametro | Descripcion Valor Unidad Referencia
Ay Tasa de rep. de My, 1000 Mdla™t 6]
ar Tasa de elim. M; por T 3%107° T-'dia=! | Est. [6, 9]
I&; Tasa de infeccién 251071 | B7ldia™! | Est. [6, 9]
s Tasa de elim. B por M 106 B~ldia~! | Est. [6, 9]
k; Tasa de reclutamiento de T 81072 | TM~dia~! | Est. [6, 9]
v Tasa de reproduccién de B 0.4 1/dia 6, 12]
7t Tasa de muerte nat. para My 0,003 1/dfa 6, 9]
13, Tasa de muerte nat. para M; 0.01 1/dia 6, 9]
15z Tasa de muerte nat. para B 0,143 1/dia Estimado
pr Tasa de muerte nat. para T’ 0.3 1/dia 6, 9]

T o Numero méaximo para T' 50000 células T | Est.[6, 9]

K Capacidad de carga 10° bacterias [12]

Cuadro 3.2: Datos utilizados en las simulaciones de las Figuras 3.5 y 3.6. Para estos
valores se obtienen las siguientes cantidades: Ry =0.9, Rp=2.8, Rg=2.5, R, =2.1,
p=0.52, R} =0.24, n=0.18, n.=0.86 y 19 =0.04.

Observemos que los pardmetros de la Tabla 3.2 satisfacen la condicién, Rg > p, esto
implica la existencia de una bifurcacion hacia atras. Mas ain, cuando R} < Ry < 1
tanto Py como P; son localmente asintéticamente estables, es decir, se presenta un
region de bi-estabilidad para Py y P;.

Para la realizacion de las graficas que aparecen en las Figuras 3.5 y 3.6 se utilizaron
las condiciones iniciales xo= (0.999M,0.0,0.008,0.0) v 3o= (1.001M,0.0,0.008,0.0)
donde M es la primera coordenada del equilibrio inestable P. Aunque ambas sim-
ulaciones numéricas fueron hechas con los valores de la Tabla 3.2, el comportamiento
de las soluciones es totalmente diferente. En la Figura 3.5 las soluciones tienden a la
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solucién de equilibrio libre de infeccion Py, mientras que en la Figura 3.6 las soluciones
tienden al equilibrio endémico P;.

2 0.95 1
[%2]
=}
g g o8
£ 8
s £ 06
S 09 9
g 204
£ S
§ § 0.2
= 085 0
100 200 300 0 100 200 300
Tiempo en dias Tiempo en dias
X107 x10™
1 1.5
0.8
o) - 1
<
5 0.6 é
3] 3
g 04 3 05
0.2
0 0
0 100 200 300 0 100 200 300
Tiempo en dias Tiempo en dias

Figura 3.5: Simulaciones numéricas del sistema (3.3). Gréficas de la propagacién en
el tiempo de macréfagos, bacterias y células T durante los primeros 300 dias.

Estas simulaciones numéricas sugieren que la rama inestable correspondiente a P, =
(My,M;, B,T) separa las regiones de estabilidad de Py y P,. Més explicitamente,
la condicién inicial (My(0), My, B,T) con My(0) < My (resp. My(0) > My) son
cuencas de atraccién de P; (resp. Fp). Lo anterior se confirma en la Figura 3.7, que
muestra el curso temporal de My con diez condiciones iniciales diferentes.

Observemos que en el caso presentado en las Figuras 3.5-3.7 se tiene Rp=2.8 y
Rp=2.5, es decir que una bacteria puede producir 2.8 bacterias e infectar 2.5 macréfa-
gos por dia. Como el bacilo del Mtb se multiplica en promedio cada 20 horas [56],
los datos indican que las bacterias se estan reproduciendo por encima del promedio.
Sin embargo, la eliminacién o progresion de la infecciéon depende de las condiciones
iniciales. Por ejemplo, bajo las condiciones mencionadas anteriormente tenemos que
si la poblacion inicial de bacterias es 0.008 y el nimero de macréfagos no infectados
es mayor que Mp=0.8168, entonces la infeccién es eliminada (véase la Figura 3.5).
Mientras que si la poblacién inicial de macréfagos es menor que M se presenta una
progresién de la infeccién (véase la Figura 3.6). Este comportamiento concuerda con
diferentes reportes que afirman que la contencién del patdgeno generalmente falla
cuando el estado inmune del hospedero cambia, lo cual suele ser consecuencia del
envejecimiento, desnutricién o la coinfeccién con el VIH, [2, 48, 56].
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Figura 3.6: Simulaciones numéricas del sistema (3.3). La grafica de la solucién numéri-
ca muestra la propagacién de macréfagos, bacterias y células T durante los primeros
300 dias.

3.5. Conclusion

El diseno de vacunas para la TB pulmonar es un campo en el cual se han invertido
muchos esfuerzos. Recientemente, se ha puesto de manifiesto que para desarrollar
una vacuna mas eficaz, es necesaria una mejor compresién de la relacién entre la
respuesta inmune del hospedero y el bacilo de la TB. Como en otras infecciones
intracelulares, la principal respuesta inmune protectora es la celular mediada en la que
intervienen las células T, [2]. Es por esto que en este capitulo, nosotros propusimos
y analizamos un modelo matematico de la dinamica poblacional de macréfagos no
infectados, macrofagos infectados, células T y bacilos de Mtb dentro del granuloma.

El analisis cualitativo revela: la existencia del punto de equilibrio libre de infeccién
Py = (1,0,0,0) del cual se deduce que la infeccién no se desarrollé o nunca ocurrio.
Una condicion necesaria para que existan estados de equilibrio con una poblacion de
Mtb positiva es que la tasa neta de crecimiento de la bacteria sea positiva, esto es,
d = v —pup > 0. En este caso, tendremos una bifurcacién hacia adelante o hacia atrés
dependiendo de los valores de los pardmetros Ry, 1, 1., no y R (valor de R; cuando
n = no). Mas precisamente, si 7 > 7. se tiene una bifurcacién hacia adelante, en la
cual el equilibrio libre de infeccién F, se bifurca en el equilibrio endémico P; cuando
Ry > 1, mientras que si n < 7. la bifurcacién es hacia atras. El pardmetro que define
la bifurcacién del equilibrio libre de infeccién P en los equilibrios endémicos P y P,
es 1.

En resumen, la dindmica de las soluciones del sistema (3.3) es
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Figura 3.7: Simulaciones numéricas del sistema (3.3). Gréficas del transcurso tem-
poral de los macréfagos no infectados con diez condiciones iniciales muy cercanas a
My;=0.8168.

= Para 7 > 7. se tiene que:

1. Si Ry < 1, entonces el equilibrio libre de infeccion Py = (1,0,0,0) es el
unico equilibrio del sistema (3.3), ademds es globalmente asintéticamente
estable en (5.

2. Si Ry > 1, entonces Py se convierte en inestable y aparece un equilibrio
endémico Py = (M5, M5, B*,T*) localmente asintéticamente estable.

» Para 7 < 7. se tiene que:

1. Si By <1y mno <n, entonces ademds de Py y P existe un tercer equilibrio
endémico Py = (My, My, B,T). En este caso, Py y P, son localmente
asintoticamente estables y P es inestable.

2. Si Ry < 1ymng=n,solo existen Py y P;. Tanto Fy como P; son localmente
asintéticamente estables.

3. Si Ry > 1, solo existen Py y P;. Py es inestable y P; es localmente asintética-
mente estable.

La interpretacion bioldgica de las condiciones que determinan la dindmica de las
soluciones del sistema (3.3) se hizo en términos de

- El ntimero reproductivo basico de las bacterias, Rp.

- El nimero reproductivo bésico de la infeccion, Rs.
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- El nimero de bacterias eliminadas por los macrofagos durante el tiempo de vida de
una bacteria, 2, .

- El numero reproductivo basico de las bacterias producidas por la fraccion de bac-
terias que sobreviven al ataque de los macréfagos no infectados, R;.

Una condicién necesaria para la existencia de equilibrios endémicos es que el nimero
de bacterias producidas por una bacteria sea mayor que uno (Rg > 1). Ademas, si el
numero de macréfagos infectados por un macréfago infectado, R, sobrepasa el valor
umbral, p, se presenta una bifurcaciéon hacia delante. Si este nimero es inferior al
umbral se tiene una bifurcacién hacia atrés.

En el caso de la bifurcacion hacia adelante se establecié que

= La infeccién es eliminada cuando el numero de bacterias producidas por la
fraccién de bacterias que sobreviven al ataque de los macréofagos no infectados
es menor o igual a uno (R; < 1), el nimero de bacterias producidas por una
bacteria, Rp, estd dentro del rango (1,1 + R, ] y el nimero de macréfagos
infectados por un macréfago infectado Rz es menor que p.

= La infeccion persiste cuando el niimero de bacterias producidas por la fraccién
de bacterias que sobreviven al ataque de los macréfagos no infectados es mayor
que uno (R; > 1), el nimero de bacterias producidas por una bacteria durante
su vida promedio, Rp, esta dentro del rango (1 + R,,,00) y el nimero de
macréfagos infectados por un macroéfago infectado Rg es menor que p.

Para la bifurcacion hacia atras se tiene que

» La infeccion no se desarrolla cuando el nimero de bacterias producidas por la
fraccion de bacterias que sobreviven al ataque de los macréfagos no infectados
no alcanza el valor umbral minimo (R; < R}), o equivalentemente, el nimero
de bacterias producidas por una bacteria, Rp, estd en el rango (1, (1+ R, )R})
aunque el numero de macroéfagos infectados por un macréfago infectado, g es
mayor que p.

» Aparece la infeccién (el equilibrio libre de infeccién, Py, se bifurca de forma
discontinua en un equilibrio endémico P}), cuando el nimero de bacterias pro-
ducidas por la fraccion de bacterias que sobreviven al ataque de los macréfagos
no infectados alcanza el valor umbral minimo (R; = R}), lo cual implica que
el nimero de bacterias producidas por una bacteria es Rg = (1 + R,,)R;. En
este caso, el numero de macréfagos infectados por un macréfago infectado, Rpg,
es mayor que p.

» La infeccién persiste (el punto de equilibrio endémico P;* se bifurca en dos equi-
librios endémicos P; y P) cuando el nimero de bacterias producidas por la
fraccion de bacterias que sobreviven al ataque de los macrofagos no infectados,
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0.6
04r

0.2r

— ramaesable 0.40 0.45 0.50

— ramainestable

Figura 3.8: Este diagrama de bifurcaciéon muestra una bifurcacién hacia atras cuando
v varia de 0 a 0.5. Los otros parametros fueron tomados de la Tabla 3.2. En este caso
R, varia de 0 a 1.21.

Ry, estd en el rango (R;, 1),0 equivalentemente, el niimero de bacterias produci-
das por una bacteria, Rp, estd en el rango ((1+ R,,)R},1+ R,,) y el nimero
de macréfagos infectados por un macréfago infectado, 23, es mayor que p.

» La infeccion persiste, pero sélo en una rama de la parabola (el punto de equilib-
rio endémico P pierde sentido biolégico, dejando a P, como el tnico equilibrio
endémico), cuando el nimero de bacterias producidas por la fraccién de bac-
terias que sobreviven al ataque de los macrofagos no infectados Ry es mayor
que uno, lo cual implica que el nimero de bacterias producidas por una bac-
teria, Rp, es mayor que 1+ R, y el nimero de macroéfagos infectados por un
macrofago infectado, Rg, es mayor que p.

La Figura 3.8 muestra el diagrama de bifurcacién de la poblacién de bacterias nor-
malizada (B) vs la razon de crecimiento de las bacterias (v). Como podemos observar
esta grafica muestra un bifurcacién hacia atras conformadas por dos ramas: una rama
inestable asociada a estados de latencia y una rama estable asociada a estados de TB
activa.

A diferencia de la dindmica en el pulmén en donde se utiliza la carga bacterial para
determinar si un individuo presenta TB latente o activa. Los resultados de este modelo
predicen la existencia de una region en la cual las poblaciones iniciales de macréfagos,
células T y bacterias son relevantes en el desarrollo de la infeccion. En este caso dichas
poblaciones iniciales determinan cuando un individuo infectado pasa de TB latente a
TB activa.
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Capitulo 4

Modelo sobre la inmunologia
celular de la tuberculosis y la
resistencia del Mycobacterium
tuberculosis a los antibidticos en el
granuloma

En este capitulo se estudian tanto aspectos inmunolégicos de la TB como la resistencia
del Mtb a los antibiéticos. Para este fin formulamos una extension del modelo anterior
donde consideramos dos poblaciones de bacterias: sensibles y resistentes.

4.1. Formulacion del modelo

Diversos estudios [10, 11] han demostrado que la adquisicién de resistencia en Mtb se
deriva de eventos mutacionales puntuales en el genoma de la microbacteria que afectan
la actividad antimicrobacteriana de las células T y macréfagos. Estos ocurren a una
tasa constante, ain en la ausencia de exposicién a los antibiéticos [12]. Generalmente,
las mutaciones especificas que confieren resistencia al control quimico tienen un costo,
el cual puede manifestarse como una reduccion en la capacidad reproductiva o en la
habilidad para competir. Nowak en [55] propone que en ausencia de medicamentos la
razon de infeccién de las bacterias resistentes es menor o igual que la tasa de infeccién
de las bacterias sensibles, ya que de lo contrario la poblacién de bacterias resistentes
podria aumentar hasta superar ampliamente la poblacion de bacterias sensibles antes
del tratamiento, [5, 55|. En el caso del bacilo Mtb el costo se asocia a la tasa de
reproduccién de las bacterias [55], por lo tanto cuantificaremos el costo como una
reduccion en la tasa de reproduccion de la cepa resistente con respecto a la tasa de
reproduccién de la cepa sensible.
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Para construir el modelo consideramos las siguientes poblaciones: macréofagos no infec-
tados, macrofagos infectados, bacterias sensibles al antibidtico, bacterias resistentes
al antibiético y células T, cuyas densidades denotamos por My, My, Bg, By T res-
pectivamente. Las suposiciones para la dinamica de las poblaciones de macréfagos no
infectados, macréfagos infectados y células T son las mismas que en el modelo ante-
rior excepto porque en este modelo los macréfagos son infectados tanto por bacterias
sensibles, como por bacterias resistentes a una tasa constante 3.

En este modelo suponemos que tanto las bacterias sensibles como las resistentes pre-
sentan un crecimiento logistico con capacidad de carga K y tasas de reproduccion v
y 14, respectivamente. Basdndonos en el argumento presentado anteriormente, defi-
nimos v; = fr donde 0 < f < 1 es el ajuste de crecimiento relativo [1, 12].

Durante la reproducciéon de bacterias sensibles, una porcién g de mutantes resistentes
emerge. En el modelo, el tratamiento se incorpora como la tasa « a la cual la dro-
ga elimina bacterias sensibles por dia [12]. Bajo estas consideraciones obtenemos el
sistema de ecuaciones

di\gU = Ay — pyMy — BBsMy — 3BrMy

d(]j\fl = BBsMy + BBrMy — arM;T — pu; M

% = (1- Q)VBS — JyMyBg — aBg — V(BS }_R)BS — 1BsBs
% = quBg+ 77/131% — AuyMyBg — 1(Bs —;(BR)BR — prBr

Con el propésito de reducir el nimero de parametros en el modelo hacemos como en
el capitulo anterior, el siguiente cambio de variables

MU MI BS BR T

M: _7M :—,B :—,B = — T: . 42
U AU/,LLU I AU/,MU S R y ( )

Reemplazando las variables definidas en (4.2) en la primera ecuacién del sistema de
ecuaciones diferenciales (4.1) obtenemos

dMy 1 dMy
dt Ao gt
KU
Hu Y 3B M 3Bn-M

= py — puMy — BBsMy — 8BrMy,
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donde 8 = SK. Siguiendo el mismo procedimiento para las demads ecuaciones tenemos

dM; 1 dM;
dt Au -t
LU
= X_U<BBSMU + 3BrMy — ar MT — /M)
U
= BBsMy + BBrMy — apMT — pu; My,
donde ar = O_éTTmax'
dBg 1 dBg
dt K dt ) o
1 . (Bs+Bp)B i}
= K [(1 —q)vBs — yjuMyBgs — aBg — (Bs e ®)Bs uBSBS]

= (1 —-q)vBs —ywMyBs — aBs — v(Bs + Br)Bs — uupsBs,

dBrp ~ 1dBg
dt K dt o
1 _ _ I v1(Bg + Br)B _
= % [QVBS +v1Br — JuMyBgr — 1(8s + Br)Br _ NBRBR]
= quBgs +1v1Br — yyMyBg — vi(Bs + Br)Br — itBrBr,
A
donde YUu = ’7U—U
Hu
dr 1 dT
dt Tpae dt
1 T \- - _
= 1-— kM — upT
Tmaw [( Tmaw) i Hr :|
= (1 - T) ]{?]M] - ILLTT,
kiAy . . .
donde k; = T . En consecuencia, el modelo (4.1) en las variables definidas en
maz U
(4.2) se reescribe como
dM,
dtU = py — puyMy — BBsMy — BrMy
aM
71 = [BBsMy + B8BpMy — arM;T — purM;
dBg
7l (1 —q)vBs —ywMyBs — aBs — v(Bs + Br)Bs — j1psBs
dBpgr
o quBs + v1Br — ywMyBgr — vi(Bs + Br)Br — 1tBrBr
dT’

= (U=T) kM —prT. (4.3)
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Nuestro conjunto de interés biolégico esta dado por

Q3 = {(MU7M17BSJBR7T) S Ri :0 S MU"_M[ S 1,0 S BS+BR S 170 S T S 1}

(4.4)
El siguiente lema asegura que el sistema (4.3) esta bien planteado, en el sentido que
las soluciones con condiciones iniciales en (4.4) permanecen alli para todo ¢ > 0.

Lema 6. El conjunto Qg definido en (4.4) es un conjunto positivamente invariante
para las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (4.3).

La demostracién del Lema 6 es analoga a la de los capitulos anteriores y la omitimos.

4.2. Soluciones de equilibrio

Para determinar las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales
(4.3) debemos resolver el siguiente sistema

pu — puMy — BBsMy — BBrRMy =
BBsMy + BBrMy — ar MiT — puiM; =

(1 —q)vBs —YywMyBs — aBs — v(Bs + Br)Bs — jipsBs
quBs + 11 Br — yyMyBg — v1(Bs + Br)Br — iprBr =
(1= T)kiMy — T =

o o o o o

(4.5)

Observemos que si determinamos los estados de equilibrio en ausencia de bacterias
sensibles (Bs = 0) y en presencia de ellas (Bs # 0), habremos considerado todos
los posibles casos. Por consiguiente, dividiremos el analisis de existencia en los casos
BS =0 y BS 7é 0.

CASO I: (Bs =0)

Para Bg = 0 el sistema de ecuaciones algebraicas (4.5) se reduce al siguiente sistema
de ecuaciones algebraicas

pu — puMy — BBrRMy =

BBrMy — arMT — ufM; =

v1Br(1 — Br) —ywMyBg — uprBr =
(1= T) kM — prT =

o o o o

(4.6)

Observe que los sistemas algebraicos (3.8) y (4.6) son los mismos salvo por el nombre
de las variables y los pardmetros. En consecuencia, la solucién del sistema (4.6) es
muy similar a la del sistema (3.8) salvo por variables y pardmetros. Por consiguiente,
de manera similar al caso modelo del capitulo anterior se obtienen los siguientes
resultados.
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Manipulando la primera, segunda y cuarta ecuacién del sistema algebraico (4.6) se
obtiene que

Hy BBrfi (BR)
My =—"Y = £(Bg), M; = 2RI 7R) 4.7
Y~ + BBg f1(Br), Mr arT + pr (4.7
y T es solucion de la ecuacion cuadratica
T? + b(Br)T — c¢(Bg) = 0, (4.8)
donde
kiBBrfi1(B
¢(Br) —= 13Brf1(Br)
Hrar
b(Br) = c(Br)+ L. (4.9)
ar
La tnica solucién mayor o igual a cero de la ecuacién (4.8) es
—b(B b(Bgr)|?> + 4¢(B
A partir de la tercera ecuacién del sistema (4.6) se tiene que Bg =0 o
Vl(l—BR) —’}/UMU—[I,BRZO. (411)
Cuando Bgr = 0 obtenemos que My =1, M; =0y T =0, lo cual implica que
Py = (1,0,0,0,0), (4.12)

es el equilibrio libre de infeccién. Finalmente, sustituyendo M, definido en (4.7) en

la ecuacién (4.11) y manipulando la expresién, encontramos que Bg # 0 es solucién
de

. +
G(Br) = {Bé + (o~ 0.) B+ w(l — Ry)| =0, (4.13)
g v18r
donde 5 " .
Ry = ! , 0= 1U,c = — ,Uc:—R. 4.14
? YU + IBR Y B & Lo len Tu ( )

Si o = o, existe una tnica solucién positiva de la ecuacién (4.13) cuando Ry > 1 dada
por

Bf — B — \/NU('VU + /fg)(Rz — 1).

Para o # o. las soluciones estan dadas por

B = 32 (~to-0) sl o (1= /o)

21/1

B, — -Ju <a—ac+\/(0—ac)2(1—ao/0)>, (4.15)

21/1
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donde

oo = 4(’7U + MBR)(l - RQ) (416)

v (1 — O'C/O')2

Argumentando de manera similar al caso anterior se obtienen los siguientes resultados
de existencia de las soluciones de equilibrio

Proposicién 9. El sistema (4.3) siempre tiene el equilibrio libre de infeccion Py =
(1,0,0,0,0). Supongamos que cr definido en (4.14) es positivo.
Para o < o, se tienen las siguientes opciones:

1. Si Ry <1y oy <o, existen dos equilibrios endémicos Py y P;.
2. Si Ry <1 yoyg= 0o existe un unico equilibrio endémico P.
3. Si Ry > 1, existe un tnico equilibrio endémico P;.
Para o > o, se tienen las siguientes opciones:
1. Si Ry <1, no existen equilibrios endémicos.
2. Si Ry > 1, existe un tnico equilibrio endémico P,
donde los puntos de equilibrio P, y Py son de la forma (My, M;,0, Br, T).

Al igual que en el capitulo anterior, haremos una interpretaciéon biolégica de las
condiciones que determinan la existencia de las soluciones de equilibrio.

Interpretacion de los parametros de bifurcacion
En este caso las condiciones se interpretaran en términos de las siguientes cantidades

= El nimero reproductivo basico de las bacterias resistentes

Rpn = —-, (4.17)
UBR

representa el ntimero de bacterias producidas por una bacteria resistente.
» El nimero reproductivo bésico de la infeccién, Rg, definido en (3.27).

= El niimero de bacterias resistentes eliminadas por los macréfagos no infectados

en el promedio de vida de una bacteria resistente, R, definido por

— Ay

~ YU

R, =10 - “w (4.18)
UBR HBR
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= El nimero de bacterias producidas por la fraccion de bacterias resistentes que
sobreviven al ataque de los macréfagos no infectados el cual se define como

%1 HBR
Ry = = Rgn. 4.19
? Yu +MUBR YU+ UBR bBr ( )

Argumentando como en el capitulo anterior, se establece que existe una bifurcaciéon
hacia adelante cuando Rz < pr donde

_ pu  Rpr

= — 4.20
pr Rpr—1 (4.20)

PR

En esta bifurcacion no existen equilibrios infectados ~cuando Rpr <1+ RWU y existe
un unico equilibrio infectado P, cuando Rgr > 1+ R,,. En resumen

s La infeccién es eliminada cuando el nuimero de bacterias producidas por la
fraccién de bacterias resistentes que sobreviven al ataque de los macréfagos no
infectados es menor o igual a uno (Ry < 1), lo cual implica que el nimero de
bacterias producidas por una bacteria resistente, Rgg, esta dentro del rango
(1, 1+ Rw] y el nimero de macréfagos infectados por un macroéfago infectado
Rg es menor que pg.

» La infeccion persiste cuando el nimero de bacterias producidas por la fraccion
de bacterias resistentes que sobreviven al ataque de los macréfagos no infectados
es mayor que uno (Ry > 1), el nimero de bacterias producidas por una bacteria,
Rpgr, esta dentro del rango (1 + }N‘ZVU, o0) y el nimero de macréfagos infectados
por un macréfago infectado Rg es menor que pg.

Cuando Rg > ppg se tiene una bifurcacién hacia atras que satisface:

s La infeccién es eliminada cuando el nimero de bacterias producidas por la
fraccién de bacterias resistentes que sobrevive al ataque de los macréfagos no
infectados, Rs, no alcanza el valor umbral minimo, R, definido como el valor
que toma Ry cuando oy = o, o equivalentemente, el nimero de bacterias pro-
ducidas por una bacteria, Rpg, estd en el rango (1, (1 + R, )R3) v el nimero
de macréfagos infectados por un macréfago infectado, 3 es mayor que pg.

» El equilibrio libre de infeccién, Py, se bifurca de forma discontinua en un equi-
librio endémico, P}, cuando el nimero de bacterias producidas por la fracciéon
de bacterias resistentes que sobreviven al ataque de los macréfagos no infecta-
dos es igual al valor umbral minimo (Ry = R}), lo cual implica que el nimero
de bacterias producidas por una bacteria es Rpr = (1 + E’VU)R; El nimero de
macréfagos infectados por un macroéfago infectado, Rg, es mayor que pg.
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(a) Bifurcacién hacia adelante (o > o.) (b) Bifurcacién hacia atrds (o < o.)

P P

RQ R2

Figura 4.1: El diagrama de bifurcacién estd dado por (@) una bifurcacién hacia ade-
lante que ocurre cuando o > 0., (b) una bifurcacién hacia atrds que ocurre cuando
o < 0.. R} es el valor que toma Ry cuando o = oy.

» El punto de equilibrio endémico P} se bifurca en dos equilibrios endémicos P,
y P,), cuando el ntimero de bacterias producidas por la fraccién de bacterias
resistentes que sobreviven al ataque de los macrofagos no infectados, R, esta en
el rango (R, 1), o equivalentemente, el nimero de bacterias producidas por una
bacteria, Rpg, estd en el rango ((1+ R, )R5, 1+ R,,,) v el ntimero de macréfagos
infectados por un macréfago infectado, R, es mayor que pg.

= El punto de equilibrio endémico P, pierde sentido bioldgico, dejando a P; co-
mo el inico equilibrio endémico, cuando el niimero de bacterias producidas por
la fraccién de bacterias resistentes que sobreviven al ataque de los macréfagos
no infectados, Rs, es mayor que uno, lo cual implica que el niimero de bacte-
rias producidas por una bacteria, Rgr, es mayor que 1 + RVU y el nimero de
macréfagos infectados por un macréfago infectado, R, es mayor que pg.
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CASO II: (Bs #0)
A partir de la primera ecuaciéon de (4.5) obtenemos
pu — puMy — BBsMy — BBpMy = 0
(kv + BBs + BBr)My =
Hu

My = = q1(Bs, B 4.21
U /LU"‘ﬂ(BS"‘BR) gl( Sy R)?( )

es claro que My < 1. Por otro lado, de la segunda ecuacién del sistema algebraico
(4.5) tenemos

(BBs + BBr)My — arM;T — My = 0
(arT + pr)M; = ((Bs + Br)My
B(Bs + Br)g1(Bs, Br)

M; = . 4.22
! arT + pr (4.22)

Reemplazando M; definida en (4.22) en la quinta ecuacién de (4.5) tenemos que

(1 — T) k[ﬂ(Bs —+ BR)gl(BS, BR)

— T
OéTT + Hmr Hr
(1 =T)k;8(Bs+ Br)g1(Bs,Br) = prT(arT + ur)
T? +r(Bs, Bg)T — s(Bs, Bg) = 0, (4.23)
donde
k;6.Bs + Br)gi(Bs. B
s(B, Br) — 18(Bs + Br)g1(Bs, Br)
uror
r(Bs, Br) = s(Bs,Bg)+ g—f (4.24)
T

Las soluciones de la ecuacién cuadrética (4.23) estdn dadas por

—T’(Bs, BR) + \/[T’(Bs, BR)]2 + 48(35, BR>

T+(Bs, Br) = 5
T~ (Bs,Br) = —T(BS’BRHHT(BSQ’BR)PHS(BS’BR). (4.25)

Dado que r(Bg, Br) v s(Bs, Bg) definidas en (4.24) son ambas positivas, entonces
T*(Bg, Bg) definida en la primera ecuacién de (4.25) es la tnica solucién positiva de
la ecuacién cuadratica (4.23). Ademds como el polinomio de orden dos definido en
(4.23) cambia de signo en el intervalo [0, 1], entonces 0 < T (Bg, Bg) < 1y por lo
tanto Tt satisface las condiciones de €3 definidas en (4.4). De manera andloga a los
casos anteriores, la desigualdad py = g1(Bs, Br)[pv + B8(Bs + Br)] < pr implica

gl(BS7BR) < 1
arT +p;r ~ pu + B(Bs + Br)
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Multiplicando la desigualdad anterior por §(Bs + Bg) se tiene

M, — 91(Bs, Br)B(Bs + Br) _ _ B(Bs+Br) _ . _ pu
arT + pg = pu + B(Bs + Br) pu + B(Bs + Bg)

= 1—My.

(4.26)
A partir de la desigualdad (4.26) se verifica que My + M; < 1 lo cual implica que
My y My satisfacen las condiciones de (3.
De la tercera ecuacién de (4.5) tenemos que

[(1—q)v —yuMy —a—v(Bs+ Br) — ups|Bs = 0, (4.27)
como Bg # 0, entonces la ecuacién (4.27) se reduce a
(1=q)v—ywMy — (a+ pps) —v(Bs + Br) = 0,
o equivalentemente
(1—-q)v—(a+pss) = YwMy+v(Bs+ Bg), (4.28)

A partir de la ecuacién (4.28) podemos observar que una condicién necesaria para
la existencia de un estado de equilibrio no trivial es que el crecimiento neto de las
bacterias sensibles sea positiva, es decir

Ccg = (1 — q)y — (a + MBS) > 0. (4.29)
De la ecuacion (4.28) tenemos

ywMy = (1-q)v— (a+pups)—v(Bs+ Bg)
= Cg — I/(BS + BR). (430)

Por otro lado, de la cuarta ecuacién de (4.5) tenemos

B
QVB—S + 1 — ’YUMU — Vl(BS + BR) — UBR = ()7
R
lo que implica
B
WMy = qv + cr — 1(Bs + Bp). (4.31)
R

Igualando las ecuaciones (4.30) y (4.31) tenemos la siguiente ecuacién en las variables
Bg vy Bpg:

B
CS—V(BS+BR) :qVB—S+CR—V1(BS+BR). (432)
R

Finalmente, despejando Bg de la ecuacién (4.32) obtenemos Bg en funcién de Br

[cs —cr — (1 — f)vBg|Br

s = T = )Bal

(4.33)
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En consecuencia para que Bg sea positivo se debe cumplir la siguiente desigualdad
cs —cr— (1= fluBg >0,

esto es, B satisface la desigualdad

Cs — CR

(1= flv

De la desigualdad (4.34), se establece que una condicién suficiente y necesaria para

que Br > 0 es que el crecimiento neto de las bacterias sensibles sea mayor que el
crecimiento neto de las bacterias resistentes, es decir

Bg < (4.34)

csp = ¢g — cp > 0. (4.35)

Ahora, vamos a determinar las condiciones bajo las cuales Bg y Bp satisfacen las
condiciones dadas en el conjunto €25, es decir

Bs < 1— Bp, (4.36)
con Br < 1. Reemplazando Bg definida en (4.33) en la desigualdad (4.36), se tiene
[CS — CR — (1 — f)VBR]BR

<1-B
vig+ (1 —f)Br] T~ :
de donde
lqv + csr — (L = f)v|Br < qu. (4.37)
En consecuencia, una condicién suficiente para que Br < 1 es
cg=csp— (1= flv>0. (4.38)

Ahora vamos a determinar las condiciones para la existencia de Bgr en (),. Reem-
plazando My definido en (4.21) en la ecuacién (4.30) obtenemos
YoMy +v(Bs + Br) —cs =

0
YU KU
+v(Bg+Bp)—ce = 0
p + B3(Bs + Bg) (Bs ”) = ¢
0.

Yopw + v(Bs + Br)[uv + B(Bs + Br)| — cslpv + B(Bs + Br)] =

Definimos la siguiente variable

(4.39)

h = Bg + Bg (4.40)

A partir de la desigualdad (4.36) se verifica que 0 < h < 1. Sustituyendo Bg definido
en (4.33) en la ecuacién (4.40) obtenemos h como una funcién de Bpg:

[csr — (1 — f)vBgr|Br

MO = - e
CSR — (1 — f)VBR
(u[q+<1—f>BR] “) b

~ (csp+qv)Br
 qu+(1— fluBg (441)
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La derivada de h esta dada por

I _ CSR T+ qV . (1—f)I/BR
qu+ (1 — f)vBg qu+(1— f)vBr|

Dado que A’ > 0, entonces la funcién continua h definida en (4.41) es estrictamente
creciente en (0, 1), y por lo tanto es una funcién biyectiva en su dominio. Reemplazan-
do h en la ecuacién (4.39) se tiene

Yoo + vhlpg 4 Bh] — cslpo + Bh]
I/ﬁh2 + (/LUV - Csﬁ)h + (’}/U — Cs),uU = 0.
vBh* + (pyv — csB)h + (Y + o+ pps)uw(l — R3) = 0.

De la ecuacién anterior obtenemos que h debe satisfacer la siguiente ecuacion

H(h) = pv {hg + %U (6 — 6,) b+ Hlv tg 1) _ gyl o (4.42)
donde a )
—q)V nuv Cs
Ry=———+— =" 0. = —. 4.43
’ Yu +a+ lBs Byu Y YU ( )

Si § = 4. existe una unica solucién positiva cuando Rz > 1 dada por

vp

De manera similar al capitulo anterior se obtiene para § # J. las soluciones estdn
dadas por

W - \/MU(VU +a+ pps)(Rz — 1)

wo= E(-e-aeyo-ara-am)

o= -2 (5 — b+ (0— 6. (1 - 50/5)) , (4.44)

donde
4(yo + as + pps)(1 — Rs)

v (1= 6./6)*
De las ecuaciones (4.44) se observa que una condicién necesaria para que ht y h~
sean reales es que g < §. Ademas, para d < J. se tienen las siguientes opciones:

8o = (4.45)

1. Si R3 < 1y dg < 0, existen dos raices positivas h™ y h™.
2. Si R3 <1y 0y = 0. existe una unica raiz positiva h™.

3. Si Ry > 1, existe una tnica raiz positiva ht.
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Para 6 > 4, se tienen las siguientes opciones:
1. Si R3 <1, no existen raices positivas.
2. Si Rs > 1, existe una tnica raiz positiva h*.

A partir de la expresién para la funcién h definida en (4.41) se determina que su
funcién inversa esta dada por

quh
qu+csr — (1 — f)vh’

Br(h) =

Dado que 0 < h < 1, entonces csg — (1 — f)vh > csp — (1 — f)v = ¢y > 0 por
hipétesis, lo cual implica que Bgr(h) > 0, ademas

quh qu

B = e — = Pk = T esn— (L= v

1.

Por lo tanto 0 < Bg(h) < 1. De la definicién de biyectividad concluimos que para

cada h € [0, 1] existe un By € [0,1] tal que Br(h) = Bg, en particular para h™ y h~
dados en (4.44) existen B}, y By respectivamente, dados por

+ quh*
BR =
csp+qv — (1 — f)vh*
-
By = cid

csp+quv— (1= flvh=

Las cuales a su vez determinan de manera tnica B¢ y Bg. El resultado anterior se
resume en la siguiente proposicién

Proposicién 10. Supongamos que las razones cs, csg Y ¢y Son positivas.
Para § < i, se tienen las siguientes opciones:

1. Si Ry <1 ydg <9, existen dos equilibrios endémico Q1 y QQ>.
2. 8t R3 <1 ydg= 09 existe un unico equilibrio endémico Q).
3. 51 Rz > 1, exmiste un unico equilibrio endémico Q1.

Para § > 0. se tienen las siguientes opciones:
1. 51 R3 <1, no existen equilibrios endémicamente infectados.
2. 5% Rz > 1, existe un unico equilibrio endémico Q).

donde Q1 y Q2 son soluciones de equilibrio de la forma (My, My, Bs, Br,T).
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Es importante resaltar que las condiciones csg > 0 y ¢ > 0 implican que cg >
CrR Y Ccs — cr > UV — vy, respectivamente. Por consiguiente, para la existencia de
los equilibrios endémicos (1 v ()2 es necesario que la tasa de crecimiento neto de
las bacterias sensibles sea mayor que la tasa de crecimiento neto de las bacterias
resistentes, también es necesario que la diferencia de estas tasas sea mayor que la
diferencia entre las razones de reproduccion de las bacterias sensibles y bacterias
resistentes.

A continuacion haremos como en los casos anteriores, un resumen de la interpretacién
bioldgica de las condiciones que determinan la existencia de las soluciones de equilib-
rio.

Interpretacion de los parametros de bifurcacion
En este caso las condiciones se interpretaran en términos de las siguientes cantidades

= Kl nimero reproductivo basico de las bacterias sensibles

1 —
Ry = L—9V. (4.46)
KBS

representa el nimero de bacterias producidas por una bacteria sensible.
» El nimero reproductivo bésico de la infeccién, Rg, definido en (3.27).

= El niimero de bacterias sensibles eliminadas por los macréfagos no infectados,
R, ., definido por

YU A
_ Yot
R,=10 - "mw (4.47)
KBS KBS
= El numero de bacterias producidas por la fraccién de bacterias sensibles que
sobreviven tanto al ataque de los macréfagos no infectados asi como a la accién
del antibidtico, R3, definido por

KBS
Ry = —R 4.48
P wtatpss (4.48)

= El indice de crecimiento relativo de las bacterias, I.,., definido por

c
I, =%, (4.49)
Cs
el cual determina la magnitud entre las razones de crecimiento neto de las
bacterias sensibles y resistentes.

» La razon de cambio de las tasas crecimiento neto con respecto a la tasas de
natalidad, v, definida por

p= SR _ TR (4.50)

vV —1 vV —1
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A partir de los resultados de la Proposicién 10 se observa que la razén de crecimiento
neto de las bacterias resistentes, cr, no hace parte de las condiciones necesarias para
la existencia de los equilibrios endémicos @)1 v ()2. Es decir, este parametro puede
ser negativo y aun asi existen soluciones de equilibrio endémicos. Por otro lado, el
crecimiento neto de las bacterias sensibles cg y los pardmetros csgp y ¢ deben ser
positivos. El hecho de que csg = cg — cg sea positivo implica que la razén neta
de crecimiento de las bacterias sensibles debe ser mayor que la de las bacterias re-
sistentes. Factorizando cg se tiene que c¢sg = c¢s(1 — I.,.) lo cual implica que el indice
de crecimiento relativo de las bacterias, I.., es menor que uno. Dado que

Cf = CSR—(I/—I/l)
= (v=—wm)(v-1),

entonces v > 1. Nuevamente, procediendo de manera similar a las ocasiones anteriores
se tienen los siguientes resultados:

1. Existe una bifurcacion hacia adelante cuando 6 > 4y, lo cual se cumple si y s6lo
si R < pg con
W Rps
pr(l—q) Rps — 10
Si el nimero de bacterias producidas por una bacteria sensible es menor o
igual al nimero de bacterias eliminadas por los macréfagos infectados mas uno
(Rps <1+ R,,), entonces la tinica solucién de equilibrio es Py = (1,0,0,0,0).
Cuando Rps > 1+ R, ademds de P, también existe un equilibrio endémico
Q1 = (M}, My, B, By, T™).

ps (4.51)

2. Existe una bifurcacién hacia atras cuando ¢ < dy, lo cual implica que Rz > pg.
Siempre existe el equilibrio libre de infeccién Py. Las condiciones necesarias para
la existencia de equilibrios endémicos donde coexisten todas las poblaciones son:
la tasa de crecimiento neto de las bacterias sensibles es positiva (cg > 0), el
indice de crecimiento relativo de las bacterias es menor que uno (I, < 1) y la
razén de cambio de las tasas de crecimiento neto con respecto a las tasas de
natalidad es mayor que uno (v > 1). Reemplazando § = J, en la ecuacién (4.45)
y despejando Rj se llega a que R3 = Rj donde

* 7U(50 - 50)2 -
R: = [1 PG < (4.52)

En esta bifurcacién se presentan los siguientes escenarios:

a) Si Rps € (0,(1 + R,,)R}), no existen equilibrios endémicos.

b) Si Rps = (1 + R,,)R;, existe un equilibrio endémico Q.

¢) Si Rps € ((1+ R, )R, 1+ R,,), existen dos equilibrios endémico Q; y
Q2.

d) Si Rps € [1+ R,,,00), existe un equilibrio endémico Q.
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4.3. Analisis de estabilidad de soluciones de equili-
brio

En esta seccién analizaremos la estabilidad local de las soluciones de equilibrio. Para
tal fin, observemos que el jacobiano del sistema (4.3) estd dado por

—(uv + BBs + BBr) 0 —BMy My 0
pfBs + 6Br —(arT +pr)  BMy BMy —arM;
J = —yuBg 0 a —vByg 0
—YuBr 0 qu — 1 Bg b 0
0 (1—T)k’[ 0 0 —(/CIM]—F,UT)

(4.53)
donde
a = (1-qv—ywMy—a—2vBs—vBg— ups
= c¢s— (ywMy + 2vBs + vBg)
b = vi—ywMy —wviBs—2v1Br — uBr
= ¢g— (ywMy + 11 Bgs + 211 Bg).

4.3.1. Estabilidad del equilibrio libre de infeccion

Aqui analizaremos la estabilidad local de . Observemos que el Jacobiano definido
en (4.53) evaluado en By estd dado por

—py 0 —f —p 0
B 0 —HI g 5} 0
J (Py) = 0 0 (I—-qv—{(w+a+uss) 0 0 :
0 0 qu vi —(w+usr) 0
0 k[ 0 0 —UuT
(1.54)

y su polinomio caracteristico es

p3(A) = A+pu) A+pr) A+pn) A= (1—q)v+yw+a+ups|(A—vi+vyu+usr). (4.55)
Los valores propios del polinomio p3 definido en (4.55) estan dados por
Al = —pu, A2 = —pr, Az = —Hp
A = (I=qv—(w+a+pss) = (w+a+tpss)(ls—1)
As = n—(w+usr) = (w+ psr)(Re = 1).

Por tanto Py es localmente asintéticamente estable si y sélo si Ry < 1y Ry < 1. La
siguiente proposicion resume el resultado anterior

Proposicién 11. El equilibrio libre de infeccion Py es localmente asintdticamente
estable si y solo st Ry <1 y Ry < 1.
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4.3.2. Estabilidad de los estados de equilibrio cuya compo-
nente Bg es cero

En esta subseccion analizarem_os la estabilidad local de loa equilibrios P, v P,. El
Jacobiano (4.53) evaluado en P; para i = 1,2 estd dado

—(uw + BBrg) 0 —BMy =My 0
B BBr —(arT +pr)  BMy BMy —arM;
J(P) = 0 0 a* 0 0 :
_7UBR 0 qUu — v Bgr b 0
0 (1 —T)k‘j 0 0 —(k[M[—FMT)
(4.56)
donde
a* = (1-qv—(wMy+a+vBg+ ups)
b* = v — ('YUMU + 2VIBR + ,uBR). (457)
De las ecuaciones de equilibrio (4.5) obtenemos las siguientes ecuaciones
Hu
Eal - B
My pu + BBr
BBrMy
= T
M, apd + iy
krM
IT L= kM + pr
vy — '.)/UMU = VlBR + UBR- (458)

Reemplazando la cuarta ecuacién de (4.58) en la segunda ecuacién de (4.57) obten-
emos que b* = —vy Bg. Ademds reemplazando las otras expresiones de (4.58) en J(P;)
definido (4.56)se obtiene

i 0 —BMy  —BMy 0
| osBe R gvy ey —ar
J(F) = 0 0 & 0 0 : (4.59)
—YwBr 0 qu —1r1Bgr —1Bg 0
0 (1=T)k; 0 o kM
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El polinomio caracteristico de (4.59) estd dado por

At ]’\‘4—[] 0 BMy BMy 0
U
BrM,
—BBr A+ % —BMy —BMy ar M
_ I
pa(A) = 0 0 A—a 0 0
/YUBR 0 —(QV—VIBR) /\—|—V1BR 0
kM
0 —(1—T)k; 0 0 A+ ITI
pIaE 0 BMy 0
My BBrM
RVIU
— ()\ . a*) _ﬁBR >\ + T[ _5MU aTMI
’)/UBR 0 A + VlBR 0
kM
0 —(1—T)k; 0 A+ ’Tf
= (A=a")g(N). (4.60)

Es claro que los valores propios de (4.59) estan dados por \; = a* y las raices de g(\)
definida en (4.60). Antes de analizar las raices de g, encontraremos las condiciones
para las cuales \; tiene parte real negativa. De la tercera ecuacién de (4.6) tenemos
que

YoMy + ppr

Br=1- 4.61
" ” (4.61)
Reemplazando (4.61) en la primera ecuacion de (4.57), tenemos
My +
a = (1—qv—yuMy— (a+MBS)_V<1—M—m)
1
= —qu— (’YU - E) My — (a+ pps) + £BR
f f
1

= —=[flev+a+pss) — psr — (1l — f)My]. (4.62)

f
A partir de la ecuacién (4.62) se concluye que a* < 0 si y sélo si
flav +a+ pps) — per > w(l — f)My.

Dado que My > 0, entonces una condiciéon necesaria para la estabilidad de los equi-
librio infectados

flqv +a+ pps) — ppr = —fcs +crp=cs (= f + 1) >0,

lo cual implica que f < I... Es decir que el ajuste de crecimiento relativo, f, debe
ser menor que el indice de crecimiento relativo ... Observemos que los polinomios
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p1y g definidos en (3.50) y (4.60), respectivamente, tienen la misma estructura. Por
consiguiente, utilizaremos el método desarrollado en la demostracion de la Proposicion
8 para la estabilidad local de P, y P». El polinomio g se reescribe como

gA) = X+ LA + 1A% + 13X + Ly,

donde
i, = A+N+C+D
l, = NA+C+ D)+ DA+ C)+ E+ X(My)
Is = (N+D)X(My)+ (BD+E)(A+C)
Ly (E + ND)X (My),
y
i pu o BBrMy ~ ~ kM
A = MU, = M[ ,C—l/lBR,D—
E::mmMm—Tyme:%SB@—M@. (4.63)
U

Recordemos que el criterio de Routh-Hurwitz establece que las raices del polinomio
g definido en (4.60) tienen parte real negativa si y sélo si l; > 0 para i =1,...,4y
(l1ly — I3)l3 > lfl4. Después de algunas simplificaciones se obtiene

Ay = (Lily— 1)l — 121,

ND). (4.64)

Observemos que si el valor de ¢ en la ecuacién (4.14) es mayor que uno, entonces
X (My) definido en (4.63) es positivo, ademds como A >0, N >0, C >0y E > 0,
concluimos que [; > 0y As > 0 para i = 2,3,4 cuando o > 1. Dado que solo
existe una tnica solucién de equilibrio endémico cuando o > 1, esta es localmente
asintéticamente estable en (23. Siguiendo un procedimiento similar al de la Proposicion

8 se obtiene el siguiente resultado
Proposicion 12. Supongamos que f < I.. y cg > 0.

1. Si 0 < 0., entonces el equilibrio endémico P, es localmente asintdticamente
cuando Ry > 1.

2. 8i 0 > 0., entonces el equilibrio endémico P, es localmente asintdticamente
cuando Ry > 1.
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Resta por analizar la estabilidad de los equilibrios endémicos P, y P, cuando o < 1.
De manera anéloga a los casos anteriores, probaremos la estabilidad de P, e inesta-
bilidad de P, encontrando valores donde X (M) definida en (4.63) es positiva (resp.
negativa). Despejando By de la primera ecuacién del sistema (4.6) se tiene

_b (1
Br = 5 <MU 1). (4.65)

Dado que X (M) = 0 donde My = /o, entonces reemplazando este valor de My en
(4.65) se concluye que

_ 1

Bp=HU <_ _ 1) : (4.66)

es el tinico valor de By que satisface X (My) = 0. Después de algunos cdlculos se tiene

que
_ 2 to,
G(Bp) = ,U\;];U(\/E_O'QO')’

donde G es la funcién dada en (4.13).

Es claro que si ¢ < 1, G(Br) < —2upyvo./+/o < 0. Finalmente se verifica ficilmente
la existencia de M, y M dnicos y positivos tales que My < My < My, X(M;) >0
y X (M) < 0y porlo tanto P, es localmente asintticamente estable y P, es inestable.
La siguiente proposicion resume el resultado anterior.

Proposicién 13. Supongamos que f < I.. y cg > 0. Para 0 < 0. tenemos que

1. Si Ry <1y oy <o, entonces Py es localmente asintéticamente estable y Py es
inestable.

2. Si Ry <1 yoy=o0, entonces P, es localmente asintdticamente estable.

4.3.3. Estabilidad de las soluciones de equilibrio donde coexis-
ten todas las poblaciones
Aqui analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio @1 y (). En este caso el

Jacobiano evaluado en @; para i = 1,2 esta dado por (4.53), ademés de las ecuaciones
de equilibrio (4.5) obtenemos las ecuaciones

Hu
LaCap— Bs+ B
Mo po + B(Bs + Bg)
B(Bs + Br) My
= T
\, arl + pr
kM
ITI = kiM;+ pr

cs = ~ywMy+v(Bs+ Bg)

B
Cr = 'YUMU+V1(BS+BR)_QVB_S- (467)
R
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Reemplazando las ecuaciones (4.67) en (4.53) obtenemos que
— 0 —BMy  —BMy 0
U
Bgs + Br)M,
B(Bs + Br) _OBs + Bp) My BMy My —arM;
J(Qi) = o i=1,2
v —yuBg 0 a —I/_BS 0 T
—YuBr 0 qu—vBgp b 0
kM
0 (1—T)k; 0 o -
) (4.68)
donde a y b se reducen a
a = —I/BS
- B
b = — <qu—s + VlBR> . (4.69)
Br
El polinomio caracteristico de (4.68) estd dado por
Y
A+ U 0 BMy BMy 0
U
Bs + Br)M
—B(Bs + Br) A+ B(Bs % )My —BMy —BMy  arM;
_ I
ps(A) = v Bs 0 A—a v By 0
’YUBR 0 —<QV — VlBR) A—b 0
ki M
0 —(1—T)k; 0 0 A=
(4.70)

Aplicando el método de los cofactores el la quinta fila del determinante (4.70) se

obtiene

At ]’\2—(] 0 BMy BM,
U
Bg + Br)M,

ps = ()\ - ’”7"{41) ~8(Bs + Br) A+ TS i, Y
”)/UBS 0 A—a VBS
YuBr 0 —(qv—11Br) A—0

pEIACE BMy BMy 0

My
+(1—=T)k;| —B(Bs+ Br) —BMy —BMy  arM;
vuBg A—a vBg 0
YuBr —(qv —11Bgr) A—b 0
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Nuevamente aplicando el método de cofactores en los determinantes de cuarto orden
se obtiene

Hu

A4 — M, M,
_ (y, BMY (|, BBs+ Br)My My oMu My
bs = T MI ”)/UBS A—a I/BS
ywBr —(qv—11Bgr) A—b

A+Z’\‘4—U BMy BMy

U
+( =T)krarM; |~ B A—a vBg

ywBr —(qu—11Bg) A—b

Factorizando el determinante de orden tres se obtiene
p5(A) = n(A)m(N), (4.71)
donde

n(A) = (A + k’%) ()\ L BBs LBR)MU) + (1= T) kyarM;
I

kiM;  B(Bs+ Br)My
= )\
+< 7 M;

) A + (1 — T) k'[OéTM[, (472)

A4 KU BMy BMy

m()\) - ’YUBS A—a VBS
'YUBR —(QV—VlBR) A—b

= (/\ + 'u—U> [(A = a)(A =) + vBs(qv — v1 BR)]

—BMy vy Bs(A —b) — vBsyu Br|
—BMylvuBs(qu — 11 Br) + yuBr(A — a)]
- )\3 + bl)\2 -+ bQ)\ -+ bg, (473)

con

B
by = VBs—{—QI/B—Z—FI/lBR—F]/\}—UU

B pu Yo B
b2 = qI/B—R <I/Bs + I/BR + M_U) + FU [Bs<(5 — Mé) + BR<O' — Mé)}
Bs Bs B 9
by = — — 4+ 1) (6 — Mj).
s = g (BR + ) ( v)
Dado que los coeficientes de n definido en (4.72) son positivos, entonces sus ceros
tienen parte real negativa. Por lo tanto, la estabilidad local de Q)1 y Q)2 dependera del

signo de las raices de m(\).
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Nuevamente utilizaremos las ideas de la Proposicién 8 para probar la estabilidad local
de @ y Q2. En este caso, el criterio de Routh-Hurwitz establece que las raices del
polinomio m definido en (4.73) tienen parte real negativa si y sélo si b; > 0 para
1=1,2,3y Ay =biby — b3 > 0. Después de algunas simplificaciones obtenemos

B
Ay = [vBg+ 11 Bg] qu—i (VBS +vBgr + ;}—Z)
Y B 2 2
+ [I/BS + l/lBR} _M [35(5 — MU) + BR(O' — MU)}
U
pu Bs Ko i 2 2
— —= | vB — —— |Bg(d — M, B - M
+MU {QVBR (V st MU) " My [Bs( 0) + Brlo 2
Bs\> B
+ <C]VB—Z) (VBS + 11 Br + ;}—Z) + C]VB—Z;\LJ—ZMBR

A partir de las definiciones de o y 0 en (4.14) y (4.43) respectivamente, se obtiene que
0 = fo. Como 0 < f <1, entonces § < ¢ y por lo tanto, si 6 > 1 entonces Ay > 0,
by v bs son mayores que cero. En el caso, § > 1, se tiene el punto de equilibrio @1, y
el resultado de estabilidad esta dado por la siguiente proposicion.

Proposicién 14. Supongamos que las razones cs, csr y ¢y son positivas.

1. Si 0 < 9., entonces el equilibrio endémico Q1 es localmente asintoticamente
cuando Rz > 1.

2. 816 > 0., entonces el equilibrio endémico Q1 es localmente asintoticamente
cuando Rg > 1.

Ahora vamos a analizar el caso § < 1. Sea Z(My) = § — Mg entonces b3 se reescribe

como BB B
by = =25 =24 1) Z2(My).
3= g w0 (BR +1)Z(My)
Haciendo ]\/J\U = /0 es claro que Z (]\/ZU) = 0, lo cual implica que b3 = 0. De-
mostraremos la estabilidad de (); e inestabilidad de ()5 encontrando valores de My,
para los cuales b3 es positiva (resp. negativa). A partir de la expresién para My dada

(4.21) y la definicién de h = Bg + By se obtiene

Hu _ __Hu
,UJU+6(Bs+BR) ,uU—i-ﬁh

My = ¢:1(Bs, Br) = = g1(h).

Dado que la funcién g; es continua y estrictamente decreciente, entonces

h= %U (% - 1) . (4.74)
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es el tinico valor de h que satisface My = f; (h) = V6. La funcién H definida en (4.42)
evaluada en h satisface

Como en los casos anteriores, se verifica que si 0 < 1 entonces H (ﬁ) < 0. Dado que
la ecuacién cuadrdtica (4.42) satisface H (h ) =H (EJF) =0y H (ﬁ) < 0 entonces
h~ < h < h*. Esto implica que H(h ) < 0y H(h+) > 0. Nuevamente, como
f1 es continua y estrictamente decrec1ente ex1sten MU y MU p081t1vas tales que

5 = aqi(h?), Mjf = gi(h™) y M} < My < M;;. En consecuencia, bs(M) > 0y
b3(]\/4\ ) < 0y por lo tanto @Q; es localmente asintéticamente estable y Q, es inestable.
En el caso < 1 se tiene el siguiente resultado sobre la estabilidad de @)1 y Qs.

Proposicién 15. Supongamos que los pardmetros cg, csg y 5 son positivos. Para
0 < 0. tenemos que

1. Si R3 <1 ydy <6, entonces Q1 es localmente asintoticamente estable y Qo es
inestable.

2. Si R3 <1 ydy=24, entonces Q1 es localmente asintoticamente estable.

La Tabla 4.1 resume los resultados de existencia y estabilidad de las soluciones de
equilibrio del sistema (4.3).

Existencia Estabilidad
P, Ry <1, Ry <1
P | cp>0 Ry >1 cr>0, Ry >1
cr>0,Ry=1,0<o0, cp>0, Ro=1,f<I,,n<n.
cr>0, Ry <1, 09<0<o0, cr>0,Ro <1, f<lyn<n<n
pQ CR>O,R2<1,O'0<O'<O'C
Q1 | Rs > 1, cg, csr, ¢y positivos Rs > 1, cg, csr, ¢y positivos
Ry =1, 0 <., cs, csr, ¢f positivos Rs =1, 0 <., cs, csr, ¢y positivos
Ry <1, 00 <6 <0, cg, csr, cf positivos | Ry < 1, 09 < 9 < o, cg, csr, ¢y positivos
Q2 | B3 < 1,00 <0 <0 cs, Csr, ¢y positivos

Cuadro 4.1: Condiciones de existencia y estabilidad para las soluciones de equilibrio
del sistema (4.3).
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4.4. Resultados Numéricos

En esta seccion se presentan algunas simulaciones numéricas y graficas que ilustran
el crecimiento de la poblacién de macréfagos no infectados, macréfagos infectados,
bacterias sensibles, bacterias resistentes y células T dentro del granuloma.

En las simulaciones numeéricas se supone que el paciente no se ha tratado previamente
contra la TB. Ademés, dado que estamos interesados en la generacién de resistencia,
vamos a suponer que el paciente no tiene bacterias resistentes al inicio del tratamiento.
Las Figuras 4.2-4.4 ilustran los resultados del comportamiento dindmico de las pobla-
ciones mencionadas anteriormente bajo la administracion de sélo un medicamento. En
todas las figuras, puy=0.0033, 4;=0.011, ups = upr=0.12, ur=0.33, v=0.4, v1=0.32,
$=2.5%10719, k;=0.008, ¢ = 1077, T},,4,=50000 y A=1000, que son tomados de [7, 12].
En la Figura 4.2, Ry=0.81 y R3=0.58 lo cual implica la estabilidad de Py. Observemos
que al inicio de la infeccion la poblacién de bacterias resistentes crece muy rapida-
mente. Sin embargo, bajo un tratamiento que elimina el 30 % de las bacterias sensibles
(=0.3) y con una respuesta inmune fuerte (ar=0.25y vy=0.27) las bacterias sensi-
bles, resistentes y macroéfagos infectados son eliminados.

En la Figura 4.3 no se considera el suministro de antibiético y se mantiene la misma
respuesta inmune (a7r=0.25, 7y=0.27 y a = 0). En este caso el nimero reproductivo
bésico de las bacteria sensibles que sobreviven al ataque de los macrofagos no infec-
tados y al antibidtico es mayor que uno (R3 =1.02) lo cual dio lugar a la infeccién.
En este caso los resultados tedricos implican que las soluciones tienden a la solucién
de equilibrio (); en donde todas las poblaciones coexisten.

En la Figura 4.4, mantenemos fijos la respuesta inmune de las células T (ar=0.25) y
el tratamiento (a=0.3) pero hicimos decrecer la respuesta de los macréfagos no infec-
tados (yy=0.027). Como podemos observar, se controlé la progresién de la bacterias
sensibles, pero proliferé la poblacion de bacterias resistentes y macréfagos infecta-
dos. En este caso, se verifica que f < I.., cg > 0y Ry > 1. A partir de la teoria
se establece que las poblaciones tienden a la solucién de equilibrio P;. Por otro la-
do, cuando mantenemos fijos la respuesta inmune de los macréfagos (vp=0.27) y
el tratamiento (@=0.3) pero hacemos decrecer la respuesta inmune de las células T
(ar=0.025), las soluciones se comportan de manera muy similar a las graficas que
aparecen en la Figura 4.2 tendiendo a la solucién de equilibrio libre de infeccién B.



82

Capitulo 4

Bacterias

sensibles

Células T

Macréfagos

. ‘ x 10
3 2y
;
c 8} Q
lé 0 gE 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tiempo en dias Tiempo en dias
0.01 "
)
0.005 QZ’
0 L L
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tiempo en dias Tiempo en dias
0.01
0.005
0 L L L
0 50 100 150 200

Tiempo en dias

Figura 4.2: Simulaciones numéricas del sistema (4.3). Las gréaficas muestran el tran-
scurso temporal de macrofagos infectados y no infectados, células T, bacterias re-
sistentes y sensibles a un antibiético.
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Figura 4.3: Simulaciones numéricas del sistema (4.3). Las gréficas muestran el tran-
scurso temporal de macrofagos infectados y no infectados, células T, bacterias re-
sistentes y sensibles a un antibiético.
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Figura 4.4: Simulaciones numéricas del sistema (4.3). Las gréaficas muestran el tran-
scurso temporal de macrofagos infectados y no infectados, células T, bacterias re-
sistentes y sensibles a un antibiético.
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4.5. Conclusion

La TB fue una de las primeras enfermedades infecciosas que presento casos clinicos de
resistencia bacteriana a los antibiéticos. Inicialmente era tratada con un sélo medica-
mento generando hasta el 40% de bacilos de Mtb resistentes a este antibiético en
un periodo de un ano [5]. En los anos siguientes se desarrollaron tratamientos mul-
tidrogas que redujeron el porcentaje de resistencia bacteriana. Sin embargo surgieron
bacilos de Mtb multi-resistentes a los medicamentos que dispararon nuevamente los
casos de resistencia convirtiéndose en un importante problema de salud publica [5].
En este capitulo formulamos y analizamos un modelo matematico que describe la
dindamica de macréfagos infectados y no infectados, células T, bacterias sensibles y
resistentes a un antibiotico. El anélisis cualitativo del modelo se dividié en dos casos
Bs =0 y BS 7£ 0.

Para el caso Bs = 0 se tienen los siguientes resultados

» Siempre existe un equilibrio libre de infeccién Py = (1,0,0,0,0). Una condicién
necesaria para la existencia de equilibrios endémicos formados por bacterias
resistentes P, = (M}, M}, 0, B, T*) y Py = (My, M;,0, Bg,T) es que la tasa
de crecimiento neto sea positiva (cg > 0) o equivalentemente que el nimero
reproductivo basico de las bacterias resistentes sea mayor que uno (Rggr > 1).
Las soluciones de equilibrio presentan una bifurcacion hacia adelante cuando el
numero reproductivo basico de la infeccion, R, es menor que el umbral pg en la
cual el equilibrio P, se bifurca en el equilibrio P; cuando el nimero de bacterias
producidas por una bacteria resistente que sobrevive al ataque de los macréfagos
no infectados es uno (R, = 1) y una bifurcacién hacia atrds cuando Rg > pg.
En esta bifurcacién el equilibrio Py se bifurca en los puntos de equilibrio P, y
P, cuando (Ry = Ry < 1).

» El equilibrio P, es localmente asintéticamente estable cuando el nimero de
bacterias producidas por una bacteria resistente que sobrevive al ataque de
los macréfagos no infectados es menor que uno (Ry < 1) siempre y cuando el
numero de bacterias sensibles que sobreviven tanto al ataque de los macréfagos
no infectados como a la accién del antibidtico sea menor que uno (R3 < 1).
Por otro lado, si el ajuste de crecimiento relativo, f, es menor que el indice de
crecimiento relativo, I.., se tiene que

1. Si Rz < ps entonces P es localmente asintéticamente estable cuando
Ry > 1.

2. Si R3 > ps entonces P, es localmente asintGticamente estable cuando
Ry > 1.

3. Si Rg > ps, entonces P es localmente asintéticamente estable y Py es
inestable cuando Ry < 1y 09 < 0.
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4. Si Rg > pg, entonces P es localmente asintéticamente estable cuando
Ry<lyog=o.

En el caso Bg # 0, nuevamente el analisis cualitativo arroja una bifurcacion hacia
adelante cuando Rg < pg y una hacia atras cuando Rg > pg. De manera similar a los
casos anteriores se tiene

» Siempre existe un equilibrio libre de infeccién Py = (1,0,0,0,0). Las condi-
ciones necesarias para la existencia de @y = (M, M}, BE, B3, T*) y Q2 =
(My,M;,Bg, Br,T) son: i) la tasa de crecimiento neto de las bacterias sensi-
bles positiva (cg > 0), ii) la diferencia entre las tasas de crecimiento neto de
las bacterias positiva (csg > 0), esta condicién es equivalente a que el indice
de crecimiento relativo, I, definido en (4.49) debe ser menor que uno, iii) las
diferencias de las tasas de crecimiento neto menos las diferencias de las tasas
de natalidad positiva (¢ > 0), lo cual es equivalente a que la razén de cambio
de la tasa crecimiento neto con respecto a la tasa de natalidad de las bacterias
debe ser mayor que uno (v > 1).

Para Rg > pg se tiene:

1. Si R3 <1y dy <4, existen dos equilibrios endémico Q)7 y Q)s.
2. Si Ry <1y dy =9 existe un unico equilibrio endémico ).

3. Si R3 > 1, existe un unico equilibrio endémico Q.
Para Rg < pg se tiene:

1. Si R3 <1, no existen equilibrios endémicamente infectados.

2. Si R3 > 1, existe un unico equilibrio endémico Q).

» El equilibrio P, es localmente asintéticamente estable cuando el nimero de
bacterias producidas por una bacteria resistente que sobrevive al ataque de los
macr6fagos no infectados es menor que uno (Re < 1) y el nimero de bacte-
rias sensibles que sobreviven tanto al ataque de los macrofagos no infectados
asi como a la accién del antibidtico es menor que uno (R3 < 1). Por otro lado,

1. Si Rg < pg entonces (); es localmente asintéticamente estable cuando
Rs > 1.

2. 81 Rg > ps entonces )1 es localmente asintéticamente estable cuando
Rs > 1.

3. Si Rg > pg, entonces () es localmente asintéticamente estable y (g es
inestable, cuando Rz < 1y &g < 0.

4. Si Rg > pg, entonces () es localmente asintéticamente estable cuando
Ry <1y dp=2.
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Conclusiones generales

Este trabajo de investigacion se enfoca en el estudio de la inmunologia de la TB a
nivel celular y la adquisicion de resistencia del bacilo Mtb a los antibioticos. En su
desarrollo, se analiz6 la dindmica poblacional de las células més relevantes (macréfa-
gos, células T y bacterias) en la inmunologia celular de la TB a través de sistemas no
lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias. Después de hacer una revision bibli-
ografia en la cual se consideré tanto el fenémeno biolégico como la lectura de algunos
modelos mateméticos relacionados con la TB, se observaron los siguientes hechos: 7)
el 90 % de los casos de TB se generan en el pulmén, ii) la proteccién inmunolégica
contra el Mtb se da principalmente en el granuloma tuberculoso, iii) la modelacién
matematica de la inmunologia de la TB se realiza suponiendo que la dinamica se lleva
a cabo en el pulmon o en el granuloma. Por estas razones se decidio iniciar el proyecto
con la formulacién de un modelo que considera las siguientes poblaciones: macréfagos
infectados, macréfagos no infectados, células T y bacterias en el pulmoén. Una vez
terminado el analisis cualitativo del primer modelo, se formulé un segundo modelo
con las mismas variables, pero esta vez la dindmica se consider6 que se llevaba a cabo
en el granuloma. Finalmente, se elaboré un tercer modelo, en donde la poblacién de
bacterias se dividio en sensibles y resistentes a un antibiético, contemplando la elimi-
nacién de las bacterias sensibles por accién del antibiético. A partir de los resultados
tedricos concluimos que:

1. La progresién de la infeccion en el pulmén presenta una dindmica muy similar
a los procesos en epidemiologia, en los cuales el equilibrio libre de infeccion se
bifurca en un equilibrio endémico cuando el tinico parametro de bifurcacion, Ry,
es igual a uno.

2. Para el granuloma, se obtuvo una dindmica mucho més compleja en la cual
aparecen varios parametros de bifurcacion. En este caso, existe una bifurcacion
hacia adelante o hacia atras dependiendo de los valores que tomen el niimero
reproductivo bésico de la infeccién, Rg, y el umbral, p definido en (3.34).

3. Observamos que los dos primeros modelos consideran las mismas variables e
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hipotesis, excepto por el crecimiento bacterial. Sin embargo, la dindmica pobla-
cional en el pulmén es muy diferente de la dindamica en el granuloma, debido
a que la forma como se reproduce la bacteria influye de manera directa en el
resultado de la infeccién.

. Los equilibrios endémicos del modelo que considera aspectos tanto de inmunologia

de la TB como de resistencia del Mtb a los antibidticos se pueden clasificar en
aquéllos en los cuales no existen bacterias sensibles, y en los que dichas bacte-
rias estan presentes. La dinamica de estos dos tipos de equilibrios se dio poe
medio de bifurcaciones hacia adelante y hacia atras. Para la existencia de aque-
llos en los que no existen bacterias sensibles, sélo se necesita que la razéon de
crecimiento neto de las bacterias resistentes sea positiva. Sin embargo, para su
estabilidad local es necesario que el ajuste de crecimiento relativo sea menor
que el indice de crecimiento relativo (f < I..). Por otro lado, la existencia de
los estados en los que coexisten bacterias sensibles y resistentes depende de la
combinacién de varios hechos: i) que la razén de crecimiento neto de las bac-
terias sensibles sea positiva, y mayor que la razén de crecimiento neto de las
bacterias resistentes, ii) que la razén de cambio de las tasas de crecimiento neto
con respecto a las tasas de natalidad de las bacterias sea mayor que uno. Las
condiciones de existencia de este tipo de equilibrios implican estabilidad local.

. Los resultados tedricos enunciados en los apartados anteriores dan lugar a las

siguientes conclusiones biologicas

» La invasion del Mtb depende principalmente del tamano de la poblacién
de bacterias. Este hecho se ve reflejado en el andlisis de sensibilidad de los
parametros que definen el nimero reproductivo béasico, Ry, dado en (2.5).
En este andlisis se verificé que la variacién de la razon de infeccién es la
que mas influye en el de niimero infecciones secundarias producidas por un
macroéfago infectado.

= Cuando la respuesta inmune de los macréfagos y las células T no es sufi-
ciente para eliminar a las bacterias resistentes. Estas pueden persistir en
el granuloma debido a su ventaja competitiva derivada de la resistencia y
emergencia de mutantes por nacimiento. En términos de nuestro modelo
esta situacion se da cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

a) R@<pRyRBR>1+RjU
b) Rg > pry Rpr > (1+ Ry, B3,

donde Rg es el numero reproductivo bésico de la infeccién definido en
(3.27), Rpgr es el nimero reproductivo basico de las bacterias resistentes
dado en (4.17), Rw es el nimero de bacterias resistentes eliminadas por
los macréfagos no infectados definido en (4.18), R} es el niimero minimo de
bacterias producidas por la fracciéon de bacterias resistentes al antibidtico
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que sobreviven al ataque de los macréfagos no infectados y pr un parametro
definido en (4.20).

= Las bacterias sensibles y resistentes pueden persistir bajo la combinacion
de tratamientos en contra de la TB inadecuados y al bajo costo de la
adquisicion de resistencia. Asi, si se satisfacen las siguientes condiciones
Rs > psy Rps € (1+R,,)R;, (14+R,,)) y se tiene coexistencia de ambas
bacterias en el granuloma. En este caso, Rpg es el nimero reproductivo
bésico de las bacterias sensibles, R, es el ntimero de bacterias sensibles
eliminadas por macréfagos no infectados, Rj es el nimero de bacterias
producidas por la fraccion de bacterias sensibles que evaden tanto la accion
del antibiético como la respuesta inmune de los macréfagos no infectados,
y ps el pardmetro definido en (4.51).

= Una forma de combatir la infeccién por medio de antibiéticos, reduciendo al
maximo la posibilidad de cepas resistentes, consiste en aplicar tratamientos
que eliminen el mayor niimero de bacterias sensibles, seguidos de tratamien-
tos que estimulen el sistema inmune para que este sea capaz de controlar
las cepas resistentes que quedan después del tratamiento antibacteriano.
Se ha demostrado que las terapias que consisten en la combinacién de dos
o mas antibidticos seguidas de la estimulacion del sistema inmune, son mas
efectivas en el control de la enfermedad [12].
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Apéndice A
Tuberculosis

La tuberculosis es causada por el bacilo Mycobacterium tuberculosis (Mtb); el cual
se encuentra rodeado por una pared celular rica en moléculas organicas (lipidos) que
contribuyen a la capacidad del bacilo para sobrevivir en el interior de los fagocitos
mononucleares [2]. Es ademés un organismo de crecimiento lento, propiedad impor-
tante para la naturaleza cronica de la infeccion y la enfermedad. La infeccién con
Mtb ocurre en humanos generalmente por inhalacion de microgotas que contienen la
bacteria [2]. El 90 % de los individuos que inhalan la bacteria contienen la infeccién,
permaneciendo en un estado de latencia, el 5% desarrolla la enfermedad en su fase
primaria en los siguientes dos anos y el 5% restante desarrolla la enfermedad aguda
en algin momento de su vida, cuando su sistema inmunolégico se ve comprometido
[2, 48]. A pesar de que se han realizado grandes esfuerzos para su control, la tuber-
culosis continua siendo una de las principales causas de mortalidad en el mundo. La
Organizacion Mundial de la Salud estima que alrededor de un tercio de la poblacién
estd infectada con Mtb y que si no hay cambio en su prevalencia, cerca de 30 millones
de personas moriran en los préximos 10 anos.

A.0.1. Mecanismo de la Enfermedad

Las microgotas tienen el tamano necesario (1-5 u) para pasar por la vias respirato-
rias superiores y alcanzar los bronquios, donde son detectadas por los macrofagos en
diferentes 6rganos del cuerpo. Dentro de las primeras células con las que interactia
el bacilo tuberculoso se encuentran los macréfagos; la interaccién inicial con sus re-
ceptores de superficie influencia el destino de la bacteria al interior del macréfago.Si
se lleva a cabo con receptores de inmunoglobulinas y Toll-like (TLRs) se estimulan
los mecanismos de defensa del hospedero, mientras que si ocurre con receptores del
complemento (C3b), se favorece la supervivencia microbiana.

Después de que macréfagos y células dendriticas fagocitan el bacilo, ambas células
inician la produccién de citocinas que inducen la diferenciacién de las células T a
células Thl, dirigiendo el desarrollo a una respuesta Thl. Los macrofagos activados



92 Apéndice

poseen otros mecanismos para eliminar a la micobacteria, sin embargo, ésta ha desa-
rrollado estrategias que le permite evadir los efectos derivados de dichos mecanismos,
y permanecer al interior de los macroéfagos en un estado durmiente con una actividad
metabodlica reducida que le permite persistir en un estado de latencia sin producir
enfermedad.

El comienzo de la respuesta adaptativa en la TB se define por la llegada de las células
CD8*T y CD4"T al sitio de la infeccién. Los mecanismos efectores de células T, mds
que los anticuerpos, se requeieren para eliminar la bacteria. En el modelo murino
(experimentos con ratones), aproximadamente una semana después de la infeccién
con Mtb aumenta el nimero de células CD8TT y CD4"T en los nédulos linfaticos
que drenan el pulmén, exhibiendo un mecanismo efector que indica que las células
T activadas estan llegando al sitio de la infeccién e interactuando con las células
presentadoras de antigenos (macréfagos y células dendriticas). La carencia de células
CD4"™T incrementa ampliamente la susceptibilidad a la tuberculosis activa y a la
reactivacion de la infeccion latente. Su principal funcién efectora es la produccion de
IFN-v y otras citocinas que activan las propiedades microbicidas del macréfago y le
permiten controlar o eliminar los organismos intracelulares.

Los macréfagos infectados estimulan a las células CD8" T, las cuales producen citoci-
nas, cuya funcién principal es la lisis de las células infectadas por Mtb. Dicha lisis
libera las bacterias y permite que los macréfagos las capturen [56].

A.0.2. Resistencia hacia los antibidticos del Mtb

El descubrimiento de la penicilina en 1928 por Sir Alexander Fleming revolucioné el
tratamiento de las infecciones bacterianas.

Los antibidticos se clasifican de diferentes maneras, y una de ellas es la forma como
atacan a las bacterias. Los objetivos méas comunes de los antibidticos son la pared
celular bacteriana, el ribosoma bacteriano, la replicacién del ADN, la sintesis de ARN,
y vias especificas de la enzima.

Los individuos infectados con TB pulmonar son tratados con antibiéticos. Inicial-
mente, estreptomicina era el tnico antibidtico disponible para el tratamiento de la
TB. Un ano después del inicio de la terapia con este medicamento, el 40 % de los
pacientes albergaba bacilos de Mtb resistentes a ella. Esto se debia a que una mu-
tacion que conduce a la resistencia a estreptomicina ocurre una vez cada 100 millones
de divisiones del Mtb. Una persona infectada con Mtb alberga aproximadamente un
billén de bacterias, por lo tanto 10 de estas bacterias seran resistentes al antibidtico.
Estas bacterias tienen una ventaja selectiva sobre las bacterias sensibles a estrep-
tomicina que les permite seguir creciendo y eventualmente establecerse como la clase
predominante [5].

En los anos posteriores, fueron desarrolladas drogas antituberculosis mas efectivas, lo
que llevo a que la administracion simultdanea de multiples antibidticos se convirtiera
en el tratamiento estdndar para la TB. Estos farmacos incluyen rifampicina (RIF),
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isoniazida, etambutol y pirazinamida [5]. En la actualidad el tratamiento para la
TB activa es diferente al de la TB latente. Para una TB activa, el tratamiento se
basa en terapias multidrogas que inicialmente consisten de INH, RIF, pirazinamida y
etambutol. Mientras que para la TB latente, la recomendacion es el uso de una tnica
droga. INH (6 a 9 meses) es la principal droga para el tratamiento de la TB latente,
aunque otra alternativa es el uso de RIF (4 meses), o el tratamiento con INH y RIF por
un periodo de tres meses [12]. En efecto, si la frecuencia de mutaciones resistentes a los
farmacos para cada antibiético fuera de una en un millon, la frecuencia de resistencia
simultdnea a tres antibidticos serfa de una en un quintillén, 10*®. Con este régimen
de tratamiento los casos de TB decayeron substancialmente entre 1950 y mediados
de 1980 en paises industrializados. En otros paises, sin embargo, la TB permanece
prevalente. En Africa, por ejemplo, surgen tres casos nuevos por ano por cada 1000
personas. En contraste con una razén de tres casos nuevos por cada 100.000 personas
en Estados Unidos [5].

La resistencia del Mtb a multiples drogas se convirtié en un importante problema
de salud publica cuando el nimero de casos de TB se disparé en diferentes paises
desarrollados durante la década de 1990. Diferentes factores conspiraron para este
rapido aumento. Entre ellos se encuentra la epidemia del VIH, lo cual resulté en un
gran numero de personas susceptibles a la TB. Otra causa fue el desmantelamiento
de servicios de salud publica anti-TB, basados en disminuir los casos de TB tras
la introduccién eficaz de antibiéticos. Por ejemplo, programas que verificaban que
los pacientes estuvieran tomandose sus medicamentos apropiadamente ya no estaban
funcionando. Como consecuencia muchos pacientes no se adhirieron al régimen de
meses de duracién del tratamiento anti-TB. [5].
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