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Dra. Natalia Mantilla Beniers, Dr. Gustavo Cruz Pacheco y Dr. Jesús López Estrada
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Resumen

En este trabajo de investigación se abordan algunas de las inquietudes de la comu-
nidad cient́ıfica relacionadas con la inmunoloǵıa celular de la Tuberculosis (TB) y la
resistencia del Mycobacterium tuberculosis (Mtb) a los antibióticos. La motivación
es determinar, ¿bajo qué condiciones la infección con el bacilo del Mtb es controlada
por el sistema inmune y la acción de antibióticos? Para este fin, se planteó el objetivo
general de describir la dinámica poblacional de las principales poblaciones de célu-
las del sistema inmune (macrófagos y células T) que interactúan con la bacteria por
medio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Espećıficamente,
se formulan y analizan dos modelos de la inmunoloǵıa celular de la TB y un modelo
sobre la inmunoloǵıa de la TB y la resistencia del Mtb a los antibióticos. La dinámica
de los modelos matemáticos se describe en términos de números reproductivos básicos
y el principal aporte de este trabajo es el análisis cualitativo de dichos modelos y la
interpretación biológica de sus resultados.
El contenido de este trabajo está organizado de la siguiente manera: en el segundo
caṕıtulo se presenta un modelo matemático sobre la inmunoloǵıa celular de la TB en el
pulmón, que considera las siguientes variables: macrófagos no infectados, macrófagos
infectados, células T y bacilos de Mtb. El análisis cualitativo de este modelo revela
la existencia de un equilibrio libre de infección y un equilibrio endémico que podŕıa
representar TB latente o activa dependiendo de la cantidad de bacterias. En el tercer
caṕıtulo, se presenta un segundo modelo de la inmunoloǵıa celular de la TB con las
mismas variables del modelo anterior, pero para este modelo la población de bacterias
está dentro del granuloma. En este caso, se prueba la existencia de una bifurcación
hacia adelante o una bifurcación hacia atrás, dependiendo de los valores que asumen
algunos parámetros. En el cuarto caṕıtulo, se formula una extensión del modelo del
tercer caṕıtulo. En este modelo se describen aspectos relacionados con la inmunoloǵıa
de la TB y la adquisición de resistencia bacteriana. Las variables que se consideran son
las siguientes: macrófagos no infectados, macrófagos infectados, bacterias sensibles,
bacterias resistentes y células T. Para este modelo también se demuestra la existencia
de una bifurcación hacia adelante o hacia atrás, en este caso los parámetros que
determinan las bifurcaciones hacia adelante o hacia atrás son diferentes a los del
modelo anterior.
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Abstract

In this investigation work it is addresses some of the scientific community concerns
related cellular immunology of TB and Mtb resistance to antibiotics. The motivation
is to determine conditions which ensure the control or elimination of infection with
Mtb bacilli due to immune system and the action of antibiotics. To this end, the
overall objective was to describe the population dynamics of the main cell populations
of immune system (macrophages and T cells) interacting with the bacteria through
systems of nonlinear ordinary differential equations. Specifically, it is formulates and
discusses two models of cellular immunology of TB and one model on the immunology
of TB and Mtb resistance to antibiotics. The dynamics of mathematical models is
described in terms of basic reproductive numbers and the main contribution of this
work is the qualitative analysis of these models and its biological interpretation.
The contents of this work is organized as follows: in the second chapter it presents
a mathematical model on cellular immunology of TB in the lung, which considers
the following variables: uninfected macrophages, infected macrophages, T cells, Mtb
bacilli. Qualitative analysis of this model reveals the existence of an infection-free
equilibrium and an endemic equilibrium that could represent latent or active TB de-
pending on the amount of bacteria. In the third chapter, it is presents a second model
of cellular immunology of TB with the same variables as the previous model, but for
this model bacterial population is within the granuloma. In this case, it is proves the
existence of a forward and backward bifurcation, depending on the values of some
parameters. In the fourth chapter, it is formulates an extension model of the model
in the third chapter. In this model are described aspects related to the immunol-
ogy of TB and the acquisition of bacterial resistance. The variables considered are
follows: uninfected macrophages, infected macrophages, sensitive bacteria, resistant
bacteria and T cells. For this model also we demonstrate the existence of a forward
and backward bifurcation.
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4. Modelo sobre la inmunoloǵıa celular de la tuberculosis y la resisten-
cia del Mycobacterium tuberculosis a los antibióticos en el granulo-
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Caṕıtulo 1

Introducción

La tuberculosis (TB) es una enfermedad infecciosa causada por el Mycobacterium
tuberculosis (Mtb), que es uno de los problemas de salud pública más importantes
de la humanidad. La Organización Mundial de la Salud (OMS) reporta alrededor de
8 millones de casos nuevos y 1.7 millones de muertes cada año. Además, el combate
contra la TB cuesta más de 3.3 billones de dólares al año [1, 2]. Sin embargo, se
estima que sólo el 10 % de las personas infectadas con el bacilo del Mtb desarrolla la
enfermedad en alguna etapa de su vida [3].

El Mtb puede afectar diferentes tejidos, pero usualmente desarrolla TB pulmonar.
La infección con Mtb sigue un proceso bien definido. Los bacilos infecciosos son in-
halados como microgotas desde la atmósfera (se sabe que estas microgotas pueden
permanecer en la atmósfera por varias horas y la dosis infecciosa se estima en una
bacteria) [4]. En el pulmón, las bacterias son fagocitadas por macrófagos alveolares
que inducen una respuesta proinflamatoria dando lugar al reclutamiento de células
mononucleares a partir de los vasos sangúıneos circundantes. Estas células forman
bloques que posteriormente se constituyen en el granuloma. El granuloma consiste
de un núcleo de macrófagos infectados rodeado por macrófagos no infectados, con
una capa de linfocitos asociada a tiras fibrosas de colágeno y otros componentes ex-
tracelulares en la periferia de la estructura [4]. Esta respuesta del tejido tipifica la
TB latente o fase de contención en la que no hay signos manifiestos de enfermedad
y el hospedador no transmite la enfermedad a otros. La contención usualmente falla
cuando el sistema inmune del hospedador cambia, sea por envejecimiento, malnutri-
ción o co-infección con VIH, esto es, cualquier condición que reduzca el número, o
atente contra las funciones de las células T hace que falle la contención. A ráız de ese
cambio en la estructura del granuloma este se desintegra en una masa de escombros
sin estructura celular y liberan miles de bacilos infecciosos en las v́ıas respiratorias.
Esto resulta en enfermedad o TB activa, en la cual se desarrolla una tos que facilita
la diseminación en aerosol de los bacilos infecciosos [4].

En la actualidad, los individuos infectados con TB pulmonar son tratados con los si-
guientes antibióticos: rifampicina (RIF), isoniazida, etambutol y pirazinamida. Cuan-
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do el tratamiento se realiza como se recomienda, es muy poco probable que se de-
sarrolle resistencia. Sin embargo, si el paciente no sigue el tratamiento anti-TB ade-
cuadamente la bacteria puede adquirir resistencia a uno o más antibióticos [5].

Es bien conocido que la vacunación a través del bacilo Calmette-Guérin (BCG) no
ha sido completamente eficiente en la prevención de la TB pulmonar. Por lo tanto,
para combatir esta enfermedad se debe mejorar el diseño de vacunas contra la TB.
Recientemente, se ha puesto de manifiesto que para desarrollar una vacuna más efi-
ciente, es necesario un mejor entendimiento de la relación entre la respuesta inmune
del hospedador, el bacilo tuberculoso y la adquisición de resistencia del Mtb a los
antibióticos [2].

En este sentido, diferentes modelos matemáticos fueron aplicados para comprender el
efecto del sistema inmune en el control del Mtb y la adquisición de resistencia de este
bacilo a uno o dos antibióticos en tratamientos de TB latente. Kirschner y colabo-
radores [6] utilizan un modelo para predecir la respuesta mediada por células contra la
TB. Marino y Kischner [7] extendieron el modelo a un modelo bicompartamental, que
captura la interacción de las células inmunes y bacilos de Mtb en el pulmón. En [8],
los mismos autores exploran el papel de las células CD8+T. Describen la dinámica de
las citocinas, mismas que son secretadas por las células T y macrófagos no infectados
como el resultado del reconocimiento de ant́ıgeno por parte de los macrófagos infecta-
dos. Aśı mismo utilizan simulaciones numéricas y análisis de sensibilidad para predecir
y explicar posibles resultados de la enfermedad debido a la dinámica de las citocinas.
Por otra parte, Magombedze et al. [9] desarrollan un modelo para la TB humana en
el sitio de la infección en el pulmón. Estos autores examinan el efecto que producen
los linfocitos citotóxicos en macrófagos infectados y otros mecanismos inmunológi-
cos para determinar cuando una persona infectada con TB desarrollará TB activa o
latente, pero no consideran la población de citocinas como una variable dinámica.

Por otro lado, Alavez J. et al. [12] describen aspectos importantes de la resistencia
del Mtb a los antibióticos dentro de individuos a través del análisis cualitativo de dos
modelos matemáticos. Estos modelos abordan el uso de uno o dos antibióticos para el
tratamiento de TB latente, considerando el efecto de la respuesta inmune por medio
de un parámetro.

Colijn et al. en [13] hacen una excelente reseña histórica del desarrollo de diferentes
modelos matemáticos sobre la dinámica de la TB. Ellos clasifican los modelos por
su estructura: ecuaciones diferenciales ordinarias (modelos tipo SEIR), modelos con
estructura de edad y retardo, modelos que comprenden tanto ecuaciones diferenciales
parciales como compartimientos de tiempo discreto, modelos espacialmente estruc-
turados. A continuación haremos un breve resumen: El primer modelo matemático
de la TB fue presentado por Waaler et al. [14]. Revelle et al. [15] usa un modelo con una
tasa de progresión y diferentes clases latentes que representan diferentes tratamientos
y estrategias de control de la infección. A través de varios experimentos numéricos
concluyó que la vacunación es rentable en páıses con un alto ı́ndice de personas con
TB. Waaler continuó su trabajo en [16, 17, 18, 19, 20, 21]. En el periodo comprendido
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entre 1970 y 1990 disminuyó la producción de trabajos sobre modelación matemática
de la TB.

En 1995, Blower et al. [22] a través del análisis teórico y numérico de dos modelos tipo
SEIR concluyen que se necesita de uno a varios cientos de años para que una epidemia
de TB inicie, alcance un máximo, decaiga hasta un mı́nimo y posteriormente alcance
un nivel endémico estable.

En 1997, Castillo-Chavez and Feng [23] formularon modelos para determinar posibles
mecanismos que pueden permitir la supervivencia y propagación de cepas resistentes
a los antibióticos. Feng y Castillo-Chávez presentan un modelo de dos cepas, en el que
a los individuos con cepas resistentes a los antibióticos no se les suministra ningún
antibiótico mientras que los individuos tratados pueden volver a infectarse con la
cepa resistente a los antibióticos. Cada cepa tiene un número reproductivo básico
diferente, y hay tres puntos de equilibrio (sin enfermedad, coexistencia de ambas
cepas, y sólo la cepa resistente a los medicamentos). Sin adquisición de resistencia a
los antibióticos, existe un equilibrio adicional con sólo la cepa sensible a los fármacos.
Los autores discuten la estabilidad de los equilibrios y encuentran áreas del espacio
de parámetros donde la coexistencia de las cepas es posible.

En 1996, Blower et al. [24, 25] presentan el primer modelo de cepas multiresistentes.
Ellos discuten dos modelos con un enfoque en tratamiento quimioprofiláctico que
previene la progresión de latente a TB activa. A partir de sus resultados concluyen que
en páıses con alto ı́ndice de individuos infectados con TB la eficacia del tratamiento
combinado debe mantenerse alta a fin de controlar la TB. En 1999, Blower et al. [26]
concluyen que el incremento en el uso de antibióticos puede contribuir en la emergencia
de resistencia bacteriana y el incremento de tratamientos con mayor eficacia pueden
tener un efecto beneficioso en general.

Otros trabajos que contribuyen en el entendimiento de la dinámica de la TB son:
Sánchez y Blower (1997, [27]), Porco y Blower (1998, [28]), Vynnycky y Fine (1998,
[29]), Vynnycky y Fine (1999, [30]), Lietman y Blower (2000, [31]), Ziv et al. (2001,
[32]), Murray y Salomón (1998, [33]), Dye et al. (1998, [34]), Espinal et al. (2001,
[35]), Cohen et al. (2003, [36] ), Cohen y Murray (2004, [37] ), Blower y Chou (2004,
[39]), Gomes et al. (2004, [41]), Gomes et al. (2005, [42]), Cohen et al. (2006b, [40]),
Dye et al. (2006, [38]), Gomes et al. (2007, [43]), Clarelli et al. (2010, [44]), Liu et al.
(2010, [45]).

En este trabajo de investigación abordamos algunas de las inquietudes de la comu-
nidad cient́ıfica relacionadas con la inmunoloǵıa celular de la TB y la resistencia
del Mtb a los antibióticos. En concreto, estamos interesados en determinar, ¿bajo
qué condiciones la infección con el bacilo del Mtb es controlada por el sistema in-
mune y la acción de antibióticos? Para este fin, nos planteamos el objetivo general de
describir la dinámica poblacional de las principales poblaciones de células del sistema
inmune (macrófagos y células T) que interactúan con la bacteria por medio de sis-
temas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Espećıficamente, formulamos
y analizamos dos modelos de la inmunoloǵıa celular de la TB y un modelo sobre
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la inmunoloǵıa de la TB y la resistencia del Mtb a los antibióticos. La dinámica de
los modelos matemáticos se describe en términos de números reproductivos básicos,
umbrales que han sido ampliamente utilizados en el entendimiento de la persistencia
viral o bacterial en individuos.
Es importante resaltar que el principal aporte de este trabajo es el análisis cualitativo
de los modelos matemáticos y la interpretación de sus resultados.
El contenido de este trabajo está organizado de la siguiente manera: en el segundo
caṕıtulo se presenta un modelo matemático sobre la inmunoloǵıa celular de la TB en
el pulmón, que considera las siguientes variables: macrófagos no infectados, macrófa-
gos infectados, células T y bacilos de Mtb. El análisis cualitativo de este modelo
revela la existencia de un equilibrio libre de infección y un equilibrio endémico que
podŕıa representar TB latente o activa dependiendo de la cantidad de bacterias. En
el tercer caṕıtulo, presentamos un segundo modelo de la inmunoloǵıa celular de la TB
con las mismas variables del modelo anterior, pero esta vez la población de bacterias
está dentro del granuloma. En este caso, se prueba la existencia de una bifurcación
hacia adelante o una bifurcación hacia atrás, dependiendo de los valores que asumen
algunos parámetros. En el cuarto caṕıtulo, formulamos una extensión del modelo del
caṕıtulo 3 en la cual tratamos de describir aspectos relacionados con la inmunoloǵıa de
la TB y la adquisición de resistencia bacteriana. Las variables que consideramos son
las siguientes: macrófagos no infectados, macrófagos infectados, bacterias sensibles,
bacterias resistentes y células T. Para este modelo también se demuestra la existencia
de una bifurcación hacia adelante o hacia atrás, en este caso los parámetros que de-
terminan las bifurcaciones hacia adelante o hacia atrás son diferentes a los del modelo
anterior. El quinto caṕıtulo está dedicado a las conclusiones generales del trabajo de
investigación. Finalmente, en el apéndice se presenta una breve introducción de la
inmunoloǵıa de la TB y resistencia bacteriana a los antibióticos.



Caṕıtulo 2

Modelo sobre la inmunoloǵıa
celular de la tuberculosis en el
pulmón

La respuesta del sistema inmune contra la TB se divide en dos etapas, la respuesta
inmune innata y la espećıfica. En la primera etapa, las diferentes células del sistema
inmunológico (leucocitos neutrófilos, células mástil, macrófagos, células asesinas nat-
urales y dendŕıticas) entran en contacto con el Mtb tratando de detener su avance.
En contraste con el sistema innato, la respuesta inmune espećıfica o adaptativa re-
quiere del reconocimiento espećıfico de ant́ıgenos extraños. La respuesta inmune es-
pećıfica ejecuta diversas funciones efectoras v́ıa la activación de componentes de la
inmunoloǵıa innata. Además, puede ser dividida en la respuesta celular mediada, que
consiste en la activación de células T con sus mecanismos efectores y la respuesta
humoral, que consiste en la maduración de células B y la producción de anticuer-
pos [2]. Al igual que en otras infecciones intracelulares, la principal respuesta inmune
protectiva contra el Mtb es la celular mediada. Por esta razón, decidimos modelar la
interacción entre las poblaciones celulares más relevantes en la inmunoloǵıa celular
de la TB en el pulmón. En este caṕıtulo formulamos y analizamos un sistema no
lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias que busca describir la dinámica de dichas
poblaciones.

2.1. Formulación del modelo

En esta sección formulamos un modelo matemático para la respuesta celular mediada
contra la TB en el pulmón considerando las poblaciones de macrófagos no infectados,
macrófagos infectados, bacilos de Mtb y células T, cuyas densidades al tiempo t
denotamos por M̄U(t), M̄I(t), B(t) y T̄ (t), respectivamente.
Las suposiciones sobre las que se construye el modelo matemático con el que aqúı tra-
bajamos son las siguientes: los macrófagos no infectados se reproducen a una tasa
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constante ΛU y mueren a una tasa per cápita constante µU , estos macrófagos se
convierten en infectados M̄I a una razón proporcional al producto de M̄U y B, con
constante de proporcionalidad β. Ahora, los macrófagos infectados mueren a razón
per cápita constante µI , donde µI ≥ µU . Las células T eliminan macrófagos infectados
a una razón proporcional al producto de M̄I y T̄ , con constante de proporcionalidad
ᾱT .
Los bacilos de Mtb se multiplican dentro de un macrófago infectado hasta llegar a
una cantidad después de la cual los macrófagos explotan y liberan bacterias. Por este
motivo, suponemos que el crecimiento del Mtb está dado por r̄µIM̄I donde r̄ es el
número promedio de bacterias producidas en el interior de un macrófago infectado.
Las bacterias liberadas se convierten temporalmente en extracelulares. Estas bacterias
pueden infectar nuevos macrófagos o ser eliminadas por macrófagos no infectados a
una razón proporcional al producto de M̄U y B con constante de proporcionalidad
γ̄U , el Mtb muere naturalmente a una tasa per cápita µB.
En la presencia de macrófagos infectados, el reclutamiento de células T espećıficas
está dado por kI

(
1 − T̄ /Tmax

)
M̄I donde kI es la razón de crecimiento de las células

T y Tmax es el nivel máximo de células T. Finalmente, las células T mueren de forma
natural a una tasa per cápita µT .
Bajo estas consideraciones, obtenemos el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias

dM̄U

dt
= ΛU − µUM̄U − βBM̄U

dM̄I

dt
= βBM̄U − ᾱTM̄I T̄ − µIM̄I

dB

dt
= r̄µIM̄I − γ̄UM̄UB − µBB

dT̄

dt
=

(
1 − T̄

Tmax

)
k̄IM̄I − µT T̄ . (2.1)

Con el propósito de reducir el número de parámetros introducimos el siguiente cambio
de variables

MU =
M̄U

ΛU/µU

,MI =
M̄I

ΛU/µU

y T =
T̄

Tmax

.

En las nuevas variables el sistema (2.1) se reescribe como

dMU

dt
= µU − µUMU − βBMU

dMI

dt
= βBMU − αTMIT − µIMI

dB

dt
= rMI − γUMUB − µBB

dT

dt
= (1 − T ) kIMI − µTT (2.2)
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donde,

αT = ᾱTTmax, γU =
γ̄UΛU

µU

, kI =
k̄IΛU

TmaxµU

, y r = r̄µI

ΛU

µU

.

El conjunto de interés biológico está dado por

Ω1 =
{
(MU ,MI , B, T ) ∈ R

4
+ : 0 ≤MU +MI ≤ 1, 0 ≤ B ≤ BM , 0 ≤ T ≤ TM

}
,
(2.3)

donde BM =
r

µB

y TM =
kI

µT + kI

.

El siguiente lema asegura que el sistema (2.2) está bien planteado, en el sentido que
las soluciones con condiciones iniciales en Ω1 permanecen en Ω1 para todo t ≥ 0.

Lema 1. El conjunto Ω1 definido en (2.3) es un conjunto positivamente invariante
para las soluciones del sistema (2.2).

Demostración. Sumando las dos primeras ecuaciones del sistema (2.2) y utilizando la
desigualdad µI ≥ µU llegamos a

dMU

dt
+
dMI

dt
= µU − µUMU − αTMIT − µIMI

≤ µU − µU(MI +MU) − αTMIT

≤ µU − µU(MI +MU).

Observemos que la desigualdad anterior es equivalente a

d

dt
(MU +MI) + µU(MU +MI) ≤ µU . (2.4)

Ahora resolveremos (2.4) bajo la condición inicial x0 ∈ Ω1, x0 = (M0
U ,M

0
I , B

0, T 0).
Multiplicando (2.4) por eµU τ obtenemos

[
d

dt
(MU +MI) + µU(MU +MI)

]
eµU τ ≤ µUe

µU τ

d

dt
[(MU +MI)e

µU τ ] ≤ µUe
µU τ .

Ahora, integrando en ambos lados de la desigualdad anterior entre 0 y t obtenemos

eµU t(MU +MI) − (M0
U +M0

I ) ≤ eµU t − 1

eµU t(MU +MI) ≤ eµU t − 1 +M0
U +M0

I

MU +MI ≤ 1 + (−1 +M0
U +M0

I )e−µU t,

donde la condición inicial satisface M0
U +M0

I ≤ 1. En consecuencia, MU(t)+MI(t) ≤ 1
para todo t ≥ 0. Por otro lado, de la tercera ecuación de (2.2) tenemos

dB

dt
+ µBB = rMI − γUMUB.
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Dado que 0 ≤MI ≤ 1, entonces la ecuación anterior implica

dB

dt
+ µBB ≤ r.

Multiplicando por el factor integrante e integrando en ambos lados entre 0 y t tenemos

eµBtB(t) −B0 ≤ r

µB

(
eµBt − 1

)

eµBtB(t) ≤ r

µB

eµBt − r

µB

+B0

B(t) ≤ BM +
(
−BM +B0

)
e−µBt.

En la desigualdad anterior se tiene que la condición inicial satisface B0 ≤ BM . Por
lo tanto, B(t) ≤ BM para todo t ≥ 0. Por hipótesis T = T̄ /Tmax lo cual implica que
0 < T ≤ 1, además

dT

dt
+ µTT = kIMI(1 − T ) ≤ kI(1 − T )

o equivalentemente
dT

dt
+ (µT + kI)T ≤ kI .

Siguiendo el mismo procedimiento, integrando de ambos lados entre 0 y τ obtenemos

e(µT +kI)tT (t) − T 0 ≤ kI

µT + kI

(
e(µT +kI)t − 1

)

e(µT +kI)tT (t) ≤ kI

µT + kI

e(µT +kI)t − kI

µT + kI

+ T 0

T (t) ≤ TM +
(
−TM + T 0

)
e−(µT +kI)t.

A partir de la desigualdad anterior se establece que T (t) ≤ TM para todo t ≥ 0.
Ahora vamos a determinar la dirección del campo vectorial CV definido por (2.2)
sobre ∂Ω1. Observemos que el conjunto

A = {(MU , 0, 0, T ) ∈ Ω1 : 0 ≤MU ≤ 1, 0 ≤ T ≤ TM}

es un subconjunto de ∂Ω1. Sea ~v1 = (MU , 0, 0, T ) ∈ A, entonces el vector ~n1 =
(0,−1/

√
2,−1/

√
2, 0) es un vector normal exterior unitario a ~v1. Además, el campo

vectorial CV evaluado en el vector ~v1 está dado por CV (~v1) = (µU−µUMU , 0, 0,−µTT ).
Dado que el producto escalar CV (~v1) ·~n1 es cero, entonces el campo vectorial apunta
hacia el conjunto A, es decir, que toda solución que inicie en A permanecerá alĺı para
todo t ≥ 0. Por otro lado, el conjunto

S = {(MU ,MI , 0, 0) ∈ Ω1 : 0 ≤MU ≤ 1, 0 ≤MI ≤ 1,MU +MI = 1}
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pertenece a otra de las caras de ∂Ω1, y el vector ~n2 = (0, 0,−1/
√

2,−1/
√

2) es un
vector normal unitario a este conjunto que apunta hacia el exterior de dicha cara.
El campo vectorial CV evaluado en el vector ~v2 = (MU ,MI , 0, 0) ∈ S está dado por
CV (~v2) = (µU ,−µI , r, kI)MI . El producto escalar

CV (~v2) · ~n2 = −(r + kI)MI√
2

,

es negativo, lo que implica que el ángulo entre estos dos vectores está entre π/2 y
3π/2. Por lo tanto, el campo vectorial sobre esta cara apunta hacia adentro de Ω1.
Siguiendo un procedimiento similar para las otras caras de ∂Ω1 se verifica que el
campo vectorial definido por (2.2) sobre ∂Ω1 no apunta hacia el exterior de Ω1.

2.2. Soluciones de equilibrio

En esta sección caracterizaremos las soluciones de equilibrio del sistema (2.2). Antes
de la infección, el sistema está en el equilibrio B = 0, MI = 0, T = 0, y MU = 1.
Supongamos que la bacteria entra en el organismo. La progresión de la infección de-
penderá de una condición muy similar a la usada en Epidemioloǵıa para determinar la
propagación de enfermedades infecciosas en una población de individuos. La cantidad
crucial es el número reproductivo básico R0, dado por

R0 =
rβ

µI(γU + µB)
. (2.5)

El número R0 puede ser interpretado biológicamente como sigue: dado que un
macrófago infectado da origen a rβ/(γU + µB) nuevos macrófagos infectados por
unidad de tiempo cuando el resto de macrófagos no están infectados, entonces

1

µI

(
rβ

γU + µB

)

es el número de infecciones secundarias que surgen de un macrófago infectado mientras
permanezca vivo.

El siguiente teorema prueba la existencia de las soluciones de equilibrio del sistema
(2.2).

Teorema 2. Si R0 ≤ 1, entonces el único punto de equilibrio en Ω1 es el equilibrio
libre de infección E1 = (1, 0, 0, 0). Si R0 > 1, además de E1, existe el equilibrio
endémico E2 = (M∗

U ,M
∗

I , B
∗, T ∗).

Demostración. Igualando las partes derechas del sistema (2.2) a cero obtenemos el
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siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

µU − µUM
∗

U − βB∗M∗

U = 0

βB∗M∗

U − αTM
∗

I T
∗ − µIM

∗

I = 0

rM∗

I − γUM
∗

UB
∗ − µBB

∗ = 0

(1 − T ∗) kIM
∗

I − µTT
∗ = 0. (2.6)

Observemos que si B∗ = 0, entonces de la primera ecuación de (2.6) se concluye que
M∗

U = 1 y de la tercera ecuación de (2.6), se tiene que M∗

I = 0, lo cual implica que
T ∗ = 0, en consecuencia el equilibrio trivial es E1 = (1, 0, 0, 0). Ahora vamos a probar
que si R0 > 1 existe un equilibrio no trivial E2. Despejando M∗

I de la cuarta ecuación
de (2.6) obtenemos

M∗

I =
µTT

∗

(1 − T ∗)kI

. (2.7)

Dado que 0 ≤ T ∗ ≤ TM ≤ 1 entonces

1

1 − T ∗
≤ 1

1 − TM

. (2.8)

Multiplicando la desigualdad (2.8) por µTTM/kI se verifica que

M∗

I =
µTT

∗

(1 − T ∗)kI

≤ µTTM

(1 − T ∗)kI

≤ µTTM

(1 − TM)kI

. (2.9)

Reemplazando el valor de TM en el último término de la desigualdad (2.9) se tiene

M∗

I ≤ µTTM

(1 − TM)kI

= 1,

lo cual implica que 0 ≤ M∗

I ≤ 1. Por otro lado, de la primera ecuación de (2.6)
llegamos a que

B∗ =
µU(1 −M∗

U)

βM∗

U

. (2.10)

De la segunda y tercera ecuación de (2.6) obtenemos las siguientes ecuaciones

B∗

M∗

I

=
αTT

∗ + µI

βM∗

U

(2.11)

B∗

M∗

I

=
r

γUM∗

U + µB

. (2.12)

Igualando las ecuaciones (2.11) y (2.12) obtenemos

αTT
∗ + µI

βM∗

U

=
r

γUM∗

U + µB

, (2.13)
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o equivalentemente

rβM∗

U = (αTT
∗ + µI)(γUM

∗

U + µB)

M∗

U [rβ − γU(αTT
∗ + µI)] = (αTT

∗ + µI)µB.

Por consiguiente

M∗

U =
(αTT

∗ + µI)µB

rβ − γU(αTT ∗ + µI)
. (2.14)

Es claro que M∗

U > 0 si y sólo si rβ − γU(αTT
∗ + µI) > 0. Se puede ver que esta

desigualdad implica que
T ∗ < T ∗

M , (2.15)

donde

T ∗

M =
rβ − µIγU

γUαT

=
µIµBR0 + µIγU(R0 − 1)

γUαT

,

con R0 definido en (2.5).
Ahora, encontraremos las condiciones para las cuales M∗

U ≤ 1. Reemplazando M∗

U

definida en (2.14) en la desigualdad M∗

U ≤ 1 se obtiene

(αTT
∗ + µI)µB

rβ − γU(αTT ∗ + µI)
≤ 1,

o equivalentemente

(αTT
∗ + µI)µB ≤ rβ − γU(αTT

∗ + µI).

Factorizando el sumando αTT
∗ + µI en la desigualdad anterior se obtiene

(αTT
∗ + µI)(µB + γU) ≤ rβ. (2.16)

A partir de (2.16) se tiene

T ∗ ≤ µI

αT

(R0 − 1). (2.17)

Es decir que M∗

U ≤ 1 si y sólo si T ∗ satisface la desigualdad (2.17). Ahora vamos
a utilizar las ecuaciones (2.7)-(2.14) para probar la unicidad de T ∗ cuando R0 > 1.
Reemplazando las ecuaciones (2.7) y (2.10) en (2.11) se obtiene

µU(1 −M∗

U) =
µTT

∗

(1 − T ∗)kI

(αTT
∗ + µI). (2.18)

Reemplazando M∗

U de la ecuación (2.14) en (2.18), obtenemos

µUkI(1 − T ∗)

[
1 − (αTT

∗ + µI)µB

rβ − γU(αTT ∗ + µI)

]
= µTT

∗(αTT
∗ + µI .)
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Multiplicando la ecuación anterior por rβ − γU(αTT
∗ + µI) se tiene

µUkI(1 − T ∗)[rβ − γU(αTT
∗ + µI) − (αTT

∗ + µI)µB] =

[rβ − γU(αTT
∗ + µI)]µTT

∗(αTT
∗ + µI).

Factorizando rβ − γU(αTT
∗ + µI) y agrupando en la ecuación anterior obtenemos

[rβ − γU(αTT
∗ + µI)] [µUkI(1 − T ∗) − µTT

∗(αTT
∗ + µI)] =

µBµUkI(1 − T ∗)(αTT
∗ + µI). (2.19)

De la ecuación (2.19) se concluye que T ∗ debe ser una ráız de la ecuación f(T ) = 0
donde la función f está definida por

f(T ) = [rβ − γU(αTT + µI)] [µUkI(1 − T ) − µTT (αTT + µI)]

−µBµUkI(1 − T )(αTT + µI)

= − [rβ − γU(αTT + µI)] [µTαTT
2 + (µUkI + µTµI)T − µUkI ]

−µBµUkI(1 − T )(αTT + µI)

= −µTαT [rβ − γU(αTT + µI)]

[
T 2 +

µUkI + µTµI

µTαT

T − µUkI

µTαT

]

−µBµUkI(1 − T )(αTT + µI). (2.20)

Observemos que

T 2 +
µUkI + µTµI

µTαT

T − µUkI

µTαT

= (T − ζ)(T − η), (2.21)

donde

ζ =
−µUkI+µT µI

µT αT

+

√(
µUkI+µT µI

µT αT

)2

+ 4 µUkI

µT αT

2
,

η =
−µUkI+µT µI

µT αT

−
√(

µUkI+µT µI

µT αT

)2

+ 4 µUkI

µT αT

2
.

Es claro que η < 0, además a partir de la desigualdad 0 < µTαT + µTµI obtenemos

µUkI < µUkI + µTαT + µTµI .

Multiplicando la desigualdad anterior por 4/µTαT se tiene

4
µUkI

µTαT

< 4 + 4
µUkI + µTµI

µTαT

.
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Sumando en ambos lados de la desigualdad anterior el término
(

µUkI+µT µI

µT αT

)2

y fac-

torizando obtenemos
(
µUkI + µTµI

µTαT

)2

+ 4
µUkI

µTαT

<

(
2 +

µUkI + µTµI

µTαT

)2

.

Evaluando ráız cuadrada en ambos lados de la desigualdad anterior se tiene

√(
µUkI + µTµI

µTαT

)2

+ 4
µUkI

µTαT

< 2 +
µUkI + µTµI

µTαT

.

A partir de la desigualdad anterior se verifica que

ζ =
−µUkI+µT µI

µT αT

+

√(
µUkI+µT µI

µT αT

)2

+ 4 µUkI

µT αT

2
< 1.

Mas aún, partiendo de la desigualdad µU ≤ µI y siguiendo un procedimiento similar
se verifica que ζ ≤ TM . Ahora, reemplazando (2.21) en (2.20) escribimos f como

f(T ) = −µTαT [rβ − γU(αTT + µI)] (T − ζ)(T − η)

−µBµUkI(1 − T )(αTT + µI).

Una observación importante es que

f(ζ) = −µBµUkI(1 − ζ)(αT ζ + µI) < 0.

Por otro lado, la función f definida en (2.20) se puede escribir como

f(T ) = b3T
3 + b2T

2 + b1T + b0, (2.22)

donde

b3 = µTγUα
2
T

b2 = µUkI(γUαT + αTµB) + µTµI [γU(αT + µI) − rβ]

b1 = −[µUkI(γUαT + αTµB) + µTµI(rβ − µIγU)] − µBkI [rβ − µI(γU + µB)]

= −{µUkI(γUαT + αTµB) + µTµ
2
I [γU(R0 − 1) + µBR0]}

−µBkIµI(γU + µB)(R0 − 1)

b0 = µBkI [rβ − µI(γU + µB)] = µBkIµI(γU + µB)(R0 − 1).

Dado que f(ζ) < 0 y f(0) = b0 > 0 para R0 > 1, entonces existe al menos un
cero de f en el intervalo (0, ζ). Para determinar la colocación de las otras dos ráıces
de f(T ) = 0, utilizaremos el criterio de Descartes. Para esto, observemos que para
R0 > 1 se tiene que b0 y b3 son positivos, b1 es siempre negativo mientras que b2 puede
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b3 b2 b1 b0
+ + - +
+ - - +

Cuadro 2.1: Signos de los coeficientes del polinomio f definido en (2.22).

ser positivo o negativo. Entonces los cambios de signo de los coeficientes se pueden
determinar a partir de la Tabla 2.1.
A partir de la Tabla 2.1 establecemos que sólo existen dos cambios de signo en ca-
da caso, por lo cual el criterio de Descartes nos asegura la existencia de una única
ráız negativa y cero o dos ráıces positivas para la ecuación f(T ) = 0. Dado que ya
conocemos la existencia de una ráız positiva (T ∗ < TM), concluimos que f tiene una
ráız negativa y dos positivas. Las ráıces de f(T ) = 0 deben ser menores que TM y

T ∗

M , esto implica que deben ser menores que T̃ = mı́n{TM , T
∗

M}. Ahora, para probar

que f(T ) = 0 sólo tiene una ráız entre cero y T̃ , es suficiente probar que f(T̃ ) < 0.

Observemos que si T̃ = TM , entonces TM < T ∗

M y por tanto

rβ − γU(αTTM + µI) > rβ − γU(αTT
∗

M + µI) = 0

esto implica que

f(T̃ ) = f(TM) = −µTαT [rβ − γU(αTTM + µI)] (TM − ζ)(TM − η)

−µBµUkI(1 − TM)(αTTM + µI) < 0.

Mientras que si T̃ = T ∗

M , entonces T ∗

M < TM < 1 y por tanto

f(T̃ ) = f(T ∗

M) = −µBµUkI(1 − T ∗

M)(αTT
∗

M + µI) < 0,

es decir que f(T̃ ) < 0. Dado que f(0) > 0, entonces existe una única ráız de f(T ) = 0

en [0, T̃ ].

2.3. Estabilidad del equilibrio libre de infección

En esta sección analizaremos tanto la estabilidad asintótica local aśı como global
del equilibrio trivial E1 = (1, 0, 0, 0) en la región Ω1. En la siguiente proposición
establecemos la estabilidad asintótica local de E1.

Proposición 1. Si R0 < 1, el equilibrio trivial E1 es localmente asintóticamente
estable en la región Ω1. Si R0 > 1, entonces E1 es inestable.

Demostración. Iniciemos analizando la estabilidad local a través de la linealización
del sistema (2.2) alrededor de E1 la cual está dada por x′ = J(E1)x donde x =



Modelo sobre la inmunoloǵıa celular de la tuberculosis en el pulmón 15

(MU ,MI , B, T )T y el Jacobiano evaluado en E1 es

J(E1) =




−µU 0 −β 0
0 −µI β 0
0 r −(γU + µB) 0
0 kI 0 −µT


 ,

Ahora, para determinar la estabilidad local de E1 es suficiente conocer el signo de
la parte real de los valores propios de J(E1), los cuales se determinan por medio de
los signos de las ráıces de su polinomio caracteŕıstico. El polinomio caracteŕıstico de
J(E1) está dado por

p(λ) = (λ+ µU)(λ+ µT )
[
λ2 + (µI + γU + µB)λ+ µI(γU + µB) − rβ

]
. (2.23)

Los ceros del polinomio p definido en (2.23) son λ1 = −µU , λ2 = −µT y las ráıces de
la ecuación cuadrática

λ2+(µI+γU +µB)λ+µI(γU +µB)−rβ = λ2+(µI+γU +µB)λ+µI(γU +µB)(1−R0) = 0.
(2.24)

El criterio de Routh-Hurwitz para un polinomio de grado dos afirma que las ráıces
de la ecuación cuadrática (2.24) tienen parte real negativa si y sólo sus coeficientes
son mayores que cero [46]. Esto se satisface si y sólo si R0 < 1. Por lo tanto, E1

es localmente asintóticamente estable cuando R0 < 1 y es un punto de silla cuando
R0 > 1.

En la siguiente proposición probamos la estabilidad asintótica global de E1 en la
región Ω1.

Proposición 2. Si R0 ≤ 1, todas las trayectorias que comienzan en Ω1 se aproximan
a E1 cuando t tiende a infinito.

Demostración. La función V definida como

V = rMI + µIB, (2.25)

satisface V (E1) = 0 y V (x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω1 donde x = (MU ,MI , B, T )T . Por
otro lado, la derivada orbital de V está dada por

V̇ = r
dMI

dt
+ µI

dB

dt
= r(βBMU − αTMIT − µIMI) + µI(rMI − γUMUB − µBB)

= BMU(rβ − µIγU) − (rαTMIT + µIµBB)

= µI(γU + µB)BMU

(
R0 −

µIγU

µI(γU + µB)

)
− (rαTMIT + µIµBB). (2.26)
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Si R0 ≤ 1, entonces

V̇ ≤ µI(γU + µB)BMU

(
1 − µIγU

µI(γU + µB)

)
− (rαTMIT + µIµBB)

= µI(γU + µB)BMU

µIµB

µI(γU + µB)
− (rαTMIT + µIµBB)

= BMUµIµB − (rαTMIT + µIµBB)

= µIµBB(MU − 1) − rαTMIT.

Dado queMU ≤ 1, entonces V̇ (E) ≤ 0 para todo E ∈ Ω1 donde E = (MU ,MI , B, T )T .
Ahora, vamos a determinar el conjunto donde V̇ = 0. Para este fin analizaremos los
casos R0 = 1 y R0 < 1. Reemplazando R0 = 1, en la ecuación (2.26) se llega a

V̇ = µIµBB(MU − 1) − rαTMIT.

Observemos que en este caso, el conjunto donde V̇ = 0 está definido por

Θ3 = {(MU ,MI , B, T ) ∈ Ω1 : B(MU − 1) = 0 y MIT = 0} .

Por otro lado, para R0 < 1, se deduce de la ecuación (2.26), que la derivada orbital
es cero si y sólo si MIT = 0 y

[
µI(γU + µB)MU

(
R0 −

µIγU

µI(γU + µB)

)
− µIµB

]
B = 0. (2.27)

La ecuación (2.27) se anula si B = 0 o

MU =
µIµB

µIµBR0 + (R0 − 1)µIγU

>
1

R0

. (2.28)

Dado que R0 < 1, se tiene que MU definido en (2.28) es mayor que uno; es decir, MU

no pertenece a las coordenadas de un punto en Ω1. En consecuencia, para R0 < 1, el
conjunto donde V̇ = 0 está dado por

Φ3 = {(MU ,MI , B, T ) ∈ Ω1 : B = 0 y MIT = 0} .

Por lo tanto, para R0 ≤ 1, el conjunto donde V̇ = 0 está dado por

Ψ3 = Θ3 ∪ Φ3 = Θ3.

A partir del sistema (2.2) podemos ver que el máximo conjunto invariante contenido
en Ψ3 es el plano B = 0 y MI = 0. En efecto, para B = 0 el sistema (2.2) se reduce a

dMU

dt
= µU − µUMU ,

dMI

dt
= −µIMI ,

dB

dt
= rMI ,

dT

dt
= kIMI − µTT. (2.29)
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Si MI 6= 0, entonces de la tercera ecuación de (2.29) se llega a que dB/dt > 0, en
consecuencia B(t) no es constante, lo cual contradice el supuesto B ≡ 0. Por lo tanto,
MI = 0 y el sistema (2.29) se transforma en

dMU

dt
= µU − µUMU ,

dMI

dt
= 0,

dB

dt
= 0,

dT

dt
= −µTT,

lo cual implica que el máximo conjunto invariante contenido en V̇ = 0 es E1. Por lo
tanto, aplicando el Teorema de LaSalle-Lyapunov [47] se sigue que todas las trayec-
torias que comienzan en Ω1 tienden asintóticamente a E1 cuando t tiende a infinito,
para R0 ≤ 1.

2.4. Estabilidad del equilibrio endémico

En esta sección probaremos que bajo ciertas condiciones E2 es globalmente asintótica-
mente estable en

Θ1 = Ω1 − {(MU , 0, 0, T ) ∈ Ω1 : 0 ≤MU ≤ 1, 0 ≤ T ≤ TM} ,

a través del método directo de Lyapunov. A continuación, probaremos que la función
tipo Goh definida aśı

V = (a1 + a2)

[
MU −M∗

U −M∗

U ln

(
MU

M∗

U

)]
+ (a3 + a4)

[
MI −M∗

I −M∗

I ln

(
MI

M∗

I

)]

+a5

[
B −B∗ −B∗ ln

(
B

B∗

)]
+ a6

[
T − T ∗ − T ∗ ln

(
T

T ∗

)]
,

donde a1 es una constante positiva y

a2 =

(
µU

βB∗M∗

U

µB

γU

− 1

)
a1, a3 =

µU

βB∗M∗

U

µB

γU

a1, a4 =
µUM

∗

U

βB∗M∗

U

a1

a5 =
µUM

∗

U

γUM∗

UB
∗
a1, a6 =

αTT
∗M∗

I

kIM∗

I (1 − T ∗)

µUM
∗

U

βB∗M∗

U

(
µB

γUM∗

U

+ 1

)
a1. (2.30)

es una función de Lyapunov para E2 en int Ω1. Es decir, demostraremos que

V (x) ≥ 0 para todo x ∈int Ω1.

V̇ (x) < 0 para todo x ∈int Ω1,

Antes probaremos algunos resultados relevantes en el desarrollo del resultado principal
de esta sección.
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Proposición 3. La derivada orbital V̇ de V está dada por V̇ = −f donde f está defini-
da por

f(x, y, z, w) = (a1 + a2)µUM
∗

U

(
x+

1

x
− 2

)
+ (a1 + a2)βB

∗M∗

U

(
xz +

1

x
− z − 1

)

+(a3 + a4)βB
∗M∗

U

(
xz

y
+ y − xz − 1

)

+(a3 + a4)αTT
∗M∗

I (yw + 1 − y − w)

+a5rM
∗

I

(y
z

+ z − y − 1
)

+ a5γUM
∗

UB
∗(xz + 1 − x− z)

+a6kIM
∗

I

( y
w

+ w − y − 1
)

+ a6kIM
∗

I T
∗(wy + 1 − w − y), (2.31)

donde x = MU/M
∗

U , y = MI/M
∗

I , z = B/B∗ y w = T/T ∗.

Demostración. La derivada orbital de V es igual a

V̇ (X) = DV (X)
dX

dt
(2.32)

= (a1 + a2)

(
1 − M∗

U

MU

)
dMU

dt
+ (a3 + a4)

(
1 − M∗

I

MI

)
dMI

dt
+ a5

(
1 − B∗

B

)
dB

dt

+a6

(
1 − T ∗

T

)
dT

dt

= (a1 + a2)

(
1 − M∗

U

MU

)
(µU − µUMU − βBMU)

+(a3 + a4)

(
1 − M∗

I

MI

)
(βBMU − αTTMI − µIMI)

+a5

(
1 − B∗

B

)
(rMI − γUMUB − µBB)

+a6

(
1 − T ∗

T

)
[kI(1 − T )MI − µTT ].

Ahora, despejando µU , µI , µB y µT de las ecuaciones de equilibrio (2.6) llegamos a
que

µU = µUM
∗

U + βB∗M∗

U ,

µI =
βB∗M∗

U

M∗

I

− αTT
∗M∗

I

M∗

I

,

µB =
rM∗

I

B∗
− γUM

∗

UB
∗

B∗
,

µT =
kIM

∗

I

T ∗
− kIM

∗

I T
∗

T ∗
. (2.33)
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Reemplazando µU , µI , µB y µT definidos en (2.33) en la ecuación (2.32) obtenemos
para el primer término

(a1 + a2)

(
1 − M∗

U

MU

)
dMU

dt
= (a1 + a2)

(
1 − M∗

U

MU

)
(µU − µUMU − βBMU) (2.34)

= (a1 + a2)µUM
∗

U

(
1 − M∗

U

MU

)(
1 − MU

M∗

U

)

+(a1 + a2)βB
∗M∗

U

(
1 − M∗

U

MU

) (
1 − BMU

B∗M∗

U

)

= −(a1 + a2)µUM
∗

U

(
MU

M∗

U

+
M∗

U

MU

− 2

)

−(a1 + a2)βB
∗M∗

U

(
BMU

B∗M∗

U

+
M∗

U

MU

− B

B∗
− 1

)
.

Mientras que, para el segundo término, obtenemos

(a3 + a4)

(
1 − M∗

I

MI

)
dMI

dt
= (a3 + a4)

(
1 − M∗

I

MI

)
βB∗M∗

U

(
BMU

B∗M∗

U

− MI

M∗

I

)
(2.35)

+(a3 + a4)

(
1 − M∗

I

MI

)
αTT

∗M∗

I

(
MI

M∗

I

− TMI

T ∗M∗

I

)

= −(a3 + a4)βB
∗M∗

U

(
BMUM

∗

I

B∗M∗

UMI

+
MI

M∗

I

− BMU

B∗M∗

U

− 1

)

−(a3 + a4)αTT
∗M∗

I

(
TMI

T ∗M∗

I

+ 1 − MI

M∗

I

− T

T ∗

)
.

Análogamente, para el tercer término, obtenemos

a5

(
1 − B∗

B

)
dB

dt
= a5

(
1 − B∗

B

)
(rMI − γUMUB − γTTB − µBB) (2.36)

= −a5rM
∗

I

(
B∗MI

BM∗

I

+
B

B∗
− MI

M∗

I

− 1

)

−a5γUM
∗

UB
∗

(
MUB

M∗

UB
∗

+ 1 − B

B∗
− MU

M∗

U

)
.

Finalmente, para el cuarto término se tiene

a6

(
1 − T ∗

T

)
dT

dt
= a6

(
1 − T ∗

T

)
(kI(1 − T )MI − µTT ) (2.37)

= a6

(
1 − T ∗

T

)[
kIM

∗

I

(
MI

M∗

I

− T

T ∗

)
+ kIM

∗

I T
∗

(
T

T ∗
− TMI

T ∗M∗

I

)]

= −a6kIM
∗

I

(
T ∗MI

TM∗

I

+
T

T ∗
− MI

M∗

I

− 1

)

−a6kIM
∗

I T
∗

(
TMI

T ∗M∗

I

+ 1 − T

T ∗
− MI

M∗

I

)
.
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Reemplazando (2.34-2.37) en (2.32) obtenemos

V̇ = −(a1 + a2)µUM
∗

U

(
MU

M∗

U

+
M∗

U

MU

− 2

)

−(a1 + a2)βB
∗M∗

U

(
BMU

B∗M∗

U

+
M∗

U

MU

− B

B∗
− 1

)

−(a3 + a4)βB
∗M∗

U

(
BMUM

∗

I

B∗M∗

UMI

+
MI

M∗

I

− BMU

B∗M∗

U

− 1

)

−(a3 + a4)αTT
∗M∗

I

(
TMI

T ∗M∗

I

+ 1 − MI

M∗

I

− T

T ∗

)

−a5rM
∗

I

(
B∗MI

BM∗

I

+
B

B∗
− MI

M∗

I

− 1

)

−a5γUM
∗

UB
∗

(
MUB

M∗

UB
∗

+ 1 − B

B∗
− MU

M∗

U

)

−a6kIM
∗

I

(
T ∗MI

TM∗

I

+
T

T ∗
− MI

M∗

I

− 1

)

−a6kIM
∗

I T
∗

(
TMI

T ∗M∗

I

+ 1 − T

T ∗
− MI

M∗

I

)
. (2.38)

Haciendo el cambio de variables

x =
MU

M∗

U

, y =
MI

M∗

I

, z =
B

B∗
, w =

T

T ∗
,

podemos escribir V̇ (x, y, z, w) = −f(x, y, z, w).

Si comprobamos que f es no negativa, se sigue que V es una función de Lyapunov
para (2.2). Esto es lo que afirma el siguiente lema.

Lema 3. Si γU ≤ µB, entonces la función f es no negativa.

Demostración. A partir de las siguientes igualdades

(a1 + a2)βB
∗M∗

U = a3βB
∗M∗

U = a5µBB
∗

a1µUM
∗

U = a4βB
∗M∗

U = a5γUM
∗

UB
∗

a6kIM
∗

I = (a3 + a4)αTT
∗M∗

I + a6kIM
∗

I T
∗,

obtenemos las constantes definidas en (2.30). Reemplazando la ecuación de equilibrio
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rM∗

I = γUM
∗

UB
∗+µUB

∗ y las constantes definidas en (2.33) en la función f obtenemos

f(x, y, z, w) = (a1 + a2)µUM
∗

U

(
x+

1

x
− 2

)
+ (a1 + a2)βB

∗M∗

U

(
xz +

1

x
− z − 1

)

+(a3 + a4)βB
∗M∗

U

(
xz

y
+ y − xz − 1

)

+(a3 + a4)αTT
∗M∗

I (yw + 1 − y − w)

+a5µBB
∗

(y
z

+ z − y − 1
)

+ a5γUM
∗

UB
∗

(y
z

+ xz − x− y
)

+a6kIM
∗

I

( y
w

+ w − y − 1
)

+ a6kIM
∗

I T
∗(wy + 1 − w − y)

= a2µUM
∗

U

(
x+

1

x
− 2

)
+ (a3 + a4)βB

∗M∗

U

(
xz

y
+
y

z
+

1

x
− 3

)

+a6kIM
∗

I y

(
1

w
+ w − 2

)
. (2.39)

Es claro que ai > 0 para i = 1, 3, 4, 5, 6, además como γU ≤ µU entonces a2 > 0.
Tomando d1 = x, d2 = y, d3 = z y d4 = w en la desigualdad

∑n

i=1 di ≥ n
√∏n

i=1 di se
verifica fácilmente que

x+
1

x
− 2 ≥ 0

xz

y
+
y

z
+

1

x
− 3 ≥ 0

1

w
+ w − 2 ≥ 0.

Por consiguiente, a partir de las desigualdades anteriores se concluye que f es no
negativa.

En el siguiente teorema se resumen los resultados obtenidos acerca de la estabilidad
global de E2 en Θ1.

Teorema 4. Si γU ≤ µB, todas las trayectorias que comienzan en Θ1 se aproximan
a E2 cuando t tiende a infinito, esto es, E2 es globalmente asintóticamente estable.

Demostración. Es claro que V (E2) = 0 y V (E) ≥ 0 para todo E ∈int Ω1, ahora de la
Proposición 3 se tiene que V̇ = −f y del Lema 3 se tiene que f es no negativa, por
tanto V̇ (E) ≤ 0 para todo E ∈int Ω1. Además V̇ (E) = 0 si y sólo si E = E2, esto
implica que todas las trayectorias en int Ω1 tienden a E2 cuando t tiende a infinito.

En lo que sigue hay que demostrar que todas las trayectorias que comienzan en Θ1

se aproximan a E2. En la Proposición 2 se probó que toda trayectoria que inicia en
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el plano B = 0, MI = 0 se aproxima al equilibrio libre de infección E1. Lo anterior
implica que el conjunto

{(MU , 0, 0, T ) ∈ Ω1 : 0 ≤MU ≤ 1, 0 ≤ T ≤ TM}, (2.40)

es una región invariante donde toda trayectoria que inicia alĺı se aproxima a E1 cuando
t tiende a infinito y por tanto las soluciones con condiciones iniciales en el conjunto
definido en (2.40) no pueden tender a E2. Por consiguiente, sólo nos resta probar que
toda solución E del sistema (2.2) que inicia en

∂Ω1 − {(MU , 0, 0, T ) ∈ Ω1 : 0 ≤MU ≤ 1, 0 ≤ T ≤ TM}. (2.41)

entra a Ω1. Pero esto se concluye del hecho de que el campo vectorial definido por el
sistema (3.7) apunta hacia el interior sobre el conjunto anterior.

La Tabla 2.2 resume los resultados de existencia y estabilidad de las soluciones de
equilibrio.

Existencia Estabilidad
E1 R0 ≤ 1
E2 R0 > 1 R0 > 1, γU ≤ µB

Cuadro 2.2: Condiciones de existencia y estabilidad para las soluciones de equilibrio
del sistema (2.2).

2.5. Soluciones Numéricas

En esta sección verificaremos que β es el parámetro que más influye en el resultado
de la infección. Además haremos simulaciones numéricas para diferentes valores de
β, manteniendo fijos los otros parámetros, esto con el propósito de observar el efecto
que produce la variación de β en el control del Mtb. En este modelo la eliminación
o progresión de la infección depende de los valores que tome el número reproductivo
básico R0 definido en (2.5). Más precisamente, si R0 ≤ 1 la infección tiende a ser elim-
inada, mientras que si R0 > 1 la infección persistirá. En términos de los parámetros
originales R0 está dado por

R0 =
r̄ΛU

µU

β

γ̄U
ΛU

µU

+ µB

(2.42)

donde r̄ es el número promedio de bacterias producidas dentro de un macrófago
infectado; β es la razón de infección; µB es la razón de muerte natural de la bacteria;
γ̄U es la razón con que los macrófagos no infectados eliminan bacterias, y finalmente
ΛU , y µU son las razones de nacimiento y muerte de los macrófagos no infectados,
respectivamente.
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Figura 2.1: Transcurso temporal de las poblaciones de células normalizadas. En estas
gráficas se observa que las poblaciones de macrófagos infectados, bacterias y célu-
las T tienden a cero cuando que el tiempo aumenta, mientras que la población de
macrófagos infectados tiende a uno.

Es claro que la variación de cualquiera de los parámetros de la parte derecha de (2.42)
producirá una variación en el valor de R0, pero sólo analizaremos las variaciones de R0

con respecto a los parámetros β, γ̄U y r̄ ya que µU , µB y ΛU permanecen inalterados
en el transcurso de la infección. Sea ε > 0, entonces

R0
r̄ =

(r̄ + ε)ΛU

µU

β

γ̄U
ΛU

µU

+ µB

= R0Ar̄(ε)

R0
β =

r̄ΛU

µU

(β + ε)

γ̄U
ΛU

µU

+ µB

= R0Aβ(ε)

R0
γ̄U

=
r̄ΛU

µU

β

(γ̄U + ε)ΛU

µU

+ µB

= R0Aγ̄U
(ε)

donde

Ar̄(ε) = 1 +
ε

r̄
, Aβ(ε) = 1 +

ε

β
, Aγ̄U

(ε) =
γ̄U + µUµB

ΛU

γ̄U + µUµB

ΛU

+ ε
,

representan las variaciones de R0 con respecto a r̄, β y γ̄U respectivamente. Observe-
mos que Aβ(ε) ≥ Aγ̄U

(ε). Para el caso de equilibrios endémicos el número promedio
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Parámetros Figura 2.1 Figura 2.2 Figura 2.3 Unidades
ᾱT 2 ∗ 10−5 2 ∗ 10−5 2 ∗ 10−5 T−1d́ıa−1

β 8,25 ∗ 10−9 8,25 ∗ 10−8 8,25 ∗ 10−7 B−1d́ıa−1

γ̄U 2,9 ∗ 10−7 2,9 ∗ 10−7 2,9 ∗ 10−7 B−1d́ıa−1

µB 0.012 0.012 0.012 d́ıa−1

µI 0.011 0.011 0.011 d́ıa−1

µT 0.33 0.33 0.33 d́ıa−1

µU 0.0033 0.0033 0.0033 d́ıa−1

k̄I 0.008 0.008 0.008 TM−1d́ıa−1

r̄ 5 5 5 escalar
Tmax 50000 50000 50000 T
ΛU 1000 1000 1000 M d́ıa−1

Cuadro 2.3: Los valores de los parámetros fueron estimados por medio de los datos
publicados en [8]. Las letras B, M, T en las unidades representan a las bacterias,
macrófagos y células T, respectivamente.

de bacterias producidas por un macrófago infectado r̄ es mayor o igual a uno, mien-
tras que la razón de infección β siempre es menor o igual a uno, es decir, r̄ ≥ β.
Lo anterior implica que Aβ(ε) ≥ Ar̄(ε). Por lo tanto variaciones de β producen una
mayor amplificación en el número reproductivo básico R0 que variaciones en r̄.

Los valores de los parámetros usados en las simulaciones numéricas representadas
en las Figuras 2.1-2.3 están dados en la Tabla 2.3. En estas figuras se muestran las
gráficas de los transcursos temporales de las poblaciones normalizadas de macrófagos
no infectados (MU), macrófagos infectados (MI), bacilos de Mtb (B/BM) donde BM

es la cota superior de las bacterias en la frontera del conjunto Ω1 definido en (2.3) y
células T (T ).

En la Figura 2.1, β =8.25∗10−9 y R0=0.125. En este caso la población inicial de
bacterias y macrófagos infectados decrecen a cero.

En la Figura 2.2 el valor de β aumentó a 8.25∗10−8 y R0 se incrementó a 1.25 posi-
bilitando la persistencia de la infección. En este caso se observa un incremento inicial
de todas las poblaciones indicando una respuesta inmune en la etapa temprana de
la infección, lo cual coincide con los resultados reportados por Egen J.G. et al. [48].
Estos autores encontraron que durante la formación del granuloma, la interacción
entre macrófagos y células T ocurre bajo la participación de señales de TNF-α, [49].

La Figura 2.3 ilustra el comportamiento de la bacteria y las poblaciones de células
para (β=8.25∗10−7). En este caso R0=12.5, indicando que en promedio surgen 12
nuevos macrófagos infectados por d́ıa al inicio de la infección lo cual muestra una
proliferación significativa de células infectadas [8]. A diferencia de la Figura 2.2, en
esta figura la población de macrófagos no infectados decrece drásticamente, mientras
que la población de bacterias crece dos ordenes de magnitud, los macrófagos infectados
y las células T un orden de magnitud. Esto puede ser indicativo de una infección
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activa donde, a pesar del incremento de las células T, la bacteria es capaz de evadir
la respuesta inmune de los macrófagos.
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Figura 2.2: Transcurso temporal de las poblaciones de células normalizadas. Estas
gráficas predicen que la infección progresa a un estado de latencia

2.6. Conclusión

En esta sección formulamos un modelo matemático para la respuesta inmune contra
la TB dentro del pulmón, el cual se enfoca en la acción de los macrófagos y células T
para controlar la infección con Mtb.
Aunque nuestro modelo es simple comparado con la complejidad de la respuesta
inmune hacia la TB, este predice en términos del número reproductivo básico, R0,
cuando la bacteria es eliminada o la infección progresa a la enfermedad. R0 representa
el nuevo número de macrófagos infectados que resultan de un macrófago infectado.
Este es directamente proporcional al crecimiento del Mtb en su nivel de equilibrio,
r̄ΛU

µU

y la razón de infección β e inversamente proporcional a la razón a la cual los
macrófagos no infectados eliminan a las bacterias en su nivel de equilibrio más la
muerte natural de las bacterias, γ̄U

ΛU

µU

+ µB.
Si R0 ≤ 1, la bacteria y los macrófagos infectados decrecerán hasta ser eliminados.
Este escenario se presenta cuando el Mtb no es capaz de infectar suficientes células,
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Figura 2.3: Transcurso temporal de las poblaciones de células normalizadas. Estas
gráficas predicen que la infección progresa a TB activa.

o la razón de crecimiento de las bacterias es muy limitada o la respuesta inmune es
suficiente para controlar la infección. Cuando R0 > 1 existe un equilibrio endémi-
co E2, donde las bacterias y los macrófagos infectados están presentes. Este estado
estacionario puede representar TB latente o activa, dependiendo de la cantidad de
bacterias.
El comportamiento temporal de la respuesta celular durante el inicio de la infección
es reflejada en las Figuras 2.2 y 2.3. Puede ser visto que al inicio hay una gran
proliferación de bacteria y células inmunes, seguido por el decrecimiento de estas
poblaciones, las cuales se aproximan a un estado de equilibrio.
Como mencionamos en la Introducción, es razonable pensar que la carga bacterial
puede usarse como un indicador del grado de avance de la progresión de la enfermedad.
Suponiendo esto, la Figura 2.2 podŕıa representar un estado de latencia donde el
crecimiento de la población bacteriana se controla por medio del sistema inmune,
mientras que la Figura 2.3 podŕıa describir TB activa.



Caṕıtulo 3

Modelo sobre la inmunoloǵıa
celular de la tuberculosis en el
granuloma

Diferentes autores [5, 12] han probado a través de experimentos en vivo e in vitro que
la dinámica mas relevante de la bacteria tiene lugar dentro del granuloma pulmonar.
Por esta razón decidimos formular un modelo matemático que describa la interacción
de la población de células T, bacterias, macrófagos infectados y no infectados en el
granuloma tuberculoso.

3.1. Formulación del modelo

Para construir el modelo matemático de la dinámica de las poblaciones mencionadas
anteriormente dentro del granuloma consideramos las mismas poblaciones que en el
caṕıtulo anterior, esto es, macrófagos no infectados, macrófagos infectados, bacilos de
Mtb y células T, cuyas densidades al tiempo t denotamos por M̄U(t), M̄I(t), B̄(t) y
T̄ (t), respectivamente. Las suposiciones con las que se construye el modelo con el que
aqúı trabajamos son las siguientes: los macrófagos no infectados se reproducen a una
tasa constante ΛU y mueren a una razón per cápita constante µU . Estos macrófagos
se convierten en infectados a una razón proporcional al producto de M̄U y B̄, con
constante de proporcionalidad β̄. Por otro lado, los macrófagos infectados mueren a
razón per cápita constante µI ≥ µU . Las células T eliminan macrófagos infectados a
una razón proporcional al producto de M̄I y T̄ , con constante de proporcionalidad
ᾱT .
En este modelo suponemos que los bacilos de Mtb tienen un crecimiento loǵıstico con
tasa de reproducción ν, y capacidad de carga K (número máximo de bacteria que
puede soportar un granuloma) y además mueren a razón per cápita constante µB.
Los macrófagos no infectados eliminan al bacilo del Mtb a una tasa proporcional al
producto de M̄U y B̄, con constante de proporcionalidad γ̄U .
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Debido a que en el sitio de la infección sólo pueden permanecer un número máxi-
mo de células T, decidimos expresar este hecho, utilizando el término de saturación
kI

(
1 − T̄ /Tmax

)
M̄I , donde k̄I es la tasa de reclutamiento de células T activadas por

las señales que env́ıan los macrófagos infectados y Tmax es el número máximo de célu-
las T espećıficas para eliminar bacilos de Mtb. Las células T mueren a una razón per
cápita constante µT . Con estas consideraciones, obtenemos el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales

dM̄U

dt
= ΛU − µUM̄U − β̄B̄M̄U

dM̄I

dt
= β̄B̄M̄U − ᾱTM̄I T̄ − µIM̄I

dB̄

dt
= ν

(
1 − B̄

K

)
B̄ − γ̄UM̄U B̄ − µBB̄

dT̄

dt
=

(
1 − T̄

Tmax

)
k̄IM̄I − µT T̄ . (3.1)

Haciendo el siguiente cambio de variables

MU =
M̄U

ΛU/µU

, MI =
M̄I

ΛU/µU

, B =
B̄

K
y T =

T̄

Tmax

, (3.2)

obtenemos

dMU

dt
=

1
ΛU

µU

dM̄U

dt

=
µU

ΛU

(
ΛU − µUM̄U − β̄B̄M̄U

)

= µU − µUMU − βBMU ,

donde β = β̄K. Siguiendo el mismo procedimiento para las otras ecuaciones llegamos
a

dMI

dt
=

1
ΛU

µU

dM̄I

dt

=
µU

ΛU

(β̄B̄M̄U − ᾱTM̄I T̄ − µIM̄I)

= βBMU − αTMIT − µIMI ,

donde αT = ᾱTTmax. Para la tercera ecuación tenemos

dB

dt
=

1

K

dB̄

dt

=
1

K

[
ν

(
1 − B̄

K

)
B̄ − γ̄UM̄U B̄ − µBB̄

]

= ν (1 −B)B − γUMUB − µBB,
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donde γU = γ̄U

ΛU

µU

. Finalmente, para la cuarta ecuación tenemos

dT

dt
=

1

Tmax

dT̄

dt

=
1

Tmax

[(
1 − T̄

Tmax

)
k̄IM̄I − µT T̄

]

= (1 − T ) kIMI − µTT,

donde kI =
k̄IΛU

TmaxµU

. Por lo tanto, el sistema (3.1) en las nuevas variables se reescribe

como

dMU

dt
= µU − µUMU − βBMU

dMI

dt
= βBMU − αTMIT − µIMI

dB

dt
= ν(1 −B)B − γUMUB − µBB

dT

dt
= (1 − T ) kIMI − µTT. (3.3)

Nuestro conjunto de interés biológico está dado por

Ω2 =
{
(MU ,MI , B, T ) ∈ R

4
+ : 0 ≤MU +MI ≤ 1, 0 ≤ B ≤ 1, 0 ≤ T ≤ 1

}
. (3.4)

En el siguiente lema probamos que el sistema (3.3) está bien planteado en el sentido
que soluciones con condiciones iniciales en Ω2 permanecen alĺı para todo t ≥ 0.

Lema 5. El conjunto Ω2 definido en (3.4) es un conjunto positivamente invariante
del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.3).

Demostración. Por hipótesis µI ≥ µU entonces

dMU

dt
+
dMI

dt
= µU − µUMU − αTMIT − µIMI

≤ µU − µU(MI +MU) − αTMIT

≤ µU − µU(MI +MU),

o equivalentemente

d

dt
(MU +MI) + µU(MI +MU) ≤ µU . (3.5)

La solución de la desigualdad (3.5) está dada por

MU(t) +MI(t) ≤ 1 + (−1 +M0
U +M0

I )e−µU t,
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donde M0
U + M0

I ≤ 1, lo cual implica que MU(t) + MI(t) ≤ 1 para todo t ≥ 0. Por
otro lado

dB

dt
≤ ν(1 −B)B. (3.6)

A través del análisis cualitativo de la desigualdad (3.6) se establece que toda solución
de (3.6)con condición inicial 0 ≤ B0 ≤ 1 satisface 0 ≤ B(t) ≤ 1 para todo t ≥ 0.
Observemos que

dT

dt
= (1 − T ) kIMI − µTT

≤ (1 − T ) kI ,

o equivalentemente
dT

dt
+ kIT ≤ kI . (3.7)

De la desigualdad (3.7) obtenemos que

T (t) ≤ 1 + (−1 + T 0)e−kI t,

donde T 0 ≤ 1. Por lo tanto T (t) ≤ 1 para todo t ≥ 0. Finalmente, de manera similar
al Lema 1 se verifica fácilmente que el campo vectorial definido por (3.3) sobre ∂Ω2

no apunta hacia el exterior de Ω2. Por lo tanto, las soluciones que inician en Ω2

permanecen alĺı para todo t ≥ 0.

3.2. Equilibrios, bifurcaciones hacia adelante y ha-

cia atrás

Las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales (3.3) están dadas
por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

µU − µUMU − βBMU = 0

βBMU − αTMIT − µIMI = 0

ν(1 −B)B − γUMUB − µBB = 0

(1 − T ) kIMI − µTT = 0. (3.8)

De la primera ecuación del sistema algebraico (3.8) obtenemos

µU − µUMU − βBMU = 0

(µU + βB)MU = µU

MU =
µU

µU + βB
= f1(B). (3.9)
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Es claro que MU ≤ 1. Por otro lado, de la segunda ecuación del sistema (3.8) tenemos

βBMU − αTMIT − µIMI = 0

(αTT + µI)MI = βBMU

MI =
βBf1(B)

αTT + µI

. (3.10)

Dado que µU = f1(B)(µU + βB) ≤ µI , entonces

f1(B)(µU + βB) ≤ µI

≤ µI + αTT

o equivalentemente
f1(B)

αTT + µI

≤ 1

µU + βB
.

Multiplicando la desigualdad anterior en ambos lados por βB se tiene que

MI =
βBf1(B)

αTT + µI

≤ βB

µU + βB
,

lo cual implica que

MI ≤
βB

µU + βB
= 1 − µU

µU + βB
= 1 −MU . (3.11)

A partir de la desigualdad (3.11) se verifica que MU + MI ≤ 1 lo cual implica que
MU y MI satisfacen las condiciones de Ω2. Ahora, reemplazando el valor de MI dado
en la ecuación (3.10), en la cuarta ecuación del sistema algebraico (3.8) obtenemos

(1 − T ) kI

βBf1(B)

αTT + µI

− µTT = 0,

o equivalentemente

(1 − T ) kIβBf1(B) − µTT (αTT + µI) = 0.

La ecuación anterior implica

kIβBf1(B) − [kIβBf1(B) + µTµI ]T − µTµIT
2 = 0 (3.12)

Después de algunas simplificaciones, la ecuación (3.12) se reescribe como

ψ(T ) = T 2 + b(B)T − c(B) = 0 (3.13)

donde

c(B) =
kIβBf1(B)

µTαT

y b(B) = c(B) +
µI

αT

.
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Las soluciones de la ecuación cuadrática (3.13) están dadas por

T+(B) =
−b(B) +

√
[b(B)]2 + 4c(B)

2

T−(B) = −b(B) +
√

[b(B)]2 + 4c(B)

2
.

Dado que c(B) ≥ 0 para B ≥ 0, entonces T+(B) es la única ráız positiva de (3.13).
Además, como R(0) = −c(B) < 0 y R(1) = µI/αT > 0, entonces 0 ≤ T+(B) ≤ 1. En
consecuencia, T+(B) satisface la condición dada en el conjunto Ω2 definido en (3.4).
La tercera ecuación del sistema (3.8) es equivalente a

[ν(1 −B) − γUMU − µB]B = 0.

Lo cual implica que B = 0 o

ν(1 −B) − γUMU − µB = 0. (3.14)

Reemplazando B = 0 en el sistema (3.8) llegamos a que MU = 1, MI = 0 y T = 0.
Por lo tanto, obtenemos el equilibrio libre de infección P0 = (1, 0, 0, 0). Supongamos
que B 6= 0, entonces la ecuación (3.14) se reescribe como

ν − µB = νB + γUMU , (3.15)

lo cual implica que una condición suficiente y necesaria para queMU yB sean positivas
es que el crecimiento neto de las bacterias (tasa de crecimiento de las bacterias en
ausencia de macrófagos no infectados) sea positivo; es decir,

d0 = ν − µB > 0. (3.16)

Reemplazando MU definido en (3.9) y d0 definido en (3.16), en la ecuación (3.15)
tenemos

d0 = νB +
γUµU

µU + βB

d0(µU + βB) = νB(µU + βB) + γUµU .

De aqúı obtenemos que B satisface la ecuación

G(B) = βν

[
B2 +

γU

ν
(η − ηc)B +

µU(γU + µB)

νβ
(1 −R1)

]
= 0, (3.17)

donde

R1 =
ν

γU + µB

, η =
νµU

γUβ
y ηc =

d0

γU

. (3.18)
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Las soluciones de la ecuación cuadrática (3.17) están dadas por

B+ =

−γU

ν
(η − ηc) +

√[γU

ν
(η − ηc)

]2

− 4µU(γU + µB)(1 −R1)

νβ

2

B− = −

γU

ν
(η − ηc) +

√[γU

ν
(η − ηc)

]2

− 4µU(γU + µB)(1 −R1)

νβ

2
(3.19)

Ahora vamos a determinar las condiciones bajo las cuales estas ráıces son reales
positivas. Para este fin consideraremos los siguientes casos: η < ηc, η = ηc y η > ηc.
A partir de (3.19) observamos que si η = ηc entonces

B+ = B− =

√
µU(γU + µB)(R1 − 1)

νβ
.

Por lo tanto, si η = ηc existe una única ráız real y positiva cuandoR1 > 1. Supongamos
ahora que η 6= ηc, en este caso las ráıces B+ y B− se pueden escribir como

B+ =
γU

2ν

(
− (η − ηc) +

√
(η − ηc)

2 (1 − η0/η)

)

B− = −γU

2ν

(
η − ηc +

√
(η − ηc)

2 (1 − η0/η)

)
, (3.20)

donde

η0 =
4(γU + µB)(1 −R1)

γU (1 − ηc/η)
2 . (3.21)

De las ecuaciones (3.20) se observa que una condición necesaria y suficiente para que
B+ y B− sean reales es η0 ≤ η. Como η0 cambia de signo dependiendo de si R1 es
mayor o menor que uno analizaremos los casos η < ηc y η > ηc teniendo en cuenta
los siguientes subcasos: R1 < 1, R1 = 1 y R1 > 1.

Para η < ηc tenemos las siguientes opciones:

1. Si R1 < 1, entonces η0 > 0. Ahora, para η = η0 existe una única solución
real positiva B+ = B− = γU(η − ηc)/2ν mientras que para η > η0 se tiene
que 0 < 1 − η0/η < 1 lo cual implica que tanto B+ como B− definidas en
(3.20) son ambas ráıces reales positivas. Por lo tanto

a) Si R1 < 1 y η0 < η < ηc existen dos ráıces positivas.

b) Si R1 < 1 y η0 = η < ηc existe una ráız positiva.

2. Si R1 = 1, entonces η0 = 0, lo cual implica que B+ = γU(η − ηc)/ν es la
única ráız positiva. Por lo tanto, si R1 = 1 y η < ηc entonces existe una
única ráız positiva.
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3. Si R1 > 1, entonces η0 < 0 por consiguiente 1 − η0/η > 0, lo cual implica
que B+ definido en (3.20) es la única ráız positiva. Por lo tanto, si R1 > 1
y η < ηc entonces existe una única ráız positiva.

Para η > ηc tenemos las siguientes opciones:

1. Siguiendo un procedimiento similar al caso η < ηc se verifica que si R1 ≤ 1
las ráıces son reales negativas. Mientras que si R1 > 1 entonces B+ definido
en (3.20) es la única ráız positiva. Por lo tanto, si R1 > 1 y η > ηc entonces
existe una única ráız positiva.

A continuación verificaremos que en todos los casos las ráıces positivas B+ y B− están
en el intervalo (0, 1) y por lo tanto satisfacen las condiciones de Ω2.
En el literal 1(a), para R1 < 1 y η0 < η < ηc se tiene que

G(0) > 0, G′(0) = βγU(η − ηc) < 0 y 0 < G(0) < G(1) = µBβ + µU(γU + µB),

las desigualdades anteriores implican que B+ y B− están en el intervalo (0, 1) (véase
la Figura 3.1b). Por otro lado, en el literal 2 para R1 = 1 y η < ηc tenemos que

G(0) = 0, G′(0) = βγU(η − ηc) < 0 y G(1) = µUν + µBβ > 0,

esto implica que la ráız positiva está en el intervalo (0, 1) (véase la Figura 3.1a).
Finalmente, se estableció la existencia de una única solución positiva B+ cuando
R1 > 1, en consecuencia

G(0) = µU(γU + µB)(1 −R1) < 0 y G(1) = µBβ + µU(γU + µB) > 0.

Los resultados anteriores sobre la existencia de soluciones de equilibrio se resumen en
la siguiente proposición.

Proposición 4. El sistema (3.3) siempre tiene el equilibrio libre de infección P0 =
(1, 0, 0, 0). Supongamos que d0 > 0.
Para η < ηc se tienen las siguientes opciones:

1. Si R1 < 1 y η0 < η, existen dos equilibrios endémicos P1 y P2.

2. Si R1 < 1 y η0 = η existe un único equilibrio endémico P1.

3. Si R1 ≥ 1, existe un único equilibrio endémico P1.

Para η > ηc se tienen las siguientes opciones:

1. Si R1 ≤ 1, no existen equilibrios endémicos infectados.

2. Si R1 > 1, existe un único equilibrio endémico P1.
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1 B

(a) 0 = G(0) < G(1), G′(0) < 0 (b) 0 < G(0) < G(1), G′(0) < 0

GG

1 B

Figura 3.1: (a) La gráfica de G muestra una única ráız positiva. (b) La gráfica de G
muestra la existencia de dos ráıces positivas.

A partir de la Proposición 4 se concluye que el comportamiento para el caso η > ηc

corresponde a una bifurcación hacia adelante (véase la Figura 3.2a); es decir

Si R1 ≤ 1 sólo existe el equilibrio libre de infección P0.

Si R1 > 1, además de P0 existe un equilibrio endémico P1.

Por otro lado, para el caso η < ηc se tiene una bifurcación hacia atrás en donde
coexisten dos equilibrios endémicos cuando R1 < 1 y η0 < η que componen las
dos ramas de una bifurcación tangencial; t́ıpicamente una es localmente estable y
la otra es inestable. Estas dos soluciones de equilibrio chocan cuando R1 < 1 y
η0 = η, eliminándose y dejando al equilibrio libre de infección como la única solución
estacionaria cuando R1 < 1 y η0 < ηc.
Con el propósito de construir el diagrama para la bifurcación hacia atrás como una
relación de las soluciones de equilibrio, P , y el número reproductivo básico, R1, debe-
mos expresar el parámetro η0 en términos de R1, para este fin, encontraremos el valor
que toma R1 cuando η = η0 el cual denotaremos por R∗

1. Reemplazando η = η0, en
(3.21) se tiene que

η0 =
4(γU + µB)(1 −R1)

γU (1 − ηc/η0)
2 =

4ν(1/R1 − 1)

γU (1 − ηc/η0)
2 .

Despejando R1 de la ecuación anterior se obtiene que R1 = R∗

1 con

R∗

1 =

[
1 +

γU(η0 − ηc)
2

4η0ν

]
−1

< 1. (3.22)
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(b) Bifurcación hacia atrás (η < ηc)

R1 R1

(a) Bifurcación hacia adelante (η > ηc)

1 1

P1 P1

P2

P P

R∗

1

Figura 3.2: El diagrama de bifurcación está dado por (a) una bifurcación hacia ade-
lante que ocurre cuando η > ηc, (b) una bifurcación hacia atrás que ocurre cuando
η < ηc.

Sabemos que cuando η0 = η existe un único punto de equilibrio P1, es decir que
para R1 = R∗

1 sólo existe un equilibrio endémico P1. Ahora vamos a verificar que
si R1 < R∗

1, entonces η < η0 y por lo tanto no existen equilibrios distintos de P0

R1 < R∗

1. En efecto, despejando R1 de (3.21) tenemos que

R1 =

[
1 +

η0γU(1 − ηc/η)
2

4ν

]
−1

. (3.23)

Ahora, reemplazando R∗

1 y R1 definidos en (3.22) y (3.23) en la desigualdad R1 < R∗

1

y simplificando la expresión se obtiene que

(η0 − ηc)
2

η0

< η0

(
1 − ηc

η

)2

. (3.24)

Después de manipular y simplificar la desigualdad (3.24) se tiene que

[η(η0 − ηc) + η0(η − ηc)](η0 − η) < 0. (3.25)

A través del análisis de existencia se estableció que tanto η como η0 son menores
que ηc. Por lo tanto, el primer factor de (3.25) es negativo de donde se concluye que
η < η0. Siguiendo un procedimiento similar, se verifica que si R∗

1 < R1 < 1, entonces
existen dos soluciones de equilibrio endémicos P1 y P2. Finalmente, existe un único
punto de equilibrio P1 cuando R1 ≥ 1 (véase la Figura 3.2b).

3.2.1. Interpretación de los parámetros de bifurcación

En esta subsección interpretaremos biológicamente las condiciones que determinan la
existencia de soluciones de equilibrio en función de los siguientes parámetros:
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El número reproductivo básico de las bacterias, RB.

El número reproductivo básico de la infección, Rβ.

El número de bacterias eliminadas por los macrófagos no infectados en el periodo
de vida de una bacteria, RγU

.

El número de bacterias producidas por la fracción de bacterias que sobreviven
al ataque de los macrófagos no infectados, R1.

El número RB se define como el producto de la tasa de reproducción de las bacterias,
ν, por el tiempo de vida media de la bacterias, 1/µB, es decir

RB =
ν

µB

. (3.26)

Este parámetro se interpreta biológicamente como el número de bacterias generadas
una bacteria.
Dado que una bacteria infecta un macrófago a una razón β̄ y este macrófago infectado
produce K/µI bacterias durante su vida, entonces el número reproductivo básico de
la infección es

Rβ =
β̄K

µI

=
β

µI

, (3.27)

que se interpreta como el número de macrófagos infectados por un macrófago infectado
en una población de macrófagos no infectados.
Por otro lado, el producto de la razón a la cual los macrófagos no infectados eliminan
a la bacteria en su nivel de equilibrio, γU = γ̄UΛU/µU , por el tiempo de vida promedio
de las bacterias 1/µB es el número de bacterias eliminadas por los macrófagos durante
la vida de una bacteria.

RγU
=
γU

µB

=
γ̄U

Λ
µU

µB

. (3.28)

Este número mide la eficacia del macrófago en el control de la enfermedad. En térmi-
nos de RB, la tasa crecimiento neto de las bacterias d = ν − µB se reescribe como

d = µB(RB − 1). (3.29)

Sabemos que una condición necesaria para la existencia de equilibrios endémicos es
d > 0. A partir de (3.29) se establece que dicha condición se cumple cuando RB > 1.
Es decir, que cada bacteria debe generar más de una bacteria para que la infección
progrese a un estado estacionario endémico. En términos de RB el parámetro R1

definido en (3.18) se reescribe como

R1 =
ν

γU + µB

= F (γU)RB (3.30)
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donde el factor F está dado por

F (γU) =
µB

γU + µB

= 1 − γU

γU + µB

. (3.31)

Dado que γU = γ̄U
ΛU

µU

representa la razón a la cual los macrófagos no infectados
eliminan a las bacterias, entonces

γU

γU + µB

se interpreta como la fracción de bacterias eliminadas por macrófagos. Por lo tanto,
de (3.31) concluimos que el factor F determina la fracción de bacterias que sobreviven
al ataque de los macrófagos no infectados.
De (3.30) se observa que el producto de la fracción de bacterias que sobreviven al
ataque de los macrófagos no infectados, F , y el número de bacterias producidas por
otra bacteria,RB, define el número reproductivo básico de las bacterias que sobreviven
al ataque de los macrófagos no infectados, R1.
Ahora vamos a interpretar biológicamente en términos de R1, RB, Rβ y RγU

las condi-
ciones de existencia de soluciones estacionarias endémicas. Para este fin, expresaremos
dichas condiciones con estos parámetros. En primer lugar, una condición necesaria
para que progrese la infección es que una bacteria produzca más de una bacteria en
su vida, es decir, RB > 1.
En términos de los parámetros definidos arriba R1, η y ηc dados en (3.18) se reescriben
como

R1 =
RB

RγU
+ 1

, η =
µU

µI

RB

RβRγU

, ηc =
RB − 1

RγU

. (3.32)

A partir de (3.32), se establece que

R1 ≤ 1 si y sólo si RB ≤ 1 +RγU .

R1 > 1 si y sólo si RB > 1 +RγU .

η > ηc si y sólo si Rβ < ρ, (3.33)

donde

ρ =
µU

µI

RB

RB − 1
. (3.34)

En el caso η > ηc se tiene una bifurcación hacia adelante, en la cual no existen
soluciones de equilibrio endémicas cuando R1 ≤ 1, y existe una única solución de
equilibrio endémico, P1, cuando R1 > 1.
A partir de las equivalencias definidas en (3.33) se establece que esta bifurcación hacia
adelante se presenta cuando Rβ < ρ. Además, si RB ≤ 1 +RγU no existen equilibrios
endémicos mientras que si RB > 1 +RγU existe un único equilibrio endémico P1. En
resumen,
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La infección no se desarrolla cuando el número de bacterias producidas por la
fracción de bacterias que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados
es menor o igual a uno (R1 ≤ 1), lo cual implica que el número de bacterias
producidas por cada bacteria, RB, está dentro del rango (1, 1+RγU

] y el número
de macrófagos infectados por un macrófago infectado Rβ es menor que ρ.

La infección persiste cuando el número de bacterias producidas por la fracción
de bacterias que sobrevive al ataque de los macrófagos no infectados es mayor
que uno (R1 > 1). En este caso el número de bacterias producidas por una
bacteria, RB, está dentro del rango (1 + RγU

,∞) y el número de macrófagos
infectados por un macrófago infectado Rβ es menor que ρ.

Este análisis nos permite interpretar situaciones particulares.

Ejemplo 1. En un proceso de infección el promedio de vida de un macrófago no
infectado 1/µU es de 300 d́ıas mientras que el de un macrófago infectado 1/µI es de
100 d́ıas (véase [7, 9]). Supongamos que una bacteria no infecta nuevos macrófagos
(Rβ = 0) y que a su vez produce cuatro bacterias (RB = 4), también supongamos
que un macrófago no infectado elimina en promedio tres bacterias (RγU

= 3). Bajo
estas condiciones se tiene R1 = 1 y ρ definido en (3.34) es 4/9. En este caso, aunque
las bacterias son capaces de reproducirse la infección no se desarrolla. Esto se debe
a que el crecimiento poblacional de bacterias y macrófagos infectados es controlado
por la respuesta de los macrófagos y células T. También podemos resaltar que si las
bacterias producidas por una bacteria son menos de cuatro por macrófagos no podŕıa
controlarse la infección. Por ejemplo, para RB = 5 obtenemos R1=1.25 lo cual implica
que existencia de un estado endémico donde coexisten todas las poblaciones.

Sabemos que para η < ηc se obtiene una bifurcación hacia atrás en la cual no existen
equilibrios endémicos cuando 0 < R1 < R∗

1, donde R∗

1 es el valor que toma R1 cuando
η0 = η. Además, existe un único equilibrio cuando R1 = R∗

1 y existen dos equilib-
rios cuando R∗

1 < R1 < 1. Finalmente existe un único equilibrio cuando R1 ≥ 1.
Nuevamente, de (3.32) se obtienen las siguientes equivalencias

η < ηc si y sólo si Rβ > ρ.

0 < R1 < R∗

1 si y sólo si RB < (1 +RγU
)R∗

1.

R1 = R∗

1 si y sólo si RB = (1 +RγU
)R∗

1.

R∗

1 < R1 < 1 si y sólo si (1 +RγU
)R∗

1 < RB < 1 +RγU
.

R1 ≥ 1 si y sólo si RB ≥ 1 +RγU
. (3.35)

A partir de la primera equivalencia definida en (3.35) se concluye que la bifurcación
hacia atrás se presenta cuando el número de macrófagos infectados por un macrófago
infectado, Rβ, supera el umbral ρ. En este caso el comportamiento de los estados
estacionarios se determina de la siguiente manera
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De las dos primeras equivalencias de (3.35) se establece que la infección no se
desarrolla cuando el número de bacterias producidas por la fracción de bacterias
que sobrevive al ataque de los macrófagos no infectados no alcanza el mı́nimo
(R1 < R∗

1), o equivalentemente, el número de bacterias producidas por una
bacteria, RB, está en el rango (1, (1 + RγU

)R∗

1) y el número de macrófagos
infectados por un macrófago infectado, Rβ es mayor que ρ.

De la primera y tercera equivalencia de (3.35) se observa que el equilibrio libre
de infección, P0, se bifurca de forma discontinua en un equilibrio endémico P ∗

1

(aparece la infección), cuando el número de bacterias producidas por la fracción
de bacterias que sobrevive al ataque de los macrófagos no infectados alcanza
el mı́nimo (R1 = R∗

1), lo cual implica que el número de bacterias producidas
por una bacteria es RB = (1 +RγU

)R∗

1. En este caso, el número de macrófagos
infectados por un macrófago infectado, Rβ, es mayor que ρ.

De la primera y cuarta equivalencia de (3.35) se infiere que la infección persiste
dentro de una parábola (el punto de equilibrio endémico P ∗

1 se bifurca en dos
equilibrios endémicos P1 y P2), cuando el número de bacterias producidas por
la fracción de bacterias que sobrevive al ataque de los macrófagos no infectados,
R1, está en el rango (R∗

1, 1),o equivalentemente, el número de bacterias produci-
das por una bacteria, RB, está en el rango ((1 +RγU

)R∗

1, 1 +RγU
) y el número

de macrófagos infectados por un macrófago infectado, Rβ, es mayor que ρ.

De la primera y quinta equivalencia de (3.35) concluimos que la infección per-
siste, pero sólo en una rama de la parábola (el punto de equilibrio endémico
P2 pierde sentido biológico, dejando a P1 como el único equilibrio endémico),
cuando el número de nuevas bacterias producidas por la fracción de bacterias
que sobrevive al ataque de los macrófagos no infectados, R1, es mayor que uno,
lo cual implica que el número de bacterias producidas por una bacteria, RB,
es mayor que 1 + RγU

y el número de macrófagos infectados por un macrófago
infectado, Rβ, es mayor que ρ.

En el siguiente ejemplo se ilustra una situación donde se presenta una bifurcación
hacia atrás.

Ejemplo 2. En este ejemplo consideraremos los mismos parámetros que en el Ejem-
plo 1, a excepción del número básico de la infección, que en este caso es uno (Rβ = 1).
Es decir, µU = 1/300, µI = 1/100, RB = 4 y RγU

= 3. Bajo estas condiciones se
tiene R1 = 1 y ρ = 4/9. Dado que Rβ > ρ, estamos en una bifurcación hacia atrás en
la cual el número de bacterias producidas por una bacteria que sobrevive al ataque de
los macrófagos infectados es uno. A diferencia del Ejemplo 1, en este caso se desar-
rolla la infección. Una posible explicación a este hecho es que las bacterias, además
de infectar también tienen capacidad para reproducirse.
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P0, P1 y P2

P0

P0 P0 y P1

P0 y P1

1 R1

1

η

ηc

η0

Figura 3.3: Región de existencia de las soluciones de equilibrios del sistema (3.3) en
el espacio R1 vs η.

3.3. Análisis de estabilidad de las soluciones de

equilibrio

En esta sección realizamos el análisis de estabilidad de las soluciones de equilibrio del
sistema no lineal de ecuaciones diferenciales (3.3). Para llevar a cabo el análisis de
estabilidad local utilizaremos el jacobiano del sistema (3.3) el cual está dado por

J




MU

MI

B
T


 =




−(µU + βB) 0 −βMU 0
βB −(αTT + µI) βMU −αTMI

−γUB 0 a 0
0 (1 − T )kI 0 −(kIMI + µT )


 , (3.36)

donde

a = ν(1 − 2B) − γUMU − µB. (3.37)

Para el análisis de estabilidad global utilizaremos el método directo de Lyapunov.

3.3.1. Estabilidad del equilibrio libre de infección

En esta subsección probaremos que P0 es localmente asintóticamente estable cuan-
do R1 < 1 y globalmente asintóticamente estable cuando R1 < R∗

1. Evaluando el
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Jacobiano (3.36) en P0 obtenemos

J (P0) =




−µU 0 −β 0
0 −µI β 0
0 0 ν − (γU + µB) 0
0 kI 0 −µT


 . (3.38)

Un cálculo directo muestra que el polinomio caracteŕıstico de J(P0) es

p0(λ) = (λ+ µU)(λ+ µT )(λ+ µI){λ− [ν − (γU + µB)]} (3.39)

y por tanto los valores propios de P0 están dados por las ráıces del polinomio p0

definido en (3.39) las cuales son

λ1 = −µU , λ2 = −µT , λ3 = −µI ,

λ4 = ν − (γU + µB) = (γU + µB)(R1 − 1).

Observemos que λ1, λ2 y λ3 son reales negativos, y λ4 < 0 si y sólo si R1 < 1. Por
lo tanto, P0 es localmente asintóticamente estable si y sólo R1 < 1. La siguiente
proposición resume el resultado anterior.

Proposición 5. El equilibrio libre de infección P0 = (1, 0, 0, 0) es localmente asintótica-
mente estable si y sólo si R1 < 1, y es inestable si R1 > 1.

Demostraremos la estabilidad global de P0 en Ω2 cuando R1 < R∗

1. Para esto uti-
lizaremos la función V : R4

+ ∪ 0̄ → R dada por

V = q1(1 −MU) + q2MI + q3B + q4T,

donde qi, i = 1, . . . , 4 son constantes positivas. Observemos que V satisface V (P0) = 0
y V (x) > 0 para todo x ∈ Ω2. Ahora vamos a encontrar los valores de las constantes
qi para los cuales la derivada orbital de V es negativa. Dicha derivada está dada por

V̇ = −q1M ′

U + q2M
′

I + q3B
′ + q4T

′

= −q1(µU − µUMU − βBMU) + q2(βBMU − αTMIT − µIMI)

+q3[ν(1 −B)B − γUMUB − µBB] + q4[(1 − T ) kIMI − µTT ]

= −q1µU(1 −MU) + [(q1 + q2)β − q3γU ]BMU + (q4kI − q2µI)MI

+q3d0B − [q3νB
2 + (q2αT + q4kI)MIT + µTT ].

Haciendo
(q1 + q2)β − q3γU = −q3d0 y q4kI − q2µI = 0,

V̇ se reduce a

V̇ = −q1µU(1 −MU) − q3d0BMU + (q4kI − q2µI)MI

+q3d0B − [q3νB
2 + (q2αT + q4kI)MIT + µTT ]

= −q1µU(1 −MU) + q3d0B(1 −MU) − [νB2 + (q2αT + q4kI)MIT + µTT ]

= (−q1µU + q3d0)(1 −MU) − [νB2 + (q2αT + q4kI)MIT + µTT ]. (3.40)
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Despejando q3 y q4 en términos de q1 y q2 obtenemos las siguientes expresiones.

q3 =
(q1 + q2)β

(γU + µB)(1 −R1)
y q4 =

µIq2
kI

. (3.41)

Debemos encontrar q1 y q2 positivas de tal forma que V̇ (P ) < 0 para todo P ∈
Ω2, P 6= P0. De la expresión (3.40) se desprende que esto se cumple si y sólo si
−q1µU + q3d0 < 0 o equivalentemente

q3d0 < q1µU . (3.42)

Reemplazando q3 definido en (3.41), en la desigualdad (3.42) se tiene

(q1 + q2)βd0

(γU + µB)(1 −R1)
< q1µU . (3.43)

Despejando R1 de la desigualdad (3.43), se tiene

R1 < 1 − (q1 + q2)βd0

(γU + µB)µUq1

< 1 − (q1 + q2)βd0R1

νµUq1
,

o equivalentemente

R1 <
1

1 + (q1+q2)βd0

νµU q1

. (3.44)

Si hacemos

q1 =
βd0

νµU

4η0ν

γU(η0 − η)2
y q2 = 1, (3.45)

y los sustituimos en la parte derecha de la desigualdad (3.44) se obtiene

R1 <
1

1 + (q1 + 1)γU (η0−η)2

4η0ν

.

De la desigualdad anterior obtenemos la desigualdad equivalente R1 < R∗

1 la cual se
cumple por hipótesis. El resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 6. El equilibrio libre de infección P0 es globalmente asintóticamente
estable si y sólo si R1 < R∗

1.
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3.3.2. Estabilidad de los equilibrios endémicos

En esta sección analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio que reflejan la
persistencia de la infección. Observemos que la ecuación (3.14) es equivalente a

ν = νB + γUMU + µB. (3.46)

Reemplazando (3.46) en la expresión para a definida en (3.37) se obtiene que a =
−νB, lo cual implica que el Jacobiano (3.36) evaluado en Pi, i = 1, 2 se reescribe
como

J (Pi) =




−(µU + βB) 0 −βMU 0
βB −(αTT + µI) βMU −αTMI

−γUB 0 −νB 0
0 (1 − T )kI 0 −(kIMI + µT )


 . (3.47)

Por otro lado, a partir de las ecuaciones de equilibrio (3.8) obtenemos las siguientes
igualdades

µU

MU

= µU + βB

βBMU

MI

= αTT + µI

kIMI

T
= kIMI + µT . (3.48)

Reemplazando las ecuaciones (3.48) en (3.47) obtenemos

J (Pi) =




− µU

MU

0 −βMU 0

βB −βBMU

MI

βMU −αTMI

−γUB 0 −νB 0

0 (1 − T )kI 0 −kIMI

T



, (3.49)

Ahora, vamos a determinar las condiciones para las cuales los valores propios de
J(Pi), i = 1, 2 tienen parte real negativa. Observemos que el polinomio caracteŕıstico
de J(Pi), i = 1, 2 está dado por

p1 (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+
µU

MU

0 βMU 0

−βBR λ+
βBMU

MI

−βMU αTMI

γUB 0 λ+ νB 0

0 −(1 − T )kI 0 λ+
kIMI

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (3.50)
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Utilizando el método de cofactores en la primera fila de p1 se tiene

p1(λ) =

(
λ+

µU

MU

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+
βBMU

MI

−βMU αTMI

0 λ+ νB 0

−(1 − T )kI 0 λ+
kIMI

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+βMU

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−βB λ+
βBMU

MI

αTMI

γUB 0 0

0 −(1 − T )kI λ+
kIMI

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Resolviendo los determinantes de orden tres, se obtiene

p1(λ) =

(
λ+

µU

MU

) (
λ+

βBMU

MI

)
(λ+ νB)

(
λ+

kIMI

T

)

+αTMI(1 − T )kI(λ+ νB)

(
λ+

µU

MU

)

+βMU

[
−

(
λ+

βBMU

MI

)
γUB

(
λ+

kIMI

T

)
− αTMIγB(1 − T )kI

]

= λ4 + g1λ
3 + g2λ

2 + g3λ+ g4, (3.51)

donde

g1 =
µU

MU

+
βBMU

MI

+ νB +
kIMI

T

g2 = νB
kIMI

T
+
µU

MU

βBMU

MI

+

(
µU

MU

+
βBMU

MI

)(
νB +

kIMI

T

)

+αTMI(1 − T )kI − βMUγUB

g3 =
µU

MU

βBMU

MI

(
νB +

kIMI

T

)
+ νB

kIMI

T

(
µU

MU

+
βBMU

MI

)

+αTMI(1 − T )kI

(
νB +

µU

MU

)
− βBγUMU

(
βBMU

MI

+
kIMI

T

)

g4 =
µU

MU

βBMU

MI

νB
kIMI

T
+ αTMI(1 − T )kIνB

µU

MU

−βMUγUB
βBMU

MI

kIMI

T
− βMUγUBαTkIMI(1 − T ). (3.52)



46 Caṕıtulo 3

Puesto que los parámetros son positivos, a partir de (3.52) se verifica que g1 > 0. Las
constantes g2, g3 y g4 se reescriben como

g2 =
βBMU

MI

(
µU

MU

+ νB +
kIMI

T

)
+
kIMI

T

(
µU

MU

+ νB

)

+αTMI(1 − T )kI +
βγUB

MU

(
η −M2

U

)

g3 =

(
βBMU

MI

+
kIMI

T

)
βγUB

MU

(
η −M2

U

)

+

[
βBMU

MI

kIMI

T
+ αTkIMI(1 − T )

](
µU

MU

+ νB

)

g4 =

[
βBMU

MI

kIMI

T
+ αTkIMI(1 − T )

]
βγUB

MU

(
η −M2

U

)
,

donde η está definida en (2.5). El criterio de Routh-Hurwitz establece que las ráıces
del polinomio p1 definido en (3.51) tienen parte real negativa si y sólo si gi > 0 y
(g1g2 − g3)g3 > g2

1g4 (véase [46]). Con el propósito de determinar las condiciones para
las cuales se satisfacen las desigualdades anteriores, vamos a definir las siguientes
constantes

A =
µU

MU

, N =
βBMU

MI

, C = νB, D =
kIMI

T

E = αTkIMI(1 − T ), X(MU) = AC − βMUγUMU =
βγUB

MU

(
η −M2

U

)
.(3.53)

Reemplazando A, N , C, E y X(MU) definidas por (3.53) en g1, . . . , g4 obtenemos

g1 = A+N + C +D

g2 = N(A+ C +D) +D(A+ C) + E +X(MU)

g3 = (N +D)X(MU) + (BD + E)(A+ C)

g4 = (E +ND)X(MU).

Después de algunas simplificaciones llegamos a que

∆3 = (g1g2 − g3)g3 − g2
1g4

= (N +D)(A+ C)(N +D)[(N +D)X(MU) + (ND + E)(A+ C)]

+(N +D)(A+ C)2(N +D)X(MU) + (N +D)(A2 + C2)(ND + E)(A+ C)

+(N +D)(DN + E)2(A+ C) + (A+ C)[X(MU)]2(N +D)

+2βMUγUMU(A+ C)(N +D)(E +ND). (3.54)

A partir de (3.53) se observa que las constantes A, N , C y E son positivas, mientras
que

X(MU) > 0 si y sólo si MU <
√
η. (3.55)
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Dado que MU < 1, entonces a partir de (3.55) se establece que X(MU) > 0 cuando
η ≥ 1, lo anterior implica que gi > 0 y ∆3 > 0 para i = 1, . . . , 4 cuando η ≥ 1. Por
lo tanto, a través del criterio de Routh-Hurwitz se concluye que si existe una única
solución de equilibrio endémico cuando η ≥ 1, ésta será localmente asintóticamente
estable en Ω2.
Los parámetros R1 y ηc definidos en (3.18) satisfacen que

R1 − 1 =
γU

γU + µB

(ηc − 1). (3.56)

A partir de (3.56) se tiene que R1 ≥ 1 si y sólo si ηc ≥ 1. Ahora vamos a analizar
los casos η > ηc y η < ηc cuando η y ηc son mayores o iguales a uno. Los resultados
de la Proposición 4 implican que si η < ηc, entonces P1 es el único equilibrio cuando
R1 ≥ 1. Mientras que si η > ηc, entonces P1 es el único equilibrio cuando R1 > 1.
El resultado anterior se resume en la siguiente proposición

Proposición 7. Supongamos que d0 > 0

1. Si η < ηc, entonces el equilibrio endémico P1 es localmente asintóticamente
cuando R1 ≥ 1.

2. Si η > ηc, entonces el equilibrio endémico P1 es localmente asintóticamente
cuando R1 > 1.

Hasta el momento hemos probado la estabilidad local para las soluciones de equilibrios
Pi cuando η ≥ 1. Ahora vamos a analizar la estabilidad local de dichas soluciones
cuando η < 1. En este caso probaremos la estabilidad de P1 e inestabilidad de P2

encontrando valores donde X(MU) es positiva y negativa, respectivamente. Sea M̄U =√
η, entonces X(M̄U) = 0. Dado que

MU = f1(B) =
µU

µU + βB
,

es una función continua y estrictamente decreciente de B, entonces

B̃ =
µU

β

(
1√
η
− 1

)
. (3.57)

es el único valor de B que satisface M̃U = f1(B̃) =
√
η. SustituyendoR1 = ν/(γU+µB)

en la función G definida en (3.17) y evaluando en B̃ se obtiene

G(B̃) = βν

{[
µU

β

(
1√
η
− 1

)]2

+
γU

ν
(η − ηc)

µU

β

(
1√
η
− 1

)
+
µU

νβ
(γU + µB − ν)

}
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Factorizando µU/β y descomponiendo el término cuadrático se reescribe como

G(B̃) = νµU

{
µU

β

(
1

η
− 2√

η
+ 1

)
+
γU

ν
(η − ηc)

(
1√
η
− 1

)
+

1

ν
(γU + µB − ν)

}
.

Sustituyendo η en el primer término se obtiene

G(B̃) = νµU

{
γU

ν
− 2√

η

µU

β
+
µU

β
+
γU

ν
(η − ηc)

(
1√
η
− 1

)
+

1

ν
(γU + µB − ν)

}

Factorizando 1/
√
η y agrupando términos tenemos

G(B̃) = νµU

{
1√
η

[
−2µU

β
+
γU

ν
(η − ηc)

]
+ 2

γU

ν
+
µU

β
− γU

ν
(η − ηc) +

1

ν
(µB − ν)

}
.

Sustituyendo η en el cuarto sumando y simplificando se obtiene

G(B̃) = νµU

{
1√
η

[
−2µU

β
+
γU

ν
(η − ηc)

]
+ 2

γU

ν
+
γU

ν
ηc +

1

ν
(µB − ν)

}
.

Sustituyendo ηc en el tercer sumando y simplificando se obtiene

B− B+

B̃

G

t

Figura 3.4: En esta gráfica podemos observar que B− < B̃ < B+.

G(B̃) = νµU

{
1√
η

[
−2µU

β
+
γU

ν
(η − ηc)

]
+ 2

γU

ν

}

= νµU

{
−2

(
1√
η

µU

β
− γU

ν

)
+

1√
η

γU

ν
(η − ηc)

}
.

Factorizando γU/ν obtenemos

G(B̃) = νµU

γU

ν

{
−2

(
1√
η

µUν

βγU

− 1

)
+

1√
η

(η − ηc)

}
.
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Sustituyendo η = νµU/γUβ en el primer sumando de la parte derecha tenemos

G(B̃) = µUγU

{
−2

(
η√
η
− 1

)
+

1√
η

(η − ηc)

}
.

Simplificando y agrupando términos se obtiene

G(B̃) = µUγU

{
− η√

η
+ 2 − ηc√

η

}
.

Factorizando 2/
√
η y simplificando obtenemos

G(B̃) =
2µUγU√

η

{√
η − η + ηc

2

}
.

Observemos que para η � 1 se tiene que G(B̃) < −µUγUηc/
√
η < 0. Por otro lado,

de acuerdo a la Proposición 4 existen dos puntos de equilibrio P1 y P2 con B+ y
B− como sus coordenadas en B donde coexisten todas las poblaciones. Dado que la
ecuación cuadrática (3.17) satisface G(B−) = G(B+) = 0 y G(B̃) < 0, B− < B̄ < B+

(véase la Figura 3.4). Nuevamente, como f1 es continua y estrictamente decreciente
existen M−

U y M+
U positivos tales que M−

U = f1(B
+), M+

U = f1(B
−) y M+

U < M̄U <
M−

U . En consecuencia, X(M−

U ) > 0 y X(M+
U ) < 0. Por lo tanto, P1 es localmente

asintóticamente estable y P2 es inestable. A partir de (3.56) se tiene que R1 < 1
si y sólo si ηc < 1. En este caso, η y ηc son menores que uno, y los resultados de
la Proposición 4 implican que si η < ηc existen dos soluciones de equilibrio cuando
R1 < 1 y η0 < η, una solución de equilibrio cuando R1 < 1 y η0 = η. Mientras que si
η > ηc no existen soluciones de equilibrio endémico. El resultado anterior se resume
en la siguiente proposición

Proposición 8. Supongamos que d0 > 0. Para η < ηc tenemos que

1. Si R1 < 1 y η0 < η, entonces P1 es localmente asintóticamente estable y P2 es
inestable.

2. Si R1 < 1 y η0 = η, entonces P1 es localmente asintóticamente estable.

3.4. Estudios Numéricos

En esta sección presentamos algunos resultados numéricos y gráficas que ilustran el
crecimiento de todas las poblaciones del modelo. En este modelo la eliminación o
progresión de la infección depende del número de bacterias producidas por la fracción
de bacterias que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados, R1, el número
de bacterias producidas por una bacteria, RB, el número de macrófagos infectados por
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Existencia Estabilidad
P0 R1 < 1, η < η0

P1 d0 > 0, R1 > 1 d0 > 0, R1 > 1
d0 > 0, R1 = 1, η < ηc d0 > 0, R1 = 1, η < ηc

d0 > 0, R1 < 1, η0 ≤ η < ηc d0 > 0, R1 < 1, η0 ≤ η < ηc

P2 d0 > 0, R1 < 1, η0 < η < ηc inestable

Cuadro 3.1: Condiciones de existencia y estabilidad para las soluciones de equilibrio
del sistema (3.3).

un macrófago infectado, Rβ, y el número de bacterias eliminadas por los macrófagos
no infectados en su nivel de equilibrio, RγU

.
En las Figuras 3.5-3.6 se presentan las gráficas de la evolución en el tiempo de las
poblaciones de mecrófagos no infectados, macrófagos infectados, bacilos de Mtb y
células T.

Parámetro Descripción Valor Unidad Referencia

ΛU Tasa de rep. de MU 1000 M d1́a−1 [6]
ᾱT Tasa de elim. MI por T 3 ∗ 10−5 T−1d́ıa−1 Est. [6, 9]
β̄ Tasa de infección 2,5 ∗ 10−11 B−1d́ıa−1 Est. [6, 9]
γ̄U Tasa de elim. B por MU 10−6 B−1d́ıa−1 Est. [6, 9]
k̄I Tasa de reclutamiento de T 8 ∗ 10−3 TM−1d́ıa−1 Est. [6, 9]
ν Tasa de reproducción de B 0.4 1/d́ıa [6, 12]
µU Tasa de muerte nat. para MU 0,003̄ 1/d́ıa [6, 9]
µI Tasa de muerte nat. para MI 0.01 1/d́ıa [6, 9]
µB Tasa de muerte nat. para B 0,143 1/d́ıa Estimado
µT Tasa de muerte nat. para T 0.3̄ 1/d́ıa [6, 9]
Tmax Numero máximo para T 50000 células T Est.[6, 9]
K Capacidad de carga 109 bacterias [12]

Cuadro 3.2: Datos utilizados en las simulaciones de las Figuras 3.5 y 3.6. Para estos
valores se obtienen las siguientes cantidades: R1 =0.9, RB =2.8, Rβ=2.5, RγU

=2.1,
ρ=0.52, R∗

1 =0.24, η=0.18, ηc =0.86 y η0 =0.04.

Observemos que los parámetros de la Tabla 3.2 satisfacen la condición, Rβ > ρ, esto
implica la existencia de una bifurcación hacia atrás. Más aún, cuando R∗

1 < R1 < 1
tanto P0 como P1 son localmente asintóticamente estables, es decir, se presenta un
región de bi-estabilidad para P0 y P1.
Para la realización de las gráficas que aparecen en las Figuras 3.5 y 3.6 se utilizaron
las condiciones iniciales x0= (0.999MU ,0.0,0.008,0.0) y y0= (1.001MU ,0.0,0.008,0.0)
donde MU es la primera coordenada del equilibrio inestable P2. Aunque ambas sim-
ulaciones numéricas fueron hechas con los valores de la Tabla 3.2, el comportamiento
de las soluciones es totalmente diferente. En la Figura 3.5 las soluciones tienden a la
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solución de equilibrio libre de infección P0, mientras que en la Figura 3.6 las soluciones
tienden al equilibrio endémico P1.
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Figura 3.5: Simulaciones numéricas del sistema (3.3). Gráficas de la propagación en
el tiempo de macrófagos, bacterias y células T durante los primeros 300 d́ıas.

Estas simulaciones numéricas sugieren que la rama inestable correspondiente a P2 =
(MU ,M I , B, T ) separa las regiones de estabilidad de P0 y P1. Más expĺıcitamente,
la condición inicial (MU(0),M I , B, T ) con MU(0) < MU (resp. MU(0) > MU) son
cuencas de atracción de P1 (resp. P0). Lo anterior se confirma en la Figura 3.7, que
muestra el curso temporal de MU con diez condiciones iniciales diferentes.

Observemos que en el caso presentado en las Figuras 3.5-3.7 se tiene RB=2.8 y
Rβ=2.5, es decir que una bacteria puede producir 2.8 bacterias e infectar 2.5 macrófa-
gos por d́ıa. Como el bacilo del Mtb se multiplica en promedio cada 20 horas [56],
los datos indican que las bacterias se están reproduciendo por encima del promedio.
Sin embargo, la eliminación o progresión de la infección depende de las condiciones
iniciales. Por ejemplo, bajo las condiciones mencionadas anteriormente tenemos que
si la población inicial de bacterias es 0.008 y el número de macrófagos no infectados
es mayor que MU=0.8168, entonces la infección es eliminada (véase la Figura 3.5).
Mientras que si la población inicial de macrófagos es menor que MU se presenta una
progresión de la infección (véase la Figura 3.6). Este comportamiento concuerda con
diferentes reportes que afirman que la contención del patógeno generalmente falla
cuando el estado inmune del hospedero cambia, lo cual suele ser consecuencia del
envejecimiento, desnutrición o la coinfección con el VIH, [2, 48, 56].



52 Caṕıtulo 3

0 100 200 300
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Tiempo en días

M
ac

ró
fa

go
s 

no
 in

fe
ct

ad
os

0 100 200 300
0

0.1

0.2

0.3

0.4

Tiempo en días

M
ac

ro
fa

go
s 

in
fe

ct
ad

os
0 100 200 300

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Tiempo en días

B
ac

te
ria

s

0 100 200 300
0

0.1

0.2

0.3

0.4

Tiempo en días

C
él

ul
as

 T

Figura 3.6: Simulaciones numéricas del sistema (3.3). La gráfica de la solución numéri-
ca muestra la propagación de macrófagos, bacterias y células T durante los primeros
300 d́ıas.

3.5. Conclusión

El diseño de vacunas para la TB pulmonar es un campo en el cual se han invertido
muchos esfuerzos. Recientemente, se ha puesto de manifiesto que para desarrollar
una vacuna más eficaz, es necesaria una mejor compresión de la relación entre la
respuesta inmune del hospedero y el bacilo de la TB. Como en otras infecciones
intracelulares, la principal respuesta inmune protectora es la celular mediada en la que
intervienen las células T, [2]. Es por esto que en este caṕıtulo, nosotros propusimos
y analizamos un modelo matemático de la dinámica poblacional de macrófagos no
infectados, macrófagos infectados, células T y bacilos de Mtb dentro del granuloma.

El análisis cualitativo revela: la existencia del punto de equilibrio libre de infección
P0 = (1, 0, 0, 0) del cual se deduce que la infección no se desarrolló o nunca ocurrió.
Una condición necesaria para que existan estados de equilibrio con una población de
Mtb positiva es que la tasa neta de crecimiento de la bacteria sea positiva, esto es,
d = ν−µB > 0. En este caso, tendremos una bifurcación hacia adelante o hacia atrás
dependiendo de los valores de los parámetros R1, η, ηc, η0 y R∗

1 (valor de R1 cuando
η = η0). Mas precisamente, si η > ηc se tiene una bifurcación hacia adelante, en la
cual el equilibrio libre de infección P0 se bifurca en el equilibrio endémico P1 cuando
R1 ≥ 1, mientras que si η < ηc la bifurcación es hacia atrás. El parámetro que define
la bifurcación del equilibrio libre de infección P0 en los equilibrios endémicos P1 y P2

es η0.

En resumen, la dinámica de las soluciones del sistema (3.3) es
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Figura 3.7: Simulaciones numéricas del sistema (3.3). Gráficas del transcurso tem-
poral de los macrófagos no infectados con diez condiciones iniciales muy cercanas a
MU=0.8168.

Para η > ηc se tiene que:

1. Si R1 ≤ 1, entonces el equilibrio libre de infección P0 = (1, 0, 0, 0) es el
único equilibrio del sistema (3.3), además es globalmente asintóticamente
estable en Ω2.

2. Si R1 > 1, entonces P0 se convierte en inestable y aparece un equilibrio
endémico P1 = (M∗

U ,M
∗

U , B
∗, T ∗) localmente asintóticamente estable.

Para η < ηc se tiene que:

1. Si R1 < 1 y η0 < η, entonces además de P0 y P1 existe un tercer equilibrio
endémico P2 = (MU ,M I , B, T ). En este caso, P0 y P1 son localmente
asintóticamente estables y P2 es inestable.

2. Si R1 < 1 y η0 = η, solo existen P0 y P1. Tanto P0 como P1 son localmente
asintóticamente estables.

3. SiR1 ≥ 1, solo existen P0 y P1. P0 es inestable y P1 es localmente asintótica-
mente estable.

La interpretación biológica de las condiciones que determinan la dinámica de las
soluciones del sistema (3.3) se hizo en términos de

- El número reproductivo básico de las bacterias, RB.

- El número reproductivo básico de la infección, Rβ.
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- El número de bacterias eliminadas por los macrófagos durante el tiempo de vida de
una bacteria, RγU

.

- El número reproductivo básico de las bacterias producidas por la fracción de bac-
terias que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados, R1.

Una condición necesaria para la existencia de equilibrios endémicos es que el número
de bacterias producidas por una bacteria sea mayor que uno (RB > 1). Además, si el
número de macrófagos infectados por un macrófago infectado, Rβ, sobrepasa el valor
umbral, ρ, se presenta una bifurcación hacia delante. Si este número es inferior al
umbral se tiene una bifurcación hacia atrás.
En el caso de la bifurcación hacia adelante se estableció que

La infección es eliminada cuando el número de bacterias producidas por la
fracción de bacterias que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados
es menor o igual a uno (R1 ≤ 1), el número de bacterias producidas por una
bacteria, RB, está dentro del rango (1, 1 + RγU

] y el número de macrófagos
infectados por un macrófago infectado Rβ es menor que ρ.

La infección persiste cuando el número de bacterias producidas por la fracción
de bacterias que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados es mayor
que uno (R1 > 1), el número de bacterias producidas por una bacteria durante
su vida promedio, RB, está dentro del rango (1 + RγU

,∞) y el número de
macrófagos infectados por un macrófago infectado Rβ es menor que ρ.

Para la bifurcación hacia atrás se tiene que

La infección no se desarrolla cuando el número de bacterias producidas por la
fracción de bacterias que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados
no alcanza el valor umbral mı́nimo (R1 < R∗

1), o equivalentemente, el número
de bacterias producidas por una bacteria, RB, está en el rango (1, (1 +RγU

)R∗

1)
aunque el número de macrófagos infectados por un macrófago infectado, Rβ es
mayor que ρ.

Aparece la infección (el equilibrio libre de infección, P0, se bifurca de forma
discontinua en un equilibrio endémico P ∗

1 ), cuando el número de bacterias pro-
ducidas por la fracción de bacterias que sobreviven al ataque de los macrófagos
no infectados alcanza el valor umbral mı́nimo (R1 = R∗

1), lo cual implica que
el número de bacterias producidas por una bacteria es RB = (1 + RγU

)R∗

1. En
este caso, el número de macrófagos infectados por un macrófago infectado, Rβ,
es mayor que ρ.

La infección persiste (el punto de equilibrio endémico P ∗

1 se bifurca en dos equi-
librios endémicos P1 y P2) cuando el número de bacterias producidas por la
fracción de bacterias que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados,
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Figura 3.8: Este diagrama de bifurcación muestra una bifurcación hacia atrás cuando
ν vaŕıa de 0 a 0.5. Los otros parámetros fueron tomados de la Tabla 3.2. En este caso
R1 vaŕıa de 0 a 1.21.

R1, está en el rango (R∗

1, 1),o equivalentemente, el número de bacterias produci-
das por una bacteria, RB, está en el rango ((1 +RγU

)R∗

1, 1 +RγU
) y el número

de macrófagos infectados por un macrófago infectado, Rβ, es mayor que ρ.

La infección persiste, pero sólo en una rama de la parábola (el punto de equilib-
rio endémico P2 pierde sentido biológico, dejando a P1 como el único equilibrio
endémico), cuando el número de bacterias producidas por la fracción de bac-
terias que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados R1 es mayor
que uno, lo cual implica que el número de bacterias producidas por una bac-
teria, RB, es mayor que 1 + RγU

y el número de macrófagos infectados por un
macrófago infectado, Rβ, es mayor que ρ.

La Figura 3.8 muestra el diagrama de bifurcación de la población de bacterias nor-
malizada (B) vs la razón de crecimiento de las bacterias (ν). Como podemos observar
esta gráfica muestra un bifurcación hacia atrás conformadas por dos ramas: una rama
inestable asociada a estados de latencia y una rama estable asociada a estados de TB
activa.
A diferencia de la dinámica en el pulmón en donde se utiliza la carga bacterial para
determinar si un individuo presenta TB latente o activa. Los resultados de este modelo
predicen la existencia de una región en la cual las poblaciones iniciales de macrófagos,
células T y bacterias son relevantes en el desarrollo de la infección. En este caso dichas
poblaciones iniciales determinan cuando un individuo infectado pasa de TB latente a
TB activa.
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Caṕıtulo 4

Modelo sobre la inmunoloǵıa
celular de la tuberculosis y la
resistencia del Mycobacterium

tuberculosis a los antibióticos en el
granuloma

En este caṕıtulo se estudian tanto aspectos inmunológicos de la TB como la resistencia
del Mtb a los antibióticos. Para este fin formulamos una extensión del modelo anterior
donde consideramos dos poblaciones de bacterias: sensibles y resistentes.

4.1. Formulación del modelo

Diversos estudios [10, 11] han demostrado que la adquisición de resistencia en Mtb se
deriva de eventos mutacionales puntuales en el genoma de la microbacteria que afectan
la actividad antimicrobacteriana de las células T y macrófagos. Estos ocurren a una
tasa constante, aún en la ausencia de exposición a los antibióticos [12]. Generalmente,
las mutaciones espećıficas que confieren resistencia al control qúımico tienen un costo,
el cual puede manifestarse como una reducción en la capacidad reproductiva o en la
habilidad para competir. Nowak en [55] propone que en ausencia de medicamentos la
razón de infección de las bacterias resistentes es menor o igual que la tasa de infección
de las bacterias sensibles, ya que de lo contrario la población de bacterias resistentes
podŕıa aumentar hasta superar ampliamente la población de bacterias sensibles antes
del tratamiento, [5, 55]. En el caso del bacilo Mtb el costo se asocia a la tasa de
reproducción de las bacterias [55], por lo tanto cuantificaremos el costo como una
reducción en la tasa de reproducción de la cepa resistente con respecto a la tasa de
reproducción de la cepa sensible.
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Para construir el modelo consideramos las siguientes poblaciones: macrófagos no infec-
tados, macrófagos infectados, bacterias sensibles al antibiótico, bacterias resistentes
al antibiótico y células T, cuyas densidades denotamos por M̄U , M̄I , B̄S, B̄R y T̄ res-
pectivamente. Las suposiciones para la dinámica de las poblaciones de macrófagos no
infectados, macrófagos infectados y células T son las mismas que en el modelo ante-
rior excepto porque en este modelo los macrófagos son infectados tanto por bacterias
sensibles, como por bacterias resistentes a una tasa constante β̄.

En este modelo suponemos que tanto las bacterias sensibles como las resistentes pre-
sentan un crecimiento loǵıstico con capacidad de carga K y tasas de reproducción ν
y ν1, respectivamente. Basándonos en el argumento presentado anteriormente, defi-
nimos ν1 = fν donde 0 ≤ f < 1 es el ajuste de crecimiento relativo [1, 12].

Durante la reproducción de bacterias sensibles, una porción q de mutantes resistentes
emerge. En el modelo, el tratamiento se incorpora como la tasa α a la cual la dro-
ga elimina bacterias sensibles por d́ıa [12]. Bajo estas consideraciones obtenemos el
sistema de ecuaciones

dM̄U

dt
= ΛU − µUM̄U − β̄B̄SM̄U − β̄B̄RM̄U

dM̄I

dt
= β̄B̄SM̄U + β̄B̄RM̄U − ᾱTM̄I T̄ − µIM̄I

dB̄S

dt
= (1 − q)νB̄S − γ̄UM̄U B̄S − αB̄S − ν(B̄S + B̄R)B̄S

K
− µBSB̄S

dB̄R

dt
= qνB̄S + ν1B̄R − γ̄UM̄U B̄R − ν1(B̄S + B̄R)B̄R

K
− µBRB̄R

dT̄

dt
=

(
1 − T̄

Tmax

)
k̄IM̄I − µT T̄ (4.1)

Con el propósito de reducir el número de parámetros en el modelo hacemos como en
el caṕıtulo anterior, el siguiente cambio de variables

MU =
M̄U

ΛU/µU

, MI =
M̄I

ΛU/µU

, BS =
B̄S

K
, BR =

B̄R

K
yT =

T̄

Tmax

. (4.2)

Reemplazando las variables definidas en (4.2) en la primera ecuación del sistema de
ecuaciones diferenciales (4.1) obtenemos

dMU

dt
=

1
ΛU

µU

dM̄U

dt

=
µU

ΛU

(ΛU − µUM̄U − β̄B̄SM̄U − β̄B̄RM̄U)

= µU − µUMU − βBSMU − βBRMU ,
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donde β = β̄K. Siguiendo el mismo procedimiento para las demás ecuaciones tenemos

dMI

dt
=

1
ΛU

µU

dM̄I

dt

=
µU

ΛU

(β̄B̄SM̄U + β̄B̄RM̄U − ᾱTM̄I T̄ − µIM̄I)

= βBSMU + βBRMU − αTMIT − µIMI ,

donde αT = ᾱTTmax.

dBS

dt
=

1

K

dB̄S

dt

=
1

K

[
(1 − q)νB̄S − γ̄UM̄U B̄S − αB̄S − ν(B̄S + B̄R)B̄S

K
− µBSB̄S

]

= (1 − q)νBS − γUMUBS − αBS − ν(BS +BR)BS − µBSBS,

dBR

dt
=

1

K

dB̄R

dt

=
1

K

[
qνB̄S + ν1B̄R − γ̄UM̄U B̄R − ν1(B̄S + B̄R)B̄R

K
− µBRB̄R

]

= qνBS + ν1BR − γUMUBR − ν1(BS +BR)BR − µBRBR,

donde γU = γ̄U

ΛU

µU

.

dT

dt
=

1

Tmax

dT̄

dt

=
1

Tmax

[(
1 − T̄

Tmax

)
k̄IM̄I − µT T̄

]

= (1 − T ) kIMI − µTT,

donde kI =
k̄IΛU

TmaxµU

. En consecuencia, el modelo (4.1) en las variables definidas en

(4.2) se reescribe como

dMU

dt
= µU − µUMU − βBSMU − βBRMU

dMI

dt
= βBSMU + βBRMU − αTMIT − µIMI

dBS

dt
= (1 − q)νBS − γUMUBS − αBS − ν(BS +BR)BS − µBSBS

dBR

dt
= qνBS + ν1BR − γUMUBR − ν1(BS +BR)BR − µBRBR

dT

dt
= (1 − T ) kIMI − µTT. (4.3)
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Nuestro conjunto de interés biológico está dado por

Ω3 =
{
(MU ,MI , BS, BR, T ) ∈ R

5
+ : 0 ≤MU +MI ≤ 1, 0 ≤ BS +BR ≤ 1, 0 ≤ T ≤ 1

}
.

(4.4)
El siguiente lema asegura que el sistema (4.3) está bien planteado, en el sentido que
las soluciones con condiciones iniciales en (4.4) permanecen alĺı para todo t ≥ 0.

Lema 6. El conjunto Ω3 definido en (4.4) es un conjunto positivamente invariante
para las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (4.3).

La demostración del Lema 6 es análoga a la de los caṕıtulos anteriores y la omitimos.

4.2. Soluciones de equilibrio

Para determinar las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales
(4.3) debemos resolver el siguiente sistema

µU − µUMU − βBSMU − βBRMU = 0

βBSMU + βBRMU − αTMIT − µIMI = 0

(1 − q)νBS − γUMUBS − αBS − ν(BS +BR)BS − µBSBS = 0

qνBS + ν1BR − γUMUBR − ν1(BS +BR)BR − µBRBR = 0

(1 − T ) kIMI − µTT = 0. (4.5)

Observemos que si determinamos los estados de equilibrio en ausencia de bacterias
sensibles (BS = 0) y en presencia de ellas (BS 6= 0), habremos considerado todos
los posibles casos. Por consiguiente, dividiremos el análisis de existencia en los casos
BS = 0 y BS 6= 0.

CASO I: (BS = 0)
Para BS = 0 el sistema de ecuaciones algebraicas (4.5) se reduce al siguiente sistema
de ecuaciones algebraicas

µU − µUMU − βBRMU = 0

βBRMU − αTMIT − µIMI = 0

ν1BR(1 −BR) − γUMUBR − µBRBR = 0

(1 − T ) kIMI − µTT = 0. (4.6)

Observe que los sistemas algebraicos (3.8) y (4.6) son los mismos salvo por el nombre
de las variables y los parámetros. En consecuencia, la solución del sistema (4.6) es
muy similar a la del sistema (3.8) salvo por variables y parámetros. Por consiguiente,
de manera similar al caso modelo del caṕıtulo anterior se obtienen los siguientes
resultados.
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Manipulando la primera, segunda y cuarta ecuación del sistema algebraico (4.6) se
obtiene que

MU =
µU

µU + βBR

= f1(BR), MI =
βBRf1(BR)

αTT + µI

, (4.7)

y T es solución de la ecuación cuadrática

T 2 + b(BR)T − c(BR) = 0, (4.8)

donde

c(BR) =
kIβBRf1(BR)

µTαT

b(BR) = c(BR) +
µI

αT

. (4.9)

La única solución mayor o igual a cero de la ecuación (4.8) es

T+(BR) =
−b(BR) +

√
[b(BR)]2 + 4c(BR)

2
. (4.10)

A partir de la tercera ecuación del sistema (4.6) se tiene que BR = 0 o

ν1(1 −BR) − γUMU − µBR = 0. (4.11)

Cuando BR = 0 obtenemos que MU = 1, MI = 0 y T = 0, lo cual implica que

P̄0 = (1, 0, 0, 0, 0), (4.12)

es el equilibrio libre de infección. Finalmente, sustituyendo MU definido en (4.7) en
la ecuación (4.11) y manipulando la expresión, encontramos que BR 6= 0 es solución
de

Ḡ(BR) = βν1

[
B2

R +
γU

ν1

(σ − σc)BR +
µU(γU + µBR)

ν1βR

(1 −R2)

]
= 0, (4.13)

donde
R2 =

ν1

γU + µBR

, σ =
ν1µU

γUβ
, cR = ν1 − µBR, σc =

cR
γU

. (4.14)

Si σ = σc existe una única solución positiva de la ecuación (4.13) cuando R2 > 1 dada
por

B+
R = B−

R =

√
µU(γU + µBR)(R2 − 1)

ν1β
.

Para σ 6= σc las soluciones están dadas por

B+
R =

γU

2ν1

(
− (σ − σc) +

√
(σ − σc)

2 (1 − σ0/σ)

)

B−

R = − γU

2ν1

(
σ − σc +

√
(σ − σc)

2 (1 − σ0/σ)

)
, (4.15)
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donde

σ0 =
4(γU + µBR)(1 −R2)

γU (1 − σc/σ)2 . (4.16)

Argumentando de manera similar al caso anterior se obtienen los siguientes resultados
de existencia de las soluciones de equilibrio

Proposición 9. El sistema (4.3) siempre tiene el equilibrio libre de infección P̄0 =
(1, 0, 0, 0, 0). Supongamos que cR definido en (4.14) es positivo.
Para σ < σc se tienen las siguientes opciones:

1. Si R2 < 1 y σ0 < σ, existen dos equilibrios endémicos P̄1 y P̄2.

2. Si R2 < 1 y σ0 = σ existe un único equilibrio endémico P̄1.

3. Si R2 ≥ 1, existe un único equilibrio endémico P̄1.

Para σ > σc se tienen las siguientes opciones:

1. Si R2 ≤ 1, no existen equilibrios endémicos.

2. Si R2 > 1, existe un único equilibrio endémico P̄1,

donde los puntos de equilibrio P̄1 y P̄2 son de la forma (MU ,MI , 0, BR, T ).

Al igual que en el caṕıtulo anterior, haremos una interpretación biológica de las
condiciones que determinan la existencia de las soluciones de equilibrio.

Interpretación de los parámetros de bifurcación

En este caso las condiciones se interpretarán en términos de las siguientes cantidades

El número reproductivo básico de las bacterias resistentes

RBR =
ν1

µBR

, (4.17)

representa el número de bacterias producidas por una bacteria resistente.

El número reproductivo básico de la infección, Rβ, definido en (3.27).

El número de bacterias resistentes eliminadas por los macrófagos no infectados
en el promedio de vida de una bacteria resistente, R̃γU

, definido por

R̃γU
=

γU

µBR

=
γ̄U

ΛU

µU

µBR

. (4.18)
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El número de bacterias producidas por la fracción de bacterias resistentes que
sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados el cual se define como

R2 =
ν1

γU + µBR

=
µBR

γU + µBR

RBR. (4.19)

Argumentando como en el caṕıtulo anterior, se establece que existe una bifurcación
hacia adelante cuando Rβ < ρR donde

ρR =
µU

µI

RBR

RBR − 1
. (4.20)

En esta bifurcación no existen equilibrios infectados cuando RBR ≤ 1 + R̃γU
y existe

un único equilibrio infectado P̄1 cuando RBR > 1 + R̃γU
. En resumen

La infección es eliminada cuando el número de bacterias producidas por la
fracción de bacterias resistentes que sobreviven al ataque de los macrófagos no
infectados es menor o igual a uno (R2 ≤ 1), lo cual implica que el número de
bacterias producidas por una bacteria resistente, RBR, está dentro del rango
(1, 1 + R̃γU

] y el número de macrófagos infectados por un macrófago infectado
Rβ es menor que ρR.

La infección persiste cuando el número de bacterias producidas por la fracción
de bacterias resistentes que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados
es mayor que uno (R2 > 1), el número de bacterias producidas por una bacteria,
RBR, está dentro del rango (1 + R̃γU

,∞) y el número de macrófagos infectados
por un macrófago infectado Rβ es menor que ρR.

Cuando Rβ > ρR se tiene una bifurcación hacia atrás que satisface:

La infección es eliminada cuando el número de bacterias producidas por la
fracción de bacterias resistentes que sobrevive al ataque de los macrófagos no
infectados, R2, no alcanza el valor umbral mı́nimo, R∗

2, definido como el valor
que toma R2 cuando σ0 = σ, o equivalentemente, el número de bacterias pro-
ducidas por una bacteria, RBR, está en el rango (1, (1 + R̃γU

)R∗

2) y el número
de macrófagos infectados por un macrófago infectado, Rβ es mayor que ρR.

El equilibrio libre de infección, P̄0, se bifurca de forma discontinua en un equi-
librio endémico, P̄ ∗

1 , cuando el número de bacterias producidas por la fracción
de bacterias resistentes que sobreviven al ataque de los macrófagos no infecta-
dos es igual al valor umbral mı́nimo (R2 = R∗

2), lo cual implica que el número
de bacterias producidas por una bacteria es RBR = (1 + R̃γU

)R∗

2. El número de
macrófagos infectados por un macrófago infectado, Rβ, es mayor que ρR.
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(b) Bifurcación hacia atrás (σ < σc)

R2 R2

(a) Bifurcación hacia adelante (σ > σc)

1 1

P̄1 P̄1

P̄2

P̄ P̄

R∗

2

Figura 4.1: El diagrama de bifurcación está dado por (a) una bifurcación hacia ade-
lante que ocurre cuando σ > σc, (b) una bifurcación hacia atrás que ocurre cuando
σ < σc. R

∗

2 es el valor que toma R2 cuando σ = σ0.

El punto de equilibrio endémico P̄ ∗

1 se bifurca en dos equilibrios endémicos P̄1

y P̄2), cuando el número de bacterias producidas por la fracción de bacterias
resistentes que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados, R2, está en
el rango (R∗

2, 1), o equivalentemente, el número de bacterias producidas por una
bacteria, RBR, está en el rango ((1+R̃γU

)R∗

2, 1+R̃γU
) y el número de macrófagos

infectados por un macrófago infectado, Rβ, es mayor que ρR.

El punto de equilibrio endémico P̄2 pierde sentido biológico, dejando a P̄1 co-
mo el único equilibrio endémico, cuando el número de bacterias producidas por
la fracción de bacterias resistentes que sobreviven al ataque de los macrófagos
no infectados, R2, es mayor que uno, lo cual implica que el número de bacte-
rias producidas por una bacteria, RBR, es mayor que 1 + R̃γU

y el número de
macrófagos infectados por un macrófago infectado, R̄β, es mayor que ρR.
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CASO II: (BS 6= 0)
A partir de la primera ecuación de (4.5) obtenemos

µU − µUMU − βBSMU − βBRMU = 0

(µU + βBS + βBR)MU = µU

MU =
µU

µU + β(BS +BR)
= g1(BS, BR), (4.21)

es claro que MU ≤ 1. Por otro lado, de la segunda ecuación del sistema algebraico
(4.5) tenemos

(βBS + βBR)MU − αTMIT − µIMI = 0

(αTT + µI)MI = β(BS +BR)MU

MI =
β(BS +BR)g1(BS, BR)

αTT + µI

. (4.22)

Reemplazando MI definida en (4.22) en la quinta ecuación de (4.5) tenemos que

(1 − T ) kIβ(BS +BR)g1(BS, BR)

αTT + µI

= µTT

(1 − T ) kIβ(BS +BR)g1(BS, BR) = µTT (αTT + µI)

T 2 + r(BS, BR)T − s(BS, BR) = 0, (4.23)

donde

s(BS, BR) =
kIβ(BS +BR)g1(BS, BR)

µTαT

r(BS, BR) = s(BS, BR) +
µI

αT

(4.24)

Las soluciones de la ecuación cuadrática (4.23) están dadas por

T+(BS, BR) =
−r(BS, BR) +

√
[r(BS, BR)]2 + 4s(BS, BR)

2

T−(BS, BR) = −r(BS, BR) +
√

[r(BS, BR)]2 + 4s(BS, BR)

2
. (4.25)

Dado que r(BS, BR) y s(BS, BR) definidas en (4.24) son ambas positivas, entonces
T+(BS, BR) definida en la primera ecuación de (4.25) es la única solución positiva de
la ecuación cuadrática (4.23). Además como el polinomio de orden dos definido en
(4.23) cambia de signo en el intervalo [0, 1], entonces 0 < T+(BS, BR) < 1 y por lo
tanto T+ satisface las condiciones de Ω3 definidas en (4.4). De manera análoga a los
casos anteriores, la desigualdad µU = g1(BS, BR)[µU + β(BS +BR)] ≤ µI implica

g1(BS, BR)

αTT + µI

≤ 1

µU + β(BS +BR)
.
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Multiplicando la desigualdad anterior por β(BS +BR) se tiene

MI =
g1(BS, BR)β(BS +BR)

αTT + µI

≤ β(BS +BR)

µU + β(BS +BR)
= 1− µU

µU + β(BS +BR)
= 1−MU .

(4.26)
A partir de la desigualdad (4.26) se verifica que MU + MI ≤ 1 lo cual implica que
MU y MI satisfacen las condiciones de Ω3.
De la tercera ecuación de (4.5) tenemos que

[(1 − q)ν − γUMU − α− ν(BS +BR) − µBS]BS = 0, (4.27)

como BS 6= 0, entonces la ecuación (4.27) se reduce a

(1 − q)ν − γUMU − (α+ µBS) − ν(BS +BR) = 0,

o equivalentemente

(1 − q)ν − (α+ µBS) = γUMU + ν(BS +BR), (4.28)

A partir de la ecuación (4.28) podemos observar que una condición necesaria para
la existencia de un estado de equilibrio no trivial es que el crecimiento neto de las
bacterias sensibles sea positiva, es decir

cS = (1 − q)ν − (α+ µBS) > 0. (4.29)

De la ecuación (4.28) tenemos

γUMU = (1 − q)ν − (α+ µBS) − ν(BS +BR)

= cS − ν(BS +BR). (4.30)

Por otro lado, de la cuarta ecuación de (4.5) tenemos

qν
BS

BR

+ ν1 − γUMU − ν1(BS +BR) − µBR = 0,

lo que implica

γUMU = qν
BS

BR

+ cR − ν1(BS +BR). (4.31)

Igualando las ecuaciones (4.30) y (4.31) tenemos la siguiente ecuación en las variables
BS y BR:

cS − ν(BS +BR) = qν
BS

BR

+ cR − ν1(BS +BR). (4.32)

Finalmente, despejando BS de la ecuación (4.32) obtenemos BS en función de BR

BS =
[cS − cR − (1 − f)νBR]BR

ν[q + (1 − f)BR]
. (4.33)
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En consecuencia para que BS sea positivo se debe cumplir la siguiente desigualdad

cS − cR − (1 − f)νBR > 0,

esto es, BR satisface la desigualdad

BR <
cS − cR
(1 − f)ν

. (4.34)

De la desigualdad (4.34), se establece que una condición suficiente y necesaria para
que BR > 0 es que el crecimiento neto de las bacterias sensibles sea mayor que el
crecimiento neto de las bacterias resistentes, es decir

cSR = cS − cR > 0. (4.35)

Ahora, vamos a determinar las condiciones bajo las cuales BS y BR satisfacen las
condiciones dadas en el conjunto Ω2, es decir

BS ≤ 1 −BR, (4.36)

con BR ≤ 1. Reemplazando BS definida en (4.33) en la desigualdad (4.36), se tiene

[cS − cR − (1 − f)νBR]BR

ν[q + (1 − f)BR]
≤ 1 −BR

de donde
[qν + cSR − (1 − f)ν]BR ≤ qν. (4.37)

En consecuencia, una condición suficiente para que BR ≤ 1 es

cf = cSR − (1 − f)ν > 0. (4.38)

Ahora vamos a determinar las condiciones para la existencia de BR en Ω2. Reem-
plazando MU definido en (4.21) en la ecuación (4.30) obtenemos

γUMU + ν(BS +BR) − cS = 0
γUµU

µU + β(BS +BR)
+ ν(BS +BR) − cS = 0

γUµU + ν(BS +BR)[µU + β(BS +BR)] − cS[µU + β(BS +BR)] = 0. (4.39)

Definimos la siguiente variable
h = BS +BR (4.40)

A partir de la desigualdad (4.36) se verifica que 0 ≤ h ≤ 1. Sustituyendo BS definido
en (4.33) en la ecuación (4.40) obtenemos h como una función de BR:

h(BR) =
[cSR − (1 − f)νBR]BR

ν[q + (1 − f)BR]
+BR

=

(
cSR − (1 − f)νBR

ν[q + (1 − f)BR]
+ 1

)
BR

=
(cSR + qν)BR

qν + (1 − f)νBR

. (4.41)
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La derivada de h está dada por

h′ =
cSR + qν

qν + (1 − f)νBR

[
1 − (1 − f)νBR

qν + (1 − f)νBR

]
.

Dado que h′ > 0, entonces la función continua h definida en (4.41) es estrictamente
creciente en (0, 1), y por lo tanto es una función biyectiva en su dominio. Reemplazan-
do h en la ecuación (4.39) se tiene

γUµU + νh[µU + βh] − cS[µU + βh] = 0

νβh2 + (µUν − cSβ)h+ (γU − cS)µU = 0.

νβh2 + (µUν − cSβ)h+ (γU + α+ µBS)µU(1 −R3) = 0.

De la ecuación anterior obtenemos que h debe satisfacer la siguiente ecuación

H(h) = βν

[
h2 +

γU

ν
(δ − δc)h+

µU(γU + α+ µBS)

νβ
(1 −R3)

]
= 0, (4.42)

donde

R3 =
(1 − q)ν

γU + α+ µBS

, δ =
µUν

βγU

y δc =
cS
γU

. (4.43)

Si δ = δc existe una única solución positiva cuando R3 > 1 dada por

h+ = h− =

√
µU(γU + α+ µBS)(R3 − 1)

νβ
.

De manera similar al caṕıtulo anterior se obtiene para δ 6= δc las soluciones están
dadas por

h+ =
γU

2ν

(
− (δ − δc) +

√
(δ − δc)

2 (1 − δ0/δ)

)

h− = −γU

2ν

(
δ − δc +

√
(δ − δc)

2 (1 − δ0/δ)

)
, (4.44)

donde

δ0 =
4(γU + αS + µBS)(1 −R3)

γU (1 − δc/δ)
2 (4.45)

De las ecuaciones (4.44) se observa que una condición necesaria para que h+ y h−

sean reales es que δ0 ≤ δ. Además, para δ < δc se tienen las siguientes opciones:

1. Si R3 < 1 y δ0 < δ, existen dos ráıces positivas h+ y h−.

2. Si R3 < 1 y δ0 = δc existe una única ráız positiva h+.

3. Si R3 ≥ 1, existe una única ráız positiva h+.
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Para δ > δc se tienen las siguientes opciones:

1. Si R3 ≤ 1, no existen ráıces positivas.

2. Si R3 > 1, existe una única ráız positiva h+.

A partir de la expresión para la función h definida en (4.41) se determina que su
función inversa está dada por

BR(h) =
qνh

qν + cSR − (1 − f)νh
.

Dado que 0 ≤ h ≤ 1, entonces cSR − (1 − f)νh ≥ cSR − (1 − f)ν = cf > 0 por
hipótesis, lo cual implica que BR(h) > 0, además

BR(h) =
qνh

qν + cSR − (1 − f)νh
≤ qν

qν + cSR − (1 − f)νh
≤ 1.

Por lo tanto 0 ≤ BR(h) ≤ 1. De la definición de biyectividad concluimos que para
cada h̃ ∈ [0, 1] existe un B̃R ∈ [0, 1] tal que BR(h̃) = B̃R, en particular para h+ y h−

dados en (4.44) existen B+
R y B−

R respectivamente, dados por

B+
R =

qνh+

cSR + qν − (1 − f)νh+

B−

R =
qνh−

cSR + qν − (1 − f)νh−
.

Las cuales a su vez determinan de manera única B+
S y B−

S . El resultado anterior se
resume en la siguiente proposición

Proposición 10. Supongamos que las razones cS, cSR y cf son positivas.
Para δ < δc se tienen las siguientes opciones:

1. Si R3 < 1 y δ0 < δ, existen dos equilibrios endémico Q1 y Q2.

2. Si R3 < 1 y δ0 = δ existe un único equilibrio endémico Q1.

3. Si R3 ≥ 1, existe un único equilibrio endémico Q1.

Para δ > δc se tienen las siguientes opciones:

1. Si R3 ≤ 1, no existen equilibrios endémicamente infectados.

2. Si R3 > 1, existe un único equilibrio endémico Q1.

donde Q1 y Q2 son soluciones de equilibrio de la forma (MU ,MI , BS, BR, T ).



70 Caṕıtulo 4

Es importante resaltar que las condiciones cSR > 0 y cf > 0 implican que cS >
cR y cS − cR > ν − ν1, respectivamente. Por consiguiente, para la existencia de
los equilibrios endémicos Q1 y Q2 es necesario que la tasa de crecimiento neto de
las bacterias sensibles sea mayor que la tasa de crecimiento neto de las bacterias
resistentes, también es necesario que la diferencia de estas tasas sea mayor que la
diferencia entre las razones de reproducción de las bacterias sensibles y bacterias
resistentes.
A continuación haremos como en los casos anteriores, un resumen de la interpretación
biológica de las condiciones que determinan la existencia de las soluciones de equilib-
rio.

Interpretación de los parámetros de bifurcación

En este caso las condiciones se interpretarán en términos de las siguientes cantidades

El número reproductivo básico de las bacterias sensibles

RBS =
(1 − q)ν

µBS

, (4.46)

representa el número de bacterias producidas por una bacteria sensible.

El número reproductivo básico de la infección, Rβ, definido en (3.27).

El número de bacterias sensibles eliminadas por los macrófagos no infectados,
R̄γU

, definido por

R̄γU
=

γU

µBS

=
γ̄U

ΛU

µU

µBS

(4.47)

El número de bacterias producidas por la fracción de bacterias sensibles que
sobreviven tanto al ataque de los macrófagos no infectados aśı como a la acción
del antibiótico, R3, definido por

R3 =
µBS

γU + α+ µBS

RBS (4.48)

El ı́ndice de crecimiento relativo de las bacterias, Icr, definido por

Icr =
cR
cS
, (4.49)

el cual determina la magnitud entre las razones de crecimiento neto de las
bacterias sensibles y resistentes.

La razón de cambio de las tasas crecimiento neto con respecto a la tasas de
natalidad, v, definida por

v =
cSR

ν − ν1

=
cS − cR
ν − ν1

. (4.50)
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A partir de los resultados de la Proposición 10 se observa que la razón de crecimiento
neto de las bacterias resistentes, cR, no hace parte de las condiciones necesarias para
la existencia de los equilibrios endémicos Q1 y Q2. Es decir, este parámetro puede
ser negativo y aún aśı existen soluciones de equilibrio endémicos. Por otro lado, el
crecimiento neto de las bacterias sensibles cS y los parámetros cSR y cf deben ser
positivos. El hecho de que cSR = cS − cR sea positivo implica que la razón neta
de crecimiento de las bacterias sensibles debe ser mayor que la de las bacterias re-
sistentes. Factorizando cS se tiene que cSR = cS(1 − Icr) lo cual implica que el ı́ndice
de crecimiento relativo de las bacterias, Icr, es menor que uno. Dado que

cf = cSR − (ν − ν1)

= (ν − ν1)(v − 1),

entonces v > 1. Nuevamente, procediendo de manera similar a las ocasiones anteriores
se tienen los siguientes resultados:

1. Existe una bifurcación hacia adelante cuando δ > δ0, lo cual se cumple si y sólo
si Rβ < ρS con

ρS =
µU

µI(1 − q)

RBS

RBS − 1
. (4.51)

Si el número de bacterias producidas por una bacteria sensible es menor o
igual al número de bacterias eliminadas por los macrófagos infectados mas uno
(RBS ≤ 1 + R̄γU

), entonces la única solución de equilibrio es P̄0 = (1, 0, 0, 0, 0).
Cuando RBS > 1 + R̄γU

, además de P̄0 también existe un equilibrio endémico
Q1 = (M∗

U ,M
∗

U , B
∗

S, B
∗

R, T
∗).

2. Existe una bifurcación hacia atrás cuando δ < δ0, lo cual implica que Rβ > ρS.
Siempre existe el equilibrio libre de infección P̄0. Las condiciones necesarias para
la existencia de equilibrios endémicos donde coexisten todas las poblaciones son:
la tasa de crecimiento neto de las bacterias sensibles es positiva (cS > 0), el
ı́ndice de crecimiento relativo de las bacterias es menor que uno (Icr < 1) y la
razón de cambio de las tasas de crecimiento neto con respecto a las tasas de
natalidad es mayor que uno (v > 1). Reemplazando δ = δ0 en la ecuación (4.45)
y despejando R3 se llega a que R3 = R∗

3 donde

R∗

3 =

[
1 +

γU(δ0 − δc)
2

4δ0ν

]
−1

< 1. (4.52)

En esta bifurcación se presentan los siguientes escenarios:

a) Si RBS ∈ (0, (1 + R̄γU
)R∗

3), no existen equilibrios endémicos.

b) Si RBS = (1 + R̄γU
)R∗

3, existe un equilibrio endémico Q1.

c) Si RBS ∈ ((1 + R̄γU
)R∗

3, 1 + R̄γU
), existen dos equilibrios endémico Q1 y

Q2.

d) Si RBS ∈ [1 + R̄γU
,∞), existe un equilibrio endémico Q1.
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4.3. Análisis de estabilidad de soluciones de equili-

brio

En esta sección analizaremos la estabilidad local de las soluciones de equilibrio. Para
tal fin, observemos que el jacobiano del sistema (4.3) está dado por

J =




−(µU + βBS + βBR) 0 −βMU −βMU 0
βBS + βBR −(αTT + µI) βMU βMU −αTMI

−γUBS 0 ā −νBS 0
−γUBR 0 qν − ν1BR b̄ 0

0 (1 − T )kI 0 0 −(kIMI + µT )



,

(4.53)
donde

ā = (1 − q)ν − γUMU − α− 2νBS − νBR − µBS

= cS − (γUMU + 2νBS + νBR)

b̄ = ν1 − γUMU − ν1BS − 2ν1BR − µBR

= cR − (γUMU + ν1BS + 2ν1BR).

4.3.1. Estabilidad del equilibrio libre de infección

Aqúı analizaremos la estabilidad local de P0. Observemos que el Jacobiano definido
en (4.53) evaluado en P̄0 está dado por

J
(
P̄0

)
=




−µU 0 −β −β 0
0 −µI β β 0
0 0 (1 − q)ν − (γU + α+ µBS) 0 0
0 0 qν ν1 − (γU + µBR) 0
0 kI 0 0 −µT



,

(4.54)
y su polinomio caracteŕıstico es

p3(λ) = (λ+µU)(λ+µT )(λ+µI)[λ−(1−q)ν+γU +α+µBS](λ−ν1+γU +µBR). (4.55)

Los valores propios del polinomio p3 definido en (4.55) están dados por

λ1 = −µU , λ2 = −µT , λ3 = −µI

λ4 = (1 − q)ν − (γU + α+ µBS) = (γU + α+ µBS)(R3 − 1)

λ5 = ν1 − (γU + µBR) = (γU + µBR)(R2 − 1).

Por tanto P̄0 es localmente asintóticamente estable si y sólo si R2 < 1 y R3 < 1. La
siguiente proposición resume el resultado anterior

Proposición 11. El equilibrio libre de infección P̄0 es localmente asintóticamente
estable si y sólo si R2 < 1 y R3 < 1.
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4.3.2. Estabilidad de los estados de equilibrio cuya compo-
nente BS es cero

En esta subsección analizaremos la estabilidad local de loa equilibrios P̄1 y P̄2. El
Jacobiano (4.53) evaluado en P̄i para i = 1, 2 está dado

J
(
P̄i

)
=




−(µU + βBR) 0 −βMU −βMU 0
βBR −(αTT + µI) βMU βMU −αTMI

0 0 a∗ 0 0
−γUBR 0 qν − ν1BR b∗ 0

0 (1 − T )kI 0 0 −(kIMI + µT )



,

(4.56)
donde

a∗ = (1 − q)ν − (γUMU + α+ νBR + µBS)

b∗ = ν1 − (γUMU + 2ν1BR + µBR). (4.57)

De las ecuaciones de equilibrio (4.5) obtenemos las siguientes ecuaciones

µU

MU

= µU + βBR

βBRMU

MI

= αTT + µI

kIMI

T
= kIMI + µT

ν1 − γUMU = ν1BR + µBR. (4.58)

Reemplazando la cuarta ecuación de (4.58) en la segunda ecuación de (4.57) obten-
emos que b∗ = −ν1BR. Además reemplazando las otras expresiones de (4.58) en J(P̄i)
definido (4.56)se obtiene

J
(
P̄i

)
=




− µU

MU

0 −βMU −βMU 0

βBR −βBRMU

MI

βMU βMU −αTMI

0 0 a∗ 0 0
−γUBR 0 qν − ν1BR −ν1BR 0

0 (1 − T )kI 0 0 −kIMI

T




. (4.59)
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El polinomio caracteŕıstico de (4.59) está dado por

p4 (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+
µU

MU

0 βMU βMU 0

−βBR λ+
βBRMU

MI

−βMU −βMU αTMI

0 0 λ− a∗ 0 0
γUBR 0 −(qν − ν1BR) λ+ ν1BR 0

0 −(1 − T )kI 0 0 λ+
kIMI

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (λ− a∗)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+
µU

MU

0 βMU 0

−βBR λ+
βBRMU

MI

−βMU αTMI

γUBR 0 λ+ ν1BR 0

0 −(1 − T )kI 0 λ+
kIMI

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− a∗)g(λ). (4.60)

Es claro que los valores propios de (4.59) están dados por λ1 = a∗ y las ráıces de g(λ)
definida en (4.60). Antes de analizar las ráıces de g, encontraremos las condiciones
para las cuales λ1 tiene parte real negativa. De la tercera ecuación de (4.6) tenemos
que

BR = 1 − γUMU + µBR

ν1

. (4.61)

Reemplazando (4.61) en la primera ecuación de (4.57), tenemos

a∗ = (1 − q)ν − γUMU − (α+ µBS) − ν

(
1 − γUMU + µBR

ν1

)

= −qν −
(
γU − γU

f

)
MU − (α+ µBS) +

µBR

f

= − 1

f
[f(qν + α+ µBS) − µBR − γU(1 − f)MU ]. (4.62)

A partir de la ecuación (4.62) se concluye que a∗ < 0 si y sólo si

f(qν + α+ µBS) − µBR > γU(1 − f)MU .

Dado que MU > 0, entonces una condición necesaria para la estabilidad de los equi-
librio infectados

f(qν + α+ µBS) − µBR = −fcS + cR = cS (−f + Icr) > 0,

lo cual implica que f < Icr. Es decir que el ajuste de crecimiento relativo, f , debe
ser menor que el ı́ndice de crecimiento relativo Icr. Observemos que los polinomios
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p1 y g definidos en (3.50) y (4.60), respectivamente, tienen la misma estructura. Por
consiguiente, utilizaremos el método desarrollado en la demostración de la Proposición
8 para la estabilidad local de P̄1 y P̄2. El polinomio g se reescribe como

g(λ) = λ4 + l1λ
3 + l2λ

2 + l3λ+ l4,

donde

l1 = Ã+ Ñ + C̃ + D̃

l2 = Ñ(Ã+ C̃ + D̃) + D̃(Ã+ C̃) + Ẽ + X̄(MU)

l3 = (Ñ + D̃)X̄(MU) + (B̃D̃ + Ẽ)(Ã+ C̃)

l4 = (Ẽ + ÑD̃)X̄(MU),

y

Ã =
µU

MU

, Ñ =
βBRMU

MI

, C̃ = ν1BR, D̃ =
kIMI

T

Ẽ = αTkIMI(1 − T ), X̄(MU) =
βγUB

MU

(
σ −M2

U

)
. (4.63)

Recordemos que el criterio de Routh-Hurwitz establece que las ráıces del polinomio
g definido en (4.60) tienen parte real negativa si y sólo si li > 0 para i = 1, . . . , 4 y
(l1l2 − l3)l3 > l21l4. Después de algunas simplificaciones se obtiene

∆̃3 = (l1l2 − l3)l3 − l21l4

= (Ñ + D̃)(Ã+ C̃)(Ñ + D̃)[(Ñ + D̃)X̄(MU) + (ÑD̃ + Ẽ)(Ã+ C̃)]

+(Ñ + D̃)(Ã+ C̃)2(Ñ + D̃)X̄(MU) + (Ñ + D̃)(Ã2 + C̃2)(ÑD̃ + Ẽ)(Ã+ C̃)

+(Ñ + D̃)(D̃Ñ + Ẽ)2(Ã+ C̃) + (Ã+ C̃)[X̄(MU)]2(Ñ + D̃)

+2βMUγUMU(Ã+ C̃)(Ñ + D̃)(Ẽ + ÑD̃). (4.64)

Observemos que si el valor de σ en la ecuación (4.14) es mayor que uno, entonces
X̄(MU) definido en (4.63) es positivo, además como A > 0, N > 0, C > 0 y E > 0,
concluimos que li > 0 y ∆̃3 > 0 para i = 2, 3, 4 cuando σ ≥ 1. Dado que solo
existe una única solución de equilibrio endémico cuando σ ≥ 1, esta es localmente
asintóticamente estable en Ω3. Siguiendo un procedimiento similar al de la Proposición
8 se obtiene el siguiente resultado

Proposición 12. Supongamos que f < Icr y cR > 0.

1. Si σ < σc, entonces el equilibrio endémico P̄1 es localmente asintóticamente
cuando R2 ≥ 1.

2. Si σ > σc, entonces el equilibrio endémico P̄1 es localmente asintóticamente
cuando R2 > 1.
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Resta por analizar la estabilidad de los equilibrios endémicos P̄1 y P̄2 cuando σ < 1.
De manera análoga a los casos anteriores, probaremos la estabilidad de P̄1 e inesta-
bilidad de P̄2 encontrando valores donde X(MU) definida en (4.63) es positiva (resp.
negativa). Despejando BR de la primera ecuación del sistema (4.6) se tiene

BR =
µU

β

(
1

MU

− 1

)
. (4.65)

Dado que X̄(M̄U) = 0 donde M̄U =
√
σ, entonces reemplazando este valor de MU en

(4.65) se concluye que

B̄R =
µU

β

(
1√
σ
− 1

)
. (4.66)

es el único valor de BR que satisface X̄(M̄U) = 0. Después de algunos cálculos se tiene
que

Ḡ(B̄R) =
2µUγU√

σ

(√
σ − σ + σc

2

)
,

donde Ḡ es la función dada en (4.13).
Es claro que si σ � 1, Ḡ(B̄R) < −2µUγUσc/

√
σ < 0. Finalmente se verifica fácilmente

la existencia de M−

U y M+
U únicos y positivos tales que M+

U < M̄U < M−

U , X̄(M−

U ) > 0
y X̄(M+

U ) < 0 y por lo tanto P̄1 es localmente asintóticamente estable y P̄2 es inestable.
La siguiente proposición resume el resultado anterior.

Proposición 13. Supongamos que f < Icr y cR > 0. Para σ < σc tenemos que

1. Si R2 < 1 y σ0 < σ, entonces P̄1 es localmente asintóticamente estable y P̄2 es
inestable.

2. Si R2 < 1 y σ0 = σ, entonces P̄1 es localmente asintóticamente estable.

4.3.3. Estabilidad de las soluciones de equilibrio donde coexis-
ten todas las poblaciones

Aqúı analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio Q1 y Q2. En este caso el
Jacobiano evaluado en Qi para i = 1, 2 está dado por (4.53), además de las ecuaciones
de equilibrio (4.5) obtenemos las ecuaciones

µU

MU

= µU + β(BS +BR)

β(BS +BR)MU

MI

= αTT + µI

kIMI

T
= kIMI + µT

cS = γUMU + ν(BS +BR)

cR = γUMU + ν1(BS +BR) − qν
BS

BR

. (4.67)
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Reemplazando las ecuaciones (4.67) en (4.53) obtenemos que

J (Qi) =




− µU

MU

0 −βMU −βMU 0

β(BS +BR) −β(BS +BR)MU

MI

βMU βMU −αTMI

−γUBS 0 ā −νBS 0
−γUBR 0 qν − ν1BR b̄ 0

0 (1 − T )kI 0 0 −kIMI

T




i = 1, 2,

(4.68)
donde ā y b̄ se reducen a

ā = −νBS

b̄ = −
(
qν
BS

BR

+ ν1BR

)
. (4.69)

El polinomio caracteŕıstico de (4.68) está dado por

p5(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+
µU

MU

0 βMU βMU 0

−β(BS +BR) λ+
β(BS +BR)MU

MI

−βMU −βMU αTMI

γUBS 0 λ− a νBS 0
γUBR 0 −(qν − ν1BR) λ− b 0

0 −(1 − T )kI 0 0 λ+
kIMI

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(4.70)
Aplicando el método de los cofactores el la quinta fila del determinante (4.70) se
obtiene

p5 =

(
λ+

kIMI

T

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+
µU

MU

0 βMU βMU

−β(BS +BR) λ+
β(BS +BR)MU

MI

−βMU −βMU

γUBS 0 λ− a νBS

γUBR 0 −(qν − ν1BR) λ− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ (1 − T ) kI

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+
µU

MU

βMU βMU 0

−β(BS +BR) −βMU −βMU αTMI

γUBS λ− a νBS 0
γUBR −(qν − ν1BR) λ− b 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Nuevamente aplicando el método de cofactores en los determinantes de cuarto orden
se obtiene

p5 =

(
λ+

kIMI

T

) (
λ+

β(BS +BR)MU

MI

)
∣∣∣∣∣∣∣

λ+
µU

MU

βMU βMU

γUBS λ− a νBS

γUBR −(qν − ν1BR) λ− b

∣∣∣∣∣∣∣

+ (1 − T ) kIαTMI

∣∣∣∣∣∣∣

λ+
µU

MU

βMU βMU

γUBS λ− a νBS

γUBR −(qν − ν1BR) λ− b

∣∣∣∣∣∣∣
.

Factorizando el determinante de orden tres se obtiene

p5(λ) = n(λ)m(λ), (4.71)

donde

n(λ) =

(
λ+

kIMI

T

) (
λ+

β(BS +BR)MU

MI

)
+ (1 − T ) kIαTMI

= λ2 +

(
kIMI

T
+
β(BS +BR)MU

MI

)
λ+ (1 − T ) kIαTMI , (4.72)

y

m(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣

λ+
µU

MU

βMU βMU

γUBS λ− a νBS

γUBR −(qν − ν1BR) λ− b

∣∣∣∣∣∣∣

=

(
λ+

µU

MU

)
[(λ− a)(λ− b) + νBS(qν − ν1BR)]

−βMU [γUBS(λ− b) − νBSγUBR]

−βMU [γUBS(qν − ν1BR) + γUBR(λ− a)]

= λ3 + b1λ
2 + b2λ+ b3, (4.73)

con

b1 = νBS + qν
BS

BR

+ ν1BR +
µU

MU

b2 = qν
BS

BR

(
νBS + νBR +

µU

MU

)
+
γUβ

MU

[
BS(δ −M2

U) +BR(σ −M2
U)

]

b3 = qν
BS

BR

BS

MU

γUβ

(
BS

BR

+ 1

)
(δ −M2

U).

Dado que los coeficientes de n definido en (4.72) son positivos, entonces sus ceros
tienen parte real negativa. Por lo tanto, la estabilidad local de Q1 y Q2 dependerá del
signo de las ráıces de m(λ).
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Nuevamente utilizaremos las ideas de la Proposición 8 para probar la estabilidad local
de Q1 y Q2. En este caso, el criterio de Routh-Hurwitz establece que las ráıces del
polinomio m definido en (4.73) tienen parte real negativa si y sólo si bi > 0 para
i = 1, 2, 3 y ∆2 = b1b2 − b3 > 0. Después de algunas simplificaciones obtenemos

∆2 = [νBS + ν1BR] qν
BS

BR

(
νBS + νBR +

µU

MU

)

+ [νBS + ν1BR]
γUβ

MU

[
BS(δ −M2

U) +BR(σ −M2
U)

]

+
µU

MU

{
qν
BS

BR

(
νBS +

µU

MU

)
+
γUβ

MU

[
BS(δ −M2

U) +BR(σ −M2
U)

]}

+

(
qν
BS

BR

)2 (
νBS + ν1BR +

µU

MU

)
+ qν

BS

BR

µU

MU

ν1BR.

A partir de las definiciones de σ y δ en (4.14) y (4.43) respectivamente, se obtiene que
δ = fσ. Como 0 < f ≤ 1, entonces δ ≤ σ y por lo tanto, si δ ≥ 1 entonces ∆2 > 0,
b2 y b3 son mayores que cero. En el caso, δ ≥ 1, se tiene el punto de equilibrio Q1, y
el resultado de estabilidad está dado por la siguiente proposición.

Proposición 14. Supongamos que las razones cS, cSR y cf son positivas.

1. Si δ < δc, entonces el equilibrio endémico Q1 es localmente asintóticamente
cuando R3 ≥ 1.

2. Si δ > δc, entonces el equilibrio endémico Q1 es localmente asintóticamente
cuando R3 > 1.

Ahora vamos a analizar el caso δ < 1. Sea Z(MU) = δ −M2
U entonces b3 se reescribe

como

b3 = qν
BS

BR

BS

MU

γUβ

(
BS

BR

+ 1

)
Z(MU).

Haciendo M̂U =
√
δ es claro que Z(M̂U) = 0, lo cual implica que b3 = 0. De-

mostraremos la estabilidad de Q1 e inestabilidad de Q2 encontrando valores de MU

para los cuales b3 es positiva (resp. negativa). A partir de la expresión para MU dada
(4.21) y la definición de h = BS +BR se obtiene

MU = g1(BS, BR) =
µU

µU + β(BS +BR)
=

µU

µU + βh
= g1(h).

Dado que la función g1 es continua y estrictamente decreciente, entonces

ĥ =
µU

β

(
1√
δ
− 1

)
. (4.74)
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es el único valor de h que satisface M̂U = f1(ĥ) =
√
δ. La función H definida en (4.42)

evaluada en ĥ satisface

H(ĥ) =
2µUγU√

δ

(√
δ − δ + δc

2

)
.

Como en los casos anteriores, se verifica que si δ � 1 entonces H(ĥ) < 0. Dado que

la ecuación cuadrática (4.42) satisface H(ĥ−) = H(ĥ+) = 0 y H(ĥ) < 0 entonces

ĥ− < ĥ < ĥ+. Esto implica que H(ĥ−) < 0 y H(ĥ+) > 0. Nuevamente, como

f1 es continua y estrictamente decreciente existen M̂−

U y M̂+
U positivas tales que

M−

U = g1(ĥ
+), M+

U = g1(ĥ
−) y M̂+

U < M̂U < M̂−

U . En consecuencia, b3(M̂
−

U ) > 0 y

b3(M̂
+
U ) < 0 y por lo tanto Q1 es localmente asintóticamente estable y Q2 es inestable.

En el caso δ < 1 se tiene el siguiente resultado sobre la estabilidad de Q1 y Q2.

Proposición 15. Supongamos que los parámetros cS, cSR y cf son positivos. Para
δ < δc tenemos que

1. Si R3 < 1 y δ0 < δ, entonces Q1 es localmente asintóticamente estable y Q2 es
inestable.

2. Si R3 < 1 y δ0 = δ, entonces Q1 es localmente asintóticamente estable.

La Tabla 4.1 resume los resultados de existencia y estabilidad de las soluciones de
equilibrio del sistema (4.3).

Existencia Estabilidad
¯̄P0 R2 < 1, R3 < 1
¯̄P1 cR > 0, R2 > 1 cR > 0, R2 > 1

cR > 0, R2 = 1, σ < σc cR > 0, R2 = 1, f < Icr, η < ηc

cR > 0, R2 < 1, σ0 ≤ σ < σc cR > 0, R2 < 1, f < Icr η0 ≤ η < ηc

P̄2 cR > 0, R2 < 1, σ0 < σ < σc

Q1 R3 > 1, cS, cSR, cf positivos R3 > 1, cS, cSR, cf positivos
R3 = 1, δ < δc, cS, cSR, cf positivos R3 = 1, δ < δc, cS, cSR, cf positivos
R3 < 1, δ0 ≤ δ < δc, cS, cSR, cf positivos R3 < 1, δ0 ≤ δ < δc, cS, cSR, cf positivos

Q2 R3 < 1, δ0 < δ < δc, cS, cSR, cf positivos

Cuadro 4.1: Condiciones de existencia y estabilidad para las soluciones de equilibrio
del sistema (4.3).
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4.4. Resultados Numéricos

En esta sección se presentan algunas simulaciones numéricas y gráficas que ilustran
el crecimiento de la población de macrófagos no infectados, macrófagos infectados,
bacterias sensibles, bacterias resistentes y células T dentro del granuloma.
En las simulaciones numéricas se supone que el paciente no se ha tratado previamente
contra la TB. Además, dado que estamos interesados en la generación de resistencia,
vamos a suponer que el paciente no tiene bacterias resistentes al inicio del tratamiento.
Las Figuras 4.2-4.4 ilustran los resultados del comportamiento dinámico de las pobla-
ciones mencionadas anteriormente bajo la administración de sólo un medicamento. En
todas las figuras, µU=0.0033, µI=0.011, µBS = µBR=0.12, µT =0.33, ν=0.4, ν1=0.32,
β̄=2.5*10−10, k̄I=0.008, q = 10−7, Tmax=50000 y λ=1000, que son tomados de [7, 12].
En la Figura 4.2, R2=0.81 y R3=0.58 lo cual implica la estabilidad de P̄0. Observemos
que al inicio de la infección la población de bacterias resistentes crece muy rápida-
mente. Sin embargo, bajo un tratamiento que elimina el 30 % de las bacterias sensibles
(α=0.3) y con una respuesta inmune fuerte (αT =0.25 y γU=0.27) las bacterias sensi-
bles, resistentes y macrófagos infectados son eliminados.
En la Figura 4.3 no se considera el suministro de antibiótico y se mantiene la misma
respuesta inmune (αT =0.25, γU=0.27 y α = 0). En este caso el número reproductivo
básico de las bacteria sensibles que sobreviven al ataque de los macrófagos no infec-
tados y al antibiótico es mayor que uno (R3 =1.02) lo cual dio lugar a la infección.
En este caso los resultados teóricos implican que las soluciones tienden a la solución
de equilibrio Q1 en donde todas las poblaciones coexisten.
En la Figura 4.4, mantenemos fijos la respuesta inmune de las células T (αT =0.25) y
el tratamiento (α=0.3) pero hicimos decrecer la respuesta de los macrófagos no infec-
tados (γU=0.027). Como podemos observar, se controló la progresión de la bacterias
sensibles, pero proliferó la población de bacterias resistentes y macrófagos infecta-
dos. En este caso, se verifica que f < Icr, cR > 0 y R2 > 1. A partir de la teoŕıa
se establece que las poblaciones tienden a la solución de equilibrio P̄1. Por otro la-
do, cuando mantenemos fijos la respuesta inmune de los macrófagos (γU=0.27) y
el tratamiento (α=0.3) pero hacemos decrecer la respuesta inmune de las células T
(αT =0.025), las soluciones se comportan de manera muy similar a las gráficas que
aparecen en la Figura 4.2 tendiendo a la solución de equilibrio libre de infección P̄0.
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Figura 4.2: Simulaciones numéricas del sistema (4.3). Las gráficas muestran el tran-
scurso temporal de macrófagos infectados y no infectados, células T, bacterias re-
sistentes y sensibles a un antibiótico.
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Figura 4.3: Simulaciones numéricas del sistema (4.3). Las gráficas muestran el tran-
scurso temporal de macrófagos infectados y no infectados, células T, bacterias re-
sistentes y sensibles a un antibiótico.
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Figura 4.4: Simulaciones numéricas del sistema (4.3). Las gráficas muestran el tran-
scurso temporal de macrófagos infectados y no infectados, células T, bacterias re-
sistentes y sensibles a un antibiótico.
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4.5. Conclusión

La TB fue una de las primeras enfermedades infecciosas que presentó casos cĺınicos de
resistencia bacteriana a los antibióticos. Inicialmente era tratada con un sólo medica-
mento generando hasta el 40 % de bacilos de Mtb resistentes a este antibiótico en
un periodo de un año [5]. En los años siguientes se desarrollaron tratamientos mul-
tidrogas que redujeron el porcentaje de resistencia bacteriana. Sin embargo surgieron
bacilos de Mtb multi-resistentes a los medicamentos que dispararon nuevamente los
casos de resistencia convirtiéndose en un importante problema de salud pública [5].

En este caṕıtulo formulamos y analizamos un modelo matemático que describe la
dinámica de macrófagos infectados y no infectados, células T, bacterias sensibles y
resistentes a un antibiótico. El análisis cualitativo del modelo se dividió en dos casos
BS = 0 y BS 6= 0.

Para el caso BS = 0 se tienen los siguientes resultados

Siempre existe un equilibrio libre de infección P̄0 = (1, 0, 0, 0, 0). Una condición
necesaria para la existencia de equilibrios endémicos formados por bacterias
resistentes P̄1 = (M∗

U ,M
∗

U , 0, B
∗

R, T
∗) y P̄2 = (MU ,M I , 0, BR, T ) es que la tasa

de crecimiento neto sea positiva (cR > 0) o equivalentemente que el número
reproductivo básico de las bacterias resistentes sea mayor que uno (RBR > 1).
Las soluciones de equilibrio presentan una bifurcación hacia adelante cuando el
número reproductivo básico de la infección, Rβ, es menor que el umbral ρS en la
cual el equilibrio P̄0 se bifurca en el equilibrio P̄1 cuando el número de bacterias
producidas por una bacteria resistente que sobrevive al ataque de los macrófagos
no infectados es uno (R2 = 1) y una bifurcación hacia atrás cuando Rβ > ρS.
En esta bifurcación el equilibrio P̄0 se bifurca en los puntos de equilibrio P̄1 y
P̄2 cuando (R2 = R∗

2 < 1).

El equilibrio P̄0 es localmente asintóticamente estable cuando el número de
bacterias producidas por una bacteria resistente que sobrevive al ataque de
los macrófagos no infectados es menor que uno (R2 < 1) siempre y cuando el
número de bacterias sensibles que sobreviven tanto al ataque de los macrófagos
no infectados como a la acción del antibiótico sea menor que uno (R3 < 1).
Por otro lado, si el ajuste de crecimiento relativo, f , es menor que el ı́ndice de
crecimiento relativo, Icr, se tiene que

1. Si Rβ < ρS entonces P̄1 es localmente asintóticamente estable cuando
R2 > 1.

2. Si Rβ > ρS entonces P̄1 es localmente asintóticamente estable cuando
R2 ≥ 1.

3. Si Rβ > ρS, entonces P̄1 es localmente asintóticamente estable y P̄2 es
inestable cuando R2 < 1 y σ0 < σ.
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4. Si Rβ > ρS, entonces P1 es localmente asintóticamente estable cuando
R2 < 1 y σ0 = σ.

En el caso BS 6= 0, nuevamente el análisis cualitativo arroja una bifurcación hacia
adelante cuando Rβ < ρS y una hacia atrás cuando Rβ > ρS. De manera similar a los
casos anteriores se tiene

Siempre existe un equilibrio libre de infección P̄0 = (1, 0, 0, 0, 0). Las condi-
ciones necesarias para la existencia de Q1 = (M∗

U ,M
∗

U , B
∗

S, B
∗

R, T
∗) y Q2 =

(MU ,M I , BS, BR, T ) son: i) la tasa de crecimiento neto de las bacterias sensi-
bles positiva (cS > 0), ii) la diferencia entre las tasas de crecimiento neto de
las bacterias positiva (cSR > 0), esta condición es equivalente a que el ı́ndice
de crecimiento relativo, Icr, definido en (4.49) debe ser menor que uno, iii) las
diferencias de las tasas de crecimiento neto menos las diferencias de las tasas
de natalidad positiva (cf > 0), lo cual es equivalente a que la razón de cambio
de la tasa crecimiento neto con respecto a la tasa de natalidad de las bacterias
debe ser mayor que uno (v > 1).

Para Rβ > ρS se tiene:

1. Si R3 < 1 y δ0 < δ, existen dos equilibrios endémico Q1 y Q2.

2. Si R3 < 1 y δ0 = δ existe un único equilibrio endémico Q1.

3. Si R3 ≥ 1, existe un único equilibrio endémico Q1.

Para Rβ < ρS se tiene:

1. Si R3 ≤ 1, no existen equilibrios endémicamente infectados.

2. Si R3 > 1, existe un único equilibrio endémico Q1.

El equilibrio P̄0 es localmente asintóticamente estable cuando el número de
bacterias producidas por una bacteria resistente que sobrevive al ataque de los
macrófagos no infectados es menor que uno (R2 < 1) y el número de bacte-
rias sensibles que sobreviven tanto al ataque de los macrófagos no infectados
aśı como a la acción del antibiótico es menor que uno (R3 < 1). Por otro lado,

1. Si Rβ < ρS entonces Q1 es localmente asintóticamente estable cuando
R3 > 1.

2. Si Rβ > ρS entonces Q1 es localmente asintóticamente estable cuando
R3 ≥ 1.

3. Si Rβ > ρS, entonces Q1 es localmente asintóticamente estable y Q2 es
inestable, cuando R3 < 1 y δ0 < δ.

4. Si Rβ > ρS, entonces Q1 es localmente asintóticamente estable cuando
R3 < 1 y δ0 = δ.
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Conclusiones generales

Este trabajo de investigación se enfoca en el estudio de la inmunoloǵıa de la TB a
nivel celular y la adquisición de resistencia del bacilo Mtb a los antibióticos. En su
desarrollo, se analizó la dinámica poblacional de las células más relevantes (macrófa-
gos, células T y bacterias) en la inmunoloǵıa celular de la TB a través de sistemas no
lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias. Después de hacer una revisión bibli-
ograf́ıa en la cual se consideró tanto el fenómeno biológico como la lectura de algunos
modelos matemáticos relacionados con la TB, se observaron los siguientes hechos: i)
el 90 % de los casos de TB se generan en el pulmón, ii) la protección inmunológica
contra el Mtb se da principalmente en el granuloma tuberculoso, iii) la modelación
matemática de la inmunoloǵıa de la TB se realiza suponiendo que la dinámica se lleva
a cabo en el pulmón o en el granuloma. Por estas razones se decidió iniciar el proyecto
con la formulación de un modelo que considera las siguientes poblaciones: macrófagos
infectados, macrófagos no infectados, células T y bacterias en el pulmón. Una vez
terminado el análisis cualitativo del primer modelo, se formuló un segundo modelo
con las mismas variables, pero esta vez la dinámica se consideró que se llevaba a cabo
en el granuloma. Finalmente, se elaboró un tercer modelo, en donde la población de
bacterias se dividió en sensibles y resistentes a un antibiótico, contemplando la elimi-
nación de las bacterias sensibles por acción del antibiótico. A partir de los resultados
teóricos concluimos que:

1. La progresión de la infección en el pulmón presenta una dinámica muy similar
a los procesos en epidemioloǵıa, en los cuales el equilibrio libre de infección se
bifurca en un equilibrio endémico cuando el único parámetro de bifurcación, R0,
es igual a uno.

2. Para el granuloma, se obtuvo una dinámica mucho más compleja en la cual
aparecen varios parámetros de bifurcación. En este caso, existe una bifurcación
hacia adelante o hacia atrás dependiendo de los valores que tomen el número
reproductivo básico de la infección, Rβ, y el umbral, ρ definido en (3.34).

3. Observamos que los dos primeros modelos consideran las mismas variables e
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hipótesis, excepto por el crecimiento bacterial. Sin embargo, la dinámica pobla-
cional en el pulmón es muy diferente de la dinámica en el granuloma, debido
a que la forma como se reproduce la bacteria influye de manera directa en el
resultado de la infección.

4. Los equilibrios endémicos del modelo que considera aspectos tanto de inmunoloǵıa
de la TB como de resistencia del Mtb a los antibióticos se pueden clasificar en
aquéllos en los cuales no existen bacterias sensibles, y en los que dichas bacte-
rias están presentes. La dinámica de estos dos tipos de equilibrios se dio poe
medio de bifurcaciones hacia adelante y hacia atrás. Para la existencia de aque-
llos en los que no existen bacterias sensibles, sólo se necesita que la razón de
crecimiento neto de las bacterias resistentes sea positiva. Sin embargo, para su
estabilidad local es necesario que el ajuste de crecimiento relativo sea menor
que el ı́ndice de crecimiento relativo (f < Icr). Por otro lado, la existencia de
los estados en los que coexisten bacterias sensibles y resistentes depende de la
combinación de varios hechos: i) que la razón de crecimiento neto de las bac-
terias sensibles sea positiva, y mayor que la razón de crecimiento neto de las
bacterias resistentes, ii) que la razón de cambio de las tasas de crecimiento neto
con respecto a las tasas de natalidad de las bacterias sea mayor que uno. Las
condiciones de existencia de este tipo de equilibrios implican estabilidad local.

5. Los resultados teóricos enunciados en los apartados anteriores dan lugar a las
siguientes conclusiones biológicas

La invasión del Mtb depende principalmente del tamaño de la población
de bacterias. Este hecho se ve reflejado en el análisis de sensibilidad de los
parámetros que definen el número reproductivo básico, R0, dado en (2.5).
En este análisis se verificó que la variación de la razón de infección es la
que mas influye en el de número infecciones secundarias producidas por un
macrófago infectado.

Cuando la respuesta inmune de los macrófagos y las células T no es sufi-
ciente para eliminar a las bacterias resistentes. Estas pueden persistir en
el granuloma debido a su ventaja competitiva derivada de la resistencia y
emergencia de mutantes por nacimiento. En términos de nuestro modelo
esta situación se da cuando se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Rβ < ρR y RBR > 1 + R̃γU

b) Rβ > ρR y RBR ≥ (1 + R̃γU
)R∗

2,

donde Rβ es el número reproductivo básico de la infección definido en
(3.27), RBR es el número reproductivo básico de las bacterias resistentes
dado en (4.17), R̃γU

es el número de bacterias resistentes eliminadas por
los macrófagos no infectados definido en (4.18), R∗

2 es el número mı́nimo de
bacterias producidas por la fracción de bacterias resistentes al antibiótico
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que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados y ρR un parámetro
definido en (4.20).

Las bacterias sensibles y resistentes pueden persistir bajo la combinación
de tratamientos en contra de la TB inadecuados y al bajo costo de la
adquisición de resistencia. Aśı, si se satisfacen las siguientes condiciones
Rβ > ρS y RBS ∈ ((1+R̄γU

)R∗

3, (1+R̄γU
)) y se tiene coexistencia de ambas

bacterias en el granuloma. En este caso, RBS es el número reproductivo
básico de las bacterias sensibles, R̄γU

es el número de bacterias sensibles
eliminadas por macrófagos no infectados, R∗

3 es el número de bacterias
producidas por la fracción de bacterias sensibles que evaden tanto la acción
del antibiótico como la respuesta inmune de los macrófagos no infectados,
y ρS el parámetro definido en (4.51).

Una forma de combatir la infección por medio de antibióticos, reduciendo al
máximo la posibilidad de cepas resistentes, consiste en aplicar tratamientos
que eliminen el mayor número de bacterias sensibles, seguidos de tratamien-
tos que estimulen el sistema inmune para que este sea capaz de controlar
las cepas resistentes que quedan después del tratamiento antibacteriano.
Se ha demostrado que las terapias que consisten en la combinación de dos
o más antibióticos seguidas de la estimulación del sistema inmune, son más
efectivas en el control de la enfermedad [12].
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Apéndice A

Tuberculosis

La tuberculosis es causada por el bacilo Mycobacterium tuberculosis (Mtb); el cual
se encuentra rodeado por una pared celular rica en moléculas orgánicas (ĺıpidos) que
contribuyen a la capacidad del bacilo para sobrevivir en el interior de los fagocitos
mononucleares [2]. Es además un organismo de crecimiento lento, propiedad impor-
tante para la naturaleza crónica de la infección y la enfermedad. La infección con
Mtb ocurre en humanos generalmente por inhalación de microgotas que contienen la
bacteria [2]. El 90 % de los individuos que inhalan la bacteria contienen la infección,
permaneciendo en un estado de latencia, el 5 % desarrolla la enfermedad en su fase
primaria en los siguientes dos años y el 5 % restante desarrolla la enfermedad aguda
en algún momento de su vida, cuando su sistema inmunológico se ve comprometido
[2, 48]. A pesar de que se han realizado grandes esfuerzos para su control, la tuber-
culosis continua siendo una de las principales causas de mortalidad en el mundo. La
Organización Mundial de la Salud estima que alrededor de un tercio de la población
está infectada con Mtb y que si no hay cambio en su prevalencia, cerca de 30 millones
de personas morirán en los próximos 10 años.

A.0.1. Mecanismo de la Enfermedad

Las microgotas tienen el tamaño necesario (1-5 µ) para pasar por la v́ıas respirato-
rias superiores y alcanzar los bronquios, donde son detectadas por los macrófagos en
diferentes órganos del cuerpo. Dentro de las primeras células con las que interactúa
el bacilo tuberculoso se encuentran los macrófagos; la interacción inicial con sus re-
ceptores de superficie influencia el destino de la bacteria al interior del macrófago.Si
se lleva a cabo con receptores de inmunoglobulinas y Toll-like (TLRs) se estimulan
los mecanismos de defensa del hospedero, mientras que si ocurre con receptores del
complemento (C3b), se favorece la supervivencia microbiana.

Después de que macrófagos y células dendŕıticas fagocitan el bacilo, ambas células
inician la producción de citocinas que inducen la diferenciación de las células T a
células Th1, dirigiendo el desarrollo a una respuesta Th1. Los macrófagos activados
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poseen otros mecanismos para eliminar a la micobacteria, sin embargo, ésta ha desa-
rrollado estrategias que le permite evadir los efectos derivados de dichos mecanismos,
y permanecer al interior de los macrófagos en un estado durmiente con una actividad
metabólica reducida que le permite persistir en un estado de latencia sin producir
enfermedad.

El comienzo de la respuesta adaptativa en la TB se define por la llegada de las células
CD8+T y CD4+T al sitio de la infección. Los mecanismos efectores de células T, más
que los anticuerpos, se requeieren para eliminar la bacteria. En el modelo murino
(experimentos con ratones), aproximadamente una semana después de la infección
con Mtb aumenta el número de células CD8+T y CD4+T en los nódulos linfáticos
que drenan el pulmón, exhibiendo un mecanismo efector que indica que las células
T activadas están llegando al sitio de la infección e interactuando con las células
presentadoras de ant́ıgenos (macrófagos y células dendŕıticas). La carencia de células
CD4+T incrementa ampliamente la susceptibilidad a la tuberculosis activa y a la
reactivación de la infección latente. Su principal función efectora es la producción de
IFN-γ y otras citocinas que activan las propiedades microbicidas del macrófago y le
permiten controlar o eliminar los organismos intracelulares.

Los macrófagos infectados estimulan a las células CD8+T, las cuales producen citoci-
nas, cuya función principal es la lisis de las células infectadas por Mtb. Dicha lisis
libera las bacterias y permite que los macrófagos las capturen [56].

A.0.2. Resistencia hacia los antibióticos del Mtb

El descubrimiento de la penicilina en 1928 por Sir Alexander Fleming revolucionó el
tratamiento de las infecciones bacterianas.

Los antibióticos se clasifican de diferentes maneras, y una de ellas es la forma como
atacan a las bacterias. Los objetivos más comunes de los antibióticos son la pared
celular bacteriana, el ribosoma bacteriano, la replicación del ADN, la śıntesis de ARN,
y v́ıas espećıficas de la enzima.

Los individuos infectados con TB pulmonar son tratados con antibióticos. Inicial-
mente, estreptomicina era el único antibiótico disponible para el tratamiento de la
TB. Un año después del inicio de la terapia con este medicamento, el 40 % de los
pacientes albergaba bacilos de Mtb resistentes a ella. Esto se deb́ıa a que una mu-
tación que conduce a la resistencia a estreptomicina ocurre una vez cada 100 millones
de divisiones del Mtb. Una persona infectada con Mtb alberga aproximadamente un
billón de bacterias, por lo tanto 10 de estas bacterias serán resistentes al antibiótico.
Estas bacterias tienen una ventaja selectiva sobre las bacterias sensibles a estrep-
tomicina que les permite seguir creciendo y eventualmente establecerse como la clase
predominante [5].

En los años posteriores, fueron desarrolladas drogas antituberculosis más efectivas, lo
que llevó a que la administración simultánea de múltiples antibióticos se convirtiera
en el tratamiento estándar para la TB. Estos fármacos incluyen rifampicina (RIF),
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isoniazida, etambutol y pirazinamida [5]. En la actualidad el tratamiento para la
TB activa es diferente al de la TB latente. Para una TB activa, el tratamiento se
basa en terapias multidrogas que inicialmente consisten de INH, RIF, pirazinamida y
etambutol. Mientras que para la TB latente, la recomendación es el uso de una única
droga. INH (6 a 9 meses) es la principal droga para el tratamiento de la TB latente,
aunque otra alternativa es el uso de RIF (4 meses), o el tratamiento con INH y RIF por
un periodo de tres meses [12]. En efecto, si la frecuencia de mutaciones resistentes a los
fármacos para cada antibiótico fuera de una en un millon, la frecuencia de resistencia
simultánea a tres antibióticos seŕıa de una en un quintillón, 1018. Con este régimen
de tratamiento los casos de TB decayeron substancialmente entre 1950 y mediados
de 1980 en paises industrializados. En otros paises, sin embargo, la TB permanece
prevalente. En Africa, por ejemplo, surgen tres casos nuevos por año por cada 1000
personas. En contraste con una razón de tres casos nuevos por cada 100.000 personas
en Estados Unidos [5].
La resistencia del Mtb a multiples drogas se convirtió en un importante problema
de salud pública cuando el número de casos de TB se disparó en diferentes páıses
desarrollados durante la década de 1990. Diferentes factores conspiraron para este
rápido aumento. Entre ellos se encuentra la epidemia del VIH, lo cual resultó en un
gran número de personas susceptibles a la TB. Otra causa fue el desmantelamiento
de servicios de salud publica anti-TB, basados en disminuir los casos de TB tras
la introducción eficaz de antibióticos. Por ejemplo, programas que verificaban que
los pacientes estuvieran tomándose sus medicamentos apropiadamente ya no estaban
funcionando. Como consecuencia muchos pacientes no se adhirieron al régimen de
meses de duración del tratamiento anti-TB. [5].
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