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RESUMEN

ESPECTROS TOPOLÓGICOS EN MECÁNICA CLÁSICA, TEORÍA

DE CUERDAS Y MAPEOS ARMÓNICOS GENERALIZADOS

Francisco Nettel Rueda

Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Autónoma de México

Doctor en Ciencias (Física)

En esta tesis aplicamos la cuantización topológica para el cálculo del espectro topo-

lógico para algunos sistemas físicos. Explicamos las cuestiones básicas sobre este

método. Primero describimos un panorama general sobre la cuantización topoló-

gica. Definimos la configuración clásica para un sistema físico, que básicamente es

una variedad (pseudo)Riemanniana y una conexión asociada a la métrica. A con-

tinuación establecemos un teorema sobre la existencia y unicidad del haz fibrado

principal que representa a dicho sistema. Finalmente definimos el espectro topo-

lógico y mostramos la forma de calcularlo a través de las clases características de

los haces fibrados principales.

Aplicamos el formalismo a tres casos. Primero estudiamos los sistemas mecáni-

cos conservativos con un número finito de grados de libertad a través del princi-

pio variacional de Maupertuis. Analizamos los ejemplos del oscilador armónico y

del potencial central. A continuación nos concentramos en la teoría de la cuer-

da bosónica cuando esta se propaga sobre distintos espacios-tiempo de fondo.

Se toman en cuenta el espacio-tiempo de Minkowski, así como espacios de cur-

vatura constante. Finalmente utilizamos la cuantización topológica en el contexto

de los mapeos armónicos generalizados. Definimos esta generalización y vemos

que nos permite representar de esta forma los campos gravitacionales con dos



vectores de Killing que conmutan. Como ejemplo tratamos el caso del espacio-

tiempo de Schwarzschild y obtenemos su espectro topológico. Este espectro tam-

bién lo obtenemos partiendo de la configuración clásica que se sigue de la acción

de Einstein-Hilbert.



ABSTRACT

TOPOLOGICAL SPECTRA IN CLASSICAL MECHANICS, STRING

THEORY AND GENERALIZED HARMONIC MAPS

Francisco Nettel Rueda

Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Autónoma de México

Doctor en Ciencias (Física)

We apply the topological quantization method to obtain the topological spectrum

for some physical systems. We explain the basic features of this method. First we

describe the general framework for the topological quatization. The classical con-

figuration of a physical system is defined, which is basically a (pseudo)Riemannian

manifold and a connection associated to its metric. Next, a theorem about the ex-

istence and unicity of a principal fibre bundle which represents the system under

study is stablished. Finally, the topological spectrum is defined and the procedure

to obtain it by means of the characteristic classes of the principal fiber bundles is

described .

The formalism is considered for three cases. First we study mechanical conser-

vative systems with a finite number of degrees of freedom using the variational

principle of Maupertuis. We analizy the harmonic oscillator as well as the central

potential. Next we focus on the bosonic string theory when different spacetime

backgrounds are considered, namely the Minkowsky spacetime and spaces of con-

stant curvature. Last, we use the topological quantization in the context of gen-

eralized harmonic maps. We define this generalization and find that is possible

to use it to represent gravitational fields with a pair of commuting Killing vectors.

As an example, we study the Schwarzschild spacetime and its topological spec-



trum is calculated. This spectrum can be obtained from the classical configuration

which follows from the Einstein-Hilbert action.
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INTRODUCCIÓN

La motivación original para desarrollar la cuantización topológica propuesta por

Patiño y Quevedo en [54] fue buscar una alternativa diferente a las ideas que

prevalecen acerca de la cuantización del campo gravitacional. Sin embargo, con el

desarrollo del método, principalmente en lo que se refiere a los espectros topológi-

cos, la cuantización topológica nos ha permitido explorar otras teorías clásicas que

tienen bien establecida su versión cuántica, como son la mecánica cuántica no rel-

ativista (número finito de grados de libertad) y la teoría de la cuerda bosónica.

Una razón para intentar un camino distinto al convencional es explorar la posi-

bilidad de evitar algunos problemas que surgen cuando se trata de cuantizar la

gravedad y que en algunos casos se han superado parcialmente. Para describir

una sistema físico se necesitan tres elementos, observables, estados y su evolución

dinámica. Es objetivo de la cuantización topológica dar estos elementos para un

sistema físico dado. La idea básica de la cuantización topológica es extraer la na-

turaleza discreta de los sistemas físicos a partir de una representación geométrico-

topológica, en la cual en principio no se impone ninguna estructura matemática

ajena a la descripción clásica, ni se hacen suposiciones sobre el comportamiento

de tales sistemas. Es decir, una vez que un sistema clásico se representa de ma-



nera geométrica apropiadamente, lo que sigue son consecuencias matemáticas de

dicha representación; esto al menos en el primer tramo del desarrollo del método

el cual expondremos a lo largo de este trabajo: el cálculo de espectros topológicos.

En lo que se refiere a los estados y su evolución dinámica aún no hay resultados,

pero se han empezado a explorar algunas ideas basadas en la estructura de haz

fibrado principal que representa al sistema bajo estudio. En el primer capítulo ex-

pondremos los elementos generales de la cuantización topológica, concentrando

la atención en los espectros topológicos.

La cuantización de la gravedad se planteó alrededor de 1930 [65] y se ha desar-

rollado hasta el presente sin haber alcanzado una respuesta final a pesar de los

avances que se han logrado [12]. Incluso, a partir de las ideas de Penrose sobre

el papel del campo gravitacional en la reducción de los estados cuánticos [55],

se han propuesto intentar probar experimentalmente los efectos de la gravedad

cuántica [12, 65]. Es a partir de este tipo de ideas que surge el cuestionamiento de

si en realidad es necesario cuantizar la gravedad, dejando una parte importante

de la respuesta a las pruebas experimentales, como por ejemplo si puede darse el

colapso gravitacional de la función de onda de un sistema [13].

Basándonos en análisis hechos en [12, 31, 33] revisaremos de manera muy general

algunos de los problemas a los que se han enfrentado los distintos acercamien-

tos convencionales al tema de la cuantización de la gravedad y su relevancia en

el contexto de la cuantización topológica. Pare empezar, existe una amplia varie-

dad de razones por las cuales se piensa que es necesaria la cuantización de la

gravedad, pero ninguna ha surgido como una necesidad a hechos experimentales

que requieren una nueva explicación fundamental. Básicamente existen razones

que van desde la consistencia entre los principios de la Relatividad General y la

Física cuántica, como evadir la contradicción del principio de incertidumbre con



la posibilidad de utilizar la gravedad clásica para hacer mediciones precisas de la

posición y el momento de una partícula, hasta argumentos pragmáticos como la

existencia de una escala mínima en la geometría del espacio-tiempo que remueva

las divergencias presentes en la teoría cuántica de campos o el deseo de que la im-

plementación de una teoría cuántica de la gravedad remueva las singularidades

del espacio-tiempo que aparecen en el contexto de la Relatividad General. Desde

luego que existen también razones de tipo estético en el sentido de incorporar en

un solo marco teórico todas las interacciones físicas.

Todavía no es claro qué es lo que se entiende por cuantización del espacio-tiempo,

pero casi todos las propuestas coinciden en que esta debe incluir una escala mín-

ima en la geometría del espacio-tiempo. En este sentido la cuantización topológi-

ca tendrá algo que decir una vez que se hayan definido estados y su evolución

dinámica, lo cual está fuera del alcance de esta tesis, aunque ya se encuentra bajo

investigación.

Entre los problemas que se presentan al querer formular una teoría cuántica de

la gravedad y en los cuales se ubica la dificultad de lograr dicha unificación, está

el principio de covariancia general de la Relatividad General que exige que las

observables de dicha teoría cuántica respeten el principio de la invariancia bajo

difeomorfismos; lo cual lleva a que tales observables sean no locales.

Existe también el problema del tiempo, el cual surge a razón del papel que jue-

ga este parámetro en la teoría cuántica para definir los momentos conjugados, y

su uso a un valor dado para normalizar las funciones de onda. En principio la

descripción desde la Relatividad General es independiente de la elección de la co-

ordenada temporal para describir el espacio-tiempo, es decir, de la foliación espa-

cial que de éste se hace. Sin embargo, no es claro que la evolución cuántica de los

sistemas sea equivalente cuando se hacen distintas elecciones para el tiempo. En



el contexto de la cuantización topológica, en particular en el cálculo de espectros

topológicos, esto no representa problema alguno, debido a que la representación

geométrica que se hace de los sistemas y su tratamiento para obtener resultados

no necesita asignar un papel especial a la coordenada temporal. En lo que se re-

fiere a estados y su evolución dinámica es probable que se repita esta situación ya

que las ideas preliminares sobre estos elementos se basan en el mismo tipo de es-

tructuras geométrico/topológicas que utilizamos para representar a los sistemas

físicos y en las cuales no tiene un rol especial la coordenada temporal.

Otra situación relacionada es la de los problemas de causalidad que involucraría

una métrica que está sujeta a fluctuaciones cuánticas. Para la cuantización topo-

lógica aún no es claro que esto vaya a ser un problema, pues hasta ahora, no hay

indicación en el planteamiento sobre la afectación de la estructura causal.

Por otra parte, todavía no se tiene una definición de los estados para la cuanti-

zación topológica, por lo que hablar de su normalización resulta prematuro en

este momento.

El problema de la resconstrucción o el límite clásico de las teorías cuánticas no

estará presente, o al menos no es el caso en el estado que guarda actualmente la

cuantización topológica, debido a que en principio no será necesario definir opera-

dores que actuen sobre los estados en un espacio de Hilbert (incluso sin saber si re-

queriremos dicho espacio como tal, aunque sí por seguro algo equivalente dentro

de este contexto). Existen ciertamente algunos problemas más que debe enfrentar

una teoría cuántica de la gravitación como la estructura a pequeñas escalas; así se

tiene que el estado base desde la perspectiva de la Relatividad General vista como

una teoría cuántica de campo es una variedad continua (el espacio de Minkowski),

mientras que por otra parte se espera que exista una escala mínima de longitud

para la gravedad cuántica, que modifique incluso el principio de incertidumbre.



Asimismo, aun si se superan los problemas técnicos de formular una teoría con-

sistente, existen cuestiones de interpretación, entre las cuales están poder decir

qué significa la función de onda del universo, qué es y cómo se da el colapso de

la función de onda de los grados de libertad gravitacionales, qué significa la su-

perposición de dos estados gravitacionales y su implicación en términos de su

evolución dinámica y la reconciliación de dicho principio con la no linealidad fun-

damental en la Relatividad General. La interpretación en términos físicos de los

operadores, estados, espectros y evolución una vez que se formule una teoría de

la gravedad cuántica consistente.

A pesar de los problemas que se encuentran han surgido varias propuestas para

una teoría de la gravedad cuántica, las cuales han resuelto algunos problemas,

pero ninguna ha alcanzado la meta final. Sin embargo, resulta notable el grado

de avance que han alcanzado algunas de ellas. Principalmente, dos de ellas han

tomado un rol principal: la teoría de cuerdas (o supercuerdas propiamente) y

la gravedad cuántica de lazos. La primera en principio tiene como objetivo una

descripción más amplia dentro de la cual se encierra a la gravedad, esto es, in-

tenta ser una descripción de todas las interacciones conocidas y por ende de la

gravedad. En el tratamiento perturbativo se ha logrado cuantizar lo que sería la

partícula que media la interacción gravitacional sin que se tengan divergencias y

no solamente eso sino que la teoría requiere para su consistencia que el fondo en

que se propagan estas excitaciones de la cuerda satisfaga las ecuaciones de Eins-

tein en un espacio de dimensión 10 en el caso supersimétrico. En este tratamiento

se plantea que la teoría de la Relatividad General debe ser modificada y que en

el límite de bajas energías se recupera la acción de Einstein-Hilbert. Es decir se

modifica la Relatividad General y se mantiene la teoría cuántica como está es-

tablecida. En el régimen no perturbativo también se han hecho progresos como la



descripción en ciertos casos de la entropía de agujeros negros a nivel microscópico

a través de la correspondencia norma/gravedad.

Por otra parte se ha desarrollado la gravedad cuántica de lazos que ha logrado

exitosamente, dentro del formalismo canónico de primer orden, hacer una teoría

cuántica de la geometría. Esto es, se han definido consistentemente estados in-

varantes ante difeomorfismos con un producto interior y operadores geométricos

bien definidos que actúan sobre un espacio de Hilbert bien definido. Sin embar-

go, aún enfrenta algunos problemas como el de la reconstrucción, es decir, cómo

emerge la descripción clásica a partir de objetos geométricos discretos (los estados

de la teoría). Es claro que en esta visión los principios de la Relatividad General

son la base de la misma. En ambos casos el formalismo canónico de cuantización

se considera fundamental y como punto de partida de ambas teorías.

Cabe mencionar que no es el objetivo de esta tesis estudiar a fondo los problemas

de la cuantización de la gravedad y mucho menos dar una respuesta puntual a

ellos, sino explorar una idea distinta sobre cómo abordar el problema de la cuanti-

zación. En este sentido la cuantización topológica, no pretende (todavía) competir

con estas teorías cuánticas que están muy desarrolladas, sino que pretende dar

una visión alternativa que eventualmente sea una opción viable para la descrip-

ción de los fenómenos discretos que se observan en la naturaleza, incluyendo, de

existir en un futuro, observaciones relacionadas con la gravedad cuántica. En el

estado que se encuentra esta propuesta no se puede más que ofrecer algunos resul-

tados que animan a seguir indagando sobre los alcances de una idea que es sencil-

la. Es evidente que debemos guiarnos por comparación con los resultados que se

han obtenido hasta ahora dentro del formalismo de la cuantización canónica da-

do que es por mucho la mejor descripción que se tiene, sin embargo tratamos de

evitar imponer postulados en el método, de manera que esto resulta en una visión



alternativa. Este acercamiento es radical, pero la necesidad de modificar la teoría

cuántica ha sido considerado incluso por Penrose cuando se refiere al proceso de

inducción gravitacional del colapso de onda [55]:

“Indeed, this author’s own expectations are that no fully satisfactory

theory will be forthcoming until there is a revolution in the descrip-

tion of quantum phenomena that is of as great a magnitude as that

which Einstein introduced (in the description of gravitational phenom-

ena) with his general theory of relativity”

Cabe mencionar un importante ejemplo de una postura distinta a lo convencional

llamada Teoría Topos aplicada a formular las teorías físicas [21]. De manera muy

general, se plantea el uso de teoría de categorías (de un topos) para la descripción

de las teorías físicas. Una categoría es básicamente una colección de objetos y una

colección de morfismos (flechas), que en el caso particular de la categoría de con-

juntos los objetos son los conjuntos mismos y los morfismos funciones entre estos.

Estas estructuras generales permiten hacer una formulación de las teorías cuánti-

cas susceptibles de generalizaciones radicales e incluso de cabida a la construcción

de nuevas teorías. Uno de los objetivos es no asignar a priori un papel fundamen-

tal a las cantidades continuas, esto teniendo en mente que probablemente una

teoría cuántica de la gravedad tenga como resultado un espacio-tiempo funda-

mentalmente discreto. Incluso el uso de estas estructuras más generales permite

utilizar otro formalismo lógico para la evaluación de las proposiciones sobre los

estados del sistema físico. Sin embargo, la aplicación concreta de este esquema

no está exenta de dificultades ya que a fin de cuentas plantea nuevas estructuras

matemáticas como lo describe C. J. Isham: “Consequently, by postulating that, for

a given theory type, each physical system carries its own topos, we are also saying

that to each physical system plus theory type, there is an associated framework for



mathematics itself! Thus, classical physics uses classical mathematics, and quan-

tum theory uses “quantum mathematics” - the mathematics formulated in the

topoi of quantum theory. To this, we might add the conjencture: Quantum gravity

uses ’quantum gravity’ mathematics!”

Esta tesis se compone de tres partes. Primero abordaremos el caso de sistemas

mecánicos con un número finito de grados de libertad. Mediante una formulación

alternativa del principio variacional de Hamilton haremos una representación ge-

ométrica de los sistemas físicos que nos permitirá encontrar su espectro topológi-

co. Estudiaremos el caso del oscilador armónico y el potencial central. Después

aplicaremos el método para encontrar el espectro topológico en la teoría de la

cuerda bosónica. Lo haremos sobre un fondo de Minkowski y para soluciones

perturbativas de cuerdas que se propagan en un fondo de curvatura constante. Es

importante mencionar que en este caso las dificultades técnicas que encontramos

nos han obligado a considerar solamente algunos casos particulares, pero aun así

se han podido obtener algunas relaciones discretas entre los parámetros físicos.

Finalmente aplicaremos la cuantización topológica a una generalización de los

mapeos armónicos que hemos definido [29] con el fin de representar como cuer-

das generalizadas campos gravitacionales con dos vectores de Killing que conmu-

tan, en particular espacios-tiempo estacionarios con simetría axial. En este caso

es posible extender esta generalización para incluir el caso estacionario y obten-

dremos el espectro topológico para la solución de Schwarzschild, tanto en esta

representación como en la usual en cuatro dimensiones que se sigue de la acción

de Einstein-Hilbert. Cada capítulo está prácticamente autocontenido y presenta

sus propias conclusiones. Sin embargo cerraremos la tesis con un apartado para

comentar en general los resultados y plantear trabajo a futuro.



CAPÍTULO 1

SOBRE LA CUANTIZACIÓN

TOPOLÓGICA

En este capítulo expondremos de manera general algunos aspectos de la cuanti-

zación topológica y en específico del cálculo de espectros topológicos. La idea de

Dirac [20] sobre la discretización de la relación entre la carga de un monopolo

magnético y un electrón al moverse este último alrededor del campo generado

por el primero, dió la pauta a Patiño y Quevedo [54] para proponer un camino

distinto para entender la naturaleza discreta de los sistemas físicos, en particular

se analizó el caso de campos gravitacionales. El nombre de cuantización topoló-

gica y la idea fundamental sobre este tipo de cálculos se ha usado en distintos

contextos relacionados con condiciones de cuantización de la carga en teorías de

Yang-Mills [19], respecto a configuraciones de instantones y monopolos [67, 71],

en modelos topológicos del electromagnetismo [64], en tópicos relacionados con
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SOBRE LA CUANTIZACIÓN TOPOLÓGICA

cuantización de corrientes en nano-estructuras [10] y en teoría de superconduc-

tores [14, 42]. También se ha analizado el concepto de cuantización topológica en

el contexto de la cohomología [2]. Incluso a nivel de un libro de texto aparece el

concepto de cuantización topológica en una formulación puramente geométrica

que después puede ser aplicada a sistemas físicos descritos por un haz de línea

hermitiano [25].

A pesar de que las ideas sobre la cuantización topológica son fundamentalmente

las mismas, en este caso su aplicación es sobre distintos sistemas físicos los cuales

pueden ser representados por diferentes haces fibrados principales. Además se

pretende describir de manera completa la naturaleza discreta de los sistemas físi-

cos, es decir, eventualmente tener una definición para los estados y estudiar su

evolución dinámica en términos de estructuras geométrico-topológicas y la apli-

cación de tales ideas en diferentes sistemas físicos. En la primera etapa de este pro-

grama hemos buscado establecer una representación geométrica de los sistemas

físicos y con base en esta definir el espectro topológico.

De manera esquemática y general es posible dar un panorama sobre lo que se

busca hacer. En primer lugar debemos mencionar que para tener una descripición

completa de un sistema físico debemos poder definir tres aspectos: observables,

estados y evolución. En lo que se refiere a los estados tomamos como punto de

partida la definición clásica, esto es, funciones reales sobre el espacio de configu-

ración o el espacio fase, 𝒪 : 𝒞 → R ó 𝒪 : Γ → R. De tal forma, las observables

pueden tener un patrón continuo o discreto, siendo esto descrito por el espectro

topológico, el cual definiremos más adelante, y no excluye el caso de observables

que tomen valores en un continuo, como la energía asociada a una partícula libre.

En lo que toca a los estados, observando que en las teorías de norma los cam-

pos (de norma o de materia, cualquier forma diferencial que toma valores en el
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álgebra de Lie del grupo de simetría) son secciones de un haz vectorial (un haz

vectorial es un caso particular de una haz fibrado principal [30]) cuyo grupo de

estructura G es el grupo de simetría interno (por ejemplo U(1)) e incluso que en

la mecánica cuántica las funciones de onda son consideradas secciones de un haz

fibrado principal, podemos plantear que los estados dentro de la cuantización to-

pológica serán secciones locales en algún haz fibrado. Es decir, si tenemos un haz

fibrado principal 𝒫 = (E, B, G, π), donde E es el espacio total, B el espacio base,

G el grupo de estructura y π el mapeo de proyección, entonces para un estado ψi

en el haz fibrado principal tenemos que π : ψi → ψUi da la proyección del esta-

do en el espacio base, con Ui ⊂ B y así 𝒪 : ψi → R, ψi ↦→ Oi ∈ R da el valor

de la observable. Esta definición sigue bajo investigación actualmente y aquí sim-

plemente presentamos esquemáticamente las ideas que se persiguen; falta mucho

trabajo para lograr una definición con la cual se pueda operar. En lo que se refiere

a la evolución las ideas son prematuras y no abordaremos tal cuestión; baste de-

cir que existe la posibilidad de encontrar algún operador diferencial definido en

el haz fibrado principal que actúa sobre las secciones el cual pueda describir la

evolución dinámica del sistema bajo estudio.

A continuación nos concentraremos en la definición de espectro topológico. Para

comenzar debemos establecer cómo construimos el haz fibrado principal que rep-

resenta a los sistemas físicos. Primero definimos la configuración clásica de un

sistema físico como el par que consiste de una variedad diferencial con una cone-

xión, (ℳ, ω), la cual es única en el sentido de que dos variedades diferenciales

que son isomorfas con la misma conexión se consideran la misma configuración

clásica. Por ejemplo, en el caso de teorías de norma la variedad diferencial es el

espacio-tiempo de Minkowski Mη y la conexión es la uno-forma diferencial A

que toma valores en el álgebra de Lie g del grupo de norma G, a la cual se le
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SOBRE LA CUANTIZACIÓN TOPOLÓGICA

llama también el potencial. En el caso de los campos gravitacionales la variedad

(pseudo)Riemanianna, es decir una variedad diferencial dotada de una métrica,

que representa la solución a las ecuaciones de Einstein ℳg es la variedad difer-

encia del par, de manera que la configuración clásica es (ℳg, Γ) ó (ℳg, ω) con

Γ la conexión de Levi-Civita en caso de que tengamos una descripción tensorial

en términos de bases coordenadas y con ω la conexión de espín en caso de que

utilicemos una base ortonormal.

A partir de la configuración clásica podemos construir el haz fibrado principal

que representa al sistema físico utilizando como grupo de estructura G (idéntico

a la fibra estándar) el grupo de simetría bajo el cual es invariante el contenido

físico de la configuración clásica. Así, a partir de (ℳ, ω) y G encontramos el haz

fibrado principal 𝒫 con conexión ω̃ asociando a cada punto de la variedad base

ℳ el grupo de estructura G. Dada una sección local si la cual da lugar a una

trivialización local (Ui, φi) con Ui ⊂ ℳ y φi : Ui × G → π−1(Ui) [47], podemos

introducir una conexión ω̃ sobre 𝒫 a través del pullback s*i ω̃ = ωi donde ωi es

la conexión ω del espacio base M en el conjunto abierto Ui. Se puede mostrar a

través de estos elementos y del teorema de la reconstrucción [46, 47] que existe un

haz fibrado principal único que representa al sistema físico para el cual conside-

ramos la configuración clásica. Esto se ha demostrado para el caso de los campos

gravitacionales [54] y lo consideraremos más adelante para los sistemas físicos

que estudiamos en este trabajo.

Una vez que hemos asociado a una configuración clásica (ℳ, ω) un haz fibrado

principal 𝒫 , es posible utilizar las propiedades invariantes de 𝒫 para caracterizar

al sistema físico. Esto lo hacemos a través de las clases características asociadas a

𝒫 , C(𝒫), debido a que la integral sobre la una subvariedad compacta de la varie-

dad base (o un ciclo de ℳ) también es un invariante topológico del haz sobre el
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cual está definida la clase característica [15]. Existe un teorema en que se establece

[15, 37] que la clase característica C(𝒫) se puede normalizar de manera tal que,

∫
C(𝒫) = n, (1.1)

con n un número entero llamado el número característico. Veremos más adelante,

para los casos que tratemos, que el grupo de simetría en cada caso se puede re-

ducir al grupo ortogonal SO(k) mediante la descripción en términos de una base

ortonormal. En este caso tenemos que la clase característica asociada a este grupo

de transformaciones es la clase de Pontrjagin p(𝒫) y en particular la clase de Euler

e(𝒫) cuando k es un número par. Estas clases se pueden escribir en términos de

la dos-forma de curvatura R del espacio base como polinomios invariantes bajo la

acción del grupo de estructura, en este caso SO(k) [48],

det
(

It − R
2π

)
=

k

∑
j=0

pk−j(R)tj, (1.2)

mientras que la clase de Euler e(𝒫) solamente definida para el caso en que k es

par, k = 2m, se puede expresar en términos de la dos-forma de curvatura R de

una conexión (pseudo)Riemanianna en el espacio base [15, 48],

e(𝒫) =
(−1)m

22mπmm!
εi1i2···i2m Ri1

i2
∧ Ri3

i4
∧ · · · ∧ Ri2m−1

i2m
. (1.3)

Es claro que, estando en función de la curvatura, las clases características depen-

derán de ciertos parámetros λi, i = 1, . . . , s, que determinan las propiedades del

sistema. De tal manera que al integrar la clase característica obtendremos una
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relación discreta entre los parámetros,

f (λ1, . . . , λs) = n, (1.4)

con n ∈ Z. Esta relación es lo que definimos como el espectro topológico y nos da

una discretización de los parámetros que determinan las propiedades del sistema

físico bajo estudio.

Dada la definición de espectro topológico, a través de la integral de una clase

característica sobre una (sub)variedad compacta del espacio base del haz fibrado

principal, hemos recibido algunos comentarios sobre la similitud con los postula-

dos de Bohr-Sommerfeld-Wilson. En la llamada teoría cuántica vieja se establece

que para sistemas multi-periódicos las variables de acción deben tomar valores

discretos, limitando de esa forma el conjunto de órbitas permitidas en el espacio

fase. Esto se expresa mediante una integral proveniente de la misma definición de

variable de acción [27, 44],

Jα =
∮

pαdqα = 2πh̄n, (1.5)

donde α se refiere a un grado de libertad en particular y no a una suma sobre este

índice. Estas variables de acción son consideradas las apropiadas si no expresan la

degeneración en caso de existir alguna. Eventualmente estos postulados llevan a

expresiones para los espectros de los parámetros físicos a través de las constantes

de movimiento involucradas en la descripción mediante las variables apropiadas

de ángulo acción (wα = ∂H(J)
∂Jα

)

En nuestra opinión existen diferencias sustanciales entre este conjunto de postula-

dos y la forma en que los espectros topológicos se encuentran en la cuantización
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topológica. Principalmente, en la teoría cuántica antigua la relación discreta en-

tre los parámetros que determinan el sistema físico se postula, mientras que para

la cuantización topológica son resultado de las propiedades topológicas del haz

fibrado principal mediante el cual se representa al sistema físico bajo estudio. Adi-

cionalmente, la cuantización topológica tiene como objetivo completar los tres el-

ementos que describen a un sistema físico: observables, estados y su evolución

dinámica, mientras que la teoría cuántica antigua ha sido abandonada en parte

por la falta de dos de estos elementos o su incompatibilidad con las nociones clási-

cas de trayectorias en el espacio fase respecto a la descripción ondulatoria de la

mecánica cuántica.

Entre otras limitaciones se encuentran la restricción a sistemas periódicos o multi-

periódicos, los fenómenos de colisiones se encuentran, en general, fuera de su

alcance, y la falta de justificación para la cuantización de las trayectorias físicas.

La teoría cuántica antigua fue abandonada debido a que los resultados sobre el

momento angular orbital, la descripción del átomo He, y la molécula inoizada

H+
2 , discrepaban con las medidas, en particular con la energía del estado base de

estos sistemas [9]. Al mismo tiempo el desarrollo de la mecánica cuántica cerró el

paso a las ideas de la teoría cuántica antigua [9, 44].

No obstante, los postulados para encontrar espectros se han seguido aplicando;

en algunos casos, con algunas modificaciones, se han hecho descripciones más

precisas del átomo H y de moléculas con un electrón como H+
2 [9]. También se

han aplicado para el cálculo de espectros para la masa de agujeros negros, como

para el caso de Kerr (Newman) en [8]. En ambos casos las relaciones discretas se

postulan y en nuestra opinión eso marca la principal diferencia con el método de

la cuantización topológica.
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El uso de números topológicos en la física teórica es algo común, como ocurre en

el caso en un teoría de norma sobre un espacio-tiempo de Minkowski. La solu-

ción clásica para el vacío dada por una conexión plana puede ser descrita por el

potencial A = f−1d f con f : R4 → G, la cual se puede restringir a los mapeos

f : S3 → G. Se sabe que estos campos identificados con el vacío se pueden definir

sobre todo el espacio S3, de manera que los vacíos clásicos se pueden clasificar me-

diante los mapeos f : S3 → G, los cuales están dados por los elementos del grupo

de homotopía π3(G), a los que se les llama “winding numbers”. Clásicamente no

es posible pasar de un vacío a otro con “winding numbers” distintos solamente a

través de estados de vacío, es decir, cada clase de equivalencia homotópica descri-

be una situación dinámica distinta. Sin embargo, mediante una transformación de

norma es posible relacionar dos vacíos con “winding numbers” distintos. Así se

tiene una situación de equivalencia de estos vacíos etiquetados por estos números

topológicos que es distinta, por una parte la equivalencia dada por el grupo de

homotopía y por otro lado la correspondiente a la simetría de norma. Para evitar

esto es que se introducen los vacíos θ en la teoría cuántica correspondiente. Si |n⟩

es un vacío cuántico en el espacio de Hilbert de la teoría identificado con un vacío

clásico con “winding number” n, se introduce un estado tal que sea invariante

bajo las dos equivalencias (la de homotopía y la de norma) dado por [24],

|θ⟩ =
n=∞

∑
n=−∞

einθ|n⟩ con θ ∈ R.

A estos estados se les conoce como vacíos θ. Existen generalizaciones a esto cuan-

do los espacios de dimensión tres son distintos a S3 (por ejemplo RP3) en la que

se utilizan aún otros números topológicos llamados “winding numbers” secun-

darios [32] dados por un grupo de cohomología. A nuestro entender, el origen y

la forma en que se utilizan estos números topológicos para hacer esta clasificación
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de estados de vacío, es distinto al de los números característicos que utilizamos

para la definición del espectro topológico en el método de cuantización topológi-

ca.

En los siguientes capítulos consideraremos todos estos elementos para calcular

el espectro topológico para distintas configuraciones clásicas en general y expon-

dremos algunos ejemplos concretos. Cada capítulo fue diseñado con el propósito

de estar autocontenido en lo que se refiere a la construcción del haz fibrado princi-

pal y el cálculo de las clases características y los espectros topológicos en general.

Cabe destacar que, mediante la definición de configuración clásica, la construcción

del haz fibrado principal y la definición de espectro topológico, hemos logrado

entender y sistematizar el formalismo en lo que se refiere a la discretización de las

observables. No obstante, como se verá a lo largo del trabajo, los detalles técnicos

de cálculo tienen todavía muchos aspectos que superar. También reconocemos

que esta propuesta para describir la naturaleza discreta de los sistemas físicos aún

se encuentra en sus primeros pasos y que tenemos por delante un difícil pero

interesante camino.
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CAPÍTULO 2

ESPECTRO TOPOLÓGICO DE

SISTEMAS MECÁNICOS

En este capítulo estudiamos el espectro topológico de configuraciones clásicas con

un número finito de grados de libertad correspondientes a sistemas conservativos.

En el contexto de la cuantización topológica el espectro topológico es posible-

mente la consecuencia más inmediata de formular la mecánica clásica de manera

tal que el método de la cuantización topológica se pueda aplicar, o al menos los

elementos de este método que están a nuestro alcance hasta el día de hoy.

La aplicación de la cuantización topológica en el caso de sistemas conservativos

con un número finito de grados de libertad resulta ser de suma importancia para

el desarrollo de este nuevo proceso mediante el cual pretendemos describir la na-

turaleza discreta de los sistemas físicos. Esto debido a que nos permite comparar,
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desde los primeros resultados, con la mecánica cuántica (no relativista), que con-

stituye la mejor teoría que tenemos en la actualidad para describir correctamente

dichos sistemas en cierto régimen de escalas energéticas o de tamaños caracterís-

ticos, siendo que este tipo de comportamiento de los sistemas físicos escapa a las

descripciones que pertenecen al ámbito de lo que se conoce como mecánica clásica

o analítica. Este umbral que existe entre la descripción clásica y la cuántica no es

del todo preciso en lo que respecta a un valor en la escala de longitud o la escala

energética de los fenómenos a describir, pero en condiciones normales se puede

ubicar alrededor de algunos ångstroms (1Å = 10−10m), es decir alrededor del

tamaño de los átomos y moléculas [44].

Las descripciones de los sistemas físicos que resultan ser las más utilizadas tienen

en común que las distintas interacciones que intervenienen entre las partículas

que describen el contenido de materia, están representadas por campos clásicos.

Resulta natural, desde el punto de vista de la física moderna, hacer una descrip-

ción de los sistemas físicos en el lenguaje de las variedades diferenciales, y más

específicamente en términos de haces fibrados [26], estructura matemática que

también constituye la base para abordar la cuantización topológica. Asimismo es-

tos campos clásicos y el principio variacional del que emanan las ecuaciones de

campo que dictan el comportamiento físico de dichos sistemas son el punto de

partida para realizar la cuantización de forma canónica [56]. Existe también la po-

sibilidad de utilizar el método de la integral de camino, pero aún este método no

escapa a la noción de campo [56].

El primer objetivo para la cuantización topológica, en el caso de la mecánica clási-

ca, es por una parte encontrar una descripción adecuada que represente sistemas

con un número finito de grados de libertad en términos de una variedad diferen-

cial Riemanniana que incluya toda la información acerca del sistema físico bajo
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estudio. De tal manera se podrá construir el haz fibrado principal correspondien-

te, y a partir de éste, calcular el espectro topológico para los distintos sistemas, esto

nos permitirá confrontar dichos resultados con los espectros canónicos obtenidos

a través de la mecánica cuántica, los cuales constituyen resultados sumamente

sólidos, incluso a un nivel puramente académico.

Existe más de una posibilidad de encontrar estructuras geométricas en la mecáni-

ca clásica, esto es, existen variedades Riemannianas o haces fibrados vectoriales,

tales como el espacio de configuración y el espacio fase, que se emplean en la de-

scripción de los sistemas físicos. Sin embargo, como veremos en el desarrollo de

este capítulo, estas posibilidades no constituyen la configuración clásica adecua-

da para la cuantización topológica, ya que cuando son considerados respecto a su

estructura como haces fibrados, el espacio base para dichos haces carece en uno u

otro caso de parte de la información que determina la dinámica del sistema bajo

estudio.

La configuración clásica que nos permitirá encontrar el espectro topológico está

dada por la formulación que emana del llamado Principio de Maupertuis [5, 25].

Este principio nos permite encontrar una variedad Riemanniana que describe al

sistema físico en cuestión, incluyendo toda la información en la correspondiente

métrica. Es esta variedad junto con la conexión asociada a la métrica lo que lla-

maremos la configuración clásica del sistema, y es a partir de ella que podemos

construir el haz fibrado principal que constituye el primer paso hacia la obtención

del espectro topológico.

Dada esta configuración clásica construimos una estructura geométrica, específica-

mente un haz fibrado principal, el cual probaremos que es único, y a partir de esta

estructura encontraremos la definición de espectro topológico, que en general, co-

mo ya hemos visto en el capítulo anterior, se puede definir para cualquier sistema
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físico que sea susceptible de ser descrito dentro del contexto de la cuantización

topológica. Analizaremos también algunos sencillos ejemplos que nos permitirán

ver el alcance de la definición de espectro topológico y que darán lugar a comentar

algunas conclusiones sobre su relación respecto al espectro canónico.

2.1. Configuración clásica de los sistemas físicos

La configuración clásica de un sistema físico la hemos definido como una estruc-

tura geométrica que consiste de una variedad diferencial y una conexión (ℳ, ω),

la cual es única en el sentido de que dos variedades diferenciales con la misma

conexión que son isomorfas representan la misma configuración clásica para un

sistema dado. En esta sección estableceremos dicha configuración clásica para los

sistemas mecánicos con un número finito de grados de libertad, encontraremos

que esto es posible gracias a una variedad diferencial Riemanniana, cuya métrica

contiene toda la información relevante a la dinámica del sistema y cuya conexión

se sigue a partir de dicha métrica. Como ya hemos mencionado, una vez estable-

cida la configuración clásica podemos proceder a la construcción del haz fibrado

principal y seguir con el cálculo del espectro topológico. Analizaremos primero

algunos posibles escenarios para establecer la configuración clásica y a partir de

uno de ellos construir el haz fibrado principal.

La mecánica clásica puede ser planteada de distintas formas, por una parte tene-

mos una formulación vectorial con base en las leyes de Newton, las cuales bási-

camente nos dicen cómo encontrar las ecuaciones de movimiento una vez que

hemos podido expresar en forma vectorial cualquier fuerza o interacción que in-

fluya sobre el sistema físico. Por otro lado tenemos las formulaciones Lagrangiana

y Hamiltoniana, de las cuales la formulación Lagrangiana se caracteriza por ser
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una formulación covariante. Es en estas últimas dos formulaciones que un prin-

cipio variacional aparece como el fundamento que nos lleva a obtener las ecua-

ciones de movimiento, que en última instancia nos revelan, una vez resueltas, el

comportamiento completo de los sistemas bajo estudio.

Así tenemos que el sistema físico se encuentra determinado cuando uno es capaz

de encontrar el Lagrangiano o Hamiltoniano de dicho sistema, obviamente queda

el importante paso de resolver las ecuaciones de movimiento, aunque en muchas

ocasiones el simple hecho de conocer dichas funciones escalares resulta suficiente

para determinar algunas características del comportamiento del sistema bajo es-

tudio. Es en estas formulaciones, relativamente más recientes, que resulta fácil

introducir el lenguaje de la geometría diferencial para su descripción.

Un sistema físico en la mecánica clásica queda completamente descrito una vez

que resolvemos las ecuaciones de movimiento y proporcionamos un conjunto

de condiciones iniciales o condiciones de frontera. Este sistema de ecuaciones de

movimiento se puede obtener a través del principio variacional de Hamilton, el

cual es una forma alterna de obtener una formulación equivalente de la mecánica

clásica Newtoniana, al menos en el caso de sistemas no disipativos o con constric-

ciones no holonómicas.

Para la formulación Lagrangiana consideremos un conjunto de coordenadas qα,

con α = 1, 2, . . . , k siendo k la dimensión del espacio de configuración. Estas coor-

denadas generalizadas son un conjunto de coordenadas independientes, es decir,

la información sobre las posibles constricciones que pesan sobre el sistema ya está

incorporada de manera que éstas son un conjunto de coordenadas independientes

en el espacio de configuración o variedad de configuración ℳ.

La primera estructura geométrica que se encuentra en mecánica clásica es la varie-

15



ESPECTRO TOPOLÓGICO DE SISTEMAS MECÁNICOS

dad de configuración ℳ, generalmente sobre esta variedad utilizamos el sistema

de coordenadas generalizadas. Asociada a la variedad de configuración ℳ tene-

mos el haz tangente Tℳ, un haz vectorial que tiene como fibra en cada punto

x ∈ ℳ al espacio tangente Txℳ en dicho punto. Un punto en el haz tangente

se expresa como el par (x, v), que en función de las coordenadas generalizadas

podemos expresar como x = (q1, . . . , qk), esto es, las coordenadas asignadas al

punto x sobre ℳ y v = (q̇1, . . . , q̇k) las componentes de un vector en el espacio

tangente Txℳ a las cuales llamamos velocidades generalizadas. Hemos consider-

ado que q̇α = dqα

dt son las componentes en la base coordenada { ∂
∂q1 , . . . , ∂

∂qk } del

vector tangente a una curva sobre la variedad de configuración ℳ, la cual está

parametrizada por el tiempo t. Podemos introducir una métrica 𝑔 sobre la varie-

dad de configuración, la cual está determina por la energía cinética del sistema,

T = 1
2𝑔(v, v), donde esta última expresión nos indica que la métrica es un tensor

o función bilineal en cada punto de x ∈ ℳ, esto es, 𝑔 : Txℳ× Txℳ → R.

La estructura geométrica que encontramos en la variedad de configuración y la

métrica asociada a la energía cinética del sistema físico es incompleta en términos

de la dinámica del sistema. Más aún, el haz tangente asociado a esta variedad

Tℳ, tampoco contiene la información dinámica del sistema. Para lograr una de-

scripción completa debemos introducir el Lagrangiano, que en el caso en que no

existe dependencia temporal explícita, simplemente es una función sobre el haz

tangente L : Tℳ → R. En una buena parte de los casos esta función la podemos

encontrar con la prescripción L(q, q̇) = T(q, q̇) − V(q), con T la expresión para

la energía cinética del sistema y V la energía potencial. Esto lo consideramos en

el caso de fuerzas que se pueden derivar de un potencial, es decir para fuerzas

conservativas.

El formalismo Lagrangiano parte de los elementos geométricos que acabamos de
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mencionar, en particular del haz tangente Tℳ. Tiene como objetivo hacer una for-

mulación covariante de la mecánica clásica, esto es, la forma en que encontramos

las ecuaciones de movimiento es invariante bajo transformaciones generales de

coordenadas, llamadas transformaciones de punto, q′α = q′α(q1, . . . , qk, t). Como

ya hemos mencionado, lo único que se tiene que determinar es el Lagrangiano

del sistema, así de esta manera se encontrarán las ecuaciones que determinan

el comportamiento dadas las condiciones iniciales o de frontera. Las ecuaciones

de movimiento las encontramos a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, las

cuales a su vez las podemos determinar ya sea a partir del principio de D’Alambert

o del trabajo virtual, o a partir de un principio variacional, llamado principio de

Hamilton [27], [35]. Nos concentraremos brevemente en revisar el principio varia-

cional en el contexto de las variedades diferenciales y los haces fibrados.

Partimos del haz tangente extendido Tℳ×R para el caso más general en el que la

función Lagrangiana L(q, q̇, t) : Tℳ× R → R depende explícitamente del tiempo.

Después trataremos con sistemas conservativos únicamente y no será necesario

utilizar esta extensión. Describimos una curva C(t) = {q1(t), . . . , qk(t)} en térmi-

nos de las coordenadas generalizadas, parametrizada por t, sobre la variedad de

configuración ℳ, así como un conjunto de curvas que son variaciones a partir de

C(t). Parametrizando las variaciones con λ, tenemos que el conjunto de curvas

lo podemos expresar como C(t, λ) = C(t) + λδC(t), donde δC(t) = ∂C(t,λ)
∂λ |λ=0

es llamada la variación de la curva. Debemos notar que al hacer λ = 0 recuper-

amos la curva original, C(t, λ = 0). Considerando variaciones hasta el primer

orden, podemos expresar en términos de las coordenadas generalizadas, tanto

a la curva original como al conjunto de variaciones, qα(t) con α = 1, . . . , k y

qα(t, λ) = qα(t) + λδqα(t) = qα(t) + λ
∂qα(t,λ)

∂λ |λ=0, respectivamente. A la curva

C(t) en el espacio de configuración le podemos asociar una curva en el haz tan-
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gente mediante q̇α = dqα

dt . A esta curva {qα(t), q̇α(t)} le llamamos el levantamiento

de C(t), y resulta ser único sobre el haz tangente Tℳ. De la misma forma consi-

deramos el levantamiento del conjunto de variaciones de la curva C(t, λ) desde la

variedad de configuración ℳ sobre el haz tangente. Las variaciones de las curvas

levantadas no son independientes de las variaciones que existen sobre ℳ. Esto

es, las variaciones de la curva {qα(t)} producen una variación en las velocidades

generalizadas la cual se construye a partir de las variaciones de la curva, lo cual

expresamos como,

δ

(
dqα

dt

)
=

d δqα

dt
. (2.1)

La acción S[C(t)] es un funcional definido por,

S =
∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t), t) dt, (2.2)

a partir de la cual podemos enunciar el principio de Hamilton. Entre todas las

posibles curvas C(t, λ) cuya variación es cero en los extremos, es decir, δqα(t1) =

δqα(t2) = 0, la trayectorial física C(t) del sistema bajo estudio es tal que la variación

de la acción es cero. Esto es, la trayectoria física descrita por el sistema es un ex-

tremo de la acción S,

δ
∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t), t) dt = 0. (2.3)

A partir de (2.1), de la condición de variación nula en los extremos e integrando

por partes la expresión para la variación de la acción podemos obtener como con-

secuencia del principio de Hamilton las ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L). Una

vez dado el Lagrangiano podemos determinar las ecuaciones de movimiento que
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obedece el sistema utilizando las ecuaciones de E-L,

d
dt

(
∂L
∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= 0, (2.4)

con α = 1, . . . , k. Encontramos en esta ecuación la definición del momento canóni-

co conjugado a la variable qα, también llamado momento generalizado,

pα(q, q̇, t) =
∂L
∂q̇α

, (2.5)

el cual jugará un rol más notable en la formulación Hamiltoniana. Hacemos notar

en la ecuación (2.5) que el momento conjugado es, en general, una función de

todas las coordenadas generalizadas y sus respectivas velocidades generalizadas,

y que en caso de tener un sistema regular o no singular, esto es,

det
[

∂2L
∂q̇α∂q̇β

]
̸= 0, (2.6)

constituyen un conjunto de relaciones invertibles, esto es, podemos encontrar to-

das las velocidades generalizadas como función de los momentos y coordenadas

generalizadas, q̇α = q̇α(q, p) para toda α = 1, . . . , k. Es conveniente hacer notar

que el momento generalizado constituye un vector covariante o covector, esto es,

una vez que hemos impuesto un tensor métrico 𝑔 sobre la variedad de configu-

ración, pα con α = 1, . . . , k, constituyen las componentes del vector dual asociado

al vector de velocidad generalizada con componentes q̇α. Esta estructura métrica

sobre ℳ está dada a partir de la energía cinética T del sistema físico,

2T = gαβ q̇αq̇β, (2.7)
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con gαβ las componentes del tensor métrico respecto a las coordenadas generaliza-

das. De manera que cuando tenemos sistemas no disipativos en los cuales la fun-

ción de energía potencial no depende de las velocidades generalizadas V = V(q),

la definición para el momento generalizado en (2.5) coincide con pα = gαβ q̇β.

Por otra parte la formulación Hamiltoniana tiene como estructura geométrica sub-

yacente otro haz fibrado vectorial llamado el haz cotangente T*ℳ. Este haz fibra-

do tiene como espacio base la misma variedad de configuración ℳ que existe

en el caso del formalismo de Lagrange y las fibras las constituyen los espacios

duales T*
xℳ, al espacio tangente Txℳ en cada punto x ∈ ℳ. Sin embargo, el

principio de Hamilton sobre T*ℳ se plantea de una manera un poco distinta

respecto a la curva que representa la trayectoria físca y las variaciones que de

ella se consideran. Más aún, la formulación de la mecánica en el espacio fase

tiene una estructura geométrica adicional llamada estructura simpléctica, de la

cual carece la formulación Lagrangiana. Consideramos el haz cotangente exten-

dido T*ℳ × R con coordenadas (qα, pα, t) y una función Hamiltoniana sobre

dicho espacio H(q, p, t) : T*ℳ× R → R, donde las funciones pα constituyen

las componentes del campo de uno-formas sobre ℳ. Se puede definir una uno-

forma sobre T*ℳ× R como pαdqα − Hdt, llamada la uno-forma de Poincaré. Sea

λ(t) = (q(t), p(t)) una curva en el espacio fase a la cual le imponemos que la

variación en los extremos sea tal que δq = 0, δt = 0 y que representa la trayectoria

física del sistema bajo estudio. A diferencia del principio de Hamilton formulado

sobre el haz tangente en el cual las variaciones sobre el espacio de configuración

inducen una variación en la curva sobre el haz tangente, las variaciones de qα y pα

son independientes. De esta manera podemos formular el principio de Hamilton

en el espacio fase: de todas las posibles curvas con puntos extremos fijos δq = 0 y
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δt = 0, la integral de la uno-forma de Poincaré tiene un extremo en λ,

δ
∫

(pαdqα − Hdt) = 0. (2.8)

A partir de esto se obtienen las ecuaciones de Hamilton, q̇α = ∂H
∂pα

, ṗα = − ∂H
∂qα

y

dH
dt = ∂H

∂t . Cuando el Hamiltoniano no depende explícitamente del tiempo tene-

mos un sistema conservativo, esto define una hipersuperficie en el espacio fase

H(q, p) = E y el principio variacional puede ser formulado para curvas que se en-

cuentran sobre esta hipersuperficie a través de la acción reducida sobre el espacio

fase T*ℳ, ∫
pαdqα. (2.9)

La curva λ(t) = (q(t), p(t)) que describe el movimiento del sistema físico (que es

solución a las ecuaciones de Hamilton y por lo tanto sigue el flujo Hamiltoniano)

con condiciones iniciales sobre la hipersuperficie H = E permanecerá sobre dicha

hipersuperficie durante todo su trayecto. Al proyectar esta curva sobre el espa-

cio de configuración ℳ obtenemos como es usual la trayectoria qα = qα(t) que

describe el movimiento en la variedad de configuración. El principio variacional

se puede entonces reformular considerando variaciones sobre la curva en el espa-

cio de configuración C(t) = (qα(t)), con extremos fijos δq = 0, parametrizada de

manera que al ser levantada sobre el espacio fase se encuentre sobre la hipersuper-

ficie H = E, de tal forma que la acción reducida es un extremo de la trayectoria

física,

δ
∫

pαdqα = 0. (2.10)
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Este es el principio de Maupertuis. Consideremos un Lagrangiano de la forma,

L(q, q̇) =
1
2

gαβq̇αq̇β − V(q), (2.11)

con gαβ(q) las componentes de una métrica Riemanniana sobre ℳ determinada

por la energía cinética del sistema bajo estudio (2.7) y a través de la cual podemos

relacionar las velocidades generalizadas con las componentes de los momentos

generalizados, pα = gαβq̇β, lo cual coincide en este caso con (2.5). La uno-forma

de Poincaré reducida se puede expresar de la siguiente manera,

pαdqα =
∂L
∂q̇

dqα =
∂L
∂q̇

dqα

dt
dt = gαβq̇αq̇β = 2Tdt, (2.12)

y debido a la condición de estar en la hipersuperficie H = E tenemos que la enería

cinética se puede expresar como

T = E − V(q), (2.13)

así entonces tenemos que

pαdqα = 2 [E − V(q)] dt. (2.14)

Por otra parte la longitud de arco en la variedad de configuración ℳ expresada

mediante el elemento de línea ds2 = gαβdqαdqβ, puede expresarse en términos de

la energía cinética parametrizada por el tiempo t,

ds2 = gαβq̇αq̇βdt2 = 2Tdt2, (2.15)
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de manera que la uno-forma de Poincaré reducida se puede escribir como,

pαdqα = 2Tdt =
√

2Tds. (2.16)

De esta forma podemos introducir una métrica ℎ la cual es conforme a la métrica

sobre ℳ determinada por la energía cinética 𝑔, ℎ = 2 [E − V(q)] 𝑔, y que expresa-

da como elemento de línea es,

ds̃2 = 2 [E − V(q)] ds2. (2.17)

A la métrica asociada a este elemento de línea se le conoce como la métrica de

Jacobi y como veremos nos permite expresar el principio de Maupertius desde

una perspectiva geométrica, siendo que la trayectoria física que recorre el sistema

en el espacio de configuración ℳ es una geodésica asociada a la métrica de Ja-

cobi. Antes de mostrarlo consideremos las ecuaciones de Euler-Lagrange para el

Lagrangiano (2.11),
d
dt

∂L
∂q̇µ − ∂L

∂qµ = 0, (2.18)

a partir de las cuales obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

gµβq̈β + ∂σgµβq̇βq̇σ − 1
2

∂µgαβq̇αq̇β + ∂µV(q) = 0, (2.19)

con ∂µ ≡ ∂
∂qµ y que puede reducirse a una forma tipo geodésica a partir de una

breve manipulación algebraica,

q̈α + Γα
σβq̇σq̇β + gαµ∂µV(q) = 0, (2.20)
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con

Γα
σβ =

1
2

gαµ
(
∂σgµβ + ∂βgµσ − ∂µgσβ

)
, (2.21)

los símbolos de Christoffel de la conexión de Levi-Civita asociada a la métrica

𝑔 sobre ℳ determinada por la energía cinética. Estas ecuaciones de movimien-

to pueden ser derivadas a partir del principio variacional formulado tanto en el

espacio tangente Tℳ a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange, como en el

espacio cotangente o fase T*ℳ utilizando las ecuaciones de Hamilton. La formu-

lación geométrica del principio de Maupertuis la podemos enunciar mediante el

siguiente:

Teorema 1. Las ecuaciones de movimiento (2.20) son equivalentes a las ecuaciones

de las geodésicas de la variedad Riemanniana (ℳ,ℎ) con ℎ la métrica de Jacobi,

d2qα

ds̃2 + Γ̃α
σβ

dqσ

ds̃
dqβ

ds̃
= 0, (2.22)

donde

Γ̃α
σβ =

1
2

hαλ
(
∂σhλβ + ∂βhσλ − ∂λgσβ

)
, (2.23)

es la conexión de Levi-Civita asociada a ℎ con elemento de línea,

ds̃2 = hαβdqα ⊗ dqβ = 2 [E − V(q)] gαβdqα ⊗ dqβ, (2.24)

bajo la condición para los parámetros t y s̃ dada por,

ds̃
dt

= 2 [E − V(q)] . (2.25)

24



CONFIGURACIÓN CLÁSICA DE LOS SISTEMAS FÍSICOS

Dem. El conjunto de ecuaciones (2.22) se sigue de la variación de

∫
ds̃ =

∫ √
hσβ

dqσ

ds̃
dqβ

ds̃
ds̃. (2.26)

Suponiendo que s̃ es un parámetro afín, en particular que es tal que hσβ
dqσ

ds̃
dqβ

ds̃ = 1,

tenemos entonces,

δ
∫

ds̃ =
∫

ds̃
[

hσβ
dδqσ

ds̃
dqβ

ds̃
+

1
2

∂hσβ

∂qλ
δqλ dqσ

ds̃
dqβ

ds̃

]
=
∫

ds̃
[

d
ds̃

(
hσβ

dqβ

ds̃
δqσ

)
− d

ds̃

(
hσβ

dqβ

ds̃

)
δqσ +

1
2

∂hσβ

∂qλ
δqλ dqσ

ds̃
dqβ

ds̃

]
,

=
∫ [

− d
ds̃

(
hλβ

dqβ

ds̃

)
+

1
2

∂hσβ

∂qλ

dqσ

ds̃
dqβ

ds̃

]
δqλ, (2.27)

donde hemos utilizado que δqλ = 0 en los puntos extremos. Como la variación

es arbitraria tenemos que la expresión que multiplica a la variación δqλ en el inte-

grando tiene que anularse para todo λ,

hλβ
d2qβ

ds̃2 +
∂hλβ

∂qγ

dqγ

ds̃
dqβ

ds̃
− 1

2
∂hσβ

∂qλ

dqσ

ds̃
dqβ

ds̃
= 0,

hλβ
d2qβ

ds̃2 +
1
2
(
∂σhλβ + ∂βhσλ − ∂λhσβ

) dqσ

ds̃
dqβ

ds̃
= 0, (2.28)

llegando finalmente a las ecuaciones de las geodésicas (2.22) para (ℳ,ℎ). A partir

de la relación entre los parámetros t y s̃ (2.25) encontramos que,

dqµ

ds̃
=

dt
ds̃

dqµ

dt
=

1
2 [E − V(q)]

q̇µ,

d2qµ

ds̃2 =
1

(2 [E − V(q)])2 q̈µ + 2
∂νV(q)

(2 [E − V(q)])3 q̇νq̇µ, (2.29)

mientras que las componentes de la métricas de Jacobi y de la correspondiente a
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la energía cinética están relacionadas de la siguiente manera,

hµν = 2 [E − V(q)] gµν

hµν =
1

2 [E − V(q)]
gµν. (2.30)

Utilizando (2.29) y (2.30) obtenemos que los símbolos de Christoffel asociados

a las dos métricas guardan una relación que depende de la función de energía

potencial,

Γ̃α
σβ = Γα

σβ −
gαν

2 [E − V(q)]
(

gνβ∂σV + gσν∂βV − gσβ∂νV
)

. (2.31)

Incorporando este último resultado y las expresiones (2.29, 2.30) en la ecuación de

la geodésica (2.22),

1

(2 [E − V])2 q̈α +
2

(2 [E − V])3 ∂νVq̇νq̇α+

+

[
Γα

σβ −
gαν

2 [E − V(q)]
(

gνβ∂σV + gσν∂βV − gσβ∂νV
)] 1

(2 [E − V])2 q̇σq̇β = 0

(2.32)

q̈α + Γα
σβq̇σq̇β +

1
E − V

∂νVq̇νq̇α−

− 1
2 [E − V]

[
δα

β∂σV + δα
σ∂βV − gανgσβ∂νV

]
q̇σq̇β = 0, (2.33)

obtenemos la siguiente ecuación,

q̈α + Γα
σβq̇σq̇β + gαν∂νV

gσβq̇σq̇β

2 [E − V]
= 0. (2.34)
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A partir de (2.24) y la relación de los parámetros (2.25), ds̃2 = (2 [E − V])2 dt2,

tenemos que,
gσβq̇σq̇β

2[E − V]
= 1, (2.35)

que incluido en la ecuación anterior, finalmente nos lleva al resultado que es-

tabamos buscando,

q̈α + Γα
σβq̇σq̇β + gαν∂νV = 0, (2.36)

con lo que concluimos la prueba de la equivalencia entre los sistemas de ecua-

ciones (2.22) y (2.20). �

La forma de la métrica de Jacobi impone ciertas condiciones en cuanto se refiere

a la región en la variedad de configuración en que es válido el principio de Mau-

pertuis. Si la métrica 𝑔 y la función que describe la energía potencial V(q) son fun-

ciones suaves, al menos C2 (por aquello de la curvatura) tenemos que las trayec-

torias físicas descritas por geodésicas de la variedad (ℳ,ℎ) deben limitarse a la

región,

Σ = {qα ∈ ℳ|E − V(q) > 0}, (2.37)

donde hemos descrito los puntos en la variedad por sus coordenadas generaliza-

das qα. La frontera de este espacio ∂Σ = {qα ∈ ℳ|E − V(q) = 0} no será tomada

en cuenta en este trabajo, esto es, los puntos de retorno de la trayectoria que des-

cribe el sistema E = V(q0) aquellos donde la velocidad se hace cero. Esto a pesar

de que para una función V(q) que no tenga singularidades las trayectorias físicas

pueden alcanzar esta región fronteriza. Debido a la forma de la métrica de Jacobi,

en particular del factor que acompaña a la métrica 𝑔 es necesario solamente tomar

en cuenta la región Σ, ya que en la frontera la métrica ℎ es degenerada, siendo to-

das sus componentes cero. Un tratamiento riguroso del principio de Maupertuis
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se puede encontrar en [1, 5, 25]. Una generalización del principio de Maupertuis

en la cual es posible incluir la frontera de la región Σ puede encontrarse en [69].

Hemos revisado tres formulaciones equivalentes de la mecánica clásica para sis-

temas conservativos las cuales tienen distintas estructuras geométricas. En la búsque-

da de una configuración clásica (ℳ, ω) que contenga toda la información del sis-

tema bajo estudio, nos hemos encontrado, para las descripciones Lagrangiana y

Hamiltoniana, que podemos tomar como espacio base la variedad Riemanniana

(ℳ, 𝑔) de manera que podamos construir a partir de ella el haz tangente Tℳ y

el espacio fase T*ℳ, donde estarán definidas las funciones Lagrangiana y Hamil-

toniana respectivamente, las cuales determinan la dinámica del sistema. Notamos

que la variedad (ℳ, 𝑔) no contiene la información acerca del potencial en el cual

el sistema se está moviendo, por lo que resulta ser un candidato inadecuado para

ser la configuración clásica del sistema. La tercera opción que hemos explorado,

el principio de Maupertuis, ofrece una descripción geométrica adecuada para los

propósitos de la cuantización topológica, debido a que la variedad (Σ,ℎ) contiene

toda la información física del sistema bajo estudio y a partir de ella podemos

definir la configuración clásica del sistema (Σℎ, ω) con ω la conexión asociada

a la métrica de Jacobi. Esta variedad Riemanniana será el espacio base con el cual

se construirá el haz fibrado principal a partir del cual se calculará el espectro to-

pológico.
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2.2. El espectro topológico para la configuración clási-

ca de un sistema

Habiendo establecido la configuración clásica apropiada para los sistemas clásicos

conservativos con un número finito de grados de libertad mediante el par (Σℎ, ω),

expondremos de manera general y breve el método de la cuantización topológica

para obtener el espectro topológico asociado a un sistema físico. Es común que las

configuraciones clásicas sean invariantes bajo la acción de un grupo de transfor-

maciones, lo que se puede entender como las simetrías que posee un sistema físi-

co. Como veremos en la siguiente sección, este grupo de transformaciones puede

ser reducido localmente a un grupo de Lie G. Usaremos este grupo más adelante

como fibra estándar para construir el haz fibrado principal 𝒫 sobre la variedad

base (Σℎ, ω) y a partir de esta estructura geométrica es que se puede calcular el

espectro topológico del sistema físico bajo estudio.

Una vez que se ha establecido el haz fibrado principal 𝒫 para un sistema físico,

este puede ser usado para caracterizar las configuraciones clásicas mediante los in-

variantes de 𝒫 , lo que nos llevará a obtener un espectro discreto que relaciona los

parámetros que determinan a dicho sistema físico. Esto se lleva a cabo a través de

las clases características pertenecientes al haz fibrado principal C(𝒫), las cuales in-

tegradas sobre una (sub)variedad compacta resultan ser un invariante topológico

que propiamente normalizado es tal que [15, 37],

∫
ℳ′

C(𝒫) = n, (2.38)

con n ∈ Z, llamado el número característico o topológico. Siendo un entero el

número topológico con el cual etiquetamos los distintos niveles discretos, cabe
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la posibilidad de que estos tomen valores negativos. Es convencional utilizar para

este fin números enteros positivos y en ocasiones el cero, por lo que nuestra defini-

ción será por convención, ∣∣∣∣∫ℳ′
C(𝒫)

∣∣∣∣ = n, (2.39)

con n ≥ 0 ∈ Z. Esta elección de signo puede llevarse a cabo cambiando la ori-

entación del elemento de volumen o equivalentemente la orientación de la base

ortonormal que se impone. Sin embargo, esto se tendría que especificar en cada

caso y no resulta conveniente. De esta forma la elección del valor absoluto re-

suelve la convención dejando el elemento de volumen con la orientación usual de

la mano derecha.

En la siguiente sección encontraremos que a la configuración clásica (Σℎ, ω) que

representa un sistema mecánico conservativo le podemos asociar un único haz

fibrado principal que tiene como espacio base la variedad Riemanniana (Σ,ℎ) y

como grupo de estructura el grupo de Lie SO(k), donde dim(Σ) = k. En este caso

tenemos que la clase característica asociada a este grupo de transformaciones es

la clase de Pontrjagin p(𝒫) y en particular la clase de Euler e(𝒫). Estas clases se

pueden escribir en términos de la dos-forma de curvatura R del espacio base como

polinomios invariantes bajo la acción del grupo de estructura, en este caso SO(k)

[48],

det
(

It − R
2π

)
=

k

∑
j=0

pk−j(R)tj, (2.40)

mientras que la clase de Euler e(𝒫) solamente definida para el caso en que k es

par, k = 2m, se puede expresar como,

e(𝒫) =
(−1)m

22mπmm!
εi1i2···i2m Ri1

i2
∧ Ri3

i4
∧ · · · ∧ Ri2m−1

i2m
. (2.41)
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Dado un sistema mecánico con configuración clásica (Σℎ, ω) la dos-forma de cur-

vatura R tendrá en sus componentes funciones que dependan tanto de las coorde-

nadas qα que ayudan en la descripción de la variedad de configuración así como

de un conjunto de parámetros λ1, λ2, . . . , λs que determinan las propiedades del

sistema bajo estudio. Las integrales que determinan los invariantes topológicos

a través de las clases características p(𝒫) y e(𝒫) dependerán a su vez de tales

parámetros debido a que estas formas diferenciales de Pontrjagin y Euler se ex-

presan a través de la dos-forma de curvatura. Por esta razón es claro que dichas

integrales darán como resultado una relación que podemos expresar de manera

general como,

f (λ1, . . . , λs) = n, (2.42)

con n ∈ Z+ ∪ {0}. A esta relación la llamamos el espectro topológico del sistema

físico y en particular en el contexto de la mecánica clásica determina una relación

discreta entre los parámetros que describen el sistema mecánico.

Una vez dada la definición y la descripción en términos generales del proceso

para obtener el espectro topológico dedicaremos la siguiente sección a establecer

en detalle el haz fibrado principal 𝒫 a partir de la configuración clásica que el

principio de Maupertuis nos ofrece.

2.3. El haz fibrado principal para sistemas mecánicos

Hemos establecido en la sección 2.1 la configuración clásica para los sistemas físi-

cos conservativos con un número finito de grados de libertad (Σℎ, ω), es decir,

para los sistemas que la mecánica clásica estudia. Principalmente hemos encontra-

do el espacio base sobre el cual construiremos el haz fibrado principal 𝒫 a través
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del principio de Maupertuis, una variedad Riemanniana (Σ,ℎ) en la cual se en-

cuentra toda la información física del sistema. Como podemos ver en (2.17) la

métrica de Jacobi ℎ es conforme a la métrica determinada por la energía cinética

del sistema 𝑔; en el caso de tener coordenadas cartesianas en las cuales la métrica 𝑔

es plana, gαβ(q) = δαβ la métrica de Jacobi será conformalmente plana y toda la in-

formación relevante se encontrará en el factor conforme a través de la función de la

energía potencial V(q). En el caso en que la métrica 𝑔 no sea Euclidiana la métrica

ℎ pudiera llegar a ser más complicada y desde el punto de vista técnico la descrip-

ción del sistema físico así como el cálculo del espectro topológico podría presentar

una mayor dificultad, mas sin representar esto ningún cambio desde el punto de

vista conceptual. En la construcción del haz fibrado principal tomaremos como

base la variedad (Σ,ℎ), mientras que la fibra estándar debe ser tal que describa

las simetrías del sistema bajo estudio. Sabemos que la descripción en la mecánica

clásica de los sistemas físicos es invariante bajo las transformaciones de Galileo,

sin embargo este grupo de simetrías se pueden reducir localmente al grupo SO(k)

introduciendo una base ortonormal (no-coordenada) orientable sobre la variedad

Σ. Consideremos un sistema {ea} con a = 1, . . . , k tal que ℎ(ea, eb) = δab; así dos

sistemas ortonormales con la misma orientación, {ea} y {e′a}, están relacionados

mediante una transformación ortogonal, e′a = (Λ−1)b
aeb con Λb

a ∈ SO(k). Esta

base ortonormal tiene asociada una base dual de uno-formas {θa} a través de la

cual podemos expresar la métrica de Jacobi como,

ℎ = hµνdqµ ⊗ dqν = δabθa ⊗ θb. (2.43)

En una variedad sin torsión podemos obtener la uno-forma de conexión ω y la
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dos-forma de curvatura R mediante las ecuaciones de estructura de Cartan,

dθa + ωa
b ∧ θb = 0, (2.44)

y

Ra
b = dωa

b + ωa
c ∧ ωc

b, (2.45)

donde d es la derivada exterior. La formas de conexión y curvatura caracterizan

a la variedad Riemanniana (Σ,ℎ) desde un punto de vista geométrico, y básica-

mente, como veremos más adelante, la dos-forma de curvatura desde un punto de

vista topológico. Bajo un cambio de base ortonormal θ′a = Λa
bθb y exigiendo que

la derivada exterior esté bien definida, tenemos que la uno-forma de conexión y

la dos-forma de curvatura se transforman como,

ω′ = ΛωΛ−1 + ΛdΛ−1, (2.46)

y

R′ = ΛRΛ−1, (2.47)

donde hemos omitido los índices que etiquetan los componentes de los distintos

objetos geométricos. En el caso de una métrica de Jacobi conformalmente plana

hµν = 2 [E − V(q)] δµν calculamos las componentes de la uno-forma de conexión

y de la dos-forma de curvatura, los cuales usaremos más adelante. Escogiendo la

base dual como θa = eϕ/2δa
αdqα, con ϕ = ln [2(E − V)], obtenemos

ωab = e−ϕ/2 ∂ϕ

∂qβ
δ

β

[bδa]cθc, (2.48)
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Rab = e−ϕ

[
δα

dδ
β

[aδb]c
∂2ϕ

∂qα∂qβ
+ δe f δα

[eδa]cδ
β

[bδ f ]d
∂ϕ

∂qα

∂ϕ

∂qβ

]
θc ∧ θd. (2.49)

Como podemos ver la ventaja de introducir una base ortonormal sobre la variedad

Riemanniana (Σ,ℎ) consiste en poder reducir el grupo de simetría, en este caso

el grupo de Galileo, a su subgrupo SO(k), lo cual hace posible el cálculo de es-

pectros topológicos de una forma concreta. Esto nos permite formular el siguiente

teorema que establece el elemento esencial y punto de partida para la cuantización

topológica.

Teorema 2. Un sistema mecánico conservativo con k grados de libertad puede ser

representado por un haz fibrado principal 𝒫 único de dimensión 1
2 k(k + 1), con la

variedad Riemanniana (Σ,ℎ) como espacio base, donde ℎ es la métrica de Jacobi

y Σ su dominio en el espacio de configuración, el grupo SO(k) como el grupo de

estructura (isomorfo a la fibra estándar), y una conexión con valores en el álgebra

de Lie so(k).

Dem. A continuación daremos una síntesis de la prueba para este teorema. El teo-

rema de reconstrucción de la geometría diferencial [37], [46] establece que un haz

fibrado queda especificado de manera única al establecer los siguientes elemen-

tos: el espacio base, la fibra estándar, el grupo de estructura y una familia de

funciones de transición que toman valores en el grupo de estructura y que sa-

tisfacen la condición de los cociclos (o de transitividad). Para el caso de la mecáni-

ca clásica mostraremos todos estos elementos a partir de la configuración clásica

que hemos construido. Como espacio base tomaremos la región permitida en el

espacio de configuración Σ con dim(Σ) = k, que junto con la métrica de Jacobi

ℎ constituyen una variedad Riemanniana. Consideramos en este caso al grupo

de Lie SO(k) como el grupo de estructura el cual es isomorfo a la fibra estándar

debido a que tratamos con un haz fibrado principal. Para mostrar las funciones
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de transición consideremos una familia de conjuntos abiertos {Ui} que cubren la

variedad base Σ. Sea (Ui, φi) una carta en Σ con φi : Ui → Vi ⊂ Rk un homoeomor-

fismo y Vi un subconjunto abierto de Rk. Este mapeo se utiliza normalmente para

introducir coordenadas {qi} en Ui ⊂ Σ. Consideremos ahora una carta (Ui, φ̃i)

con φ̃i : Ui → Λ1(Ui, so(k)) el mapeo que nos permite introducir la base dual

θa
i := θi en cada conjunto abierto Ui y Λ1(Ui, so(k)) es el espacio de las uno-

formas que toman valores en so(k) sobre Ui. Debemos notar que omitiremos el

índice a que etiqueta a los elementos de la base dual y que el índice i se refiere

al conjunto de las bases duales en Ui. Consideramos una intersección no vacía

entre dos elementos de la cobertura Ui ∩ Uj ̸= ∅ y sus correspondientes bases

duales θi y θj. Sabemos que dos bases duales están relacionadas mediante una

transformación θi = Λijθj con Λij ∈ SO(k) por lo que podemos utilizar dichas

transformaciones como las funciones de transición Λij = φ̃i ∘ φ̃−1
j si estas satis-

facen la condición de cociclo. Veamos, Λ−1
ij = Λji y considerando una triple in-

tersección no vacía Ui ∩ Uj ∩ Uk ̸= ∅ tenemos que las transformaciones que rela-

cionan las bases duales en los distintos conjuntos abiertos son Λkj = φ̃k ∘ φ̃−1
j y

Λik = φ̃i ∘ φ̃−1
k . De manera que la condición de cociclo se satisface, ΛikΛkj = Λij, o

bien, ΛikΛkjΛji = 1Λ1(Ui,so(k)). De manera que hemos mostrado la existencia de los

elementos requeridos por el teorema de la reconstrucción por lo que el haz fibra-

do 𝒫 con espacio base Σ y grupo de estructura SO(k) resulta ser principal y único

con dimensión dim(𝒫) = 1
2 k(+1), ya que dim(Σ) = k y dim(SO(k)) = 1

2 k(k − 1).

Ahora solamente queda demostrar la existencia de la conección 𝜔 en 𝒫 . Para esto

utilizamos un teorema conocido [26] que establece que dada una cobertura {Ui}

de Σ, una familia de uno-formas locales que toman valores en el álgebra so(k),

es decir, ωi ∈ Λ1(Ui, so(k)) que cumplen con la condición de compatibilidad (sin
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suma sobre los índices repetidos),

ωi = ΛijωjΛ−1
ij + ΛijdΛ−1

ij , (2.50)

con Λij : Ui ∩ Uj → SO(k) elementos de SO(k), y un conjunto de secciones locales

σi : Ui → π−1(Ui) que satisfacen σi = σjΛij sobre Ui ∩ Uj, entonces existe una

única conexión 𝜔 sobre 𝒫 tal que ωi = σ*
i 𝜔, donde σ*

i es el pull-back inducido

por la sección local σi. Si mostramos que todas las condiciones de este teorema

se satisfacen entonces podemos asegurar que existe esta única conexión sobre el

haz fibrado principal 𝒫 . El espacio base Σ es una variedad diferencial por lo que

debe existir una familia de conjuntos abiertos {Ui} que lo cubra. A través de la

primera ecuación de Cartan (2.44) y utilizando la métrica de Jacobi ℎ podemos

encontrar para cada Ui la uno-forma de conexión ωi la cual toma valores en el

álgebra so(k). Como hemos visto al pasar de una base dual a otra encontramos

que estas están relacionadas por una transformación de la forma θi = Λijθj, con

Λij ∈ SO(k), y la ley de transformación para la uno-forma de conexión (2.46) nos

lleva directamente a la condición de compatibilidad (2.50). En lo que respecta a

las secciones locales, al ser 𝒫 un haz fibrado localmente es trivial, esto es existen

mapeos Ψi : π−1(Ui) → Ui × SO(k) que definen localmente la trivialidad del

haz. Así se puede definir una sección local canónica como σi : Ui → π−1(Ui),

con σi(q) = Ψ−1
i (q, e), donde e = Λii(q) es la identidad en SO(k) y q ∈ Ui. Esta

sección canónica satisface la condición σi = σjΛij en Ui ∩ Uj debido a que todos

los elementos Λij son también funciones de transición [46]. Con esto concluye la

prueba del teorema. �

Habiendo establecido la existencia y unicidad del haz fibrado principal 𝒫 asocia-

do a la configuración clásica (Σ, ω) continuaremos con la aplicación del procedi-
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miento para el cálculo del espectro topológico para algunos ejemplos.

2.4. Ejemplos

En esta sección presentamos algunos ejemplos de sistemas físicos concretos para

los cuales calcularemos el espectro topológico utilizando los resultados de las sec-

ciones anteriores. Una vez determinada la métrica Jacobi correspondiente al sis-

tema bajo estudio solamente resta calcular la dos-forma de curvatura de manera

que se pueda encontrar a partir de ella la clase característica e integrando esta

última obtener el espectro topológico para dicho sistema físico.

2.4.1. La partícula libre

Como primer ejemplo tomamos el caso de la partícula libre en k dimensiones. Uti-

lizando coordenadas cartesianas, sabemos que gαβ(q) = δαβ con α, β = 1, . . . , k, y

como la función de la energía potencial es cero para cualquier punto en la varie-

dad de configuración V(q) = 0, tenemos que Σ = ℳ y que hαβ = Eδαβ. Como

consecuencia tenemos que la curvatura para este espacio se anula y por lo tanto

la clase característica también, lo que significa que no existe ninguna condición

sobre los parámetros que determinan el sistema, por lo tanto no existe espectro to-

pológico discreto para este caso. Esto concuerda con el resultado para la partícula

libre en el contexto de la cuantización canónica, el cual nos dice que no existe un

espectro discreto para este sistema.
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2.4.2. El oscilador armónico

A continuación consideramos el caso de un oscilador armónico [38] en dos di-

mensiones descrito por sus modos normales con masa m (o equivalentemente dos

osciladores armónicos desacoplados con masa reducida m) con Lagrangiano,

L =
1
2

m
[
(q̇1)2 + (q̇2)2

]
− 1

2

[
k1(q1)2 + k2(q2)2

]
, (2.51)

con k1 y k2 las constantes de restitución del sistema. Como podemos observar este

Lagrangiano no depende explícitamente del tiempo y por lo tanto tenemos un

sistema conservativo, de manera que el Hamiltoniano H = E es una constante de

movimiento dada por,

E =
1
2

m
[
(q̇1)2 + (q̇2)2

]
+

1
2

[
k1(q1)2 + k2(q2)2

]
, (2.52)

para la cual se tiene que,
dE
dt

= 0. (2.53)

La métrica determinada por la energía cinética del sistema es plana 𝑔 = mdiag(1, 1)

y la métrica de Jacobi es a su vez conformalmente plana,

ℎ = 2m [E − V(q)]diag(1, 1) (2.54)

Tomando la base dual como,

θ1 =
√

2m(E − V)dq1 θ2 =
√

2m(E − V)dq2, (2.55)

tenemos que la simetría de esta configuración clásica se reduce localmente al
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grupo de transformaciones SO(2), esto ya que ℎ = θ1 ⊗ θ1 + θ2 ⊗ θ2. Utilizan-

do (2.48) podemos obtener la única componente independiente de la uno-forma

de conexión,

ω1
2 =

1
2

(
∂2ϕ dq1 − ∂1ϕ dq2

)
, (2.56)

donde ϕ(q) = ln [2m (E − V(q))] y ∂i ≡ ∂
∂qi , que expresada en términos de la

función V(q1, q2) es,

ω1
2 = − ∂2V

2(E − V)
dq1 +

∂1V
2(E − V)

dq2. (2.57)

De la misma forma a través de (2.49) obtenemos la única componente indepen-

diente de la dos-forma de curvatura,

R1
2 = −1

2

(
∂2

1ϕ + ∂2
2ϕ
)

dq1 ∧ dq2, (2.58)

o como función de la energía potencial directamente,

R1
2 =

1
2

[
∂1

(
∂1V

E − V

)
+ ∂2

(
∂2V

E − V

)]
dq1 ∧ dq2. (2.59)

De la expresión (2.41) encontramos que para el caso de dimensión dos k = 2 la

forma de Euler está dada por la expresión,

e(𝒫) = − 1
2π

R12, (2.60)

de manera que tenemos,

e(𝒫) =
1

4π

(
∂2

1 ϕ + ∂2
2 ϕ
)

dq1 ∧ dq2, (2.61)
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y en términos de V(q1, q2) explícitamente,

e(𝒫) = − 1
4π

[
∂2

2V
E − V

+
(∂2V)2

(E − V)2 +
∂2

1V
E − V

+
(∂1V)2

(E − V)2

]
dq1 ∧ dq2. (2.62)

Siendo ϕ(q) = ln [2m (E − V(q))] y la función que describe la energía potencial

dada por V(q) = 1
2

[
k1(q1)2 + k2(q2)2] encontramos de manera explícita la dos-

forma de Euler para el caso del oscilador armónico en dos dimensiones descrito

por el Lagrangiano (2.51) es,

e(𝒫) = − 1
4π

E(k1 + k2) +
1
2 k2

1(q
1)2 + 1

2 k2
2(q

2)2 − 1
2 k1k2

[
(q1)2 + (q2)2](

E − 1
2 k1(q1)2 − 1

2 k2(q2)2
)2

 dq1 ∧ dq2.

(2.63)

A partir de esta expresión es posible abordar distintos casos y analizar los resulta-

dos que se obtienen para el espectro topológico.

El oscilador armónico en una dimensión

Podemos considerar el caso límite en el que k2 = 0 y renombrando k1 = k y q1 = q

tenemos que la integral de la forma de Euler para el caso del oscilador armónico

simple en una dimensión se reduce a,

∣∣∣∣∫ e(𝒫)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣−

ak
4

∫ E + 1
2 kq2(

E − 1
2 kq2

)2 dq

∣∣∣∣∣∣∣ = n, (2.64)

donde n ∈ Z+ ∪ {0} y el intervalo de integración sobre q2 es [− aπ
2 , aπ

2 ] con a

una constante con unidades de distancia. Integrando a q en el intervalo [−q0, q0]
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obtenemos el espectro topológico para el oscilador armónico,

akq0

2E − kq2
0
= n, (2.65)

con q0 un parámetro constante relacionado con el punto de retorno para el os-

cilador. El espectro topológico nos describe una relación discreta entre los paráme-

tros que determinan el sistema E y k. Si escogemos el parámetro q0 de la siguiente

forma [50],

q0 =

√
2E
k

+ C2 − C, (2.66)

con

C =
ah̄ω

2E − h̄ω
, ω =

√
k
m

, (2.67)

de la expresión para el espectro topológico (2.65) se recupera la relación para

el espectro canónico E = h̄ω
(

n + 1
2

)
. Esto nos lleva a concluir que existe una

relación directa entre el espectro topológico y el espectro canónico para el caso del

oscilador armónico en una dimensión. Vemos que cuando E >> h̄ω (ó h̄ → 0)

este parámetro tiende al punto de retorno q0 →
√

2E
k , (a primer orden en la ex-

pansión tenemos q0 ≈
√

2E
k − a

2E h̄ω + O(h̄2)) y el resultado de la integral sería

divergente, de tal manera que no podemos aproximarnos arbitrariamente al pun-

to de retorno en este contexto, lo cual también nos dice que hemos abandonado

el régimen de comportamiento cuántico del sistema y es prácticamente imposible

observar la estructura discreta que presentan las cantidades físicas. Por otra parte,

cuando E → 1
2 h̄ω tenemos que q0 → 0 y que a su vez n → 0.
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El oscilador isotrópico en dos dimensiones

El caso de un oscilador isotrópico en dos dimensiones k1 = k2 = k (o de dos os-

ciladores desacoplados) [38] puede tratarse a partir de la expresión general (2.63),

obteniendo la forma de Euler,

e(𝒫) = − 1
2π

 kE(
E − 1

2 k [(q1)2 + (q2)2]
)2

 dq1 ∧ dq2. (2.68)

En este caso resulta conveniente utilizar coordenadas polares {r, ϑ}, siendo la

métrica asociada a la energía cinética 𝑔 = m diag(1, r2), de la cual obtenemos

la métrica de Jacobi,

ℎ = 2m [E − V(r, ϑ)]diag(1, r2). (2.69)

Se puede obtener la forma de Euler introduciendo la base ortonormal a través de

las relaciones para las formas duales directamente en términos de las coordenadas

polares,

θ1 =
√

2m(E − V)dr, y θ2 =
√

2m(E − V)rdϑ, (2.70)

lo que nos lleva a la componente independiente de la conexión en términos de la

base coordenada

ω1
2 = − ∂ϑV

2(E − V)r
dr +

[
r∂rV

2(E − V)
− 1
]

dϑ. (2.71)

La componente independiente de la dos-forma de curvatura se encuentra a partir

de R1
2 = dω1

2 y en términos de la base coordenada obtenemos,

R1
2 =

{
∂ϑ

[
∂ϑV

2(E − V)r

]
+ ∂r

[
r∂rV

2(E − V)
− 1
]}

dr ∧ dϑ, (2.72)
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y nos permite encontrar la forma de Euler para este caso en coordenadas polares,

e(𝒫) = − 1
4π

{
∂2

ϑV
(E − V)r

+
(∂ϑV)2

2(E − V)2r
+

∂rV + r∂2
r V

E − V
+

r(∂rV)2

(E − V)2

}
dr ∧ dϑ.

(2.73)

En este caso que estamos tratando, el oscilador isotrópico en dos dimensiones

k1 = k2 = k, la función de la energía potencial no depende de la coordenada

angular ϑ, siendo esta V(r) = 1
2 kr2. De tal manera que la forma de Euler se reduce

a,

e(𝒫) = − 1
2π

kEr(
E − 1

2 kr2
)2 dr ∧ dϑ. (2.74)

Cabe mencionar que esto se puede encontrar a partir de la expresión (2.68) con-

siderando el cambio de coordenadas apropiadamente. El espectro topológico lo

calculamos integrando como en (2.39) con un dominio de integración [0, 2π] para

ϑ y [0, r0] para la coordenada radial,

E
E − 1

2 kr2
0
− 1 = n, (2.75)

con n ∈ Z+ ∪ {0}, lo que nos da una relación discreta entre los parámetros E y

k que determinan al sistema. Si consideramos para el límite de integración a r0

como,

r0 =

√
2E
k

− 2h̄ω

k
=

√
2(E − h̄ω)

k
, (2.76)

recuperamos el resultado canónico E = h̄ω(n + 1), con ω =
√

k
m . Vemos que r0

se expresa como la posición del punto de retorno menos el valor correspondiente

a la energía del estado base (que en este caso particular coincide con el cuanto de

energía). El espectro topológico no muestra de manera explícita la degeneración

que se observa en el formalismo canónico, debido a que aún no tenemos definidos
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estados dentro de este formalismo. En el caso canónico los espectros se obtienen

una vez que se ha definido el espacio de Hilbert (de estados cuánticos) y se actúa

sobre estos con los operadores que corresponden a las variables dinámicas, mien-

tras que la cuantización topológica es capaz de entregar el espectro sin considerar

algún estado topológico. Sin embargo, es de esperarse que exista una relación

entre este tipo de espectros topológicos y los estados topológicos debido a que

estos últimos se perfilan a ser definidos como secciones locales del haz fibrado

principal, siendo posible que dicha relación aporte más información respecto a la

discretización de las variables físicas del sistema bajo estudio.

De nueva cuenta vemos que el espectro canónico se logra reproducir si conside-

ramos que nos podemos acercar hasta un valor correspondiente a la energía del

estado base al punto de retorno. El límite de integración tiende al punto de retorno

r0 →
√

2E
k a la vez que E >> h̄ω (ó h̄ → 0) y tiene como resultado n → ∞, es decir,

la discretización no es percibida. Por otra parte cuando la energía es comparable

a la energía del estado base E → h̄ω el espectro topológico describe apropiada-

mente la situación ya que n → 0.

Es posible reproducir de manera numérica este resultado si partimos de la expre-

sión en coordenadas cartesianas para la clase característica de Euler (2.68). Esto

nos permitirá explorar el camino a seguir en el caso de encontrarse con funciones

de energía potencial más complicadas que den como resultado formas de Euler

que no se pueden integrar analíticamente en ningún sistema de coordenadas. Para

esto es necesario introducir algunos valores para constantes que consideramos es-

tán dadas para el sistema del oscilador armónico como la constante de restitución

k y la masa m (o bien la frecuencia de oscilación) Sin el afán de reproducir espec-

tros vibracionales de moléculas tomamos datos de la molécula de ácido clorhídri-

co HCl, a pesar de que esta molécula tiene un solo grado de libertad vibracional, lo
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cual hemos descrito en el caso k2 = 0. De hecho no existen moléculas que tengan

dos grados de libertad vibracionales [7], sin embargo, es interesante reproducir

con estas cantidades el espectro topológico del oscilador armónico isotrópico en

dos dimensiones (o el caso de dos osciladores lineales no acoplados con la misma

constante de restitución) ya que estos valores son válidos para moléculas lineales

compuestas por dos átomos. Si bien es cierto que el modelo del oscilador armónico

para describir el espectro vibracional no es suficientemente preciso, incluso en el

caso más sencillo de moléculas diatómicas lineales, resulta ser una primera aproxi-

mación aceptable para entender los resultados obtenidos a través de la espectros-

copía en el infrarrojo. Las principales deficiencias provienen de que el potencial

cuadrático del oscilador armónico no ajusta al potencial en distancias pequeñas

debido a la repulsión de los núcleos y la de los electrones, ni tampoco a distancias

dos o tres veces la distancia de equilibrio ya que la energía de ligadura disminuye

y se tiende a la disociación de los átomos que componen la molécula. Utilizamos

una constante de restitución (o constante de fuerza) k1 = k2 = k = 480 N
m y una

masa (reducida) m =1.6×10−27kg [7, 28]. En la figura 2.1 podemos observar que la

componente de la forma de Euler tiene una divergencia justo en la circunferencia

que constituye los puntos de retorno del oscilador isotrópico dos dimensional, lo

que delimita la región en la descripción de Maupertuis.

En la figura 2.2 observamos la parte de la componente de la forma de Euler que

será integrada bajo la condición de acercarse al punto de retorno hasta un cuanto

de energía.

La integración numérica arroja como resultado un conjunto de puntos f (E) que

se obtienen al integrar la forma de Euler para distintos valores de la energía total
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Figura 2.1: Distintas vistas de la gráfica de la componente de la forma de Euler para el oscilador
isotrópico en dos dimensiones, con k1 = k2 = k = 480 N

m y m =1.6×10−27kg, que corresponden
a valores de la molécula HCl.

E considerando una región de integración delimitada por la condición

(q1)2 + (q2)2 ≤ 2(E − h̄)
k

(2.77)

como se ilustra en la figura 2.3.

Debido a que el resultado de la integración debe ser un número entero es necesario

hacer una interpolación de este conjunto de datos y encontrar los valores de la

energía que son permitidos a partir de identificar los valores de E tales que f (E) =

n, con n un número entero (ver figura 2.4)

Como era de esperarse el comportamiento lineal del oscilador doble isotrópico se

46



EJEMPLOS

Figura 2.2: La región de integración en la cual consideramos acercarnos hasta un cuanto de energía
al punto de retorno.

reproduce, y los valores de la energía correspondientes a cada nivel se pueden

calcular de manera numérica a partir de la función interpolada como se aprecia

en la siguente tabla,

número característico Energía*

0 5.67

1 11.34

2 17.01

3 22.68

4 28.35

*en 10−20 Joules

Estos valores coinciden con el resultado de calcular analíticamente y por con-

siguiente con los valores que arroja el espectro canónico. Hemos simplemente

ilustrado la forma de proceder en el caso numérico con un caso extremadamente
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Figura 2.3: Resultado de la integración numérica para el caso del oscilador doble isotrópico.

Figura 2.4: Interpolación de los datos producidos por la integración numérica para el caso del
oscilador doble isotrópico.

simple, pero que resalta por la coincidencia con el caso canónico y el sentido físi-

co del límite de integración, para el cual hay que considerar acercarse al punto

de retorno dada una energía E hasta un cuanto de energía h̄ω, como hemos visto

en (2.76). Es decir, para cualquier valor de la energía nos podemos acercar hasta

un valor mínimo, por lo que el concepto de cuanto de energía surge de manera

natural del cálculo del espectro topológico.
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El oscilador anisotrópico en dos dimensiones

Para el caso en dos dimensiones para el cual las constantes de restitución o los mo-

dos normales de oscilación tienen distintos valores, k1 ̸= k2, podemos proceder de

igual forma. Resulta interesante que para el caso de un oscilador anisotrópico la

forma de Euler (2.63) se puede integrar analíticamente. El resultado de la inte-

gración es la siguiente expresión,

∫
Σ0

e(𝒫) =
(k1 + k2)(E − l0)

2
√

k1k2l0
= n, (2.78)

con Σ0 la región de integración limitada por la condición de Maupertuis y en la

cual consideramos acercarnos a los puntos de retorno hasta una distancia corres-

pondiente a la energía del estado base l0 = 1
2 (h̄ω1 + h̄ω2), lo que expresamos así

k1(q1)2 + k2(q2)2 ≤ 2(E − l0). Podemos considerar la expresión para la energía del

espectro topológico,

En = 2
l0
√

k1k2

k1 + k2
n + l0, (2.79)

y considerando ki = mω2
i para i = 1, 2 tenemos,

En = 2
l0ω1ω2

ω2
1 + ω2

2
n + l0, (2.80)

Es posible proceder como en el caso anterior para obtener el espectro topológico

de manera numérica. De manera análoga al caso isotrópico la forma de Euler di-

verge en una región elíptica que constituye el conjunto de los puntos de retorno,

figura 2.5. Para este fin utilizamos los siguientes valores numéricos k1 = 480 N
m ,

k2 = 1000 N
m y m =1.7×10−27kg.

Realizamos la integración numérica sobre una región en la cual nos acercamos a
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Figura 2.5: Distintas vistas de la gráfica de la forma de Euler para el oscilador anisotrópico en dos
dimensiones.

los puntos de retorno hasta un cuanto de energía, k1(q1)2 + k2(q2)2 ≤ 2(E − l0),

como vemos en la figura 2.6.

Como resultado tenemos que el comportamiento lineal se repite, mas debido al

proceso de obtención del espectro topológico, solamente existe un número entero

para la discretización. Debido a esto, el espectro topológico no es comparable con

el espectro canónico en los valores para la energía a cada nivel discreto.

No obstante, es posible reproducir el resultado canónico si tratamos cada uno de

los dos osciladores desacoplados (o modos normales de oscilación) por separa-

do, con dos configuraciones clásicas como en el caso del oscilador en una dimen-

sión (k2 = 0) y consideramos la suma de los dos espectros topológicos para cada

oscilador. En el caso en que exista algún acoplamiento se trata el caso desde la
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Figura 2.6: La región de integración en la cual consideramos acercarnos hasta un cuanto de energía
al punto de retorno.

perspectiva de una sola configuración clásica.

El comportamiento de la integración numérica para obtener el espectro topológico

lo podemos observar en la figura 2.7.

Figura 2.7: Resultado de la integración numérica para el caso del oscilador doble anisotrópico.

Al igual que en caso anterior debemos hacer una interpolación de los datos que

nos permita identificar los valores de la energía permitidos f (E) = n de acuerdo

al resultado de la integración de la clase característica, figura 2.8.
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Figura 2.8: Interpolación de los datos producidos por la integración numérica para el caso del
oscilador doble anisotrópico.

Podemos extraer algunos valores de la energía para los primeros números carac-

terísticos, aunque cabe mencionar que fuera del valor para el estado base n = 0,

los demás niveles pueden ser comparados con los valores del espectro canónico,

para hacerlo tendremos que proceder, como hemos mencionado antes, con dos

configuraciones clásicas para cada uno de los osciladores por separado (o mo-

dos normales de oscilación). Sin embargo, mostramos los resultados a partir del

cálculo de una sola configuración clásica (y por ende solamente un haz fibrado

principal) para resaltar el caracter lineal del espectro topológico,

número característico Energía*

0 6.81

1 13.19

2 19.57

3 25.96

4 32.34

*en 10−20 Joules

Podemos graficar también el comportamiento del espectro topológico obtenido

de forma analítica (2.79) con los valores utilizados para la integración numérica,
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figura 2.9.

Figura 2.9: Espectro topológico para el oscilador anisotrópico en dos dimensiones obtenido de forma
analítica.
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2.4.3. El campo central

Ahora consideremos el caso de una partícula de masa m moviéndose en un campo

central V(r). Este sistema lo describimos de manera conveniente en un sistema de

coordenadas esféricas polares mediante el Lagrangiano,

L =
1
2

m
(

ṙ2 + r2 ϕ̇2
)
− V(r), (2.81)

donde hemos considerado ya de una vez que el movimiento se lleva a cabo en

un plano debido a la conservación del momento angular total. El Hamiltoniano es

una cantidad conservada y representa la energía total del sistema,

E =
1
2

mṙ2 +
l2

2mr2 + V(r), (2.82)

con l una constante de movimiento que identificamos con el momento angular. A

partir de la forma del Lagrangiano (2.81) reconocemos que la métrica determinada

por la energía cinética del sistema está dada por 𝑔 = m diag(1, r2), de manera que

la métrica de Jacobi, siendo conforme a 𝑔 queda expresada como,

ℎ = 2m [E − V(r)]diag(1, r2). (2.83)

Escogiendo la base dual como,

θr =
√

2m(E − V)dr θϕ =
√

2m(E − V)rdϕ, (2.84)

de manera que ℎ = θr ⊗ θr + θϕ ⊗ θϕ, podemos a partir de la primera ecuación

de estructura de Cartan (2.44) encontrar la única componente independiente de la
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uno-forma de conexión; utilizando (2.84) llegamos a las ecuaciones,

rωr
ϕ ∧ dϕ = 0[

1 +
1
2

r
d
dr

ln [2m(E − V)]

]
dr ∧ dϕ + ωr

r ∧ dr = 0. (2.85)

Expresando a esta componente de la conexión como ωr
ϕ = Ar(r, ϕ)dr+ Aϕ(r, ϕ)dϕ,

obtenemos a partir de las ecuaciones anteriores que,

Ar(r, ϕ) = 0,

Aϕ(r, ϕ) = −
[

1 +
1
2

r
d
dr

ln [2m(E − V)]

]
, (2.86)

de manera que la única componente independiente de la uno-forma de conexión

es,

ωr
ϕ =

[
1 +

1
2

r
d
dr

ln [2m(E − V)]

]
dϕ. (2.87)

A partir de la segunda ecuación de estructura de Cartan (2.45) calculamos la única

componente independiente de la dos-forma de curvatura, Rr
ϕ = dωr

ϕ,

Rr
ϕ =

1
2

d
dr

(
r

E − V(r)
dV
dr

)
dr ∧ dϕ. (2.88)

De esta forma podemos calcular la forma de Euler, e(𝒫) = − 1
2π Rr

ϕ,

e(𝒫) = − 1
4π

d
dr

(
r

E − V(r)
dV
dr

)
dr ∧ dϕ, (2.89)

que al ser integrada sobre la variedad Σ nos lleva al espectro topológico para esta
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familia de sistemas físicos especificados por la función energía potencial V(r),

−1
2

(
r

E − V(r)
dV
dr

)∣∣∣∣
Σr

= n, (2.90)

con Σr la región de integración de la coordenada r en el espacio base Σ y n un

número entero. Vemos que esta expresión general nos permite calcular el espectro

topológico para cualquier configuración dentro del contexto del campo central,

simplemente basta conocer la forma de la función que determina la energía po-

tencial V(r). Tomemos el caso del potencial V(r) = − α
r con α > 0, en el caso en

que tenemos como solución a las ecuaciones de movimiento trayectorias cerradas.

Sabemos que en este caso las trayectorias son elípticas y que suceden solamente si

E < 0, con el caso extremo de la trayectoria circular cuando Ec = −mα2

2l2 , [27]. Así

el espectro topológico para el caso V(r) = − α
r , como puede ser el problema del

átomo hidrogenoide, lo encontramos evaluando,

−1
2

α

α + Er

∣∣∣∣
Σr

= −α

2

(
1

α + Er+
− 1

α + Er−

)
= n, (2.91)

donde n es un número entero positivo y los valores del perihelio r− y del afelio r+

se pueden encontrar a partir de la condición de que en estos puntos la velocidad

radial es cero ṙ = 0 y de la expresión para la energía total 2.82,

r± = − α

2E

(
1 ±

√
1 +

2El2

mα2

)
. (2.92)

El valor n = 0 queda excluido debido a que la única forma en que (2.91) es cero es

cuando r+ = r− y eso corresponde al caso de la órbita circular.

Introduciendo estos valores (2.92) en la expresión anterior (2.91) obtenemos el es-
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pectro topológico,
− El2

mα2√
1 + 2El2

mα2

=
1
n

. (2.93)

Podemos escribir la relación anterior (2.93) de forma tal que veamos cómo de-

pende la energía del parámetro de discretización,

E
E0

= − 1
n2

(√
1 + n2 − 1

)
, (2.94)

donde E0 = mα2

l2 y hemos tomado el valor negativo de la raíz cuadrada que aparece

en la expresión debido a que los valores para E deben de ser negativos ya que rep-

resenta una energía de ligadura. La energía asociada al valor n = 1 resulta mayor

que la energía de la órbita circular 0 > E1 > Ec, lo cual es necesario para que corre-

sponda a una órbita elíptica. En el límite cuando n → ∞ tenemos que En→∞ → 0

lo que se puede interpretar como que el sistema queda desligado del centro de

atracción, convirtiéndose el sistema en una partícula libre. Podemos graficar la

expresión para el espectro topológico, figura 2.10.

Figura 2.10: Espectro topológico para el potencial V = − α
r para n = 1, . . . , 20.

Esto nos muestra que la descripción de la discretización de la energía dada por

el espectro topológico tiene sentido físico, a pesar de que no podemos comparar
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con la relación canónica |E| ∼ 1
n2 [44]. De manera que debemos considerar que

no solamente la energía asociada al sistema tiene un rol en las dos expresiones

anteriores, sino también el momento angular l, por lo que el espectro topológico

no simplemente nos describe valores discretos para la energía, siendo en realidad

una relación discreta entre los parámetros que describen al sistema físico.

Cabe mencionar que en el tratamiento relativista de la mecánica cuántica para

el átomo de Hidrógeno (o Hidrogenoide) por medio de la ecuación de Dirac, el

espectro para los valores de la energía depende del valor del momento angular

orbital l a través del momento angular total J = l ± 1
2 [44],

EnJ = m

1 +
Z2e4

n − J + 1
2 −

√
(J + 1

2)
2 − Z2e4

−1
2

, (2.95)

con n el número cuántico principal, e la carga del electrón y Z el número de pro-

tones en el núcleo. Aun en este caso, no es posible comparar este espectro con

el que resulta de la cuantización topológica, ya que hemos realizado el análisis

de un sistema no relativista. En un futuro esperamos poder descifrar cómo tratar

la información que concierne al momento angular y plantear una configuración

clásica para el caso relativista.

2.4.4. Coordenadas complejas nulas

Terminamos esta sección calculando una expresión general para sistemas físicos

con dos grados de libertad, la cual es posible obtener si se introduce un “sistema

de coordenadas complejas nulas”. Consideremos un sistema físico con dos grados

de libertad descrito por las coordenadas {q1, q2} con la métrica de Jacobi dada por

hµν = 2m(E − V)δµν y el cambio de coordenadas u = q1 + iq2 y v = q1 − iq2, de
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manera que la métrica de Jacobi tiene como elemento de línea„

ds̃2 = eφ(u,v)dudv, con φ(u, v) = ln(2m [E − V(u, v)]). (2.96)

Escogiendo la base dual de la siguiente forma,

θ̂1 =
1
2

e
φ(u,v)

2 (du + dv) (2.97)

θ̂2 =
i
2

e
φ(u,v)

2 (du − dv), (2.98)

encontramos que el elemento de línea se pueda expresar como,

ds′2 = θ̂1 ⊗ θ̂1 + θ̂2 ⊗ θ̂2. (2.99)

A través de la primera ecuación de estructura de Cartan (2.44) podemos encontrar

la única componente independiente de la uno-forma de conexión,

ω1
2 =

1
2i

(
∂φ

∂u
du − ∂φ

∂v
dv
)

, (2.100)

y de la segunda ecuación de Cartan (2.45) obtenemos la única componente inde-

pendiente de la dos-forma de curvatura,

R1
2 = i

∂2φ

∂v ∂u
du ∧ dv. (2.101)

La clase característica de Euler considerando un espacio base de dimensión dos

e(P) = − 1
2π R1

2 es,

e(P) = − i
2π

∂2φ

∂v ∂u
du ∧ dv, (2.102)
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la cual al ser integrada sobre el subespacio permitido de la variedad de configu-

ración, ∫
e(P) = − i

2π

∫
∂2φ

∂v ∂u
du ∧ dv = n, (2.103)

nos da como resultado el espectro topológico en una expresión general para cualquier

función de energía potencial,

− i
2π

[φ(u2, v2)− φ(u2, v1)− φ(u1, v2) + φ(u1, v1)] = n, (2.104)

donde n ∈ Z, y los subíndices se refieren a los puntos extremos de la región per-

mitida en el espacio de configuración. Hemos considerado que la componente de

la forma de Euler es una función integrable en la región permitida. Así vemos que,

en principio, para cualquier sistema con dos grados de libertad se puede obtener

un espectro topológico expícito, a diferencia de la cuantización canónica donde

resultados concretos solamente se pueden obtener para un número limitado de

casos.

Comentarios

En este capítulo hemos abordado el estudio de sistemas físicos con un número

finito de grados de libertad, los cuales se enmarcan en el contexto de la mecánica

clásica, con el objetivo de obtener el espectro topológico asociado. Para esto se ha

construído la estructura geométrica necesaria en el formalismo de la cuantización

topológica, empezando por establecer la configuración clásica del sistema a través

del principio de Maupertuis, para después construir el haz fibrado principal y me-

diante la introducción de bases ortonormales reducir el grupo de estructura a un

grupo de Lie, el grupo ortogonal. Una vez establecido el haz fibrado principal del
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sistema se puede calcular el espectro topológico a través de los invariantes que en

este caso están dados por las clases característica de Pontrjagin o de Euler depen-

dendiendo del número de grados de libertad. Se calcularon espectros para los dos

ejemplos más representativos en la mecánica clásica y que constituyen a su vez los

ejemplos de cuantización canónica más sencillos y completos (y los únicos que se

pueden cuantizar de manera exacta) dentro de la mecánica cuántica no relativista.

Los resultados apuntan a que es posible reproducir el comportamiento discreto

que presentan las cantidades físicas que describen el sistema. Aprendemos que

hay tenemos dos tipos de resultados, unos donde es posible comparar y otros

para los cuales no cabe una comparación. En el primer caso es posible reproducir

los resultados de los espectros canónicos y eso resulta alentador para seguir en la

definición de los otros elementos del formalismo. Cabe mencionar que dentro del

contexto de la cuantización topológica es posible calcular espectros en casos en los

que el formalismo canónico no es capaz de hacerlo al menos de una forma exacta,

teniendo que recurrir a un acercamiento perturbativo del problema.

Existen muchos caminos por explorar y detalles que ir clarificando, dentro de los

cuales podemos mencionar algunos. En términos generales la definición de esta-

dos cuánticos topológicos, además de ser necesaria, esperamos que nos brinde

información extra sobre los espectros topológicos y sobre los casos donde existe

degeneración. En particular sobre la cuantización topológica para los sistemas con

un número finito de grados de libertad queda por explorar las extensiones al prin-

cipio de Maupertuis [69] que nos permitirán llegar a la región E = V e ir más allá,

pudiendo por ejemplo explorar fenómenos como el tunelaje en potenciales de bar-

rera. También en este contexto de extensiones de Maupertuis se abre la pregunta si

es posible plantear configuraciones clásicas para sistemas no conservativos. Como

punto final podemos comentar que el método de obtención del espectro topológi-
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co puede ser aplicado para el cálculo de espectros para moléculas con el número

correcto de grados de libertad vibracionales e incluso tratar los grados de libertad

rotacionales y el espectro electrónico [7], [28]. En conclusión falta camino por an-

dar no solamente en el método para el cálculo de espectros topológicos para casos

de sistemas no conservativos y las extensiones de Maupertuis, sino también en la

aplicación práctica para el cálculo de espectros moleculares en la físicaquímica.
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CAPÍTULO 3

ESPECTRO TOPOLÓGICO DE LA

CUERDA BOSÓNICA

En este capítulo exploraremos los elementos de cuantización topológica en el con-

texto de la teoría de la cuerda bosónica con el objetivo de encontrar el espectro

topológico para tales sistemas. Se plantea el mismo escenario que hemos aborda-

do antes, es decir, encontrar la configuración clásica adecuada a partir de la cual

se construirá el haz fibrado principal el cual constituye el elemento geométrico

fundamental para la cuantización topológica y en particular para el espectro topo-

lógico.

A pesar de que la cuerda bosónica es una descripción física incompleta en el sen-

tido de que no contiene un sector fermiónico, constituye un primer caso con el

cual ilustrar la aplicación del método de la cuantización topológica a este tipo de
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sistemas, esto es, encontrar la estructura geométrica y descubrir las dificultades

que se presentan en el cálculo del espectro. No obstante, la teoría de la cuerda

bosónica (cuántica) nos ilustra la existencia de estados que se pueden identificar

con campos de norma en el caso de la cuerda abierta y con el gravitón en el ca-

so de la cuerda cerrada. Además es una teoría que no presenta los problemas de

no renormalización que se encuentran en la teoría cuántica de campos, genera

dinámicamente su constante de acoplamiento y ciertas condiciones de consisten-

cia a nivel cuántico fijan la dimensión del espacio-tiempo en que se propaga la

cuerda y a bajas energías la métrica de este fondo debe cumplir las ecuaciones de

Einstein (con algún tensor de energía momento determinado por otros campos no

masivos) [34]. Todo esto entre algunas otras bondades en las que no abundaremos

pues no es el objetivo en lo que se refiere a la cuantización topológica.

En la primer sección abordaremos algunos aspectos generales sobre la cuanti-

zación topológica, para después plantear en la segunda sección, el escenario geo-

métrico en el contexto de la cuantización topológica correspondiente a la cuerda

bosónica. Dentro de esta misma sección revisaremos algunas características sobre

la teoría de la cuerda bosónica a nivel clásico que nos servirán para establecer

la estructura geométrica que necesitamos y plantearemos el resultado que sirve

de base y punto de partida para la cuantización topológica. En la tercer sección

trataremos el caso en que la cuerda se propaga en un fondo general y en las sec-

ciones cuatro y cinco particularizaremos al fondo plano y al fondo con curvatura

distinta de cero, respectivamente. En esta última sección trataremos el espectro

topológico de manera perturbativa. En ambas expondremos ejemplos.
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3.1. Elementos de la cuantización topológica

Como ya hemos mencionado en la introducción, el método de cuantización to-

pológica puede ser aplicado a cualquier sistema físico que sea susceptible de ser

representado como un haz fibrado principal. En esta sección analizaremos los el-

ementos generales sobre la cuantización topológica, en específico sobre el cálculo

del espectro topológico. Discutiremos brevemente la aplicabilidad al caso de la

cuerda bosónica con la finalidad de obtener dichos espectros, tanto para el caso

en que la cuerda se propaga en un fondo plano como para el caso de fondos con

curvatura distinta de cero. En la siguiente sección profundizaremos en los detalles

de la construcción del haz fibrado principal y analizaremos algunos aspectos de

la teoría de la cuerda bosónica. La idea principal sobre la cuantización topológi-

ca para obtener el espectro topológico reside en la posibilidad de construir una

estructura geométrica, en específico un haz fibrado principal, a partir de la config-

uración clásica que representa al sistema físico, la cual contenie toda la informa-

ción necesaria para describirlo. Una vez que el haz fibrado principal de un sistema

físico queda establecido solamente resta extraer la información a través del inva-

riante topológico para obtener lo que llamamos el espectro topológico. Esta es una

consecuencia directa de representar al sistema bajo estudio como un haz fibrado

principal, que nos da una relación discreta entre los parámetros que juegan un rol

en la descripción del sistema.

En la construcción del haz fibrado principal juega un papel fundamental el grupo

de simetría del sistema descrito, el cual constituye el grupo de estructura que a

su vez es isomorfo a la fibra estándar del haz. En los casos que se han estudiado

hasta el momento, el caso de campos gravitacionales [54] y sistemas mecánicos

conservativos con un número finito de grados de libertad [49, 50, 52], este grupo se
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ha podido reducir al correspondiente grupo especial ortogonal, con la excepción

del caso de campos gravitacionales acoplados a campos de norma, en cuyo caso la

fibra resulta ser el grupo de norma. En el caso de la cuerda bosónica será suficiente

considerar el grupo (pseudo)ortogonal. Si denotamos la configuración clásica del

sistema por (ℳ𝑔,𝜔), con ℳ la variedad que representa la hoja de mundo de la

cuerda, 𝑔 la métrica inducida en la hoja de mundo encajada en el espacio-tiempo

𝒩 y 𝜔 la conexión asociada a 𝑔, podemos a partir de ella construir el haz fibrado

principal 𝒫 , con el grupo de estructura G constituido por el grupo de simetría e

identificado con la fibra estándar. El haz fibrado principal 𝒫 tiene la propiedad

de poseer un invariante topológico que lo caracteriza y este a su vez servirá como

herramienta para calcular el espectro topológico. Una forma de encontrar dicho

invariante topológico es a través de la clase característica C(𝒫) correspondiente al

haz fibrado, la cual nos dice qué tan lejos de ser trivial está un haz fibrado. Esta es

una forma diferencial invariante para 𝒫 ante la acción del grupo de estructura G.

La integral de esta forma diferencial sobre una (sub)variedad compacta de la base

ℳ constituye un invariante topológico del haz fibrado 𝒫 . Para ciertos grupos de

estructura estas clases características se pueden expresar en términos de la dos-

forma de curvatura y puede ser normalizada de manera que,

∫
ℳ

C(𝒫) = n, (3.1)

donde n ∈ N.

Para el caso particular en el que la fibra es el grupo ortogonal especial SO(k), con

k par, como en el caso de la cuerda bosónica, la clase característica se conoce como

la forma de Euler e(𝒫) y está dada en términos de la dos-forma de curvatura R
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por la siguiente expresión general [15, 48],

e(𝒫) =
(−1)m

22mπmm!
εi1i2...i2m Ri1

i2
∧ Ri3

i4
∧ · · · ∧ Ri2m−1

i2m
, (3.2)

con 2m = k. Ri
j denota la naturaleza matricial de la dos-forma de curvatura que

toma valores en el álgebra de Lie so(k). El resultado de la integración será una

función de los parámetros que determninan el sistema físico (E1, E2, . . . , El), y co-

mo resultado de la propiedad de invariancia (3.1) se puede escribir la siguiente

relación,

F(E1, E2, . . . , El) = n, (3.3)

donde F es una función que relaciona los parámetros Ei, i = 1, . . . , l con el número

entero n. Esta relación es lo que hemos definido como el espectro topológico de un

sistema físico. Explicaremos con más detalle la construcción del haz fibrado princi-

pal en la siguiente sección, sin embargo, se puede adelantar que la hoja de mundo

constituirá de manera natural el espacio base para el haz fibrado y que la simetría

relevante en este caso serán los difeomorfismos en la hoja de mundo ya que repre-

sentan las simetrías correspondientes a la variedad encajada en el espacio-tiempo,

determinada por las soluciones a la dinámica de la cuerda en el espacio-tiempo.

En cuanto a las otras simetrías que tiene la acción de Polyakov, una depende de

la geometría del espacio de fondo donde se propaga la cuerda y la otra se debe a

un campo extra que se incorpora en la descripción por conveniencia, pero que en

términos de la acción física de Nambu-Goto no juega ningún papel en absoluto,

ver 3.2.2, aunque en la acción de Polyakov es importante ya que fija la dimensión

del espacio-tiempo D = 26.
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3.2. El haz fibrado principal para la cuerda bosónica

En esta sección empezamos con un breve resumen sobre la teoría clásica de la

cuerda bosónica sobre espacios de fondo curvos, tomando como punto de partida

la acción de Polyakov. En este contexto analizamos las simetrías de la teoría las

cuales nos permitirán más tarde construir el haz fibrado principal. Una vez hecha

la construcción de 𝒫 podremos enunciar el teorema que nos garantiza la existencia

y unicidad de dicho haz fibrado principal.

3.2.1. La cuerda bosónica

La acción para una cuerda bosónica libre moviéndose sobre un espacio-tiempo es-

tá dada por la bien conocida acción de Nambu-Goto [34, 57], la cual representa el

área barrida por la cuerda propagándose sobre un fondo fijo. Consideremos una

variedad de dimensión dos ℳ que representa la hoja de mundo de la cuerda des-

crita por dos parámetros xa, a = 1, 2, junto con un variedad 𝒩 de dimensión D

para el espacio-tiempo con métrica 𝐺(X), con {Xµ}, µ = 0, . . . , D − 1, las coorde-

nadas para 𝒩 . Sea X : ℳ → 𝒩 un mapeo de la hoja de mundo al espacio-tiempo,

a esto se le conoce como un encaje. Es importante tomar en cuenta que utilizamos

la misma notación para las coordenadas del espacio-tiempo 𝒩 que para el mapeo

de encaje. La métrica inducida está dada por el pullback de la métrica del espacio-

tiempo 𝑔 = X*𝐺, que en componentes se expresa,

gab =
∂Xµ

∂xa
∂Xν

∂xb Gµν, (3.4)

con Xµ las componentes del mapeo de encaje que dan la localización de la cuerda

en el espacio-tiempo en función de las coordenadas en la hoja de mundo, Xµ =
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Xµ(x). La acción de Nambu-Goto puede ser escrita como,

SNG = −T
∫

d2x
√
|g|, (3.5)

con T para denotar la tensión de la cuerda y g ≡ det(gab) el determinante de la

métrica inducida. Esta acción tiene dos simetrías, la invariancia bajo difeomorfis-

mos sobre la hoja de mundo o reparametrizaciones x′a = x′a(x) y la invariancia

ante difeomorfismos sobre el espacio-tiempo X′µ = X′µ(X).

En la teoría de cuerdas es común encontrar como punto de partida la acción de

Polyakov [34, 57]. Si se introduce un métrica auxiliar independiente 𝛾 sobre la

hoja de mundo se puede escribir la siguiente integral de acción,

SP = − 1
4πα′

∫
d2x
√
|γ| γabgab, (3.6)

donde α′ se relaciona con la tensión de la cuerda de acuerdo a T = 1
2πα′ .

Esta acción es equivalente en el terreno clásico a la acción de Nambu-Goto, lo cual

puede ser verificado fácilmente a partir de las ecuaciones de movimiento que se

derivan de la variación respecto a γab,

gab −
1
2

γcdgcdγab = 0, (3.7)

que a su vez pueden entenderse como el conjunto de constricciones,

Tab = 0, (3.8)

con Tab = 4π√
γ

δSP
δγab definiendo el tensor de energía-momento en dos dimensiones.
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La introducción de un campo auxiliar, como lo es esta métrica independiente so-

bre la hoja de mundo, nos da la ventaja de no tener una raíz cuadrada en la acción

en contraste con el caso de Nambu-Goto. Sin embargo, esta nos lleva al mismo

conjunto de ecuaciones de movimiento ya que ambas acciones son clásicamente

equivalentes. Haciendo la variación con respecto a Xµ obtenemos el siguiente con-

junto de ecuaciones que determinan la dinámica de la cuerda al propagarse en el

espacio-tiempo,

1√
|γ|

∂a

(√
|γ| γab∂bXµ

)
+ Γµ

αβ γab∂aXα∂bXβ = 0, (3.9)

con ∂a ≡ ∂
∂xa . Cuando el espacio de fondo es Minkowski, Gµν = ηµν las ecuaciones

de campo se reducen a,

∂a

(√
−γ γab∂bXµ

)
= 0. (3.10)

La acción de Polyakov puede ser reconocida como un mapeo armónico o un mo-

delo sigma no lineal cuando es presentada a través del mapeo X : ℳ → 𝒩 e

identificando a ℳ como espacio base y a 𝒩 como el espacio de fondo (target), ver

apéndice B. En gran parte de las ocasiones para la métrica del espacio de fondo

se considera una métrica de Minkowski y lo que se obtiene es un modelo sigma

lineal como es evidente de las ecuaciones (3.10). El estudio de la cuerda bosónica

sobre fondo plano es en la mayoría de los textos el punto de partida para presen-

tar la teoría de cuerdas, sin embargo existe un extenso trabajo dedicado al estudio

de la cuerda bosónica sobre espacios-tiempo con curvatura distinta de cero, un

resumen sobre los resultados se puede encontrar en [66]. En el próximo capítulo

trataremos una generalización de los mapeos armónicos que permite obtener una

representación de cualquier campo gravitacional con dos vectores de Killing que

conmutan como un modelo de cuerdas moviéndose sobre un fondo curvo especial
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[29].

La acción de Polyakov tiene tres simetrías, dos de ellas se presentan en la acción de

Nambu-Goto de igual forma, siendo estas (1) la invariancia bajo difeomorfismos

en la hoja de mundo ℳ o reparametrizaciones,

xa → x′a = x′a(x), (3.11)

y (2) la invariancia bajo difeomorfismos en el espacio-tiempo 𝒩 ,

Xµ → X′µ = X′µ(X), (3.12)

que en el caso Gµν = ηµν se reduce simplemente a invariancia bajo transforma-

ciones del grupo de Poincaré. Y finalmente la simetría que solamente presenta la

acción de Polyakov, (3) la invariancia ante transformaciones de Weyl,

𝛾 ′ = eω(x)𝛾. (3.13)

Esta tercera simetría junto con la invariancia ante reparametrizaciones de la hoja

de mundo permite generalizar la acción de Polyakov de manera que incluya un

término topológico, el cual es la acción de Einstein-Hilbert para el espacio (ℳ,𝛾),

y un término de frontera relacionado con la curvatura extrínseca en la frontera de

ℳ [34, 57]. En este trabajo no consideramos estos términos extra ya que no están

relacionados con la dinámica de la cuerda y solamente son útiles en el tratamiento

perturbativo para el proceso de cuantización. En la siguiente sección trataremos

sobre las soluciones y las condiciones de frontera cuando hablemos del espectro

topológico.
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3.2.2. Construcción del haz fibrado principal

Para la construcción del haz fibrado principal 𝒫 consideramos, como punto de

partida, dos de los elementos requeridos, tales como el espacio base y el grupo

de estructura que en el caso de haces principales es isomorfo a la fibra estándar.

El resto de los elementos requeridos (el mapeo de proyección, las funciones de

transición) serán tomados en cuenta cuando revisemos la aplicabilidad de estas

ideas y enunciemos el teorema sobre la existencia de 𝒫 .

Para el caso de la cuerda bosónica resulta natural tomar como espacio base la hoja

de mundo ℳ encajada en el espacio-tiempo 𝒩 , junto con la métrica inducida so-

bre la variedad de dimensión dos a través de los mapeos X : ℳ → 𝒩 , esto es, la

variedad Riemanniana (ℳ, 𝑔). La otra variedad diferencial que podemos consi-

derar es el espacio de fondo (𝒩 ,𝐺) donde la cuerda se mueve, sin embargo, este

es en principio un fondo fijo. Más aún, la integral de acción que contiene toda la

información física del sistema está planteada sobre la variedad de dimensión dos

(ℳ, 𝑔). En lo que se refiere al grupo de estructura tenemos distintas opciones da-

do que la acción de Polyakov es invariante bajo tres grupos de transformaciones.

Tomando en cuenta que cada una de estas simetrías puede ser considerada como

el grupo de estructura isomorfo a la fibra estándar tenemos la posibilidad de tener

tres haces fibrados distintos. No obstante, observando el efecto de cada grupo de

transformaciones sobre la integral de acción y su significado físico sobre la cuerda

es fácil decidir qué fibra será utilizada para construir el haz principal. Las trans-

formaciones de Weyl actúan sobre la métrica auxiliar requerida para construir la

acción de Polyakov y no juegan ningún papel a nivel de la acción de Nambu-Goto,

siendo además un cambio de escala sobre esta métrica independiente en la hoja

de mundo no representan una simetría física en la dinámica de la cuerda al des-

plazarse sobre el espacio-tiempo de fondo. El grupo de difeomorfismos sobre el
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espacio-tiempo ejerce su acción sobre un fondo fijo, el cual puede cambiar cada

vez que describamos distintas situaciones respecto a la propagación de la cuer-

da en tal o cual espacio-tiempo, y por lo tanto no juega un papel fundamental

en la descripción dinámica de la cuerda, a pesar de que es conveniente tener una

teoría que no dependa de las coordenadas que utilizamos para describir el espacio-

tiempo de fondo donde se mueve el sistema bajo estudio. Por último, el grupo de

difeomorfismos sobre la hoja de mundo ℳ representa una simetría relacionada

directamente con la dinámica de la cuerda al ser un grupo de transformaciones

que actúa justamente sobre la variedad sobre la cual está planteada la integral

de acción, tanto en el caso de Nambu-Goto como en el de Polyakov. Desde esta

perspectiva, la invariancia ante reparametrizaciones resulta ser la adecuada para

construir el haz fibrado principal. Además resulta fundamental que la dinámica

de la cuerda no dependa de los parámetros que se usan para describir la hoja de

mundo que representa la propagación de la cuerda en el espacio de fondo.

Para este caso de invariancia ante difeomorfismos sobre la hoja de mundo ℳ,

podemos reducir el grupo de transformaciones de manera que sea posible obte-

ner un haz fibrado principal que sea menos complicado de tratar. Este proceso

para reducir el grupo de estructura se puede llevar a cabo introduciendo una

base ortonormal local para describir la geometría de la variedad, y de esta ma-

nera reducir el grupo de transformaciones al correspondiente grupo ortogonal.

Examinemos este procedimiento con más detalle. Tomemos sobre la variedad ℳ

que describe la hoja de mundo una base ortonormal orientable {ei}, con i = 1, 2.

Siendo una base ortonormal para la variedad Riemanniana debe satisfacer que

𝑔(ei, ej) = ηij y así dos distintas bases están relacionadas mediante una transfor-

mación ortogonal e′i = ej(Λ−1)
j

i, con Λ ∈ SO(1, 1). Junto con esta base local

tenemos la base dual {θi} la cual nos permite expresar el tensor métrico como
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𝑔 = ηij θi⊗ θ j. De esta forma hemos reducido la fibra del grupo de difeomorfis-

mos sobre la hoja de mundo al grupo ortogonal SO(1, 1) y podemos considerar

la configuración clásica para el sistema de la cuerda bosónica como (ℳ𝑔,𝜔), con

𝜔 la conexión asociada a la métrica 𝑔 que toma valores en el algebra so(1, 1). De

manera que la tripleta (ℳ,𝜔, SO(1, 1)) nos permite construir el haz fibrado prin-

cipal 𝒫 , cuya dimensión es dim(𝒫) = 3, ya que el espacio base es una variedad

de dimensión dos y la fibra (grupo de estructura) tiene dimensión uno. Con estos

elementos a la mano y observando que se puede construir un haz fibrado princi-

pal a partir de ellos enunciamos el teorema que nos asegura la representación de

la cuerda bosónica como un haz fibrado principal único.

Teorema: Una cuerda bosónica propagándose sobre un fondo general (𝒩 ,𝐺) des-

crita ya sea por la acción de Nambu-Goto o Polyakov puede ser representada por

un haz fibrado principal único 𝒫 , con la variedad Riemanniana (ℳ, 𝑔) como el

espacio base, donde ℳ es la hoja de mundo encajada en 𝒩 y 𝑔 es la imétrica in-

ducida, SO(1, 1) como el grupo de estructura (isomorfo a la fibra estándar) y 𝜔 la

conexión que toma valores en el álgebra de Lie so(1, 1).

La prueba de este teorema sigue las misma líneas de lo que hemos presentado

en el capítulo 2, por lo que no abundaremos en ella. Básicamente se describen los

elementos necesarios para reconstruir el haz fibrado principal y mostrar que la

conexión 𝜔 es única.

Habiendo establecido la existencia del haz fibrado principal que representa el sis-

tema de la cuerda bosónica podemos proceder a calcular el espectro topológico.

Una vez que se tiene la métrica inducida y a partir de ella la uno-forma de co-

nexión y la dos-forma de curvatura, podemos calcular la clase característica de

Euler para el grupo ortogonal especial SO(1, 1). Finalmente, se calcula el espectro

topológico por medio del invariante topológico que resulta de integrar la forma
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de Euler sobre la variedad base. La siguiente sección la dedicaremos a realizar

este procedimiento para el caso de la cuerda bosónica sobre un fondo general y

trataremos el caso particular en que tenemos un espacio-tiempo de Minkowski,

tanto para la cuerda abierta con puntos extremos libres como para la cuerda cerra-

da.

3.3. Espectro topológico para un fondo general

Una vez establecido el haz fibrado principal para la cuerda bosónica 𝒫S0(1,1), pode-

mos continuar con la implementación de la cuantización topológica para encon-

trar el espectro topológico de la cuerda propagándose sobre un fondo general

(𝒩 ,𝐺). Las ecuaciones de campo están dadas por el conjunto de ecuaciones (3.9).

Podemos escoger un conjunto de coordenadas tales que la métrica auxiliar 𝛾 toma

la siguiente forma,

𝛾 = eϕ(x)𝜂, (3.14)

donde ϕ(x) es la función que determina lo que llamamos el factor conforme, y {x}

es el conjunto de coordenadas para la hoja de mundo. Esta elección se conoce co-

mo la norma conforme [11, 34]. Esta norma junto con el conjunto de constricciones

(3.8) que siguen de la invariancia de Weyl y la invariancia ante difeormorfismos

sobre la hoja de mundo, implica que la métrica inducida debe ser conformalmente

plana,

𝑔 = φ(x)𝜂, (3.15)

con φ(x) determinada por las soluciones Xµ(x) a las ecuaciones de campo (3.9).

Notemos que se ha tomado directamente la función φ(x) como el factor conforme,

abriendo con esto la posibilidad de que la estructura causal de la métrica inducida
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pudiera cambiar (de (−,+) a (+,−)), lo que nos dejaría con la posibilidad de tener

una propagación de la cuerda en trayectorias tipo espacio. En caso de que este

cambio de signatura tuviera lugar, siempre podemos tomar el valor absoluto de

dicho factor de manera que podamos tener una propagación en el espacio-tiempo

en trayectorias tipo tiempo. Sin embargo, como veremos más adelante esta posible

disyuntiva no tendrá efecto en lo que se refiere al cálculo del espectro topológico.

Para obtener el espectro topológico para el sistema de la cuerda bosónica seguimos

el procedimiento explicado en la sección 3.1. La clase característica que correspon-

de al haz 𝒫SO(1,1) está dada por la forma de Euler (3.2), la cual, para el caso de

dimensión dos, toma la siguiente forma,

e(𝒫) = − 1
2π

R1
2. (3.16)

Siendo la métrica inducida conformalmente plana y llamando a las coordenadas

para esta norma {τ, σ}, podemos usar las ecuaciones de estructura de Cartan,

dθi + ωi
j ∧ θ j = 0, (3.17)

Ri
j = dωi

j + ωi
k ∧ ωk

j, (3.18)

que nos llevan a obtener una expresión general para la clase característica de Euler

en términos de la función conforme φ(x). Si expresamos la métrica inducida como,

𝑔 = gσσ(τ, σ)𝜂, (3.19)
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con la signatura (−,+), la expresión para la forma de Euler está dada por,

e(𝒫) = − 1
4π

[
∂τ

(
1

gσσ
∂τgσσ

)
− ∂σ

(
1

gσσ
∂σgσσ

)]
dτ ∧ dσ. (3.20)

Es claro que aun en el caso en que la función métrica tomara valores negativos

la expresión puede ser puesta en términos de la función logarítimica del valor

absoluto de la componente métrica gσσ,

e(𝒫) = − 1
4π

(
∂2

τ ln |gσσ| − ∂2
σ ln |gσσ|

)
dτ ∧ dσ. (3.21)

Introduciendo nuevas coordenadas el procedimiento para obtener el espectro to-

pológico puede ofrecer algunas ventajas. Así para cualquier conjunto de coorde-

nadas {ξ, η}, tal que la métrica inducida 𝑔 tenga el elemento de línea,

ds2 = 2gξη dξ dη, (3.22)

podemos calcular la forma de Euler. A esta familia de conjuntos de coordenadas

que tienen un elemento de línea expresado como en la ecuación anterior le lla-

maremos coordenadas tipo nulas o norma tipo nula. Un ejemplo puede ser un

cambio de coordenadas lineal {ξ, η}, esto es, cambiando de la norma conforme

a la norma nula, ξ = τ + σ, η = τ − σ. En general, si tenemos un cambio de

coordenadas dado por

ξ = f (τ + σ),

η = g(τ − σ), (3.23)

con f y g funciones invertibles, es decir, que existen F y G tales que, F(ξ) = τ + σ
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y G(η) = τ − σ, de manera que,

τ =
1
2
[F(ξ) + G(η)] ,

σ =
1
2
[F(ξ)− G(η)] . (3.24)

Utilizaremos más adelante un cambio de coordenadas no lineal tipo nulo que nos

permitirá calcular de manera analítica algunos espectros.

Entonces para cualquier conjunto de coordenadas que tenga esta característica

podemos encontrar las expresiones correspondientes para el cálculo del espectro

topológico. La base ortonormal dual {θa}, a = 1, 2, tal que ds2 = −θ1 ⊗ θ1 + θ2 ⊗

θ2 puede ser conectada con la base coordenada a través de las relaciones,

θ1 =
1
2

gξηdξ − dη (3.25)

θ2 =
1
2

gξηdξ + dη, (3.26)

con la función métrica gξη = gξη(ξ, η). Omitiremos los índices correspondientes a

la base coordenada. Esta elección para las formas duales no es única, sin embargo

la dos-forma de curvatura es independiente de esta elección. No es difícil obtener

la uno-forma de conexión 𝜔, la cual tiene solamente una componente indepen-

diente,

ω1
2 = − 1

gξη

∂gξη

∂η
dη. (3.27)

De esta forma, calcular la componente independiente de la dos-forma de curvatu-

ra a partir de las ecuaciones de Cartan es directo,

R1
2 = − ∂

∂ξ

[
1

gξη

∂gξη

∂η

]
dξ ∧ dη, (3.28)
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y a partir de esta expresión obtenemos finalmente la clase característica de Euler,

e(𝒫) =
1

2π

∂

∂ξ

[
1

gξη

∂gξη

∂η

]
dξ ∧ dη. (3.29)

Nos gustaría enfatizar que hasta ahora no hemos especificado condición de fron-

tera alguna, así el resultado se puede considerar general, esto es, podemos incluir

tanto cuerdas cerradas como abiertas, y partiendo de esta última opición es posi-

ble particularizar a todas las condiciones de frontera distintas.

Para finalmente obtener el espectro topológico tenemos que integrar de acuerdo a

(3.1), ∫
ℳ

e(𝒫) =
1

2π

∫ η2

η1

dη
∫ ξ2

ξ1

dξ
∂

∂ξ

[
1

gξη

∂gξη

∂η

]
= n. (3.30)

De acuerdo a la expresión anterior, si la función métrica es continua y diferencia-

ble en toda la región de integración, la relación para el espectro topológico simple-

mente consistirá en evaluar dicha función en los extremos de los intervalos para

las variables ξ y η. Sin embargo, en general este no es el caso, debido a que la fun-

ción métrica presenta singularidades. No obstante, este norma tipo nula nos será

de utilidad como veremos más adelante.

Es claro de la expresión anterior que el signo de la función métrica gξη no jugará

un rol en la determinación del espectro topológico ya que aparece dos veces en el

integrando. Podemos hacer notar este hecho usando el valor absoluto |gξη|.

Es necesario hacer notar que esta relación para el espectro topológico así como

la escrita en la norma conforme no hacen referencia explícita a la métrica de fon-

do, así que son válidas para cualquier espacio-tiempo curvo de fondo, estando

esa información contenida en el factor gξη(ξ, η) o en gσσ(τ, σ) que aparecen en la

métrica inducida.
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3.4. Espectro topológico en fondo plano

Una vez que hemos discutido cómo obtener el espectro topológico para cualquier

configuración de la cuerda podemos proceder al análisis de casos particulares.

Empezaremos con la cuerda propagándose en un fondo plano con una métrica de

Minkowski, esto es, Gµν = ηµν en (3.4). De esta forma las ecuaciones de campo

se reducen a (3.10), y en la norma conforme la forma de la métrica 𝛾 = eϕ(x) nos

lleva a las siguientes ecuaciones de movimiento,

(
−∂2

τ + ∂2
σ

)
Xµ(τ, σ) = 0, (3.31)

con solución general,

Xµ(τ, σ) = Fµ(τ + σ) + Gµ(τ − σ). (3.32)

El conjunto de constricciones (3.8) se conocen como las constricciones de Virasoro,

que a nivel clásico se deben imponer en su totalidad al contrario de lo que sucede

en el caso cuántico donde una anomalía está presente y nos fuerza a imponer

solamente la “mitad” del conjunto completo de constricciones [11, 72]. En esta

norma conforme el conjunto de constricciones toma la siguiente forma explícita,

(∂τXµ∂τXν + ∂σXµ∂σXν) ηµν = 0

∂τXµ∂σXνηµν = 0, (3.33)

y a partir de ellas es fácil observar que (3.15) es una consecuencia de imponer

dichas constricciones (3.8).

El mismo conjunto de ecuaciones y constricciones se puede establecer de forma
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distinta si hacemos un cambio de coordenadas a este tipo de sistemas de coordena-

das tipo nulas, lo cual puede hacerse debido a la invariancia bajo difeomorfismos

sobre la hoja de mundo. Las ecuaciones de campo son,

∂ξ∂ηXµ(ξ, η) = 0, (3.34)

con la misma solución ahora escrita como,

Xµ(ξ, η) = Fµ(ξ) + Gµ(η). (3.35)

El conjunto de constricciones en esta norma es,

Tξξ = ∂ξ Xµ∂ξ XνGµν = 0

Tηη = ∂ηXµ∂ηXνGµν = 0,

Tξη = 0, (3.36)

donde notamos que la tercera ecuación de constricción se satisface idénticamente.

Para aplicar el procedimiento para obtener el espectro topológico es necesario se-

leccionar condiciones de frontera específicas para obtener expresiones concretas

tanto para las soluciones como para las constricciones y a partir de eso calcular

las componentes de la métrica inducida. Introduciendo condiciones de frontera

periódicas obtenemos cuerdas cerradas, y para las cuerdas abiertas tenemos ya

sea condiciones de Dirichlet o de Neumann para los puntos extremos de la cuerda

[34, 57].

En lo que sigue fijaremos las libertades de norma que tiene la teoría trabajando

ya sea en la norma conforme o en la norma tipo nula (3.22, 3.23) y escribire-
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mos las soluciones en la norma del cono de luz, de manera tal que la libertad

de reparametrización quede fija. Escogiendo la norma conforme utilizando un

sistema de coordenadas {τ, σ} tal que (3.14) fijamos parcialmente la libertad de

norma en la hoja de mundo, con la norma del cono de luz la fijamos por completo.

Para esto podemos partir de una clase de normas en las cuales las ecuaciones de

movimiento y de constricciones se ven igual,

n · X(τ, σ) = βα′(n · p)τ,

(n · p)σ =
2π

β

∫ σ

0
dσ̃ n ·Pτ(τ, σ̃), (3.37)

con n un vector unitario que determinará la relación de los parámetros con las

coordenadas del fondo y el punto denota la contracción respecto a la métrica de

Minkowski para el fondo. La constante β se fija dependiendo de si es una cuerda

cerrada o abierta y Pτ es la densidad de momento sobre la cuerda y p el cuadri-

momento. En la coordenadas del cono de luz para el espacio de fondo ,

X+ =
X0 + X1

√
2

,

X− =
X0 − X1

√
2

,

X I = X I , con I = 2, . . . , D − 1, (3.38)

tenemos que el elemento de línea es,

ds2
G = −2dX+dX− + dX IdX JδI J . (3.39)
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Para la norma del cono de luz escogemos,

nµ =

(
− 1√

2
,

1√
2

, 0, . . . , 0
)

, (3.40)

de manera que en coordenadas del cono de luz tenemos,

n · X = X+ =
X0 + X1

√
2

,

n · p = p+ =
p0 + p1
√

2
. (3.41)

Así en la norma del cono de luz la parametrización es,

X+(τ, σ) = βα′p+τ,

p+σ =
2π

β

∫ σ

0
dσ̃Pτ+(τ, σ), (3.42)

de donde vemos que n · Pτ es una constante a lo largo de cuerda y por lo tan-

to p+ también. De tal manera que tenemos que el parámetro σ toma los valores,

σ ∈ [0, π] y σ ∈ [0, 2π], β = 2 y β = 1, para la cuerda abierta y la cerrada respecti-

vamente. Con esta parametrización y las constricciones de la teoría veremos que

X− quedará determinado una vez que resolvamos las ecuaciones para el sector

transversal X I(τ, σ) con I = 2, . . . , D − 1, por lo que no es un grado de libertad

dinámico.

La acción en la norma conforme y la norma nula toma la siguiente forma,

S =
1

4πα′

∫
dτdσ

[
2∂τX+∂τX− − 2∂σX+∂σX−

−(∂τX I∂τX J − ∂σX I∂σX J)δI J

]
, (3.43)
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mientras que las ecuaciones de movimiento para Xµ con µ = +,−, I son,

− ∂2
τXµ + ∂2

σXµ = 0. (3.44)

En las ecuaciones de constricción encontramos que X− no representa un grado de

libertad dinámico,

∂τX− =
1

2α′p+
(

∂τX I∂τX J + ∂σX I∂σX J
)

δI J ,

∂σX− =
1

α′p+
∂τX I∂σX JδI J . (3.45)

De esta forma solamente tenemos que resolver para X I ya que estos son los cam-

pos dinámicos de la teoría. Para el cálculo del espectro topológico será necesario

obtener la componente gσσ(τ, σ) de la métrica inducida. Tomando en cuenta las

constricciones (3.45) obtenemos, como era de esperarse, que gτσ = 0 y que gττ =

−gσσ con,

gσσ = ∂σX I∂σX JδI J . (3.46)

A partir de esta componente de la métrica podemos encontrar la forma de Euler

(3.20) y calcular el espectro topológico.

3.4.1. Espectro topológico para la cuerda bosónica abierta con ex-

tremos libres

Como ya hemos visto en la sección anterior, se puede trabajar tanto en la nor-

ma conforme como en la norma tipo nula, utilizaremos uno u otro conjunto de

coordenadas según sea conveniente, explotando la invariancia de la teoría ante
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reparametrizaciones de la hoja de mundo. Para empezar trabajaremos en la nor-

ma conforme (3.14) con las coordenadas {τ, σ}.

Para obtener el espectro topológico para la cuerda bosónica abierta con extremos

libres observamos que se requiere calcular la componente gσσ(τ, σ) como se puede

notar en (3.20). Para esto necesitamos las soluciones Xµ(τ, σ). La condición de

extremos libres para la cuerda se logra mediante la imposición de condiciones

de frontera de Neumann. Si consideramos el parámetro σ en el intervalo [0, π]

podemos expresar dicha condición de borde como,

∂σXµ(τ, σ) = 0 para σ = 0, π. (3.47)

Se puede obtener la forma explícita para las soluciones a las ecuaciones de cam-

po una vez que se han tomado en cuenta las condiciones de frontera [34, 72], y

expresarlas de forma covariante, es decir, sin fijar completamente la libertad de

norma,

Xµ(τ, σ) = xµ
0 +

√
2α′α

µ
0 τ + i

√
2α′ ∑

k ̸=0

1
k

α
µ
k e−ikτ cos kσ, (3.48)

donde α
µ
k son los distintos modos de oscilación de la cuerda, xµ

0 indica la posición

del centro de masa, y las componentes del momento del centro de masa están

relacionadas con el modo cero por α
µ
0 =

√
2α′pµ. Además consideramos unidades

donde c = 1 y h̄ = 1. Con esta forma específica para las soluciones las constric-

ciones (3.8, 3.33) se pueden escribir en términos de los modos de oscilación,

Lk =
1
2 ∑

p∈Z

α
µ
k−pαν

pηµν = 0. (3.49)

En la norma del cono de luz los únicos campos dinámicos son los transversales
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X I(τ, σ), con I = 2, . . . , D − 1,

X I(τ, σ) = xI
0 +

√
2α′αI

0τ +

√
α′

2

∞

∑
k=1

1
k

[
αI

ke−ik(τ−σ) + αI
k
*eik(τ−σ)

+αI
ke−ik(τ+σ) + αI

k
*eik(τ+σ)

]
, (3.50)

mientras que X−(τ, σ) queda determinada por las ecuaciones de constricción (3.45)

una vez que los campos transversales se encuentran, y X+ = 2α′p+τ. Podemos

introducir la notación polar para los modos de oscilación αI
k = rI

ke−iγI
k quedando

la expresión para los campos como

X I(τ, σ) = xI
0 +

√
2α′αI

0τ +
√

2α′
∞

∑
k=1

rI
k
k

[
cos k(τ − σ + γI

k) + cos k(τ + σ + γI
k)

]
.

(3.51)

Utilizando esta notación podemos calcular en forma general la forma de la función

métrica gσσ,

gσσ(τ, σ) = 2α′
∞

∑
k,l=1

rI
kr J

l

[
sen k(τ − σ + γI

k)− sen k(τ + σ + γI
k)

]
×
[

sen l(τ − σ + γJ
l )− sen l(τ + σ + γJ

l )

]
δI J , (3.52)

a partir de la cual es posible encontrar la forma de Euler. Al considerar la solución

más general (3.50,3.51), esto es, con todos los coeficientes de la expansión en mo-

dos de oscilación distintos de cero, la integración de la forma de Euler llega a ser

un problema bastante complicado técnicamente, el cual sigue bajo investigación.

Por lo tanto, con el objetivo de indagar sobre los resultados para el espectro to-

pológico y ganar alguna intuición sobre el procedimiento, haremos algunos cál-

culos para casos particulares, es decir, con algunos coeficientes de los modos de
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oscilación distintos de cero. En el caso de la cuerda abierta las dificultades técni-

cas para el cálculo de espectros topológicos han sido tales que al día de hoy sigue

en curso la investigación para lograr llevar a cabo tales cálculos y solamente po-

dremos exponer casos mínimos. Por otra parte, en el caso de la cuerda cerrada

será posible explorar un mayor número de casos.

Empezamos con el caso más simple en el cual solamente un coeficiente de los mo-

dos de oscilación es distinto de cero en una dirección transversal, αJ
k ̸= 0, donde

consideramos al índice J como fijo. De esta forma tenemos que las demás direc-

ciones transversales describen el movimiento del centro de masa y por lo tanto

no estarán involucradas en el cálculo de la función métrica gσσ. La solución en la

dirección I = J la encontramos a partir de (3.51),

X J(τ, σ) = x J
0 +

√
2α′τ +

√
2α′

r J
k
k

[
cos k(τ − σ + γJ

k) + cos k(τ + σ + γJ
k)

]
. (3.53)

A partir de esta expresión y (3.46) determinamos la función métrica,

gσσ = 2α′(r J
k)

2
[
sen k(τ − σ + γJ

k)− sen k(τ + σ + γJ
k)
]2

, (3.54)

y la forma de Euler (3.20),

e(𝒫) = −
2 cos k(τ − σ + γJ

k) cos k(τ + σ + γJ
k)

π
[
sen k(τ − σ + γJ

k)− sen k(τ + σ + γJ
k)
]2 dτ ∧ dσ. (3.55)

En la figura 3.1 podemos observar parte de la superficie descrita por la función a

integrar para el valor k = 4, en la cual notamos la periodicidad en la dirección del

parámetro τ.

La parametrización de τ es tal que puede tomar valores en todo el intervalo real,
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Figura 3.1: Gráfica de la superficie a integrar correspondiente a la forma de Euler en la norma
conforme con k = 4. Debido a la periodicidad solamente es necesario realizar la integral sobre una
de estas ramas.

pero dada la periodicidad en esta dirección es posible tomar cualquier intervalo

donde se realize un periodo, calculando en esa región la integral sobre la forma

de Euler. Se puede integrar en la norma conforme y basta hacerlo en el intervalo

τ ∈ [0, π
k ] y σ ∈ [0, π], como se observa en la figura 3.2.

Debido a la periodicidad en τ el valor de la fase γJ
k solamente tiene el efecto de

desplazar de manera rígida la superficie en esta dirección, por lo que sin perder

generalidad podemos tomar γJ
k = 0.

Haciendo cambios de coordenadas a una norma tipo nula mediante η = xI =

sen k(τ − σ + γJ
k) y ξ = yI = sen k(τ + σ + γJ

k); xI I = sen k(τ − σ + γJ
k) y yI I =

− sen k(τ + σ + γJ
k); xI I I = − sen k(τ − σ + γJ

k) y yI I I = sen k(τ + σ + γJ
k); ó

xIV = − sen k(τ − σ + γJ
k) y yIV = − sen k(τ + σ + γJ

k), también es posible cal-

cular la integral. La región de integración que consideramos para la norma con-

forme se puede cubrir mediante cierto número de mapeos hechos con los cambios
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Figura 3.2: Gráfica de una las ramas de la superficie a integrar correspondiente a la forma de Euler
en la norma conforme para k = 4.

de coordenadas anteriores, escogiendo apropiadamente el signo para cubrir dis-

tintas regiones que corresponden a la rama correcta para la función seno, esto

dependiendo del valor que tomen k(τ + σ) y k(τ − σ), y en las cuales las variables

x y y se reparametrizan como x ∈ [−1, 1] y y ∈ [−1, 1] y nos dan posibilidad de

cubrir la totalidad de la región de integración σ ∈ [0, π] y τ ∈ [0, π
k ]. En la figura

3.3 se muestra como se cubre la región de integración para τ y σ con los distintos

cambios de coordenadas, donde las regiones I, I I, I I I ó IV se repiten según sea el

cambio de coordenadas.

Así a partir de (3.55) encontramos la forma de Euler simplemente haciendo el

cambio de coordenadas apropiado {τ, σ} → {x, y} para la forma diferencial (o a

partir de (3.29) con la indentificación arriba mencionada),

e(𝒫) = − 1
π(x − y)2 dx ∧ dy, regiones I, IV, (3.56)
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I

II

IV

III

Figura 3.3: Región de integración para el caso de la cuerda abierta con un solo modo de oscilación,
k = 4. Se muestran las distintas regiones en las cuales se consideran los cambios de coordenadas I,
I I, I I I ó IV. La línea vertical muestra el valor de σ = π.

si ambas variables describen la misma rama para la transformación seno y,

e(𝒫) = − 1
π(x + y)2 dx ∧ dy, regiones II, III, (3.57)

si las variables describen distintas ramas de la función seno.

El resultado de la integración de cada una de las regiones es,

∫ 1−δ

−1+δ
dy
∫ 1

−1
dx e(x, y) =

∫ 1−δ

−1+δ
dx
∫ 1

−1
dy e(x, y) =

1
π

ln
[2

δ − 1
]

, (3.58)

con x y y cualquiera de las distintas opciones I a IV; y δ un parámetro que nos

permite medir cuánto vamos a acercarnos a las singularidades, el cual es nece-

sario para que el resultado de la primera integración sobre la variable x sea una

integral sobre y en el intervalo [−1 + δ, 1 − δ] que converge y de igual manera con

el otro orden de integración. De esta forma, considerando que la región de inte-

gración σ ∈ [0, π], τ ∈ [0, π
k ] se cubre con 1

2 k2 regiones parametrizadas por x y y,
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obtenemos para el espectro topológico que,

k2

2π
ln
[2

δ − 1
]
= n, (3.59)

con n un número entero. En este caso no se establecen condiciones de discretización

(topológica) sobre los parámetros físicos que determinan el sistema. Sin embargo

se establece una condición sobre el parámetro δ, siendo que este no puede llegar

al valor cero, esto debido a que el número entero n no puede ser divergente [37].

Este procedimiento nos sirve para ilustrar el camino a seguir para los casos con

condiciones de frontera de cuerda cerrada, en los cuales sí se establecen condi-

ciones de discretización y de alguna forma presentan menos complicaciones en lo

que se refiere al cálculo de los invariantes. Para casos que involucran un número

mayor de coeficientes de los modos de oscilación distintos de cero se sigue hasta

el momento trabajando para integrar la forma de Euler, lo que nos indica el grado

de complejidad de este problema técnico. Por ejemplo, para el aparentemente sen-

cillo caso de dos modos de oscilación en una sola dirección, αI
k ̸= 0 y αI

2k ̸= 0, la

forma de Euler para k = 4 en la norma conforme tiene el aspecto mostrado en la

figura 3.4.

Como ya hemos mencionado, los resultados para la cuerda abierta no son amplios

debido a las complicaciones que presentan los cálculos. Por eso no continuamos

considerando tales condiciones de frontera por ahora y seguimos con los resulta-

dos que conciernen a la cuerda cerrada, donde tendremos más posibilidades de

explorar distintas configuraciones.
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Figura 3.4: Gráfica de la función correspondiente a la forma de Euler para la cuerda abierta con
dos modos de oscilación en una dirección, uno k-ésimo y otro 2k-ésimo, con valores rI

k = 2, rI
2k = 2

y k = 4.

3.4.2. Espectro topológico para la cuerda cerrada

Como hemos mencionado antes, es posible seleccionar condiciones de frontera

periódicas para las soluciones que describen la cuerda cerrada Xµ [34],

Xµ(τ, σ1) = Xµ(τ, σ2) (3.60)

∂σXµ(τ, σ1) = ∂σXµ(τ, σ2) (3.61)

γab(τ, σ1) = γab(τ, σ2), (3.62)

que con la parametrización escogida los valores extremos para σ son σ1 = 0 y

σ2 = 2π.

Esta elección para las funciones Xµ nos describe la cuerda cerrada con un conjunto

de modos de oscilación en principio independientes, uno hacia la izquierda {α̃
µ
k }

y otro hacia la derecha {α
µ
k }. Las soluciones toman la siguiente forma una vez que
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hemos fijado la norma conforme [34],

Xµ(τ, σ) = xµ
0 +

√
2α′α

µ
0 τ +

√
α′

2

∞

∑
k=1

1
k

(
α

µ
k e−ik(τ−σ)

+α
µ
k
*eik(τ−σ) + α̃

µ
k e−ik(τ+σ) + α̃

µ
k
*eik(τ+σ)

)
, (3.63)

con µ = 0, . . . , D − 1 y donde hemos tomado en cuenta la periodicidad en la

coordenada σ, dando como resultado que los modos de orden cero son iguales

α̃
µ
0 = α

µ
0 .

Ahora tenemos que las constricciones (3.8,3.33) se pueden expresar como dos con-

juntos de constricciones independientes en términos de los modos de oscilación

derechos e izquierdos que se resumen en,

Lk =
1
2 ∑

p∈Z

α
µ
p−kαν

pηµν = 0 L̃k =
1
2 ∑

p∈Z

α̃
µ
p−kα̃ν

pηµν = 0. (3.64)

Consideramos el conjunto completo de constricciones, es decir para toda k ∈ Z

y L−k = L*
k . Al utilizar la norma del cono de luz (3.42) tenemos que los campos

dinámicos X I(τ, σ) tienen la misma solución que hemos expuesto arriba (3.63),

simplemente tomando µ = I = 2, . . . , D − 1; además el factor conforme gσσ que

determina el invariante de Euler se calcula de acuerdo a (3.46), donde solamente

están involucrados los campos en las direcciones transversales X I(τ, σ),

X I(τ, σ) = xI
0 +

√
2α′αI

0τ +

√
α′

2

∞

∑
k=1

1
k
(
αI

ke−ik(τ−σ)

+ αI
k
*eik(τ−σ) + α̃I

ke−ik(τ+σ) + α̃I
k
*eik(τ+σ)

)
. (3.65)

En la notación polar, αI
k = rI

ke−iγI
k y α̃I

k = r̃I
ke−iγ̃I

k los campos transversales toman
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la siguiente forma,

X I(τ, σ) = xI
0 +

√
2α′αI

0τ

+
√

2α′
∞

∑
k=1

1
k

[
rI

k cos k(τ − σ + γI
k) + r̃I

k cos k(τ + σ + γ̃I
k)
]

, (3.66)

donde las tildes sobre la amplitud y la fase de los coeficientes indican que corres-

ponden a los modos izquierdos de oscilación. La función métrica gσσ(τ, σ) que

constituye el factor conforme en la métrica inducida y con la cual determinamos

la clase característica de Euler está dada por (3.46),

gσσ(τ, σ) = 2α′
∞

∑
k,l=1

[
rI

k sen k(τ − σ + γI
k)− r̃I

k sen k(τ + σ + γ̃I
k)

]
×
[

r J
l sen l(τ − σ + γJ

l )− r̃ J
l sen l(τ + σ + γ̃J

l )

]
δI J . (3.67)

A partir de esta expresión es posible encontrar la forma de Euler. Al igual que

con la cuerda abierta, el problema de integración de la clase característica para

el caso general cuando se consideran todos los modos de oscilación, sigue bajo

investigación debido a las dificultades que se presentan en el cálculo. Ahora es

posible explorar distintos casos particulares en los cuales se obtendrá algún es-

pectro topológico. En primer lugar tenemos un resultado trivial; si solamente se

tienen modos derechos o izquierdos con coeficientes distintos de cero, entonces la

forma de Euler es cero, e = 0, de manera que no se establece ninguna condición

de discretización para los parámetros αI
k ó α̃I

k en esta situación.

El siguiente paso es considerar un modo de oscilación k-ésimo derecho en una

dirección, sea αJ1
k ̸= 0 y uno l-ésimo izquierdo en otra dirección, α̃J2

l , en la notación
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polar para los coeficientes,

X J1 = x J1
0 +

√
2α′αJ1

0 τ +
√

2α′
r J1

k
k

cos k(τ − σ + γJ1
k ),

X J2 = x J2
0 +

√
2α′αJ2

0 τ +
√

2α′
r̃ J2

l
l

cos l(τ + σ + γJ2
l ). (3.68)

La función que determina el factor conforme de la métrica inducida en la norma

conforme es,

gσσ = 2α′
[
(r J1

k )
2 sen2 k(τ − σ + γJ1

k ) + (r̃ J2
l )

2 sen2 l(τ + σ + γJ2
l )
]

, (3.69)

y la forma de Euler en esta norma,

e(𝒫) =
kl(r J1

k r̃ J2
l )

2 sen 2k(τ − σ + γJ1
k ) sen 2l(τ + σ + γ̃J2

l )

π
[
(r J1

k )
2 sen2 k(τ − σ + γJ1

k ) + (r̃ J2
2 )

2 sen2 l(τ + σ + γ̃J2
l )
]2 dτ ∧ dσ. (3.70)

En la figura 3.5 podemos ver la función que corresponde a la forma de Euler a

integrar para encontrar el espectro topológico.

De la expresión para la forma de Euler (3.70) observamos que el periodo para el

parámetro τ en general es 2π, mientras que para los casos particulares en que

k = l τ ∈ [0, π
k ] y si k y l son múltiplos τ ∈ [0, π

k ], con k < l. De tal forma que

calculando la integral en la región que comprende un periodo en τ y σ ∈ [0, 2π]

obtenemos el espectro topológico.

Al igual que el caso de la cuerda abierta, cambiando a la norma tipo nula rela-
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Figura 3.5: Gráfica de la superficie a integrar correspondiente a la forma de Euler para k = 1 y
l = 2. Las fases se han puesto a cero y los valores para r J1

k = 1 y r J2
l = 5. Los parámetros toman

los valores τ ∈ [0, π
2 ] y σ ∈ [0, 2π].

cionada con la norma conforme mediante el cambio de coordenadas siguiente,

η = xI = sen k(τ − σ + γJ1
k ) y ξ = yI = sen l(τ + σ + γ̃J2

l ),

xI I = sen k(τ − σ + γJ1
k ) y yI I = − sen l(τ + σ + γ̃J2

l ),

xI I I = − sen k(τ − σ + γJ1
k ) y yI I I = sen l(τ + σ + γ̃J2

l ),

xIV = − sen k(τ − σ + γJ1
k ) y yIV = − sen l(τ + σ + γ̃J2

l ), (3.71)

podemos integrar en cada una de las regiones que cubren el dominio de inte-

gración en σ y τ; el elemento de línea de la métrica inducida toma la forma

ds2
g = 2gxy dx dy, y la clase característica de Euler está en términos de la función

métrica gxy(x, y) como vemos en (3.29) haciendo la identificación correspondiente

o haciendo el cambio de coordenadas para la forma de Euler ésta toma la siguiente

forma,

e(𝒫) = ± 2
π

(r J1
k r̃ J2

l )
2xy[

(r J1
k )

2x2 + (r̃ J2
l )

2y2
]2 dx ∧ dy, (3.72)
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con el signo positivo para las regiones tipo I y IV y el negativo para I I y I I I.

Los parámetros toman los valores x ∈ [−1, 1] y y ∈ [−1, 1] y cubren la región por

integrar si se consideran 2kl (para cualquier relación entre k y l) de las regiones

tipo I y IV y otras 2kl para las regiones tipo I I y I I I parametrizadas por las coorde-

nadas tipo x y y correspondientes a las diferentes ramas de la función seno (3.71),

tal como se muestra en la figura 3.6.

I

II

IV

III

Figura 3.6: Región de integración para la cuerda cerrada para el caso con un modo de oscilación
derecho k = 1 en una dirección y en otra dirección un modo izquierdo l = 2. Se muestran las
distintas regiones en las cuales se consideran los cambios de coordenadas I a IV.

En la figura 3.7 mostramos una de las regiones de integración para las coordena-

das xI y yI .

El resultado de integrar la expresión (3.72) para todos los tipos de región es cero,

∫ 1

−1

∫ 1

−1
dxdy e(x, y) = 0, (3.73)

de manera que no se establecen condiciones de discretización para los parámetros

r J1
k y r̃ J2

l en este caso. Esta integración se puede realizar de forma numérica en la
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Figura 3.7: Gráfica de la superficie a integrar correspondiente a la forma de Euler. Las fases se han
puesto a cero y los valores para r J1

k = 1 y r J2
l = 5. Los parámetros toman los valores y ∈ [−1, 1] y

x ∈ [−1, 1].

norma conforme y el resultado coincide, salvo un poco de ruido numérico que se

produce en el proceso, como se muestra en la figura 3.8.

Este resultado lo podemos entender como una consecuencia de la falta de interac-

ción entre los modos, esto debido a que están sobre direcciones perpendiculares

en el espacio-tiempo en el que están encajados. Es posible analizar esta interac-

ción con un espacio de fondo con curvatura distinta de cero; más adelante encon-

traremos este caso y otros más para soluciones en el régimen perturbativo y se

encuentra en preparación un trabajo para soluciones exactas [4].

El siguiente caso corresponde a considerar una cuerda con dos modos de os-

cilación con coeficientes distintos de cero en una misma dirección transversal. Es-

to es, un modo k-ésimo derecho αJ
k y uno l-ésimo α̃J

l ambos en la dirección I = J,

para los cuales la solución relevante que tiene un papel en la determinación de la
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Figura 3.8: Resultado de la integración numérica para el caso αJ1
k ̸= 0 y α̃J2

l ̸= 0. Las amplitudes
están identificadas por r J1

k = r y r̃ J2
l = r̃. El resultado es cero, las perturbaciones que se observan

son debido al cálculo numérico.

función métrica (3.46) toma la siguiente forma en la notación polar,

X J(τ, σ) = x J
0 +

√
2α′αJ

0τ

+
√

2α′
[

rk
k

cos k(τ − σ + γk) +
r̃l
l

cos l(τ + σ + γ̃l)

]
, (3.74)

con αJ
k = rke−iγk y α̃J

l = r̃le−iγ̃l ; para I ̸= J las soluciones describen el movimiento

del centro de masa y solamente dependen de τ,

X I(τ, σ) = xI
0 +

√
2α′αI

0τ. (3.75)

La función métrica gσσ(τ, σ) que constituye el factor conforme en la métrica in-

99



ESPECTRO TOPOLÓGICO DE LA CUERDA BOSÓNICA

ducida es,

gσσ(τ, σ) = 2α [rk sen k(τ − σ + γr)− r̃l sen l(τ + σ + γ̃l)]
2 , (3.76)

y la forma de Euler queda expresada como,

e(τ, σ) = − 2kl rkr̃l cos k(τ − σ + γk) cos l(τ + σ + γ̃l)

π [rk sen k(τ − σ + γk)− r̃l sen l(τ + σ + γ̃l)]
2 dτ ∧ dσ. (3.77)

Integrando esta dos-forma en la región σ ∈ [0, 2π] y τ dentro de un periodo obten-

emos el espectro topológico. En la figura 3.9 podemos ver la forma de la función

que corresponde a la forma de Euler para valores particulares de k, l, rk y r̃l.

Figura 3.9: Forma de la función que corresponde a la clase característica de Euler en la norma
conforme para el caso de dos modos de oscilación, derecho e izquierdo, en una misma dirección para
los valores, k = 1, l = 2, rk = 2 y r̃l = 5.

Como hemos hecho antes introducimos coordenadas mediante las relaciones (3.71)
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y la región de integración queda cubierta de forma similar que en caso anterior. La

forma de Euler en esta norma tipo nula toma la siguiente forma para la regiones

tipo I y IV,

e(x, y) = − 1
π

rkr̃l

(rkx − r̃ly)
2 dx ∧ dy, (3.78)

y para las regiones tipo I I y I I I tenemos,

e(x, y) = − 1
π

rkr̃l

(rkx + r̃ly)
2 dx ∧ dy. (3.79)

El resultado de la integración para toda la región constituye el espectro topológico

para este caso, ∫
e(𝒫) = 4kl

4
π

arctanh
[

rk
r̃l

]
= n, (3.80)

con n ∈ Z, y donde se han considerado 2kl regiones tipo I y IV y otras 2kl regiones

tipo I I y I I I. La relación es un número real solamente si rk < r̃l, es decir, si rk
r̃l
< 1.

De esta manera observamos que se fija una condición de discretización para la

amplitud de los coeficientes de los modos de oscilación y además se impone un

orden en dicha relación, esto es, rk < r̃l ó rk > r̃l. Cabe mencionar que en este caso

el orden de integración juega un papel en el cálculo del espectro topológico. El

resultado (3.80, 3.82) se obtuvo primero integrando sobre la variable y y posterior-

mente sobre x. En el caso contrario en el cual la relación entre los coeficientes de

los modos de oscilación es rk > r̃l también existe un espectro topológico similar,

simplemente intercambiando los coeficientes,

∫
e(𝒫) = 4kl

4
π

arctanh
[

rk
r̃l

]
= n, (3.81)

donde en esta ocasión la integración se hizo primero sobre la variable x y des-
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pués sobre y. Esto no debe de sorprender pues existe la posibilidad de que la

integración de una función respecto a dos variables tenga resultados distintos de-

pendiendo del orden de integración [17], [3].

Estos dos resultados los podemos describir de manera general mediante una sola

expresión de tal manera que sea válida para cualquier orden de las amplitudes de

los modos de oscilación rk y r̃l,

4
π

kl ln
[
(r̃l + rk)

2

(r̃l − rk)2

]
= n. (3.82)

Podemos localizar los valores de rk y r̃l que satisfacen la relación del espectro

topológico, es decir, los valores permitidos que pueden tomar los coeficientes de

la expansión, como se puede observar en la figura 3.10.

Figura 3.10: Gráfica que ilustra el espectro topológico para el caso de dos modos de oscilación,
un k-ésimo derecho y l-ésimo izquierdo. Las líneas indican los valores de rk y r̃l que satisfacen la
relación del espectro topológico. Se presenta la gráfica para el caso k = 1 y l = 1.

Como siguiente ejemplo podemos analizar el caso en que tenemos en una direc-

ción, I = J1, dos modos de oscilación, uno k-ésimo derecho αJ1

k y uno l-ésimo
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izquierdo α̃J1

l , y en otra dirección I = J2, un modo k-ésimo derecho αJ2

k , siendo es-

tas las soluciones relevantes en las direcciones transversales en la notación polar,

X J1(τ, σ) = x J1
0 +

√
2α′αJ1

0

+
√

2α′

[
r J1

k
k

cos k(τ − σ + γJ1
k ) +

r̃ J1
l
l

cos l(τ + σ + γ̃J1
l )

]
, (3.83)

X J2(τ, σ) = x J2
0 +

√
2α′αJ2

0 + +
√

2α′
r J2

k
k

cos k(τ − σ + γJ2
k ). (3.84)

La región de integración es σ ∈ [0, 2π] y τ sobre un periodo, con las mismas

condiciones de periodicidad que en el caso anterior. A partir de esto se calcula la

función métrica gσσ y la forma de Euler. El resultado de la integración introducien-

do la norma tipo nula a través de los cambios de coordenadas que utilizamos en

el caso anterior nos da el espectro topológico para este caso,

4
π

kl ln

[
(r J2

k )
2 + (r J1

k + r̃ J1
l )

2

(r J2
k )

2 + (r J1
k − r̃ J1

l )
2

]
= n. (3.85)

En este caso el orden de integración no cambia el resultado para el espectro topo-

lógico.

De esta manera se establece, al igual que el caso anterior, una relación discreta en-

tre las amplitudes de los modos de oscilación r J1
k , r̃ J1

l , r J2
k . Si se considera además en

la dirección I = J2 un modo de oscilación l-ésimo izquierdo α̃J2
l = r̃ J2

l , el espectro

topológico que se obtiene es,

4
π

kl ln

[
(r J2

k + r̃ J2
l )

2 + (r J1
k + r̃ J1

l )
2

(r J2
k − r̃ J2

l )
2 + (r J1

k − r̃ J1
l )

2

]
= n. (3.86)

Se pueden seguir analizando distintos casos, sin embargo, como es de esperarse,
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la complejidad de los cálculos aumenta. No obstante, es importante destacar que

se logran encontrar relaciones discretas entre los parámetros que determinan la

configuración física del sistema bajo estudio simplemente con el cálculo de los in-

variantes topológicos asociados al haz fibrado principal correspondiente. Esto sin

que sea necesario definir un espacio de estados, como lo es en el procedimiento

de cuantización canónica. Tales resultados los podemos entender como un primer

acercamiento de la cuantización topológica a la teoría de cuerdas y aunque no es

posible hacer una comparación con los resultados del formalismo canónico. Es de

esperarse que con la eventual definición de estados y la descripción de la dinámi-

ca dentro del contexto de la cuantización topológica, estos espectros puedan ser

entendidos con mayor profundidad. También esperamos que en un futuro sea

posible calcular el espectro topológico para el caso general, ya que existe la posibi-

lidad de usar cualquier sistema de coordenadas para realizar el cálculo y probable-

mente en alguno de ellos sea realizable la integración. Para este método estamos

siguiendo un procedimiento completamente diferente, empezando por cómo se

implementen las constricciones. En el método topológico no estamos obligados

a tener una representación de Fock para los estados y a definir operadores que

actúan sobre ellos. La única información que se requiere es el sistema físico repre-

sentado como una configuración clásica y a partir de ahí construir el haz fibrado

principal. Entonces el espectro topológico puede obtenerse construyendo estruc-

turas geomético-topológicas a partir de las cuales se puede extraer la información,

usando el marco clásico de la teoría sin añadir ingredientes extras que sean incom-

patibles, como son operadores, espacios de Hilbert o constricciones cuánticas.
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3.5. Espectro topológico en fondos curvos

El procedimiento y las expresiones para la forma de Euler en general para el espec-

tro topológico que se encontraron en la sección anterior permanecen sin ninguna

alteración cuando se consideran espacios de curvatura distinta de cero, de ma-

nera que lo único que se necesita encontrar es la componenente gξη de la métri-

ca inducida en la norma tipo nula o gσσ en la norma conforme. En particular

en la sección 3.3 encontramos que el tratamiento incluye todos los casos para la

cuerda bosónica, esto es, tanto cuerdas abiertas como cerradas propagándose en

cualquier espacio-tiempo de fondo. Sin embargo, nos enfrentamos con la posibi-

lidad de encontrar soluciones para las cuerdas propagándose en un fondo curvo.

Para obtener el espectro topológico en cualquier caso debemos conocer la forma

de la métrica inducida (3.4) la cual está dada a través de las soluciones a las ecua-

ciones de movimiento para Xµ(xa). El problema de encontrar soluciones exactas

para cuerdas propagándose en fondos generales ha recibido atención en el pasado

[66], [11], pero el desarrollo de la teoría cuántica de cuerdas se ha hecho mayori-

tariamente considerando teoría de perturbaciones, ver [53] para un resumen. Los

campos de fondo que son considerados en [53] son diferentes que los espacios-

tiempo vistos como en [66]. Por una parte [53] se puede pensar que los campos

de fondo son generados por estados coherentes de excitaciones de la cuerda que

corresponde a estados sin masa, por ejemplo gravitones, y estos espacios de fondo

pueden ser encontrados a partir de una acción efectiva y en algunos casos usando

un modelo sigma donde el campo de fondo antisimétrico de Kalb-Ramond y el

dilatón están incluidos, y el campo métrico simétrico puede tener asociada una

curvatura distinta de cero. Mientras que por otro lado en [66] los espacios-tiempo

de fondo donde la cuerdas se propagan son arbitrarios y no necesariamente corres-

ponden a un estado coherente a partir de excitaciones de las cuerdas que corres-

105



ESPECTRO TOPOLÓGICO DE LA CUERDA BOSÓNICA

ponden a estados sin masa, en lugar de esto, las cuerdas son vistas como objetos

de prueba propagándose en un espacio de fondo que está fijo.

En esta sección discutiremos cómo calcular el espectro topológico para soluciones

exactas, así como soluciones perturbativas. El caso de soluciones exactas, como ya

hemos visto, puede tratarse sin mayor desarrollo del método ya que solamente

necesitamos encontrar la métrica inducida una vez que tenemos las soluciones so-

bre el fondo no trivial. Este no es el caso para las soluciones perturbativas, debido

a que es necesario analizar cómo se modifica el cálculo del espectro a cada orden

cuando se introduce una solución que no es exacta.

3.5.1. Soluciones perturbativas

Para el caso perturbativo adoptamos el método que de Vega y Sánchez introdu-

jeron en [18], y continuaron en varios trabajos durante los años siguientes, para

un resumen ver [66]. Este método consiste en tomar en cuenta perturbaciones

alrededor de una solución exacta a las ecuaciones de movimiento de orden cero;

usando la norma conforme (3.14), proponen una solución perturbativa hasta se-

gundo orden,

Xµ(τ, σ) = Aµ(τ) + εBµ(τ, σ) + ε2Cµ(τ, σ). (3.87)

Para el cálculo de espectros topológicos es necesario ir hasta segundo orden en

el desarrollo perturbativo a fin de encontrar la métrica inducida sobre la hoja de

mundo. En [18] el primer orden describe la interacción de los modos de oscilación

de la cuerda con el espacio de fondo y el segundo la interacción entre los modos

de oscilación. La solución exacta para el orden cero la restringen a ser solución

para el movimiento del centro de masa Aµ = Aµ(τ) (o para un modo izquierdo

o derecho Aµ = Aµ(τ + σ) ó Aµ = Aµ(τ − σ) respectivamente). Usando tales
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soluciones encuentran expresiones explícitas para las ecuaciones de constricción

(relaciones de Virasoro) a cada orden correspondiente en la serie perturbativa. De

tal manera encuentran los momentos canónicos conjugados Πµ a los campos Xµ,

se promueven a operadores y se postulan las relaciones de conmutación canónicas

a tiempos iguales en la aproximación lineal,

[
Bµ(τ, σ), Πν(τ, σ′)

]
= δ

µ
νδ(σ − σ′). (3.88)

A partir de las constricciones de Virasoro, en particular del operador L0, se obtiene

la fórmula para el cuadrado de la masa para las excitaciones físicas de la cuerda,

tal y como se hace para el caso de un fondo plano. Encuentran una relación im-

plícita para la masa al cuadrado para las excitaciones físicas de la cuerda en la

aproximación de segundo orden, además de analizar en varios casos la dinámica

de la cuerda sobre estos espacios-tiempo curvos. Este es un breve recuento del

método general para encontrar soluciones perturbativas a las ecuaciones que des-

criben la dinámica de las cuerdas propagándose sobre fondos curvos y que toma

en cuenta los efectos de la curvatura [18].

Cabe mencionar que en estos trabajos se hace en primer lugar la variación de la

acción y depués se introduce la perturbación para encontrar las ecuaciones de

movimiento a cada orden. Mostraremos a continuación que seguir tal orden o el

inverso, es decir, introducir la perturbación a nivel de la acción y luego hacer la

variación para encontrar las ecuaciones de movimiento a los distintos órdenes,

lleva al mismo resultado. Haremos esto para los mapeos armónicos en general ya

que, como mencionamos antes, la teoría de cuerdas resulta ser un caso particular

de este tipo de modelos.

Sean (ℳ,𝛾) y (𝒩 ,𝐺) dos variedades diferenciales (pseudo)-Riemannianas de
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dimensión m y n respectivamente. Para la variedad base ℳ denotaremos las coor-

denadas mediante {xa}, mientras que para la variedad de fondo (target) 𝒩 serán

{Xµ}; de manera que γab = γab(x) y Gµν = Gµν(X). Un mapeo armónico es un

mapeo suave X : ℳ → 𝒩 (x ↦→ X) de manera que las funciones Xµ están en

términos de las coordenadas {xa} y satisfacen las ecuaciones de movimiento que

resultan de la variación de la siguiente acción,

S =
∫

dmx
√
|γ| γab∂aXµ∂bXνGµν, (3.89)

las cuales son,

1√
|γ|

∂a

(√
|γ| γab∂bXµ

)
+ Γµ

αβ γab∂aXα∂bXβ = 0. (3.90)

donde Γµ
αβ son los símbolos de Christoffel asociados a la métrica del espacio de

fondo (𝒩 ,𝐺).

Utilizando la solución perturbativa hasta segundo orden,

Xµ(xa) ≈ Aµ(xa) + εBµ(xa) + ε2Cµ(xa), (3.91)

podemos encontrar la expresión a segundo orden para la métrica del espacio-

tiempo de fondo,

Gµν(X) ≈ Gµν(A) + ε∂σGµνBσ + ε2
[

∂σGµνCσ +
1
2

∂σγGµνBσBγ

]
, (3.92)
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y los símbolos de Christoffel al mismo orden,

Γµ
αβ(X) ≈ Γµ

αβ(A) + ε∂σΓµ
αβBσ + ε2

[
∂σΓµ

αβCσ +
1
2

∂σγΓµ
αβBσBγ

]
, (3.93)

donde ∂σ ≡ ∂
∂Xσ y tanto las derivadas de Gµν como de Γµ

αβ están evaluadas en

ε = 0,

∂ρGµν = ∂ρGµν(X)
∣∣
ε=0 ∂ρΓµ

αβ = ∂ρΓµ
αβ(X)

∣∣∣
ε=0

.

Utilizando los desarrollos perturbativos de estas dos expresiones podemos encon-

trar las ecuaciones de movimiento a cada orden introduciéndolas en (3.9),

ε0 :
1√
|γ|

∂a

[√
|γ|γab∂b Aµ

]
+ Γµ

αβγab∂a Aα∂b Aβ = 0, (3.94)

mientras que para el primer orden tenemos,

ε1 :
1√
|γ|

∂a

[√
|γ|γab∂bBµ

]
+ 2Γµ

αβγab∂a Aα∂bBβ + ∂σΓµ
αβBσγab∂a Aα∂b Aβ,

(3.95)

y para el segundo,

ε2 :
1√
|γ

∂a

[√
|γ|γab∂bCµ

]
+ 2Γµ

αβγab∂a Aα∂bCβ

+ 2∂σΓµ
αβBσγab∂a Aα∂bBβ + Γµ

αβγab∂aBα∂bBβ

+

[
∂σΓµ

αβCσ +
1
2

∂σγΓµ
αβBσBγ

]
γab∂a Aα∂b Aβ = 0. (3.96)

Ahora podemos proceder primero introduciendo la perturbación en la acción y

después haciendo la variación correspondiente respecto a los distintos campos

que forman la perturbación y encontrar el conjunto de ecuaciones a cada orden.
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Partiendo de la acción para los mapeos armónicos (3.89) e introduciendo en ella

las perturbaciones (3.91, 3.92) encontramos la acción a los distintos órdenes,

ε0 : S(0) =
∫

d2x
√
|γ| γab∂a Aµ∂AνGµν = 0, (3.97)

donde podemos notar que la acción a orden cero tiene la misma forma que la

acción sin perturbar, solamente que aparece el campo a orden cero Aµ en lugar de

la solución completa Xµ. La acción a primer y segundo orden son,

ε1 : S(1) =
∫

d2x
√
|γ| γab [2∂a Aµ∂bBνGµν + ∂a Aµ∂b Aν∂σGµνBσ

]
, (3.98)

ε2 : S(2) =
∫

d2x
√
|γ| γab

[
(2∂a Aµ∂bCν + ∂aBµ∂bBν) Gµν

+ 2∂a Aµ∂bBν∂σGµνBσ

+ ∂a Aµ∂b Aν

(
∂σGµνCσ +

1
2

∂σγGµνBσBγ

) ]
. (3.99)

Es fácil observar que la variación de la acción de orden cero en la perturbación

arrojará la ecuación (3.94) debido a que la forma de la acción es la misma que la

acción sin perturbar. En la acción a primer orden aparecen contribuciones tanto de

la variable a orden cero Aµ como de la de primer orden Bµ, por lo tanto debemos

tomar variaciones respecto a ambos campos y consideralas como variaciones in-

dependientes. Los Gµν y sus derivadas están evaluados en ε = 0, por lo tanto son

cantidades de orden cero, de manera que solamente dependen del campo a dicho

orden. De la variación de la acción a primer order respecto al campo a orden cero,

δS(1)

δAβ , obtenemos la siguiente ecuación de movimiento después de algún manejo
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algebraico,

∂a

[√
|γ|γab∂bBβ

]
+ Gβα∂σGανBσ∂a

[√
|γ|γab∂b Aν

]
+
√
|γ|γab

[
Γβ

µν∂a Aµ∂bBν

+
1
2

Gβα
(
∂µσGαν + ∂νσGαµ − ∂ασGµν

)
Bσ∂a Aµ∂b Aν

]
= 0, (3.100)

mientras que de la variación respecto al campo de primer orden, δS(1)

δBν se sigue,

∂a

[√
|γ|γab∂b Aν

]
−
√
|γ|γab

[
Gρδ(∂γGνρ) +

1
2

Gνρ(∂ρGγδ)

]
∂a Aγ∂b Aδ = 0, (3.101)

donde hemos usado que (∂γGρδ)Gνρ = −Gρδ(∂γGνρ). Sustituyendo esta última ex-

presión (3.101) en la anterior (3.100) y realizando algún manejo algebraico simple,

obtenemos la ecuación de movimiento para el primer orden en la expansión per-

turbativa (3.95). Así mostramos que, a primer orden, el variar la acción y luego in-

troducir la expansión perturbativa y proceder en orden inverso perturbando la ac-

ción y luego variando, tienen como resultado las mismas ecuaciones de movimien-

to. Para el segundo orden procedemos de manera análoga, teniendo en cuenta que

se requiere variar S(2) respecto a los campos de orden cero, primero y segundo. De

la variación de la acción a segundo orden (3.99) respecto al campo de orden cero,
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δS(2)

δAβ = 0 obtenemos las ecuaciones,

1√
|γ|

∂a

[√
|γ|γab∂bCβ

]
+

1√
|γ|

∂a

[√
|γ|γab∂bBν

]
Gβα∂σGανBσ

+
1√
|γ|

∂a

[√
|γ|γab∂b Aν

]
Gβα

[
∂σGανCσ +

1
2

∂σγGανBσBγ

]
+ Gβα

[ (
∂σµGαν −

1
2

∂σαGµν

)
Cσ

+
1
2

(
∂σµγGαν −

1
2

∂σγαGµν

)
BσBγ

]
γab∂a Aµ∂b Aν

+ Gβα
[
∂µGαν − ∂αGµν

]
γab∂a Aµ∂bCν

+ Gβα
[
∂σµGαν − ∂σα Gµν

]
Bσγab∂a Aµ∂bBν

+ Gβα

[
∂µGαν −

1
2

∂αGµν

]
γab∂aBµ∂bBν = 0. (3.102)

La variación de la acción de segundo orden respecto al campo de primer orden,

δS(2)

δBν = 0 arroja el conjunto de ecuaciones,

1√
|γ|

∂a

[√
|γ|γab∂bBν

]
+

1√
|γ|

∂a

[√
|γ|γab∂b Aλ

]
Gνρ∂εGρλBε

+ Gνρ

[
∂εδGρλ − 1

2
∂ερGδλ

]
Bεγab∂a Aδ∂b Aλ + 2Γν

δλγab∂a Aδ∂bBλ = 0, (3.103)

mientras que respecto al campo de segundo orden, δS(2)

δCλ = 0, obtenemos,

1√
|γ|

∂a

[√
|γ|γab∂b Aλ

]
+ Γλ

δζγab∂a Aδ∂b Aζ = 0. (3.104)

De manera que sustituyendo (3.104) y (3.103) en la ecuación (3.102) y consideran-

do de nueva cuenta que (∂γGρδ)Gνρ = −Gρδ(∂γGνρ), obtenemos finalmente la

ecuación de movimiento para el segundo orden en la expansión perturbativa (3.96).

Por lo tanto, hemos mostrado que hasta el segundo orden en la expansión pertur-
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bativa (3.91) el variar la acción y luego introducir la perturbación arroja el mismo

conjunto de ecuaciones a cada orden que siguiendo el orden inverso, es decir, in-

troducir la perturbación a nivel de la acción para después encontrar las ecuaciones

mediante la variación de cada una de dichas acciones a cada orden.

Esto nos asegura que la teoría perturbativa de los mapeos armónicos conserva la

invariancia ante difeomorfismos en el espacio base ℳ, como se puede observar a

partir de la forma de cada una de las acciones a los distintos órdenes en la expan-

sión perturbativa (3.97, 3.98 y 3.99) y del hecho de que ambas rutas para obtener

las ecuaciones de movimiento nos llevan al mismo resultado. Esta propiedad se

puede traducir en el contexto de la teoría de la cuerda bosónica en que aun en el

régimen perturbativo existe la invariancia bajo reparametrizaciones de la hoja de

mundo.

Como ya vimos en la sección 3.2.1 al variar la acción respecto a la métrica auxiliar

δSP
δγab = 0 obtenemos las ecuaciones de constricción Tab = 0. De la misma forma

que hemos hecho para las ecuaciones de movimiento, se puede mostrar que para

el tensor de energía momento dos dimensional Tab no causa efecto el introducir la

expansión perturbativa antes o después de hacer la variación de la acción. De esta

manera a partir de (3.7),

Tab = Gµν

(
∂aXµ∂bXν − 1

2
γabγcd∂cXµ∂dXν

)
= 0, (3.105)

al introducir la expresión para la solución perturbativa (3.91), podemos encontrar

las ecuaciones de constricción a los distintos órdenes, para el orden cero tenemos,

ε0 : T(0)
ab = Gµν

[
∂a Aµ∂b Aν − 1

2
γabγcd∂c Aµ∂d Aν

]
= 0, (3.106)
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para el primer orden,

ε1 : T(1)
ab = Gµν

[
∂a Aµ∂bBν + ∂aBµ∂b Aν − γabγcd∂c Aµ∂dBν

]
+ ∂σGµνBσ

[
∂a Aµ∂b Aν − 1

2
γabγcd∂c Aµ∂d Aν

]
= 0, (3.107)

y finalmente para el segundo orden encontramos,

ε2 : T(2)
ab = Gµν

[
∂a Aµ∂bCν + ∂aCµ∂b Aν + ∂aBµ∂bBν

− 1
2

γabγcd (2∂c Aµ∂dCν + ∂cBµ∂dBν)

]
+ ∂σGµνBσ

[
∂a Aµ∂bBν + ∂aBµ∂b Aν − γabγcd∂c Aµ∂dBν

]
+

(
∂σGµνCσ +

1
2

∂σγGµνBσBγ

) [
∂a Aµ∂b Aν − 1

2
γabγcd∂c Aµ∂d Aν

]
= 0. (3.108)

De la misma forma la métrica inducida puede ser expresada para cada uno de los

distintos órdenes en la expansión perturbativa,

ε0 : g(0)ab = ∂a Aµ∂b AνGµν, (3.109)

ε1 : g(1)ab = (∂a Aµ∂bBν + ∂aBµ∂b Aν) Gµν + ∂a Aµ∂b Aν∂σGµνBσ, (3.110)
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ε2 : g(2)ab = (∂a Aµ∂bCν + ∂aCµ∂b Aν + ∂aBµ∂bBν) Gµν

+ (∂a Aµ∂bBν + ∂aBµ∂b Aν) ∂σGµνBσ

+ ∂a Aµ∂b Aν

(
∂σGµνCσ +

1
2

∂σαGµνBσBα

)
(3.111)

Tanto el conjunto de ecuaciones de movimiento, el de constricciones y las compo-

nentes de la métrica inducida se pueden particularizar a las distintas normas en

las que escogemos trabajar, de manera que a continuación presentamos los resul-

tados en ambos sistemas de coordenadas que llevan a la norma conforme y a una

norma tipo nula. Además encontraremos que al tomar la solución del centro de

masa Aµ = Aµ(τ) como respuesta exacta al orden cero y considerar las constric-

ciones a primer orden, resulta necesario ir hasta el segundo orden en la expansión

perturbativa a fin de encontrar la métrica inducida sobre la hoja de mundo. Sin

embargo, al analizar las constricciones a segundo orden veremos que solamente

se requiere conocer las soluciones hasta primer orden en la perturbación.

La norma conforme

En la norma conforme denotamos los parámetros como {τ, σ}, siendo la métrica

auxiliar conformalmente (pseudo-)plana,

𝛾 = eϕ(τ,σ)𝜂.

La expansión perturbativa alrededor de la solución exacta del centro de masa se
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expresa mediante,

Xµ(τ, σ) ≈ Aµ(τ) + εBµ(τ, σ) + ε2Cµ(τ, σ), 𝜂 = diag(−1, 1), (3.112)

donde ε es el parámetro que indica el orden en la expansión. De manera que las

ecuaciones de movimiento para cada orden a partir de (3.94, 3.95, 3.96) escritas en

la norma conforme son,

ε0 : ∂2
τ Aµ + Γµ

αβ∂τ Aα∂τ Aβ = 0, (3.113)

ε1 :
(
−∂2

τ + ∂2
σ

)
Bµ

− 2Γµ
αβ∂τ Aα∂τBβ − ∂ρΓµ

αβBρ∂τ Aα∂τ Aβ = 0, (3.114)

ε2 :
(
−∂2

τ + ∂2
σ

)
Cµ − 2Γµ

αβ∂τ Aα∂τCβ

− 2∂ρΓµ
αβBρ∂τ Aα∂τBβ + Γµ

αβ

(
−∂τBα∂τBβ + ∂σBα∂σBβ

)
−
[

∂ρΓµ
αβCρ +

1
2

∂ργΓµ
αβBρBγ

]
∂τ Aα∂τ Aβ = 0. (3.115)

Las ecuaciones de constricción podemos encontrarlas en esta norma a partir de

las ecuaciones (3.107, 3.108), tomando en cuenta que debido a que la solución para

el orden cero es una solución para el centro de masa, no la podemos considerar

una constricción y carece de significado como tal, esto debido a que ni siquiera

tenemos una variedad de dimensión dos que describa el movimiento del centro de
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masa, lo que resulta en una ausencia del concepto de tensor de energía momento.

La solución a orden cero Aµ = Aµ(τ) además de (3.113) cumple con la ecuación,

− m2 = ∂τ Aµ∂τ AνGµν, (3.116)

mientras que para el primer y segundo orden se deben de satisfacer las siguientes

constricciones,

T(1)
ττ = T(1)

σσ = ∂τ Aµ∂τBνGµν +
1
2

∂τ Aµ∂τ Aν∂ρGµνBρ = 0,

T(1)
τσ = ∂τ Aµ∂σBνGµν = 0, (3.117)

y en lo que concierne al segundo orden,

T(2)
ττ = T(2)

σσ = ∂τ Aµ∂τCνGµν +
1
2
[∂τBµ∂τBν + ∂σBµ∂σBν] Gµν

+ ∂τ Aµ∂τBν∂ρGµνBρ +
1
2

∂τ Aµ∂τ Aν

[
∂ρGµνCρ +

1
2

∂ραGµνBρBα

]
= 0, (3.118)

T(2)
τσ = [∂τ Aµ∂σCν + ∂τBµ∂σBν] Gµν + ∂τ Aµ∂σBν∂ρGµνBρ = 0. (3.119)

Las componentes de la métrica inducida a los distintos órdenes antes de aplicar

las constricciones pueden obtenerse a partir de (3.109, 3.110, 3.111) y considerando

que ∂σ Aµ = 0 tenemos a cada orden,

g(0)ττ = ∂τ Aµ∂τ AνGµν,

g(0)σσ = 0,

g(0)τσ = 0, (3.120)
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para el primer orden se encuentra,

g(1)ττ =
[
2∂τ Aµ∂τBνGµν + ∂τ Aµ∂τ Aν∂ρGµνBρ

]
,

g(1)σσ = 0,

g(1)τσ = ∂τ Aµ∂σBνGµν, (3.121)

mientras que para el segundo orden,

g(2)ττ = [2∂τ Aµ∂τCν + ∂τBµ∂τBν] Gµν + 2∂τ Aµ∂τBν∂ρGµνBρ

+ ∂τ Aµ∂τ Aν

[
∂ρGµνCρ +

1
2

∂ραGµνBρBα

]
,

g(2)σσ = ∂τBµ∂τBνGµν,

g(2)τσ = [∂τ Aµ∂σCν + ∂τBµ∂σBν] Gµν + ∂τ Aµ∂σBν∂ρGµνBρ. (3.122)

Como podemos observar a primer orden no tenemos una métrica inducida defini-

da ya que después de aplicar las constricciones que corresponden (3.117), las com-

ponentes de la métrica (3.121) se hacen cero,

g(1)ab = 0. (3.123)

De manera que es necesario ir hasta el siguiente orden para obtener una expresión

válida para la métrica inducida. A partir de la constricción (3.119) encontramos

que,

g(2)τσ = 0 (3.124)
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y por otra parte de la ecuación (3.118) obtenemos que,

− g(2)ττ = g(2)σσ = ∂σBµ∂σBνGµν. (3.125)

Este es el factor conforme para la métrica inducida, la cual al imponer las constric-

ciones se torna conformalmente plana 𝑔 = gσσ𝜂. Como mencionamos antes, no

es necesario conocer la solución a segundo orden Cµ = Cµ(τ, σ) ya que la imple-

mentación de las constricciones elimina todos los términos donde se encontraba

involucrada dicha solución.

Es importante notar que esta relación es válida para cualquier espacio-tiempo de

fondo 𝐺 usando la solución exacta del centro de masa y trabajando en esta norma.

La norma nula

Siendo la teoría invariante bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo, incluso

en el régimen perturbativo, podemos expresar todo el contenido en una norma

tipo nula, es decir, denotando las coordenadas como {ξ, η} tenemos,

𝛾 = Ω(ξ, η)𝜒, (3.126)

donde,

χab =

0 1

1 0

 . (3.127)

Tomando como punto de partida la expansión perturbativa en las coordenadas

{ξ, η},

Xµ(ξ, η) ≈ Aµ(ξ, η) + εBµ(ξ, η) + ε2Cµ(ξ, η), (3.128)
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y utilizando las expresiones (3.94, 3.95 y 3.96) podemos encontrar las ecuaciones

de movimiento correspondientes a esta norma; para el orden cero,

ε0 : ∂ξη Aµ + Γµ
αβ∂ξ Aα∂η Aβ = 0, (3.129)

el primer orden,

ε1 : ∂ξηBµ + Γµ
αβ

(
∂ξ Aα∂ηBβ + ∂ξ Bα∂η Aβ

)
+ ∂ρΓµ

αβBρ∂ξ Aα∂η Aβ = 0, (3.130)

y al segundo orden corresponde,

ε2 : ∂ξηCµ + Γµ
αβ

(
∂ξ Aα∂ηCβ + ∂η Aα∂ξCβ

)
+ ∂ρΓµ

αβBρ
(

∂ξ Aα∂ηBβ + ∂η Aα∂ξ Bβ
)
+ Γµ

αβ∂ξ Bα∂ηBβ

+
[
∂ρΓµ

αβCρ + ∂ργΓµ
αβBρBγ

]
∂ξ Aα∂η Aβ = 0. (3.131)

De forma similar al caso de la norma conforme, las ecuaciones de constricción no

juegan ningún papel para el orden cero de la perturbación ya que este representa

la solución de un objeto puntual moviéndose sobre un espacio-tiempo de fondo.

Debido a esto concentramos nuestra atención a las constricciones para el primer

y segundo orden. De las expresiones generales (3.107, 3.108) y recordando que la

ecuación de constricción Tξη = 0 se satisface idénticamente (3.36) tenemos que,

T(1)
ξξ = 2∂ξ Aµ∂ξ BνGµν + ∂ξ Aµ∂ξ Aν∂ρGµνBρ = 0, (3.132)

T(1)
ηη = 2∂η Aµ∂ηBνGµν + ∂η Aµ∂η Aν∂ρGµνBρ = 0, (3.133)
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y para el segundo orden,

T(2)
ξξ = 2∂ξ Aµ∂ξCνGµν + ∂ξ Bµ∂ξ BνGµν

+ 2∂ξ Aµ∂ξ Bν∂ρGµνBρ

+ ∂ξ Aµ∂ξ Aν

[
∂ρGµνCρ +

1
2

∂ραGµνBρBα

]
, (3.134)

T(2)
ηη = 2∂η Aµ∂ηCνGµν + ∂ηBµ∂ηBνGµν

+ 2∂η Aµ∂ηBν∂ρGµνBρ

+ ∂η Aµ∂η Aν

[
∂ρGµνCρ +

1
2

∂ραGµνBρBα

]
. (3.135)

Las componentes de la métrica inducida las podemos encontrar a cada orden a

partir de las expresiones (3.109, 3.110 y 3.111),

g(0)ξξ = ∂ξ Aµ∂ξ AνGµν,

g(0)ηη = ∂η Aµ∂η AνGµν,

g(0)ξη = ∂ξ Aµ∂η AνGµν. (3.136)

Al ser la solución de orden cero la que describe el movimiento del centro de masa

Aµ = Aµ(τ). En una norma tipo nula las coordenadas están relacionadas con

las coordenadas de la norma conforme mediante (3.24), de manera que para la

solución a orden cero tenemos que,

Aµ = Aµ
(

1
2 [F(ξ) + G(η)]

)
,
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de manera que existe la relación entre las derivadas respecto a los parámetros de

la norma nula,

∂ξ Aµ =
dξ F
dηG

∂η Aν, (3.137)

donde dxa F = dF
dxa . Usando esta condición es fácil ver que el determinante de la

métrica al orden cero se anula, por lo que tenemos una métrica degenerada.

En lo que respecta al primer orden tenemos,

g(1)ξξ = 2∂ξ Aµ∂ξ BνGµν + ∂ξ Aµ∂ξ Aν∂ρGµνBρ, (3.138)

g(1)ηη = 2∂η Aµ∂ηBνGµν + ∂η Aµ∂η Aν∂ρGµνBρ, (3.139)

g(1)ξη =
(
∂ξ Aµ∂ηBν + ∂ξ Bµ∂η Aν

)
Gµν + ∂ξ Aµ∂η Aν∂ρGµνBρ. (3.140)

Observamos que las dos primeras componentes son cero, g(1)ξξ = 0 y g(1)ηη = 0 una

vez que aplicamos las constricciones (3.132 y 3.133). Utilizando la relación (3.137)

en las constricciones (3.132 y 3.133) obtenemos que,

2
[(

∂ξ Aµ∂ηBν + ∂ξ Bµ∂η Aν
)

Gµν + ∂ξ Aµ∂η Aν∂ρGµνBρ
]
= 0, (3.141)

lo que nos indica que también la componente fuera de la diagonal de la métrica

inducida se hace cero,

g(1)ξη = 0. (3.142)

Esto nos obliga a considerar los términos de segundo orden en la expansión per-
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turbativa para las componentes de la métrica,

g(2)ξξ = 2∂ξ Aµ∂ξCνGµν + ∂ξ Bµ∂ξ BνGµν

+ 2∂ξ Aµ∂ξ Bν∂ρGµνBρ

+ ∂ξ Aµ∂ξ Aν

[
∂ρGµνCρ +

1
2

∂ραGµνBρBα

]
, (3.143)

g(2)ηη = 2∂η Aµ∂ηCνGµν + ∂ηBµ∂ηBνGµν

+ 2∂η Aµ∂ηBν∂ρGµνBρ

+ ∂η Aµ∂η Aν

[
∂ρGµνCρ +

1
2

∂ραGµνBρBα

]
, (3.144)

y finalmente,

g(2)ξη =
(
∂ξ Aµ∂ηCν + ∂ξCµ∂η Aν

)
Gµν + ∂ξ Bµ∂ηBνGµν

+
(
∂ξ Aµ∂ηBν + ∂ξ Bµ∂η Aν

)
∂ρGµνBρ

+ ∂ξ Aµ∂η Aν

[
∂ρGµνCρ +

1
2

∂ραGµνBρBα

]
. (3.145)

Examinando las ecuaciones de constricción (3.134 y 3.135) vemos que las compo-

nentes de la diagonal se anulan g(2)ξξ = g(2)ηη = 0, mientras que de forma similar al

primer orden, considerando la relación (3.137) en las ecuaciones de constricción
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(3.134 y 3.135) obtenemos,

(
∂ξ Aµ∂ηCν + ∂ξCµ∂η Aν

)
Gµν +

(
∂ξ Aµ∂ηBν + ∂ξ Bµ∂η Aν

)
∂ρGµνBρ

+ ∂ξ Aµ∂η Aν

[
∂ρGµνCρ +

1
2

∂ραGµνBρBα

]
= −1

2

(
dηG
dξ F

∂ξ Bµ∂ξ Bν +
dξ F
dηG

∂ηBµ∂ηBν

)
Gµν. (3.146)

Aplicando este resultado sobre la componente g(2)ξη (3.145) obtenemos,

g(2)ξη = −1
2

(
dηG
dξ F

∂ξ Bµ∂ξ Bν +
dξ F
dηG

∂ηBµ∂ηBν

)
Gµν + ∂ξ Bµ∂ηBνGµν, (3.147)

que es la componente fuera de la diagonal de la métrica inducida después de

aplicar las constricciones. Este resultado coincide con el de la norma conforme

(3.125) considerando la transformación entre componentes de las métricas,

gξη =
∂xa

∂ξ

∂xb

∂η
gab, a, b = τ, σ (3.148)

debido al cambio de coordenadas general (3.24), y considerando el resultado de

las constricciones gττ = −gσσ. De manera que podemos calcular en la norma

conforme la componente gσσ y luego aplicar la transformación de coordenadas

para tener,

gξη(ξ, η) = −1
2

dξ F dηG gσσ (τ(ξ, η), σ(ξ, η)) . (3.149)

Como hemos visto, se puede trabajar tanto en la norma conforme como en la nula

y pasar de una descripción a otra con los debidos cambios de coordenadas según

sea conveniente, esto como consecuencia de la invariancia ante reparametriza-

ciones que la teoría en su régimen perturbativo posee. A continuación trabajare-
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mos sobre el espectro topológico en el caso de soluciones perturbativas utilizando

la norma tipo nula.

3.5.2. El espectro topológico para soluciones perturbativas

Con la forma general de la métrica inducida para el caso de soluciones perturbati-

vas ya calculada, podemos abordar el análisis sobre el procedimiento para obtener

el espectro topológico en esta situación. Como hemos visto en la sección anterior

para el caso de un espacio de fondo de Minkowski, es posible trabajar en una nor-

ma tipo nula para realizar el cálculo del espectro topológico. Trabajaremos en la

norma nula a lo largo de esta sección y al final expondremos el mismo resultado

para la norma conforme; además supondremos que la solución a orden cero es en

general una función que depende tanto de τ como de σ y que la métrica inducida

a cada orden existe y es no degenerada. Considerando hasta el segundo orden en

la expansión perturbativa, el elemento de línea para la métrica inducida puede ser

escrito como,

ds2 ≈ 2
[

g(0)ξη + εg(1)ξη + ε2g(2)ξη

]
dξ dη. (3.150)

De manera similar al caso de soluciones exactas, buscamos una base ortogonal

dual {θa}, a = 1, 2, tal que el elemento de línea se pueda expresar como ds2 =

−θ1 ⊗ θ1 + θ2 ⊗ θ2. Pero esta vez una expansión perturbativa para la base dual

debe ser tomada en cuenta,

θ1 ≈ θ1
(0) + ε θ1

(1) + ε2 θ1
(2),

θ2 ≈ θ2
(0) + ε θ2

(1) + ε2 θ2
(2), (3.151)
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y el elemento de línea hasta el segundo orden toma la forma siguiente,

ds2 ≈ −θ1
(0) ⊗ θ1

(0) + θ2
(0) ⊗ θ2

(0) + ε
[
2
(
−θ1

(0) ⊗ θ1
(1) + θ2

(0) ⊗ θ2
(1)

)]
+ ε2

[
2
(
−θ1

(0) ⊗ θ1
(2) + 2θ2

(0) ⊗ θ2
(2)

)
− θ1

(1) ⊗ θ1
(1) + θ2

(1) ⊗ θ2
(1)

]
. (3.152)

Las primeras ecuaciones de estructura de Cartan para la uno-forma de conexión

son, para el orden cero,

ε0 : dθa
(0) + ωa

b
(0) ∧ θb

(0) = 0, (3.153)

primer orden,

ε1 : dθa
(1) + ωa

b
(0) ∧ θb

(1) + ωa
b
(1) ∧ θb

(0) = 0, (3.154)

y para el segundo orden,

ε2 : dθa
(2) + ωa

b
(0) ∧ θb

(2) + ωa
b
(2) ∧ θb

(0) + ωa
b
(1) ∧ θb

(1) = 0. (3.155)

Las segundas ecuaciones de Cartan para la dos-forma de curvatura en todos los

órdenes son,

ε0 : Ra
b
(0) = dωa

b
(0) + ωa

c
(0) ∧ ωc

b
(0), (3.156)

ε1 : Ra
b
(1) = dωa

b
(1) + ωa

c
(0) ∧ ωc

b
(1) + ωa

c
(1) ∧ ωc

b
(0). (3.157)

ε2 : Ra
b
(2) = dωa

b
(2) + ωa

c
(0) ∧ ωc

b
(2) + ωa

c
(2) ∧ ωc

b
(0) + ωa

c
(1) ∧ ωc

b
(1). (3.158)
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A partir de estas expresiones para la base dual, la uno-forma de conexión, la dos-

forma de curvatura y la métrica inducida, podemos deducir la expresión general

para la clase característica de Euler a cada orden. El análisis a orden cero es exac-

tamente el mismo que para el caso de soluciones exactas, solamente basta reem-

plazar las cantidades de orden cero en lugar de gξη en (3.27-3.29). De manera que

escogiendo la base dual como,

θ1
(0) =

1
2

g(0)ξη dξ − dη,

θ2
(0) =

1
2

g(0)ξη dξ + dη, (3.159)

la única componente independiente de la uno-forma de conexión es,

ω1
2
(0) = − 1

g(0)ξη

∂g(0)ξη

∂η
dη. (3.160)

Y de esta conexión se sigue la única componente independiente para la dos-forma

de curvatura,

R1
2
(0) = − ∂

∂ξ

 1

g(0)ξη

∂g(0)ξη

∂η

 dξ ∧ dη. (3.161)

Así de la dos-forma de curvatura (3.161) la clase característica de Euler (3.16) está

dada por,

e(0)(P) =
1

2π

∂

∂ξ

[
1

gξη
(0)

∂gξη
(0)

∂η

]
dξ ∧ dη, (3.162)

la cual integrada sobre la variedad base nos da como resultado el espectro to-

pológico a orden cero en la expansión perturbativa; claramente, lo único que se

requiere es la componente de la métrica inducida a orden cero g(0)ξη .

La parte del elemento de línea (3.150) que se refiere al primer orden debe ser expre-
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sada en términos de la base dual para los órdenes cero y primero, como se puede

observar de (3.152). Proponiendo para la base dual a primer orden,

θ1
(1) = A′(ξ, η)dξ + B′(ξ, η)dη,

θ2
(1) = C′(ξ, η)dξ + D′(ξ, η)dη, (3.163)

y usando (3.159) llegamos a las condiciones A′ = C′ y B′ = −D′. De manera que

para expresar la parte de primer orden del elemento de línea en términos de la

base dual se requiere que A′ y B′ cumplan,

g(1)ξη = −g(0)ξη B′ + 2A′. (3.164)

Existen muchas posibilidades para escoger las funciones A′ y B′, pero todas ellas

llevan al mismo resultado final para la dos-forma de curvatura, a pesar de provenir

de distintas uno-formas de conexión. Esta independencia de la conexión al obte-

ner la dos-forma de curvatura es un caso especial para variedades de dimensión

dos. Esto se debe a que la cantidad que realmente es independiente de la cone-

xión para cualquier número de dimensiones par es la clase característica de Euler,

la cual es un polinomio invariante bajo la acción del grupo ortogonal especial y

que puede ser expresada como un polinomio en la curvatura [48]; así en el caso de

una variedad de dimensión dos la forma de Euler es proporcional a la única com-

ponente independiente de la curvatura (3.16). Para ser concretos seleccionamos

B′ = 1 y A′ = 1
2(g(0)ξη + g(1)ξη ), obteniendo para la base dual de primer orden,

θ1
(1) =

1
2

(
g(0)ξη + g(1)ξη

)
dξ + dη,

θ2
(1) =

1
2

(
g(0)ξη + g(1)ξη

)
dξ − dη. (3.165)
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A partir de la primera ecuación de Cartan a primer orden (3.154) y escribiendo la

componente independiente de la conexión como ω1
2
(1) = a′(ξ, η)dξ + b′(ξ, η)dη

llegamos a las ecuaciones que determinan el valor de las funciones a′ y b′,

−1
2

∂

∂η

(
g(0)ξη + g(1)ξη

)
+

1
2

1

g(0)ξη

∂g(0)ξη

∂η

(
g(0)ξη + g(1)ξη

)
+ a′ − 1

2
g(0)ξη b′ = 0,

−1
2

∂

∂η

(
g(0)ξη + g(1)ξη

)
+

1
2

1

g(0)ξη

∂g(0)ξη

∂η

(
g(0)ξη + g(1)ξη

)
− a′ − 1

2
g(0)ξη b′ = 0, (3.166)

donde (3.159, 3.160) fueron consideradas. La solución para el conjunto de ecua-

ciones arriba expuesto es,

a′ = 0,

b′ =
g(1)ξη

g(0)ξη
2

∂g(0)ξη

∂η
− 1

g(0)ξη

∂g(1)ξη

∂η
, (3.167)

obteniendo finalmente para la parte de primer orden la única componente inde-

pendiente de la uno-forma de conexión,

ω1
2
(1) =

 g(1)ξη

g(0)ξη
2

∂g(0)ξη

∂η
− 1

g(0)ξη

∂g(1)ξη

∂η

 dη. (3.168)

A partir de R1
2
(1) = dω1

2
(1) la componente independiente a primer orden de la

dos-forma de curvatura toma la forma,

R1
2
(1) = − ∂2

∂ξ∂η

 1

g(0)ξη

g(1)ξη

 dξ ∧ dη, (3.169)
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y a partir de esto determinamos la clase característica de Euler (3.16),

e(1)(P) =
1

2π

∂2

∂ξ∂η

 1

g(0)ξη

g(1)ξη

 dξ ∧ dη. (3.170)

Para el segundo orden podemos hacer un análisis similar a partir de que el ele-

mento de línea correspondiente al segundo orden en la métrica inducida en la

norma nula (3.150) ds2
(2) = 2g(2)ξη dξdη, debe poder expresarse en términos de la

base ortonormal involucrando hasta el segundo orden (3.152),

ds2
(2) = 2

(
−θ1

(0) ⊗ θ1
(2) + 2θ2

(0) ⊗ θ2
(2)

)
− θ1

(1) ⊗ θ1
(1) + θ2

(1) ⊗ θ2
(1). (3.171)

Utilizando los resultados previos para los órdenes cero y primero (3.159, 3.165) y

proponiendo la base dual a segundo orden como,

θ1
(2) = A(ξ, η)dξ + B(ξ, η)dη,

θ2
(2) = C(ξ, η)dξ + D(ξ, η)dη,

encontramos las condiciones C = A y D = −B; a su vez las funciones A y B deben

cumplir,

g(2)ξη = 2A − (B + 1)g(0)ξη − g(1)ξη . (3.172)

Escogiendo B = −1 la otra función se reduce a A = 1
2

(
g(2)ξη + g(1)ξη

)
. Cabe men-

cionar una vez más que en este caso en particular de dos dimensiones la dos-

forma de curvatura es independiente de esta elección. Finalmente obtenemos para
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la base dual a segundo orden,

θ1
(2) =

1
2

(
g(2)ξη + g(1)ξη

)
dξ − dη,

θ2
(2) =

1
2

(
g(2)ξη + g(1)ξη

)
dξ + dη. (3.173)

A través de la primera ecuación de Cartan correspondiente (3.155), utilizando

(3.160, 3.168) y proponiendo la conexión a segundo orden como ω1
2
(2) = a(ξ, η)dξ +

b(ξ, η)dη podemos encontrar las ecuaciones que determinan la uno-forma de co-

nexión,

− 1
2

∂

∂η

(
g(2)ξη + g(1)ξη

)
+

1
2

1

g(0)ξη

(
g(2)ξη + g(1)ξη

) ∂g(0)ξη

∂η

+ a − 1
2

b g(0)ξη +
1
2

(
g(1)ξη + g(0)ξη

)  1

g(0)ξη

∂g(1)ξη

∂η
−

g(1)ξη

g(0)ξη
2

∂g(0)ξη

∂η

 = 0, (3.174)

− 1
2

∂

∂η

(
g(2)ξη + g(1)ξη

)
+

1
2

1

g(0)ξη

(
g(2)ξη + g(1)ξη

) ∂g(0)ξη

∂η

− a − 1
2

b g(0)ξη +
1
2

(
g(1)ξη + g(0)ξη

)  1

g(0)ξη

∂g(1)ξη

∂η
−

g(1)ξη

g(0)ξη
2

∂g(0)ξη

∂η

 = 0. (3.175)

Solucionando este par de ecuaciones obtenemos,

a = 0,

b = − ∂

∂η

g(2)ξη

g(0)ξη

+
1
2

1

g(0)ξη
2

∂g(1)ξη
2

∂η
+

1
2

g(1)ξη
2 ∂

∂η

 1

g(0)ξη
2

 , (3.176)

131



ESPECTRO TOPOLÓGICO DE LA CUERDA BOSÓNICA

de manera que la única componente independiente de la uno-forma de conexión

para el segundo orden es,

ω1
2
(2) =

∂

∂η

1
2

g(1)ξη

g(0)ξη

2

−
g(2)ξη

g(0)ξη

 dη. (3.177)

De la segunda ecuación de estructura de Cartan para el orden correspondiente

encontramos la única componente independiente de la dos-forma de curvatura

para el segundo orden en la expansión perturbativa,

R1
2
(2) = − ∂2

∂ξ∂η

g(2)ξη

g(0)ξη

− 1
2

g(1)ξη

g(0)ξη

2
 dξ ∧ dη. (3.178)

Habiendo calculado la componente de la dos-forma de curvatura es inmediato

encontrar la forma de Euler correspondiente al segundo orden,

e(2)(P) =
1

2π

∂2

∂ξ∂η

g(2)ξη

g(0)ξη

− 1
2

g(1)ξη

g(0)ξη

2
 dξ ∧ dη. (3.179)

Vale la pena mencionar que se puede lograr el mismo resultado empezando por

la expresión para la dos-forma de curvatura para el caso de soluciones exactas

(3.28) y considerando la expansión perturbativa de la métrica inducida gab hasta

el segundo orden,

gab ≈ g(0)ab + εg(1)ab + ε2g(2)ab , (3.180)

mientras que la versión contravariante es,

gab ≈ gab
(0) − εgab

(1) − ε2gab
(2) + ε2ga

c
(1)gcb

(1). (3.181)
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Introduciendo esta expansión (3.180) en la expresión para la dos-forma de cur-

vatura (3.28) tenemos,

R1
2 ≈ − ∂

∂ξ

 1

g(0)ξη + εg(1)ξη + ε2g(2)ξη

∂

∂η

(
g(0)ξη + εg(1)ξη + ε2g(2)ξη

) dξ ∧ dη, (3.182)

y considerando la expansión de Taylor del primer término en los paréntesis cuadra-

dos hasta el segundo orden,

1

g(0)ξη + εg(1)ξη + ε2g(2)ξη

=
1

g(0)ξη

[
1 +

(
ε

g(1)ξη

g(0)ξη

+ ε2 g(2)ξη

g(0)ξη

)]

≈ 1

g(0)ξη

1 −

ε
g(1)ξη

g(0)ξη

+ ε2
g(2)ξη

g(0)ξη

+

ε
g(1)ξη

g(0)ξη

+ ε2
g(2)ξη

g(0)ξη

2


≈ 1

g(0)ξη

− ε
g(1)ξη

g(0)ξη
2
− ε2

g(2)ξη

g(0)xiη
2
+ ε2

g(1)ξη
2

g(0)ξη
3

, (3.183)

encontramos la dos-forma de curvatura hasta el segundo orden en la expansión

perturbativa de la métrica inducida,

R1
2 ≈ − ∂

∂ξ

 1

g(0)ξη

∂g(0)ξη

∂η

 dξ ∧ dη − ε
∂2

∂ξ∂η

g(1)ξη

g(0)ξη

 dξ ∧ dη

− ∂2

∂ξ∂η

g(2)ξη

g(0)ξη

− 1
2

g(1)ξη

g(0)ξη

2
 dξ ∧ dη. (3.184)

Esta expresión coincide con las expresiones para la dos-forma de curvatura para

cada orden en la perturbación (3.161, 3.169, 3.178), siendo así que perturbar la

base ortonormal desde un principio y calcular la dos-forma de curvatura es equi-
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valente a introducir la perturbación de la métrica inducida en la expresión final

para la curvatura. El mismo tratamiento se puede utilizar en la norma conforme

de manera que obtenemos para la clase característica de Euler hasta el segundo

orden,

e(0)(𝒫) = − 1
4π

[
∂τ

(
1

g(0)σσ

∂τg(0)σσ

)
− ∂σ

(
1

g(0)σσ

∂σg(0)σσ

)]
dτ ∧ dσ, (3.185)

e(1)(𝒫) = − 1
4π

ε

[
∂τ

(
1

g(0)σσ

∂τg(1)σσ − g(1)σσ

g(0)σσ
2

∂τg(0)σσ

)

− ∂σ

(
1

g(0)σσ

∂σg(1)σσ − g(1)σσ

g(0)σσ
2

∂σg(0)σσ

)]
dτ ∧ dσ, (3.186)

e(2)(𝒫) = − 1
4π

ε2

{
∂τ

[
1

g(0)σσ

∂τg(2)σσ − g(1)σσ

g(0)σσ
2

∂τg(1)σσ −
(

g(2)σσ

g(0)σσ
2
− g(1)σσ

2

g(0)σσ
3

)
∂τg(0)σσ

]

− ∂σ

[
1

g(0)σσ

∂σg(2)σσ − g(1)σσ

g(0)σσ
2

∂σg(1)σσ −
(

g(2)σσ

g(0)σσ
2
− g(1)σσ

2

g(0)σσ
3

)
∂σg(0)σσ

]}
dτ ∧ dσ. (3.187)

Con la forma de Euler para cada orden en la expansión perturbativa (3.162, 3.170

y 3.179) podemos calcular la expresión para el espectro topológico al orden corres-

pondiente.

Habiendo desarrollado el formalismo para encontrar la forma de Euler para cada

orden en la expansión perturbativa de la solución a las ecuaciones de movimiento

de la cuerda, podemos seguir con el cálculo del espectro topológico para algunos

ejemplos. El espectro topológico, como hemos visto, se obtiene a cada orden in-

tegrando la forma de Euler sobre la variedad base, de manera similar al caso de
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las soluciones exactas. Así las cantidades relevantes que debemos encontrar son

la función métrica gσσ ó gξη a los distintos órdenes.

3.5.3. Ejemplos

Como hemos visto hacia el final de la sección 3.5.1, en el caso en que la solución

a orden cero representa el movimiento del centro de masa, la métrica inducida a

orden cero no existe y a primer orden es degenerada. De manera que es necesario

ir hasta el segundo orden para calcular la métrica inducida; encontramos que una

vez que se han considerado las constricciones la métrica inducida a segundo orden

es conformalmente plana y el factor conforme está en función de las soluciones a

primer orden solamente (3.125),

g(2)σσ = ∂σBµ∂σBνGµν. (3.188)

En el desarrollo que hicimos al principio de la subsección 3.5.2 para encontrar la

clase característica de Euler en el régimen perturbativo se consideraron soluciones

generales para el orden cero de la expansión perturbativa, Aµ = Aµ(τ, σ); de tal

forma que las métricas inducidas a cada orden en principio existen y no están

degeneradas. En el método de perturbaciones alrededor de la solución del centro

de masa no se cumplen estas suposiciones y por lo tanto la primer contribución

a la métrica inducida en la expansión perturbativa que se obtiene es la correspon-

diente al segundo orden. Debido a esto la forma de Euler no la podemos calcular

a partir de (3.187), sin embargo a través de la métrica inducida a segundo orden
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podemos calcular la clase característica,

e(𝒫) = − 1
4π

[
∂τ

(
1

g(2)σσ

∂τg(2)σσ

)
− ∂σ

(
1

g(2)σσ

∂σg(2)σσ

)]
dτ ∧ dσ. (3.189)

Al igual que cuando la cuerda se propaga sobre un fondo de Minkowski, obtener

una expresión para el espectro topológico para el caso general en que todos los

coeficientes de los modos de oscilación son distintos de cero resulta sumamente

complicado. Por lo tanto se abordarán algunos casos en que solamente algunos

modos de oscilación tienen coeficientes distintos de cero.

Espacio-tiempo de de Sitter

Como primer ejemplo de cómo calcular el espectro topológico para algún caso

específico consideramos una cuerda propagándose sobre un espacio-tiempo de de

Sitter. Utilizamos el formalismo hasta el segundo orden y las soluciones de primer

orden expuestas en [18], ya que como hemos visto, no es necesario conocer las

soluciones a segundo orden debido a las constricciones. Además se considera el

formalismo que en trabajos posteriores Larsen y Sánchez [40, 66] adoptan para la

construcción de soluciones hasta primer orden expresado de manera covariante e

introduciendo lo que llaman perturbaciones comóviles (ver apéndice D); es decir,

perturbaciones como si fueran vistas por un observador que viaja con el centro

de masa de la cuerda. Para esto se introducen D − 1 vectores normales vµ
R que

cumplen las ecuaciones,

Gµνvµ
R∂τ Aν = 0 Gµνvµ

Rvν
S = δRS, (3.190)

y que una vez fijas, estas condiciones en un punto son transportados paralela-
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mente a lo largo de las geodésicas,

∂τ Aµ∇µvν
R = 0. (3.191)

De esta forma las soluciones a primer orden se escriben como

Bµ = δxRvµ
R, (3.192)

donde δxR son las perturbaciones comóviles que se expresan como una expansión

de Fourier en σ, δR(τ, σ) = ∑k DkR(τ)e−ikσ.

Se trabaja en unidades tales que G = 1, c = 1 y para estos casos en particular

1
2πα′ = 1. El espacio de fondo que se considera es la solución de de Sitter en D

dimensiones, esto es la solución con constante cosmológica positiva con elemento

de línea,

ds2 = −
(

1 − r2

l2

)
dt2 +

1

1 − r2

l2

dr2 + r2dΩ2
D−2, (3.193)

con dΩ2
D−2 el elemento de línea para una D − 2 esfera

dΩD−2 = r2
[
dθ2

1 + sen2 θ1dθ2
2 + · · ·+ sen2 θ1 · · · sen2 θD−3dθ2

D−2

]
. (3.194)

El escalar de curvatura para D dimensiones resulta ser constante y positivo,

R =
D(D − 1)

l2 =
2D

(D − 2)
Λ, (3.195)

de manera que la constante cosmológica Λ y l están relacionados de la siguiente

manera,

l2 =
(D − 1)(D − 2)

2Λ
. (3.196)
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Ahora escribimos las soluciones en la norma conforme para después calcular el

espectro topológico para algunos casos particulares.

Las soluciones para las ecuaciones de orden cero (3.113) y considerando una cuer-

da que cae radialmente en el espacio-tiempo están dadas por,

At(τ) = t(τ) = − l
2

ln

∣∣∣∣∣1 − E
m tgh m

l τ

1 + E
m tgh m

l τ

∣∣∣∣∣ ,

Ar(τ) = r(τ) =
l
m

√
E2 − m2 senh

m
l

τ,

AθR−1 = cte para R = 2, . . . , D − 1. (3.197)

Las soluciones para las ecuaciones de primer orden (3.114) son,

Bt(τ, σ) = − ∂τr

m
(

1 − r2

l2

) ∞

∑
k=1

[
γ1

ke−i(ωkτ−kσ) + γ1
k
*ei(ωkτ−kσ)

+ γ̃1
ke−i(ωkτ+kσ) + γ̃1

k
*ei(ωkτ+kσ)

]
, (3.198)

Br(τ, σ) = − E
m

∞

∑
k=1

[
γ1

ke−i(ωkτ−kσ) + γ1
k
*ei(ωkτ−kσ)

+ γ̃1
ke−i(ωkτ+kσ) + γ̃1

k
*ei(ωkτ+kσ)

]
, (3.199)

BθR−1(τ, σ) =
1

r sen θ1 sen θ2 · · · sen θR−2

∞

∑
k=1

[
γR

k e−i(ωkτ−kσ) + γR
k
*ei(ωkτ−kσ)

+ γ̃R
k e−i(ωkτ+kσ) + γ̃R

k
*ei(ωkτ+kσ)

]
, (3.200)
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para R = 2, . . . , D − 1 y donde la frecuencia de oscilación está dada por,

ωk =

√
k2 − m2

l2 para k ∈ Z. (3.201)

Podemos expresar estas soluciones en la notación polar, γR
k = rR

k e−iβR
k , γ̃R

k =

r̃R
k e−iβ̃R

k ,

Bt(τ, σ) = − 2∂τr

m
(

1 − r2

l2

) ∞

∑
k=1

[
r1

k cos(ωkτ − kσ + β1
k)

+ +r̃1
k cos(ωkτ + kσ + β̃1

k)
]

, (3.202)

Br(τ, σ) = −2E
m

∞

∑
k=1

[
r1

k cos(ωkτ − kσ + β1
k) + r̃1

k cos(ωkτ + kσ + β̃1
k)
]

, (3.203)

BθR−1(τ, σ) =
2

r sen θ1 sen θ2 · · · sen θR−2

∞

∑
k=1

[
rR−1

k cos(ωkτ − kσ + βR−1
k )

+ r̃R−1
k cos(ωkτ + kσ + β̃R−1

k )
]

. (3.204)

Las soluciones a primer orden para este caso presentan inestabilidades debido a la

que la frecuencia puede tomar valores puramente imaginarios, esto en contraste

con el caso de un fondo plano y los que veremos más adelante sobre un fondo

BTZ y AdS, en los cuales las frecuencias siempre son reales.

En este caso la expresión general para el factor conforme de la métrica inducida a
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segundo orden está dada por,

g(2)σσ (τ, σ) = 4
D−1

∑
R=1

[
∞

∑
k=1

k2
(

rR
k cos(ωkτ − kσ + βR

k ) + r̃R
k cos(ωkτ + kσ + β̃R

k )
)

×
∞

∑
s=1

s2
(

rR
s cos(ωsτ − sσ + βR

s ) + r̃R
s cos(ωsτ + sσ + β̃R

s )
) ]

. (3.205)

Debemos notar que esta expresión no depende de las soluciones a orden cero, pues

estas se eliminan al contraer las parciales respecto de σ de las soluciones a primer

orden con la métrica de fondo (3.188). De manera que toda la información sobre

la propagación sobre un fondo de de Sitter está en la frecuencia de oscilación de

los modos ωk.

Como primer caso consideramos solamente un modo de oscilación, ya sea derecho

o izquierdo en las direcciones t, r, es decir, R = 1, consideremos un modo k-ésimo

derecho en particular, la solución correspondiente es,

Bt(τ, σ) = − 2∂τr

m
(

1 − r2

l2

) [r1
k cos(ωkτ − kσ + β1

k)
]

,

Br(τ, σ) = −2E
m

[
r1

k cos(ωkτ − kσ + β1
k)
]

, (3.206)

y en todas las direcciones angulares cero, BθR−1(τ, σ) = 0. El factor conforme de la

métrica inducida es,

g(2)σσ = 4k2r2
k sen2(ωkτ − kσ + βk), (3.207)

y la forma de Euler toma la forma

e(2) =
ω2

k − k2

2π sen2(ωkτ − kσ + βk)
dτ ∧ dσ. (3.208)
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Integrando sobre la región delimitada por σ ∈ [0, 2π] y τ sobre un periodo, que

en este caso es 2π
ωk

obtenemos que el resultado es cero. De tal forma que no obten-

emos condiciones de discretización para los parámetros, en particular en lo que se

refiere a rk. Para el modo izquierdo tenemos la misma situación, así como para el

caso análogo en otras direcciones θR−1, R = 2, . . . , D − 1.

Ahora consideramos la situación de dos modos de oscilación, uno k-ésimo dere-

cho en las direcciones t, r, esto es R = 1 y uno s-ésimo izquierdo en dirección θ1,

R = 2. Cabe mencionar que el resultado es equivalente si encedemos el modo

izquierdo en cualquiera de las direcciones angulares. Las soluciones son,

Bt(τ, σ) = − 2∂τr

m
(

1 − r2

l2

) [r1
k cos(ωkτ − kσ + β1

k)
]

,

Br(τ, σ) = −2E
m

[
r1

k cos(ωkτ − kσ + β1
k)
]

,

Bθ1(τ, σ) =
2
r

[
r̃2

s cos(ωsτ + sσ + β̃2
s)
]

, (3.209)

y cero en las direcciones restantes. La expresión para la función métrica es,

g(2)σσ = 4
[
k2r2

k sen2(ωkτ − kσ + β2
s) + s2r̃2

s sen2(ωsτ + sσ + β̃2
s)
]

. (3.210)
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La forma de Euler resulta ser una expresión extensa,

e(2) = −
[

k4(r1
k)

4(k2 − ω2
k) sen2(ωkτ − kσ + β1

k)

+ s4(r̃2
s )

2(s2 − ω2
s ) sen2(ωsτ + sσ + β̃2

s)

+ k2s2(r1
k)

2(r̃2
s )

2
(
− 4(ks + ωkωs) cos(ωkτ − kσ + β1

k) cos(ωsτ + sσ + β̃2
s)

× sen(ωkτ − kσ + β1
k) sen(ωkτ − kσ + β1

k)

+ k2 sen2(ωsτ + sσ + β̃2
s)
[
sen2(ωkτ − kσ + β1

k)− cos2(ωkτ − kσ + β1
k)
]

+ s2 sen2(ωkτ − kσ + β1
k)
[
sen2(ωsτ + sσ + β̃2

s)− cos2(ωsτ + sσ + β̃2
s)
]

+
(

cos2(ωkτ − kσ + β1
k)− sen2(ωkτ − kσ + β1

k)
)

sen2(ωsτ + sσ + β̃2
s)ω

2
k

+
(

cos2(ωsτ + sσ + β̃2
s)− sen2(ωsτ + sσ + β̃2

s)
)

sen2(ωkτ − kσ + β1
k)ω

2
s

)]
/

2π
[
k2(r1

k)
2 sen2(ωkτ − kσ + β1

k) + s2(r̃2
s )

2 sen2(ωsτ + sσ + β̃2
s)
]2

dτ ∧ dσ.

(3.211)

Se puede observar que, siendo la frecuencia ωk =
√

k2 − m2

l2 , en general no existe

un periodo común en τ para las frecuencias ωk y ωs. De modo que la región de

integración en τ no puede ser realizada en un periodo, aun así el dominio de

integración puede ser cubierto por regiones tipo I, IV y tipo I I, I I I, tal como

se hizo en el caso de un fondo plano. Sin embargo, no es posible determinar el

número exacto de estas; por lo que tenemos que será una combinación lineal del

resultado sobre las regiones tipo I, IV y del tipo I I, I I I. Utilizando las coordenadas
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tipo nulo para cada región tenemos que la clase característica es,

e(2) = ±
{

k4(r1
k)

4(k2 − ω2
k)x2 + s4(r̃2

s )
4(s2 − ω2

s )y
2+

+ k2s2(r1
k)

2(r̃2
s )

2
[

y2(1 − 2x2)(ω2
k − k2) + x2(1 − 2y2)(ω2

s − s2)

− 4xy
√

1 − x2
√

1 − y2(ks + ωkωs)

]}
/[

2π(sωk + kωs)
√

1 − x2
√

1 − y2
(

k2(r1
k)

2x2 + s2(r̃2
s )

2y2
)2
]

dx ∧ dy, (3.212)

donde el signo negativo corresponde a las regiones tipo I y IV mientras que el

positivo a las regiones tipo I I I, IV. El resultado de integrar sobre x ∈ [−1, 1] y y ∈

[−1, 1] depende de nueva cuenta del orden de integración, si primero integramos

respecto a y y luego respecto a x tenemos,

∫
I,IV

e(2)dxdy = −
kr1

k(k
2 − ω2

k)

sr̃2
s (sωk + kωs)

, (3.213)

mientras que integrando en el orden inverso,

∫
I,IV

e(2)dydx = − sr̃2
s (s2 − ω2

s )

krk(sωk + kωs)
, (3.214)

en las regiones tipo I y IV. Para I I y I I I encontramos que,

∫
I I,I I I

e(2)dxdy =
kr1

k(k
2 − ω2

k)

sr̃2
s (sωk + kωs)

, (3.215)

y en el orden inverso,

∫
I I,I I I

e(2)dydx =
sr̃2

s (s2 − ω2
s )

krk(sωk + kωs)
. (3.216)
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Para cada orden de integración debemos considerar una combinación lineal de los

resultados para las regiones tipo I y IV y de los correspondientes a I I y I I I, de

manera que tenemos un espectro para el orden de integración “dxdy”,

µ
kr1

k(ω
2
k − k2)

sr̃2
s (sωk + kωs)

= n1, (3.217)

con µ una constante que depende del número de regiones de cada tipo que se

consideran y n1 ∈ Z. Y para el orden “dydx” obtenemos en principio un espectro

distinto,

µ
sr̃2

s (ω
2
s − s2)

krk(sωk + kωs)
= n2, (3.218)

con n2 ∈ Z. Así tenemos un espectro para cada orden de integración. En caso de

que k = s tenemos que para cualquier tipo de región el resultado para el orden

“dxdy” es,

2k
r1

k(ω
2
k − k2)

ωkr̃2
k

= n, (3.219)

con n ∈ Z y donde se han considerado 2k regiones tipo I, IV y otras 2k tipo I I,

I I I. Para el orden inverso basta intercambiar r1
k con r̃2

k . Esto es consistente con el

resultado de considerar el cociente entre (3.217) y (3.218),

r1
k

r̃2
s
=

s
k

√
n1

n2
, (3.220)

y exigir que el resultado de la integración sea el mismo para los dos órdenes de

integración, n1 = n2; de tal forma que

r1
k

r̃2
s
=

s
k

, (3.221)
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esto es, el cociente de las amplitudes de los modos de oscilación debe ser un

número racional, y en particular se cumple para k = s. Debemos notar que en el ca-

so de que las frecuencias de oscilación sean las del caso de un fondo de Minkowski,

ωk = k y ωs = s, el resultado coincide con el que obtuvimos (3.68-3.73), es decir,

no hay una condición de discretización para los parámetros r1
k y r̃2

s .

A continuación consideramos tener un modo de oscilación k-ésimo derecho γ1
k y

uno s-ésimo izquierdo γ̃1
s en las direcciones t, r, esto es R = 1. Las soluciones son,

Bt(τ, σ) = − 2∂τr

m
(

1 − r2

l2

) [r1
k cos(ωkτ − kσ + β1

k)

+ r̃1
s cos(ωsτ + sσ + β̃1

s)
]

, (3.222)

Br(τ, σ) = −2E
m

[
r1

k cos(ωkτ − kσ + β1
k) + r̃1

s cos(ωsτ + sσ + β̃1
s)
]

, (3.223)

con BθR−1(τ, σ) = 0, para toda R = 2, . . . , D − 1. La función métrica factor con-

forme de la métrica inducida a segundo orden es,

g(2)σσ = 4
[

kr1
k sen(ωkτ − kσ + β1

k)− sr̃1
s sen(ωsτ + sσ + β̃1

s)

]
, (3.224)

a partir de la cual podemos calcular la clase característica de Euler a segundo
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orden, e(2),

e(2) =

{
k2(r1

k)
2(ω2

k − k2) + s2(r̃1
s )

2(ω2
s − s2)

− ksr1
k r̃1

s

[
2(ks + ωkωs) cos(ωkτ − kσ + β1

k) cos(ωsτ + sσ + β̃1
s)

+ (ω2
k − k2 + ω2

s − s2) sen(ωkτ − kσ + β1
k) sen(ωsτ + sσ + β̃1

s)

]}
/

2π
[
kr1

k sen(ωkτ − kσ + β1
k)− sr̃1

s sen(ωsτ + sσ + β̃1
s)
]2

dτ ∧ dσ. (3.225)

La situación es similar al caso anterior en cuanto a que no podemos encontrar un

periodo comun en τ para las frecuencias ωk y ωs. Utilizando el mismo procedi-

miento de cambiar de variables a las coordenadas tipo I, I I, I I I y IV encontramos

que la forma de Euler se expresa como,

e(2) = ±
{

k2(r1
k)

2(ω2
k − k2) + s2(r̃1

s )
2(ω2

s − s2)

− ksr1
k r̃1

s

[
(ω2

k − k2 + ω2
s − s2)xy + 2(ks + ωkωs)

√
1 − x2

√
1 − y2

]}
/

2π(sωk + kωs)
√

1 − x2
√

1 − y2(kr1
k x − sr̃1

s y)2 dx ∧ dy, (3.226)

con el signo positivo correspondiendo a las regiones tipo I, IV y el signo negativo

para I I y I I I. El resultado de la integración sobre todas las regiones sobre x ∈

[−1, 1] y y ∈ [−1, 1] depende, al igual que los casos que hemos visto, del orden de

integración, de manera tal que tenemos para las regiones tipo I y IV,

∫
I,IV

e(2)dxdy =
4
π

ks + ωkωs

sωk + kωs
arctanh

(
kr1

k
sr̃1

s

)
+ i

kr1
k(k

2 − ω2)

sr̃1
s (sωk + kωs)

, (3.227)
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invirtiendo el orden de integración,

∫
I,IV

e(2)dydx =
4
π

ks + ωkωs

sωk + kωs
arctanh

(
sr̃1

s

kr1
k

)
+ i

sr̃1
s (s2 − ω2

s )

kr1
k(sωk + kωs)

. (3.228)

Mientras que para las regiones tipo I I y I I I obtenemos,

∫
I,IV

e(2)dxdy =
4
π

ks + ωkωs

sωk + kωs
arctanh

(
kr1

k
sr̃1

s

)
− i

kr1
k(k

2 − ω2)

sr̃1
s (sωk + kωs)

, (3.229)

y

∫
I,IV

e(2)dydx =
4
π

ks + ωkωs

sωk + kωs
arctanh

(
sr̃1

s

kr1
k

)
− i

sr̃1
s (s2 − ω2

s )

kr1
k(sωk + kωs)

. (3.230)

Al no tener un periodo en común en τ consideramos una combinación lineal de

los resultados de cada tipo de región, así para el orden de integración “dxdy” se

tiene un espectro,

µ

[
4
π

ks + ωkωs

sωk + kωs
arctanh

(
kr1

k
sr̃1

s

)
+ i

kr1
k(k

2 − ω2)

sr̃1
s (sωk + kωs)

]
= n1, (3.231)

y cuando “dydx” se obtiene otro espectro topológico,

µ

[
4
π

ks + ωkωs

sωk + kωs
arctanh

(
sr̃1

s

kr1
k

)
+ i

sr̃1
s (s2 − ω2

s )

kr1
k(sωk + kωs)

]
= n2, (3.232)

con n1, n2 ∈ Z. Analizando estas expresiones vemos que el primer término en

el lado izquierdo de la igualdad es principio un número que puede ser entero

siempre y cuando kr1
k

sr̃1
s
< 1 y sr̃1

s
kr1

k
< 1, mientras que el segundo sumando es un

número puramente imaginario. Al ser esta expresión un número entero, n1 ó n2,

necesariamente este segundo término imaginario tiene que ser cero. Esto implica
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que tanto ω2
k = k2 y ω2

s = s2. Recordando que ω2
k =

√
k2 − m2

l2 tenemos como

consecuencia m2

l2 = 0, de tal forma si consideramos que m ̸= 0 debido a (3.116),

entonces la constante cosmológica debe ser cero Λ = 0. Esto en el espacio de fondo

(3.193) significa que recuperamos tanto el espacio de Minkowski como el espectro

que encontramos anteriormente para tal caso. Podemos concluir que en este caso

no existe espectro topológico sobre un fondo de de Sitter dada tal configuración

de modos de oscilación con ωk ̸= ωs. Si consideramos que ωk = ωS tenemos que

la región de integración en dirección τ tiene un comportamiento periódico con

periodo 2π
ωk

. Esto significa que para cubrir la región de integración, σ ∈ [0, 2π],

τ ∈ [0, 2π
ωk
], necesitamos sumar el resultado de un número igual de regiones tipo I,

IV y tipo I I, I I I. El resultado, en este caso para las regiones tipo I y IV en ambos

órdenes de integración,

∫
I,IV

e(2)dxdy =
2
π

(k2 + ω2
k)

kωk
arctanh

(
r1

k
r̃1

k

)
+ i

r1
k(k

2 − ω2
k)

2kr̃1
kωk

, (3.233)

∫
I I,I I I

e(2)dydx =
2
π

(k2 + ω2
k)

kωk
arctanh

(
r̃1

k
r1

k

)
+ i

r̃1
k(k

2 − ω2
k)

2kr1
kωk

, (3.234)

mientras que para las regiones tipo I I, I I I,

∫
I,IV

e(2)dxdy =
2
π

(k2 + ω2
k)

kωk
arctanh

(
r1

k
r̃1

k

)
− i

r1
k(k

2 − ω2
k)

2kr̃1
kωk

, (3.235)

∫
I I,I I I

e(2)dydx =
2
π

(k2 + ω2
k)

kωk
arctanh

(
r̃1

k
r1

k

)
− i

r̃1
k(k

2 − ω2
k)

2kr1
kωk

. (3.236)

Al sumar los resultados de las regiones la parte imaginaria se anula y obtenemos
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para el orden de integración “dxdy”,

4k2 2
π

(k2 + ω2
k)

kωk
arctanh

(
r1

k
r̃1

k

)
= n (3.237)

mientras que para el orden inverso “dydx”,

4k2 2
π

(k2 + ω2
k)

kωk
arctanh

(
r̃1

k
r1

k

)
= n. (3.238)

Vemos que se establece una relación discreta entre las amplitudes de los modos

de oscilación r1
k , r̃1

k y que estable un orden entre ellas, ya sea r1
k < r̃1

k ó r1
k > r̃1

k ; a

diferencia del caso en que el fondo es de Minkowski, también participa en dicha

relación de discretización la constante cosmológica debido a que ωk =
√

k2 − m2

l2 .

De manera similar al caso plano podemos considerar una expresión que sea válida

para cualquier orden de las amplitudes de los modos de oscilación,

2k
π

(k2 + ω2
k)

ωk
ln

[
(r1

k + r̃1
k)

2

(r1
k − r̃1

k)
2

]
= n, (3.239)

con n ∈ Z. Estos resultados se reducen a los correspondientes que obtuvimos

considerando un fondo plano (3.82), de tal forma que son consistentes en el límite

en que la constante cosmológica tiende a cero, Λ → 0.

A continuación estudiamos los casos en que la cuerda se propaga sobre un fondo

BTZ con J = 0 y Q = 0 y un espacio-tiempo de anti de Sitter. Expondremos las

soluciones y veremos que no es necesario repetir el análisis recién hecho y que

basta simplemente con tomar los resultados que hemos obtenido para el fondo de

de Sitter simplemente considerando que ls expresión de la frecuencia de oscilación

cambia para estos otros casos.
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Espacio de fondo BTZ

Ahora se considera como espacio-tiempo de fondo la solución de Bañados, Teit-

elboim y Zanelli (BTZ) en 2 + 1 dimensiones con constante cosmológica negativa

[6] para el caso particular en que se describe un agujero negro sin rotación J = 0

y neutro Q = 0, de manera que la métrica que describe dicho espacio-tiempo

depende del parámetro de masa M y de la constante cosmológica l2 = − 1
Λ .

La métrica del espacio-tiempo de fondo 𝐺 se expresa utilizando como coordena-

das del espacio-tiempo {t, r, φ}, y el elemento de línea tiene la siguiente forma,

ds2 = −
(

r2

l2 − M
)

dt2 +
1(

r2

l2 − M
)dr2 + r2dφ2, (3.240)

con l2 = − 1
Λ y Λ < 0 la constante cosmológica; podemos verificar que es un

espacio de curvatura constante ya que el escalar de Ricci es,

R = − 6
l2 = 6Λ, (3.241)

donde vale la pena hacer notar que este escalar no depende del parámetro de masa

M.

A continuación presentamos las soluciones a las ecuaciones de movimiento hasta

el primer orden en la expansión perturbativa (3.113-3.115) en la norma conforme

(3.112) para una cuerda que cae radialmente en el agujero negro 2 + 1. Para el

movimiento del centro de masa que describe el orden cero de la expansión pertur-

bativa tenemos que se cumple la relación de dispersión (3.116) y a partir de ésta
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se obtiene la solución [40],

At(τ) = t(τ) =
l

2
√

M
ln

∣∣∣∣∣∣
1 − E

m
√

M
tg m

l τ

1 + E
m
√

M
tg m

l τ

∣∣∣∣∣∣
Ar(τ) = r(τ) = − l

m

√
Mm2 + E2 sen

m
l

τ

Aφ(τ) = φ(τ) = cte. (3.242)

donde E es una constante de integración y m representa otra vez la masa asociada

con el centro de masa de la cuerda. Mientras tanto, para el primer orden tenemos,

Bt(τ, σ) = − ∂τr

m
(

r2

l2 − M
) ∞

∑
k=1

[
γ1

ke−i(ωkτ−kσ) + γ1
k
*ei(ωkτ−kσ)

+ γ̃1
ke−i(ωkτ+kσ) + γ̃1

k
*ei(ωkτ+kσ)

]
, (3.243)

Br(τ, σ) = − E
m

∞

∑
k=1

[
γ1

ke−i(ωkτ−kσ) + γ1
k
*ei(ωkτ−kσ)

+ γ̃1
ke−i(ωkτ+kσ) + γ̃1

k
*ei(ωkτ+kσ)

]
, (3.244)

Bφ(τ, σ) =
1
r

∞

∑
k=1

[
γ2

ke−i(ωkτ−kσ) + γ2
k
*ei(ωkτ−kσ)

+ γ̃2
ke−i(ωkτ+kσ) + γ̃2

k
*ei(ωkτ+kσ)

]
, (3.245)

donde la frecuencia de oscilación está dada por

ωk =

√
k2 +

m2

l2 . (3.246)
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Hemos de notar que la frecuencia en este caso siempre es real para cualquier valor

de k, a diferencia del caso anterior (de Sitter) para el cual la frecuencia puede llegar

a tomar valores imaginarios. En la notación polar para los modos de oscilación,

γR
k = rR

k e−iβR
k , γ̃R

k = r̃R
k e−iβ̃R

k , la solución a primer orden es,

Bt(τ, σ) = − 2∂τr

m
(

r2

l2 − M
) ∞

∑
k=1

[
r1

k cos(ωkτ − kσ + β1
k)

+ +r̃1
k cos(ωkτ + kσ + β̃1

k)
]

, (3.247)

Br(τ, σ) = −2E
m

∞

∑
k=1

[
r1

k cos(ωkτ − kσ + β1
k) + r̃1

k cos(ωkτ + kσ + β̃1
k)
]

, (3.248)

BθR−1(τ, σ) =
2
r

∞

∑
k=1

[
rR−1

k cos(ωkτ − kσ + βR−1
k )

+ r̃R−1
k cos(ωkτ + kσ + β̃R−1

k )
]

. (3.249)

A partir de (3.188) calculamos la función métrica que es el factor conforme de la

métrica inducida, necesaria para encontrar la forma de Euler a segundo orden.

Vemos que al contraer las derivadas respecto a σ de las soluciones a primer or-

den con la métrica del espacio de fondo la expresión que obtenemos para el factor

conforme es igual a (3.205) salvo que la frecuencia de oscilación en este caso es-

tá dada por (3.246). Siendo así los casos analizados para el espacio-tiempo de

de Sitter son válidos para BTZ simplemente considerando que frecuencia de os-

cilación ωk que corresponde. Presentamos a continuación las soluciones para AdS

en D dimensiones, para el cual se tendrá una situación similar, para después hacer

un recuento de los espectros para los tres espacios de fondo que encontramos.
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Espacio-tiempo de anti de Sitter

Como un tercer ejemplo de soluciones perturbativas presentamos el caso de la

cuerda propagándose en un espacio-tiempo de fondo de anti de Sitter de D di-

mensiones. Las soluciones se pueden encontrar a partir del caso BTZ con J = 0,

Q = 0, simplemente sustituyendo M = −1 tanto en la expresión para la métrica

de fondo como en las soluciones a los distintos órdenes, y considerando D − 2

coordenadas angulares. De esta forma la métrica para el espacio-tiempo es,

ds2 = −
(

1 +
r2

l2

)
dt2 +

1

1 + r2

l2

dr2 + dΩ2
D−2, (3.250)

donde dΩD−2 es el elemento de línea para una D − 2 esfera. En este caso la cons-

tante cosmológica está relacionada con l a través de,

l2 = − (D − 1)(D − 2)
2Λ

, (3.251)

y el escalar de curvatura para D dimensiones resulta constante y negativo,

R = −D(D − 1)
l2 =

2D
(D − 2)

Λ. (3.252)

De esta forma la solución a orden cero es [41],

At(τ) = t(τ) = − l
2i

ln

∣∣∣∣∣1 − i E
m tg m

l τ

1 + i E
m tg m

l τ

∣∣∣∣∣ ,

Ar(τ) = r(τ) = − l
m

√
E2 − m2 sen

m
l

τ,

AθR−1(τ) = cte, para R = 2, . . . , D − 1. (3.253)
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Mientras que para el primer orden,

Bt(τ, σ) = − ∂τr

m
(

1 + r2

l2

) ∞

∑
k=1

[
γ1

ke−i(ωkτ−kσ) + γ1
k
*ei(ωkτ−kσ)

+ γ̃1
ke−i(ωkτ+kσ) + γ̃1

k
*ei(ωkτ+kσ)

]
, (3.254)

Br(τ, σ) = − E
m

∞

∑
k=1

[
γ1

ke−i(ωkτ−kσ) + γ1
k
*ei(ωkτ−kσ)

+ γ̃1
ke−i(ωkτ+kσ) + γ̃1

k
*ei(ωkτ+kσ)

]
, (3.255)

BθR−1(τ, σ) =
1

r sen θ1 sen θ2 · · · sen θR−2

∞

∑
k=1

[
γR

k e−i(ωkτ−kσ) + γR
k
*ei(ωkτ−kσ)

+ γ̃R
k e−i(ωkτ+kσ) + γ̃R

k
*ei(ωkτ+kσ)

]
, (3.256)

con R = 2, . . . , D − 1, y cuando R = 2 el factor que acompaña a la expansión en

Bθ1 es simplemente 1
r . La frecuencia de oscilación para este caso es la misma que

en el ejemplo anterior y los modos de oscilación cumplen la misma relación,

ωk =

√
k2 +

m2

l2 . (3.257)

Las soluciones a primer orden en la notación polar

Bt(τ, σ) = − 2∂τr

m
(

1 + r2

l2

) ∞

∑
k=1

[
r1

k cos(ωkτ − kσ + β1
k)

+ +r̃1
k cos(ωkτ + kσ + β̃1

k)
]

, (3.258)
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Br(τ, σ) = −2E
m

∞

∑
k=1

[
r1

k cos(ωkτ − kσ + β1
k)

+ +r̃1
k cos(ωkτ + kσ + β̃1

k)
]

, (3.259)

BθR−1(τ, σ) =
1

r sen θ1 sen θ2 · · · sen θR−2

∞

∑
k=1

[
rR

k cos(ωkτ − kσ + βR
k )

+ +r̃R
k cos(ωkτ + kσ + β̃R

k )
]

. (3.260)

Al igual que para BTZ las expresiones para los espectros encontradas en el caso

de de Sitter se puede tomar para este caso considerando la frecuencia para AdS.

Recuento de los casos

Los resultados que se obtienen para el espectro topológico considerando algunas

configuraciones particulares para los modos de oscilación que describen perturba-

tivamente la cuerda propagándose sobre un espacio de fondo con curvatura dis-

tinta de cero expuestos para el espacio-tiempo de de Sitter, son los mismos para

los otros dos casos, es decir, para el fondo BTZ y para AdS, esto debido a la forma

del factor conforme de la métrica inducida a partir de la cual se calcula el espectro

topológico. Simplemente lo que distingue un caso de otro es la frecuencia de os-

cilación de dichos modos, la cual está involucrada en las expresiones para dichos

espectros. De tal manera que a partir de esos resultados podemos particularizar a

cada situación, sustituyendo según el caso su correspondiente frecuencia.

La primera configuración es tener solamente un modo de oscilación ya sea dere-

cho o izquierdo en las direcciones t, r, R = 1, α1
k = r1

ke−iβ1
k y en las direcciones

angulares solamente el movimiento del centro de masa. El resultado de la inte-
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gración para los tres casos es cero independientemente de la frecuencia para cada

situación.

El segundo caso es cuando tenemos un modo de oscilación derecho en las direc-

ciones t, r, R = 1, α1
k = r1

ke−iβ1
k y un modo de oscilación izquierdo en alguna

dirección angular θR, sea R = 2, α̃2
s = r̃2

s e−iβ̃2
s . El resultado es que tenemos dos es-

pectros dependiendo el orden de las variables en las que se realiza la integración,

(3.217, 3.218),

± µ
m2

l2
kr1

k

sr̃2
s

(
s
√

s2 ± m2

l2 + k
√

k2 ± m2

l2

) = n1, (3.261)

± µ
m2

l2
sr̃2

s

kr1
k

(
s
√

s2 ± m2

l2 + k
√

k2 ± m2

l2

) = n2, (3.262)

donde el signo positivo (+) corresponde al caso BTZ y AdS con frecuencia am-

bos ωk =
√

k2 + m2

l2 , el negativo (−) para dS con frecuencia ωk =
√

k2 − m2

l2 ,

n1, n2 ∈ Z, µ es una constante debida a la combinación lineal de tipo de regiones

de integración que consideramos y l2 está relacionada con la constante cosmoló-

gica Λ mediante las expresiones dadas en (3.251) para el espacio-tiempo de AdS,

(3.196) para dS, como l2 = − 1
Λ para BTZ. En caso de que las frecuencias de os-

cilación sean iguales para estos dos modos k = s, tenemos de (3.219) el resultado,

± m2

l2
2kr1

k

r̃2
k

√
k2 ± m2

l2

= n, (3.263)

con el signo positivo (+) para BTZ y AdS, y el negativo (−) para dS. Este espectro

lo podemos reescribir como,

r1
k

r̃2
k
= ± l2

m2

√
k2 ± m2

l2

2k
. (3.264)
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El siguiente caso es un modo de oscilación derecho α1
k = r1

ke−iβ1
k y uno izquierdo,

α̃1
s = r̃1

s e−iβ̃1
s en las direcciones t, r, R = 1. Concluimos en este caso que no se es-

tablece relación de discretización alguna a menos que las frecuencias de oscilación

sean iguales, es decir, si k = s. A partir de (3.239) tenemos,

± 2k
π

m2

l2
√

k2 ± m2

l2

ln

[
(r1

k + r̃1
k)

2

(r1
k − r̃1

k)
2

]
= n, (3.265)

donde de nueva cuenta el signo positivo da cuenta de los casos en que el fondo es

BTZ o AdS y el negativo de dS.

Es importante notar que para todos los casos cuando el fondo es BTZ o anti de

Sitter el espectro topológico siempre existe sin importar el valor de la frecuencia,

no así para el fondo de de Sitter donde la realización de discretización limita los

valores de las frecuencias de oscilación a ser reales o lo que es lo mismo establece

cotas para la constante cosmológica en función de la masa, el número de modo y

la dimensión del espacio tiempo,

Λ >
k(D − 1)(D − 2)

2m2 , (3.266)

Lo que descarta frecuencias imaginarias en este escenario, las cuales llevarían a

inestabilidades de las soluciones.

3.6. Comentarios

En este capítulo hemos expuesto de forma detallada todo el proceso para obtener

espectros topológicos asociados a la teoría de la cuerda bosónica. Primero estu-

diamos en general el sistema y encontramos expresiones generales para cualquier
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tipo de espacio-tiempo de fondo para la clase característica de Euler, como un

primer acercamiento calculamos espectros cuando la cuerda se propaga sobre un

fondo de Minkowski y lo hicimos para configuraciones particulares de los modos

de oscilación; esto debido a la dificultad que presenta el caso general para su inte-

gración. Encontramos relaciones discretas entre las amplitudes de oscilación, siem-

pre independientes de la fase que tienen asociada. Después encontramos espec-

tros topológicos en una aproximación perturbativa para cuerdas propagándose

sobre fondos de curvatura constante, tales relaciones de discretización dependen

de la constante cosmológica y son consistentes con el caso plano cuando Λ → 0.

Además vimos que para el caso de un espacio-tiempo de de Sitter como fondo

por el cual se propaga la cuerda, la constante cosmológica está acotada en el valor

mínimo que puede tomar.

Estos espectros que presentamos son el resultado matemático sin hacer ninguna

suposición sobre el sistema físico o sobre el método para obtener dichas relaciones

de discretización. Aun en este caso, en el que no es posible la comparación con los

resultados del formalismo canónico, encontramos consecuencias físicas sobre los

parámetros que determinan el sistema. Es decir, de todos los posibles encajes de la

hoja de mundo en el espacio de fondo, determinados por los modos de oscilación

de la cuerda en estas configuraciones particulares, solamente son permitidos aque-

llos descritos por la relación discreta entre dichos modos. Falta mucho trabajo por

hacer para entender el alcance de estos espectros y aún más para establecer un

resultado general que involucre más información sobre los estados y su evolución

dinámica. En trabajos posteriores presentaremos resultados para casos en que te-

nemos soluciones exactas para la cuerda bosónica en fondos con curvatura distin-

ta de cero [4].
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CAPÍTULO 4

CAMPOS GRAVITACIONALES,

MAPEOS ARMÓNICOS Y

ESPECTROS TOPOLÓGICOS

Las soluciones estacionarias con simetría axial a las ecuaciones de Einstein en el

vacío juegan un papel muy importante en la descripción de objetos astrofísicos, de-

bido a que representan el campo gravitacional exterior de fuentes que poseen un

momento angular y dicha simetría. Podemos encontrar dentro de esta descripción

agujeros negros que tienen tales simetrías en el vacío y también los casos en que se

encuentran presentes campos electromagnéticos. Debido a las simetrías que posee

esta familia de soluciones el problema se puede reducir a encontrar tres funciones

métricas que dependen únicamente de dos parámetros del espacio-tiempo y a re-

solver cuatro ecuaciones diferenciales para dichas funciones métricas, sin embar-
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go dos de estas ecuaciones se resuelven por cuadraturas una vez que las otras dos

funciones métricas se conocen [70]. Esto se puede considerar como un problema

donde se tienen dos funciones métricas que dependen de dos parámetros y que

son solución de dos ecuaciones diferenciales, las que se consideran las ecuaciones

diferenciales principales para los espacios axisimétricos estacionarios. Estas ecua-

ciones pueden determinarse a partir de un Lagrangiano para estos dos campos

gravitacionales que dependen solamente de dos variables del espacio-tiempo. En

dos trabajos Ernst [22], [23] encontró a partir de esta visión una representación en

términos de un potencial que permite sistematizar el proceso para encontrar solu-

ciones a dichas ecuaciones diferenciales, y dió lugar al desarrollo de técnicas de

generación de soluciones para dichos espacios-tiempo [68]. En particular se encon-

traron soluciones con un número arbitrario de momentos multipolares [58, 59, 61–

63] para la masa y el momento angular, siendo utilizadas para describir el cam-

po gravitacional de distribuciones de masas con simetría axial y con rotación. La

descripción a través de dicho Lagrangiano se puede identificar con los modelos

sigma no lineales [45], siendo que se puede encontrar una relación entre los La-

grangianos de ambas representaciones [16], esto es, el Lagrangiano “reducido” de

Einstein-Hilbert para campos gravitacionales con dos vectores de Killing que con-

mutan se puede identificar con el Lagrangiano canónico de un modelo sigma no

lineal SL(2, R)/SO(2). Esta descripción puede sugerir una interpretación de estas

soluciones para el campo gravitacional como configuraciones en el contexto de la

teoría de cuerdas, ya que la acción de Polyakov [34] a partir de la cual se puede

describir este tipo de objetos es la acción de un modelo sigma no lineal (o lineal

en algunos casos).

Sin embargo veremos que es imposible hacer una identificación de la acción re-

ducida de los campos gravitacionales estacionarios con simetría axial con una
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acción de teoría de cuerdas, la cual tiene como una característica principal que,

dentro de su representación como modelo sigma no lineal, el espacio base es de

dimensión dos. Para llevar a cabo tal identificación será necesario recurrir a una

generalización de los mapeos armónicos cuyo principal distintivo será una inter-

acción entre el espacio base y el espacio de fondo (target) del mapeo armónico

generalizado, que queda reflejada en la dependencia explícita en las coordenadas

del espacio base de la métrica para el espacio de fondo. El buscar la represen-

tación como modelo sigma no lineal ha tenido como motivación utilizar el pro-

ceso de cuantización canónica que se utiliza en la teoría de cuerdas, sin embar-

go esta búsqueda nos llevó a una nueva representación de estos campos gravita-

cionales como cuerdas bosónicas generalizadas para lo cual fue necesario definir

los mapeos armónicos generalizados. Aún más, esta nueva forma de describir

los campos gravitacionales estacionarios con simetría axial admite una extensión

dimensional del espacio de fondo en el mapeo armónico generalizado que per-

mite describir espacios-tiempo estáticos. Teniendo a mano esta representación de

los campos gravitacionales estacionarios y estáticos resulta inmediato plantear la

cuantización topológica para tales sistemas y a partir de esto obtener el espectro

topológico desde esta descripción geométrica alternativa. La cuantización topo-

lógica de campos gravitacionales tiene como escenario natural la configuración

clásica en cuatro dimensiones (Mg, ω) que consiste en la variedad Riemanniana

(M, g) solución a las ecuaciones de Einstein y con ω la conexión de Levi-Civita.

El caso de campos gravitacionales a partir de esta configuración clásica ha sido

explorado en profundidad por Patiño y Quevedo en [54], con resultados alenta-

dores. Esto debido a que se han encontrado relaciones de discretización para los

parámetros físicos de agujeros negros y campos gravitacionales.

En este capítulo abordaremos esta nueva representación haciendo una revisión
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de este tipo de soluciones y su representación como modelos sigma no lineales.

Definiremos los mapeos armónicos generalizados y la extensión dimensional apli-

cable a estos y a partir de esta nueva representación plantearemos el escenario

geométrico punto de partida para la cuantización topológica y calcularemos el

espectro topológico para el caso estático asintóticamente plano, es decir, la solu-

ción de Schwarzschild. Además encontraremos el espectro topológico a partir de

la configuración clásica natural (Mg, ω) a fin de comparar con el resultado de uti-

lizar la representación a partir de los mapeos armónicos generalizados.

4.1. Campos gravitacionales axisimétricos estacionarios

Un campo gravitacional estacionario es aquel que posee un campo vectorial de

Killing K1 tipo tiempo cuyas órbitas corresponden a la existencia de un grupo

uniparamétrico de isometrías, mientras que cuando las órbitas correspondientes

a un grupo de un parámetro de isometrías son cerradas y tipo espacio lo que tene-

mos es un espacio-tiempo con simetría axial, es decir, posee un campo vectorial de

Killing K2 tipo espacio asociado a dicha isometría. Un espacio-tiempo estacionario

y con simetría axial es aquel que tiene simultaneamente estos dos campos vectori-

ales de Killing y además la acción de dichas isometrías conmuta, lo cual se puede

expresar mediante el hecho de que los vectores de Killing asociados conmutan

[70],

[K1, K2] = 0. (4.1)

Podemos escoger coordenadas adaptadas a estas simetrías del espacio-tiempo de

manera que la métrica no dependa explícitamente de ellas, es decir, si escogemos

a t como la coordenada temporal tenemos que ∂gab
∂t = 0 y el vector de Killing tipo
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tiempo tendrá coordenadas δa
t; de igual forma si escogemos a ϕ como la coordena-

da azimutal entonces ∂gab
∂ϕ = 0 y las componentes del vector de Killing tipo espacio

son δa
ϕ. Haciendo algunas suposiciones que nos llevan a que los planos ortogo-

nales a los vectores de Killing ∂
∂t y ∂

∂ϕ son integrables, utilizando las ecuaciones de

Einstein en el vacío y tomando coordenadas cilíndricas (t, ρ, z, ϕ) se puede llegar a

una métrica gab = gab(ρ, z) cuyo elemento de línea más general se puede expresar

como,

ds2 = f (dt − ωdϕ)2 − 1
f

[
e2k(dρ2 + dz2) + ρ2dϕ2

]
, (4.2)

con f = f (ρ, z), ω = ω(ρ, z) y k = k(ρ, z). A la métrica asociada a este elemento

de línea se le conoce como la métrica de Weyl-Lewis-Papapetrou [68, 70].

Introduciendo una nueva función Ω = Ω(ρ, z) mediante las relaciones,

ρ∂ρΩ = f 2∂zω, ρ∂zΩ = − f 2∂ρω, (4.3)

y después de algunos desarrollos se puede encontrar que las ecuaciones de Eins-

tein en el vacío se expresan de la siguiente manera,

1
ρ

∂ρ(ρ∂ρ f ) + ∂2
z f +

1
f

[
(∂ρΩ)2 + (∂zΩ)2 − (∂ρ f )2 − (∂z f )2

]
= 0, (4.4)

1
ρ

∂ρ(ρ∂ρΩ) + ∂2
zΩ − 2

f
(
∂ρ f ∂ρΩ + ∂z f ∂zΩ

)
= 0, (4.5)

siendo estas las que llamaremos ecuaciones principales para las campos gravita-

cionales estacionarios con simetría axial; y además tenemos un par de ecuaciones
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más para la otra función métrica k(ρ, z),

∂ρk =
ρ

4 f 2

[
(∂ρ f )2 + (∂ρΩ)2 − (∂z f )2 − (∂zΩ)2

]
∂zk =

ρ

2 f 2

(
∂ρ f ∂z f + ∂ρΩ ∂zΩ

)
. (4.6)

Se puede notar que este último par de ecuaciones para k puede ser integrado por

cuadraturas una vez que se han resuelto las ecuaciones para las funciones métricas

f y Ω, razón por la cual estas son las funciones métricas relevantes y sus corres-

pondiente ecuaciones (4.4, 4.5) son llamadas las ecuaciones principales. Podemos

considerar a partir de estos resultados el caso particular en que el campo gravi-

tacional es estático, lo que significa que no se puede distinguir en qué dirección

rota el sistema, es decir, es invariante bajo la transformación ϕ → −ϕ. Esto debe

reflejarse en la métrica asociada al elemento de línea (4.2) en el hecho de que no

deben existir términos fuera de la diagonal para la métrica en lo que se refiere a

sus componentes asociadas a la coordenada t. El elemento de línea para el caso

estático se puede obtener a partir de (4.2) considerando la función métrica ω = 0,

ds2 = f dt2 − 1
f

[
e2k(dρ2 + dz2) + ρ2dϕ2

]
, (4.7)

mientras que con esa misma elección para dicha función métrica en las ecuaciones

de campo (4.4, 4.6) nos lleva a las correspondientes ecuaciones del campo estático,

1
ρ

∂ρ(ρ∂ρ f ) + ∂2
z f − 1

f

[
(∂ρ f )2 + (∂z f )2

]
= 0, (4.8)
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∂ρk =
ρ

4 f 2

[
(∂ρ f )2 − (∂z f )2

]
∂zk =

ρ

2 f 2

(
∂ρ f ∂z f

)
. (4.9)

las cuales se pueden escribir de manera conveniente si introducimos una redefini-

ción para la función métrica f = e2ψ,

∂2
ρψ +

1
ρ

∂ρψ + ∂2
zψ = 0, (4.10)

∂ρk = ρ
[
(∂ρψ)2 − (∂zψ)2

]
,

∂zk = 2ρ∂ρψ∂zψ. (4.11)

De manera que podemos reconocer la ecuación principal para el campo estático

(4.10) como la ecuación lineal de Laplace en coordenadas cilíndricas para la fun-

ción métrica ψ. Se puede encontrar la solución más general que cumpla la condi-

ción de ser asintóticamente plana [68],

ψ =
∞

∑
n=0

an

(ρ2 + z2)
n+1

2

Pn(cos θ), cos θ =
z√

ρ2 + z2
, (4.12)

con Pn los polinomios de Legendre y an constantes arbitrarias, las cuales determi-

nan las distintos espacios-tiempo dentro de esta familia de soluciones. La solución

general para k es,

k = −
∞

∑
n,m=0

anam(m + 1)(n + 1)

(n + m + 2)(ρ2 + z2)
n+m+2

2
(PnPm − Pn+1Pm+1). (4.13)

Estas coordenadas no son las más apropiadas para ciertas soluciones, particular-
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mente aquellas que presentan un grado de simetría mayor como los casos en que

existe simetría esférica, es decir, la solución de Schwarzschild. Trataremos más

adelante este caso en coordenadas que explotan la simetría esférica dentro del con-

texto de los mapeos armónicos generalizados con el objetivo de aplicar el método

de la cuantización topológica para encontrar el espectro topológico.

4.2. Representación como mapeos armónicos

En esta sección revisaremos brevemente la forma en que pueden representarse los

campos gravitacionales estacionarios con simetría axial como mapeos armónicos

y veremos que no es posible hacer una representación tal que el espacio base del

mapeo armónico sea de dimensión dos. Esta imposibilidad no nos permite hacer

una analogía con la teoría de cuerdas para representar dichos sistemas, por lo

que será necesario hacer una generalización de los mapeos armónicos de mane-

ra que sea posible lograrlo. La acción de Einstein-Hilbert tiene como (densidad)

Lagrangiano
√
|g|R que calculado a partir de la métrica para los campos estacio-

narios con simetría axial g contiene términos de segundo orden en las derivadas

de la métrica con elemento de línea (4.2),

√
|g|R =

e2kρ

f

[
− 1

2
1

ρ2 f e2k

(
4 f 2ρ2(∂2

zk + ∂2
ρk)− 2 f ρ2(∂2

ρ f + ∂2
z f )+

+ 3ρ2
[
(∂ρ f )2 + (∂z f )2

]
− 2(∂ρ f )2 − f 4

[
(∂ρω)2 + (∂2

zω)2
] )]

. (4.14)

Estos términos de segundo orden en las derivadas de la métrica gab no deben

aparecer en la acción para los campos gravitacionales debido a que las ecuaciones

de campo son de segundo orden en las derivadas de gab. Sin embargo, estos térmi-

nos son líneales y pueden ser eliminados al expresarlos como divergencias totales
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obteniendo,

ℒ̃st = 2∂ρk +
1
2

f 2

ρ

[
(∂ρω)2 + (∂zω)2

]
− 1

2

[
(∂ρ f )2 + (∂z f )2

]
. (4.15)

Este procedimiento se puede hacer en general para cualquier caso de campo gra-

vitacional, expresando todo en términos de las componentes de la métrica y de los

símbolos de Christoffel los cuales contienen derivadas hasta de primer orden de

gab [39], de manera que la expresión para el Lagrangiano “reducido” o de segundo

orden es, √
|g|∆ =

√
|g| gab

(
Γd

acΓc
bd − Γd

abΓc
dc

)
. (4.16)

Regresaremos más adelante a esta expresión cuando encontremos el Lagrangiano

que describe el campo gravitacional de Schwarzschild.

Podemos observar que este Lagrangiano posee “coordenadas” ignorables en las

funciones ω y k, por lo que es posible aplicar el procedimiento de Routh [27] de

manera que ∂ρk no aparecerá más en la acción,

ℒ′
st =

1
2

ρ

f 2

[
(∂ρ f )2 + (∂z f )2

]
+

1
2

[
(∂ρω)2 + (∂zω)2

]
, (4.17)

con lo que obtenemos un Lagrangiano que solamente depende de dos de las fun-

ciones métricas que a su vez solamente dependen de dos de las coordenadas del

espacio-tiempo, f = f (ρ, z) y ω = ω(ρ, z). Introduciendo las redefiniciones (4.3)

en el Lagrangiano que hemos encontrado (4.17), llegamos a una expresión para

ℒst en términos de Ω(ρ, z),

ℒst =
ρ

2 f 2

[
(∂ρ f )2 + (∂z f )2 + (∂ρΩ)2 + (∂zΩ)2

]
, (4.18)
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con lo cual la integral de acción se puede expresar como,

Sst =
∫

ℒstdtdϕdρdz. (4.19)

Hemos definido los mapeos armónicos en el apéndice B y los encontramos en el

capítulo anterior como la estructura matemática sobre la que descansa la acción

de Polyakov como un caso especial de dichos mapeos. La acción para un mapeo

armónico es,

S =
∫

dmx
√
|γ|γab(x)∂aXµ∂bXνGµν, (4.20)

donde xa, a = 1, . . . , m, son las coordenadas para la variedad base M con métrica

𝛾(x) y Xµ, µ = 1, . . . , n, son las coordenadas para la variedad de fondo N con

métrica G(X). Las ecuaciones para Xµ que se siguen de la variación de esta acción

son,
1√
|γ|

∂b

(√
|γ|γab∂aXµ

)
+ Γµ

νλγab∂aXν∂bXλ = 0, (4.21)

con Γµ
νλ los símbolos de Christoffel asociados a la métrica G del espacio de fondo

N. La acción “reducida” para campos gravitacionales estacionarios con simetría

axial (4.19) se puede plantear utilizando estos mapeos armónicos haciendo las

siguientes elecciones. Consideramos el espacio base M como el espacio-tiempo

estacionario con simetría axial descrito por la métrica de Weyl-Lewis-Papapetrou

(4.2),

γab =



f 0 0 − f ω

0 − e2k

f 0 0

0 0 − e2k

f 0

− f ω 0 0 f ω2 − ρ2

f


, (4.22)

mientras que para el espacio de fondo N consideramos un espacio de dimensión
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dos con coordenadas Xµ = ( f , Ω) y con una métrica G dada por,

Gµν =
1

2 f 2 δµν, µ, ν = 1, 2. (4.23)

Incluyendo esta información en la acción de los mapeos armónicos (4.20) se repro-

duce el Lagrangiano del campo estacionario con simetría axial (4.18) y en conse-

cuencia también la acción (4.19). Las ecuaciones de campo principales (4.4, 4.5) se

pueden obtener ya sea por variación directa de la acción, es decir, utilizando las

ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos f y Ω con el Lagrangiano (4.18)

o a partir de las ecuaciones que definen el mapeo armónico (4.21) con las métri-

cas que recién hemos establecido tanto para el espacio base (4.22) como para el

espacio de fondo (4.23). Este resultado fue primero obtenido por Ernst [22] dando

lugar a lo que se conoce como la representación de Ernst, (mientras que Matzner

y Misner llegan a un resultado similar en la reducción a un nuevo Lagrangiano

para obtener las ecuaciones principales de los campos axisimétricos estacionarios

aunque en un nuevo conjunto de funciones métricas [43]). Cabe mencionar que se

puede entender esta representación como un modelo sigma no lineal en el que el

espacio de fondo es el espacio cociente SL(2, R)/SO(2) y el Lagrangiano se puede

expresar en términos de los generadores del grupo de Lie SL(2, R) [16].

El Lagrangiano reducido (4.18) depende solamente de dos campos gravitacionales

que a su vez dependen únicamente de dos de las coordenadas del espacio-tiempo

ρ y z, esto sugiere buscar una representación como mapeo armónico en la cual

el espacio base M sea una variedad de dimensión dos. Sin embargo, este La-

grangiano depende explícitamente de la coordenada del espacio-tiempo ρ, es de-

cir, ∂ℒst
∂ρ ̸= 0, y es posible mostrar que no existe métrica de dos dimensiones para

el espacio base M tal que aporte este factor de ρ al Lagrangiano. Veamos esto, si
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consideramos una métrica general en dos dimensiones,

h1 h2

h2 h3

 , (4.24)

donde las tres funciones h1, h2 y h3 dependen de las coordenadas (ρ, z); buscamos

la forma diagonal de la métrica, la cual queda determinada por la siguiente expre-

sión en su versión contravariante,

γab =

(h1 + h3 + A)−1 0

0 (h1 + h3 − A)−1

 , (4.25)

con A =
√
(h3 − h1)2 + h2

2 y determinante det γab = γ = (h1 + h3)
2 − A2. De

manera que la combinación
√
|γ|γab que dentro del Lagrangiano del mapeo ar-

mónico podría proveer del factor ρ toma la siguiente forma,

√
|γ|γab =

B 0

0 B−1

 , (4.26)

donde B = (h1+h3)−A
(h1+h3)+A . Utilizando esta última expresión para

√
|γ|γab en la acción

(4.20) y tomando como campos en el espacio de fondo Xµ = ( f , Ω) obtenemos un

Lagrangiano con la siguiente forma,

L′ = B(∂ρ f )2G f f + B−1(∂z f )2G f f + B(∂ρΩ)2GΩΩ + B−1(∂zΩ)2GΩΩ, (4.27)

a partir del cual podemos concluir que la única manera de reproducir la forma

que tiene el Lagrangiano (4.18) en lo que se refiere a las derivadas de las funciones
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métricas respecto a las coordenadas del espacio-tiempo es si B = 1, por lo que√
|γ|γab = δab. Esto nos muestra que es imposible incluir el factor de ρ mediante

una métrica dos dimensional para el espacio base de manera que se reproduz-

ca el Lagrangiano para los campos estacionarios con simetría axial. Esto es, no

existe una representación (2 → n) como mapeo armónico que reproduzca este

Lagrangiano. Sin embargo veremos que es posible, mediante la definición de los

mapeos armónicos generalizados lograr tal representación, absorbiendo el factor ρ

en la métrica del espacio de fondo G, lo cual analizaremos en la siguiente sección.

4.3. Mapeos armónicos generalizados

Como mencionamos en la sección anterior, representar campos gravitacionales

estacionarios con simetría axial mediante un mapeo armónico que tenga como es-

pacio base una variedad de dimensión dos es imposible, por lo tanto es necesario

definir lo que hemos llamado mapeos armónicos generalizados. En esta sección

procederemos a dar tal definición, analizar sus propiedades y encontrar el caso

particular que describe los campos axisimétricos estacionarios.

Consideremos dos variedades diferenciales ℳ y 𝒩 de dimensión m y n respecti-

vamente y un mapeo suave entre ellas X : ℳ → 𝒩 . Asignemos coordenadas xa

con a = 1, . . . , m para ℳ y Xµ con µ = 1, . . . , n para 𝒩 y las métricas 𝛾 = 𝛾(x)

y G = G(X, x) respectivamente. Un mapeo armónico generalizado (m → n) se

define como aquel mapeo suave X : ℳ → 𝒩 que satisface las ecuaciones

1√
|γ|

∂b

(√
|γ|γab∂aXµ

)
+ Γµ

νλ γab ∂aXν∂bXλ + Gµσγab ∂aXν ∂bGσν = 0, (4.28)

las cuales se obtienen a partir de la variación respecto a Xµ de la acción generali-
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zada,

Sgen =
∫

dmxℒgen, (4.29)

con ℒgen el (densidad) Lagrangiano dado por,

ℒgen =
√
|γ|γab(x)∂aXµ∂bXνGµν(X, x). (4.30)

La generalización consiste en que hemos introducido una dependencia explícita

de las coordenadas del espacio base xa en la métrica para el espacio de fondo

G = G(X, x), lo cual hace que las ecuaciones de campo (4.28) tengan un término

extra respecto a las ecuaciones de los mapeos armónicos (4.21) y refleja la exis-

tencia de una “interacción” entre el espacio base ℳ y el espacio de fondo 𝒩 . Es

importante mencionar que los símbolos de Christoffel Γµ
νλ asociados a la métrica

del espacio de fondo Gµν se calculan de la manera usual, es decir, sin tomar en

cuenta la dependencia explícita en las coordenadas xa. A diferencia del caso de

los mapeos armónicos en el que basta tener como espacio de fondo Gµν = ηµν, es

decir, Γµ
νλ = 0, para obtener un sistema lineal, para los mapeos armónicos gene-

ralizados esto no es válido pues se tendría que contradecir las suposición de que

∂bGµν ̸= 0. Aunque también es posible obtener un sistema de ecuaciones lineales,

las condiciones que se deben satisfacer son más complicadas,

γab
(

Γµ
νλ∂bXλ + Gµσ∂bGσν

)
∂aXν = 0. (4.31)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden no lineal,

cuyas soluciones nos darán como resultado mapeos armónicos generalizados li-

neales, sin embargo, el sistema es bastante complicado por lo que encontrar este

tipo de mapeos no es inmediato.
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4.3.1. Simetrías de la acción

A continuación analizaremos las propiedades de simetría que tiene la acción de

los mapeos armónicos generalizados cuando consideramos transformaciones que

involucran tanto al espacio base ℳ como al espacio de fondo 𝒩 y las transforma-

ciones que se inducen en los correspondientes tensores métricos. Empezaremos

con las transformaciones sobre el espacio de fondo 𝒩 , tomando en cuenta los

difeomorfismos,

Xµ → X′µ = X′µ(X). (4.32)

Estos no afectan la métrica del espacio base γab(x) debido a que esta no depende

de dichas coordenadas, mientras que la métrica del espacio de fondo Gµν(X, x) y

las derivadas parciales de los campos Xµ se transforman de la manera usual, es

decir, el tensor métrico G se transforma como un tensor covariante de rango dos,

G′
µν =

∂Xα

∂X′µ
∂Xβ

∂X′ν Gαβ, (4.33)

y para las derivadas parciales de los campos Xµ,

∂aX′µ =
∂X′µ

∂Xα
∂aXα. (4.34)

De manera que tomando en cuenta como se transforman estas cantidades pode-

mos verificar que el Lagrangiano de los mapeos armónicos generalizados (4.30) es

invariante bajo los difeomorfismos sobre el espacio de fondo 𝒩 .

Para la invariancia bajo difeomorfismos o reparametrización del espacio base ℳ,

x′a = x′a(x) dedicaremos un poco más de atención debido a la dependencia ex-

plícita de la métrica del espacio de fondo en las coordenadas del espacio base,
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Gµν = Gµν(X, x). El elemento de volumen
√
|γ| dmx es invariante bajo estas trans-

formaciones por definición, es decir, así ha sido construído, de manera que nues-

tro análisis lo podemos enfocar al resto de los factores del Lagrangiano. Para este

efecto introducimos la notación,

hab(X, x) = ∂aXµ∂bXνGµν(X, x), (4.35)

de manera que este elemento del integrando de la acción se puede expresar como

γab(x)hab(X, x). Sabemos que la forma contravariante de la métrica del espacio

base γab transforma como un tensor de rango (2, 0),

γ′ab =
∂x′a

∂xc
∂x′b

∂xd γcd, (4.36)

de manera que la expresión γabhab(X, x) se transformará como un escalar sola-

mente si el objeto hab(X, x) se transforma como un tensor de rango (0,2). Esto es,

la acción de los mapeos armónicos generalizados será invariante bajo los difeo-

morfismos sobre el espacio base si hab(X, x) son las componentes de un tensor

(0, 2), el cual corresponderá a la métrica inducida sobre el espacio base ℳ por el

mapeo X : ℳ → 𝒩 . Entonces el tensor h cuyas componentes están dadas por

hab(X, x) será h = X*G, donde X* es el pullback asociado al mapeo X : ℳ → 𝒩 .

Consideremos la versión infinitesimal del difeomorfismo,

xa → x′a = xa + εξa(x), (4.37)

con ε un parámetro infinitesimal, bajo el cual los tensores métricos se transforman
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de la siguiente forma,

γab → γ′
ab = γab + ε£ξγab = γab + ε(∂cγabξc + γcb∂aξc + γac∂bξc), (4.38)

y

γab → γ′ab = γab + ε£ξγab = γab + ε(∂cγabξc − γcb∂cξa − γac∂cξb), (4.39)

las cuales tienen como versión finita la expresión (4.36) para el tensor contrava-

riante y

γ′
ab =

∂xc

∂x′a
∂xd

∂x′b
γcd, (4.40)

para la versión covariante. Este difeomorfismo sobre el espacio base induce so-

bre los campos Xµ y la métrica Gµν(X, x) las siguientes transformaciones hasta el

primer orden en ε,

Xµ(x) → Xµ(x′) = Xµ(x) + ε∂cXµξc(x), (4.41)

y para la métrica del espacio de fondo,

Gµν (X(x), x) → Gµν

(
X(x′), x′

)
Gµν

(
X(x′), x′

)
= Gµν (X(x), x) + ε

[
∂λGµν∂cXλξc + ∂cGµνξc

]
. (4.42)

Con el objetivo de encontrar la manera en que se transforma (4.35) bajo los difeo-

morfismos (4.37) definimos el siguiente objeto geométrico,

h = hab(X, x)dxadxb = Gµν (X(x), x) ∂aXµ∂bXνdxadxb, (4.43)
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e identificando dXµ(x) = ∂aXµdxa podemos expresarlo también como,

h = Gµν (X(x), x) dXµ(x)dXν(x). (4.44)

Utilizando (4.41) y (4.42) en esta última expresión (4.44), encontramos el efecto del

difeomorfismo (4.37),

h′ = Gµν

(
X(x′), x′

)
dXµ(x′)dXν(x′)

=
[

Gµν (X(x), x) + ε(∂λ∂cXλξc + ∂cGµνξc)
]
×

× d[Xµ(x) + ε∂cXµξc] d
[

Xν(x) + ε∂dXνξd
]

,

y conservando términos hasta el primer orden en ε y después de alguna manipu-

lación algebraíca obtenemos,

h′ =
{

Gµν (X(x), x) ∂aXµ∂bXν + ε

[
∂c
[
Gµν (X(x), x) ∂aXµ∂bXν

]
ξc+

+ Gµν (X(x), x) ∂cXµ∂bXν∂aξc + Gµν (X(x), x) ∂aXµ∂cXν∂bξc
]}

dxadxb. (4.45)

En esta última expresión podemos identificar a las componentes hab (4.35), de ma-

nera que tenemos,

h′ =
[
hab (X(x), x) + ε (∂chabξc + hcb∂aξc + hac∂bξc)

]
. (4.46)

Mediante (4.38) podemos reconocer que hab (X(x), x) cambia bajo los difeomorfis-

mos infinitesimales sobre el espacio base como,

hab → h′ab = hab + ε£hab, (4.47)

176



MAPEOS ARMÓNICOS GENERALIZADOS

de manera que podemos considerar que bajo un difeomorfismo finito las compo-

nentes hab (X(x), x) se transforman como un tensor de rango (0,2) (4.40), es decir,

hab (4.35) se pueden considerar las componentes de la métrica inducida inducida

h sobre el espacio base ℳ debida al mapeo X : ℳ → 𝒩 a través del pullback X*,

h = X*G. Con esto probamos la invariancia de la acción (4.29, 4.30) de los mapeos

armónicos generalizados bajo los difeomorfismos o reparametrización del espacio

base. Esta simetría de la acción de los mapeos armónicos generalizados es un refle-

jo de la invariancia bajo difeomorfismos presente en la acción de Einstein-Hilbert;

esto es, la invariancia bajo difeomorfismos se reduce a la invariancia respecto a

transformaciones de las coordenadas del espacio-tiempo.

Si el espacio base es de dimensión dos, existen otro tipo de transformaciones que

involucran a la métrica 𝛾 llamadas transformaciones de Weyl las cuales dejan inva-

riante la acción de los mapeos armónicos, y representan un reescalamiento hecho

sobre el espacio base ℳ dado por,

γab → γ′
ab = eσ(x)γab, (4.48)

mientras que para la versión contravariante tenemos,

γ′ab = e−σ(x)γab, (4.49)

y la raíz del determinante de la métrica γ = det(γab) es,

√
|γ′| = eσ(x)

√
|γ|. (4.50)

Al igual que en el caso de los mapeos armónicos, en la acción de los mapeos ar-

mónicos generalizados el único elemento afectado por este tipo de transforma-
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ciones es
√
|γ|γab . De manera que, utilizando (4.49, 4.50) podemos determinar

que dicho producto, √
|γ|γab =

√
|γ′|γ′ab, (4.51)

es invariante bajo las transformaciones de Weyl, por lo que la acción (4.29) es in-

variante bajo transformaciones de Weyl sobre el espacio base en el caso de ser de

dimensión dos. Vemos que estas tres simetrías están presentes tanto en los mapeos

armónicos como el la generalización de ellos que hemos definido, y en particular

son simetrías de la acción de Polyakov que describe la dinámica en la teoría de

cuerdas [34].

4.3.2. Leyes de conservación

Tanto en la acción de los mapeos armónicos generalizados (4.29,4.30) como en

las ecuaciones de movimiento que se siguen de ella (4.28) se ha hecho notar la

dependencia explícita de la métrica del espacio de fondo Gµν(X(x), x) en las coor-

denadas del espacio base xa, que a fin de cuentas es lo que caracteriza a esta gener-

alización. Esto da cuenta de una interacción entre el espacio base ℳ y el espacio

de fondo 𝒩 y se hace evidente en tales expresiones y ecuaciones. Pero más allá de

eso, tal interacción debe modificar las leyes de conservación para estos sistemas

físicos descritos desde la perspectiva de los mapeos armónicos generalizados. A

partir de la densidad Lagrangiana (4.30) y utilizando las ecuaciones de movimien-

to podemos expresar las leyes de conservación generalizadas como,

∇bT̃b
a = −

∂ℒgen

∂xa , (4.52)
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con T̃b
a el tensor de energía momento canónico definido por la siguiente expresión,

T̃b
a =

∂ℒ
∂(∂bXµ)

∂aXµ − δb
aℒ, (4.53)

que para el caso de los mapeos armónicos generalizados toma la siguiente forma,

T̃b
a = 2

√
|γ|Gµν

(
γbc∂aXµ∂cXν − 1

2
δb

aγcd∂cXµ∂dXν

)
. (4.54)

De esta manera vemos que la ley de conservación usual se cumple cuando el La-

grangiano no depende explícitamente de las coordenadas del espacio base. Aun

en el caso en que la métrica del espacio base sea plana γab = ηab o γab = δab, el

Lagrangiano sigue teniendo una dependencia explícita en las coordenadas del es-

pacio base a través de la métrica del espacio de fondo Gµν = Gµν(X(x), x), lo cual

constituye la característica que distingue los mapeos armónicos generalizados de

los usuales y refleja la interacción entre el espacio base y de fondo. Podemos in-

troducir una definición alternativa de tensor de energía momento, la cual es más

general y se deriva a partir de la variación del Lagrangiano respecto de la métrica

del espacio base en su versión contravariante,

Tab =
δℒ

δγab , (4.55)

que para el caso de los mapeos armónicos generalizados toma la siguiente forma,

Tab =
√
|γ|Gµν

(
∂aXµ∂bXν − 1

2
γabγcd∂cXµ∂dXν

)
. (4.56)

Para el caso de los mapeos armónicos generalizados se cumple que las defini-

ciones para los tensores de energía momento difieren por un factor de dos, Tab =
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2T̃ab, de manera que la ley de conservación generalizada se puede expresar tam-

bién a través de,

∇bTb
a = −1

2
∂ℒ
∂xa . (4.57)

Como es usual en estas expresiones se ha incluído la información de las ecuaciones

de movimiento para llegar a esta ley de conservación generalizada. Para el caso en

que el espacio base es de dimensión dos es fácil mostrar que el tensor de energía

momento tiene traza cero, Ta
a = 0, tal y como sucede en el caso particular de la

acción de Polyakov para la teoría de cuerdas en el contexto de mapeos armónicos

o modelos sigma.

4.3.3. Mapeos armónicos generalizados y campos estacionarios

con simetría axial

Hemos visto que a través de los mapeos armónicos (4 → 2) se pueden represen-

tar los campos gravitacionales estacionarios con simetría axial a partir de un espa-

cio base de dimensión cuatro y con un espacio de fondo de dimensión dos, lim-

itándonos solamente a las ecuaciones de campo principales. Sin embargo, a pesar

de que las funciones métricas solamente dependen de dos variables del espacio-

tiempo, a partir de los mapeos armónicos es imposible representar los campos

axisimétricos estacionarios partiendo de un espacio base dos dimensional. Es a

través de los mapeos armónicos generalizados que podemos lograr una represen-

tación de estos campos gravitacionales a partir de un espacio base de dimensión

dos, de manera que tenemos una semejanza con la teoría de cuerdas. Para esto con-

sideremos un mapeo armónico generalizado (2 → 2), con coordenadas xa = (ρ, z)

para el espacio base ℳ y Xµ = ( f , Ω) para el espacio de fondo 𝒩 . Escogiendo las
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métricas de estos espacios como,

γab(x) = δab, a, b = ρ, z; Gµν (X(x), x)) =
ρ

2 f 2 δµν, µ, ν = f , Ω, (4.58)

el Lagrangiano de los mapeos armónicos generalizados (4.30) reproduce el La-

grangiano reducido de los campos estacionarios con simetría axial (4.18) y las

ecuaciones de campo que se siguen a partir de las ecuaciones para los mapeos

armónicos generalizados (4.28) coinciden con las ecuaciones principales para es-

tos campos (4.4, 4.5). A partir de la definición del tensor de energía momento

(4.56) podemos verificar la ley de conservación generalizada para este caso. Las

componentes de Tab son,

Tρρ = −Tzz =
ρ

4 f 2

[
(∂ρ f )2 + (∂ρΩ)2 − (∂z f )2 − (∂zΩ)2

]
, (4.59)

Tρz =
ρ

2 f 2

(
∂ρ f ∂z f + ∂ρΩ∂zΩ

)
. (4.60)

Para la coordenada ρ tenemos que

dTρb

dxb =
dTρρ

dρ
+

dTρz

dz

=
ρ

2 f 2

(
∂2

ρ f ∂ρ f + ∂2
ρΩ∂ρΩ + ∂2

z f ∂ρ f + ∂2
zΩ∂ρΩ

)
−

− ρ

2 f 3

[
(∂ρ f )3 + ∂ρ f (∂ρΩ)2 − ∂ρ f (∂z f )2 − ∂ρ f (∂zΩ)3+

+ 2∂ρ f (∂z f )2 + 2∂z f ∂ρΩ ∂zΩ
]
+

+
1

4 f 2

[
(∂ρ f )2 + (∂ρΩ)2 − (∂z f )2 − (∂zΩ)2

]
. (4.61)

Tomando la ecuación de campo (4.4) multiplicándola por ρ
2 f 2 ∂ρ f y sumándola a la
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ecuación de campo (4.5) multiplicada por ρ
2 f 2 ∂ρΩ obtenemos,

ρ

2 f 2

[
∂2

ρ f ∂ρ f + ∂2
ρΩ∂ρΩ + ∂2

z f ∂ρ f + ∂2
zΩ∂ρΩ

]
+

− ρ

2 f 3

[
(∂ρ f )3 + (∂z f )2∂ρ f − (∂ρΩ)2∂ρ f − (∂zΩ)2∂ρ f+

+ 2 (∂ρΩ)2∂ρ f + 2 ∂z f ∂ρΩ ∂zΩ
]
+

+
1

2 f 2

[
(∂ρ f )2 + (∂ρΩ)2

]
= 0. (4.62)

Sustituyendo esta ecuación (4.62) en la relación (4.61) llegamos a la siguiente ex-

presión,

dTρb

dxb = − 1
4 f 2

[
(∂ρ f )2 + (∂ρΩ)2 + (∂z f )2 + (∂zΩ)2

]
= −1

2
∂ℒgen

∂ρ
. (4.63)

Mientras que para la coordenada z tenemos,

dTzb

dxb =
dTzρ

dρ
−

dTρρ

dz
, (4.64)

donde hemos utilizado que Tzz = −Tρρ. Haciendo un desarrollo similar al anterior,

simplemente sustituyendo en esta ocasión la suma de la ecuación (4.4) multiplica-

da por ρ
2 f 2 ∂z f y la ecuación (4.5) multiplicada por ρ

2 f 2 ∂zΩ en la expresión anterior

obtenemos que,
dTzb

dxb =
dTρz

dρ
−

dTρρ

dz
= 0. (4.65)

Observando la expresiones (4.59) y (4.60) para las componentes del tensor de ener-

gía momento podemos reconocer que Tρρ = ∂ρk y que Tρz = ∂zk, de forma que

la ley de conservación para la coordenada z (4.65) se satisface idénticamente, sien-

do la condición de integrabilidad para la función métrica k. Así que, a pesar de
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haber sido eliminada esta función métrica del Lagrangiano mediante una trans-

formada de Legendre (procedimiento de Routh) la información sobre la función k

permanece en el formalismo de los mapeos armónicos generalizados a través de

la ley de conservación generalizada.

Hemos representado los campos gravitacionales estacionarios con simetría axial

como mapeos armónicos generalizados (2 → 2) escogiendo las métricas para el

espacio base y de fondo como en (4.58). El hecho de tener un espacio base de di-

mensión dos nos sugiere cierta semejanza de esta representación con la teoría de

cuerdas; sin embargo, existe esta característica de la interacción entre los dos espa-

cios involucrados en el mapeo y además la métrica del espacio base es Euclidiana

en contraposición a la métrica Minkowskiana que se tiene en el caso de teoría de

cuerdas. Esto es posible disfrazarlo utilizando una rotación de Wick en alguna de

las coordenadas, por ejemplo, τ → iρ de manera que podemos considerar el es-

pacio base ℳ como la hoja de mundo parametrizada por un “tiempo” τ y con

z la coordenada que recorre a la cuerda. El espacio de fondo 𝒩 jugará el papel

de un espacio-tiempo generalizado sobre el cual se mueve la cuerda generalizada,

y cuya métrica conformalmente plana depende explícitamente del tiempo. En la

siguiente sección introduciremos el concepto de extensión dimensional aplicado

al espacio de fondo 𝒩 , lo cual nos permitiera tener mapeos armónicos generaliza-

dos tipo (2 → D) con D la dimensión del espacio de fondo sin afectar la estructura

de las ecuaciones principales que determinan los campos gravitacionales, de ma-

nera que la semejanza será un poco mayor.

Dentro de la familia de los campos axisimétricos estacionarios aquellos que son

asintóticamente planos tienen un interés físico pues representan soluciones exter-

nas de fuentes localizadas del campo gravitacional. Esta condición la podemos
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escribir para las funciones métricas de la siguiente manera,

lı́m
xa→∞

f = 1 + O
(

1
xa

)
,

lı́m
xa→∞

ω = c1 + O
(

1
xa

)
,

lı́m
xa→∞

Ω = O
(

1
xa

)
, (4.66)

con c1 una constante que se puede fijar convenientemente a cero. Esto deja a la ex-

presión (4.2) en este límite como el elemento de línea de un espacio plano descrito

en coordenadas tipo cilíndricas. Estas condiciones se pueden expresar en términos

de condiciones de frontera para los campos Xµ del espacio de fondo 𝒩 a través

de sus derivadas; si consideramos que las coordenadas del espacio-tiempo tienen

el dominio, ρ ∈ [0, ∞) y z ∈ (−∞, ∞), entonces tenemos,

∂ρXµ(ρ,−∞) = 0 = ∂ρXµ(ρ, ∞),

∂zXµ(ρ,−∞) = 0 = ∂zXµ(ρ, ∞), (4.67)

Estas representan condiciones de frontera tipo Dirichlet y Neumann para las cuer-

das abiertas con puntos extremos situados en infinito. Así que se puede interpre-

tar, si consideramos a ρ como un “tiempo” como una cuerda que se extiende des-

de menos infinito hasta infinito en la dirección z y cuyos extremos terminan en

D-branas dependiendo de que tipo de condiciones se fijen para las distintas direc-

ciones del espacio de fondo.
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4.4. Extensión dimensional y el caso estático

En esta sección abordaremos la extensión dimensional para el espacio de fondo

𝒩 de los mapeos armónicos generalizados a la cual hemos hecho alusión anterior-

mente. Esta extensión dimensional tiene dos finalidades, la primera nos permite

representar los campos gravitacionales axisimétricos estacionarios como mapeos

armónicos generalizados (2 → D) aumentando el contenido de campos en el espa-

cio de fondo sin que esto afecte la dinámica de los campos f y Ω involucrados en

las ecuaciones principales (4.4, 4.5), haciendo más clara la analogía con la teoría

de cuerdas. La segunda razón para introducir este concepto es poder represen-

tar como mapeos armónicos generalizados a los campos gravitacionales estáticos,

para los cuales tenemos que Ω = 0 de manera que el espacio de fondo es de di-

mensión uno, dejándonos sin la posibilidad de tener una métrica asociada a 𝒩 . El

introducir la extensión dimensional para describir campos estáticos es necesaria a

pesar de que existen los mapeos armónicos usuales para el caso de un espacio de

fondo de dimensión uno, dim N = 1, debido a que estos tienen asociados ecua-

ciones lineales para el campo asociado al espacio de fondo N [45] y la ecuación

de campo principal para f en el caso estático (4.8) es no lineal. En el caso de los

mapeos armónicos generalizados un espacio de fondo 𝒩 de dimensión uno nos

regresa al caso de los mapeos armónicos usuales, siendo obsoleta la generalización

al no contar el espacio de fondo con una métrica que dependa explícitamente de

las coordenadas del espacio base.

Al hacer una extensión dimensional en el espacio de fondo 𝒩 se debe considerar

que es importante no afectar las ecuaciones de campo principales que describen

el espacio-tiempo estacionario con simetría axial (4.4, 4.5), por lo cual el contenido

de campos y las funciones métricas que serán parte de la extensión dimensio-
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nal cumplirán ciertas condiciones de manera que los campos gravitacionales sean

propiamente descritos, es decir, debe ser tal que las ecuaciones que satisfacen los

campos f y Ω no sean modificadas por las dimensiones extras que se incluyen.

Para esto consideremos un mapeo armónico generalizado (m → D) con xa coor-

denadas para el espacio base ℳ y para el espacio de fondo 𝒩 denotaremos sepa-

radamente las coordenadas Xµ, µ = 1, 2, para el sector de los campos físicos; y XA,

A = 3, . . . , D, para el sector que corresponde a la extensión dimensional. Las re-

spectivas métricas serán 𝛾 = 𝛾(x) y G = G(Xµ, XA, x), de manera que a partir de

la estructura que hemos definido como mapeos armónicos generalizados, es de-

cir de la acción (4.29) con la apropiada inclusión de los campos que componen la

extensión, las ecuaciones de campo tienen la misma forma (4.28). El contenido de

los campos gravitacionales estacionarios con simetría axial estará en el sector del

espacio de fondo correspondiente a las componentes de la métrica Gµν, µ, ν = 1, 2,

y las componentes de la métrica GAB, A, B = 3, . . . , D representarán el sector de

la extensión dimensional. Considerando el conjunto de ecuaciones que describen

los mapeos armónicos generalizados (4.28) es evidente que las ecuaciones para

los campos Xµ contienen información del sector de la extensión dimensional a

través de los campos extendidos XA y sus derivadas ∂aXA. Para evitar esto y de-

jar el sector gravitacional intacto debemos imponer ciertas restricciones sobre las

componentes de la métrica del espacio de fondo, siendo estas,

GµA = 0,
∂Gµν

∂XA = 0,
∂GAB

∂Xµ = 0. (4.68)

Vemos que para que el sector gravitacional no se vea afectado por la extensión di-

mensional, las componenentes de la métrica en el sector de la extensión no deben

depender de los campos del sector gravitacional, las componentes del sector gra-
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vitacional no pueden depender de los campos extendidos y que las componentes

del sector mixto deben ser cero, es decir, las que tienen un índice del sector gravi-

tacional y otro del sector extendido. De esta forma los campos del sector gravita-

cional Xµ seguirán satisfaciendo las ecuaciones de campo (4.28), mientras que los

correspondientes al sector de la extensión dimensional cumplirán,

1√
|γ|

∂b

(√
|γ|γab∂aXA

)
+ ΓA

BCγab∂aXB∂bXC + GABγab∂aXC∂bGBC = 0, (4.69)

con ΓA
BC los símbolos de Christoffel asociados al sector de la extensión dimen-

sional de la métrica de fondo G. De esta manera podemos extender los mapeos

armónicos generalizados (2 → 2) a mapeos tipo (2 → D) sin afectar la de-

scripción de los campos gravitacionales axisimétricos estacionarios. Cabe men-

cionar que debido a las condiciones impuestas sobre la métrica de fondo, el ten-

sor de energía momento Tab = δℒ
δγab se puede separar en dos partes, una que co-

rresponde al sector gravitacional y la otra al sector de la extensión dimensional,

Tab = Tab(Xµ, x) + Tab(XA, x), mientras que la ley de conservación generalizada

(4.57) se satisface para ambas partes.

En el caso de espacios-tiempo estacionarios con simetría axial podemos considerar

la extensión dimensional. Tomamos al igual que en (4.58) salvo que para la métrica

del espacio de fondo debemos considerar, además del sector gravitacional que

aparecen en tales expresiones, el sector de la extensión dimensional. De acuerdo a
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las condiciones que encontramos en (4.68) la métrica del espacio de fondo 𝒩 es,

G =



ρ
2 f 2 0 0 · · · 0

0 ρ
2 f 2 0 · · · 0

0 0 G33(XA, x) · · · G3D(XA, x)
...

...
... . . . ...

0 0 GD3(XA, x) · · · GDD(XA, x)


, (4.70)

donde debemos exigir que el determinante de la submatriz que compone el sector

de la extensión dimensional sea distinto de cero, det(GAB) ̸= 0, para evitar que la

matriz completa sea degenerada. De esta forma el Lagrangiano queda separado

en dos partes, una correspondiente al sector gravitacional y otro al de la extensión

dimensional,

ℒst =
ρ

2 f 2

[
(∂ρ f )2 + (∂z f )2 + (∂ρΩ)2 + (∂zΩ)2

]
+

+
[
∂ρXA∂ρXB + ∂zXA∂zXB

]
GAB, (4.71)

mientras que las ecuaciones principales para el campo gravitacional siguen siendo

las mismas (4.4, 4.5) y tenemos un conjunto de ecuaciones que deben satisfacer los

campos correspondientes a la extensión dimensional,

(∂2
ρ + ∂2

z)XA + ΓA
BC

(
∂ρXB∂ρXC + ∂zXB∂zXC

)
+

+ GAC
(

∂ρXB∂ρGBC + ∂zXB∂zGBC

)
= 0. (4.72)

En el caso de que el sector de la extensión dimensional sea GAB = ηAB o GAB =

δAB tenemos, a partir de la expresión anterior, un conjunto de campos XA armóni-
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cos que satisfacen las siguientes ecuaciones,

(
∂2

ρ + ∂2
z

)
XA = 0. (4.73)

Como ya hemos mencionado, el caso de los campos gravitacionales estáticos es-

capa de la representación tanto de mapeos armónicos (4 → 2) así como de los

mapeos armónicos generalizados (2 → 2), debido a que para estos el límite Ω = 0

hace del espacio de fondo 𝒩 un espacio de dimensión uno para el cual la métrica

no está definida siquiera. La extensión dimensional nos permite representar me-

diante los mapeos armónicos generalizados a los campos estáticos, de forma que

al introducir un campo extra X podemos recuperar la no linealidad de las ecua-

ciones. La mínima y más simple extensión dimensional que se puede hacer se

logra escogiendo la métrica del espacio base como γab = δab y la correspondiente

al espacio de fondo como,

G =

 ρ
2 f 2 0

0 1

 . (4.74)

Con esta elección recuperamos la ecuación para la función métrica f , (4.8) y tene-

mos una ecuación como (4.73) para el campo de la extensión dimensional X que re-

sulta ser una función armónica. Hemos visto que para poder representar los cam-

pos gravitacionales axisimétricos estacionarios como mapeo armónico partiendo

de una variedad de dimensión dos, es necesario definir los mapeos armónicos

generalizados los cuales tienen como característica la interacción entre el espacio

base ℳ y el espacio de fondo 𝒩 ; y para poder representar el caso de campo es-

táticos es necesario recurrir a lo que hemos llamado una extensión dimensional.

Cabe mencionar que este formalismo se puede utilizar para representar los cam-

pos gravitacionales que posean dos vectores de Killing que no conmutan, en [29]
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se presentan el caso de ondas gravitacionales de Einstein-Rosen y el caso de los

modelos cosmológicos de Gowdy el caso no polarizado T3. En la siguiente sec-

ción retomaremos este tipo de representaciones y plantearemos la configuración

clásica rumbo a la cuantización topológica y la obtención del espectro topológi-

co. Estudiaremos el campo estático físico, esto es, la solución de Schwarzschild; la

representaremos en coordenadas adaptadas a la simetría esférica que posee esta

solución, estableceremos la configuración clásica de este sistema y calcularemos

el espectro topológico. También abordaremos esta tarea utilizando como configu-

ración clásica la variedad Riemanniana (M, g) en cuatro dimensiones que consti-

tuye la solución a las ecuaciones de Einstein de la forma usual, es decir partiendo

de la acción de Einstein-Hilbert.

4.5. Espectro topológico para los mapeos armónicos

generalizados

En esta sección vamos a plantear la configuración clásica para la representación

de los campos estacionarios con simetría axial como mapeos armónicos generali-

zados, esto con la finalidad de construir el haz fibrado principal correspondiente

para establecer la estructura geométrica necesaria para la cuantización topológica,

en particular para el cálculo del espectro topológico. Abordaremos en específico

dentro de los casos de los campos estáticos, la solución de Schwarzschild. Al igual

que en el caso de la teoría de la cuerda bosónica la cual tiene como punto de parti-

da los mapeos armónicos, existen para los campos gravitacionales representados

como mapeos armónicos generalizados distintas posibilidades para plantear la

configuración clásica; sin embargo, veremos que en este caso las variedades Rie-

mannianas involucradas carecen de significado físico, y más aun, el espacio de
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fondo, debido a la generalización que hemos hecho, tiene una métrica peculiar.

También calcularemos el espectro topológico para la solución de Schwarzschild a

partir de la configuración clásica usual, es decir, utilizando la variedad Rieman-

niana en cuatro dimensiones que es solución a las ecuaciones de Einstein que se

obtienen a partir de la acción de Einstein-Hilbert y con la conexión de Levi-Civita

[54].

En la representación de los campos gravitacionales como mapeos armónicos gene-

ralizados existen básicamente tres variedades Riemannianas que podrían consid-

erarse como punto de partida para la configuración clásica: el espacio base (ℳ,𝛾),

el espacio de fondo (𝒩 , G) y el espacio que resulta de encajar la variedad base en

el espacio de fondo con la métrica inducida por el mapeo X : ℳ → 𝒩 , (ℳ, h)

con h = X*G. En el contexto de los mapeos armónicos generalizados, las dos

primeras variedades Riemannianas son totalmente artificiales, en el sentido de

que sus métricas se ajustan de manera que las ecuaciones para el campo gravi-

tacional sean aquellas que buscamos; por lo que no tienen ningún sentido físico

y de la misma forma quedan descartadas para constituir la configuración clási-

ca del sistema. La tercera variedad, encajada en el espacio de fondo mediante el

mapeo X : ℳ → 𝒩 y sobre la cual se tiene la métrica inducida por el pullback

h = X*G, contiene la información sobre la dinámica de los campos via la ac-

ción de los mapeos armónicos generalizados. Análogamente al caso de la cuerda

bosónica que tratamos en el capítulo anterior, esta variedad Riemanniana resulta

ser el escenario natural para plantear la configuración clásica. En lo que se refiere

a las simetrías a considerar, resulta igualmente natural tomar los difeomorfismos

sobre esta variedad encajada como el grupo de simetría de la teoría física; estos

coinciden con la invariancia en la descripción de los campos gravitacionales bajo

la acción de los difeomorfismos sobre la variedad del espacio-tiempo. De manera
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similar podemos introducir una base ortonormal sobre la variedad de manera que

el grupo de difeomorfismos se reduzca al grupo SO(2). Así la configuración clási-

ca para el caso de los campos gravitacionales axisimétricos estacionarios represen-

tados mediante los mapeos armónicos generalizados es el par (ℳg,𝜔) donde ℳg

es el espacio base encajado mediante el mapeo X en el espacio de fondo y 𝜔 es la

conexión de Levi-Civita asociada a la métrica h que toma valores en el álgebra de

Lie so(2).

Una vez que hemos establecido la configuración clásica podemos construir el haz

fibrado principal; reduciendo el grupo de simetría de los difeomorfismos sobre la

variedad encajada al grupo ortogonal, podemos considerar a SO(2) como el grupo

de estructura que es isomorfo a la fibra estándar. Siendo así podemos plantear

el siguiente teorema de manera que la construcción del haz fibrado quede bien

establecida.

Teorema. Un campo gravitacional con dos vectores de Killing que conmutan des-

crito mediante un mapeo armónico generalizado (2 → D) se puede representar

mediante un haz fibrado principal único 𝒫 , con el espacio base encajado en el es-

pacio de fondo mediante el mapeo X : ℳ → 𝒩 , con (ℳ, h), h = X*G como

variedad base, SO(2) el grupo de estructura isomorfo a la fibra estándar, y 𝜔 la

conexión que toma valores en el álgebra de Lie so(2).

La prueba de este teorema sigue la misma línea que los casos que hemos presen-

tado en los capítulos anteriores. Una vez establecida la existencia del haz fibra-

do principal que representa a los campos gravitacionales descritos mediante los

mapeos armónicos generalizados podemos proceder al cálculo del espectro topo-

lógico para casos específicos. El tratamiento es similar al caso de la cuerda bosóni-

ca, de hecho hemos interpretado al campo gravitacional axisimétrico estacionario

como una cuerda bosónica generalizada. De esta forma nos estaremos refiriendo
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a los resultados del capítulo anterior.

También calcularemos el espectro topológico a partir de la configuración clásica

en cuatro dimensiones usual, partiendo de la variedad Riemanniana (M, g) que

describe el espacio-tiempo y es solución a las ecuaciones de Einstein las cuales se

siguen de la acción de Einstein-Hilbert. La configuración clásica en este caso es

el par (Mg,𝜔′) con 𝜔′ la conexión asociada a la métrica g que toma valores en el

álgebra de Lie so(1, 3). En este caso hemos reducido el grupo de difeomorfismos

sobre el espacio-tiempo al grupo ortogonal SO(1, 3) mediante la introducción de

una base ortonormal. El teorema que establece el haz fibrado principal ha sido es-

tablecido en [54] y básicamente nos dice que el haz fibrado principal 𝒫 ′ se consti-

tuye de la variedad Riemanniana que representa el espacio-tiempo como espacio

base y como grupo de estructura (isomorfo a la fibra estándar) el grupo ortogonal

SO(1, 3).

Siendo así los dos escenarios, el cálculo del espectro topológico será hecho a través

de la clase característica de Euler. A continuación describiremos el caso de cam-

pos gravitacionales estáticos en coordenadas adaptadas a la simetría esférica con

el objetivo de representar la solución de Schwarzschild como un mapeo armónico

generalizado y a partir de ahí encontrar la métrica inducida y finalmente encon-

trar la forma de Euler para este caso. Haremos lo mismo para el caso en cuatro

dimensiones partiendo de la solución de Schwarzschild, encontrando la forma de

Euler correspondiente.
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4.5.1. Configuración clásica en dos dimensiones para la solución

de Schwarzschild

Hemos visto que a partir de la extensión dimensional es posible representar co-

mo mapeos armónicos generalizados los campos estáticos, en particular podemos

estudiar la solución de Schwarzschild, la cual describe el campo gravitacional ex-

terior de una fuente estática con simetría esférica. Hasta ahora se han descrito los

campo gravitacionales estacionarios con simetría axial en las coordenadas de Weyl

(4.2), sin embargo para finalmente abordar el caso de Schwarzschild será conve-

niente cambiar a un sistema de coordenadas que se adapte a la simetría esférica.

Con base a lo mencionado la configuración clásica para los mapeos armónicos

generalizados y en particular para el caso de Schwarzschild será el par (ℳg,𝜔),

es decir, el espacio base dotado con la métrica inducida y la conexión asociada a

ella. El caso de Schwarzschild no puede ser tratado como vimos en la sección 4.2

ya que si calculamos el escalar de curvatura a partir de la métrica encontramos,

depués de eliminar los términos de segundo orden, que la densidad Lagrangiana

es de primer orden y lineal en las derivadas de los campos por lo que no es posi-

ble representarlo como un mapeo armónico. Sin embargo, es posible construir un

Lagrangiano cuadrático en la derivada de primer orden a partir del cual se obten-

ga la ecuación de campo para el campo gravitacional que describe la solución de

Schwarzschild,

ds2 = − f (r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2dΩ2, (4.75)

con dΩ2 = dϑ2 + sen2 ϑdφ.

En principio debería considerarse el siguiente elemento de línea

ds2 = − f (r)dt2 + h(r)dr2 + r2dΩ2, (4.76)
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que es la forma general a la que se puede reducir mediante consideraciones de

simetría, esto es, espacio-tiempo estático con simetría esférica. Sin embargo, la

densidad Lagrangiana que se obtiene al eliminar los términos de segundo orden

en las derivadas de los campos resulta ser lineal en las derivadas de primer or-

den, por lo que es imposible establecer la representación como mapeo armónico

a partir de dicha densidad Lagrangiana. Aunque cabe aclarar que tal densidad

Lagrangiana da lugar a las ecuaciones que tienen como solución la métrica de

Schwarzschild. Se podría a partir de las ecuaciones de segundo orden para f y

h analizar las condiciones de Helmholtz adaptadas a campos para determinar si

existe una densidad Lagrangiana cuadrática a primer orden.

De manera que para representar este caso como mapeo armónico generalizado se

puede partir de la siguiente densidad Lagrangiana,

ℒ = r2A2F2(ϑ)

(
d f
dr

)2

+ r(∂rX)2 +
1
r
(∂ϑX)2, (4.77)

donde X es el campo con unidades de longitud que se introduce mediante la exten-

sión dimensional y la función F(θ) es una función que depende exclusivamente de

ϑ mientras que A2 es una constante con unidades de longitud, pero por lo demás

estas dos últimas son arbitrarias. La presencia de la función arbitraria F(ϑ) no es

necesaria para reproducir la ecuación de campo para f , sin embargo en lo que se

refiere al cálculo del espectro topológico si se requiere tal función pues de lo con-

trario la uno-forma de conexión y por lo tanto la curvatura es cero o la métrica

inducida es degenerada.

Las ecuaciones de campo para f (r) y para X(r, ϑ) que siguen de la variación de la
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acción con esta densidad Lagrangiana son,

d2 f
dr2 +

2
r

d f
dr

= 0, (4.78)

∂2
r X +

1
r

∂rX +
1
r2 ∂2

ϑX = 0, (4.79)

como podemos observar X es un campo armónico.

La representación como mapeo armónico generalizado se obtiene con la métrica

para el espacio base ℳ,

𝛾 =

1 0

0 r2

 , (4.80)

mientras que para el espacio de fondo 𝒩 tenemos,

G =

rA2F2(ϑ) 0

0 1

 . (4.81)

Con estas métricas a nuestra disposición podemos encontrar la métrica inducida

sobre la variedad base ℳ por el mapeo X, h = X*G, cuyas componentes se en-

cuentran de la siguiente manera,

hab = ∂aXµ∂bXνGµν, (4.82)

siendo de manera explícita para este caso,

hab =

rA2F2(ϑ)(dr f )2 + (∂rX)2 ∂rX∂ϑX

∂rX∂ϑX (∂ϑX)2

 , (4.83)
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con dr f ≡ d f
dr .

Introduciendo una base ortonormal de manera que la métrica local sea plana δab

mediante una base dual dada por,

θ1 = dX = ∂rXdr + ∂ϑXdϑ,

θ2 = −
√

rA F(ϑ) dr f dr, (4.84)

es posible calcular la dos-forma de curvatura que finalmente nos permitirá calcu-

lar la clase característica de Euler. Mediante las ecuaciones de estructura de Cartan

obtenemos que la única componente independiente de la uno-forma de conección

es,

ω1
2 = −

√
rA dϑF dr f

∂ϑX
dr, (4.85)

y la componente de la dos-forma de curvatura es,

R1
2 =

√
rA dr f

[
d2

ϑF
∂ϑX

−
∂2

ϑX dϑF
(∂ϑX)2

]
dr ∧ dϑ. (4.86)

La clase característica de Euler es básicamente esta dos-forma de curvatura en el

caso de dos dimensiones,

e(𝒫) = − 1
2π

R1
2, (4.87)

que para este caso de acuerdo a (4.86) es,

e(𝒫) = − 1
2π

√
rA dr f

[
d2

ϑF
∂ϑX

−
∂2

ϑX dϑF
(∂ϑX)2

]
dr ∧ dϑ. (4.88)

Es importante hacer notar el papel que juega la función F(ϑ) en esta representa-

ción de la solución de Schwarzschild. Siendo que la función depende solamente
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de ϑ no tiene ningún efecto a nivel clásico pues reproduce la ecuación de campo

para la función métrica f (r), mientras que para la cuantización topológica cada

elección de una forma particular de la función modifica el espectro topológico,

aunque cabe mencionar que siempre y cuando sea una función integrable sola-

mente modificará el resultado por una constante multiplicativa; de esta manera

la elección de esta función no impone condición alguna sobre el resultado y se

puede elegir a conveniencia.

En lo que respecta al campo de la extensión dimensional X(r, ϑ) encontramos que

para la representación de la solución de Schwarzschild constituye un campo de

norma. Esto en el sentido que es posible probar que a partir de la solución más

general, cualquier caso particular que sea una serie convergente reproduce el mis-

mo resultado para el espectro topológico [51]. De manera que uno puede escoger

el campo X siempre y cuando satisfaga su ecuación (4.79). De tal forma que pode-

mos interpretar esto como una libertad de norma en el sector de la extensión di-

mensional y podemos escoger convenientemente el campo de la extensión X sin

afectar el resultado para el espectro topológico.

Es posible hacer una elección mínima de la función F(ϑ) y del campo X que nos

permita calcular de manera inmediata un espectro. Sean F(ϑ) = 1
2 ϑ2 y X(r, ϑ) =

Bϑ + C con B y C constantes con unidades de longitud. Con esta elección la forma

de Euler es,

e(𝒫) = − A
2πB

√
rdr f dr ∧ dϑ, (4.89)

mientras que dr f = d
dr
(
1 − 2M

r
)
= 2M

r2 y así

e(𝒫) = −A M
Bπ

1

r
3
2

dr ∧ dϑ. (4.90)
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Integrando esta dos-forma sobre la variedad ℳ obtenemos el espectro topológico,

∫
ℳ

e(𝒫) =
4MA

B
1

r
1
2

∣∣∣∣r1

r0

= n, (4.91)

que tomando los límites r1 → ∞ y r0 → 2M nos deja con la siguiente expresión,

− 4MA
B

1√
2M

= n. (4.92)

Las constantes A y B las podemos escoger de manera que el resultado coincida

con el que se obtiene a partir de la configuración clásica en cuatro dimensiones y

que a continuación presentaremos. Estas dos constantes deben cumplir la relación,

A
B

= − ∆t
8
√

2M3/2
. (4.93)

Por ejemplo escogiendo dentro de todas las posibilidades A = ∆t

4M
1
2

y B = −23/2M

obtenemos el siguiente espectro topológico,

∆t
4M

= n. (4.94)

Notamos que la constante M que aparece en la elección de A y B es la única op-

ción que tenemos de manera que estas dos últimas tengan las unidades que les

corresponden, siendo que para el caso de Schwarzschild M es el único parámetro

físico a través del cual podemos asignar unidades a las constantes por determinar.

A continuación obtendremos el espectro topológico a partir de una configuración

clásica en cuatro dimensiones y que consideramos es la configuración clásica apro-

piada para la cuantización topológica. Después discutiremos los resultados y ex-

pondremos algunas conclusiones sobre los resultados para el espectro topológico

199



CAMPOS GRAVITACIONALES, MAPEOS ARMÓNICOS Y ESPECTROS TOPOLÓGICOS

de Schwarzschild representado como mapeo armónico generalizado.

4.5.2. Configuración clásica en cuatro dimensiones

La configuración clásica en cuatro dimensiones es el par (Mg,𝜔′) constituído por

la variedad Riemanniana solución a las ecuaciones de Einstein y la conexión aso-

ciada a la métrica cuyo elemento de línea es,

ds2 = −
(
1 − 2M

r
)

dt2 +
1

1 − 2M
r

dr2 + r2dΩ2. (4.95)

A partir de esta configuración clásica se puede construir el haz fibrado principal

el cual representa a este campo gravitacional. La fibra que representa la simetría

de la teoría bajo estudio en este caso la constituye el grupo de difeomorfismos,

el cual es posible reducir localmente al grupo de Lorentz SO(1, 3) al introducir

para la descripción una tétrada ortonormal cuya métrica local sea la del espacio

de Minkowski. En este caso es posible probrar el siguiente teorema planteado por

Patiño y Quevedo [54] el cual solamente citaremos,

Teorema. Una solución a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacío puede

ser representada por un único haz fibrado principal P de 10 dimensiones con el

espacio-tiempo M como el espacio base, el grupo de Lorentz como el grupo de

estructura (isomorfo a la fibra estándar) y una conexión con valores en el álgebra

de Lie del grupo de Lorentz.

A partir de este resultado es inmediato plantear el cálculo del espectro topológico

como lo hemos venido haciendo mediante el invariante asociado al haz fibrado

principal 𝒫 ′. Considerando SO(1, 3) como el grupo de estructura para el haz fi-

brado principal, el espectro topológico se encuentra a partir de la integral de la
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clase característica de Euler. Se puede encontrar una expresión en términos de la

curvatura del espacio base dada por,

e(𝒫 ′) =
(−1)m

22mπmm!
εi1i2···i2m Ri1i2 ∧ · · · ∧ Ri2m−1i2m , (4.96)

donde se considera una métrica local de Minkowski con signatura 2 para el espa-

cio base y k = 2m para SO(k). Partiendo del elemento de línea (4.95) y escogiendo

la base dual para la métrica local como,

θ0 =
(
1 − 2M

r
) 1

2 dt, θ1 =
(
1 − 2M

r
)− 1

2 dr, θ2 = rdϑ, θ3 = rdφ, (4.97)

las componentes independientes de la curvatura que toma valores en el álgebra

de lie so(1, 3) son,

R01 =
2M
r3 θ0 ∧ θ1, R02 = −M

r3 θ0 ∧ θ2, R03 = −M
r3 θ0 ∧ θ3

R12 = −M
r3 θ1 ∧ θ2, R13 = −M

r3 θ1 ∧ θ3, R23 =
2M
r3 θ2 ∧ θ3.

(4.98)

De manera que a partir de (4.96) tenemos que,

e(𝒫 ′) =
1

4π2

[
R01 ∧ R23 − R02 ∧ R13 + R03 ∧ R12

]
, (4.99)

y utilizando las expresiones (4.98) obtenemos,

e(𝒫 ′) =
3

2π2
M2

r6 θ0 ∧ θ1 ∧ θ2 ∧ θ3, (4.100)
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que en términos de la base coordenada es,

e(𝒫 ′) =
3

2π2
M2

r4 sen ϑ dt dr dϑ dφ. (4.101)

Integrando sobre una subvariedad compacta de ℳ obtenemos,

e(𝒫 ′) =
3M2

2π2

∫ 1
r4 sen ϑ dt dr dϑ dφ

=
6M2

π

∫ 1
r4 dt dr

=
6M2

π

∫
dt
(
−1

3
r−3
) ∣∣∣∣r1

r0

= −2M2

(
1
r3

1
− 1

r3
0

)
∆t (4.102)

(4.103)

donde en el segundo renglón consideramos el factor 4π de la integración sobre ϑ y

φ y en el último consideramos un intervalo de tiempo finito ∆t, que representado

el intervalo de tiempo considerado por este tipo de observador.

Tomando el límite cuando r1 → ∞ y r0 → 2M tenemos finalmente la expresión

para el espectro topológico,
1

4M
∆t = n. (4.104)

En lo que se refiere a la integración en estas coordenadas es necesario aclarar

que hemos considerado solamente la región donde el sistema de coordenadas

(t, r, ϑ, φ) tiene un buen comportamiento, de manera que utilizamos solamente

una carta para cubrir la región de integración y no es necesario definir una par-

tición de la unidad. Esto es posible si la región de integración en lo que respecta

a la coordenada r se toma fuera del radio de Schwarzschild r = 2M. La posibi-
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lidad de considerar así el dominio de integración reside en el hecho de que esta

región no constituye una singularidad física y solamente es una consecuencia del

sistema de coordenadas que se utiliza, caso contrario a la singularidad que tiene

este espacio en r = 0. Este último punto sí es una singularidad física y debe ser re-

movido para efectos de esta descripción. Por lo tanto, mediante una deformación

por retracción (ver apéndice A) es posible considerar la región fuera del horizonte

como la región de integración sin que esto tenga alguna consecuencia en el cálculo

del espectro topológico, ya que las dos variedades topológicas son homeomorfas

y como consecuencia sus grupos de cohomología son isomorfos.

Es importante mencionar que este resultado también se puede obtener a partir de

exigir la condición de compatibilidad a la conexión en el traslape de las distintas

cartas que se utilicen para cubrir la variedad M o en el caso de utilizar una sola

carta el exigir que la conexión esté bien definida a lo largo de toda la variedad

[60].

Es importante señalar que existe un espectro para la masa del agujero negro de

Schwarzschild a partir del formalismo canónico complementado con una regla de

cuantización de Bohr-Sommerfeld [36]. Tal condición lleva al resultado de que el

área del horizonte tiene un conjunto de eigenvalores equidistantes, A ∝ n para

n ∈ N y por ende la masa tiene un espectro proporcional a la raíz cuadrada de n,

Mn ∝
√

n.

Como hemos visto, el espectro topológico se puede reproducir a partir de la repre-

sentación de los campos gravitacionales como mapeos armónicos generalizados,

inclusive encontrando en el sector de la extensión dimensional una libertad de

norma que nos da la flexibilidad de escoger este campo extra de manera que sea

sencillo encontrar el resultado. Aunque en el caso de los campos gravitacionales

axisimétricos estacionarios no es necesario recurrir a la extensión dimensional es
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posible que incluyendo este sector podamos volver a encontrar una libertad de

norma como para el caso de Schwarzschild. Esta cuestión y el cálculo de espectros

topológicos mediante la representación de mapeos armónicos generalizados para

casos más generales está bajo investigación en este momento [51].

El que las configuraciones clásicas mediante mapeos armónicos generalizados y

la descripción natural en cuatro dimensiones no sean equivalentes, en el senti-

do de que no existe un isomorfismo entre ellas, no descarta la posibilidad de

que esta representación sea válida clásicamente pues como vimos para el caso

de los campos gravitacionales estacionarios con simetría axial (y en general los

campos que poseen dos vectores de Killing que conmutan [29]) no solamente se

recuperan las ecuaciones de campo principales sino que a través de las ecuaciones

de conservación generalizadas también se recupera la información de la función

métrica que se encuentra por cuadraturas y como hemos visto para el caso de

Schwarzschild, no hay ambigüedad en la obtención del espectro topológico a pe-

sar de la extensión dimensional.
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CONCLUSIONES

En este trabajo hemos aplicado el formalismo de la cuantización topológica en lo

que concierne al aspecto de los espectros topológicos. Para la construcción del haz

fibrado principal se definió la configuración clásica de un sistema físico como el

par (ℳ, ω), con ℳ una variedad diferencial y ω una conexión, siendo único este

par en el sentido de que dos variedades conectadas por un isomorfismo con la

misma conexión se consideran la misma configuración clásica. A partir de esto se

hace la construcción del haz fibrado principal que representa al sistema físico bajo

estudio. Se establece la existencia y unicidad de tal representación mediante los

correspondientes teoremas para cada caso. Una vez representado el sistema físico

mediante un haz fibrado principal definimos el espectro topológico mediante sus

clases características y el invariante topológico asociado llamado número carac-

terístico. Con esto se tiene la base para aplicar el procedimiento para el cálculo del

espectro topológico en distintos sistemas físicos.

Se han abordado tres casos principalmente. El primero es sobre los sistemas mecáni-

cos con un número finito de grados de libertad, para el cual ha sido necesario
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recurrir al principio variacional de Maupertuis para encontrar la configuración

clásica apropiada. Se obtuvieron espectros topológicos para el caso del oscilador

armónico en una y dos dimensiones. En el primer caso obtuvimos,

akq0

2E − kq2
0
= n, (4.105)

con n ∈ Z+ ∪ {0}, E la energía del sistema, k la constante de restitución, a una

constante con unidades de distancia y q0 un parámetro constante relacionado con

el punto de retorno para el oscilador. Este último parámetro se puede escoger de

forma que se reproduce el espectro canónico para la energía, E = h̄ω(n + 1
2), con

ω2 = k
m . Para el oscilador armónico isotrópico en dos dimensiones tenemos,

E
E − 1

2 kr2
0
− 1 = n, (4.106)

con k la constante de restitución y r0 el valor de la coordenada radial en el límite

de integración. Si el límite de integración lo consideramos hasta el punto de re-

torno menos el valor correspondiente a la energía del estado base se reproduce

el resultado canónico. Para el caso anisotrópico el espectro topológico a partir de

una sola estructura geométrica/topológica es,

En = 2
l0ω1ω2

ω2
1 + ω2

2
n + l0, (4.107)

con constantes de restitución dadas por ki = mω2
i para i = 1, 2 y donde hemos con-

siderado acercarnos a los puntos de retorno hasta una distancia correspondiente

a la energía del estado base l0 = 1
2 (h̄ω1 + h̄ω2). De este espectro es de destacar el

comportamiento lineal que presenta, aunque el resultado partiendo de esta única

estructura geométrico/topológica no es comparable.
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Es importante mencionar que el resultado canónico se puede reproducir para este

caso si consideramos cada uno de los osciladores desacoplados (o modos nor-

males de oscilación) por separado con dos configuraciones clásicas como en el

caso de un solo oscilador.

Para el caso del potencial central para una partícula con masa m y energía de

ligadura E el resultado es,

E
E0

= − 1
n2

(√
1 + n2 − 1

)
, (4.108)

donde E0 = mα2

l2 y α la constante de proporcionalidad en la energía potencial y l

una constante de movimiento que identificamos con el momento angular. Esta es

una discretización de los parámetros que describen al sistema en la que conside-

ramos también al momento angular l y no solamente a la energía E.

Dichos resultados nos indican que, en el caso en que es posible hacer una com-

paración con los resultados del formalismo canónico, se establece una relación

uno a uno con el espectro canónico, y para el oscilador armónico es posible repro-

ducir los resultados exactamente. Vemos que surge de manera un tanto natural

la noción de cuanto de energía en el caso del oscilador armónico. Dentro de es-

ta formulación variacional de la mecánica clásica nos hemos restringido al caso

de sistemas conservativos, para lo cual se imponen restricciones en la geometría

que representa los sistemas. Una de las líneas de investigación a futuro será con-

templar extensiones del principio de Maupertuis que nos permitan ir más allá de

dichas restricciones, así como explorar el caso de sistemas no conservativos.

El segundo caso se refiere a la teoría de la cuerda bosónica. Aquí hemos encontra-

do muchas más dificultades técnicas para el cálculo de los espectros. No obstante,

se ha logrado encontrar relaciones discretas entre los parámetros físicos que deter-
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minan el sistema para casos particulares. Se ha logrado plantear el método para

el caso en que la cuerda se propaga en un fondo con curvatura distinta de cero

para abordar el problema tanto de forma exacta como perturbativamente. En un

futuro se planea aplicar estos procedimientos a sistemas dentro de la teoría de

cuerdas que sean más interesantes y relevantes desde el punto de vista físico. Co-

mo un ejemplo consideramos el caso de una cuerda bosónica cerrada propagán-

dose sobre un fondo curvo, en particular el caso en que solamente dos modos de

oscilación, uno derecho y uno izquierdo, tienen coeficientes distintos de cero en

una dirección. El resultado para el espectro topológico es,

2k
π

(k2 + ω2
k)

ωk
ln

[
(r1

k + r̃1
k)

2

(r1
k − r̃1

k)
2

]
= n, (4.109)

con k en número entero que indica el modo de oscilación, rR
k y r̃R

k las amplitudes

de los modos de oscilación derecho e izquierdo, respectivamente; n ∈ Z+ y ωk la

frecuencia de oscilación que depende del espacio-tiempo de fondo que se consid-

era.

Los resultados que se obtuvieron han sido expresados tal cual se obtienen desde

un punto de vista matemático y un primer análisis nos revela que existen rela-

ciones de discretización que son consistentes e interesantes debido a que restrin-

gen los mapeos de encaje a un cierto subconjunto determinado por la relación de

discretización entre los modos de oscilación que describe el espectro topológico.

No obstante, aún queda abierta la cuestión de su relación con los espectros origi-

nados a partir del formalismo canónico, esto una vez que sea posible integrar el

caso general. Por otro lado, actualmente en un artículo que está en preparación

[4], exploramos consecuencias físicas que se pueden extraer de tales espectros.

En el último capítulo se han definido los mapeos armónicos generalizados, los
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cuales nos permiten representar campos gravitacionales con dos vectores de Killing

que conmutan como cuerdas generalizadas. Se estudian las propiedades de es-

tos modelos generalizados y se aplica el método de la cuantización topológica

para encontrar espectros. En específico se trata el caso de un espacio-tiempo de

Schwarzschild el cual se puede incluir en la representación de mapeos armónicos

generalizados considerando una extensión apropiada. Vemos que existe una liber-

tad de norma en tal representación y que independientemente de la elección de

dicha norma el espectro topológico coincide con el resultante de aplicar la cuanti-

zación topológica a este campo gravitacional desde la descripción usual a partir

de la acción de Einstein-Hilbert, siendo el resultado,

∆t
4M

= n, (4.110)

con n ∈ Z+, M la masa asociada a la fuente de campo gravitacional y ∆t un

intervalo de tiempo finito producto de la integración de esta variable.

Esto nos muestra, al menos en este caso, que a partir de descripciones geométrico-

topológicas tan distintas de un mismo sistema físico se obtiene el mismo espectro

para un sistema físico. En este caso queda a futuro investigar qué es lo que sucede

con campos gravitacionales en esta representación para los que en principio no es

necesario extender los mapeos armónicos generalizados y que además son solu-

ciones con alguna relevancia física, como las soluciones estacionarias con simetría

axial o los modelos cosmológicos de Gowdy.

En general los resultados que hemos obtenido nos alientan a seguir con la con-

strucción completa de la cuantización topológica ya que, en el caso en que ha sido

posible comparar los espectros topológicos con aquellos provenientes del formal-

ismo canónico, encontramos una relación uno a uno. También nos muestran que
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queda un largo camino por recorrer en lo que se refiere a entender los resultados

que dan los espectros topológicos. Más aun, hemos entendido que es necesario

avanzar hacia la definición de estados y su evolución dinámica, que eventual-

mente nos darán más información sobre los espectros y completará el formalis-

mo. Esto para buscar la posibilidad de considerar la cuantización topológica una

teoría alternativa para entender la naturaleza discreta de los sistemas físicos.
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RETRACCIONES POR

DEFORMACIÓN

Este apéndice está basado en su totalidad en [48].

Definición Dos lazos α y β con punto base en x0 son homotópicos, α w β, si existe

un mapeo continuo H de [0, 1]× [0, 1] a X,

H : [0, 1]× [0, 1] → X, (A.1)
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y H satisface:

H(t, 0) = α(t), 0 ≤ t ≤ 1, (A.2)

H(t, 1) = β(t), 0 ≤ t ≤ 1, (A.3)

H(0, s) = H(1, s) = x0 0 ≤ s ≤ 1. (A.4)

El mapeo H se llama una homotopía entre α y β.

Definición Un subconjunto A de un espacio topológico X se llama una retracción

de X si existe un mapeo continuo, llamado retracción:

r : X → A, (A.5)

tal que r(a) = a, para cualquier a ∈ A.

Definición Un subconjunto A de un espacio topológico X es una retracción por

deformación de X si existe una retracción r : X → A y una homotopía H : X ×

[0, 1] → X tal que

H(x, 0) = x, (A.6)

H(x, 1) = r(x), (A.7)

H(a, t) = a, a ∈ A, t ∈ [0, 1]. (A.8)

Teorema Si X es un espacio topológico conexo (path connected) y A una retrac-

ción por deformación de X, entonces el grupo fundamental π1(X, a) es isomorfo

a π1(A, a), a ∈ A.

Teorema Si X y Y son dos espacios topológicos del mismo tipo de homotopía

212



RETRACCIONES POR DEFORMACIÓN

entonces Hp(X) es isomorfo a Hp(Y) para todo p. Escribimos:

Hp(X) ≡ Hp(Y). (A.9)

Una implicación inmediata de este teorema es que los grupo de homología son

invariantes topológicos. Esto es debido a que espacios homeomórficos son nece-

sariamente del mismo tipo de homotopía [48]
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MAPEOS ARMÓNICOS

Sean (ℳ,𝛾) y (𝒩 ,𝐺) dos variedades diferenciales (pseudo)-Riemannianas de

dimensión m y n respectivamente. Para la variedad base ℳ denotaremos las coor-

denadas mediante {xa}, mientras que para la variedad de fondo (target) 𝒩 serán

{Xµ}; de manera que γab = γab(x) y Gµν = Gµν(X). Un mapeo armónico es un

mapeo suave X : ℳ → 𝒩 (x ↦→ X) de manera que las funciones Xµ están en

términos de las coordenadas {xa} y satisfacen las ecuaciones de movimiento que

resultan de la variación de la siguiente acción [45],

S =
∫

dmx
√
|γ| γab∂aXµ∂bXνGµν, (B.1)

las cuales son,

1√
|γ|

∂a

(√
|γ| γab∂bXµ

)
+ Γµ

αβ γab∂aXα∂bXβ = 0. (B.2)
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donde Γµ
αβ son los símbolos de Christoffel asociados a la métrica del espacio de

fondo (𝒩 ,𝐺). Variando la acción respecto a la métrica 𝛾 del espacio base obten-

emos el siguiente sistema de ecuaciones las cuales se pueden entender como un

tensor de energía momento para la variedad X(ℳ),

δS
δγab = Tab = 0, (B.3)

que de manera explícita son,

Tab =

(
∂aXµ∂bXν − 1

2
γabγcd∂cXµ∂dXν

)
Gµν = 0. (B.4)

Este tensor de energía momento se conserva en el sentido de que ∇bTab = 0 una

vez que las ecuaciones de movimiento (B.2) son consideradas.
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CUANTIZACIÓN CANÓNICA DE

LA CUERDA BOSÓNICA

En este apéndice presentamos brevemente algunos aspectos de la cuantización

canónica de la cuerda bosónica. En el procedimiento canónico de cuantización se

trabaja ya sea en la norma nula o de manera covariante. Básicamente se imponen

las relaciones de conmutación usuales (a un mismo tiempo) sobre las soluciones

de los campos Xµ y los momentos (densidades) conjugados Pσµ = − 1
2πα′

∂Xµ

∂σ y

Pτµ = 1
2πα′

∂Xµ

∂τ , ya promovidos a operadores en la norma del cono de luz la única

relación distinta de cero es,

[X I(τ, σ), Pτ J(τ, σ′)] = iη I Jδ(σ − σ′), y [x−0 , p+] = −i, (C.1)

en donde h̄ = 1. De la solución escrita en términos de los modos de oscilación
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podemos encontrar las relaciones de conmutación asociadas a tales modos pro-

movidos a operadores como consecuencia de las relaciones fundamentales ex-

puestas en la relación anterior,

[αI
m, αJ

n] = m η I Jδm+n,0, (C.2)

con αI
−n = αI

n
* → αI

n
† y de manera adicional [xI

0, pJ ] = iη I J . De aquí la analogía

con los osciladores armónicos desacoplados. Los modos de Virasoro transversales

L⊥
n = 1

2 ∑
p∈Z

αI
n−pαJ

pδI J , (C.3)

escritos en términos de los modos de oscilación transversales se convierten en

operadores cuando estos últimos son promovidos a operadores. Cuando n ̸= 0

no existe ambigüedad en el ordenamiento de los operadores que determinan L⊥
n

debido a las relaciones de conmutación (C.2), mientras que para n = 0 se tiene

que ordenar normalmente y de esto surge la constante de ordenamiento que se

fija en -1. El álgebra que satisfacen estos operadores define lo que se conoce como

el álgebra de Virasoro con extensión central, [L⊥
n , L⊥

m ] = (m − n)L⊥
m+n +

D−2
12 (m3 −

m)δm+n,0,

A partir de la relación p2 = −M2 = 2p+p− − pI pJδI J = 1
α′ (L⊥

0 − 1)− pI pJδI J y

de la constricción L⊥
0 − 1 = 0 sobre los estados físicos, usando que el hecho de

que α
µ
0 =

√
2α′pµ, se encuentra que el operador de masa M̂ cuya acción sobre los

estados da la correspondiente masa, está dada por [34],

M̂2 =
1
α′

(
N̂⊥ − 1

)
, and N̂⊥ =

∞

∑
k=1

ka†I
k aJ

kδI J =
∞

∑
k=1

kN⊥
k , (C.4)

218



CUANTIZACIÓN CANÓNICA DE LA CUERDA BOSÓNICA

con N̂ el operador de número en términos de los operadores de creación y aniquilación

para cada dirección en el espacio-tiempo, α
µ
n =

√
naµ

n. Así Nk cuenta cuántas ve-

ces un modo de oscilación aparece actuando como operador de creación sobre el

estado base para construir el estado en cuestión en que se encuentra la cuerda.

Cabe notar que el proceso de aplicar las constricciones en el caso cuántico cambia

respecto al caso clásico, debido a una anomalía es necesario imponer solamente la

mitad de las constricciones, y para que la teoría sea consistente con la invariancia

de Lorentz se deben de modificar los operadores de Virasoro de orden cero [34].

Para ver el tratamiento de este caso en la norma conforme ir al apéndice 3.

En lo que concierne al procedimiento canónico para la cuerda cerrrada , de forma

similar al caso de la cuerda abierta, las constricciones para la cuerda cerrada se

aplican parcialmente para evitar una anomalía, es decir, se toman en cuenta sola-

mente la “mitad” del conjunto de constricciones. Como la cuerda cerrada puede

ser considerada como dos copias de cuerdas abiertas unidas tenemos entonces dos

conjuntos de operadores de Virasoro, los cuales son las contrapartes cuánticas de

las ecuaciones (3.64) cuando estas son promovidas a operadores. Estos operadores

llevan a las ecuaciones de constricción cuando son aplicados a un estado |ψ⟩, [34],

(L⊥
0 − 1)|ψ⟩ = 0,

(L̃⊥
0 − 1)|ψ⟩ = 0,

L⊥
k |ψ⟩ = 0 k > 0,

L̃⊥
k |ψ⟩ = 0 k > 0. (C.5)

A partir de las constricciones para L⊥
0 y L̃⊥

0 encontramos que el operador de masa
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para el caso de la cuerda cerrada es,

M̂2 =
2
α′

(
∞

∑
k=1

(αI
−kαJ

k + α̃I
−kα̃J

k)δI J − 2

)
, (C.6)

con ∑∞
k=1 αI

−kαJ
kδI J = N̂ y ∑∞

k=1 α̃I
−kα̃J

kδI J =
ˆ̃N los operadores de número, similares

a los del caso de la cuerda abierta (C.4). Otra característica que debemos conside-

rar para el caso de la cuerda cerrada cuántica es la condición de emparejamiento

de niveles [34] N̂ = ˆ̃N. Debido al hecho de que la combinación L⊥
0 − L̃⊥

0 genera

translaciones en el parámetro σ, lo cual es físicamente irrelevante para la cuerda

cerrada, pues no importa dónde empieza o termina, la condición impuesta sobre

los estados (L0 − L̃⊥
0 )|ψ⟩ = 0, lleva a la mencionada relación de emparajamiento

de niveles.

220



APÉNDICE D

MÉTODO DE PERTURBACIONES

COMÓVILES

En este apéndice damos un breve recuento sobre la formulación covariante del

tratamiento perturbativo para obtener soluciones hasta el primer orden para la

teoría de la cuerda bosónica planteado por Larsen y Sánchez en [40, 66]. Partiendo

de las ecuaciones de movimiento en la norma conforme,

− ∂2
τXµ + ∂2

σXµ − Γµ
αβ∂τXα∂τXβ + Γµ

αβ∂σXα∂σXβ = 0, (D.1)

donde µ = 0, . . . , D − 1 y Γµ
αβ son los coeficientes de la conexión respecto a la

métrica de fondo 𝐺. Considerando la expansión perturbativa alrededor de una
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solución del centro de masa,

Xµ(τ, σ) ≈ Aµ(τ) + εBµ(τ, σ) + ε2Cµ(τ, σ), (D.2)

tenemos que a orden cero se debe satisfacer la siguiente ecuación para Aµ,

∂2
τ Aµ + Γµ

αβ∂τ Aα∂τ Aβ = 0, (D.3)

mientras que para el primer orden,

− ∂2
τBµ + ∂2

σBµ − 2Γµ
αβ∂τ Aα∂τBβ − ∂σΓµ

αβBσ∂τaα∂τ Aβ = 0. (D.4)

Esta última ecuación se puede describir de forma covariante,

∂τ Aν∇ν

(
∂τ Aβ∇βBµ

)
− Rµ

αβν∂τ Aα∂τ AβBν − ∂2
σBµ = 0. (D.5)

Para una cuerda que cumple la relación de dispersión para la solución del centro

de masa a orden cero,

Gµν(A)∂τ Aµ∂τ Aν = −m2, (D.6)

se pueden introducir D − 1 vectores normales vµ
R con R = 1, . . . , D − 1 que in-

dican las direcciones de las polarizaciones físicas de la cuerda cuando se toman

perturbaciones alrededor de la solución del centro de masa. Estos vectores deben

de ser perpendiculares a la geodésica del centro de masa en algún punto y ser

ortonormales entre sí :

Gµνvµ
R∂τ Aν = 0 Gµνvµ

Rvν
S = δRS, (D.7)
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de manera que las soluciones a primer orden se expresan como,

Bµ = δxRvµ
R, (D.8)

donde δR constituyen las llamadas perturbaciones comóviles, las que un obser-

vador moviéndose junto con el centro de masa observaría. Este conjunto de D − 1

vectores deben determinarse completamente exigiendo que sean transportados

paralelamente a lo largo de las geodésicas del centro de masa,

∂τ Aν∇νvµ
R = 0. (D.9)

Introduciendo la forma para Bµ dada por (D.8) en la ecuación (D.5) y tomando en

cuenta la relación de dispersión y las ecuaciones que determinan las características

de los D − 1 vectores obtenemos,

− ∂2
τδxR + ∂2

σδxR + Rµαβγvµ
Rvγ

S∂τ Aα∂τ AβδxR = 0. (D.10)

El segundo término solamente depende de σ a través de la perturbación comóvil,

de manera que introduciendo una expansión en series de Fourier,

δxR = ∑
k∈Z

CkR(τ)e−ikσ, (D.11)

obtenemos la ecuación para los coeficientes de la expansión,

∂2
τCkR + (k2δRS − Rµαβγvµ

Rvγ
R∂τ Aα∂τ Aβ)CS

k = 0. (D.12)

Para el caso de los espacios de curvatura constante tenemos la condición de que
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el tensor de Riemann es proporcional al producto de la métrica,

Rµαβγ = ± 1
l2

(
GµβGγα − GµγGβα

)
, (D.13)

lo cual reduce la ecuación para los coeficiente CkR a,

∂2
τCkR +

(
k2 ∓ m2

l2

)
CkR = 0. (D.14)
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