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RESUMEN

ESPECTROS TOPOLOGICOS EN MECANICA CLASICA, TEORIA
DE CUERDAS Y MAPEOS ARMONICOS GENERALIZADOS

Francisco Nettel Rueda
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Auténoma de México

Doctor en Ciencias (Fisica)

En esta tesis aplicamos la cuantizacién topoldgica para el cdlculo del espectro topo-
l6gico para algunos sistemas fisicos. Explicamos las cuestiones basicas sobre este
método. Primero describimos un panorama general sobre la cuantizacién topolé-
gica. Definimos la configuracién clasica para un sistema fisico, que basicamente es
una variedad (pseudo)Riemanniana y una conexién asociada a la métrica. A con-
tinuacién establecemos un teorema sobre la existencia y unicidad del haz fibrado
principal que representa a dicho sistema. Finalmente definimos el espectro topo-
l6gico y mostramos la forma de calcularlo a través de las clases caracteristicas de

los haces fibrados principales.

Aplicamos el formalismo a tres casos. Primero estudiamos los sistemas mecéni-
cos conservativos con un ntmero finito de grados de libertad a través del princi-
pio variacional de Maupertuis. Analizamos los ejemplos del oscilador arménico y
del potencial central. A continuacién nos concentramos en la teoria de la cuer-
da bosénica cuando esta se propaga sobre distintos espacios-tiempo de fondo.
Se toman en cuenta el espacio-tiempo de Minkowski, asi como espacios de cur-
vatura constante. Finalmente utilizamos la cuantizacién topolégica en el contexto
de los mapeos armonicos generalizados. Definimos esta generalizacion y vemos

que nos permite representar de esta forma los campos gravitacionales con dos



vectores de Killing que conmutan. Como ejemplo tratamos el caso del espacio-
tiempo de Schwarzschild y obtenemos su espectro topolégico. Este espectro tam-
bién lo obtenemos partiendo de la configuracién cldsica que se sigue de la accién

de Einstein-Hilbert.



ABSTRACT

TOPOLOGICAL SPECTRA IN CLASSICAL MECHANICS, STRING
THEORY AND GENERALIZED HARMONIC MAPS

Francisco Nettel Rueda
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Auténoma de México

Doctor en Ciencias (Fisica)

We apply the topological quantization method to obtain the topological spectrum
for some physical systems. We explain the basic features of this method. First we
describe the general framework for the topological quatization. The classical con-
figuration of a physical system is defined, which is basically a (pseudo)Riemannian
manifold and a connection associated to its metric. Next, a theorem about the ex-
istence and unicity of a principal fibre bundle which represents the system under
study is stablished. Finally, the topological spectrum is defined and the procedure
to obtain it by means of the characteristic classes of the principal fiber bundles is

described .

The formalism is considered for three cases. First we study mechanical conser-
vative systems with a finite number of degrees of freedom using the variational
principle of Maupertuis. We analizy the harmonic oscillator as well as the central
potential. Next we focus on the bosonic string theory when different spacetime
backgrounds are considered, namely the Minkowsky spacetime and spaces of con-
stant curvature. Last, we use the topological quantization in the context of gen-
eralized harmonic maps. We define this generalization and find that is possible
to use it to represent gravitational fields with a pair of commuting Killing vectors.

As an example, we study the Schwarzschild spacetime and its topological spec-



trum is calculated. This spectrum can be obtained from the classical configuration

which follows from the Einstein-Hilbert action.
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INTRODUCCION

La motivacion original para desarrollar la cuantizacién topolégica propuesta por
Patifio y Quevedo en [54] fue buscar una alternativa diferente a las ideas que
prevalecen acerca de la cuantizacién del campo gravitacional. Sin embargo, con el
desarrollo del método, principalmente en lo que se refiere a los espectros topoldgi-
cos, la cuantizacién topolégica nos ha permitido explorar otras teorias cldsicas que
tienen bien establecida su version cuantica, como son la mecénica cudntica no rel-
ativista (ntimero finito de grados de libertad) y la teoria de la cuerda bosénica.
Una razén para intentar un camino distinto al convencional es explorar la posi-
bilidad de evitar algunos problemas que surgen cuando se trata de cuantizar la
gravedad y que en algunos casos se han superado parcialmente. Para describir
una sistema fisico se necesitan tres elementos, observables, estados y su evolucion
dindmica. Es objetivo de la cuantizacién topolégica dar estos elementos para un
sistema fisico dado. La idea béasica de la cuantizacién topoldgica es extraer la na-
turaleza discreta de los sistemas fisicos a partir de una representacién geométrico-
topoldgica, en la cual en principio no se impone ninguna estructura matematica
ajena a la descripcion clasica, ni se hacen suposiciones sobre el comportamiento

de tales sistemas. Es decir, una vez que un sistema clasico se representa de ma-



nera geométrica apropiadamente, lo que sigue son consecuencias matemadticas de
dicha representacion; esto al menos en el primer tramo del desarrollo del método
el cual expondremos a lo largo de este trabajo: el cdlculo de espectros topolégicos.
En lo que se refiere a los estados y su evolucién dindmica atin no hay resultados,
pero se han empezado a explorar algunas ideas basadas en la estructura de haz
fibrado principal que representa al sistema bajo estudio. En el primer capitulo ex-
pondremos los elementos generales de la cuantizacion topolégica, concentrando

la atencién en los espectros topolégicos.

La cuantizacion de la gravedad se plante6 alrededor de 1930 [65] y se ha desar-
rollado hasta el presente sin haber alcanzado una respuesta final a pesar de los
avances que se han logrado [12]. Incluso, a partir de las ideas de Penrose sobre
el papel del campo gravitacional en la reduccién de los estados cudnticos [55],
se han propuesto intentar probar experimentalmente los efectos de la gravedad
cudntica [12}165]. Es a partir de este tipo de ideas que surge el cuestionamiento de
si en realidad es necesario cuantizar la gravedad, dejando una parte importante
de la respuesta a las pruebas experimentales, como por ejemplo si puede darse el

colapso gravitacional de la funcién de onda de un sistema [13].

Basdndonos en andlisis hechos en [12, 31} 33] revisaremos de manera muy general
algunos de los problemas a los que se han enfrentado los distintos acercamien-
tos convencionales al tema de la cuantizacién de la gravedad y su relevancia en
el contexto de la cuantizacién topoldgica. Pare empezar, existe una amplia varie-
dad de razones por las cuales se piensa que es necesaria la cuantizacién de la
gravedad, pero ninguna ha surgido como una necesidad a hechos experimentales
que requieren una nueva explicaciéon fundamental. Basicamente existen razones
que van desde la consistencia entre los principios de la Relatividad General y la

Fisica cuantica, como evadir la contradiccién del principio de incertidumbre con



la posibilidad de utilizar la gravedad cldsica para hacer mediciones precisas de la
posiciéon y el momento de una particula, hasta argumentos pragmaéticos como la
existencia de una escala minima en la geometria del espacio-tiempo que remueva
las divergencias presentes en la teorfa cudntica de campos o el deseo de que la im-
plementacion de una teoria cuantica de la gravedad remueva las singularidades
del espacio-tiempo que aparecen en el contexto de la Relatividad General. Desde
luego que existen también razones de tipo estético en el sentido de incorporar en

un solo marco tedrico todas las interacciones fisicas.

Todavia no es claro qué es lo que se entiende por cuantizacién del espacio-tiempo,
pero casi todos las propuestas coinciden en que esta debe incluir una escala min-
ima en la geometria del espacio-tiempo. En este sentido la cuantizacién topologi-
ca tendréa algo que decir una vez que se hayan definido estados y su evolucién
dindmica, lo cual estd fuera del alcance de esta tesis, aunque ya se encuentra bajo

investigacion.

Entre los problemas que se presentan al querer formular una teoria cudntica de
la gravedad y en los cuales se ubica la dificultad de lograr dicha unificacién, esta
el principio de covariancia general de la Relatividad General que exige que las
observables de dicha teoria cuantica respeten el principio de la invariancia bajo

difeomorfismos; lo cual lleva a que tales observables sean no locales.

Existe también el problema del tiempo, el cual surge a razén del papel que jue-
ga este pardmetro en la teoria cudntica para definir los momentos conjugados, y
su uso a un valor dado para normalizar las funciones de onda. En principio la
descripcién desde la Relatividad General es independiente de la eleccion de la co-
ordenada temporal para describir el espacio-tiempo, es decir, de la foliacién espa-
cial que de éste se hace. Sin embargo, no es claro que la evolucién cuantica de los

sistemas sea equivalente cuando se hacen distintas elecciones para el tiempo. En



el contexto de la cuantizacién topoldgica, en particular en el cdlculo de espectros
topoldgicos, esto no representa problema alguno, debido a que la representacién
geométrica que se hace de los sistemas y su tratamiento para obtener resultados
no necesita asignar un papel especial a la coordenada temporal. En lo que se re-
fiere a estados y su evolucién dindmica es probable que se repita esta situaciéon ya
que las ideas preliminares sobre estos elementos se basan en el mismo tipo de es-
tructuras geométrico/topolédgicas que utilizamos para representar a los sistemas

fisicos y en las cuales no tiene un rol especial la coordenada temporal.

Otra situacion relacionada es la de los problemas de causalidad que involucraria
una métrica que estd sujeta a fluctuaciones cudnticas. Para la cuantizacién topo-
l6gica atiin no es claro que esto vaya a ser un problema, pues hasta ahora, no hay

indicacion en el planteamiento sobre la afectacion de la estructura causal.

Por otra parte, todavia no se tiene una definicién de los estados para la cuanti-
zacion topolégica, por lo que hablar de su normalizacién resulta prematuro en

este momento.

El problema de la resconstruccién o el limite cldsico de las teorias cudnticas no
estard presente, o al menos no es el caso en el estado que guarda actualmente la
cuantizacién topolégica, debido a que en principio no serd necesario definir opera-
dores que actuen sobre los estados en un espacio de Hilbert (incluso sin saber si re-
queriremos dicho espacio como tal, aunque si por seguro algo equivalente dentro
de este contexto). Existen ciertamente algunos problemas mas que debe enfrentar
una teoria cudntica de la gravitacién como la estructura a pequefias escalas; asi se
tiene que el estado base desde la perspectiva de la Relatividad General vista como
una teoria cuantica de campo es una variedad continua (el espacio de Minkowski),
mientras que por otra parte se espera que exista una escala minima de longitud

para la gravedad cudntica, que modifique incluso el principio de incertidumbre.



Asimismo, aun si se superan los problemas técnicos de formular una teoria con-
sistente, existen cuestiones de interpretacién, entre las cuales estan poder decir
qué significa la funcién de onda del universo, qué es y coémo se da el colapso de
la funcién de onda de los grados de libertad gravitacionales, qué significa la su-
perposiciéon de dos estados gravitacionales y su implicacion en términos de su
evolucién dindmica y la reconciliaciéon de dicho principio con la no linealidad fun-
damental en la Relatividad General. La interpretacién en términos fisicos de los
operadores, estados, espectros y evoluciéon una vez que se formule una teoria de

la gravedad cudntica consistente.

A pesar de los problemas que se encuentran han surgido varias propuestas para
una teoria de la gravedad cuantica, las cuales han resuelto algunos problemas,
pero ninguna ha alcanzado la meta final. Sin embargo, resulta notable el grado
de avance que han alcanzado algunas de ellas. Principalmente, dos de ellas han
tomado un rol principal: la teoria de cuerdas (o supercuerdas propiamente) y
la gravedad cuéntica de lazos. La primera en principio tiene como objetivo una
descripciéon més amplia dentro de la cual se encierra a la gravedad, esto es, in-
tenta ser una descripcién de todas las interacciones conocidas y por ende de la
gravedad. En el tratamiento perturbativo se ha logrado cuantizar lo que seria la
particula que media la interaccién gravitacional sin que se tengan divergencias y
no solamente eso sino que la teoria requiere para su consistencia que el fondo en
que se propagan estas excitaciones de la cuerda satisfaga las ecuaciones de Eins-
tein en un espacio de dimensién 10 en el caso supersimétrico. En este tratamiento
se plantea que la teoria de la Relatividad General debe ser modificada y que en
el limite de bajas energias se recupera la accién de Einstein-Hilbert. Es decir se
modifica la Relatividad General y se mantiene la teoria cuantica como estd es-

tablecida. En el régimen no perturbativo también se han hecho progresos como la



descripcién en ciertos casos de la entropia de agujeros negros a nivel microscépico

a través de la correspondencia norma/gravedad.

Por otra parte se ha desarrollado la gravedad cuéntica de lazos que ha logrado
exitosamente, dentro del formalismo canénico de primer orden, hacer una teoria
cuantica de la geometria. Esto es, se han definido consistentemente estados in-
varantes ante difeomorfismos con un producto interior y operadores geométricos
bien definidos que acttian sobre un espacio de Hilbert bien definido. Sin embar-
go, aun enfrenta algunos problemas como el de la reconstruccién, es decir, cémo
emerge la descripcion clasica a partir de objetos geométricos discretos (los estados
de la teorfa). Es claro que en esta vision los principios de la Relatividad General
son la base de la misma. En ambos casos el formalismo canénico de cuantizacion

se considera fundamental y como punto de partida de ambas teorias.

Cabe mencionar que no es el objetivo de esta tesis estudiar a fondo los problemas
de la cuantizacién de la gravedad y mucho menos dar una respuesta puntual a
ellos, sino explorar una idea distinta sobre cémo abordar el problema de la cuanti-
zacion. En este sentido la cuantizacion topoldgica, no pretende (todavia) competir
con estas teorfas cudnticas que estdin muy desarrolladas, sino que pretende dar
una visién alternativa que eventualmente sea una opcién viable para la descrip-
cién de los fenémenos discretos que se observan en la naturaleza, incluyendo, de
existir en un futuro, observaciones relacionadas con la gravedad cuéntica. En el
estado que se encuentra esta propuesta no se puede mas que ofrecer algunos resul-
tados que animan a seguir indagando sobre los alcances de una idea que es sencil-
la. Es evidente que debemos guiarnos por comparacién con los resultados que se
han obtenido hasta ahora dentro del formalismo de la cuantizacién canénica da-
do que es por mucho la mejor descripcién que se tiene, sin embargo tratamos de

evitar imponer postulados en el método, de manera que esto resulta en una visién



alternativa. Este acercamiento es radical, pero la necesidad de modificar la teoria
cudntica ha sido considerado incluso por Penrose cuando se refiere al proceso de

induccién gravitacional del colapso de onda [55]:

“Indeed, this author’s own expectations are that no fully satisfactory
theory will be forthcoming until there is a revolution in the descrip-
tion of quantum phenomena that is of as great a magnitude as that
which Einstein introduced (in the description of gravitational phenom-

ena) with his general theory of relativity”

Cabe mencionar un importante ejemplo de una postura distinta a lo convencional
llamada Teoria Topos aplicada a formular las teorias fisicas [21]. De manera muy
general, se plantea el uso de teoria de categorias (de un topos) para la descripcion
de las teorias fisicas. Una categoria es basicamente una coleccién de objetos y una
coleccién de morfismos (flechas), que en el caso particular de la categoria de con-
juntos los objetos son los conjuntos mismos y los morfismos funciones entre estos.
Estas estructuras generales permiten hacer una formulacién de las teorias cuanti-
cas susceptibles de generalizaciones radicales e incluso de cabida a la construccién
de nuevas teorias. Uno de los objetivos es no asignar a priori un papel fundamen-
tal a las cantidades continuas, esto teniendo en mente que probablemente una
teoria cudntica de la gravedad tenga como resultado un espacio-tiempo funda-
mentalmente discreto. Incluso el uso de estas estructuras mas generales permite
utilizar otro formalismo l6gico para la evaluacién de las proposiciones sobre los
estados del sistema fisico. Sin embargo, la aplicaciéon concreta de este esquema
no estd exenta de dificultades ya que a fin de cuentas plantea nuevas estructuras
matemadticas como lo describe C. J. Isham: “Consequently, by postulating that, for
a given theory type, each physical system carries its own topos, we are also saying

that to each physical system plus theory type, there is an associated framework for



mathematics itself! Thus, classical physics uses classical mathematics, and quan-
tum theory uses “quantum mathematics” - the mathematics formulated in the
topoi of quantum theory. To this, we might add the conjencture: Quantum gravity

'II

uses ‘quantum gravity’ mathematics

Esta tesis se compone de tres partes. Primero abordaremos el caso de sistemas
mecdnicos con un nimero finito de grados de libertad. Mediante una formulacién
alternativa del principio variacional de Hamilton haremos una representacion ge-
ométrica de los sistemas fisicos que nos permitird encontrar su espectro topolégi-
co. Estudiaremos el caso del oscilador arménico y el potencial central. Después
aplicaremos el método para encontrar el espectro topoldgico en la teoria de la
cuerda bosoénica. Lo haremos sobre un fondo de Minkowski y para soluciones
perturbativas de cuerdas que se propagan en un fondo de curvatura constante. Es
importante mencionar que en este caso las dificultades técnicas que encontramos
nos han obligado a considerar solamente algunos casos particulares, pero aun asi
se han podido obtener algunas relaciones discretas entre los pardmetros fisicos.
Finalmente aplicaremos la cuantizacion topolédgica a una generalizacién de los
mapeos armoénicos que hemos definido [29] con el fin de representar como cuer-
das generalizadas campos gravitacionales con dos vectores de Killing que conmu-
tan, en particular espacios-tiempo estacionarios con simetria axial. En este caso
es posible extender esta generalizacién para incluir el caso estacionario y obten-
dremos el espectro topolégico para la solucién de Schwarzschild, tanto en esta
representacién como en la usual en cuatro dimensiones que se sigue de la accién
de Einstein-Hilbert. Cada capitulo esta practicamente autocontenido y presenta
sus propias conclusiones. Sin embargo cerraremos la tesis con un apartado para

comentar en general los resultados y plantear trabajo a futuro.



CAPITULO 1

SOBRE LA CUANTIZACION
TOPOLOGICA

En este capitulo expondremos de manera general algunos aspectos de la cuanti-
zacion topoldgica y en especifico del calculo de espectros topolégicos. La idea de
Dirac [20] sobre la discretizacién de la relacién entre la carga de un monopolo
magnético y un electrén al moverse este tiltimo alrededor del campo generado
por el primero, di6 la pauta a Patifio y Quevedo [54] para proponer un camino
distinto para entender la naturaleza discreta de los sistemas fisicos, en particular
se analizo el caso de campos gravitacionales. El nombre de cuantizacién topolo-
gica y la idea fundamental sobre este tipo de célculos se ha usado en distintos
contextos relacionados con condiciones de cuantizacién de la carga en teorias de
Yang-Mills [19], respecto a configuraciones de instantones y monopolos [67, 71],

en modelos topolégicos del electromagnetismo [64], en tépicos relacionados con
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SOBRE LA CUANTIZACION TOPOLOGICA

cuantizacién de corrientes en nano-estructuras [10] y en teoria de superconduc-
tores [14},42]. También se ha analizado el concepto de cuantizacién topolédgica en
el contexto de la cohomologia [2]. Incluso a nivel de un libro de texto aparece el
concepto de cuantizacion topolégica en una formulacion puramente geométrica
que después puede ser aplicada a sistemas fisicos descritos por un haz de linea

hermitiano [25].

A pesar de que las ideas sobre la cuantizacion topolégica son fundamentalmente
las mismas, en este caso su aplicacion es sobre distintos sistemas fisicos los cuales
pueden ser representados por diferentes haces fibrados principales. Ademas se
pretende describir de manera completa la naturaleza discreta de los sistemas fisi-
cos, es decir, eventualmente tener una definicion para los estados y estudiar su
evolucién dindmica en términos de estructuras geométrico-topolégicas y la apli-
cacion de tales ideas en diferentes sistemas fisicos. En la primera etapa de este pro-
grama hemos buscado establecer una representacion geométrica de los sistemas

fisicos y con base en esta definir el espectro topolégico.

De manera esquematica y general es posible dar un panorama sobre lo que se
busca hacer. En primer lugar debemos mencionar que para tener una descripicién
completa de un sistema fisico debemos poder definir tres aspectos: observables,
estados y evolucién. En lo que se refiere a los estados tomamos como punto de
partida la definicion clésica, esto es, funciones reales sobre el espacio de configu-
racion o el espacio fase, O : C —+ R 6 O : I' = RR. De tal forma, las observables
pueden tener un patrén continuo o discreto, siendo esto descrito por el espectro
topologico, el cual definiremos mds adelante, y no excluye el caso de observables
que tomen valores en un continuo, como la energia asociada a una particula libre.
En lo que toca a los estados, observando que en las teorias de norma los cam-

pos (de norma o de materia, cualquier forma diferencial que toma valores en el
2



algebra de Lie del grupo de simetria) son secciones de un haz vectorial (un haz
vectorial es un caso particular de una haz fibrado principal [30]) cuyo grupo de
estructura G es el grupo de simetria interno (por ejemplo U(1)) e incluso que en
la mecanica cudntica las funciones de onda son consideradas secciones de un haz
fibrado principal, podemos plantear que los estados dentro de la cuantizacién to-
poloégica serdn secciones locales en algtin haz fibrado. Es decir, si tenemos un haz
fibrado principal P = (E, B, G, i), donde E es el espacio total, B el espacio base,
G el grupo de estructura y 7t el mapeo de proyeccién, entonces para un estado y;
en el haz fibrado principal tenemos que 7t : ¢; — ¢, da la proyeccion del esta-
do en el espacio base, con U; C Byasi O : ¢y = R, ¢; — O; € R da el valor
de la observable. Esta definicién sigue bajo investigacion actualmente y aqui sim-
plemente presentamos esquematicamente las ideas que se persiguen; falta mucho
trabajo para lograr una definicién con la cual se pueda operar. En lo que se refiere
a la evolucion las ideas son prematuras y no abordaremos tal cuestion; baste de-
cir que existe la posibilidad de encontrar algtin operador diferencial definido en
el haz fibrado principal que acttia sobre las secciones el cual pueda describir la

evolucién dindmica del sistema bajo estudio.

A continuacién nos concentraremos en la definiciéon de espectro topolégico. Para
comenzar debemos establecer como construimos el haz fibrado principal que rep-
resenta a los sistemas fisicos. Primero definimos la configuracién clasica de un
sistema fisico como el par que consiste de una variedad diferencial con una cone-
xién, (M, w), la cual es tnica en el sentido de que dos variedades diferenciales
que son isomorfas con la misma conexién se consideran la misma configuracién
clasica. Por ejemplo, en el caso de teorias de norma la variedad diferencial es el
espacio-tiempo de Minkowski M, y la conexién es la uno-forma diferencial A

que toma valores en el algebra de Lie o del grupo de norma G, a la cual se le
3



SOBRE LA CUANTIZACION TOPOLOGICA

llama también el potencial. En el caso de los campos gravitacionales la variedad
(pseudo)Riemanianna, es decir una variedad diferencial dotada de una métrica,
que representa la solucion a las ecuaciones de Einstein Mg es la variedad difer-
encia del par, de manera que la configuracién clésica es (Mg, I') 6 (Mg, w) con
I' la conexién de Levi-Civita en caso de que tengamos una descripcién tensorial
en términos de bases coordenadas y con w la conexién de espin en caso de que

utilicemos una base ortonormal.

A partir de la configuracién cldsica podemos construir el haz fibrado principal
que representa al sistema fisico utilizando como grupo de estructura G (idéntico
a la fibra estdndar) el grupo de simetria bajo el cual es invariante el contenido
fisico de la configuracion clasica. Asi, a partir de (M, w) y G encontramos el haz
fibrado principal P con conexién @ asociando a cada punto de la variedad base
M el grupo de estructura G. Dada una seccion local s; la cual da lugar a una
trivializacién local (U;, ¢;) con U; C My ¢; : U; x G — 7~ 1(U;) [47], podemos
introducir una conexién @ sobre P a través del pullback si@ = w; donde w; es
la conexion w del espacio base M en el conjunto abierto U;. Se puede mostrar a
través de estos elementos y del teorema de la reconstrucciéon [46,47] que existe un
haz fibrado principal tinico que representa al sistema fisico para el cual conside-
ramos la configuracion clésica. Esto se ha demostrado para el caso de los campos
gravitacionales [54] y lo consideraremos mds adelante para los sistemas fisicos

que estudiamos en este trabajo.

Una vez que hemos asociado a una configuracion clésica (M, w) un haz fibrado
principal P, es posible utilizar las propiedades invariantes de P para caracterizar
al sistema fisico. Esto lo hacemos a través de las clases caracteristicas asociadas a
P, C(P), debido a que la integral sobre la una subvariedad compacta de la varie-

dad base (o un ciclo de M) también es un invariante topolégico del haz sobre el
4



cual esta definida la clase caracteristica [15]. Existe un teorema en que se establece

[15,137] que la clase caracteristica C(P) se puede normalizar de manera tal que,

/ C(P) =, (1.1)

con 1 un numero entero llamado el niimero caracteristico. Veremos més adelante,
para los casos que tratemos, que el grupo de simetria en cada caso se puede re-
ducir al grupo ortogonal SO (k) mediante la descripcion en términos de una base
ortonormal. En este caso tenemos que la clase caracteristica asociada a este grupo
de transformaciones es la clase de Pontrjagin p(P) y en particular la clase de Euler
e(P) cuando k es un nimero par. Estas clases se pueden escribir en términos de
la dos-forma de curvatura R del espacio base como polinomios invariantes bajo la

accion del grupo de estructura, en este caso SO (k) [48],

R £ -
det (It — E) = ];) Pre—j(R)Y, (1.2)

mientras que la clase de Euler ¢(P) solamente definida para el caso en que k es
par, k = 2m, se puede expresar en términos de la dos-forma de curvatura R de
una conexién (pseudo)Riemanianna en el espacio base [15, 48],

—1)m . . ,
e(P) = %eim...%wg A R1§’4 Ao A R?;:l. (1.3)

Es claro que, estando en funcién de la curvatura, las clases caracteristicas depen-
derédn de ciertos pardmetros A;, i = 1,...,s, que determinan las propiedades del

sistema. De tal manera que al integrar la clase caracteristica obtendremos una
5
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relacion discreta entre los pardmetros,

f()\l,...,/\s) =n, (14)

con n € Z. Esta relacion es lo que definimos como el espectro topolégico y nos da
una discretizacién de los pardmetros que determinan las propiedades del sistema

fisico bajo estudio.

Dada la definiciéon de espectro topoldgico, a través de la integral de una clase
caracteristica sobre una (sub)variedad compacta del espacio base del haz fibrado
principal, hemos recibido algunos comentarios sobre la similitud con los postula-
dos de Bohr-Sommerfeld-Wilson. En la llamada teoria cudntica vieja se establece
que para sistemas multi-periédicos las variables de acciéon deben tomar valores
discretos, limitando de esa forma el conjunto de 6rbitas permitidas en el espacio
fase. Esto se expresa mediante una integral proveniente de la misma definicién de

variable de accion [27, 44],

Jo = ]{ padq” = 2mthn, (1.5)

donde « se refiere a un grado de libertad en particular y no a una suma sobre este
indice. Estas variables de accioén son consideradas las apropiadas si no expresan la
degeneracion en caso de existir alguna. Eventualmente estos postulados llevan a
expresiones para los espectros de los pardmetros fisicos a través de las constantes
de movimiento involucradas en la descripcién mediante las variables apropiadas

de angulo accién (w, = ag_]g))

En nuestra opinién existen diferencias sustanciales entre este conjunto de postula-

dos y la forma en que los espectros topolégicos se encuentran en la cuantizacion
6



topoldgica. Principalmente, en la teoria cudntica antigua la relaciéon discreta en-
tre los pardmetros que determinan el sistema fisico se postula, mientras que para
la cuantizacién topolégica son resultado de las propiedades topoldgicas del haz
fibrado principal mediante el cual se representa al sistema fisico bajo estudio. Adi-
cionalmente, la cuantizacion topoldgica tiene como objetivo completar los tres el-
ementos que describen a un sistema fisico: observables, estados y su evolucién
dindmica, mientras que la teoria cuantica antigua ha sido abandonada en parte
por la falta de dos de estos elementos o su incompatibilidad con las nociones clési-
cas de trayectorias en el espacio fase respecto a la descripciéon ondulatoria de la

mecdanica cuantica.

Entre otras limitaciones se encuentran la restriccion a sistemas periddicos o multi-
periddicos, los fendmenos de colisiones se encuentran, en general, fuera de su

alcance, y la falta de justificacién para la cuantizaciéon de las trayectorias fisicas.

La teoria cudntica antigua fue abandonada debido a que los resultados sobre el
momento angular orbital, la descripcion del atomo He, y la molécula inoizada
H,, discrepaban con las medidas, en particular con la energia del estado base de
estos sistemas [9]. Al mismo tiempo el desarrollo de la mecédnica cudntica cerr6 el

paso a las ideas de la teoria cudntica antigua [9, 44].

No obstante, los postulados para encontrar espectros se han seguido aplicando;
en algunos casos, con algunas modificaciones, se han hecho descripciones mas
precisas del atomo H y de moléculas con un electrén como H,™ [9]. También se
han aplicado para el cdlculo de espectros para la masa de agujeros negros, como
para el caso de Kerr (Newman) en [8]. En ambos casos las relaciones discretas se
postulan y en nuestra opinioén eso marca la principal diferencia con el método de

la cuantizacién topoldgica.
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El uso de ntimeros topolégicos en la fisica tedrica es algo comtin, como ocurre en
el caso en un teoria de norma sobre un espacio-tiempo de Minkowski. La solu-
cién clasica para el vacio dada por una conexién plana puede ser descrita por el
potencial A = f~!df con f : R* — G, la cual se puede restringir a los mapeos
f:S% — G. Se sabe que estos campos identificados con el vacio se pueden definir
sobre todo el espacio S, de manera que los vacios clasicos se pueden clasificar me-
diante los mapeos f : 3 — G, los cuales estdan dados por los elementos del grupo
de homotopia 713(G), a los que se les llama “winding numbers”. Clasicamente no
es posible pasar de un vacio a otro con “winding numbers” distintos solamente a
través de estados de vacio, es decir, cada clase de equivalencia homot6pica descri-
be una situacién dindmica distinta. Sin embargo, mediante una transformacién de
norma es posible relacionar dos vacios con “winding numbers” distintos. Asi se
tiene una situacién de equivalencia de estos vacios etiquetados por estos nimeros
topolégicos que es distinta, por una parte la equivalencia dada por el grupo de
homotopia y por otro lado la correspondiente a la simetria de norma. Para evitar
esto es que se introducen los vacios 6 en la teoria cuantica correspondiente. Si |n)
es un vacio cuantico en el espacio de Hilbert de la teorfa identificado con un vacio
clasico con “winding number” 1, se introduce un estado tal que sea invariante

bajo las dos equivalencias (la de homotopia y la de norma) dado por [24],

n=oo .
0) = ) e™|n) con 6€R.

n=—oo

A estos estados se les conoce como vacios 0. Existen generalizaciones a esto cuan-
do los espacios de dimensién tres son distintos a S* (por ejemplo RP%) en la que
se utilizan atin otros niimeros topolégicos llamados “winding numbers” secun-
darios [32] dados por un grupo de cohomologia. A nuestro entender, el origen y

la forma en que se utilizan estos nimeros topoldgicos para hacer esta clasificacion
8



de estados de vacio, es distinto al de los nimeros caracteristicos que utilizamos
q
para la definicién del espectro topoldgico en el método de cuantizacién topologi-

ca.

En los siguientes capitulos consideraremos todos estos elementos para calcular
el espectro topolégico para distintas configuraciones clasicas en general y expon-
dremos algunos ejemplos concretos. Cada capitulo fue disefiado con el propésito
de estar autocontenido en lo que se refiere a la construccién del haz fibrado princi-

pal y el calculo de las clases caracteristicas y los espectros topolégicos en general.

Cabe destacar que, mediante la definicién de configuracién clésica, la construccion
del haz fibrado principal y la definicién de espectro topolégico, hemos logrado
entender y sistematizar el formalismo en lo que se refiere a la discretizaciéon de las
observables. No obstante, como se verd a lo largo del trabajo, los detalles técnicos
de célculo tienen todavia muchos aspectos que superar. También reconocemos
que esta propuesta para describir la naturaleza discreta de los sistemas fisicos atin
se encuentra en sus primeros pasos y que tenemos por delante un dificil pero

interesante camino.



CAPITULO 2

ESPECTRO TOPOLOGICO DE
SISTEMAS MECANICOS

En este capitulo estudiamos el espectro topolédgico de configuraciones cldsicas con
un namero finito de grados de libertad correspondientes a sistemas conservativos.
En el contexto de la cuantizacién topolégica el espectro topoldgico es posible-
mente la consecuencia mas inmediata de formular la mecénica cldsica de manera
tal que el método de la cuantizacién topoldgica se pueda aplicar, o al menos los

elementos de este método que estan a nuestro alcance hasta el dia de hoy.

La aplicaciéon de la cuantizacion topoldgica en el caso de sistemas conservativos
con un nimero finito de grados de libertad resulta ser de suma importancia para
el desarrollo de este nuevo proceso mediante el cual pretendemos describir la na-

turaleza discreta de los sistemas fisicos. Esto debido a que nos permite comparar,
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desde los primeros resultados, con la mecédnica cudntica (no relativista), que con-
stituye la mejor teoria que tenemos en la actualidad para describir correctamente
dichos sistemas en cierto régimen de escalas energéticas o de tamafios caracteris-
ticos, siendo que este tipo de comportamiento de los sistemas fisicos escapa a las
descripciones que pertenecen al &mbito de lo que se conoce como mecanica cldsica
o analitica. Este umbral que existe entre la descripcion clasica y la cudntica no es
del todo preciso en lo que respecta a un valor en la escala de longitud o la escala
energética de los fendémenos a describir, pero en condiciones normales se puede
ubicar alrededor de algunos &ngstroms (1A = 107%), es decir alrededor del

tamarfio de los &tomos y moléculas [44].

Las descripciones de los sistemas fisicos que resultan ser las més utilizadas tienen
en comun que las distintas interacciones que intervenienen entre las particulas
que describen el contenido de materia, estan representadas por campos clésicos.
Resulta natural, desde el punto de vista de la fisica moderna, hacer una descrip-
ciéon de los sistemas fisicos en el lenguaje de las variedades diferenciales, y més
especificamente en términos de haces fibrados [26], estructura matematica que
también constituye la base para abordar la cuantizacion topolégica. Asimismo es-
tos campos cldsicos y el principio variacional del que emanan las ecuaciones de
campo que dictan el comportamiento fisico de dichos sistemas son el punto de
partida para realizar la cuantizacién de forma canénica [56]. Existe también la po-
sibilidad de utilizar el método de la integral de camino, pero atin este método no

escapa a la nocién de campo [56]].

El primer objetivo para la cuantizacién topolégica, en el caso de la mecénica clési-
ca, es por una parte encontrar una descripcién adecuada que represente sistemas
con un namero finito de grados de libertad en términos de una variedad diferen-

cial Riemanniana que incluya toda la informacién acerca del sistema fisico bajo
12



estudio. De tal manera se podra construir el haz fibrado principal correspondien-
te, y a partir de éste, calcular el espectro topoldgico para los distintos sistemas, esto
nos permitird confrontar dichos resultados con los espectros canénicos obtenidos
a través de la mecanica cuantica, los cuales constituyen resultados sumamente

s6lidos, incluso a un nivel puramente académico.

Existe méas de una posibilidad de encontrar estructuras geométricas en la mecéani-
ca clasica, esto es, existen variedades Riemannianas o haces fibrados vectoriales,
tales como el espacio de configuracién y el espacio fase, que se emplean en la de-
scripcion de los sistemas fisicos. Sin embargo, como veremos en el desarrollo de
este capitulo, estas posibilidades no constituyen la configuracion cldsica adecua-
da para la cuantizacién topolégica, ya que cuando son considerados respecto a su
estructura como haces fibrados, el espacio base para dichos haces carece en uno u
otro caso de parte de la informacién que determina la dindmica del sistema bajo

estudio.

La configuracién cldsica que nos permitird encontrar el espectro topolégico esta
dada por la formulacién que emana del llamado Principio de Maupertuis [5} 25].
Este principio nos permite encontrar una variedad Riemanniana que describe al
sistema fisico en cuestion, incluyendo toda la informacién en la correspondiente
métrica. Es esta variedad junto con la conexién asociada a la métrica lo que lla-
maremos la configuracion clasica del sistema, y es a partir de ella que podemos
construir el haz fibrado principal que constituye el primer paso hacia la obtencién

del espectro topoldgico.

Dada esta configuracién cldsica construimos una estructura geométrica, especifica-
mente un haz fibrado principal, el cual probaremos que es tinico, y a partir de esta
estructura encontraremos la definicién de espectro topolégico, que en general, co-

mo ya hemos visto en el capitulo anterior, se puede definir para cualquier sistema
13
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fisico que sea susceptible de ser descrito dentro del contexto de la cuantizacién
topolégica. Analizaremos también algunos sencillos ejemplos que nos permitiradn
ver el alcance de la definicién de espectro topoldgico y que dardn lugar a comentar

algunas conclusiones sobre su relacion respecto al espectro canénico.

2.1. Configuracidn clasica de los sistemas fisicos

La configuracion cldsica de un sistema fisico la hemos definido como una estruc-
tura geométrica que consiste de una variedad diferencial y una conexién (M, w),
la cual es tnica en el sentido de que dos variedades diferenciales con la misma
conexién que son isomorfas representan la misma configuracién clasica para un
sistema dado. En esta seccién estableceremos dicha configuracién clédsica para los
sistemas mecédnicos con un nimero finito de grados de libertad, encontraremos
que esto es posible gracias a una variedad diferencial Riemanniana, cuya métrica
contiene toda la informacién relevante a la dindmica del sistema y cuya conexién
se sigue a partir de dicha métrica. Como ya hemos mencionado, una vez estable-
cida la configuracion cldsica podemos proceder a la construccién del haz fibrado
principal y seguir con el cdlculo del espectro topolégico. Analizaremos primero
algunos posibles escenarios para establecer la configuracion clésica y a partir de

uno de ellos construir el haz fibrado principal.

La mecénica clasica puede ser planteada de distintas formas, por una parte tene-
mos una formulacién vectorial con base en las leyes de Newton, las cuales basi-
camente nos dicen cémo encontrar las ecuaciones de movimiento una vez que
hemos podido expresar en forma vectorial cualquier fuerza o interaccién que in-
fluya sobre el sistema fisico. Por otro lado tenemos las formulaciones Lagrangiana

y Hamiltoniana, de las cuales la formulacién Lagrangiana se caracteriza por ser
14
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una formulacién covariante. Es en estas tiltimas dos formulaciones que un prin-
cipio variacional aparece como el fundamento que nos lleva a obtener las ecua-
ciones de movimiento, que en tltima instancia nos revelan, una vez resueltas, el

comportamiento completo de los sistemas bajo estudio.

Asi tenemos que el sistema fisico se encuentra determinado cuando uno es capaz
de encontrar el Lagrangiano o Hamiltoniano de dicho sistema, obviamente queda
el importante paso de resolver las ecuaciones de movimiento, aunque en muchas
ocasiones el simple hecho de conocer dichas funciones escalares resulta suficiente
para determinar algunas caracteristicas del comportamiento del sistema bajo es-
tudio. Es en estas formulaciones, relativamente mds recientes, que resulta fécil

introducir el lenguaje de la geometria diferencial para su descripcion.

Un sistema fisico en la mecénica cldsica queda completamente descrito una vez
que resolvemos las ecuaciones de movimiento y proporcionamos un conjunto
de condiciones iniciales o condiciones de frontera. Este sistema de ecuaciones de
movimiento se puede obtener a través del principio variacional de Hamilton, el
cual es una forma alterna de obtener una formulacién equivalente de la mecénica
cldsica Newtoniana, al menos en el caso de sistemas no disipativos o con constric-

ciones no holonémicas.

Para la formulacién Lagrangiana consideremos un conjunto de coordenadas q*,
cona =1,2,...,ksiendo k la dimensién del espacio de configuracién. Estas coor-
denadas generalizadas son un conjunto de coordenadas independientes, es decir,
la informacién sobre las posibles constricciones que pesan sobre el sistema ya esta
incorporada de manera que éstas son un conjunto de coordenadas independientes

en el espacio de configuracién o variedad de configuracion M.

La primera estructura geométrica que se encuentra en mecdnica clasica es la varie-
15
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dad de configuracién M, generalmente sobre esta variedad utilizamos el sistema
de coordenadas generalizadas. Asociada a la variedad de configuracién M tene-
mos el haz tangente T.M, un haz vectorial que tiene como fibra en cada punto
x € M al espacio tangente Ty M en dicho punto. Un punto en el haz tangente
se expresa como el par (x,v), que en funcién de las coordenadas generalizadas
podemos expresar como x = (g',...,4"), esto es, las coordenadas asignadas al
punto x sobre M y v = (4',...,4") las componentes de un vector en el espacio
tangente Ty M a las cuales llamamos velocidades generalizadas. Hemos consider-
ado que 4 = % son las componentes en la base coordenada {%,. ey aiqk} del
vector tangente a una curva sobre la variedad de configuracion M, la cual esté
parametrizada por el tiempo t. Podemos introducir una métrica g sobre la varie-
dad de configuracion, la cual estd determina por la energia cinética del sistema,

T = % g(v,v), donde esta dltima expresion nos indica que la métrica es un tensor

o funcién bilineal en cada punto de x € M, estoes, g : T M x Ty M — R.

La estructura geométrica que encontramos en la variedad de configuraciéon y la
métrica asociada a la energia cinética del sistema fisico es incompleta en términos
de la dindmica del sistema. Méas atn, el haz tangente asociado a esta variedad
T M, tampoco contiene la informacién dindmica del sistema. Para lograr una de-
scripciéon completa debemos introducir el Lagrangiano, que en el caso en que no
existe dependencia temporal explicita, simplemente es una funcion sobre el haz
tangente L : TM — RR. En una buena parte de los casos esta funcién la podemos
encontrar con la prescripcion L(q,4) = T(q,4) — V(g), con T la expresion para
la energia cinética del sistema y V' la energia potencial. Esto lo consideramos en
el caso de fuerzas que se pueden derivar de un potencial, es decir para fuerzas

conservativas.

El formalismo Lagrangiano parte de los elementos geométricos que acabamos de
16
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mencionar, en particular del haz tangente T.M. Tiene como objetivo hacer una for-
mulacién covariante de la mecanica cldsica, esto es, la forma en que encontramos
las ecuaciones de movimiento es invariante bajo transformaciones generales de
coordenadas, llamadas transformaciones de punto, '* = g"*(q",...,4*,t). Como
ya hemos mencionado, lo tinico que se tiene que determinar es el Lagrangiano
del sistema, asi de esta manera se encontrardn las ecuaciones que determinan
el comportamiento dadas las condiciones iniciales o de frontera. Las ecuaciones
de movimiento las encontramos a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, las
cuales a su vez las podemos determinar ya sea a partir del principio de D’ Alambert
o del trabajo virtual, o a partir de un principio variacional, llamado principio de
Hamilton [27], [35]. Nos concentraremos brevemente en revisar el principio varia-

cional en el contexto de las variedades diferenciales y los haces fibrados.

Partimos del haz tangente extendido T/M X IR para el caso mds general en el que la
funcion Lagrangiana L(g,4,t) : TM x R — R depende explicitamente del tiempo.
Después trataremos con sistemas conservativos inicamente y no serd necesario
utilizar esta extensién. Describimos una curva C(t) = {g'(t),...,4(t)} en térmi-
nos de las coordenadas generalizadas, parametrizada por ¢, sobre la variedad de
configuraciéon M, asi como un conjunto de curvas que son variaciones a partir de
C(t). Parametrizando las variaciones con A, tenemos que el conjunto de curvas
lo podemos expresar como C(t,A) = C(t) + Ad0C(t), donde 6C(t) = aC M | A=0
es llamada la variacién de la curva. Debemos notar que al hacer A = 0 recuper-
amos la curva original, C(f,A = 0). Considerando variaciones hasta el primer
orden, podemos expresar en términos de las coordenadas generalizadas, tanto
a la curva original como al conjunto de variaciones, g%(t) con « = 1,...,ky
g (t,A) = g“(t) + Aég*(t) = q“(t) + /\aq t)‘ |A 0, respectivamente. A la curva

C(t) en el espacio de configuracion le podemos asociar una curva en el haz tan-
17
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gente mediante 4% = ddi:. A esta curva {g*(t),4"(t) } le llamamos el levantamiento
de C(t), y resulta ser tinico sobre el haz tangente T.M. De la misma forma consi-
deramos el levantamiento del conjunto de variaciones de la curva C(t, A) desde la
variedad de configuraciéon M sobre el haz tangente. Las variaciones de las curvas
levantadas no son independientes de las variaciones que existen sobre M. Esto
es, las variaciones de la curva {4*(t) } producen una variacion en las velocidades
generalizadas la cual se construye a partir de las variaciones de la curva, lo cual

expresamos como,

dg* _d(Sq"‘
‘S(E) = ar @1

La acciéon S[C(t)] es un funcional definido por,

s= [ Lig),q0),0), 22)

5]

a partir de la cual podemos enunciar el principio de Hamilton. Entre todas las
posibles curvas C(t, A) cuya variacién es cero en los extremos, es decir, g% (t) =
0q*(t2) = 0, 1a trayectorial fisica C(t) del sistema bajo estudio es tal que la variacién
de la accion es cero. Esto es, la trayectoria fisica descrita por el sistema es un ex-

tremo de la accién S,

5 /: L(q(t),d(t),t) dt = 0. 2.3)

A partir de (2.1), de la condicién de variacién nula en los extremos e integrando
por partes la expresion para la variacién de la accién podemos obtener como con-
secuencia del principio de Hamilton las ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L). Una

vez dado el Lagrangiano podemos determinar las ecuaciones de movimiento que
18
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obedece el sistema utilizando las ecuaciones de E-L,

d (JdL oL
i 57) ~ 2 =° 24

cona = 1,...,k. Encontramos en esta ecuacién la definicién del momento candni-

co conjugado a la variable g%, también llamado momento generalizado,

)
pu(q,4,t) = 25 (2.5)

el cual jugard un rol més notable en la formulacién Hamiltoniana. Hacemos notar
en la ecuaciéon que el momento conjugado es, en general, una funcién de
todas las coordenadas generalizadas y sus respectivas velocidades generalizadas,
y que en caso de tener un sistema regular o no singular, esto es,

0L
9g*agP

det [ } £0, (2.6)

constituyen un conjunto de relaciones invertibles, esto es, podemos encontrar to-
das las velocidades generalizadas como funcién de los momentos y coordenadas
generalizadas, §* = §%(q, p) para toda « = 1,...,k. Es conveniente hacer notar
que el momento generalizado constituye un vector covariante o covector, esto es,
una vez que hemos impuesto un tensor métrico g sobre la variedad de configu-
racion, p, cona = 1,.. ., k, constituyen las componentes del vector dual asociado
al vector de velocidad generalizada con componentes 4*. Esta estructura métrica

sobre M estd dada a partir de la energia cinética T del sistema fisico,

2T = gup §*dP, 2.7)
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con g, las componentes del tensor métrico respecto a las coordenadas generaliza-
das. De manera que cuando tenemos sistemas no disipativos en los cuales la fun-
cion de energia potencial no depende de las velocidades generalizadas V = V(gq),

la definicién para el momento generalizado en coincide con py = gup gP.

Por otra parte la formulacién Hamiltoniana tiene como estructura geométrica sub-
yacente otro haz fibrado vectorial llamado el haz cotangente T* M. Este haz fibra-
do tiene como espacio base la misma variedad de configuracién M que existe
en el caso del formalismo de Lagrange y las fibras las constituyen los espacios
duales Ty M, al espacio tangente TyM en cada punto x € M. Sin embargo, el
principio de Hamilton sobre T* M se plantea de una manera un poco distinta
respecto a la curva que representa la trayectoria fisca y las variaciones que de
ella se consideran. Mds atin, la formulacién de la mecanica en el espacio fase
tiene una estructura geométrica adicional llamada estructura simpléctica, de la
cual carece la formulacién Lagrangiana. Consideramos el haz cotangente exten-
dido T*M x R con coordenadas (g%, pa,t) y una funcién Hamiltoniana sobre
dicho espacio H(q,p,t) : T*M x R — R, donde las funciones p, constituyen
las componentes del campo de uno-formas sobre M. Se puede definir una uno-
forma sobre T* M x R como p,dq* — Hdt, llamada la uno-forma de Poincaré. Sea
A(t) = (q(t), p(t)) una curva en el espacio fase a la cual le imponemos que la
variacion en los extremos sea tal que dg = 0, 6t = 0y que representa la trayectoria
fisica del sistema bajo estudio. A diferencia del principio de Hamilton formulado
sobre el haz tangente en el cual las variaciones sobre el espacio de configuracién
inducen una variacién en la curva sobre el haz tangente, las variaciones de g% y p,
son independientes. De esta manera podemos formular el principio de Hamilton

en el espacio fase: de todas las posibles curvas con puntos extremos fijos g = 0y
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0t = 0, la integral de la uno-forma de Poincaré tiene un extremo en A,

5 / (padq® — Hdt) = 0. (2.8)
A partir de esto se obtienen las ecuaciones de Hamilton, 4* = g%, Pa = —g% y

‘%I = aa—lf. Cuando el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo tene-

mos un sistema conservativo, esto define una hipersuperficie en el espacio fase
H(q,p) = E y el principio variacional puede ser formulado para curvas que se en-

cuentran sobre esta hipersuperficie a través de la accién reducida sobre el espacio

fase T* M,
[ pede®. 2.9)

La curva A(t) = (q(t), p(t)) que describe el movimiento del sistema fisico (que es
solucién a las ecuaciones de Hamilton y por lo tanto sigue el flujo Hamiltoniano)
con condiciones iniciales sobre la hipersuperficie H = E permanecerd sobre dicha
hipersuperficie durante todo su trayecto. Al proyectar esta curva sobre el espa-
cio de configuracién M obtenemos como es usual la trayectoria g* = ¢q*(t) que
describe el movimiento en la variedad de configuracién. El principio variacional
se puede entonces reformular considerando variaciones sobre la curva en el espa-
cio de configuracion C(t) = (¢*(t)), con extremos fijos g = 0, parametrizada de
manera que al ser levantada sobre el espacio fase se encuentre sobre la hipersuper-
ficie H = E, de tal forma que la accién reducida es un extremo de la trayectoria
fisica,

5 / padg® = 0. (2.10)
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Este es el principio de Maupertuis. Consideremos un Lagrangiano de la forma,

N U
L(q,4) = 58xpd"" = V(a), (211)

con g,4(q) las componentes de una métrica Riemanniana sobre M determinada
por la energia cinética del sistema bajo estudio (2.7 y a través de la cual podemos
relacionar las velocidades generalizadas con las componentes de los momentos
generalizados, p, = g,x[;qﬁ, lo cual coincide en este caso con 1} La uno-forma
de Poincaré reducida se puede expresar de la siguiente manera,

Lo OLdgt

o T gon — B —
padq 34 dq 50 di dt = gupq"q° = 2Tdt, (2.12)

y debido a la condicién de estar en la hipersuperficie H = E tenemos que la eneria

cinética se puede expresar como

T=E-V(q), (2.13)

asi entonces tenemos que

padg® =2 [E — V(q)]dt. (2.14)

Por otra parte la longitud de arco en la variedad de configuracién M expresada
mediante el elemento de linea ds? = g,xﬁdq”‘dqﬁ, puede expresarse en términos de

la energia cinética parametrizada por el tiempo ¢,

ds* = gupi*qPdt* = 2Tds, (2.15)
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de manera que la uno-forma de Poincaré reducida se puede escribir como,

padq” = 2Tdt = /2Tds. (2.16)

De esta forma podemos introducir una métrica h la cual es conforme a la métrica
sobre M determinada por la energia cinética g, h = 2[E — V(q)] g, y que expresa-

da como elemento de linea es,

ds* = 2[E — V(q)] ds*. (2.17)

A la métrica asociada a este elemento de linea se le conoce como la métrica de
Jacobi y como veremos nos permite expresar el principio de Maupertius desde
una perspectiva geométrica, siendo que la trayectoria fisica que recorre el sistema
en el espacio de configuraciéon M es una geodésica asociada a la métrica de Ja-

cobi. Antes de mostrarlo consideremos las ecuaciones de Euler-Lagrange para el

Lagrangiano (2.11)),
d oL oL

i agh =0, (2.18)

a partir de las cuales obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

) P
Supd” +008ypiPd" — S0ugupd"dF + 9,V (9) =0, (2.19)

con 9y = % y que puede reducirse a una forma tipo geodésica a partir de una

breve manipulacién algebraica,

§* + Tpd”dP + g0,V () = 0, (2.20)
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con

o

1
op = 8" (908up + Opguc — Ou8op) « (2.21)

los simbolos de Christoffel de la conexién de Levi-Civita asociada a la métrica
g sobre M determinada por la energia cinética. Estas ecuaciones de movimien-
to pueden ser derivadas a partir del principio variacional formulado tanto en el
espacio tangente TM a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange, como en el
espacio cotangente o fase T* M utilizando las ecuaciones de Hamilton. La formu-
lacién geométrica del principio de Maupertuis la podemos enunciar mediante el

siguiente:

Teorema 1. Las ecuaciones de movimiento (2.20) son equivalentes a las ecuaciones

de las geodésicas de la variedad Riemanniana (M, k) con h la métrica de Jacobi,

2 o 5 o d,B
a°q" | o d97d9" _

7 T Vop s as =0 @22)
donde
o 1 aA
0B = Eh (aghw + aﬁho—;\ — a/\gU’B) , (2.23)
es la conexion de Levi-Civita asociada a h con elemento de linea,
5% = hypdg” © dgP =2[E —V(q)] Sapdq” ® dqP, (2.24)
bajo la condicién para los pardmetros ¢ y 5 dada por,
ds
- =2[E-V(a)]. (2.25)
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Dem. El conjunto de ecuaciones (2.22) se sigue de la variacion de

N dg dgP
/ ds = / hop - ds. (2.26)

g
Suponiendo que § es un parametro afin, en particular que es tal que hy4 dd 5 djs 1,

tenemos entonces,

7 dgB oh, 7 dgh
(5/ds—/ds[ 4o dq +1 ﬁ(Squq dq}

P ds 299" 1 ds ds
d dqﬁ L 10hgg _ ,dq” dqﬁ
_/ds[ (Uﬁdséq) f(h"ﬁ%)éq T2 s s
dgP\ | 10hepdq” dgP
B / {__( Mds ) 290 a5 ds 1 60", (2.27)

donde hemos utilizado que g* = 0 en los puntos extremos. Como la variacién
es arbitraria tenemos que la expresion que multiplica a la variacién 64" en el inte-

grando tiene que anularse para todo A,

quﬁ n ahw dq'Y d&]ﬁ B 18]’10/3 dq‘T dq.B

Wi T g ds d5  20gh ds ds
| dq” dqﬁ
hAﬁﬁ + 5 (aghAﬁ +dghgy — 8Ahgﬁ) F T =0, (2.28)

llegando finalmente a las ecuaciones de las geodésicas (2.22) para (M, h). A partir

de la relacion entre los parametros t y § (2.25) encontramos que,

dgt _ dtaqh _ 1

ds _dsdt  2[E-V(g)]T’
A2t . 3,V

f]z - 5" +2 V9) 594" (2.29)
5= (2[E-V(g9))

(2[E=V(])

mientras que las componentes de la métricas de Jacobi y de la correspondiente a
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la energia cinética estdn relacionadas de la siguiente manera,

hyw =2[E =V (q)] guv
1

" v

(2.30)

Utilizando (2.29) y (2.30) obtenemos que los simbolos de Christoffel asociados
a las dos métricas guardan una relaciéon que depende de la funcién de energia

potencial,

Qv

e « 8

op — L op T m (gvﬁaav + gm/aﬁv - ga;;E)yV) . (2.31)

Incorporando este dltimo resultado y las expresiones (2.29, 2.30) en la ecuacién de
la geodésica (2.22),

2
2‘70‘ + 38Vquq“+

(2[E=VI]) (2[E=VI])
Qv 1
. rgﬁ N m (gV/SaUV + 8ovdpV — gaﬁavv) mﬂaqﬁ =0

(2.32)

1
G +T%5474F + Vit
1

~ E [ "9V + 6495V — gwg(,ﬁa,/v] 6P =0, (233)

obtenemos la siguiente ecuacion,

8opi’dP

q* + raaﬁqaqﬁ + g%,V
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A partir de (2.24) y la relacién de los pardmetros (2.25), d3> = (2[E — V])*d#2,
tenemos que,
80/307067!3
— =1, 2.35
AE—V] 235
que incluido en la ecuacién anterior, finalmente nos lleva al resultado que es-

tabamos buscando,

i+ Topi”dP + 840V =0, (2.36)

con lo que concluimos la prueba de la equivalencia entre los sistemas de ecua-

ciones (2.22) y (2.20). [

La forma de la métrica de Jacobi impone ciertas condiciones en cuanto se refiere
a la region en la variedad de configuracion en que es vélido el principio de Mau-
pertuis. Si la métrica g y la funcién que describe la energia potencial V(g) son fun-
ciones suaves, al menos C? (por aquello de la curvatura) tenemos que las trayec-
torias fisicas descritas por geodésicas de la variedad (M, h) deben limitarse a la
region,

r={q" € M|E—-V(q) >0}, (2.37)

donde hemos descrito los puntos en la variedad por sus coordenadas generaliza-
das g*. La frontera de este espacio 0¥ = {g* € M|E — V(q) = 0} no serd tomada
en cuenta en este trabajo, esto es, los puntos de retorno de la trayectoria que des-
cribe el sistema E = V(qp) aquellos donde la velocidad se hace cero. Esto a pesar
de que para una funcién V(g) que no tenga singularidades las trayectorias fisicas
pueden alcanzar esta region fronteriza. Debido a la forma de la métrica de Jacobi,
en particular del factor que acomparfia a la métrica g es necesario solamente tomar
en cuenta la region ¥, ya que en la frontera la métrica h es degenerada, siendo to-

das sus componentes cero. Un tratamiento riguroso del principio de Maupertuis
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se puede encontrar en [1, 5, 25]. Una generalizacién del principio de Maupertuis

en la cual es posible incluir la frontera de la regién X puede encontrarse en [69].

Hemos revisado tres formulaciones equivalentes de la mecanica cldsica para sis-
temas conservativos las cuales tienen distintas estructuras geométricas. En la basque-
da de una configuracién clasica (M, w) que contenga toda la informacién del sis-
tema bajo estudio, nos hemos encontrado, para las descripciones Lagrangiana y
Hamiltoniana, que podemos tomar como espacio base la variedad Riemanniana
(M, g) de manera que podamos construir a partir de ella el haz tangente TM y
el espacio fase T* M, donde estaran definidas las funciones Lagrangiana y Hamil-
toniana respectivamente, las cuales determinan la dindmica del sistema. Notamos
que la variedad (M, g) no contiene la informacién acerca del potencial en el cual
el sistema se estd moviendo, por lo que resulta ser un candidato inadecuado para
ser la configuracion clasica del sistema. La tercera opcién que hemos explorado,
el principio de Maupertuis, ofrece una descripcién geométrica adecuada para los
propésitos de la cuantizacion topoldgica, debido a que la variedad (%, h) contiene
toda la informacion fisica del sistema bajo estudio y a partir de ella podemos
definir la configuracién clasica del sistema (X, w) con w la conexién asociada
a la métrica de Jacobi. Esta variedad Riemanniana serd el espacio base con el cual
se construird el haz fibrado principal a partir del cual se calcularé el espectro to-

polégico.
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2.2. El espectro topoldgico para la configuracion clasi-

ca de un sistema

Habiendo establecido la configuracién cldsica apropiada para los sistemas clasicos
conservativos con un namero finito de grados de libertad mediante el par (X3, w),
expondremos de manera general y breve el método de la cuantizacion topolégica
para obtener el espectro topoldgico asociado a un sistema fisico. Es comun que las
configuraciones clasicas sean invariantes bajo la accién de un grupo de transfor-
maciones, lo que se puede entender como las simetrias que posee un sistema fisi-
co. Como veremos en la siguiente seccidn, este grupo de transformaciones puede
ser reducido localmente a un grupo de Lie G. Usaremos este grupo més adelante
como fibra estdndar para construir el haz fibrado principal P sobre la variedad
base (X5, w) y a partir de esta estructura geométrica es que se puede calcular el

espectro topolégico del sistema fisico bajo estudio.

Una vez que se ha establecido el haz fibrado principal P para un sistema fisico,
este puede ser usado para caracterizar las configuraciones cldsicas mediante los in-
variantes de P, lo que nos llevard a obtener un espectro discreto que relaciona los
parametros que determinan a dicho sistema fisico. Esto se lleva a cabo a través de
las clases caracteristicas pertenecientes al haz fibrado principal C(P), las cuales in-
tegradas sobre una (sub)variedad compacta resultan ser un invariante topolégico

que propiamente normalizado es tal que [15,37]],

/ c(P)=n, (2.38)

con n € Z, llamado el nimero caracteristico o topoldgico. Siendo un entero el

numero topolégico con el cual etiquetamos los distintos niveles discretos, cabe
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la posibilidad de que estos tomen valores negativos. Es convencional utilizar para
este fin nlimeros enteros positivos y en ocasiones el cero, por lo que nuestra defini-

cion serd por convencion,

‘ / / C(P)‘ —n, (2.39)

conn > 0 € Z. Esta eleccién de signo puede llevarse a cabo cambiando la ori-
entacion del elemento de volumen o equivalentemente la orientacioén de la base
ortonormal que se impone. Sin embargo, esto se tendria que especificar en cada
caso y no resulta conveniente. De esta forma la eleccién del valor absoluto re-
suelve la convencion dejando el elemento de volumen con la orientacién usual de

la mano derecha.

En la siguiente seccién encontraremos que a la configuracion clasica (Xp, w) que
representa un sistema mecénico conservativo le podemos asociar un tinico haz
fibrado principal que tiene como espacio base la variedad Riemanniana (X, h) y
como grupo de estructura el grupo de Lie SO(k), donde dim(X) = k. En este caso
tenemos que la clase caracteristica asociada a este grupo de transformaciones es
la clase de Pontrjagin p(P) y en particular la clase de Euler e(P). Estas clases se
pueden escribir en términos de la dos-forma de curvatura R del espacio base como
polinomios invariantes bajo la accion del grupo de estructura, en este caso SO (k)
[48],
R k :
det (It — E) =Y (R, (2.40)

j=0

mientras que la clase de Euler ¢(P) solamente definida para el caso en que k es

par, k = 2m, se puede expresar como,

e(P) - 22m7-(mm!€i1i2"'i2mR1112 /\ R1?4 /\ T /\ Rl?Zm 1. (241)
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Dado un sistema mecanico con configuracion clasica (£, w) la dos-forma de cur-
vatura R tendrd en sus componentes funciones que dependan tanto de las coorde-
nadas g* que ayudan en la descripcion de la variedad de configuracién asi como
de un conjunto de pardmetros Ay, Ay, ..., As que determinan las propiedades del
sistema bajo estudio. Las integrales que determinan los invariantes topolégicos
a través de las clases caracteristicas p(P) y e(P) dependeran a su vez de tales
pardmetros debido a que estas formas diferenciales de Pontrjagin y Euler se ex-
presan a través de la dos-forma de curvatura. Por esta razén es claro que dichas
integrales daran como resultado una relaciéon que podemos expresar de manera

general como,

FAL,.. . As) =1, (2.42)

conn € Z* U{0}. A esta relacion la llamamos el espectro topoldgico del sistema
fisico y en particular en el contexto de la mecénica clasica determina una relacién

discreta entre los pardmetros que describen el sistema mecanico.

Una vez dada la definicién y la descripcién en términos generales del proceso
para obtener el espectro topolégico dedicaremos la siguiente seccién a establecer
en detalle el haz fibrado principal P a partir de la configuracién clasica que el

principio de Maupertuis nos ofrece.

2.3. El haz fibrado principal para sistemas mecanicos

Hemos establecido en la seccion [2.1|1a configuracién cldsica para los sistemas fisi-
cos conservativos con un numero finito de grados de libertad (X5, w), es decir,
para los sistemas que la mecanica clésica estudia. Principalmente hemos encontra-

do el espacio base sobre el cual construiremos el haz fibrado principal P a través
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del principio de Maupertuis, una variedad Riemanniana (X, h) en la cual se en-
cuentra toda la informacién fisica del sistema. Como podemos ver en la
métrica de Jacobi h es conforme a la métrica determinada por la energia cinética
del sistema g; en el caso de tener coordenadas cartesianas en las cuales la métrica g
es plana, g,4(q) = d,p la métrica de Jacobi serd conformalmente plana y toda la in-
formacion relevante se encontrard en el factor conforme a través de la funcién de la
energia potencial V(7). En el caso en que la métrica g no sea Euclidiana la métrica
h pudiera llegar a ser mds complicada y desde el punto de vista técnico la descrip-
cién del sistema fisico asi como el cdlculo del espectro topolégico podria presentar
una mayor dificultad, mas sin representar esto ningtin cambio desde el punto de
vista conceptual. En la construccién del haz fibrado principal tomaremos como
base la variedad (X, k), mientras que la fibra estdndar debe ser tal que describa
las simetrias del sistema bajo estudio. Sabemos que la descripcién en la mecénica
clasica de los sistemas fisicos es invariante bajo las transformaciones de Galileo,
sin embargo este grupo de simetrias se pueden reducir localmente al grupo SO(k)
introduciendo una base ortonormal (no-coordenada) orientable sobre la variedad
Y. Consideremos un sistema {¢,} cona =1, ...,k tal que h(e,, ey) = d,; asi dos
sistemas ortonormales con la misma orientacion, {e,} y {e]}, estdn relacionados
mediante una transformacién ortogonal, ¢/, = (A~1)%e, con A% € SO(k). Esta
base ortonormal tiene asociada una base dual de uno-formas {6”} a través de la

cual podemos expresar la métrica de Jacobi como,

h = hy,dg" @ dq" = 6,,0° @ 6". (2.43)

En una variedad sin torsién podemos obtener la uno-forma de conexién w y la
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dos-forma de curvatura R mediante las ecuaciones de estructura de Cartan,

d6® + w’, N 6% =0, (2.44)

Rab - dwab + wac /\ wa, (245)

donde d es la derivada exterior. La formas de conexion y curvatura caracterizan
a la variedad Riemanniana (X, h) desde un punto de vista geométrico, y bésica-
mente, como veremos mads adelante, la dos-forma de curvatura desde un punto de
vista topologico. Bajo un cambio de base ortonormal "% = AZf)b y exigiendo que
la derivada exterior esté bien definida, tenemos que la uno-forma de conexién y

la dos-forma de curvatura se transforman como,

w' = AwA+ AdATE, (2.46)

R' = ARAY, (2.47)

donde hemos omitido los indices que etiquetan los componentes de los distintos
objetos geométricos. En el caso de una métrica de Jacobi conformalmente plana
hyy = 2 [E — V(q)] 0y calculamos las componentes de la uno-forma de conexién
y de la dos-forma de curvatura, los cuales usaremos mds adelante. Escogiendo la
base dual como 0% = ¢?/26% dg*, con ¢ = In[2(E — V)], obtenemos

_ 50
W = fp/zﬁ(sﬁ[b(sakeﬂ (2.48)
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2
Py 5T 500 50l 20 e pgt (249)

— i
Rab—e ) (5 517] aq aqﬁ le b p) O‘aq'B

[a
Como podemos ver la ventaja de introducir una base ortonormal sobre la variedad
Riemanniana (X, h) consiste en poder reducir el grupo de simetria, en este caso
el grupo de Galileo, a su subgrupo SO(k), lo cual hace posible el célculo de es-
pectros topoldgicos de una forma concreta. Esto nos permite formular el siguiente
teorema que establece el elemento esencial y punto de partida para la cuantizacion

topologica.

Teorema 2. Un sistema mecénico conservativo con k grados de libertad puede ser
representado por un haz fibrado principal P tnico de dimensién %k(k +1),conla
variedad Riemanniana (X, h) como espacio base, donde h es la métrica de Jacobi
y X su dominio en el espacio de configuracion, el grupo SO(k) como el grupo de
estructura (isomorfo a la fibra estdndar), y una conexién con valores en el dlgebra

de Lie so(k).

Dem. A continuacién daremos una sintesis de la prueba para este teorema. El teo-
rema de reconstruccion de la geometria diferencial [37], [46] establece que un haz
fibrado queda especificado de manera tinica al establecer los siguientes elemen-
tos: el espacio base, la fibra estdndar, el grupo de estructura y una familia de
funciones de transiciéon que toman valores en el grupo de estructura y que sa-
tisfacen la condicién de los cociclos (o de transitividad). Para el caso de la mecéani-
ca cldsica mostraremos todos estos elementos a partir de la configuracién clasica
que hemos construido. Como espacio base tomaremos la regiéon permitida en el
espacio de configuracion X con dim(X) = k, que junto con la métrica de Jacobi
h constituyen una variedad Riemanniana. Consideramos en este caso al grupo
de Lie SO(k) como el grupo de estructura el cual es isomorfo a la fibra estdndar

debido a que tratamos con un haz fibrado principal. Para mostrar las funciones
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de transicién consideremos una familia de conjuntos abiertos {U;} que cubren la
variedad base X. Sea (U;, ¢;) una carta en ¥ con ¢; : U; — V; C R* un homoeomor-
fismo y V; un subconjunto abierto de R¥. Este mapeo se utiliza normalmente para
introducir coordenadas {g'} en U; C X. Consideremos ahora una carta (U;, ¢;)
con ¢; : U; — Al(U;,s0(k)) el mapeo que nos permite introducir la base dual
09 := 6, en cada conjunto abierto U; y Al(U;,s0(k)) es el espacio de las uno-
formas que toman valores en so(k) sobre U;. Debemos notar que omitiremos el
indice a que etiqueta a los elementos de la base dual y que el indice i se refiere
al conjunto de las bases duales en U;. Consideramos una interseccién no vacia
entre dos elementos de la cobertura U; N U; # @ y sus correspondientes bases
duales 0; y ;. Sabemos que dos bases duales estdn relacionadas mediante una
transformacion 6; = A;;0; con A;; € SO(k) por lo que podemos utilizar dichas
transformaciones como las funciones de transicién A;; = ¢; o <]5]_1 si estas satis-
facen la condicion de cociclo. Veamos, Al.;l = Aj; y considerando una triple in-
terseccion no vacia U; N U; N Uy # @ tenemos que las transformaciones que rela-
cionan las bases duales en los distintos conjuntos abiertos son Ay = ¢ o 43]_1 y
Ay = ¢io (,‘Ek_ !, De manera que la condicion de cociclo se satisface, AjyAxj = Ajj, 0
bien, AjAkjAji = 15111, 50(k))- De manera que hemos mostrado la existencia de los
elementos requeridos por el teorema de la reconstruccién por lo que el haz fibra-
do P con espacio base £ y grupo de estructura SO (k) resulta ser principal y tinico
con dimensién dim(P) = 3k(+1), ya que dim(Z) = k y dim(SO(k)) = Jk(k — 1).
Ahora solamente queda demostrar la existencia de la coneccién w en P. Para esto
utilizamos un teorema conocido [26] que establece que dada una cobertura {U;}
de ¥, una familia de uno-formas locales que toman valores en el dlgebra so(k),

es decir, w; € A'(U;,s0(k)) que cumplen con la condicién de compatibilidad (sin
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suma sobre los indices repetidos),

wi = Ai]-iji;l + AijdAl.;l, (2.50)

con Aj; : U; N U; — SO(k) elementos de SO(k), y un conjunto de secciones locales
o; : Uy — 7 1(U;) que satisfacen o; = i/ sobre U; N U;, entonces existe una
Unica conexion w sobre P tal que w; = 07w, donde ¢ es el pull-back inducido
por la seccién local ;. Si mostramos que todas las condiciones de este teorema
se satisfacen entonces podemos asegurar que existe esta tinica conexién sobre el
haz fibrado principal P. El espacio base X es una variedad diferencial por lo que
debe existir una familia de conjuntos abiertos {U;} que lo cubra. A través de la
primera ecuacién de Cartan y utilizando la métrica de Jacobi h podemos
encontrar para cada U; la uno-forma de conexién wj; la cual toma valores en el
algebra so(k). Como hemos visto al pasar de una base dual a otra encontramos
que estas estan relacionadas por una transformacién de la forma 0; = A;;0;, con
Ajj € SO(k), y 1a ley de transformacion para la uno-forma de conexién nos
lleva directamente a la condicién de compatibilidad (2.50). En lo que respecta a
las secciones locales, al ser P un haz fibrado localmente es trivial, esto es existen
mapeos ¥; : 7 1(U;) — U; x SO(k) que definen localmente la trivialidad del
haz. Asi se puede definir una seccién local canénica como o; : U; — (),
coni(q) = ¥;'(g,¢), donde e = A;;(q) es la identidad en SO(k) y g € U;. Esta
seccion candnica satisface la condicién o; = 0;A;; en U; N U; debido a que todos
los elementos A;; son también funciones de transicion [46]. Con esto concluye la

prueba del teorema. [

Habiendo establecido la existencia y unicidad del haz fibrado principal P asocia-

do a la configuracioén clésica (X, w) continuaremos con la aplicacién del procedi-
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miento para el calculo del espectro topoldgico para algunos ejemplos.

2.4. Ejemplos

En esta seccién presentamos algunos ejemplos de sistemas fisicos concretos para
los cuales calcularemos el espectro topoldgico utilizando los resultados de las sec-
ciones anteriores. Una vez determinada la métrica Jacobi correspondiente al sis-
tema bajo estudio solamente resta calcular la dos-forma de curvatura de manera
que se pueda encontrar a partir de ella la clase caracteristica e integrando esta

ultima obtener el espectro topolégico para dicho sistema fisico.

2.4.1. La particula libre

Como primer ejemplo tomamos el caso de la particula libre en k dimensiones. Uti-
lizando coordenadas cartesianas, sabemos que g,5(9) = dugcona, B=1,...,ky
como la funcién de la energia potencial es cero para cualquier punto en la varie-
dad de configuracién V(q) = 0, tenemos que ~ = My que hyg = Edyg. Como
consecuencia tenemos que la curvatura para este espacio se anula y por lo tanto
la clase caracteristica también, lo que significa que no existe ninguna condicion
sobre los parametros que determinan el sistema, por lo tanto no existe espectro to-
polégico discreto para este caso. Esto concuerda con el resultado para la particula
libre en el contexto de la cuantizacién canénica, el cual nos dice que no existe un

espectro discreto para este sistema.
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2.4.2. El oscilador armoénico

A continuaciéon consideramos el caso de un oscilador armoénico [38] en dos di-
mensiones descrito por sus modos normales con masa m (o equivalentemente dos
osciladores arménicos desacoplados con masa reducida m) con Lagrangiano,
. . 1
L=om @)+ 2] =5 [ki(g" ) +ka(q?)?], (2.51)
con ky y ky las constantes de restitucion del sistema. Como podemos observar este
Lagrangiano no depende explicitamente del tiempo y por lo tanto tenemos un

sistema conservativo, de manera que el Hamiltoniano H = E es una constante de

movimiento dada Por,
E=-m|(g"H?+ (4*)? +—1 ki(gY)? + ko (g%)? 2.52

para la cual se tiene que,
dE

= =0 (2.53)

La métrica determinada por la energia cinética del sistema es plana g = mdiag(1,1)

y la métrica de Jacobi es a su vez conformalmente plana,

h =2m [E — V(q)] diag(1,1) (2.54)

Tomando la base dual como,

o' = \/2m(E —V)dg"t  6*=\/2m(E - V)dg?, (2.55)

tenemos que la simetria de esta configuracién clésica se reduce localmente al
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grupo de transformaciones SO(2), esto ya que h = 0! ® 0! + 6% ® 6. Utilizan-
do (2.48) podemos obtener la tinica componente independiente de la uno-forma

de conexidn,

~d1pd?), (2.56)

donde ¢(q) = n[2m(E—-V(q))] y 0; = aiqi’ que expresada en términos de la

funcién V(gq',¢%) es,

dg* + dq?. (2.57)

W= -

2(E— V) 2(E— V)

De la misma forma a través de (2.49) obtenemos la tinica componente indepen-

diente de la dos-forma de curvatura,
1
Ry =—> (9% +03p) o' A dg?, (2.58)
o como funcién de la energia potencial directamente,

1 91V 9V
R! :E[81<E1_V)+82(E2_V)]dq1/\dq2. (2.59)

De la expresion (2.41) encontramos que para el caso de dimensiéon dos k = 2 la

forma de Euler estd dada por la expresion,

e(P) = —ERlzf (2.60)
de manera que tenemos,
e(P) = L (82 ¢+ 33 (p> dg' A dg? (2.61)
4\t 2 ’ '
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y en términos de V(g', g?) explicitamente,

_ 1|9V (02V)? o7V (01V)? 1 2
e(P)——E E—V+(E—V)2+E—V+(E—V)2 dg - Ndgq-. (2.62)

Siendo ¢(gq) = In[2m (E — V(q))] y la funcién que describe la energia potencial
dada por V(gq) = 1 [k1(q")? + k2(g?)?] encontramos de manera explicita la dos-

forma de Euler para el caso del oscilador arménico en dos dimensiones descrito

por el Lagrangiano (2.51) es,

E(ki +k Le20a1Y2 1 1p2022)2 _ Lk 12 2)2
e(P):—L (k1 +k2) + 5k1(q)* + 3k3(9%)* — skika [(91)* + (4°)?] dq' A d?.

47 (E—%kl(ql)z—%kz(q2)2>2
(2.63)

A partir de esta expresion es posible abordar distintos casos y analizar los resulta-

dos que se obtienen para el espectro topolégico.
El oscilador arménico en una dimensién
Podemos considerar el caso limite en el que k; = 0 y renombrando k; = ky q' =g

tenemos que la integral de la forma de Euler para el caso del oscilador arménico

simple en una dimensioén se reduce a,

E + 3kq?
‘/e(p)‘ = _%k +—2(72dq =n, (2.64)
(E — %kq2>
donde n € Z* U {0} y el intervalo de integracion sobre g% es [—%F, %] con a

una constante con unidades de distancia. Integrando a g en el intervalo [—qo, qo]
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obtenemos el espectro topolégico para el oscilador arménico,

akqo
— =1, 2.65
2FE kg (2:65)

con gp un pardmetro constante relacionado con el punto de retorno para el os-
cilador. El espectro topoldgico nos describe una relacion discreta entre los parame-

tros que determinan el sistema E y k. Si escogemos el pardmetro qg de la siguiente

qo =/ % +C2-C, (2.66)

forma [50],

con

w=1]—, (2.67)

de la expresion para el espectro topolégico se recupera la relacién para
el espectro canénico E = hw (n + %) Esto nos lleva a concluir que existe una
relacién directa entre el espectro topoldgico y el espectro canénico para el caso del
oscilador arménico en una dimensién. Vemos que cuando E >> hiw (6 i — 0)
este parametro tiende al punto de retorno g9 — %, (a primer orden en la ex-
pansién tenemos qo ~ \/% — yphw + O(h?)) y el resultado de la integral serfa
divergente, de tal manera que no podemos aproximarnos arbitrariamente al pun-
to de retorno en este contexto, lo cual también nos dice que hemos abandonado
el régimen de comportamiento cudntico del sistema y es practicamente imposible
observar la estructura discreta que presentan las cantidades fisicas. Por otra parte,

cuando E — 37w tenemos que qo — 0y que a su vez n — 0.
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El oscilador isotrépico en dos dimensiones

El caso de un oscilador isotrépico en dos dimensiones k; = ky = k (o de dos os-
ciladores desacoplados) [38] puede tratarse a partir de la expresion general (2.63),

obteniendo la forma de Euler,

e(P) = L KE dg' A dg*. (2.68)

(B~ kl(g)2+ (22))

En este caso resulta conveniente utilizar coordenadas polares {r, 9}, siendo la
métrica asociada a la energia cinética g = mdiag(1,7?), de la cual obtenemos

la métrica de Jacobi,

h =2m[E — V(r,8)] diag(1,7?). (2.69)

Se puede obtener la forma de Euler introduciendo la base ortonormal a través de

las relaciones para las formas duales directamente en términos de las coordenadas

o' = \/2m(E —V)dr, y 6*=./2m(E —V)rd®, (2.70)

lo que nos lleva a la componente independiente de la conexién en términos de la

polares,

base coordenada

NE— V) 1} dv. (2.71)

La componente independiente de la dos-forma de curvatura se encuentra a partir

de R12 = dw12 y en términos de la base coordenada obtenemos,

1 819V rarV .
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y nos permite encontrar la forma de Euler para este caso en coordenadas polares,

e(P) =

1] v N (05V)2 LoV ro2V N r(9,V)?
4 | (E-V)r 2(E—=V)?r E-V (E—V)2

} dr N\ d9.
(2.73)

En este caso que estamos tratando, el oscilador isotrépico en dos dimensiones
k1 = ko = k, la funcién de la energia potencial no depende de la coordenada
angular 9, siendo esta V(r) = %krz. De tal manera que la forma de Euler se reduce
a,

e(P) = —- LZdr A do. (2.74)

27 (£ k)

Cabe mencionar que esto se puede encontrar a partir de la expresién (2.68) con-
siderando el cambio de coordenadas apropiadamente. El espectro topolégico lo
calculamos integrando como en (2.39) con un dominio de integracién [0, 27t] para

®y [0, o] para la coordenada radial,

R N — (2.75)

conn € Z* U {0}, lo que nos da una relacién discreta entre los parametros E y

k que determinan al sistema. Si consideramos para el limite de integracion a r

_ [2E 2w  [2(E—hw)
n=\VE "% VT % (2.76)

recuperamos el resultado canénico E = fiw(n + 1), con w = \/% . Vemos que 7y

como,

se expresa como la posiciéon del punto de retorno menos el valor correspondiente
a la energia del estado base (que en este caso particular coincide con el cuanto de
energia). El espectro topolégico no muestra de manera explicita la degeneracion

que se observa en el formalismo canénico, debido a que atin no tenemos definidos
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estados dentro de este formalismo. En el caso canénico los espectros se obtienen
una vez que se ha definido el espacio de Hilbert (de estados cuanticos) y se actta
sobre estos con los operadores que corresponden a las variables dindmicas, mien-
tras que la cuantizacion topoldgica es capaz de entregar el espectro sin considerar
algtin estado topolégico. Sin embargo, es de esperarse que exista una relaciéon
entre este tipo de espectros topolégicos y los estados topoldgicos debido a que
estos ultimos se perfilan a ser definidos como secciones locales del haz fibrado
principal, siendo posible que dicha relacién aporte mds informacién respecto a la

discretizacion de las variables fisicas del sistema bajo estudio.

De nueva cuenta vemos que el espectro canénico se logra reproducir si conside-
ramos que nos podemos acercar hasta un valor correspondiente a la energia del
estado base al punto de retorno. El limite de integracién tiende al punto de retorno
ro — % alavez que E >> hw (6 h — 0) y tiene como resultado n — oo, es decir,
la discretizacion no es percibida. Por otra parte cuando la energia es comparable
a la energia del estado base E — hiw el espectro topolégico describe apropiada-

mente la situacién ya que n — 0.

Es posible reproducir de manera numérica este resultado si partimos de la expre-
sién en coordenadas cartesianas para la clase caracteristica de Euler (2.68). Esto
nos permitird explorar el camino a seguir en el caso de encontrarse con funciones
de energia potencial méds complicadas que den como resultado formas de Euler
que no se pueden integrar analiticamente en ningdn sistema de coordenadas. Para
esto es necesario introducir algunos valores para constantes que consideramos es-
tdn dadas para el sistema del oscilador armoénico como la constante de restitucion
k y 1a masa m (o bien la frecuencia de oscilacién) Sin el afdn de reproducir espec-
tros vibracionales de moléculas tomamos datos de la molécula de 4cido clorhidri-

co HCl, a pesar de que esta molécula tiene un solo grado de libertad vibracional, lo
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cual hemos descrito en el caso k; = 0. De hecho no existen moléculas que tengan
dos grados de libertad vibracionales [7], sin embargo, es interesante reproducir
con estas cantidades el espectro topolégico del oscilador arménico isotrépico en
dos dimensiones (o el caso de dos osciladores lineales no acoplados con la misma
constante de restitucién) ya que estos valores son validos para moléculas lineales
compuestas por dos dtomos. Si bien es cierto que el modelo del oscilador arménico
para describir el espectro vibracional no es suficientemente preciso, incluso en el
caso més sencillo de moléculas diatémicas lineales, resulta ser una primera aproxi-
macion aceptable para entender los resultados obtenidos a través de la espectros-
copia en el infrarrojo. Las principales deficiencias provienen de que el potencial
cuadratico del oscilador arménico no ajusta al potencial en distancias pequefias
debido a la repulsién de los niicleos y la de los electrones, ni tampoco a distancias
dos o tres veces la distancia de equilibrio ya que la energia de ligadura disminuye
y se tiende a la disociacién de los 4tomos que componen la molécula. Utilizamos
una constante de restitucion (o constante de fuerza) ki = kp = k = 480% y una
masa (reducida) m =1.6x10~?"kg [7,28]. En la figura podemos observar que la
componente de la forma de Euler tiene una divergencia justo en la circunferencia
que constituye los puntos de retorno del oscilador isotrépico dos dimensional, lo

que delimita la region en la descripcion de Maupertuis.

En la figura 2.2 observamos la parte de la componente de la forma de Euler que
serd integrada bajo la condicioén de acercarse al punto de retorno hasta un cuanto

de energfa.

La integraciéon numeérica arroja como resultado un conjunto de puntos f(E) que

se obtienen al integrar la forma de Euler para distintos valores de la energia total
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" eqhd e(q',q%)
21021 1 2x102!

| gaet [
e(q".q%)
2x102 |

Figura 2.1: Distintas vistas de la grdfica de la componente de la forma de Euler para el oscilador
isotrdpico en dos dimensiones, con ky = ky = k = 480X y m =1.6x10"%kg, que corresponden
a valores de la molécula HCI.

E considerando una regién de integracion delimitada por la condiciéon

(@) + (2 < 2EZD @277)

como se ilustra en la figura[2.3|

Debido a que el resultado de la integracién debe ser un niimero entero es necesario
hacer una interpolacién de este conjunto de datos y encontrar los valores de la
energia que son permitidos a partir de identificar los valores de E tales que f(E) =

1, con n un numero entero (ver figura 2.4)

Como era de esperarse el comportamiento lineal del oscilador doble isotrépico se
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Figura 2.2: La region de integracion en la cual consideramos acercarnos hasta un cuanto de energia
al punto de retorno.

reproduce, y los valores de la energia correspondientes a cada nivel se pueden
calcular de manera numérica a partir de la funcién interpolada como se aprecia

en la siguente tabla,

niimero caracteristico | Energia*
0 5.67
1 11.34
2 17.01
3 22.68
4 28.35

*en 10~20 Joules

Estos valores coinciden con el resultado de calcular analiticamente y por con-
siguiente con los valores que arroja el espectro canénico. Hemos simplemente

ilustrado la forma de proceder en el caso numérico con un caso extremadamente
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f(E)

E
1.x10719 2.x10719 3.x10719 4.x10719

Figura 2.3: Resultado de la integracion numérica para el caso del oscilador doble isotrdpico.

f(E)
6

0

E
0 1.x10719 2.x10719 3.x10719 4.x10719

Figura 2.4: Interpolacién de los datos producidos por la integraciéon numérica para el caso del
oscilador doble isotrdpico.

simple, pero que resalta por la coincidencia con el caso canoénico y el sentido fisi-
co del limite de integracién, para el cual hay que considerar acercarse al punto
de retorno dada una energia E hasta un cuanto de energia /1w, como hemos visto
en (2.76). Es decir, para cualquier valor de la energia nos podemos acercar hasta
un valor minimo, por lo que el concepto de cuanto de energia surge de manera

natural del calculo del espectro topolégico.
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El oscilador anisotrépico en dos dimensiones

Para el caso en dos dimensiones para el cual las constantes de restitucion o los mo-
dos normales de oscilacion tienen distintos valores, ki # ko, podemos proceder de
igual forma. Resulta interesante que para el caso de un oscilador anisotrépico la
forma de Euler se puede integrar analiticamente. El resultado de la inte-

gracion es la siguiente expresion,

_ (i +k)(E—-1) _
/Z )= e =, (2.78)

con X la region de integracion limitada por la condicion de Maupertuis y en la
cual consideramos acercarnos a los puntos de retorno hasta una distancia corres-
pondiente a la energia del estado base [y = % (hwy + hwy), 1o que expresamos asi
k1(g")? + k2(q%)? < 2(E — Ip). Podemos considerar la expresién para la energia del

espectro topolégico,

z(,\/_lc1

E
n k1

n+l, (2.79)

y considerando k; = mwiz parai = 1,2 tenemos,

lowiwo

2
wy +w2

E, =2 n+l, (2.80)

Es posible proceder como en el caso anterior para obtener el espectro topolégico
de manera numérica. De manera andloga al caso isotrépico la forma de Euler di-
verge en una region eliptica que constituye el conjunto de los puntos de retorno,
figura Para este fin utilizamos los siguientes valores numéricos k; = 480%

ko = 1000% y m =1.7x10~%kg.

Realizamos la integracién numérica sobre una region en la cual nos acercamos a
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Figura 2.5: Distintas vistas de la grdfica de la forma de Euler para el oscilador anisotrdpico en dos
dimensiones.

los puntos de retorno hasta un cuanto de energia, k;(g')? + k2(4%)?> < 2(E — Iy),

como vemos en la figura

Como resultado tenemos que el comportamiento lineal se repite, mas debido al
proceso de obtencién del espectro topolédgico, solamente existe un ntimero entero
para la discretizacién. Debido a esto, el espectro topolégico no es comparable con

el espectro canénico en los valores para la energia a cada nivel discreto.

No obstante, es posible reproducir el resultado canénico si tratamos cada uno de
los dos osciladores desacoplados (0 modos normales de oscilacién) por separa-
do, con dos configuraciones cldsicas como en el caso del oscilador en una dimen-
sion (k; = 0) y consideramos la suma de los dos espectros topolégicos para cada

oscilador. En el caso en que exista algtin acoplamiento se trata el caso desde la
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Figura 2.6: La region de integracion en la cual consideramos acercarnos hasta un cuanto de energia
al punto de retorno.

perspectiva de una sola configuracién cldsica.

El comportamiento de la integracién numeérica para obtener el espectro topolégico
lo podemos observar en la figura

fE)

0 5N E

0 Lx10 ¥ 2.x10 19 3.x10 19 4.x10 19

Figura 2.7: Resultado de la integracion numérica para el caso del oscilador doble anisotrdpico.

Al igual que en caso anterior debemos hacer una interpolacién de los datos que
nos permita identificar los valores de la energia permitidos f(E) = n de acuerdo

al resultado de la integracion de la clase caracteristica, figura
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fE)
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0 - E
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Figura 2.8: Interpolacion de los datos producidos por la integraciéon numérica para el caso del
oscilador doble anisotrépico.

Podemos extraer algunos valores de la energia para los primeros nimeros carac-
teristicos, aunque cabe mencionar que fuera del valor para el estado base n = 0,
los demds niveles pueden ser comparados con los valores del espectro canénico,
para hacerlo tendremos que proceder, como hemos mencionado antes, con dos
configuraciones cldsicas para cada uno de los osciladores por separado (o mo-
dos normales de oscilacién). Sin embargo, mostramos los resultados a partir del
cdlculo de una sola configuracion clédsica (y por ende solamente un haz fibrado

principal) para resaltar el caracter lineal del espectro topolégico,

niimero caracteristico | Energia*
0 6.81
1 13.19
2 19.57
3 25.96
4 32.34

*en 10~20 Joules

Podemos graficar también el comportamiento del espectro topolégico obtenido

de forma analitica (2.79) con los valores utilizados para la integracién numérica,
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figura

Eﬁ

12x107!8 .
1.x10718 .
8.x10719 &
6.x10719 v
4.x10719 .

2.x10°19 .

n

5 10 15 20

Figura 2.9: Espectro topoldgico para el oscilador anisotropico en dos dimensiones obtenido de forma
analitica.
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2.4.3. El campo central

Ahora consideremos el caso de una particula de masa m moviéndose en un campo
central V(r). Este sistema lo describimos de manera conveniente en un sistema de

coordenadas esféricas polares mediante el Lagrangiano,

L= %m (;"2 + rz(p2> —V(r), (2.81)

donde hemos considerado ya de una vez que el movimiento se lleva a cabo en
un plano debido a la conservacién del momento angular total. El Hamiltoniano es
una cantidad conservada y representa la energia total del sistema,

1, I?
2 2mr2

+V(r), (2.82)

con / una constante de movimiento que identificamos con el momento angular. A
partir de la forma del Lagrangiano (2.81) reconocemos que la métrica determinada
por la energia cinética del sistema estd dada por g = m diag(1,7?), de manera que

la métrica de Jacobi, siendo conforme a g queda expresada como,

h =2m [E — V(r)] diag(1,r?). (2.83)

Escogiendo la base dual como,
0" =\/2m(E—V)dr 69 =/2m(E — V)rdg, (2.84)

de manera que h = 0" ® 0" + 0¥ ® 6%, podemos a partir de la primera ecuacion

de estructura de Cartan (2.44) encontrar la inica componente independiente de la
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uno-forma de conexién; utilizando (2.84) llegamos a las ecuaciones,

rw'y Ade =0

1+ %r% In2m(E —V)]| dr Ndp + w'", Ndr = 0. (2.85)

Expresando a esta componente de la conexién como w', = A(r, )dr + Ay(r, ¢)dg,

obtenemos a partir de las ecuaciones anteriores que,

Ar(”; (P) - 0/

Aplrg) = — [1 4 %r% In [2m(E — V)]] , (2.86)

de manera que la tinica componente independiente de la uno-forma de conexion
es,
w, =1+ lri In2m(E — V)] | de. (2.87)
4 2 dr
A partir de la segunda ecuacién de estructura de Cartan (2.45)) calculamos la tinica

componente independiente de la dos-forma de curvatura, R', = dw’

q)/
1d r av
r = —_—— —_————
R(P_Zdr <E—V(r) dr>dr/\dqo. (2.88)
De esta forma podemos calcular la forma de Euler, e(P) = — %Rﬂp,
1 d r av

que al ser integrada sobre la variedad X nos lleva al espectro topolégico para esta
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familia de sistemas fisicos especificados por la funcion energia potencial V(r),
fr 4V
2\E—V(r)dr

con X, la regién de integracion de la coordenada r en el espacio base X y n un

=n, (2.90)

X,

nimero entero. Vemos que esta expresion general nos permite calcular el espectro
topolégico para cualquier configuracion dentro del contexto del campo central,
simplemente basta conocer la forma de la funcién que determina la energia po-
tencial V(r). Tomemos el caso del potencial V(r) = —% con a > 0, en el caso en
que tenemos como solucién a las ecuaciones de movimiento trayectorias cerradas.
Sabemos que en este caso las trayectorias son elipticas y que suceden solamente si
E < 0, con el caso extremo de la trayectoria circular cuando E; = —”;T"‘;, [27]. Asi
el espectro topoldgico para el caso V(r) = —%, como puede ser el problema del

atomo hidrogenoide, lo encontramos evaluando,

i 1 1
— = — =n, 291
5, 2 (zx—i—Enr 0c—i—Er_> " @91)

1 ®
2 x+Er

donde 1 es un ntimero entero positivo y los valores del perihelio _ y del afelio 7
se pueden encontrar a partir de la condicién de que en estos puntos la velocidad

radial es cero 7 = 0 y de la expresion para la energia total

« 2E]2

El valor n = 0 queda excluido debido a que la tinica forma en que (2.91) es cero es

cuando r4 = r_ y eso corresponde al caso de la 6rbita circular.

Introduciendo estos valores (2.92) en la expresion anterior (2.91) obtenemos el es-
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pectro topoldgico,

-
mIXzElZ - E (293)
14 =5
mo

Podemos escribir la relacién anterior (2.93) de forma tal que veamos cémo de-

pende la energia del pardmetro de discretizacion,

= (Vitw-a), (2.94)

donde Ey = ml—g‘z y hemos tomado el valor negativo de la raiz cuadrada que aparece
en la expresion debido a que los valores para E deben de ser negativos ya que rep-
resenta una energia de ligadura. La energia asociada al valor n = 1 resulta mayor
que la energia de la 6rbita circular 0 > E; > E, lo cual es necesario para que corre-
sponda a una 6rbita eliptica. En el limite cuando n — co tenemos que E; .o — 0
lo que se puede interpretar como que el sistema queda desligado del centro de
atraccion, convirtiéndose el sistema en una particula libre. Podemos graficar la

expresion para el espectro topolégico, figura

Eoy

-0.1
-0.2
-03

-04

Figura 2.10: Espectro topolégico para el potencial V = — paran =1,...,20.

Esto nos muestra que la descripcién de la discretizacién de la energia dada por

el espectro topoldgico tiene sentido fisico, a pesar de que no podemos comparar
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con la relacién canénica |E| ~ # [44]. De manera que debemos considerar que
no solamente la energia asociada al sistema tiene un rol en las dos expresiones
anteriores, sino también el momento angular /, por lo que el espectro topolégico
no simplemente nos describe valores discretos para la energia, siendo en realidad

una relaciéon discreta entre los parametros que describen al sistema fisico.

Cabe mencionar que en el tratamiento relativista de la mecdnica cuédntica para
el &tomo de Hidrégeno (o Hidrogenoide) por medio de la ecuacién de Dirac, el
espectro para los valores de la energia depende del valor del momento angular

orbital / a través del momento angular total ] =/ + % [44],

724

En]:m 1+
n—J 4=+ 1)? - 22

, (2.95)

con 1 el niimero cuantico principal, e la carga del electrén y Z el nimero de pro-
tones en el niicleo. Aun en este caso, no es posible comparar este espectro con
el que resulta de la cuantizacién topolégica, ya que hemos realizado el analisis
de un sistema no relativista. En un futuro esperamos poder descifrar cémo tratar
la informacién que concierne al momento angular y plantear una configuracién

clasica para el caso relativista.

2.4.4. Coordenadas complejas nulas

Terminamos esta seccién calculando una expresién general para sistemas fisicos
con dos grados de libertad, la cual es posible obtener si se introduce un “sistema
de coordenadas complejas nulas”. Consideremos un sistema fisico con dos grados
de libertad descrito por las coordenadas {g!,4?} con la métrica de Jacobi dada por

hyy = 2m(E — V)8, y el cambio de coordenadas u = q! +ig* y v = g —ig?, de
58



EJEMPLOS

manera que la métrica de Jacobi tiene como elemento de linea,,

ds? = e?"?) dydv, con ¢$(u,v) =In(2m [E — V(u,v)]). (2.96)

Escogiendo la base dual de la siguiente forma,

- %e¢(5'v) (du + dv) (2.97)
62 = %e"’(”é”” (du — do), (2.98)

encontramos que el elemento de linea se pueda expresar como,

ds”? = 0' ® 0! + 0% ® 6. (2.99)

A través de la primera ecuacién de estructura de Cartan (2.44) podemos encontrar

la tinica componente independiente de la uno-forma de conexién,

1 (d¢ o¢p
1 _ L (9p . 99
Wy = o (au du 5 dv) , (2.100)

y de la segunda ecuacion de Cartan (2.45) obtenemos la tinica componente inde-

pendiente de la dos-forma de curvatura,

2

¢ du N do. (2.101)

Ry =i
2 Zavau

La clase caracteristica de Euler considerando un espacio base de dimensién dos

e(P) = —5-R1, es, )
_ i d%¢
e(P) = 27T 9v Ju
59
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la cual al ser integrada sobre el subespacio permitido de la variedad de configu-

racion,

i 0%¢
/e(P) = / Py pdo=n, (2.103)

nos da como resultado el espectro topoldgico en una expresion general para cualquier
funcién de energia potencial,
i

= 52 [z, 02) = P(uz,01) = P(ur, 02) + P(ur, 01)] = m, (2.104)
donde n € Z, y los subindices se refieren a los puntos extremos de la regién per-
mitida en el espacio de configuracién. Hemos considerado que la componente de
la forma de Euler es una funcién integrable en la region permitida. Asi vemos que,
en principio, para cualquier sistema con dos grados de libertad se puede obtener
un espectro topolégico expicito, a diferencia de la cuantizacién canénica donde
resultados concretos solamente se pueden obtener para un namero limitado de

casos.

Comentarios

En este capitulo hemos abordado el estudio de sistemas fisicos con un niimero
finito de grados de libertad, los cuales se enmarcan en el contexto de la mecénica
clasica, con el objetivo de obtener el espectro topolégico asociado. Para esto se ha
construido la estructura geométrica necesaria en el formalismo de la cuantizacién
topoldgica, empezando por establecer la configuracion cldsica del sistema a través
del principio de Maupertuis, para después construir el haz fibrado principal y me-
diante la introduccién de bases ortonormales reducir el grupo de estructura a un

grupo de Lie, el grupo ortogonal. Una vez establecido el haz fibrado principal del
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sistema se puede calcular el espectro topolégico a través de los invariantes que en
este caso estdn dados por las clases caracteristica de Pontrjagin o de Euler depen-
dendiendo del nimero de grados de libertad. Se calcularon espectros para los dos
ejemplos més representativos en la mecanica cldsica y que constituyen a su vez los
ejemplos de cuantizacién canénica més sencillos y completos (y los tinicos que se
pueden cuantizar de manera exacta) dentro de la mecénica cuédntica no relativista.
Los resultados apuntan a que es posible reproducir el comportamiento discreto
que presentan las cantidades fisicas que describen el sistema. Aprendemos que
hay tenemos dos tipos de resultados, unos donde es posible comparar y otros
para los cuales no cabe una comparacién. En el primer caso es posible reproducir
los resultados de los espectros canénicos y eso resulta alentador para seguir en la
definicioén de los otros elementos del formalismo. Cabe mencionar que dentro del
contexto de la cuantizacion topoldgica es posible calcular espectros en casos en los
que el formalismo canénico no es capaz de hacerlo al menos de una forma exacta,

teniendo que recurrir a un acercamiento perturbativo del problema.

Existen muchos caminos por explorar y detalles que ir clarificando, dentro de los
cuales podemos mencionar algunos. En términos generales la definicién de esta-
dos cuanticos topoldgicos, ademds de ser necesaria, esperamos que nos brinde
informacién extra sobre los espectros topoldgicos y sobre los casos donde existe
degeneracioén. En particular sobre la cuantizacion topolégica para los sistemas con
un numero finito de grados de libertad queda por explorar las extensiones al prin-
cipio de Maupertuis [69] que nos permitirdn llegar a la regiéon E = V e ir més all4,
pudiendo por ejemplo explorar fenémenos como el tunelaje en potenciales de bar-
rera. También en este contexto de extensiones de Maupertuis se abre la pregunta si
es posible plantear configuraciones clésicas para sistemas no conservativos. Como

punto final podemos comentar que el método de obtencién del espectro topolégi-
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co puede ser aplicado para el cdlculo de espectros para moléculas con el nimero
correcto de grados de libertad vibracionales e incluso tratar los grados de libertad
rotacionales y el espectro electrénico [7], [28]. En conclusién falta camino por an-
dar no solamente en el método para el cdlculo de espectros topoldgicos para casos
de sistemas no conservativos y las extensiones de Maupertuis, sino también en la

aplicacion préctica para el calculo de espectros moleculares en la fisicaquimica.
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CAPITULO 3

ESPECTRO TOPOLOGICO DE LA
CUERDA BOSONICA

En este capitulo exploraremos los elementos de cuantizacién topolégica en el con-
texto de la teoria de la cuerda bosoénica con el objetivo de encontrar el espectro
topoldgico para tales sistemas. Se plantea el mismo escenario que hemos aborda-
do antes, es decir, encontrar la configuracion cldsica adecuada a partir de la cual
se construird el haz fibrado principal el cual constituye el elemento geométrico
fundamental para la cuantizacion topolégica y en particular para el espectro topo-

légico.

A pesar de que la cuerda bosénica es una descripcion fisica incompleta en el sen-
tido de que no contiene un sector fermiénico, constituye un primer caso con el

cual ilustrar la aplicacién del método de la cuantizacién topoldgica a este tipo de
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sistemas, esto es, encontrar la estructura geométrica y descubrir las dificultades
que se presentan en el calculo del espectro. No obstante, la teoria de la cuerda
bosoénica (cudntica) nos ilustra la existencia de estados que se pueden identificar
con campos de norma en el caso de la cuerda abierta y con el gravitén en el ca-
so de la cuerda cerrada. Ademads es una teorfa que no presenta los problemas de
no renormalizacién que se encuentran en la teoria cudntica de campos, genera
dindmicamente su constante de acoplamiento y ciertas condiciones de consisten-
cia a nivel cudntico fijan la dimensién del espacio-tiempo en que se propaga la
cuerda y a bajas energias la métrica de este fondo debe cumplir las ecuaciones de
Einstein (con algtn tensor de energia momento determinado por otros campos no
masivos) [34]. Todo esto entre algunas otras bondades en las que no abundaremos

pues no es el objetivo en lo que se refiere a la cuantizacién topoldgica.

En la primer seccién abordaremos algunos aspectos generales sobre la cuanti-
zacion topoldgica, para después plantear en la segunda seccion, el escenario geo-
métrico en el contexto de la cuantizacion topolédgica correspondiente a la cuerda
bosénica. Dentro de esta misma seccion revisaremos algunas caracteristicas sobre
la teoria de la cuerda bosoénica a nivel cldsico que nos servirdn para establecer
la estructura geométrica que necesitamos y plantearemos el resultado que sirve
de base y punto de partida para la cuantizacién topolégica. En la tercer secciéon
trataremos el caso en que la cuerda se propaga en un fondo general y en las sec-
ciones cuatro y cinco particularizaremos al fondo plano y al fondo con curvatura
distinta de cero, respectivamente. En esta tltima seccién trataremos el espectro

topoldgico de manera perturbativa. En ambas expondremos ejemplos.
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3.1. Elementos de la cuantizacién topoldgica

Como ya hemos mencionado en la introduccién, el método de cuantizacién to-
polégica puede ser aplicado a cualquier sistema fisico que sea susceptible de ser
representado como un haz fibrado principal. En esta seccién analizaremos los el-
ementos generales sobre la cuantizacién topolégica, en especifico sobre el calculo
del espectro topolégico. Discutiremos brevemente la aplicabilidad al caso de la
cuerda bosénica con la finalidad de obtener dichos espectros, tanto para el caso
en que la cuerda se propaga en un fondo plano como para el caso de fondos con
curvatura distinta de cero. En la siguiente secciéon profundizaremos en los detalles
de la construccion del haz fibrado principal y analizaremos algunos aspectos de
la teoria de la cuerda bosénica. La idea principal sobre la cuantizacién topolégi-
ca para obtener el espectro topoldgico reside en la posibilidad de construir una
estructura geométrica, en especifico un haz fibrado principal, a partir de la config-
uracion clasica que representa al sistema fisico, la cual contenie toda la informa-
cién necesaria para describirlo. Una vez que el haz fibrado principal de un sistema
fisico queda establecido solamente resta extraer la informacién a través del inva-
riante topoldgico para obtener lo que llamamos el espectro topolégico. Esta es una
consecuencia directa de representar al sistema bajo estudio como un haz fibrado
principal, que nos da una relacién discreta entre los pardmetros que juegan un rol

en la descripcion del sistema.

En la construccién del haz fibrado principal juega un papel fundamental el grupo
de simetria del sistema descrito, el cual constituye el grupo de estructura que a
su vez es isomorfo a la fibra estdndar del haz. En los casos que se han estudiado
hasta el momento, el caso de campos gravitacionales [54] y sistemas mecanicos

conservativos con un ntimero finito de grados de libertad [49 50, 52], este grupo se
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ha podido reducir al correspondiente grupo especial ortogonal, con la excepcion
del caso de campos gravitacionales acoplados a campos de norma, en cuyo caso la
fibra resulta ser el grupo de norma. En el caso de la cuerda bosénica serd suficiente
considerar el grupo (pseudo)ortogonal. Si denotamos la configuracién clésica del
sistema por (Mg, w), con M la variedad que representa la hoja de mundo de la
cuerda, g la métrica inducida en la hoja de mundo encajada en el espacio-tiempo
N y w la conexién asociada a g, podemos a partir de ella construir el haz fibrado
principal P, con el grupo de estructura G constituido por el grupo de simetria e
identificado con la fibra estdandar. El haz fibrado principal P tiene la propiedad
de poseer un invariante topoldgico que lo caracteriza y este a su vez servird como
herramienta para calcular el espectro topolégico. Una forma de encontrar dicho
invariante topoldgico es a través de la clase caracteristica C(P) correspondiente al
haz fibrado, la cual nos dice qué tan lejos de ser trivial estd un haz fibrado. Esta es
una forma diferencial invariante para P ante la accién del grupo de estructura G.
La integral de esta forma diferencial sobre una (sub)variedad compacta de la base
M constituye un invariante topolégico del haz fibrado P. Para ciertos grupos de
estructura estas clases caracteristicas se pueden expresar en términos de la dos-

forma de curvatura y puede ser normalizada de manera que,

/M C(P) =n, 3.1)

donde n € IN.

Para el caso particular en el que la fibra es el grupo ortogonal especial SO(k), con
k par, como en el caso de la cuerda bosoénica, la clase caracteristica se conoce como

la forma de Euler ¢(P) y estd dada en términos de la dos-forma de curvatura R
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por la siguiente expresion general [15] 48],

—1)m™ . , .
e(P) = %eimmzzg A R1§4 Ao A R%;"mfl, (3.2)

con2m = k. Ri]- denota la naturaleza matricial de la dos-forma de curvatura que
toma valores en el 4dlgebra de Lie so(k). El resultado de la integracion sera una
funcién de los pardmetros que determninan el sistema fisico (Ey, Ey, ..., E;), y co-
mo resultado de la propiedad de invariancia se puede escribir la siguiente
relacion,

F(Ey,Ey, ..., E) =n, (3.3)

donde F es una funcién que relaciona los pardmetros E;, i =1, ..., con el nimero
entero n. Esta relacion es lo que hemos definido como el espectro topolégico de un
sistema fisico. Explicaremos con mds detalle la construccién del haz fibrado princi-
pal en la siguiente seccidén, sin embargo, se puede adelantar que la hoja de mundo
constituird de manera natural el espacio base para el haz fibrado y que la simetria
relevante en este caso serdn los difeomorfismos en la hoja de mundo ya que repre-
sentan las simetrias correspondientes a la variedad encajada en el espacio-tiempo,
determinada por las soluciones a la dindmica de la cuerda en el espacio-tiempo.
En cuanto a las otras simetrias que tiene la accién de Polyakov, una depende de
la geometria del espacio de fondo donde se propaga la cuerda y la otra se debe a
un campo extra que se incorpora en la descripcién por conveniencia, pero que en
términos de la accion fisica de Nambu-Goto no juega ningtin papel en absoluto,
ver aunque en la accién de Polyakov es importante ya que fija la dimensién

del espacio-tiempo D = 26.
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3.2. El haz fibrado principal para la cuerda bosénica

En esta seccién empezamos con un breve resumen sobre la teoria cldsica de la
cuerda bosénica sobre espacios de fondo curvos, tomando como punto de partida
la accién de Polyakov. En este contexto analizamos las simetrias de la teoria las
cuales nos permitirdn mds tarde construir el haz fibrado principal. Una vez hecha
la construccién de P podremos enunciar el teorema que nos garantiza la existencia

y unicidad de dicho haz fibrado principal.

3.2.1. La cuerda bosoénica

La accién para una cuerda bosénica libre moviéndose sobre un espacio-tiempo es-
td dada por la bien conocida accién de Nambu-Goto [34,57], 1a cual representa el
drea barrida por la cuerda propagéndose sobre un fondo fijo. Consideremos una
variedad de dimensién dos M que representa la hoja de mundo de la cuerda des-
crita por dos parametros x?, a = 1,2, junto con un variedad N de dimensién D
para el espacio-tiempo con métrica G(X), con {X*}, u =0,...,D — 1, las coorde-
nadas para \V. Sea X : M — N un mapeo de la hoja de mundo al espacio-tiempo,
a esto se le conoce como un encaje. Es importante tomar en cuenta que utilizamos
la misma notacién para las coordenadas del espacio-tiempo N que para el mapeo
de encaje. La métrica inducida est4d dada por el pullback de la métrica del espacio-
tiempo g = X*G, que en componentes se expresa,

oX" aX"
8ab = G g M

(3.4)
con X las componentes del mapeo de encaje que dan la localizacion de la cuerda

en el espacio-tiempo en funcién de las coordenadas en la hoja de mundo, X# =
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XH(x). La accién de Nambu-Goto puede ser escrita como,
Sne = —T/dzx,/|g\, (3.5)

con T para denotar la tension de la cuerda y ¢ = det(g,;) el determinante de la
métrica inducida. Esta accion tiene dos simetrias, la invariancia bajo difeomorfis-
mos sobre la hoja de mundo o reparametrizaciones x’* = x"?(x) y la invariancia

ante difeomorfismos sobre el espacio-tiempo X'* = X'*(X).

En la teoria de cuerdas es comtn encontrar como punto de partida la accion de
Polyakov [34, 57]. Si se introduce un métrica auxiliar independiente ~ sobre la

hoja de mundo se puede escribir la siguiente integral de accién,

1 2 b
Sp = - /d A/ YY" Sabs (3.6)

1
2ma*

donde a’ se relaciona con la tensién de la cuerda de acuerdoa T =

Esta accién es equivalente en el terreno clasico a la accién de Nambu-Goto, lo cual
puede ser verificado facilmente a partir de las ecuaciones de movimiento que se

derivan de la variacién respecto a 7,

1
Sab — E')’Cdgcd')’ab =0, (3.7)

que a su vez pueden entenderse como el conjunto de constricciones,
T =0, (3.8)

con T,, = 4% 05p

- \ﬁ 5'Yub

definiendo el tensor de energia-momento en dos dimensiones.
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La introduccién de un campo auxiliar, como lo es esta métrica independiente so-
bre la hoja de mundo, nos da la ventaja de no tener una raiz cuadrada en la accién
en contraste con el caso de Nambu-Goto. Sin embargo, esta nos lleva al mismo
conjunto de ecuaciones de movimiento ya que ambas acciones son cldsicamente
equivalentes. Haciendo la variacién con respecto a X* obtenemos el siguiente con-
junto de ecuaciones que determinan la dindmica de la cuerda al propagarse en el

espacio-tiempo,

1
maa (,/ |v] 'y”babX”) + r?;ﬁ 179, X%9,XP =0, (3.9)
Y
conod,; = %. Cuando el espacio de fondo es Minkowski, G, = 7,y las ecuaciones

de campo se reducen a,

9 <\/—_’y yababx#) — 0. (3.10)

La accién de Polyakov puede ser reconocida como un mapeo arménico o un mo-
delo sigma no lineal cuando es presentada a través del mapeo X : M — N e
identificando a M como espacio base y a N/ como el espacio de fondo (target), ver
apéndice Bl En gran parte de las ocasiones para la métrica del espacio de fondo
se considera una métrica de Minkowski y lo que se obtiene es un modelo sigma
lineal como es evidente de las ecuaciones (3.10). El estudio de la cuerda bosénica
sobre fondo plano es en la mayoria de los textos el punto de partida para presen-
tar la teoria de cuerdas, sin embargo existe un extenso trabajo dedicado al estudio
de la cuerda bosoénica sobre espacios-tiempo con curvatura distinta de cero, un
resumen sobre los resultados se puede encontrar en [66]. En el préximo capitulo
trataremos una generalizacién de los mapeos armoénicos que permite obtener una
representacion de cualquier campo gravitacional con dos vectores de Killing que

conmutan como un modelo de cuerdas moviéndose sobre un fondo curvo especial
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[29].

La accién de Polyakov tiene tres simetrias, dos de ellas se presentan en la acciéon de
Nambu-Goto de igual forma, siendo estas (1) la invariancia bajo difeomorfismos

en la hoja de mundo M o reparametrizaciones,

x — x" = x"(x), (3.11)

y (2) la invariancia bajo difeomorfismos en el espacio-tiempo N,

Xt X' = X'M(X), (3.12)

que en el caso G,y = 77,y se reduce simplemente a invariancia bajo transforma-
ciones del grupo de Poincaré. Y finalmente la simetria que solamente presenta la

accion de Polyakov, (3) la invariancia ante transformaciones de Weyl,

v = e, (3.13)

Esta tercera simetria junto con la invariancia ante reparametrizaciones de la hoja
de mundo permite generalizar la accién de Polyakov de manera que incluya un
término topoldgico, el cual es la accion de Einstein-Hilbert para el espacio (M, ~),
y un término de frontera relacionado con la curvatura extrinseca en la frontera de
M [34]57]. En este trabajo no consideramos estos términos extra ya que no estan
relacionados con la dindmica de la cuerda y solamente son ttiles en el tratamiento
perturbativo para el proceso de cuantizacién. En la siguiente seccién trataremos
sobre las soluciones y las condiciones de frontera cuando hablemos del espectro

topoldgico.
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3.2.2. Construccién del haz fibrado principal

Para la construccion del haz fibrado principal P consideramos, como punto de
partida, dos de los elementos requeridos, tales como el espacio base y el grupo
de estructura que en el caso de haces principales es isomorfo a la fibra estdndar.
El resto de los elementos requeridos (el mapeo de proyeccién, las funciones de
transicion) serdn tomados en cuenta cuando revisemos la aplicabilidad de estas

ideas y enunciemos el teorema sobre la existencia de P.

Para el caso de la cuerda bosoénica resulta natural tomar como espacio base la hoja
de mundo M encajada en el espacio-tiempo N, junto con la métrica inducida so-
bre la variedad de dimension dos a través de los mapeos X : M — N, esto es, la
variedad Riemanniana (M, g). La otra variedad diferencial que podemos consi-
derar es el espacio de fondo (N, G) donde la cuerda se mueve, sin embargo, este
es en principio un fondo fijo. Mds atn, la integral de accién que contiene toda la
informacion fisica del sistema esta planteada sobre la variedad de dimensién dos
(M, g). Enlo que se refiere al grupo de estructura tenemos distintas opciones da-
do que la accién de Polyakov es invariante bajo tres grupos de transformaciones.
Tomando en cuenta que cada una de estas simetrias puede ser considerada como
el grupo de estructura isomorfo a la fibra estdndar tenemos la posibilidad de tener
tres haces fibrados distintos. No obstante, observando el efecto de cada grupo de
transformaciones sobre la integral de accion y su significado fisico sobre la cuerda
es facil decidir qué fibra serd utilizada para construir el haz principal. Las trans-
formaciones de Weyl actian sobre la métrica auxiliar requerida para construir la
accién de Polyakov y no juegan ningtn papel a nivel de la accién de Nambu-Goto,
siendo ademds un cambio de escala sobre esta métrica independiente en la hoja
de mundo no representan una simetria fisica en la dindmica de la cuerda al des-

plazarse sobre el espacio-tiempo de fondo. El grupo de difeomorfismos sobre el
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espacio-tiempo ejerce su acciéon sobre un fondo fijo, el cual puede cambiar cada
vez que describamos distintas situaciones respecto a la propagacién de la cuer-
da en tal o cual espacio-tiempo, y por lo tanto no juega un papel fundamental
en la descripcion dindamica de la cuerda, a pesar de que es conveniente tener una
teorfa que no dependa de las coordenadas que utilizamos para describir el espacio-
tiempo de fondo donde se mueve el sistema bajo estudio. Por tltimo, el grupo de
difeomorfismos sobre la hoja de mundo M representa una simetria relacionada
directamente con la dindmica de la cuerda al ser un grupo de transformaciones
que actiia justamente sobre la variedad sobre la cual esta planteada la integral
de accién, tanto en el caso de Nambu-Goto como en el de Polyakov. Desde esta
perspectiva, la invariancia ante reparametrizaciones resulta ser la adecuada para
construir el haz fibrado principal. Ademads resulta fundamental que la dindmica
de la cuerda no dependa de los pardmetros que se usan para describir la hoja de

mundo que representa la propagacién de la cuerda en el espacio de fondo.

Para este caso de invariancia ante difeomorfismos sobre la hoja de mundo M,
podemos reducir el grupo de transformaciones de manera que sea posible obte-
ner un haz fibrado principal que sea menos complicado de tratar. Este proceso
para reducir el grupo de estructura se puede llevar a cabo introduciendo una
base ortonormal local para describir la geometria de la variedad, y de esta ma-
nera reducir el grupo de transformaciones al correspondiente grupo ortogonal.
Examinemos este procedimiento con més detalle. Tomemos sobre la variedad M
que describe la hoja de mundo una base ortonormal orientable {e;}, coni =1, 2.
Siendo una base ortonormal para la variedad Riemanniana debe satisfacer que
g(e;, e]-) = 1;; y asi dos distintas bases estan relacionadas mediante una transfor-

maci6n ortogonal ¢, = ¢;(A™1)/,, con A € SO(1,1). Junto con esta base local

tenemos la base dual {#'} la cual nos permite expresar el tensor métrico como
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g = 1ij 0'® /. De esta forma hemos reducido la fibra del grupo de difeomorfis-
mos sobre la hoja de mundo al grupo ortogonal SO(1,1) y podemos considerar
la configuracion clésica para el sistema de la cuerda bosénica como (Mg, w), con
w la conexién asociada a la métrica g que toma valores en el algebra so(1,1). De
manera que la tripleta (M, w, SO(1, 1)) nos permite construir el haz fibrado prin-
cipal P, cuya dimensién es dim(P) = 3, ya que el espacio base es una variedad
de dimensién dos y la fibra (grupo de estructura) tiene dimensién uno. Con estos
elementos a la mano y observando que se puede construir un haz fibrado princi-
pal a partir de ellos enunciamos el teorema que nos asegura la representacion de

la cuerda bosénica como un haz fibrado principal tnico.

Teorema: Una cuerda bosonica propagandose sobre un fondo general (N, G) des-
crita ya sea por la acciéon de Nambu-Goto o Polyakov puede ser representada por
un haz fibrado principal anico P, con la variedad Riemanniana (M, g) como el
espacio base, donde M es la hoja de mundo encajada en AV y g es la imétrica in-
ducida, SO(1,1) como el grupo de estructura (isomorfo a la fibra estdndar) y w la

conexion que toma valores en el dlgebra de Lie so(1,1).

La prueba de este teorema sigue las misma lineas de lo que hemos presentado
en el capitulo 2, por lo que no abundaremos en ella. Basicamente se describen los
elementos necesarios para reconstruir el haz fibrado principal y mostrar que la

conexion w es unica.

Habiendo establecido la existencia del haz fibrado principal que representa el sis-
tema de la cuerda bosénica podemos proceder a calcular el espectro topolégico.
Una vez que se tiene la métrica inducida y a partir de ella la uno-forma de co-
nexion y la dos-forma de curvatura, podemos calcular la clase caracteristica de
Euler para el grupo ortogonal especial SO(1,1). Finalmente, se calcula el espectro

topoldgico por medio del invariante topolégico que resulta de integrar la forma
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de Euler sobre la variedad base. La siguiente seccién la dedicaremos a realizar
este procedimiento para el caso de la cuerda bosénica sobre un fondo general y
trataremos el caso particular en que tenemos un espacio-tiempo de Minkowski,
tanto para la cuerda abierta con puntos extremos libres como para la cuerda cerra-

da.

3.3. Espectro topoldgico para un fondo general

Una vez establecido el haz fibrado principal para la cuerda bosénica Ps(y,1), pode-
mos continuar con la implementacion de la cuantizacién topolégica para encon-
trar el espectro topolégico de la cuerda propagandose sobre un fondo general
(N, G). Las ecuaciones de campo estdn dadas por el conjunto de ecuaciones (3.9).
Podemos escoger un conjunto de coordenadas tales que la métrica auxiliar v toma

la siguiente forma,

~ =Wy, (3.14)

donde ¢(x) es la funcién que determina lo que llamamos el factor conforme, y {x}
es el conjunto de coordenadas para la hoja de mundo. Esta eleccién se conoce co-
mo la norma conforme [11}134]. Esta norma junto con el conjunto de constricciones
que siguen de la invariancia de Weyl y la invariancia ante difeormorfismos
sobre la hoja de mundo, implica que la métrica inducida debe ser conformalmente

plana,

g = ¢(x)n, (3.15)

con ¢(x) determinada por las soluciones X*(x) a las ecuaciones de campo (3.9).
Notemos que se ha tomado directamente la funcién ¢(x) como el factor conforme,

abriendo con esto la posibilidad de que la estructura causal de la métrica inducida
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pudiera cambiar (de (—, +) a (+, —)), lo que nos dejaria con la posibilidad de tener
una propagacién de la cuerda en trayectorias tipo espacio. En caso de que este
cambio de signatura tuviera lugar, siempre podemos tomar el valor absoluto de
dicho factor de manera que podamos tener una propagacion en el espacio-tiempo
en trayectorias tipo tiempo. Sin embargo, como veremos més adelante esta posible

disyuntiva no tendré efecto en lo que se refiere al cdlculo del espectro topolégico.

Para obtener el espectro topoldgico para el sistema de la cuerda bosénica seguimos
el procedimiento explicado en la seccién 3.1} La clase caracteristica que correspon-
de al haz Pgp(y,1) estd dada por la forma de Euler (3.2), la cual, para el caso de

dimensién dos, toma la siguiente forma,

e(P) = —=—R5. (3.16)
Siendo la métrica inducida conformalmente plana y llamando a las coordenadas
para esta norma {7, 0}, podemos usar las ecuaciones de estructura de Cartan,

o' +w'; N6 =0, (3.17)

R =dw';+w'y N, (3.18)

que nos llevan a obtener una expresion general para la clase caracteristica de Euler

en términos de la funciéon conforme ¢(x). Si expresamos la métrica inducida como,

g - g(T(T(T/ 0—),’7, (319)
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con la signatura (—, +), la expresion para la forma de Euler estd dada por,

1 1 1

e(P)=—1— {ar (_argmf> — 0o (—aggwﬂ dt Ndo. (3.20)
4 oo Qoo

Es claro que aun en el caso en que la funcién métrica tomara valores negativos

la expresion puede ser puesta en términos de la funcién logaritimica del valor

absoluto de la componente métrica gy,

1
e(P)=— - (8% In|goo| — 95 In \gm|) dt Ado. (3.21)

Introduciendo nuevas coordenadas el procedimiento para obtener el espectro to-
polégico puede ofrecer algunas ventajas. Asi para cualquier conjunto de coorde-

nadas {¢, #}, tal que la métrica inducida g tenga el elemento de linea,

ds* = 28z, d¢ dn, (3.22)

podemos calcular la forma de Euler. A esta familia de conjuntos de coordenadas
que tienen un elemento de linea expresado como en la ecuacién anterior le lla-
maremos coordenadas tipo nulas o norma tipo nula. Un ejemplo puede ser un
cambio de coordenadas lineal {¢, 7}, esto es, cambiando de la norma conforme
alanormanula,{ = T+0, 7 = T—0.En general, si tenemos un cambio de

coordenadas dado por

¢=flt+o),

n=g(t—o), (3.23)

con f y g funciones invertibles, es decir, que existen F y G tales que, F(¢) = T+ 0
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y G(17) = T — 0, de manera que,

f\]
I

Q
Il
N = N —

[E(G) = G(n)]- (3.24)

Utilizaremos més adelante un cambio de coordenadas no lineal tipo nulo que nos

permitira calcular de manera analitica algunos espectros.

Entonces para cualquier conjunto de coordenadas que tenga esta caracteristica
podemos encontrar las expresiones correspondientes para el cdlculo del espectro
topolégico. La base ortonormal dual {6}, a = 1,2, tal que ds? = —0'®0'+ 602

62 puede ser conectada con la base coordenada a través de las relaciones,

1
ol = 5 geyde — dn (3.25)

1
0 = 58eyds + d, (3.26)

con la funcién métrica gz, = g¢, (&, 17). Omitiremos los indices correspondientes a
la base coordenada. Esta eleccién para las formas duales no es tinica, sin embargo
la dos-forma de curvatura es independiente de esta elecciéon. No es dificil obtener
la uno-forma de conexién w, la cual tiene solamente una componente indepen-

diente,
11 9ggy

— dn. (3.27)
ey o1 1

Wy =

De esta forma, calcular la componente independiente de la dos-forma de curvatu-

ra a partir de las ecuaciones de Cartan es directo,

2
R, = -2 [i@] dc A dy, (3.28)
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y a partir de esta expresion obtenemos finalmente la clase caracteristica de Euler,

e(P) = d¢ Adpy. (3.29)

Nos gustaria enfatizar que hasta ahora no hemos especificado condicién de fron-
tera alguna, asi el resultado se puede considerar general, esto es, podemos incluir
tanto cuerdas cerradas como abiertas, y partiendo de esta tiltima opicién es posi-

ble particularizar a todas las condiciones de frontera distintas.

Para finalmente obtener el espectro topoldgico tenemos que integrar de acuerdo a

@.1),

1 (72 & o) 1 aggn
eP:—/ an [ del | 2% _ 3.30
/M (P) 27 Jiy 7 &1 C:.(ag L’CW on ( :

De acuerdo a la expresion anterior, si la funcién métrica es continua y diferencia-
ble en toda la regién de integracion, la relacién para el espectro topoldgico simple-
mente consistird en evaluar dicha funcién en los extremos de los intervalos para
las variables ¢ y 1. Sin embargo, en general este no es el caso, debido a que la fun-
cién métrica presenta singularidades. No obstante, este norma tipo nula nos sera

de utilidad como veremos més adelante.

Es claro de la expresion anterior que el signo de la funcién métrica gz, no jugara
un rol en la determinacién del espectro topoldgico ya que aparece dos veces en el

integrando. Podemos hacer notar este hecho usando el valor absoluto [gg|.

Es necesario hacer notar que esta relacién para el espectro topolégico asi como
la escrita en la norma conforme no hacen referencia explicita a la métrica de fon-
do, asi que son vélidas para cualquier espacio-tiempo curvo de fondo, estando
esa informacién contenida en el factor gz, (¢, 77) 0 en go(T,0) que aparecen en la

métrica inducida.
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3.4. Espectro topoldgico en fondo plano

Una vez que hemos discutido como obtener el espectro topolégico para cualquier
configuracién de la cuerda podemos proceder al andlisis de casos particulares.
Empezaremos con la cuerda propagédndose en un fondo plano con una métrica de
Minkowski, esto es, Gyy = 7,y en (3.4). De esta forma las ecuaciones de campo
se reducen a , y en la norma conforme la forma de la métrica v = e?(*) nos

lleva a las siguientes ecuaciones de movimiento,

(-2 +32) xt(r,0) =0, (3.31)

con solucién general,

Xt(t,0) = F'(t+0)+ GH (T —0). (3.32)

El conjunto de constricciones se conocen como las constricciones de Virasoro,
que a nivel clasico se deben imponer en su totalidad al contrario de lo que sucede
en el caso cuantico donde una anomalia estd presente y nos fuerza a imponer
solamente la “mitad” del conjunto completo de constricciones [11} [72]. En esta

norma conforme el conjunto de constricciones toma la siguiente forma explicita,

(aTXVaTXV + ao'XﬂaUXV) ;7]/[1/ — O

aTXVag'XVWVV — O, (3-33)

y a partir de ellas es facil observar que (3.15) es una consecuencia de imponer

dichas constricciones (3.8)).

El mismo conjunto de ecuaciones y constricciones se puede establecer de forma
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distinta si hacemos un cambio de coordenadas a este tipo de sistemas de coordena-
das tipo nulas, lo cual puede hacerse debido a la invariancia bajo difeomorfismos

sobre la hoja de mundo. Las ecuaciones de campo son,

9z, X"(&,1) =0, (3.34)

con la misma solucién ahora escrita como,

X&) = FH(E) + GH(n). (3.35)

El conjunto de constricciones en esta norma es,

Tz, =0, (3.36)

donde notamos que la tercera ecuacioén de constriccion se satisface idénticamente.
Para aplicar el procedimiento para obtener el espectro topolégico es necesario se-
leccionar condiciones de frontera especificas para obtener expresiones concretas
tanto para las soluciones como para las constricciones y a partir de eso calcular
las componentes de la métrica inducida. Introduciendo condiciones de frontera
periddicas obtenemos cuerdas cerradas, y para las cuerdas abiertas tenemos ya
sea condiciones de Dirichlet o de Neumann para los puntos extremos de la cuerda

34, 57].

En lo que sigue fijaremos las libertades de norma que tiene la teoria trabajando

ya sea en la norma conforme o en la norma tipo nula (3.22} [3.23) y escribire-
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mos las soluciones en la norma del cono de luz, de manera tal que la libertad
de reparametrizaciéon quede fija. Escogiendo la norma conforme utilizando un
sistema de coordenadas {7,c} tal que tijamos parcialmente la libertad de
norma en la hoja de mundo, con la norma del cono de luz la fijamos por completo.
Para esto podemos partir de una clase de normas en las cuales las ecuaciones de

movimiento y de constricciones se ven igual,

n-X(t,0) =pa’(n-p)t,

(n-p)o= '%T /OU do n-P*(t,7), (3.37)

con 7 un vector unitario que determinaré la relacién de los pardmetros con las
coordenadas del fondo y el punto denota la contraccién respecto a la métrica de
Minkowski para el fondo. La constante S se fija dependiendo de si es una cuerda
cerrada o abierta y P es la densidad de momento sobre la cuerda y p el cuadri-

momento. En la coordenadas del cono de luz para el espacio de fondo,

o+ X+ x1
\/E 7
P X0 —Xx1
\/E 7
X'=Xx!, con I=2,...,D—1, (3.38)

tenemos que el elemento de linea es,

dst, = —2dX X~ +ax'axley,. (3.39)
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Para la norma del cono de luz escogemos,

1

1
nt = (——,—,o,...,o), (3.40)
2" V2

de manera que en coordenadas del cono de luz tenemos,

0 1
n-X=X"= u,
V2
P0+}91
T = (3.41)

n-p= = )
p=pr V2
Asi en la norma del cono de luz la parametrizacion es,

X*(t,0) = Ba'ptT,

o
pro = %” /0 doP™ (1, 0), (3.42)

de donde vemos que 1 - PT es una constante a lo largo de cuerda y por lo tan-
to p™ también. De tal manera que tenemos que el pardmetro ¢ toma los valores,
ce[0,n]yoe|0,2nr], B=2y B =1, parala cuerda abierta y la cerrada respecti-
vamente. Con esta parametrizacion y las constricciones de la teoria veremos que
X~ quedara determinado una vez que resolvamos las ecuaciones para el sector
transversal X! (t,0)conl =2,...,D—1, por lo que no es un grado de libertad

dindmico.
La accién en la norma conforme y la norma nula toma la siguiente forma,

1

S =
4o’

/ dtdo [20:X 0 X~ — 20, X 9, X~

(3 X9 X) — 3, X9, X! )5,]} . (3.43)
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mientras que las ecuaciones de movimiento para X con y = +, —, I son,

—2XF +92X" = 0. (3.44)

En las ecuaciones de constriccién encontramos que X~ no representa un grado de

libertad dindmico,

_ 1
X = s (3:X"a: X + 2, X"3,XT) 41y,
_ 1
9 X = Wafxfagxf(sl,. (3.45)

De esta forma solamente tenemos que resolver para X! ya que estos son los cam-
pos dindmicos de la teoria. Para el cdlculo del espectro topolégico serd necesario
obtener la componente gy (7, o) de la métrica inducida. Tomando en cuenta las
constricciones obtenemos, como era de esperarse, que gz = 0y que grr =
—&oo con,

oo = aUXIaaX]&]- (3.46)

A partir de esta componente de la métrica podemos encontrar la forma de Euler

(3.20) y calcular el espectro topolégico.

3.4.1. Espectro topolégico para la cuerda bosénica abierta con ex-

tremos libres

Como ya hemos visto en la seccién anterior, se puede trabajar tanto en la nor-
ma conforme como en la norma tipo nula, utilizaremos uno u otro conjunto de

coordenadas segtin sea conveniente, explotando la invariancia de la teoria ante
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reparametrizaciones de la hoja de mundo. Para empezar trabajaremos en la nor-

ma conforme (3.14) con las coordenadas {7, c}.

Para obtener el espectro topolégico para la cuerda bosénica abierta con extremos
libres observamos que se requiere calcular la componente gy (T, ) como se puede
notar en (3.20). Para esto necesitamos las soluciones X¥(t,¢). La condicién de
extremos libres para la cuerda se logra mediante la imposiciéon de condiciones
de frontera de Neumann. Si consideramos el parametro ¢ en el intervalo [0, 7T]

podemos expresar dicha condicién de borde como,

0, X¥(t,0) =0 para o=0,m. (3.47)

Se puede obtener la forma explicita para las soluciones a las ecuaciones de cam-
po una vez que se han tomado en cuenta las condiciones de frontera [34, 72], y
expresarlas de forma covariante, es decir, sin fijar completamente la libertad de

norma,
. 1y
XM'(t,0) = xf + V2a'afT+ivV2a' ) %zx,fe KT cos ko, (3.48)
k0
donde IXZ son los distintos modos de oscilacién de la cuerda, x}) indica la posicién
del centro de masa, y las componentes del momento del centro de masa estan
relacionadas con el modo cero por ocg = V2a'p". Ademds consideramos unidades

donde c = 1y i = 1. Con esta forma especifica para las soluciones las constric-

ciones (3.8} [3.33) se pueden escribir en términos de los modos de oscilacién,

1 "
Ly = 5 Z zxk_poc‘;iyw = 0. (3.49)
pEZ

En la norma del cono de luz los tinicos campos dindmicos son los transversales
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X(t,0),conl =2,...,D -1,

7o . ‘
X(t,0) = 2} + V2 ad T + 4/ % ) z [a,{e_lk(f_”) + af ¥k T=0)
k=1

+ale—k(Tto) _’_lxllc*eik(r+a)} . (3.50)

mientras que X (7,0) queda determinada por las ecuaciones de constriccion (3.45)
una vez que los campos transversales se encuentran, y Xt = 2a'p™ 1. Podemos
. : . . _inl

introducir la notacién polar para los modos de oscilacién al = rle™"7 quedando

la expresion para los campos como

00 7’1
X!(t,0) = x)+ V2u'ajt+ V2! ¥ ?" cosk(T — o+ L) +cosk(T+ 0o+ 1) |-
k=1

(3.51)

Utilizando esta notacién podemos calcular en forma general la forma de la funcién
meétrica goq,
Qoo(T,0) =2a" ) r,{rl] [sen k(T — o+ 9)) —senk(t+ 0+ 'ylﬁ)}

kI1=1

X |:sel’ll(T—0'+’Y]) —senl(r+a+’yl])]5n, (3.52)

a partir de la cual es posible encontrar la forma de Euler. Al considerar la solucién
mads general , esto es, con todos los coeficientes de la expansién en mo-
dos de oscilacién distintos de cero, la integracion de la forma de Euler llega a ser
un problema bastante complicado técnicamente, el cual sigue bajo investigacion.
Por lo tanto, con el objetivo de indagar sobre los resultados para el espectro to-
polégico y ganar alguna intuicién sobre el procedimiento, haremos algunos cal-

culos para casos particulares, es decir, con algunos coeficientes de los modos de
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oscilacién distintos de cero. En el caso de la cuerda abierta las dificultades técni-
cas para el calculo de espectros topolégicos han sido tales que al dia de hoy sigue
en curso la investigacién para lograr llevar a cabo tales calculos y solamente po-
dremos exponer casos minimos. Por otra parte, en el caso de la cuerda cerrada

serd posible explorar un mayor namero de casos.

Empezamos con el caso mds simple en el cual solamente un coeficiente de los mo-
dos de oscilacion es distinto de cero en una direccién transversal, oc£ # 0, donde
consideramos al indice | como fijo. De esta forma tenemos que las demaés direc-
ciones transversales describen el movimiento del centro de masa y por lo tanto
no estardn involucradas en el calculo de la funcién métrica g, La solucién en la

direccion I = | la encontramos a partir de (3.51),

J
X/ (1,0) = x(]) + V2T + V20! %" [cos k(t—o+ 7,{) + cosk(t+ o+ 'y,{)} . (3.53)

A partir de esta expresion y (3.46) determinamos la funcién métrica,

2
Qoo = 20/(1’,]()2 [sen k(t—o+ ’y,{) —senk(T+ 0+ 'y,{) , (3.54)

y la forma de Euler (3.20),

2 cosk(t — /) cosk /
o(P) = cosk(T — o+ ;) cosk(T+ 0+ ;) e Ado. (3.55)

T [senk(’(— (T—i—’y]) — senk(T—i—U—i"Y;{)}

En la figura 3.T podemos observar parte de la superficie descrita por la funcién a
integrar para el valor k = 4, en la cual notamos la periodicidad en la direccién del
parametro 7.

La parametrizacién de 7 es tal que puede tomar valores en todo el intervalo real,
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Figura 3.1: Grdfica de la superficie a integrar correspondiente a la forma de Euler en la norma
conforme con k = 4. Debido a la periodicidad solamente es necesario realizar la integral sobre una
de estas ramas.

pero dada la periodicidad en esta direccién es posible tomar cualquier intervalo
donde se realize un periodo, calculando en esa regién la integral sobre la forma
de Euler. Se puede integrar en la norma conforme y basta hacerlo en el intervalo

T € [0,F]y o € [0, 7], como se observa en la figura[3.2}

Debido a la periodicidad en 7 el valor de la fase ’y,{ solamente tiene el efecto de
desplazar de manera rigida la superficie en esta direccién, por lo que sin perder

generalidad podemos tomar 'y]{ =0.

Haciendo cambios de coordenadas a una norma tipo nula mediante 7 = x; =
senk(t — o + fyl{) y & =y =senk(t+ o+ 'y,{); xrp = senk(t — o+ 'y]{) y Y =
—senk(t 4+ 0o+ ’)/,{); xip = —senk(t — o + 'yll) y yir = senk(t + o + ’y,{); 6
xjy = —senk(t — o+ 'y,{) y yiv = —senk(T+ 0 + 'y]), también es posible cal-

cular la integral. La region de integracion que consideramos para la norma con-

forme se puede cubrir mediante cierto nimero de mapeos hechos con los cambios
88



ESPECTRO TOPOLOGICO EN FONDO PLANO

Figura 3.2: Gridfica de una las ramas de la superficie a integrar correspondiente a la forma de Euler
en la norma conforme para k = 4.

de coordenadas anteriores, escogiendo apropiadamente el signo para cubrir dis-
tintas regiones que corresponden a la rama correcta para la funcién seno, esto
dependiendo del valor que tomen k(T + ¢) y k(T — ), y en las cuales las variables
X y y se reparametrizan como x € [—1,1] y y € [—1,1] y nos dan posibilidad de
cubrir la totalidad de la regién de integracién o € [0, 7] y T € [0, ¥]. En la figura
se muestra como se cubre la region de integracion para Ty ¢ con los distintos
cambios de coordenadas, donde las regiones I, I1, I1I 6 IV se repiten segtin sea el

cambio de coordenadas.

Asi a partir de (3.55) encontramos la forma de Euler simplemente haciendo el
cambio de coordenadas apropiado {7,0} — {x,y} para la forma diferencial (o a

partir de (3.29) con la indentificaciéon arriba mencionada),

1 .
e(P) = —de Ndy, regiones], IV, (3.56)
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11 III

v

Figura 3.3: Region de integracion para el caso de la cuerda abierta con un solo modo de oscilacion,
k = 4. Se muestran las distintas regiones en las cuales se consideran los cambios de coordenadas I,
II, 1116 IV. La linea vertical muestra el valor de o = 7.

si ambas variables describen la misma rama para la transformacién seno y,

1
= —— i II, III 57
e(P) T y)zdx Ndy, regionesII, III, (3.57)

si las variables describen distintas ramas de la funcién seno.

El resultado de la integracién de cada una de las regiones es,

1-6 1 1-6 1
/ dy /_1 dx e(x,y) = / dx /_1 dy e(x,y) = %ln (2 -1], (3.58)

—146 —1+4

con x y y cualquiera de las distintas opciones I a IV; y § un pardmetro que nos
permite medir cudnto vamos a acercarnos a las singularidades, el cual es nece-
sario para que el resultado de la primera integracién sobre la variable x sea una
integral sobre y en el intervalo [—1 + 6,1 — §] que converge y de igual manera con
el otro orden de integracion. De esta forma, considerando que la regién de inte-

gracién o € [0, 7t], T € [0, %] se cubre con 3k? regiones parametrizadas por x y v,
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obtenemos para el espectro topolégico que,

k2
7 In[2-1] =n, (3.59)

con 1 un namero entero. En este caso no se establecen condiciones de discretizacién
(topolodgica) sobre los parametros fisicos que determinan el sistema. Sin embargo
se establece una condicién sobre el pardmetro J, siendo que este no puede llegar
al valor cero, esto debido a que el niimero entero n no puede ser divergente [37].
Este procedimiento nos sirve para ilustrar el camino a seguir para los casos con
condiciones de frontera de cuerda cerrada, en los cuales si se establecen condi-
ciones de discretizacion y de alguna forma presentan menos complicaciones en lo
que se refiere al cdlculo de los invariantes. Para casos que involucran un ntimero
mayor de coeficientes de los modos de oscilacion distintos de cero se sigue hasta
el momento trabajando para integrar la forma de Euler, lo que nos indica el grado
de complejidad de este problema técnico. Por ejemplo, para el aparentemente sen-
cillo caso de dos modos de oscilaciéon en una sola direccion, oc,{ #0y (xék #0,la

forma de Euler para k = 4 en la norma conforme tiene el aspecto mostrado en la

figura

Como ya hemos mencionado, los resultados para la cuerda abierta no son amplios
debido a las complicaciones que presentan los cdlculos. Por eso no continuamos
considerando tales condiciones de frontera por ahora y seguimos con los resulta-
dos que conciernen a la cuerda cerrada, donde tendremos maés posibilidades de

explorar distintas configuraciones.
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Figura 3.4: Grdfica de la funcion correspondiente a la forma de Euler para la cuerda abierta con
dos modos de oscilacién en una direccién, uno k-ésimo y otro 2k-ésimo, con valores r,{ =2, rék =2
yk=4

3.4.2. Espectro topoldgico para la cuerda cerrada

Como hemos mencionado antes, es posible seleccionar condiciones de frontera

periédicas para las soluciones que describen la cuerda cerrada X* [34],

Xt (t,01) = X' (T, 00) (3.60)
0, X (7,01) = 0s X (T, 02) (3.61)
Yab (Tr 0'1) = Yab (T/ 02)1 (3.62)

que con la parametrizaciéon escogida los valores extremos para ¢ son o; = 0y

0 = 27T.

Esta eleccién para las funciones X* nos describe la cuerda cerrada con un conjunto
de modos de oscilacién en principio independientes, uno hacia la izquierda {54,7:}

y otro hacia la derecha {(xg}. Las soluciones toman la siguiente forma una vez que
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hemos fijado la norma conforme [34],

XV(T,O'):xg—F\/za/agT_i_ Z ( —lkT o)

+ay* ik(t—0) +04 e~ ik(t+0) _'_aﬂ* ik(t+0) ) , (3.63)

conpy = 0,...,D —1y donde hemos tomado en cuenta la periodicidad en la

coordenada ¢, dando como resultado que los modos de orden cero son iguales

i u
ko = &p-

Ahora tenemos que las constricciones (3.8)3.33) se pueden expresar como dos con-
juntos de constricciones independientes en términos de los modos de oscilacién

derechos e izquierdos que se resumen en,

I
Le=35 )3 “Z—k"‘%ﬂw = Le=3 B “ﬁ—k“‘éﬁw =0. (3.64)

Consideramos el conjunto completo de constricciones, es decir para toda k € Z
y L_x = L;. Al utilizar la norma del cono de luz tenemos que los campos
dindmicos X!(t,0) tienen la misma solucién que hemos expuesto arriba ,
simplemente tomando y = I = 2,...,D — 1; ademas el factor conforme g,» que
determina el invariante de Euler se calcula de acuerdo a (3.46), donde solamente

estan involucrados los campos en las direcciones transversales X I (t,0),

XN(t,0) = x} + V2u'alt + Z ale=k(T=0)

+ a}i*eik(f—a) + Eéllce_ik(T+0) + &Ilc*eik(r—l—(r)). (3.65)

2 I =ik =] =]
En la notacién polar, ¢, = re”"ky & = 7y
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la siguiente forma,

X!(1,0) = x} + V2u'alt

+V2“/Z [rkcoskr o4+ +Flcosk(t+o+91)|, (3.66)

donde las tildes sobre la amplitud y la fase de los coeficientes indican que corres-
ponden a los modos izquierdos de oscilacion. La funcién métrica g (7, 0) que
constituye el factor conforme en la métrica inducida y con la cual determinamos
la clase caracteristica de Euler esta dada por ,
oo
Soo(T,0) =24" ) {r,{ senk(t — o+ 1) — Flsenk(t 4 o + 'ﬁ)}
kil=1

x{rl]senl(r U+'yl])—rl]senl(r+0+'yl)}51] (3.67)

A partir de esta expresion es posible encontrar la forma de Euler. Al igual que
con la cuerda abierta, el problema de integracién de la clase caracteristica para
el caso general cuando se consideran todos los modos de oscilacién, sigue bajo
investigacion debido a las dificultades que se presentan en el cdlculo. Ahora es
posible explorar distintos casos particulares en los cuales se obtendrd algin es-
pectro topoldgico. En primer lugar tenemos un resultado trivial; si solamente se
tienen modos derechos o izquierdos con coeficientes distintos de cero, entonces la
forma de Euler es cero, e = 0, de manera que no se establece ninguna condicién

de discretizacién para los pardmetros al 6 & en esta situacién.

El siguiente paso es considerar un modo de oscilacion k-ésimo derecho en una

direccién, sea &)1 =£ 0 y uno I-ésimo izquierdo en otra direccién, &2, en la notacion
k 17
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polar para los coeficientes,

J1
r
xXh = x(])1 + Za’zx(])lr + V2! % cos k(t—o + ’)/,{1),
P
7
xk = x(])2 + \/th’oc(])z’r +V2a' L cos I(T+ 0+ 'ylh). (3.68)

[

La funcién que determina el factor conforme de la métrica inducida en la norma

conforme es,

Qoo = 20/ [(r]@)Z sen’ k(T — o + 7,{1) + (?{2)2 sen? (T + 0 + 7{2) , (3.69)

y la forma de Euler en esta norma,

kl(r£1?{2)2 sen2k(t — o+ ’)/,{1) sen2l(T +0 + ’71]2)

e(P) = ~dt Ado. (3.70)

T [(r,{l)Z senZ k(T — o + ’y,ll) + (?éz)z sen?[(T+ 0 + 7{2)]

En la figura 3.5 podemos ver la funcién que corresponde a la forma de Euler a

integrar para encontrar el espectro topolégico.

De la expresion para la forma de Euler (3.70) observamos que el periodo para el
parametro T en general es 271, mientras que para los casos particulares en que
k=17t € [0,%]ysiky!lsonmiltiplos T € [0, ], con k < I. De tal forma que
calculando la integral en la regién que comprende un periodoen Ty o € [0,27]

obtenemos el espectro topolégico.

Al igual que el caso de la cuerda abierta, cambiando a la norma tipo nula rela-
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Figura 3.5: Grifica de la superficie a integrar correspondiente a la forma de Euler parak = 1y
| = 2. Las fases se han puesto a cero y los valores para r,{l = 1y r> = 5. Los pardmetros toman
los valores T € [0, 5] y o € [0,27].

cionada con la norma conforme mediante el cambio de coordenadas siguiente,

q:xlzsenk(r—0+')/,{1) y C:}/I:SQHZ(T+U+’7{2)I
xH:senk(T—(TﬂL’)',{l) y Y= —Senl(7+‘7+’7l]2)'
xip = —senk(t —o+9) y ymr=senl(t+o+5P),
xy = —senk(t — o+ ’Y,{l) y yiv=—senl(T+0+ ’7{2)’ (3.71)

podemos integrar en cada una de las regiones que cubren el dominio de inte-
gracion en ¢ y T; el elemento de linea de la métrica inducida toma la forma
ds§ = 2¢xydxdy, y la clase caracteristica de Euler esta en términos de la funcién
métrica gy, (X, y) como vemos en haciendo la identificacién correspondiente
o haciendo el cambio de coordenadas para la forma de Euler ésta toma la siguiente
forma,
o(P) = £ 2 (LT
(224 ()2
96
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con el signo positivo para las regiones tipo I y IV y el negativo para I1 y I11.

Los parametros toman los valores x € [—1,1] y y € [—1,1] y cubren la regién por
integrar si se consideran 2kl (para cualquier relaciéon entre k y I) de las regiones
tipo I y IV y otras 2kl para las regiones tipo I y I1I parametrizadas por las coorde-
nadas tipo x y y correspondientes a las diferentes ramas de la funcién seno (3.71),

tal como se muestra en la figura

m N\

Figura 3.6: Region de integracion para la cuerda cerrada para el caso con un modo de oscilacién
derecho k = 1 en una direccién y en otra direccion un modo izquierdo | = 2. Se muestran las
distintas regiones en las cuales se consideran los cambios de coordenadas [ a IV .

En la figura [3.7/mostramos una de las regiones de integracién para las coordena-

das xry y;.

El resultado de integrar la expresion (3.72) para todos los tipos de region es cero,

1 1
/1 /1 dxdye(x,y) =0, (3.73)

de manera que no se establecen condiciones de discretizacioén para los pardmetros

r,{l y 7{2 en este caso. Esta integracion se puede realizar de forma numérica en la
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Figura 3.7: Gridfica de la superficie a integrar correspondiente a la forma de Euler. Las fases se han

puesto a cero y los valores para r,{l =1y rlh = 5. Los pardmetros toman los valores y € [—1,1] y
xe[-1,1].

norma conforme y el resultado coincide, salvo un poco de ruido numérico que se

produce en el proceso, como se muestra en la figura

Este resultado lo podemos entender como una consecuencia de la falta de interac-
cién entre los modos, esto debido a que estan sobre direcciones perpendiculares
en el espacio-tiempo en el que estdn encajados. Es posible analizar esta interac-
cién con un espacio de fondo con curvatura distinta de cero; mas adelante encon-
traremos este caso y otros més para soluciones en el régimen perturbativo y se

encuentra en preparacion un trabajo para soluciones exactas [4].

El siguiente caso corresponde a considerar una cuerda con dos modos de os-

cilacién con coeficientes distintos de cero en una misma direccién transversal. Es-

to es, un modo k-ésimo derecho zx,{ y uno l-ésimo &l] ambos en la direccién [ = |,

para los cuales la solucion relevante que tiene un papel en la determinacién de la
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Figura 3.8: Resultado de la integracién numérica para el caso oci1 #0y 54{2 # 0. Las amplitudes

estdn identificadas por rlll =ry ?l]z = . El resultado es cero, las perturbaciones que se observan
son debido al cdlculo numérico.

funcién métrica (3.46) toma la siguiente forma en la notacién polar,

X/ (z,0) = x(]) + vV 2(x’oc(j)r

+ V2! %kcosk(r—(f-l—’yk)—I—%cosl(r—i—cr-l—’?l) , (3.74)

| i 5] i , , L
cona, = ree” "y & = fje”"1; para I # | las soluciones describen el movimiento

del centro de masa y solamente dependen de 7,

X!(t,0) = x} + V2u'alT. (3.75)

La funcién métrica gy (7,0) que constituye el factor conforme en la métrica in-
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ducida es,

Qoo (T,0) = 2a [resenk(T — o+ 9,) — Frsenl(T+ o + )], (3.76)

y la forma de Euler queda expresada como,

e(1,0) = — 2kl 17 cosk(T — o + yg) cos (T + o + ;) It A do (377)

7 [resenk(T — o + y) — Frsenl(T 4 0 + 1))

Integrando esta dos-forma en la regién o € [0,27] y T dentro de un periodo obten-
emos el espectro topolégico. En la figura 3.9 podemos ver la forma de la funcién

que corresponde a la forma de Euler para valores particulares de k, [, r, y 7.

Figura 3.9: Forma de la funcién que corresponde a la clase caracteristica de Euler en la norma
conforme para el caso de dos modos de oscilacion, derecho e izquierdo, en una misma direccion para
los valores, k =1,1 =2, 1, =2y 7 = 5.

Como hemos hecho antes introducimos coordenadas mediante las relaciones (3.71)
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y la region de integraciéon queda cubierta de forma similar que en caso anterior. La

forma de Euler en esta norma tipo nula toma la siguiente forma para la regiones

tipolylIV,
1 T
e(x,y) = —— - dx Ndy, (3.78)
7T (rex — Fry)?
y para las regiones tipo I1 y I1I tenemos,
1 T
e(x,y) = —— dx A dy. (3.79)
() T (rex 4 7y /

El resultado de la integracién para toda la region constituye el espectro topolégico
para este caso,

/ e(P) = 4kI = arctanh {r—"} —n, (3.80)
7T ¥y

conn € Z,y donde se han considerado 2kl regiones tipo I y IV y otras 2kl regiones

tipo I1 y I11. La relacién es un ntimero real solamente si 7, < 7, es decir, si % <1

De esta manera observamos que se fija una condicién de discretizacién para la
amplitud de los coeficientes de los modos de oscilacién y ademads se impone un
orden en dicha relacién, esto es, ry < 7; 6 1, > 7;. Cabe mencionar que en este caso
el orden de integracion juega un papel en el calculo del espectro topolégico. El
resultado se obtuvo primero integrando sobre la variable y y posterior-
mente sobre x. En el caso contrario en el cual la relacién entre los coeficientes de
los modos de oscilacion es 1, > 7; también existe un espectro topolégico similar,

simplemente intercambiando los coeficientes,

/6(73) = 4klé arctanh [’:—k] =n, (3.81)
s ¥y

donde en esta ocasioén la integracién se hizo primero sobre la variable x y des-
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pués sobre y. Esto no debe de sorprender pues existe la posibilidad de que la
integracion de una funcion respecto a dos variables tenga resultados distintos de-

pendiendo del orden de integracion [17], [3].

Estos dos resultados los podemos describir de manera general mediante una sola
expresion de tal manera que sea valida para cualquier orden de las amplitudes de
los modos de oscilacién ry y 7,

4 (7 4+m)*] _
~ K In {—(?l * rk)Z} _— (3.82)

Podemos localizar los valores de r¢ y 7 que satisfacen la relaciéon del espectro
topolégico, es decir, los valores permitidos que pueden tomar los coeficientes de

la expansion, como se puede observar en la figura

Figura 3.10: Gridfica que ilustra el espectro topoldgico para el caso de dos modos de oscilacion,
un k-ésimo derecho y l-ésimo izquierdo. Las lineas indican los valores de ri y 7| que satisfacen la
relacion del espectro topoldgico. Se presenta la grdfica parael casok =1yl = 1.

Como siguiente ejemplo podemos analizar el caso en que tenemos en una direc-

1
cién, I = J, dos modos de oscilacién, uno k-ésimo derecho zx,{ y uno l-ésimo
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1 2
izquierdo Ecl] , y en otra direccién I = J?, un modo k-ésimo derecho oc,{ , siendo es-

tas las soluciones relevantes en las direcciones transversales en la notacién polar,

XN(t,0) —xO + V2a'a
~h
+ V24 cosk(r—(7+'y )+ L cosl(r+a+~h) (3.83)

2

X (1,0) = xO + 20czx 20/ ;; cosk(T — (7+’y]2) (3.84)

La region de integracién es ¢ € [0,27] y T sobre un periodo, con las mismas
condiciones de periodicidad que en el caso anterior. A partir de esto se calcula la
funcién métrica gy y la forma de Euler. El resultado de la integracién introducien-
do la norma tipo nula a través de los cambios de coordenadas que utilizamos en

el caso anterior nos da el espectro topolégico para este caso,

J2\2 I =12
4 n [(rk) AR (3.85)

(rP)2+ () — 72

En este caso el orden de integracién no cambia el resultado para el espectro topo-
logico.

De esta manera se establece, al igual que el caso anterior, una relacién discreta en-
tre las amplitudes de los modos de oscilacién rlll, rl] b r]{z. Si se considera ademas en

la direccién I = J, un modo de oscilacién 1-ésimo izquierdo Délz = r , el espectro

topolégico que se obtiene es,

=J2\2 =J1\2
%klln ( Rl ) +( +h ) =n. (3.86)

(1,]{2 B ~l]2)2 + ( ]{1 B ~lh)2

Se pueden seguir analizando distintos casos, sin embargo, como es de esperarse,
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la complejidad de los calculos aumenta. No obstante, es importante destacar que
se logran encontrar relaciones discretas entre los parametros que determinan la
configuracion fisica del sistema bajo estudio simplemente con el calculo de los in-
variantes topoldgicos asociados al haz fibrado principal correspondiente. Esto sin
que sea necesario definir un espacio de estados, como lo es en el procedimiento
de cuantizacion canoénica. Tales resultados los podemos entender como un primer
acercamiento de la cuantizaciéon topoldgica a la teoria de cuerdas y aunque no es
posible hacer una comparacién con los resultados del formalismo canénico. Es de
esperarse que con la eventual definicién de estados y la descripcién de la dindmi-
ca dentro del contexto de la cuantizacion topolégica, estos espectros puedan ser
entendidos con mayor profundidad. También esperamos que en un futuro sea
posible calcular el espectro topolégico para el caso general, ya que existe la posibi-
lidad de usar cualquier sistema de coordenadas para realizar el cdlculo y probable-
mente en alguno de ellos sea realizable la integracion. Para este método estamos
siguiendo un procedimiento completamente diferente, empezando por cémo se
implementen las constricciones. En el método topolégico no estamos obligados
a tener una representacion de Fock para los estados y a definir operadores que
acttian sobre ellos. La tnica informacién que se requiere es el sistema fisico repre-
sentado como una configuracién cldsica y a partir de ahi construir el haz fibrado
principal. Entonces el espectro topolégico puede obtenerse construyendo estruc-
turas geomético-topoldgicas a partir de las cuales se puede extraer la informacion,
usando el marco clésico de la teoria sin afiadir ingredientes extras que sean incom-

patibles, como son operadores, espacios de Hilbert o constricciones cudnticas.
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3.5. Espectro topoldgico en fondos curvos

El procedimiento y las expresiones para la forma de Euler en general para el espec-
tro topolégico que se encontraron en la seccién anterior permanecen sin ninguna
alteracion cuando se consideran espacios de curvatura distinta de cero, de ma-
nera que lo inico que se necesita encontrar es la componenente gz, de la métri-
ca inducida en la norma tipo nula o gy, en la norma conforme. En particular
en la seccion [3.3|encontramos que el tratamiento incluye todos los casos para la
cuerda bosonica, esto es, tanto cuerdas abiertas como cerradas propagandose en
cualquier espacio-tiempo de fondo. Sin embargo, nos enfrentamos con la posibi-
lidad de encontrar soluciones para las cuerdas propagdndose en un fondo curvo.
Para obtener el espectro topolégico en cualquier caso debemos conocer la forma
de la métrica inducida la cual estd dada a través de las soluciones a las ecua-
ciones de movimiento para X*(x“). El problema de encontrar soluciones exactas
para cuerdas propagandose en fondos generales ha recibido atencién en el pasado
[66], [11]], pero el desarrollo de la teoria cuantica de cuerdas se ha hecho mayori-
tariamente considerando teoria de perturbaciones, ver [53] para un resumen. Los
campos de fondo que son considerados en [53] son diferentes que los espacios-
tiempo vistos como en [66]. Por una parte [53] se puede pensar que los campos
de fondo son generados por estados coherentes de excitaciones de la cuerda que
corresponde a estados sin masa, por ejemplo gravitones, y estos espacios de fondo
pueden ser encontrados a partir de una accién efectiva y en algunos casos usando
un modelo sigma donde el campo de fondo antisimétrico de Kalb-Ramond y el
dilatén estan incluidos, y el campo métrico simétrico puede tener asociada una
curvatura distinta de cero. Mientras que por otro lado en [66] los espacios-tiempo
de fondo donde la cuerdas se propagan son arbitrarios y no necesariamente corres-

ponden a un estado coherente a partir de excitaciones de las cuerdas que corres-
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ponden a estados sin masa, en lugar de esto, las cuerdas son vistas como objetos

de prueba propagandose en un espacio de fondo que esta fijo.

En esta seccién discutiremos como calcular el espectro topolégico para soluciones
exactas, asi como soluciones perturbativas. El caso de soluciones exactas, como ya
hemos visto, puede tratarse sin mayor desarrollo del método ya que solamente
necesitamos encontrar la métrica inducida una vez que tenemos las soluciones so-
bre el fondo no trivial. Este no es el caso para las soluciones perturbativas, debido
a que es necesario analizar como se modifica el cdlculo del espectro a cada orden

cuando se introduce una solucién que no es exacta.

3.5.1. Soluciones perturbativas

Para el caso perturbativo adoptamos el método que de Vega y Sdnchez introdu-
jeron en [18]], y continuaron en varios trabajos durante los afios siguientes, para
un resumen ver [66]. Este método consiste en tomar en cuenta perturbaciones
alrededor de una solucién exacta a las ecuaciones de movimiento de orden cero;
usando la norma conforme (3.14), proponen una solucién perturbativa hasta se-
gundo orden,

Xt (1,0) = A*(1) + eBH(1,0) + €2CH (T, 0). (3.87)

Para el calculo de espectros topoldgicos es necesario ir hasta segundo orden en
el desarrollo perturbativo a fin de encontrar la métrica inducida sobre la hoja de
mundo. En [18] el primer orden describe la interaccién de los modos de oscilacion
de la cuerda con el espacio de fondo y el segundo la interaccién entre los modos
de oscilacién. La solucién exacta para el orden cero la restringen a ser solucién
para el movimiento del centro de masa A¥ = A¥#(7) (o para un modo izquierdo

o derecho A* = AF(T+0) 6 A¥ = A¥(T — o) respectivamente). Usando tales
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soluciones encuentran expresiones explicitas para las ecuaciones de constriccién
(relaciones de Virasoro) a cada orden correspondiente en la serie perturbativa. De
tal manera encuentran los momentos canénicos conjugados 11, a los campos X¥,
se promueven a operadores y se postulan las relaciones de conmutacién canénicas

a tiempos iguales en la aproximacién lineal,

[B(t,0),11,(t,0")] = 66(o — o). (3.88)

A partir de las constricciones de Virasoro, en particular del operador Ly, se obtiene
la férmula para el cuadrado de la masa para las excitaciones fisicas de la cuerda,
tal y como se hace para el caso de un fondo plano. Encuentran una relacién im-
plicita para la masa al cuadrado para las excitaciones fisicas de la cuerda en la
aproximacién de segundo orden, ademads de analizar en varios casos la dindmica
de la cuerda sobre estos espacios-tiempo curvos. Este es un breve recuento del
método general para encontrar soluciones perturbativas a las ecuaciones que des-
criben la dindmica de las cuerdas propagédndose sobre fondos curvos y que toma

en cuenta los efectos de la curvatura [18].

Cabe mencionar que en estos trabajos se hace en primer lugar la variacién de la
accion y depués se introduce la perturbacion para encontrar las ecuaciones de
movimiento a cada orden. Mostraremos a continuacién que seguir tal orden o el
inverso, es decir, introducir la perturbacién a nivel de la accién y luego hacer la
variacién para encontrar las ecuaciones de movimiento a los distintos 6rdenes,
lleva al mismo resultado. Haremos esto para los mapeos armoénicos en general ya
que, como mencionamos antes, la teoria de cuerdas resulta ser un caso particular

de este tipo de modelos.

Sean (M,~) y (N, G) dos variedades diferenciales (pseudo)-Riemannianas de
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dimensién m y n respectivamente. Para la variedad base M denotaremos las coor-
denadas mediante {x?}, mientras que para la variedad de fondo (target) N serdn
{X#}; de manera que v, = Yap(x) Y Guv = Guy(X). Un mapeo arménico es un
mapeo suave X : M — N (x — X) de manera que las funciones X* estan en
términos de las coordenadas {x"} y satisfacen las ecuaciones de movimiento que

resultan de la variacién de la siguiente accion,

5= / d"x+ /|7 70, X8, X" Gy, (3.89)

las cuales son,

1
% (\/ [l v“babX”) + 175 7" X"9, XP = 0. (3.90)

ikl

donde F"a g son los simbolos de Christoffel asociados a la métrica del espacio de

fondo (N, G).

Utilizando la solucién perturbativa hasta segundo orden,

XH(x") = A (x%) + eB*(x") + €2CH(x"), (3.91)

podemos encontrar la expresién a segundo orden para la métrica del espacio-

tiempo de fondo,

1
Guv(X) = Guy(A) + €95GyB” + €% |95Gy C7 + 500y GuB7BY| (3.92)
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y los simbolos de Christoffel al mismo orden,

rP;ﬁ(X) ~T"

ap

1
(A) +€dpI" ;BT + € |9oT ;C7 + Ea(f,,r’jwB"BV} , (3.93)

donde 0, = a?w y tanto las derivadas de Gy, como de F}fx 8 estan evaluadas en
e=0,

Gy = G (X)| g apr]fxﬁ - aP]‘—‘]fxﬁ(X)

e=0 '

Utilizando los desarrollos perturbativos de estas dos expresiones podemos encon-

trar las ecuaciones de movimiento a cada orden introduciéndolas en (3.9),

|yﬂbabAi*] + rﬁ;ﬁy”baaA“abAﬁ =0, (3.94)

1
ESY N
V17l
mientras que para el primer orden tenemos,

\y“babBﬂ] + 2r’;57”baaA“abBﬁ +9,I" ;B7y%9,A%9, AP,

1 [ »
Ve P

(3.95)

y para el segundo,

2. L aa{ |ry|7“babc“}+2rﬁ;ﬁ7”baaA“abcﬁ

Vi

+ 2aarﬁﬁ30ry“baaA“abBﬁ + r?;ﬁryﬂbaaB“abBﬁ

1
+ {agr’jwcg + Eamr’; BB | v*9,A%9,AP = 0. (3.96)

p
Ahora podemos proceder primero introduciendo la perturbacién en la accion y
después haciendo la variacién correspondiente respecto a los distintos campos

que forman la perturbacién y encontrar el conjunto de ecuaciones a cada orden.
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Partiendo de la accién para los mapeos arménicos (3.89) e introduciendo en ella

las perturbaciones (3.91} 3.92) encontramos la accién a los distintos 6rdenes,

- / d2x\ /7] 10, AMOAY G,y = 0, (3.97)

donde podemos notar que la accién a orden cero tiene la misma forma que la
accion sin perturbar, solamente que aparece el campo a orden cero A en lugar de

la solucién completa X*. La accién a primer y segundo orden son,

e s = / d2x (/7] 9™ [20,A"0,BY Gy + 0, AF,A"9,GyB],  (3.98)

e s = / dzx,/|y|ryﬂb[(2aaAﬂabCV+aaBﬂabBV) Guv
—‘I_ zaaAyavaaUGvaa

Es facil observar que la variacion de la accién de orden cero en la perturbaciéon
arrojard la ecuacion debido a que la forma de la accién es la misma que la
accion sin perturbar. En la accion a primer orden aparecen contribuciones tanto de
la variable a orden cero A¥ como de la de primer orden B¥, por lo tanto debemos
tomar variaciones respecto a ambos campos y consideralas como variaciones in-
dependientes. Los G, y sus derivadas estan evaluados en € = 0, por lo tanto son
cantidades de orden cero, de manera que solamente dependen del campo a dicho

orden. De la variacion de la accion a primer order respecto al campo a orden cero,

58

SaF» obtenemos la siguiente ecuacién de movimiento después de algin manejo
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algebraico,

aa |: |’Y|’)’ubabB'B:| + Gﬁ“aUGQVBUag |: |,.)/|,)/l1babA1/‘|
+ /™ {r@vaaA#ava

+ %G’B“ (angaV + a]/g'Goq,{ - aao'G‘uy) B(TaaA'uabAV:| — 0, (3.100)

. c g . s5s) .
mientras que de la variacion respecto al campo de primer orden, %3~ se sigue,

g { \"Y”Y“babAV}

— /71 {Gpé(a'yGVp) + %G"P(apr) 0.A79,A° =0, (3.101)

donde hemos usado que (0,G,5)G"" = —Gp5(9,G"?). Sustituyendo esta tltima ex-
presién (3.101) en la anterior (3.100) y realizando algtin manejo algebraico simple,
obtenemos la ecuacién de movimiento para el primer orden en la expansion per-
turbativa (3.95). Asi mostramos que, a primer orden, el variar la accién y luego in-
troducir la expansién perturbativa y proceder en orden inverso perturbando la ac-
cién y luego variando, tienen como resultado las mismas ecuaciones de movimien-
to. Para el segundo orden procedemos de manera anédloga, teniendo en cuenta que
se requiere variar S(2) respecto a los campos de orden cero, primero y segundo. De

la variacién de la accion a segundo orden (3.99) respecto al campo de orden cero,
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55(2)

SAF = 0 obtenemos las ecuaciones,

aa[ |7|’r“b8bcﬁ} + aa[ |7|7”b8b3”] GP*9y Gy B”

1
Vil

|’y”b8bAV} GP» {aacwca + %BWGMB“BV}

1
V1
1
oy
V1
1
+ G‘le [ (aayGtxv - za(mGyv) cY

1
+ (80y7Gav - Eag'f)/le‘uV) BO’B’Y:| ’)/abaaAyabAv

N =

+ GP* [9,Gay — 0uGpuw | Y79, A#3,,C”
+ G‘le [agyGaV - ao’a G}u/:| BU’)/abaaAyava

1
+ G‘BDL |:a‘qua/ - EaaGﬂy:| ,)/abaaB‘uabBV — 0. (3.102)

La variacion de la accién de segundo orden respecto al campo de primer orden,

(2) . . .
‘S(SSW = 0 arroja el conjunto de ecuaciones,

”Y“bava} + |’YababAA] G"P9:G,ypBE

\/ﬁaa[ |y \/%aa[ Y

+GY [ae(;cpA — %aePGM] B9, A%9, A" + 2T, v"%9,A%9,B* = 0, (3.103)

552

mientras que respecto al campo de segundo orden, <+ = 0, obtenemos,

9a l |v|7””abAA] + 5709, A%9, AC = 0. (3.104)

1
Vil

De manera que sustituyendo (3.104) y (3.103) en la ecuacién (3.102) y consideran-

do de nueva cuenta que (9,G,5)G"’ = —Gps5(9,G'F), obtenemos finalmente la
ecuacion de movimiento para el segundo orden en la expansion perturbativa (3.96).

Por lo tanto, hemos mostrado que hasta el segundo orden en la expansién pertur-
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bativa (3.91)) el variar la accién y luego introducir la perturbacién arroja el mismo
conjunto de ecuaciones a cada orden que siguiendo el orden inverso, es decir, in-
troducir la perturbacién a nivel de la accién para después encontrar las ecuaciones

mediante la variacién de cada una de dichas acciones a cada orden.

Esto nos asegura que la teoria perturbativa de los mapeos armoénicos conserva la
invariancia ante difeomorfismos en el espacio base M, como se puede observar a
partir de la forma de cada una de las acciones a los distintos 6rdenes en la expan-

sién perturbativa (3.97,3.98|y [3.99) y del hecho de que ambas rutas para obtener

las ecuaciones de movimiento nos llevan al mismo resultado. Esta propiedad se
puede traducir en el contexto de la teoria de la cuerda bosénica en que aun en el
régimen perturbativo existe la invariancia bajo reparametrizaciones de la hoja de

mundo.

Como ya vimos en la seccion al variar la accién respecto a la métrica auxiliar

8Sp _

5oy 0 obtenemos las ecuaciones de constriccién Ty, = 0. De la misma forma

que hemos hecho para las ecuaciones de movimiento, se puede mostrar que para
el tensor de energia momento dos dimensional T,; no causa efecto el introducir la

expansion perturbativa antes o después de hacer la variaciéon de la accién. De esta

manera a partir de (3.7),

1
Top = Guy (aaXVabxv — E'yab'yCdach‘adXV) =0, (3.105)

al introducir la expresioén para la soluciéon perturbativa (3.91), podemos encontrar

las ecuaciones de constriccién a los distintos érdenes, para el orden cero tenemos,

1
¢: 1O =G, [0,Ar9,A" — SV 10 A AY | = 0, (3.106)
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para el primer orden,

e T =G,y [9,479,BY + 0,B13,A¥ — %brycdaCAﬂadBV}

+ 90 GyuwB” [aaAﬂabAv — %%bycdacAﬂadAV} =0, (3.107)

y finalmente para el segundo orden encontramos,

a

&: TP =G, {aa/wabcv + 9,CF9, AV + 9,B"9} B
— %%bycd (20, A*9,4CY 4 9.B"9,4B") ]
+ 90 Gy B [0,AF9,BY + 9,BM3, A" — 55719, A9,4BY]

+ ag'G VCU + 180‘ G VBO-B,Y aaA‘uabAV - lryabr),CdacA,uadAV = 0. (3.108)
H 2 s 2

De la misma forma la métrica inducida puede ser expresada para cada uno de los

distintos 6rdenes en la expansion perturbativa,

¢ 0 —5,49,4"C,,, (3.109)

s g = (3,A"9,B" + 3,B'3,AY) Gy + 0, AFD, A9y Gy B, (3.110)
114



ESPECTRO TOPOLOGICO EN FONDOS CURVOS

e gﬁ) = (0,A"0,C" + 9,CHp A" + 9,B"9,B") Gy
+ (0, A"0yB" + 9,B"0, A") 05Gy BY

+ aaAyabAv (ag'GP“/CU + %agaGyVBoB“) (3.111)

Tanto el conjunto de ecuaciones de movimiento, el de constricciones y las compo-
nentes de la métrica inducida se pueden particularizar a las distintas normas en
las que escogemos trabajar, de manera que a continuacién presentamos los resul-
tados en ambos sistemas de coordenadas que llevan a la norma conforme y a una
norma tipo nula. Ademads encontraremos que al tomar la solucién del centro de
masa A" = A¥(T) como respuesta exacta al orden cero y considerar las constric-
ciones a primer orden, resulta necesario ir hasta el segundo orden en la expansion
perturbativa a fin de encontrar la métrica inducida sobre la hoja de mundo. Sin
embargo, al analizar las constricciones a segundo orden veremos que solamente

se requiere conocer las soluciones hasta primer orden en la perturbacion.

La norma conforme

En la norma conforme denotamos los parametros como {7, 0}, siendo la métrica

auxiliar conformalmente (pseudo-)plana,

oy = Ty,

La expansion perturbativa alrededor de la solucion exacta del centro de masa se
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expresa mediante,

X*(1,0) ~ A*(1) +€eBH(1,0) + €*CF(1,0), n = diag(—1,1), (3.112)

donde € es el pardmetro que indica el orden en la expansiéon. De manera que las

ecuaciones de movimiento para cada orden a partir de (3.94}3.95} 3.96) escritas en

la norma conforme son,

e 2AN 4TV 9. A% AP =0, (3.113)

p

el (—8% + 8(27> B*

— 21" 19:A"9-BP — 9,I"’ \BP9-A"9-AF =0, (3.114)

p p

ﬁaTA“aTcﬁ

BP9, A*0:BF + T, ; (—0:B"9. B + 0,53, B )

2 (—a% + ag) cr —ort

— 20,

— {aprﬁ(ﬁcp + %amrﬁ; BPBV} 0r A% AP =0. (3.115)

p

Las ecuaciones de constriccién podemos encontrarlas en esta norma a partir de
las ecuaciones 3.108), tomando en cuenta que debido a que la solucién para
el orden cero es una solucién para el centro de masa, no la podemos considerar
una constriccioén y carece de significado como tal, esto debido a que ni siquiera

tenemos una variedad de dimensién dos que describa el movimiento del centro de
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masa, lo que resulta en una ausencia del concepto de tensor de energia momento.

La solucion a orden cero A¥ = A*(7) ademds de (3.113) cumple con la ecuacion,

—m? = 9;A"9: A" G, (3.116)

mientras que para el primer y segundo orden se deben de satisfacer las siguientes

constricciones,

1
T8 = T8 = 30 AP0 B Gy + 59, AP0 AY9,Gyu B =0,

T\ = 9. A"3,B'G,,, =0, (3.117)

y en lo que concierne al segundo orden,

1
T = 112 = 3, A"9,.C"G,u + 5 [0:B9:BY + 3,3, B') Gy

T2 = [0, A"3,C" + 0:B"3,B"] Gy + - A*3,B 0, Gy B’ = 0. (3.119)

Las componentes de la métrica inducida a los distintos 6rdenes antes de aplicar

las constricciones pueden obtenerse a partir de (3.109,[3.110} 3.111) y considerando

que 0, A¥ = 0 tenemos a cada orden,

g@ = d: A9 A" Guv,
(0)

8o = 0/
g9 =0, (3.120)
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para el primer orden se encuentra,

gt = [20,A"3.B' G, + 3 AF3, AY9,G B ,
8ot =0,

gl = d:A"*9yB Gy, (3.121)

mientras que para el segundo orden,

¢? = [29,A73,C" + 3,B"3.B"] Gy + 20 A3 B3, G B
1
+ aTAMaTAU apGﬂycp + EapaGﬂprle 7

g% = 9,B"3.B"G,y,

gt = [0, AF,CY + 3:B"3,B") Gy + - AF9yB'3,Gy B (3.122)

Como podemos observar a primer orden no tenemos una métrica inducida defini-
da ya que después de aplicar las constricciones que corresponden (3.117), las com-
ponentes de la métrica (3.121) se hacen cero,

g —o. (3.123)

De manera que es necesario ir hasta el siguiente orden para obtener una expresion
vélida para la métrica inducida. A partir de la constriccién (3.119) encontramos
que,

g =0 (3.124)
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y por otra parte de la ecuacién (3.118) obtenemos que,

— g =gl = doB"9dyBY Gy - (3.125)

Este es el factor conforme para la métrica inducida, la cual al imponer las constric-
ciones se torna conformalmente plana g = go»n. Como mencionamos antes, no
es necesario conocer la solucién a segundo orden C* = CH(7,0) ya que la imple-
mentacién de las constricciones elimina todos los términos donde se encontraba

involucrada dicha solucién.

Es importante notar que esta relacion es valida para cualquier espacio-tiempo de

fondo G usando la solucién exacta del centro de masa y trabajando en esta norma.

La norma nula

Siendo la teoria invariante bajo reparametrizaciones de la hoja de mundo, incluso
en el régimen perturbativo, podemos expresar todo el contenido en una norma

tipo nula, es decir, denotando las coordenadas como {¢,# } tenemos,

v =Q( )X (3.126)
donde,
0 1
Xab = . (3.127)
1 0

Tomando como punto de partida la expansién perturbativa en las coordenadas

{¢nt

XM(E,n) ~ AM(E, 1) + €B"(E,n) + €2CH (&, 1), (3.128)
119



ESPECTRO TOPOLOGICO DE LA CUERDA BOSONICA

y utilizando las expresiones (3.94} 3.95|y 3.96) podemos encontrar las ecuaciones

de movimiento correspondientes a esta norma; para el orden cero,

e 9gAF +T" 0:A%9,AF =0, (3.129)

p

el primer orden,

€' DgyBl + T, (9:A%0,BF +9;B"9, AP ) 4 3,I", ;BY3;A%9, AP = 0, (3.130)

p

y al segundo orden corresponde,

€: gy Cr + T, (0:A4%9,CP + 0, 4%9,CP)

+ 0T ;B (3: A", B + 9, A%0;BF ) + T, 9:B"), B

b
+ (00T yCP + 3y, Ty B'BY| 940, AP = 0. (3131)

De forma similar al caso de la norma conforme, las ecuaciones de constriccién no
juegan ningun papel para el orden cero de la perturbacién ya que este representa
la solucién de un objeto puntual moviéndose sobre un espacio-tiempo de fondo.
Debido a esto concentramos nuestra atencion a las constricciones para el primer
y segundo orden. De las expresiones generales y recordando que la

ecuacién de constriccion Tz, = 0 se satisface idénticamente (3.36) tenemos que,

TQ%) = 20;A"9¢B" Gy + 0z AF9z AY9,Gyy B = 0, (3.132)
Tr%) = 20, A"9yB"Gyy + 9y A¥9, A9y Gy BY = 0, (3.133)
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y para el segundo orden,

1

T\2) = 20, A"9,C' Gy + 3,B"3,B' Gy
+20, AF3y,B'3,G ., B

1

Las componentes de la métrica inducida las podemos encontrar a cada orden a

partir de las expresiones (3.109| 3.110y[3.111),

gL = 0 A0 A" Gy,
g\ — 3, A9, AV G,

g4 =0z AF9, AV Gy (3.136)

Al ser la solucién de orden cero la que describe el movimiento del centro de masa
Al = A¥(7). En una norma tipo nula las coordenadas estdn relacionadas con
las coordenadas de la norma conforme mediante (3.24), de manera que para la

solucion a orden cero tenemos que,

A = ar (LF@) +G(n)),
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de manera que existe la relacién entre las derivadas respecto a los pardmetros de

la norma nula,
deF

AF =
% d,G

ayAY, (3.137)

donde d«F = ;l%. Usando esta condicion es facil ver que el determinante de la

métrica al orden cero se anula, por lo que tenemos una métrica degenerada.

En lo que respecta al primer orden tenemos,

(1)

gty = 20;AM9:BY Gy + 0z AFz A" 9,Gyu BY, (3.138)
8ty = (9 A0 B" +3:B 3, A") G + 9 A0y AY0,Gyu B (3.140)

(1) _ (1)

Observamos que las dos primeras componentes son cero, gz= = 0y gy, = 0 una

vez que aplicamos las constricciones (3.132|y|3.133). Utilizando la relacién (3.137)
en las constricciones (3.132y|3.133) obtenemos que,

2 [(9gA"9yBY + 0B 9, A") Gyy + 9z A9, AY9,G,yB°| =0, (3.141)

lo que nos indica que también la componente fuera de la diagonal de la métrica
inducida se hace cero,

gé}f — 0. (3.142)

Esto nos obliga a considerar los términos de segundo orden en la expansién per-
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turbativa para las componentes de la métrica,

2) _

1

g\ = 23, A3, CV Gy + 3, B3, B Gy

1

y finalmente,

857) = (9z A0, C" 4 0zC"9y A") Gy + 0z B9y B" Gy
+ (9 A9y BY + 9; B9, A") 3Gy B

1

Examinando las ecuaciones de constriccién (3.134)y 3.135) vemos que las compo-
(2) (2) _

nentes de la diagonal se anulan g;;* = gy = 0, mientras que de forma similar al

primer orden, considerando la relacion (3.137)) en las ecuaciones de constriccién
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(3.134]y [3.135) obtenemos,

1 (d,G dgF
- (d FagBﬂagBV i ﬁa B"9 BV> G- (3.146)

Aplicando este resultado sobre la componente gé%) 3.145) obtenemos,

@ d,G dgF
85 =5 ( T 9:B"9:B" + ﬁa B'3,B" ) Guy + 9:B"9,B'Gyy,  (3.147)

que es la componente fuera de la diagonal de la métrica inducida después de
aplicar las constricciones. Este resultado coincide con el de la norma conforme

(3.125) considerando la transformacién entre componentes de las métricas,

a,b=rt,0 (3.148)

debido al cambio de coordenadas general (3.24), y considerando el resultado de
las constricciones grr = —gso. De manera que podemos calcular en la norma
conforme la componente g, y luego aplicar la transformacién de coordenadas

para tener,

o0 (E1) = — 5 deF dyG oo (1(E 1), 018, 1)). (3.149)

Como hemos visto, se puede trabajar tanto en la norma conforme como en la nula
y pasar de una descripcién a otra con los debidos cambios de coordenadas segtn
sea conveniente, esto como consecuencia de la invariancia ante reparametriza-

ciones que la teoria en su régimen perturbativo posee. A continuacién trabajare-
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mos sobre el espectro topolégico en el caso de soluciones perturbativas utilizando

la norma tipo nula.

3.5.2. El espectro topolégico para soluciones perturbativas

Con la forma general de la métrica inducida para el caso de soluciones perturbati-
vas ya calculada, podemos abordar el andlisis sobre el procedimiento para obtener
el espectro topolégico en esta situacién. Como hemos visto en la seccién anterior
para el caso de un espacio de fondo de Minkowski, es posible trabajar en una nor-
ma tipo nula para realizar el cdlculo del espectro topolégico. Trabajaremos en la
norma nula a lo largo de esta seccién y al final expondremos el mismo resultado
para la norma conforme; ademds supondremos que la solucién a orden cero es en
general una funcioén que depende tanto de T como de ¢ y que la métrica inducida
a cada orden existe y es no degenerada. Considerando hasta el segundo orden en
la expansion perturbativa, el elemento de linea para la métrica inducida puede ser
escrito como,

ds? ~ 2 [f) +egl,) + %l | dedn. (3.150)

De manera similar al caso de soluciones exactas, buscamos una base ortogonal
dual {0}, a = 1,2, tal que el elemento de linea se pueda expresar como ds? =
—0! @ 0! + 0% @ 62. Pero esta vez una expansién perturbativa para la base dual

debe ser tomada en cuenta,

0! ~ 0/ +€0;) +€ 0y,
2 o p2 2 2 n2
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y el elemento de linea hasta el segundo orden toma la forma siguiente,

2 o _nl 1 2 2 _pnl 1 2 2

2 1 1 2 2 1 1 2 2

Las primeras ecuaciones de estructura de Cartan para la uno-forma de conexion

son, para el orden cero,

e defy + 'y N6y =0, (3.153)
primer orden,
et defy +w, O Aol + D Ael =0, (3.154)
y para el segundo orden,
e 8 + WO A6l + P A6 + D A6l = 0. (3.155)

Las segundas ecuaciones de Cartan para la dos-forma de curvatura en todos los
ordenes son,

e RO =dw 0 4 O A WO, (3.156)

el: RLMW =dewt M 4wt @ Al M 4 M A WO, (3.157)
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A partir de estas expresiones para la base dual, la uno-forma de conexién, la dos-
forma de curvatura y la métrica inducida, podemos deducir la expresién general
para la clase caracteristica de Euler a cada orden. El andlisis a orden cero es exac-
tamente el mismo que para el caso de soluciones exactas, solamente basta reem-

plazar las cantidades de orden cero en lugar de g¢;, en (3.273.29). De manera que

escogiendo la base dual como,

1
Olo) = 586, 48 — 1,

1
02 = 5 gé,?)dg +dy, (3.159)

la tinica componente independiente de la uno-forma de conexién es,

P
wl© = —%%d : (3.160)
8y

Y de esta conexion se sigue la tinica componente independiente para la dos-forma

de curvatura,

o | 1 98
10 _ 2 | L "ecn
R, 5 géo) 5 de A dy. (3.161)
Ui

Asi de la dos-forma de curvatura (3.161) la clase caracteristica de Euler (3.16) esta

dada por,

1 0 [ 1 ag,;n(o)

O(py= —— |~
e (P) 27 | g0, ® o ]dé/\dﬂ, (3.162)

la cual integrada sobre la variedad base nos da como resultado el espectro to-

polégico a orden cero en la expansion perturbativa; claramente, lo tinico que se

requiere es la componente de la métrica inducida a orden cero gé(;).

La parte del elemento de linea (3.150) que se refiere al primer orden debe ser expre-
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sada en términos de la base dual para los 6rdenes cero y primero, como se puede

observar de (3.152). Proponiendo para la base dual a primer orden,

6(1) = A'(¢,1)d¢ + B'(, n)dn,
67,y = C'(&,n)d + D' (¢, n)dy, (3.163)

y usando (3.159) llegamos a las condiciones A’ = C' y B’ = —D’. De manera que
para expresar la parte de primer orden del elemento de linea en términos de la

base dual se requiere que A’ y B’ cumplan,

gt = —s/B +24" (3.164)

Existen muchas posibilidades para escoger las funciones A’ y B/, pero todas ellas
llevan al mismo resultado final para la dos-forma de curvatura, a pesar de provenir
de distintas uno-formas de conexién. Esta independencia de la conexioén al obte-
ner la dos-forma de curvatura es un caso especial para variedades de dimension
dos. Esto se debe a que la cantidad que realmente es independiente de la cone-
xién para cualquier nimero de dimensiones par es la clase caracteristica de Euler,
la cual es un polinomio invariante bajo la accién del grupo ortogonal especial y
que puede ser expresada como un polinomio en la curvatura [48]; asi en el caso de
una variedad de dimensién dos la forma de Euler es proporcional a la tinica com-
ponente independiente de la curvatura (3.16). Para ser concretos seleccionamos

B =1y A =X gé%) + gé}}), obteniendo para la base dual de primer orden,

1 _ 1/ 0, @

0y = 5 (8% +85y ) 4 +dr,

> 1/, )

07 = E( o +g¢,7>d§—d;7. (3.165)
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A partir de la primera ecuacion de Cartan a primer orden (3.154) y escribiendo la
componente independiente de la conexiéon como w' V) = a/(¢,17)dE + b' (&, 17)dy
llegamos a las ecuaciones que determinan el valor de las funciones a’ y V/,

(0)
19 (0, @\, 119%y /0, q 1 (),
___< &n +g¢,7> 50 (gén +g5,7> +a’—§g&7 b' =0,

20y 2827(,)7) N
19 (@ .11 o, 1 (o)
1 / I __
23 (801 T 86) 20y (30 +5) —o/ =8V’ =0 (160
¢n

donde (3.159} [3.160) fueron consideradas. La solucién para el conjunto de ecua-

ciones arriba expuesto es,

a =0,
1) 4 (0 1
/ gé‘n) 8gé,7) 1 agéﬂ)
U=—0nan L0 oy (3.167)
8y’ U &gy O

obteniendo finalmente para la parte de primer orden la tinica componente inde-

pendiente de la uno-forma de conexion,

1) 5,0 90D
1<1>[ o %8y 1 gén]d
wH' = 1. (3.168)
0)2 0 0) 9
ey T sy
A partir de Rlz(l) = dwlz(l) la componente independiente a primer orden de la

dos-forma de curvatura toma la forma,

82

1) _ _ 97
K5 aZon

1
[W g%)] d¢ Ady, (3.169)
ey
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y a partir de esto determinamos la clase caracteristica de Euler (3.16),

1 9> |1
(1)
eV (P) = 27920 [ggn gﬁ] d¢ Adny. (3.170)

Para el segundo orden podemos hacer un andlisis similar a partir de que el ele-

mento de linea correspondiente al segundo orden en la métrica inducida en la

norma nula (3.150 ds%z) = Zggy) d¢dn, debe poder expresarse en términos de la

base ortonormal involucrando hasta el segundo orden (3.152),

2 1 1 2 2 1 1 2 2
dsty) =2 (0l @ 0y +26% @ 6% ) — 0}y @0l + 6% @ 6% (3171

Utilizando los resultados previos para los 6rdenes cero y primero (3.159}3.165) y

proponiendo la base dual a segundo orden como,

0l = A(E,1)d¢ + B(G, n)dy,
67, = C(, )¢ + D(&,n)dy,

encontramos las condiciones C = Ay D = —B; a su vez las funciones A y B deben
cumplir,
2 24— (B+1)glY) — gl 3.172

Escogiendo B = —1 la otra funcién se reduce a A = % <gg7) + gé?). Cabe men-
cionar una vez mds que en este caso en particular de dos dimensiones la dos-

forma de curvatura es independiente de esta eleccién. Finalmente obtenemos para
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la base dual a segundo orden,

1 _ L/ @ @
0y = 5 (85 +8t) ) de —dn,

> L1/ @2 (@
0% = 5 (35 +28b,) ) & +dn. (3.173)

A través de la primera ecuacién de Cartan correspondiente (3.155), utilizando

(3.160,3.168) y proponiendo la conexién a segundo orden como w?, @) = (¢, n)de+

b(&,n)dn podemos encontrar las ecuaciones que determinan la uno-forma de co-

nexion,
19 /2 an .11 (. o) 98
20y <g€17 +g€77> +§g(_0>< o +g€’7> a
&
(1) (1) ~.(0)
R TAR(UNNE S ORCV RN ) 1 98z 3y ey |
o508 +2<g€ﬂ +25) O oy Go0n oy | % G174
ey 8y
19 (@ L1l /. w28
_ - v - - Ui
297 (363 +22)) +2gé°) (38 +589) o
n

oo, 1, o | 1%y 8y o8
_a_ L no_ ey %an | _
a—sbgl +5 (g +80)) | =g 0 O o 0. (3.175)
U

Solucionando este par de ecuaciones obtenemos,

o (88)\ 11 38y? 1 4,0 [ 1
_ 9 () 11 %8y 1apd (1
"= \ 0 ) P ey Tty | Lo ) (3.176)

8en &y &y
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de manera que la tinica componente independiente de la uno-forma de conexién

para el segundo orden es,

o 1 () o
1(2) _ Ul Ul
ey ey

De la segunda ecuacion de estructura de Cartan para el orden correspondiente
encontramos la tinica componente independiente de la dos-forma de curvatura

para el segundo orden en la expansién perturbativa,

2 |2 1 (V)
RL®) = — |8 _ 2 [ 250 ) g A dy. (3.178)
ocan | ;0 2| O
S | gz ey

Habiendo calculado la componente de la dos-forma de curvatura es inmediato

encontrar la forma de Euler correspondiente al segundo orden,

1 92 8,&72) 1 8531) i
(2)(13)__ 26— | 251 dcNd (3.179)
e ’7 :
27 d¢on gg;) 2 gg;)

Vale la pena mencionar que se puede lograr el mismo resultado empezando por
la expresion para la dos-forma de curvatura para el caso de soluciones exactas
(3.28) y considerando la expansion perturbativa de la métrica inducida g,; hasta

el segundo orden,

(0)
b

Sab ™ 8, 0 422, (3.180)

a a

+e€g
mientras que la version contravariante es,

= gt + i), @181
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Introduciendo esta expansion (3.180) en la expresion para la dos-forma de cur-

vatura (3.28) tenemos,

Rlz ~ —i
a¢ gg)?) + egé;) + GZgé? 0

=

1 0
L ]

y considerando la expansién de Taylor del primer término en los paréntesis cuadra-

dos hasta el segundo orden,

1 1
©0) (1) 2 — ) )
1 gC’? gév
(1) (2) (1) 2)\ 2
~ LB, 280 Sen , 28
~ |1 CRRENON B GRORENG
ey 8z ey 8z 8z
(1) 2) (1)2
1 8y 2 8y 288y
~ 5 o oy T o (3.183)
Seyp 8y 8xiy 8y

encontramos la dos-forma de curvatura hasta el segundo orden en la expansién

perturbativa de la métrica inducida,

o |1 agéo) 92 gél)

[RPON U A — 26

R ~ 2 g(o) o d¢ Ady (—:a(:a]7 g(o) ¢ N\dny
cn cn

2 |82 1 (&%”)2
——— [ =L [ 22D ) | dEAdy. (3.184)
ocon | ,0 2| 0

gon g &y

Esta expresion coincide con las expresiones para la dos-forma de curvatura para

cada orden en la perturbacién (3.161} 3.169} |3.178), siendo asi que perturbar la

base ortonormal desde un principio y calcular la dos-forma de curvatura es equi-
133




ESPECTRO TOPOLOGICO DE LA CUERDA BOSONICA

valente a introducir la perturbacién de la métrica inducida en la expresion final
para la curvatura. El mismo tratamiento se puede utilizar en la norma conforme
de manera que obtenemos para la clase caracteristica de Euler hasta el segundo

orden,

1 1 1
Py =~ [ar (Warg((r(¢)7)> ~ 9y (Waggf,?))] dtAdoe,  (3.185)

8o

(1)
1 1
e(l)(P) = "1 [ar (g(—o)ar&(fp - g(%()TZang)f)>

oo gO’O’

(0)2

(1)
_ 3, (%%g&? _ 8oc agg((y(p> }dr ANdo, (3.186)
8o 8oo

2y = Laly | Ly 0 8. o (8% 8%\ .0
= Tin T g((f(()f) 1800 g((f(()f)z t8ov g((fgf)z g((f(()f)a 1800

Lo gy o (87 g0, 0

— 0y | —=90800 — 000800 — | S — S | 90&or | pdT Ado. (3.187)

(0) (0)2 0)2  ,0)3
8or 8oo 8or 8oo

Con la forma de Euler para cada orden en la expansion perturbativa (3.162}3.170

y 3.179) podemos calcular la expresion para el espectro topolégico al orden corres-

pondiente.

Habiendo desarrollado el formalismo para encontrar la forma de Euler para cada
orden en la expansion perturbativa de la solucién a las ecuaciones de movimiento
de la cuerda, podemos seguir con el calculo del espectro topolégico para algunos
ejemplos. El espectro topolégico, como hemos visto, se obtiene a cada orden in-

tegrando la forma de Euler sobre la variedad base, de manera similar al caso de
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las soluciones exactas. Asi las cantidades relevantes que debemos encontrar son

la funcién métrica gy 6 ggy a los distintos 6rdenes.

3.5.3. Ejemplos

Como hemos visto hacia el final de la seccién [3.5.1} en el caso en que la solucién
a orden cero representa el movimiento del centro de masa, la métrica inducida a
orden cero no existe y a primer orden es degenerada. De manera que es necesario
ir hasta el segundo orden para calcular la métrica inducida; encontramos que una
vez que se han considerado las constricciones la métrica inducida a segundo orden

es conformalmente plana y el factor conforme estéd en funcién de las soluciones a

primer orden solamente (3.125),

gc(rgr) = aaByaUBVGyv- (3.188)

En el desarrollo que hicimos al principio de la subseccién [3.5.2] para encontrar la
clase caracteristica de Euler en el régimen perturbativo se consideraron soluciones
generales para el orden cero de la expansion perturbativa, A* = A¥(t,0); de tal
forma que las métricas inducidas a cada orden en principio existen y no estan
degeneradas. En el método de perturbaciones alrededor de la solucién del centro
de masa no se cumplen estas suposiciones y por lo tanto la primer contribucién
a la métrica inducida en la expansion perturbativa que se obtiene es la correspon-
diente al segundo orden. Debido a esto la forma de Euler no la podemos calcular

a partir de (3.187), sin embargo a través de la métrica inducida a segundo orden
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podemos calcular la clase caracteristica,

e(P) = —— o [ —=-2:62 ) — 00 [ —-0082 | | dr A do (3.189)
in @ @
oo 8o

Al igual que cuando la cuerda se propaga sobre un fondo de Minkowski, obtener
una expresion para el espectro topoldgico para el caso general en que todos los
coeficientes de los modos de oscilacion son distintos de cero resulta sumamente
complicado. Por lo tanto se abordaran algunos casos en que solamente algunos

modos de oscilacion tienen coeficientes distintos de cero.

Espacio-tiempo de de Sitter

Como primer ejemplo de cémo calcular el espectro topolégico para algtn caso
especifico consideramos una cuerda propagdndose sobre un espacio-tiempo de de
Sitter. Utilizamos el formalismo hasta el segundo orden y las soluciones de primer
orden expuestas en [18], ya que como hemos visto, no es necesario conocer las
soluciones a segundo orden debido a las constricciones. Ademads se considera el
formalismo que en trabajos posteriores Larsen y Sdnchez [40, 66] adoptan para la
construccién de soluciones hasta primer orden expresado de manera covariante e
introduciendo lo que llaman perturbaciones coméviles (ver apéndice [D); es decir,
perturbaciones como si fueran vistas por un observador que viaja con el centro
de masa de la cuerda. Para esto se introducen D — 1 vectores normales vﬁ que

cumplen las ecuaciones,

Gu0Rd A" =0  Guokol = dgs, (3.190)

y que una vez fijas, estas condiciones en un punto son transportados paralela-
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mente a lo largo de las geodésicas,

I AMV 0 = 0. (3.191)

De esta forma las soluciones a primer orden se escriben como

B! = 6xRof, (3.192)

donde 6xR son las perturbaciones coméviles que se expresan como una expansién
de Fourier en 7, 6 (T,0) = ¥ Dyr(7)e 7.

Se trabaja en unidades tales que G = 1, ¢ = 1 y para estos casos en particular

1

5w = 1. El espacio de fondo que se considera es la solucion de de Sitter en D

dimensiones, esto es la solucién con constante cosmoldgica positiva con elemento
de linea,
2 N\ o 1 2, 27092
ds* = —|1— = | dt*+ 1—£dr +r°dQp_,, (3.193)

2
z —

con d(¥3, , el elemento de linea para una D — 2 esfera

dQp_» = 12 [d@% + sen? 91d9§ + .- 4sen?6; - --sen? 9D_3d9123_2 . (3.194)

El escalar de curvatura para D dimensiones resulta ser constante y positivo,

_D(D-1) 2D
R=="—=p_gh (3.195)

de manera que la constante cosmolégica A y I estdn relacionados de la siguiente

manera,

»_ (D-1)(D-2)
12 = A . (3.196)
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Ahora escribimos las soluciones en la norma conforme para después calcular el

espectro topolégico para algunos casos particulares.

Las soluciones para las ecuaciones de orden cero (3.113) y considerando una cuer-

da que cae radialmente en el espacio-tiempo estan dadas por,

1—Ltghnr
At(T> — t(T) — _1 n % ,
2 |1+ 2tghllt
A'(t)=r(1) = %\/ E%2 — m? senh?T,
A%R-1 —cte para R=2,...,D—1. (3.197)

Las soluciones para las ecuaciones de primer orden (3.114)) son,

Bt('l’, 0,) _ ot i [’Y}%e_i(w”_ka) + ,y]%*ei(wk"f—ka)

m (1— ?—5) k=1

+ Fpe AT el @O (3.198)

Br(T, U') = —a Z |:')’]1€_i(wkT_ka) + ,-),ll*ei(wk”[—ka)
+ ,711 o~ ilwiT ko) | ’7%* el @kTHko) | (3.199)

1 o

B%-1(7,0) =
(T,0) rsenfyseny - --senfr o /=

[,)/Iljefi(wkrfka) + ,)/llj*ei(wkrfk(f)

+ jRe~ilwxttho) o gRepilwrtka) | (3200)
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paraR =2,...,D — 1y donde la frecuencia de oscilacién estd dada por,

2

k% — T—z para k€ Z. (3.201)

Podemos expresar estas soluciones en la notacién polar, yR = rReify, R =
?Ee_iﬁf,
20 =
Bl(t,0) = _—17‘2 Y. [7,1 cos(wxt — ko + Bi)
m (1 - ?—2> k=1
+ +7 cos(wy T + ko + Bi)} , (3.202)
2E & "
B'(t,0) = - ) [r,l cos(wyT — ko + Bi) + 74 cos(wyT + ko + ﬁi)} ,  (3.203)
k=1
Br-1(1,0) = 2 i [ Leos(wyt — ko + ,3 h
rsent;senf; - --senfr_ 2 i0

+ 7 cos(wy T+ ko + BETY) | (3.204)

Las soluciones a primer orden para este caso presentan inestabilidades debido a la
que la frecuencia puede tomar valores puramente imaginarios, esto en contraste
con el caso de un fondo plano y los que veremos més adelante sobre un fondo

BTZ y AdS, en los cuales las frecuencias siempre son reales.

En este caso la expresion general para el factor conforme de la métrica inducida a
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segundo orden estd dada por,

D-1
gaa T,0)=4) [ Y K2 <rk cos(wyT — ko + BR) + 7 cos(wiT + ko + B ))
R=1 [ k=1

X

gk

52 <r cos(wsT — 50 4 BR) + 7R cos(wsT + so + B )) (3.205)

s=1

Debemos notar que esta expresién no depende de las soluciones a orden cero, pues
estas se eliminan al contraer las parciales respecto de ¢ de las soluciones a primer
orden con la métrica de fondo (3.188). De manera que toda la informacién sobre
la propagacién sobre un fondo de de Sitter esta en la frecuencia de oscilaciéon de

los modos wy.

Como primer caso consideramos solamente un modo de oscilacién, ya sea derecho
o izquierdo en las direcciones t, 7, es decir, R = 1, consideremos un modo k-ésimo

derecho en particular, la solucién correspondiente es,

20
Bt(T, o) = _—Trﬂ [r,% cos(wyT — ko + ,B,l)} ,
m(1-7)
B'(t,0) = —% [r,l cos(wyT — ko + ﬁ}{)] , (3.206)

y en todas las direcciones angulares cero, B%:-1(t, ) = 0. El factor conforme de la

métrica inducida es,

9t = 422 sen®(wiT — ko + By), (3.207)

y la forma de Euler toma la forma

— k2
2 — @k
e 27 serd (T — ko + By) dt Ado. (3.208)
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Integrando sobre la region delimitada por o € [0,271] y T sobre un periodo, que
en este caso es i)—i obtenemos que el resultado es cero. De tal forma que no obten-
emos condiciones de discretizacién para los pardmetros, en particular en lo que se
refiere a ry. Para el modo izquierdo tenemos la misma situacién, asi como para el

caso analogo en otras direcciones fg_1, R =2,...,D — 1.

Ahora consideramos la situacién de dos modos de oscilacién, uno k-ésimo dere-
cho en las direcciones t, 7, esto es R = 1 y uno s-ésimo izquierdo en direccién 61,
R = 2. Cabe mencionar que el resultado es equivalente si encedemos el modo

izquierdo en cualquiera de las direcciones angulares. Las soluciones son,

20
Bl(t,0) = ——Trﬂ [r,l cos(wyT — ko + ,Bi)] ,
m(1-7)
2E
B'(t,0) = . [r,% cos(wyT — ko + ,Bi)] ,
B (1,0) = % [?3 cos(wsT + so + Bg)] , (3.209)

y cero en las direcciones restantes. La expresion para la funcién métrica es,

goe) = 4 [PrEsen®(wyt — ko + B2) + ¥ sen? (et 5o+ )] . (3:210)
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La forma de Euler resulta ser una expresion extensa,

€ — _ [k4(r,1)4(k2 — wp) sen’(wT — ko + By)

+5*(72)?(s? — w?) sen®(wsT + 5o + B2)
+ K252 (r})?(7%)? < — 4(ks + wiws) cos(wy T — ko + B1) cos(wsT + s + B2)
x sen(wyT — ko + 1) sen(wyT — ko + Bt)
+ k? sen?(wsT + so + B2) [senz(wkr — ko + Bt) — cos? (wyt — ko + ,3,1()]
+ s?sen®(wyT — ko + Bi) [senz(ws't + 50+ B2) — cos?(wsT + 5o + BE)]

+ <cosz(wkr — ko + BL) — sen®(wy T — ko + ﬁi)) sen? (wsT + 50 + B2)w?
+ (cosz(wsr + 50 + B2) — sen®(wsT 4 5o + B?)) sen?(wyT — ko + ,Bi)wsz)]

012
/27‘( [kz(r,%)z sen?(wy T — ko + BL) 4 s%(72)? sen? (wsT + so + /35)} dt Ndo.

(3.211)

Se puede observar que, siendo la frecuencia wy = /k% — ”11—22, en general no existe
un periodo comtn en T para las frecuencias wy y ws. De modo que la regién de
integracion en T no puede ser realizada en un periodo, aun asi el dominio de
integracién puede ser cubierto por regiones tipo I, IV y tipo II, 111, tal como
se hizo en el caso de un fondo plano. Sin embargo, no es posible determinar el
nimero exacto de estas; por lo que tenemos que serd una combinacién lineal del

resultado sobre las regiones tipo I, IV y del tipo 11, I11. Utilizando las coordenadas
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tipo nulo para cada region tenemos que la clase caracteristica es,

) = i{k4<r,1>4<k2 — @A)+ s (P - )y
+ R A1 - 267 (0 — 1) +201 = 2 (o )
— 4xyﬂﬂ(ks + wkws)} }
/ {Zn(swk + kws) mﬂ (kZ(r;)ZxZ + 52(73)2y2>2} dx Ady, (3.212)
donde el signo negativo corresponde a las regiones tipo I y IV mientras que el
positivo a las regiones tipo I11, IV. El resultado de integrar sobre x € [-1,1] yy €

[—1,1] depende de nueva cuenta del orden de integracion, si primero integramos

respecto a luego respecto a x tenemos,
% y 'y lueg P

k 1 k2 32
/ eDdxdy = —— e — ) (3.213)
LIV s72(swy + kws)
mientras que integrando en el orden inverso,
22 (2 2
Dyx = —Tsl5 — @) 3.214
e X , .
/I,IV Y kry(swy + kws) ( )
en las regiones tipo [ y IV. Para I y 111 encontramos que,
k 1 k2 32
/ e@dxdy = 2r (k" — wp) ) (3.215)
11111 572 (swy + kws)
y en el orden inverso,
22 (2 2
@ gy = T8~ @) 3.216
e X . .
/II,IH 4 kri(swy + kws) ( )
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Para cada orden de integracion debemos considerar una combinacién lineal de los
resultados para las regiones tipo I y IV y de los correspondientes a II y I1I, de
manera que tenemos un espectro para el orden de integraciéon “dxdy”,

kri (w? —k?)

= ny, 3.217
s72(swy + kws) " ( )

con y una constante que depende del nimero de regiones de cada tipo que se

consideran y n; € Z.Y para el orden “dydx” obtenemos en principio un espectro

distinto,
20,2 2
s7E(ws — s7)
= ny, 3.218
kry(swy + kws) = ( )

con np € Z. Asi tenemos un espectro para cada orden de integracién. En caso de
que k = s tenemos que para cualquier tipo de regién el resultado para el orden
“dxdy” es,

L(w? - K2)

Tk
2k =1, (3.219)

w;ji

con n € Z 'y donde se han considerado 2k regiones tipo I, IV y otras 2k tipo I1,

I1I. Para el orden inverso basta intercambiar r,% con 7,%. Esto es consistente con el

resultado de considerar el cociente entre (3.217) y (3.218),

s [n
k 1
3.220
72 okV ( )

y exigir que el resultado de la integracion sea el mismo para los dos 6rdenes de
integracion, ny = ny; de tal forma que
1
==, 3.221
7k (3221
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esto es, el cociente de las amplitudes de los modos de oscilacién debe ser un
ntmero racional, y en particular se cumple para k = s. Debemos notar que en el ca-
so de que las frecuencias de oscilacién sean las del caso de un fondo de Minkowski,
wr = ky ws = s, el resultado coincide con el que obtuvimos (3.68}{3.73), es decir,

no hay una condicién de discretizacién para los pardmetros r; y 72.

A continuaci6n consideramos tener un modo de oscilacién k-ésimo derecho 7, y

uno s-ésimo izquierdo ’yg en las direcciones ¢, r, esto es R = 1. Las soluciones son,

Bl(t,0) = L 20 [r,% cos(wxt — ko + Bi)

(1)

+ Fheos(wer +s0+ Bl)], (3:222)

2E ~
B'(t,0) = - [r,l cos(wxT — ko + Bi) + 7L cos(wsT + s + ,Bg)] , (3.223)

con B%-1(t,0) = 0, para toda R = 2,...,D — 1. La funcién métrica factor con-

forme de la métrica inducida a segundo orden es,

gg,) = 4 |kri sen(wyT — ko + B}) — s7l sen(wst +s0 + BL)|, (3.224)

a partir de la cual podemos calcular la clase caracteristica de Euler a segundo
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orden, e(?),

o) = {k%r;%)%w% —R) + (R~ )
— ksr 7! {2(ks + wyws) cos(wy T — ko + B}) cos(wsT + so + Bl)
+ (w? — K 4 w? — s%) sen(wyT — ko + B1) sen(wsT + so + Bl)} }

12
/271 [kr,ﬁ sen(wyT — ko + B}) — s7L sen(wsT + so + ﬁg)} dt ANdo. (3.225)

La situacion es similar al caso anterior en cuanto a que no podemos encontrar un
periodo comun en T para las frecuencias wy y ws. Utilizando el mismo procedi-
miento de cambiar de variables a las coordenadas tipo I, II, III y IV encontramos

que la forma de Euler se expresa como,
e = i{k%ri)z(w;% 1)+ (P (@ - )

_ kST’]%?g {(QJ}% — k2 + (Usz — Sz)xy + 2(k5 + wkws)‘/l —x2,/1 = yz} }
/ 27t (swy + kews) V1 — 221 = y2 (krgx — sgy)? - dx Ady, (3.226)

con el signo positivo correspondiendo a las regiones tipo I, IV y el signo negativo
para II y I1I. El resultado de la integracion sobre todas las regiones sobre x €
[—1,1] yy € [—1,1] depende, al igual que los casos que hemos visto, del orden de

integracion, de manera tal que tenemos para las regiones tipo I y IV,

k 1 k 1 k2 32
/ e(z)dxdy = EIM arctanh Q +1i ~rk( ) , (3.227)
% 7T swy + kws s7l sl (swy + kws)
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invirtiendo el orden de integracion,

1 A2 2
/ e(z)dydx = A ks + wws arctanh % +i slrs (57— w5) : (3.228)
LIV 7T swi + kws kry ki (swy + kws)
Mientras que para las regiones tipo I y 111 obtenemos,
k 1 k 1 k2 2
/ e(z)dxdy = A ks + wrws arctanh 4 —1 ~rk( «“’) , (3.229)
LIV 7T swy + kws s7l sFL(swy + kews)
y
1 A2 2
/ e@dydx = 4 ks + s arctanh % —1i slrs (5" = w5) : (3.230)
LIV 7T swy + kws kry ki (swy + kws)

Al no tener un periodo en comun en T consideramos una combinacién lineal de
los resultados de cada tipo de region, asi para el orden de integraciéon “dxdy” se

tiene un espectro,

4k krh kri(k — «?
2K Ws retanh | k| 4 ~1k( L - X (3:231)
7T sy, + ke s s7L(swy + kws)

y cuando “dydx” se obtiene otro espectro topolégico,

A ks + wiws arctanh ﬁ +i 555(52 @)
7T swy + kws kry kr (swy + kews)

] = 1y, (3.232)

con ny,1ny € Z. Analizando estas expresiones vemos que el primer término en

el lado izquierdo de la igualdad es principio un niimero que puede ser entero

1
kry

71
siempre y cuando =% < 1y 2% < 1, mientras que el segundo sumando es un
7 kr]i

numero puramente imaginario. Al ser esta expresiéon un namero entero, 11 6 1y,

necesariamente este segundo término imaginario tiene que ser cero. Esto implica
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2
que tanto wi = k¥ y w? = s%. Recordando que wi = 1/k? — % tenemos como

consecuencia ’?—22 = 0, de tal forma si consideramos que m # 0 debido a (3.116),

entonces la constante cosmoldgica debe ser cero A = 0. Esto en el espacio de fondo
significa que recuperamos tanto el espacio de Minkowski como el espectro
que encontramos anteriormente para tal caso. Podemos concluir que en este caso
no existe espectro topoldgico sobre un fondo de de Sitter dada tal configuracién
de modos de oscilacién con wy # ws. Si consideramos que wy = wg tenemos que
la region de integracion en direccién T tiene un comportamiento peridédico con
periodo i—: Esto significa que para cubrir la regién de integracién, o € [0,27],
T € [0, i—:], necesitamos sumar el resultado de un nimero igual de regiones tipo I,
IV y tipo 11, I11. El resultado, en este caso para las regiones tipo I y IV en ambos

6rdenes de integracion,

12 2 1 152 _ (2
/ e(z)dxdy = EH‘—W;() arctanh t—’{ + iM' (3.233)
LIV T kawy i 2k7wy
2 2 51 A (K2 — 2
/ e(z)dydx = zﬂ arctanh r—li + iu, (3.234)
ILIIT T kwy e 2krwy
mientras que para las regiones tipo II, I11,
12 2 1 112 _ o2
/ e(z)dxdy = Eﬂ arctanh i—’{ — iM' (3.235)
LIV T kwy Fr 2k7 wie
i2 2 1 A (k2 _ (2
/ e(z)dydx = Eﬂ arctanh r—]{ — iu. (3.236)
ILIII T kwy I 2kr wy

Al sumar los resultados de las regiones la parte imaginaria se anula y obtenemos
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para el orden de integracion “dxdy”,

2 2 1
4k? 2 ﬂ arctanh <i—k> =n (3.237)
7T kwk 1’]1

mientras que para el orden inverso “dydx”,

2 2 =1
4kZEM arctanh (r—k> = n. (3.238)

Vemos que se establece una relacion discreta entre las amplitudes de los modos
de oscilacién r{, 7 y que estable un orden entre ellas, yasear; < 7L 6 i > 7i; a
diferencia del caso en que el fondo es de Minkowski, también participa en dicha
relacion de discretizacion la constante cosmoldgica debido a que wy = /k? — "11—22
De manera similar al caso plano podemos considerar una expresion que sea valida

para cualquier orden de las amplitudes de los modos de oscilacion,

=n, (3.239)

con n € Z. Estos resultados se reducen a los correspondientes que obtuvimos
considerando un fondo plano (3.82), de tal forma que son consistentes en el limite

en que la constante cosmolégica tiende a cero, A — 0.

A continuacién estudiamos los casos en que la cuerda se propaga sobre un fondo
BTZ con ] = 0y Q = 0y un espacio-tiempo de anti de Sitter. Expondremos las
soluciones y veremos que no es necesario repetir el andlisis recién hecho y que
basta simplemente con tomar los resultados que hemos obtenido para el fondo de
de Sitter simplemente considerando que Is expresién de la frecuencia de oscilacién

cambia para estos otros casos.
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Espacio de fondo BTZ

Ahora se considera como espacio-tiempo de fondo la solucién de Bafiados, Teit-
elboim y Zanelli (BTZ) en 2 4 1 dimensiones con constante cosmoldgica negativa
[6] para el caso particular en que se describe un agujero negro sin rotaciéon | = 0
y neutro Q = 0, de manera que la métrica que describe dicho espacio-tiempo

depende del pardmetro de masa M y de la constante cosmolégica I = — 1.

La métrica del espacio-tiempo de fondo G se expresa utilizando como coordena-

das del espacio-tiempo {t,7, ¢}, y el elemento de linea tiene la siguiente forma,

2

i — (;_2 - M> ar + dr? + g, (3.240)

(7 - M)

con 2 = —1 y A < 0 la constante cosmoldgica; podemos verificar que es un

espacio de curvatura constante ya que el escalar de Ricci es,

R=—— =6A, (3.241)

donde vale la pena hacer notar que este escalar no depende del pardmetro de masa

M.

A continuacién presentamos las soluciones a las ecuaciones de movimiento hasta
el primer orden en la expansion perturbativa en la norma conforme
para una cuerda que cae radialmente en el agujero negro 2 + 1. Para el
movimiento del centro de masa que describe el orden cero de la expansién pertur-

bativa tenemos que se cumple la relacién de dispersion (3.116) y a partir de ésta
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se obtiene la solucién [40],

1- L _tgit
() = H(x) = o In |
2\/M 1 + m tg TT
A'(t) =r(t) = —%\/ Mm? + E? sen?r
A?(T) = ¢(1) = cte. (3.242)

donde E es una constante de integracion y m representa otra vez la masa asociada

con el centro de masa de la cuerda. Mientras tanto, para el primer orden tenemos,

d il . .
Bt(T, 0') = —+ Z |:r)/lle_1(wk7_k‘7) + ,),ll*el(wkl’—ka’)
m <Z_2 — M> k=1
+ ,yllefi(wk’(‘FkU) + '7’]1*€i(wkl—+ka) , (3243)
E & . )
Br(T, (7') = _E 2 [’)/Ile_l(wkf_ko') + ,Y]l*el(a)k’[—k(f)
k=1

+ Fre~ilwtko) o glxpilwxtko) | (3 044

BY(t,0) =

N | =

i [,)/I%e—i(wkf—ka) + ,Y%*ei(wkl’—ktf)
k=1

+ gpenTthe) 4 g2eellwTtho) | (3.245)

donde la frecuencia de oscilacién esta dada por

2
we =1/ k2 + ";—2 (3.246)
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Hemos de notar que la frecuencia en este caso siempre es real para cualquier valor
de k, a diferencia del caso anterior (de Sitter) para el cual la frecuencia puede llegar
a tomar valores imaginarios. En la notacién polar para los modos de oscilacién,
'y}f = rfe_iﬁf, '7,15 = 7£e_i/§§, la solucién a primer orden es,
20t >
t _ T 1 1
B'(t,0) = 7y Y. [rk cos(wy T — ko + Bi)

m <l—2 — M> k=1

+ —Hﬁ cos(wyT + ko + B}()} , (3.247)
2

B'(t,0) = —WE ) [r,l cos(wiT — ko + Bi) + 74 cos(wi T + ko + Bi)} ,  (3.248)
k=1

2 oo
B (c,0) = 2 37 [ cos(ant — ko + B

+ 72 Leos(wyT + ko + BR[| . (3.249)

A partir de calculamos la funcién métrica que es el factor conforme de la
métrica inducida, necesaria para encontrar la forma de Euler a segundo orden.
Vemos que al contraer las derivadas respecto a ¢ de las soluciones a primer or-
den con la métrica del espacio de fondo la expresién que obtenemos para el factor
conforme es igual a salvo que la frecuencia de oscilacién en este caso es-
ta dada por (3.246). Siendo asi los casos analizados para el espacio-tiempo de
de Sitter son validos para BTZ simplemente considerando que frecuencia de os-
cilacién wy que corresponde. Presentamos a continuacion las soluciones para AdS
en D dimensiones, para el cual se tendra una situacién similar, para después hacer

un recuento de los espectros para los tres espacios de fondo que encontramos.
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Espacio-tiempo de anti de Sitter

Como un tercer ejemplo de soluciones perturbativas presentamos el caso de la
cuerda propagandose en un espacio-tiempo de fondo de anti de Sitter de D di-
mensiones. Las soluciones se pueden encontrar a partir del caso BTZ con | = 0,
Q = 0, simplemente sustituyendo M = —1 tanto en la expresién para la métrica
de fondo como en las soluciones a los distintos 6érdenes, y considerando D — 2

coordenadas angulares. De esta forma la métrica para el espacio-tiempo es,

2 1

d? = — (140 ) dP+ ——dr +d0? ,, (3.250)
12 1+ 5

l

donde dQ)p_; es el elemento de linea para una D — 2 esfera. En este caso la cons-

tante cosmolégica esta relacionada con [ a través de,

?=— (D - 12)/(XD — 2), (3.251)

y el escalar de curvatura para D dimensiones resulta constante y negativo,

_ D(D-1) 2D
R=-——F— =5 (3.252)

De esta forma la solucion a orden cero es [41],

[ 1—iktgnr
A1) = K1) = —o;In | m B LT]
2i 1 +l%tg TT
!
Al(t)=r(t) = -V E?2 — m? sen?T,
A%R-1(T) =cte, para R=2,...,D—1. (3.253)
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Mientras que para el primer orden,

Bt(T, 0) _ Ot i [,)/Ile—i(wkr—ka) + ,Y]%*ei(wkf—ka)

m (1+§—§> k=1

+ ’7,167i(wk7+k‘7) + ,ﬁ*ei(a)kr+k0) ., (3.254)

E & . ,
Br(T, 0') = —a Z |:f)/llg_l(wk7_k‘7) + ,Y]l*el(wk”[—ko’)

+,?Ile—i(wkl'-l—ko’)_{_;);]l*ei(a}k”[-‘rk(f) , (3255)

1 o
rsenf;sent; - --senfr_o (=

BGR_l (T, 0.) _ [,Yllje—i(wkr—ka) + ,Yllca*ei(wkf—k(f)

_|_,?Iljefi(wk’l'+k0')_i_,yllj*ei(wk’l'+k(7) , (3256)

conR =2,...,D -1, ycuando R = 2 el factor que acompaiia a la expansién en
B% es simplemente 1. La frecuencia de oscilacién para este caso es la misma que

en el ejemplo anterior y los modos de oscilacién cumplen la misma relacién,

wWp = \/ K2+ —. (3.257)

Las soluciones a primer orden en la notacién polar

20,7

B(t,0) = ——m <1+ 7;) 2

[r,{ cos(wyT — ko + B)

+ +T’,1 cos(wyT + ko + Bi) , (3.258)
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B'(r, Z [rk cos(wyT — ko + Bi)

k=1

§|m

+ +7} cos(wyT + ko + B}{)} , (3.259)

B%-1(1,0) =

1 0 2 .
T—ko
rsenfysent; - --senfr_» k—z‘i [Vk Cos(a)k + ng)

+ +7R cos(wyT + ko + Bf)} . (3.260)

Al igual que para BTZ las expresiones para los espectros encontradas en el caso

de de Sitter se puede tomar para este caso considerando la frecuencia para AdS.

Recuento de los casos

Los resultados que se obtienen para el espectro topoldgico considerando algunas
configuraciones particulares para los modos de oscilaciéon que describen perturba-
tivamente la cuerda propagandose sobre un espacio de fondo con curvatura dis-
tinta de cero expuestos para el espacio-tiempo de de Sitter, son los mismos para
los otros dos casos, es decir, para el fondo BTZ y para AdS, esto debido a la forma
del factor conforme de la métrica inducida a partir de la cual se calcula el espectro
topologico. Simplemente lo que distingue un caso de otro es la frecuencia de os-
cilacién de dichos modos, la cual estd involucrada en las expresiones para dichos
espectros. De tal manera que a partir de esos resultados podemos particularizar a

cada situacion, sustituyendo segtn el caso su correspondiente frecuencia.

La primera configuracién es tener solamente un modo de oscilaciéon ya sea dere-
. . . . _igl . .
cho o izquierdo en las direcciones t,7, R = 1, (xi = r,le Py y en las direcciones

angulares solamente el movimiento del centro de masa. El resultado de la inte-
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gracion para los tres casos es cero independientemente de la frecuencia para cada

situacion.

El segundo caso es cuando tenemos un modo de oscilaciéon derecho en las direc-
. _ipl o

ciones t,r, R = 1, a} = rie ifr y un modo de oscilacién izquierdo en alguna
o 0 o iR

direccién angular 6g, sea R = 2, &2 = #2¢~Fs. El resultado es que tenemos dos es-

pectros dependiendo el orden de las variables en las que se realiza la integracion,

(3.217,13.218),

m? kry
oy : = m, (3.261)
s72 (s\/s2 + 5+ kR £ %)
— 1y, (3.262)

:I:ymz s?g
72
: kr,l <s\/52i’?—;+k\/k2j:’?—;>

donde el signo positivo (+) corresponde al caso BTZ y AdS con frecuencia am-
bos wy = /k? ’?—22, el negativo (—) para dS con frecuencia wy = 4/k? — I,
ni,ny € Z, p es una constante debida a la combinacién lineal de tipo de regiones
de integracién que consideramos y [? esté relacionada con la constante cosmolé-
gica A mediante las expresiones dadas en para el espacio-tiempo de AdS,
para dS, como [2 = — 1 para BTZ. En caso de que las frecuencias de os-
cilacién sean iguales para estos dos modos k = s, tenemos de el resultado,

N m_2 2kr}

12 2
r,%\/kzzi:";—z

con el signo positivo (+) para BTZ y AdS, y el negativo (—) para dS. Este espectro

=n, (3.263)

lo podemos reescribir como,

O - A (3.264)



COMENTARIOS

o N _ipl o
El siguiente caso es un modo de oscilacion derecho a} = rie ir y uno izquierdo,

1

1 —ifl L .
I'= 7le~s en las direcciones t,7, R = 1. Concluimos en este caso que no se es-

%
tablece relacién de discretizacién alguna a menos que las frecuencias de oscilacién

sean iguales, es decir, si k = s. A partir de (3.239) tenemos,

2%  m? (ry +71)°
+ = In |k K| =y, (3.265)
s [T

donde de nueva cuenta el signo positivo da cuenta de los casos en que el fondo es

BTZ o AdS y el negativo de dS.

Es importante notar que para todos los casos cuando el fondo es BTZ o anti de
Sitter el espectro topolégico siempre existe sin importar el valor de la frecuencia,
no asi para el fondo de de Sitter donde la realizacién de discretizacion limita los
valores de las frecuencias de oscilacion a ser reales o lo que es lo mismo establece
cotas para la constante cosmoldgica en funcién de la masa, el niimero de modo y
la dimensién del espacio tiempo,

k(D —1)(D —2)

A > ’
2m?2

(3.266)

Lo que descarta frecuencias imaginarias en este escenario, las cuales llevarian a

inestabilidades de las soluciones.

3.6. Comentarios

En este capitulo hemos expuesto de forma detallada todo el proceso para obtener
espectros topoldgicos asociados a la teoria de la cuerda bosénica. Primero estu-

diamos en general el sistema y encontramos expresiones generales para cualquier
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tipo de espacio-tiempo de fondo para la clase caracteristica de Euler, como un
primer acercamiento calculamos espectros cuando la cuerda se propaga sobre un
fondo de Minkowski y lo hicimos para configuraciones particulares de los modos
de oscilacién; esto debido a la dificultad que presenta el caso general para su inte-
gracion. Encontramos relaciones discretas entre las amplitudes de oscilacién, siem-
pre independientes de la fase que tienen asociada. Después encontramos espec-
tros topoldgicos en una aproximacién perturbativa para cuerdas propagandose
sobre fondos de curvatura constante, tales relaciones de discretizacién dependen
de la constante cosmoldgica y son consistentes con el caso plano cuando A — 0.
Ademas vimos que para el caso de un espacio-tiempo de de Sitter como fondo
por el cual se propaga la cuerda, la constante cosmoldgica estd acotada en el valor

minimo que puede tomar.

Estos espectros que presentamos son el resultado matematico sin hacer ninguna
suposicion sobre el sistema fisico o sobre el método para obtener dichas relaciones
de discretizacién. Aun en este caso, en el que no es posible la comparacién con los
resultados del formalismo candnico, encontramos consecuencias fisicas sobre los
pardmetros que determinan el sistema. Es decir, de todos los posibles encajes de la
hoja de mundo en el espacio de fondo, determinados por los modos de oscilacién
de la cuerda en estas configuraciones particulares, solamente son permitidos aque-
llos descritos por la relacién discreta entre dichos modos. Falta mucho trabajo por
hacer para entender el alcance de estos espectros y atin més para establecer un
resultado general que involucre més informacién sobre los estados y su evolucion
dindmica. En trabajos posteriores presentaremos resultados para casos en que te-
nemos soluciones exactas para la cuerda bosénica en fondos con curvatura distin-

ta de cero [4].
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CAPITULO 4

CAMPOS GRAVITACIONALES,
MAPEOS ARMONICOS Y
ESPECTROS TOPOLOGICOS

Las soluciones estacionarias con simetria axial a las ecuaciones de Einstein en el
vacio juegan un papel muy importante en la descripcion de objetos astrofisicos, de-
bido a que representan el campo gravitacional exterior de fuentes que poseen un
momento angular y dicha simetria. Podemos encontrar dentro de esta descripcion
agujeros negros que tienen tales simetrias en el vacio y también los casos en que se
encuentran presentes campos electromagnéticos. Debido a las simetrias que posee
esta familia de soluciones el problema se puede reducir a encontrar tres funciones
métricas que dependen tinicamente de dos pardmetros del espacio-tiempo y a re-

solver cuatro ecuaciones diferenciales para dichas funciones métricas, sin embar-
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go dos de estas ecuaciones se resuelven por cuadraturas una vez que las otras dos
funciones métricas se conocen [70]. Esto se puede considerar como un problema
donde se tienen dos funciones métricas que dependen de dos pardmetros y que
son solucién de dos ecuaciones diferenciales, las que se consideran las ecuaciones
diferenciales principales para los espacios axisimétricos estacionarios. Estas ecua-
ciones pueden determinarse a partir de un Lagrangiano para estos dos campos
gravitacionales que dependen solamente de dos variables del espacio-tiempo. En
dos trabajos Ernst [22]], [23] encontré a partir de esta visién una representaciéon en
términos de un potencial que permite sistematizar el proceso para encontrar solu-
ciones a dichas ecuaciones diferenciales, y di6 lugar al desarrollo de técnicas de
generacion de soluciones para dichos espacios-tiempo [68]. En particular se encon-
traron soluciones con un ntimero arbitrario de momentos multipolares [58, 59, 61~
63] para la masa y el momento angular, siendo utilizadas para describir el cam-
po gravitacional de distribuciones de masas con simetria axial y con rotacién. La
descripcion a través de dicho Lagrangiano se puede identificar con los modelos
sigma no lineales [45], siendo que se puede encontrar una relacién entre los La-
grangianos de ambas representaciones [16], esto es, el Lagrangiano “reducido” de
Einstein-Hilbert para campos gravitacionales con dos vectores de Killing que con-
mutan se puede identificar con el Lagrangiano canénico de un modelo sigma no
lineal SL(2,R)/SO(2). Esta descripcion puede sugerir una interpretacion de estas
soluciones para el campo gravitacional como configuraciones en el contexto de la
teoria de cuerdas, ya que la accién de Polyakov [34] a partir de la cual se puede
describir este tipo de objetos es la accién de un modelo sigma no lineal (o lineal

en algunos casos).

Sin embargo veremos que es imposible hacer una identificacién de la accién re-

ducida de los campos gravitacionales estacionarios con simetria axial con una
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accién de teoria de cuerdas, la cual tiene como una caracteristica principal que,
dentro de su representacién como modelo sigma no lineal, el espacio base es de
dimensién dos. Para llevar a cabo tal identificacion serd necesario recurrir a una
generalizaciéon de los mapeos armoénicos cuyo principal distintivo serd una inter-
accion entre el espacio base y el espacio de fondo (target) del mapeo arménico
generalizado, que queda reflejada en la dependencia explicita en las coordenadas
del espacio base de la métrica para el espacio de fondo. El buscar la represen-
tacion como modelo sigma no lineal ha tenido como motivacién utilizar el pro-
ceso de cuantizacién candnica que se utiliza en la teoria de cuerdas, sin embar-
go esta busqueda nos llevé a una nueva representacion de estos campos gravita-
cionales como cuerdas bosénicas generalizadas para lo cual fue necesario definir
los mapeos armoénicos generalizados. AUn mads, esta nueva forma de describir
los campos gravitacionales estacionarios con simetria axial admite una extension
dimensional del espacio de fondo en el mapeo arménico generalizado que per-
mite describir espacios-tiempo estéticos. Teniendo a mano esta representacion de
los campos gravitacionales estacionarios y estdticos resulta inmediato plantear la
cuantizacion topoldgica para tales sistemas y a partir de esto obtener el espectro
topolégico desde esta descripcion geométrica alternativa. La cuantizacién topo-
l6gica de campos gravitacionales tiene como escenario natural la configuracién
clasica en cuatro dimensiones (Mg, w) que consiste en la variedad Riemanniana
(M, g) solucion a las ecuaciones de Einstein y con w la conexién de Levi-Civita.
El caso de campos gravitacionales a partir de esta configuracién clasica ha sido
explorado en profundidad por Patifio y Quevedo en [54], con resultados alenta-
dores. Esto debido a que se han encontrado relaciones de discretizacion para los

pardmetros fisicos de agujeros negros y campos gravitacionales.

En este capitulo abordaremos esta nueva representaciéon haciendo una revision
161



CAMPOS GRAVITACIONALES, MAPEOS ARMONICOS Y ESPECTROS TOPOLOGICOS

de este tipo de soluciones y su representacién como modelos sigma no lineales.
Definiremos los mapeos armoénicos generalizados y la extensién dimensional apli-
cable a estos y a partir de esta nueva representacion plantearemos el escenario
geométrico punto de partida para la cuantizacién topolédgica y calcularemos el
espectro topolégico para el caso estatico asintéticamente plano, es decir, la solu-
cién de Schwarzschild. Ademads encontraremos el espectro topoldgico a partir de
la configuracién clasica natural (Mg, w) a fin de comparar con el resultado de uti-

lizar la representacion a partir de los mapeos arménicos generalizados.

4.1. Campos gravitacionales axisimétricos estacionarios

Un campo gravitacional estacionario es aquel que posee un campo vectorial de
Killing K; tipo tiempo cuyas 6rbitas corresponden a la existencia de un grupo
uniparamétrico de isometrias, mientras que cuando las érbitas correspondientes
a un grupo de un parametro de isometrias son cerradas y tipo espacio lo que tene-
mos es un espacio-tiempo con simetria axial, es decir, posee un campo vectorial de
Killing K tipo espacio asociado a dicha isometria. Un espacio-tiempo estacionario
y con simetria axial es aquel que tiene simultaneamente estos dos campos vectori-
ales de Killing y ademas la accién de dichas isometrias conmuta, lo cual se puede
expresar mediante el hecho de que los vectores de Killing asociados conmutan
(701,

K1, K;] =0. 4.1)

Podemos escoger coordenadas adaptadas a estas simetrias del espacio-tiempo de

manera que la métrica no dependa explicitamente de ellas, es decir, si escogemos

a t como la coordenada temporal tenemos que a‘g;’h = 0y el vector de Killing tipo
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tiempo tendrd coordenadas ¢%; de igual forma si escogemos a ¢ como la coordena-
da azimutal entonces %Zb = 0y las componentes del vector de Killing tipo espacio
son ¢%,. Haciendo algunas suposiciones que nos llevan a que los planos ortogo-
nales a los vectores de Killing % y % son integrables, utilizando las ecuaciones de
Einstein en el vacio y tomando coordenadas cilindricas (t, p, z, ¢) se puede llegar a
una métrica g, = (0, 2) cuyo elemento de linea mas general se puede expresar

como,
ds®> = f(dt — wdg)? — % {ezk(d,o2 +dz?) + pzd(pz} , (4.2)

con f = f(p,z), w = w(p,z) yk =k(p,z). A la métrica asociada a este elemento

de linea se le conoce como la métrica de Weyl-Lewis-Papapetrou [68, 70].

Introduciendo una nueva funciéon Q) = Q)(p, z) mediante las relaciones,

y después de algunos desarrollos se puede encontrar que las ecuaciones de Eins-

tein en el vacio se expresan de la siguiente manera,

L0pl000f) + 221 + 7 @00 + (0:00° = 0, — 0o =0, (4

1 2
500(P9p02) + 920 — 7 (3o 3,0 + 9. £ 9.Q) = 0, (4.5)

siendo estas las que llamaremos ecuaciones principales para las campos gravita-

cionales estacionarios con simetria axial; y ademads tenemos un par de ecuaciones
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mas para la otra funcién métrica k(p, z),

Ik = 2 [@of 7 + @500 = (@£ — .07

9.k (8pf 32f + 9,0 0.0Q) . (4.6)

.
2f2

Se puede notar que este dltimo par de ecuaciones para k puede ser integrado por
cuadraturas una vez que se han resuelto las ecuaciones para las funciones métricas
fy Q, razén por la cual estas son las funciones métricas relevantes y sus corres-
pondiente ecuaciones son llamadas las ecuaciones principales. Podemos
considerar a partir de estos resultados el caso particular en que el campo gravi-
tacional es estético, lo que significa que no se puede distinguir en qué direccién
rota el sistema, es decir, es invariante bajo la transformacién ¢ — —¢. Esto debe
reflejarse en la métrica asociada al elemento de linea en el hecho de que no
deben existir términos fuera de la diagonal para la métrica en lo que se refiere a
sus componentes asociadas a la coordenada t. El elemento de linea para el caso

estatico se puede obtener a partir de (4.2) considerando la funcién métrica w = 0,

1
ds* = fdt* — 7 [eZk(dp2 +dz?) + pqu)z} , 4.7)

mientras que con esa misma eleccién para dicha funcién métrica en las ecuaciones

de campo (4.4 nos lleva a las correspondientes ecuaciones del campo estatico,

J0(09,5)+BF = 7 [@u P+ 0:7] = @)
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%k = 47 | @ef)? = (o1

9.k = - (3,f 9.f) . (4.9)

las cuales se pueden escribir de manera conveniente si introducimos una redefini-

cién para la funcién métrica f = €%,

1
NP+ Eap¢ + 02y =0, (4.10)

dpk = p | (9p9)2 — (2:9)?],
.k = 209, 49.p. (4.11)

De manera que podemos reconocer la ecuacioén principal para el campo estético
(4.10) como la ecuacion lineal de Laplace en coordenadas cilindricas para la fun-
cién métrica 1. Se puede encontrar la solucién mds general que cumpla la condi-

cién de ser asintéticamente plana [68]],

> a, z
p=Y) ————Py(cosf), cosf=——, (4.12)
n=0 (p2 + 22)—”3“1 p? + 22

con P, los polinomios de Legendre y a, constantes arbitrarias, las cuales determi-

nan las distintos espacios-tiempo dentro de esta familia de soluciones. La solucién

general para k es,

Bt (m + 1) (n + 1
0 (n +nn:2(r 2) (PZ)‘(F 22) ”2’%“2 (PuPin = PuiaPrsr). (413)
n,m=

k=—

Estas coordenadas no son las mds apropiadas para ciertas soluciones, particular-
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mente aquellas que presentan un grado de simetria mayor como los casos en que
existe simetria esférica, es decir, la solucién de Schwarzschild. Trataremos mas
adelante este caso en coordenadas que explotan la simetria esférica dentro del con-
texto de los mapeos armoénicos generalizados con el objetivo de aplicar el método

de la cuantizacién topolégica para encontrar el espectro topolégico.

4.2. Representacion como mapeos armonicos

En esta seccion revisaremos brevemente la forma en que pueden representarse los
campos gravitacionales estacionarios con simetria axial como mapeos arménicos
y veremos que no es posible hacer una representacion tal que el espacio base del
mapeo armoénico sea de dimensién dos. Esta imposibilidad no nos permite hacer
una analogia con la teorfa de cuerdas para representar dichos sistemas, por lo
que serd necesario hacer una generalizaciéon de los mapeos arménicos de mane-
ra que sea posible lograrlo. La accién de Einstein-Hilbert tiene como (densidad)
Lagrangiano /[g[R que calculado a partir de la métrica para los campos estacio-
narios con simetria axial g contiene términos de segundo orden en las derivadas

de la métrica con elemento de linea (4.2),

e*po 1 1
VIsIR = 2| = S (47267 @3 ) — 21205 +221)+

+307 | (pf)2 + (3:)?] —200pf)2 = f* | (Bpe)? + (B2w)?] )] - (419

Estos términos de segundo orden en las derivadas de la métrica g,, no deben
aparecer en la accién para los campos gravitacionales debido a que las ecuaciones
de campo son de segundo orden en las derivadas de g,;. Sin embargo, estos térmi-

nos son lineales y pueden ser eliminados al expresarlos como divergencias totales
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obteniendo,

A 1 2 2 2 1 2 2
Lo =2pk+5 [(apw) + (3,w) ] -2 [(apf) + (3:f) } . (4.15)

Este procedimiento se puede hacer en general para cualquier caso de campo gra-
vitacional, expresando todo en términos de las componentes de la métrica y de los
simbolos de Christoffel los cuales contienen derivadas hasta de primer orden de

Sap [39], de manera que la expresion para el Lagrangiano “reducido” o de segundo

VIgl8 = /18l 87 (TheTS, — TTS.) (4.16)

Regresaremos maés adelante a esta expresiéon cuando encontremos el Lagrangiano

orden es,

que describe el campo gravitacional de Schwarzschild.

Podemos observar que este Lagrangiano posee “coordenadas” ignorables en las
funciones w y k, por lo que es posible aplicar el procedimiento de Routh [27] de

manera que dpk no aparecerd mas en la accion,

b= g @+ 0?45 (e + @], )

con lo que obtenemos un Lagrangiano que solamente depende de dos de las fun-
ciones métricas que a su vez solamente dependen de dos de las coordenadas del
espacio-tiempo, f = f(p,z) y w = w(p, z). Introduciendo las redefiniciones (4.3)
en el Lagrangiano que hemos encontrado (4.17), llegamos a una expresién para

L en términos de O(p, z),

Lot = 2% (3% + (8:)2 + (3,0 + (2:0)?], (4.18)
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con lo cual la integral de accién se puede expresar como,

Sy = / Lodtdgdodz. (4.19)

Hemos definido los mapeos armoénicos en el apéndice [B]y los encontramos en el
capitulo anterior como la estructura matemadtica sobre la que descansa la accién
de Polyakov como un caso especial de dichos mapeos. La accién para un mapeo

armoénico es,

S = /d’”x |’y|7“b(x)8aXV8bX"Gw, (4.20)

donde x%,a =1,...,m, son las coordenadas para la variedad base M con métrica
~(x) y X*, u = 1,...,n, son las coordenadas para la variedad de fondo N con
meétrica G(X). Las ecuaciones para X* que se siguen de la variacion de esta accién

son,
1

Vil

con FP;/ ), los simbolos de Christoffel asociados a la métrica G del espacio de fondo

R ( Ivlfy”baaX”> +1" 98, X 9, X" =0, (4.21)

N. La accién “reducida” para campos gravitacionales estacionarios con simetria
axial (4.19) se puede plantear utilizando estos mapeos armoénicos haciendo las
siguientes elecciones. Consideramos el espacio base M como el espacio-tiempo

estacionario con simetria axial descrito por la métrica de Weyl-Lewis-Papapetrou

@2,

f 0 0 —fw
0 —% 0 0
Yab = o2k ’ (422)
0 0 -4 0
_ 2_ 0
fw 0 0 fw=17

mientras que para el espacio de fondo N consideramos un espacio de dimensién
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dos con coordenadas X* = (f,()) y con una métrica G dada por,

1
GP’V - ?5’41/, ]/l,V - 1, 2. (4.23)

Incluyendo esta informacién en la acciéon de los mapeos armoénicos se repro-
duce el Lagrangiano del campo estacionario con simetria axial y en conse-
cuencia también la accién (4.19). Las ecuaciones de campo principales se
pueden obtener ya sea por variacion directa de la accién, es decir, utilizando las
ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos f y () con el Lagrangiano
o0 a partir de las ecuaciones que definen el mapeo armoénico con las métri-
cas que recién hemos establecido tanto para el espacio base como para el
espacio de fondo (4.23). Este resultado fue primero obtenido por Ernst [22] dando
lugar a lo que se conoce como la representaciéon de Ernst, (mientras que Matzner
y Misner llegan a un resultado similar en la reduccién a un nuevo Lagrangiano
para obtener las ecuaciones principales de los campos axisimétricos estacionarios
aunque en un nuevo conjunto de funciones métricas [43]). Cabe mencionar que se
puede entender esta representaciéon como un modelo sigma no lineal en el que el
espacio de fondo es el espacio cociente SL(2,IR)/SO(2) y el Lagrangiano se puede

expresar en términos de los generadores del grupo de Lie SL(2,R) [16].

El Lagrangiano reducido depende solamente de dos campos gravitacionales
que a su vez dependen tinicamente de dos de las coordenadas del espacio-tiempo
p v z, esto sugiere buscar una representacién como mapeo armoénico en la cual
el espacio base M sea una variedad de dimensién dos. Sin embargo, este La-

grangiano depende explicitamente de la coordenada del espacio-tiempo p, es de-

E)‘Cst
dp

el espacio base M tal que aporte este factor de p al Lagrangiano. Veamos esto, si
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consideramos una métrica general en dos dimensiones,

h
hy s

) (4.24)

donde las tres funciones hy, hy y h3 dependen de las coordenadas (p, z); buscamos
la forma diagonal de la métrica, la cual queda determinada por la siguiente expre-

sidn en su version contravariante,

(hy +h3+ A)~1 0
Yab = , (4.25)
0 (l’ll + h3 — A)_l

con A = \/(I’lg — h1)2+ 12 y determinante dety,, = v = (h + h3)* — A% De
manera que la combinacién /]7[y* que dentro del Lagrangiano del mapeo ar-

monico podria proveer del factor p toma la siguiente forma,

. [B 0
V™ = , (4.26)

0 B!

donde B = %. Utilizando esta tltima expresion para /|y[y*’ en la accién
(4.20) y tomando como campos en el espacio de fondo X* = (f,}) obtenemos un

Lagrangiano con la siguiente forma,

L' = B(3,f)*Gys + B 1(02f)*Gfs + B(0pQ)*Gan + B~ (0:Q)°Gaa,  (427)

a partir del cual podemos concluir que la tinica manera de reproducir la forma

que tiene el Lagrangiano (4.18) en lo que se refiere a las derivadas de las funciones
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métricas respecto a las coordenadas del espacio-tiempo es si B = 1, por lo que
V]7[7* = 5%. Esto nos muestra que es imposible incluir el factor de p mediante
una métrica dos dimensional para el espacio base de manera que se reproduz-
ca el Lagrangiano para los campos estacionarios con simetria axial. Esto es, no
existe una representaciéon (2 — 1) como mapeo armonico que reproduzca este
Lagrangiano. Sin embargo veremos que es posible, mediante la definicién de los
mapeos armonicos generalizados lograr tal representacién, absorbiendo el factor p

en la métrica del espacio de fondo G, lo cual analizaremos en la siguiente seccion.

4.3. Mapeos armoénicos generalizados

Como mencionamos en la seccién anterior, representar campos gravitacionales
estacionarios con simetria axial mediante un mapeo arménico que tenga como es-
pacio base una variedad de dimensién dos es imposible, por lo tanto es necesario
definir lo que hemos llamado mapeos armoénicos generalizados. En esta secciéon
procederemos a dar tal definicién, analizar sus propiedades y encontrar el caso

particular que describe los campos axisimétricos estacionarios.

Consideremos dos variedades diferenciales M y A de dimensién m y n respecti-
vamente y un mapeo suave entre ellas X : M — N. Asignemos coordenadas x”
cona=1,...,mpara My Xt conu =1,...,npara N y las métricas v = ~(x)
y G = G(X, x) respectivamente. Un mapeo armoénico generalizado (m — n) se

define como aquel mapeo suave X : M — N que satisface las ecuaciones

N

Vil

% ( |7|'y“"8aX’*) F T 99, X 0, XM + Gy 8,XY 8,Goy = 0,  (4.28)

las cuales se obtienen a partir de la variacion respecto a X* de la accién generali-
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zada,

Sgen = / "L gen, (4.29)
con Ly el (densidad) Lagrangiano dado por,

Loen = |'y|’y“b(x)8aXV8bXVGW(X,x). (4.30)

La generalizacion consiste en que hemos introducido una dependencia explicita
de las coordenadas del espacio base x* en la métrica para el espacio de fondo
G = G(X, x), lo cual hace que las ecuaciones de campo tengan un término
extra respecto a las ecuaciones de los mapeos armoénicos y refleja la exis-
tencia de una “interacciéon” entre el espacio base M y el espacio de fondo NV. Es
importante mencionar que los simbolos de Christoffel I | asociados a la métrica
del espacio de fondo Gy, se calculan de la manera usual, es decir, sin tomar en
cuenta la dependencia explicita en las coordenadas x*. A diferencia del caso de
los mapeos armoénicos en el que basta tener como espacio de fondo G,y = 17y, €s
decir, F}L , = 0, para obtener un sistema lineal, para los mapeos armonicos gene-
ralizados esto no es vélido pues se tendria que contradecir las suposiciéon de que
dpGyuy # 0. Aunque también es posible obtener un sistema de ecuaciones lineales,

las condiciones que se deben satisfacer son mas complicadas,

b (r“mabXA n GWBZ,GW> 9.X" = 0. (4.31)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden no lineal,
cuyas soluciones nos dardn como resultado mapeos armoénicos generalizados li-
neales, sin embargo, el sistema es bastante complicado por lo que encontrar este

tipo de mapeos no es inmediato.
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4.3.1. Simetrias de la accion

A continuacién analizaremos las propiedades de simetria que tiene la accién de
los mapeos arménicos generalizados cuando consideramos transformaciones que
involucran tanto al espacio base M como al espacio de fondo Ny las transforma-
ciones que se inducen en los correspondientes tensores métricos. Empezaremos
con las transformaciones sobre el espacio de fondo N, tomando en cuenta los
difeomorfismos,

X1 XM = X'(X). (4.32)

Estos no afectan la métrica del espacio base v,;(x) debido a que esta no depende
de dichas coordenadas, mientras que la métrica del espacio de fondo G, (X, x) y
las derivadas parciales de los campos X* se transforman de la manera usual, es

decir, el tensor métrico G se transforma como un tensor covariante de rango dos,

0X* oXP
W = 3307 30 Cobr (4.33)

y para las derivadas parciales de los campos X¥,

axX'H
oX*

9 XM = daX™. (4.34)

De manera que tomando en cuenta como se transforman estas cantidades pode-
mos verificar que el Lagrangiano de los mapeos arménicos generalizados (4.30) es

invariante bajo los difeomorfismos sobre el espacio de fondo N.

Para la invariancia bajo difeomorfismos o reparametrizacién del espacio base M,
x" = x'*(x) dedicaremos un poco mas de atencion debido a la dependencia ex-

plicita de la métrica del espacio de fondo en las coordenadas del espacio base,
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Guv = Guv(X, x). El elemento de volumen /|| d™x es invariante bajo estas trans-
formaciones por definicién, es decir, asi ha sido construido, de manera que nues-
tro andlisis lo podemos enfocar al resto de los factores del Lagrangiano. Para este

efecto introducimos la notacion,

hﬂb(X/ X) — aaXHabXVGyU(X, X), (4.35)

de manera que este elemento del integrando de la accion se puede expresar como
Y™ (x)h,p(X, x). Sabemos que la forma contravariante de la métrica del espacio

base 7" transforma como un tensor de rango (2,0),

/ b
ap 90X ox” 4

- = 4.
9x¢ axd |’ (236

de manera que la expresién 7’h,, (X, x) se transformard como un escalar sola-
mente si el objeto A, (X, x) se transforma como un tensor de rango (0,2). Esto es,
la accién de los mapeos armoénicos generalizados serd invariante bajo los difeo-
morfismos sobre el espacio base si h,,(X, x) son las componentes de un tensor
(0,2), el cual corresponderd a la métrica inducida sobre el espacio base M por el
mapeo X : M — N. Entonces el tensor h cuyas componentes estan dadas por
hap (X, x) sera h = X*G, donde X* es el pullback asociado al mapeo X : M — N.

Consideremos la version infinitesimal del difeomorfismo,

x* — X" = x" +ed?(x), (4.37)

con € un pardmetro infinitesimal, bajo el cual los tensores métricos se transforman
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de la siguiente forma,

Yab = Vap = Yab + €£eYap = Yab + €(0cYabC" + Yep9alC + YacOpCC), (4.38)

,Yab N ,y/ab _ ,yab + €£§,)/ab _ ,Yab + e(ac,),abéc . ,)/cbacéa _ ,Yacacérb)’ (4.39)

las cuales tienen como version finita la expresion (4.36) para el tensor contrava-

riante y
, 0x¢ ox?

Yab = WW')’CW (4.40)

para la version covariante. Este difeomorfismo sobre el espacio base induce so-
bre los campos X* y la métrica G, (X, x) las siguientes transformaciones hasta el

primer orden en ¢,

XH(x) — XM(x') = XP(x) + €d.X"E(x), (4.41)

y para la métrica del espacio de fondo,
Guv (X(x),x) = Gy (X(x),x")
G (X(x'),x") = Gy (X(x),x) + € [EMGWGCXACC + GCGWCC] ) (4.42)

Con el objetivo de encontrar la manera en que se transforma (4.35)) bajo los difeo-

morfismos (4.37) definimos el siguiente objeto geométrico,

h = hay(X, x)dx"dx? = Gy (X(x), x) 9, X", X" dx"dx?, (4.43)
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e identificando dX*(x) = 9,X"dx" podemos expresarlo también como,
h = Guy (X(x),x)dXH(x)dX"(x). (4.44)
Utilizando (4.41)) y (4.42) en esta dltima expresion (4.44), encontramos el efecto del

difeomorfismo (4.37),

W = Gy (X(x'), ') dX (<)X (')
- [GW (X(x),x) +€(9,9:X¢ + acG;wCC)} X

X d[XP(x) + € XHE] d] XY (x) + €0, X,

y conservando términos hasta el primer orden en € y después de alguna manipu-

lacién algebraica obtenemos,

= {GW (X(x),x) 0aX"9pX" 4+ € |0c |Gy (X(x), x) 0, X109 XV ]| E°+

+ Gy (X(x), %) 9:XM0, XV 08¢ 4 Gy (X (%), x) 9,X"9. XV 0,E¢ | bdx"dxP. (4.45)
H M

En esta tltima expresion podemos identificar a las componentes h,;, (4.35), de ma-

nera que tenemos,

W= [hab (X(x)/ x) +e (achubgc + hcbaaéc + hacabéc) } : (4-46)

Mediante (4.38) podemos reconocer que h,;, (X(x), x) cambia bajo los difeomorfis-

mos infinitesimales sobre el espacio base como,

hap — I’l;b = hy, + €£hyy, (4.47)
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de manera que podemos considerar que bajo un difeomorfismo finito las compo-
nentes 1, (X(x), x) se transforman como un tensor de rango (0,2) (4.40), es decir,
hap se pueden considerar las componentes de la métrica inducida inducida
h sobre el espacio base M debida al mapeo X : M — N a través del pullback X*,
h = X*G. Con esto probamos la invariancia de la accién de los mapeos
armonicos generalizados bajo los difeomorfismos o reparametrizacion del espacio
base. Esta simetria de la accién de los mapeos arménicos generalizados es un refle-
jo de la invariancia bajo difeomorfismos presente en la accién de Einstein-Hilbert;
esto es, la invariancia bajo difeomorfismos se reduce a la invariancia respecto a

transformaciones de las coordenadas del espacio-tiempo.

Si el espacio base es de dimension dos, existen otro tipo de transformaciones que
involucran a la métrica ~ llamadas transformaciones de Weyl las cuales dejan inva-
riante la acciéon de los mapeos armonicos, y representan un reescalamiento hecho

sobre el espacio base M dado por,
Yab = Vi = & Yaby (4.48)
mientras que para la version contravariante tenemos,

,)//ab — ef(T(X),.Yab’ (4.49)

y la raiz del determinante de la métrica y = det(7y,;) es,

Iv' =/, (4.50)

Al igual que en el caso de los mapeos armonicos, en la accién de los mapeos ar-

monicos generalizados el tnico elemento afectado por este tipo de transforma-
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ciones es /]7[7™ . De manera que, utilizando 1 i podemos determinar

que dicho producto,

Y7 = /7|7, (4.51)

es invariante bajo las transformaciones de Weyl, por lo que la accién es in-
variante bajo transformaciones de Weyl sobre el espacio base en el caso de ser de
dimensién dos. Vemos que estas tres simetrias estan presentes tanto en los mapeos
armonicos como el la generalizacion de ellos que hemos definido, y en particular
son simetrias de la accién de Polyakov que describe la dindmica en la teorfa de

cuerdas [34].

4.3.2. Leyes de conservacion

Tanto en la acciéon de los mapeos armonicos generalizados como en
las ecuaciones de movimiento que se siguen de ella se ha hecho notar la
dependencia explicita de la métrica del espacio de fondo G, (X(x), x) en las coor-
denadas del espacio base x“, que a fin de cuentas es lo que caracteriza a esta gener-
alizacién. Esto da cuenta de una interaccién entre el espacio base M y el espacio
de fondo N y se hace evidente en tales expresiones y ecuaciones. Pero mds alld de
eso, tal interaccion debe modificar las leyes de conservacién para estos sistemas
fisicos descritos desde la perspectiva de los mapeos armoénicos generalizados. A
partir de la densidad Lagrangiana y utilizando las ecuaciones de movimien-

to podemos expresar las leyes de conservacion generalizadas como,

_ oL
b _ gETl
v Th = =5,
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con TY el tensor de energia momento canénico definido por la siguiente expresion,

o _ L

= p_ sb
f a(abXV)a”X L, (4.53)

que para el caso de los mapeos armoénicos generalizados toma la siguiente forma,

T =21/171Gu <7bc8aX”86X” - %%WacxﬂadXV) . (4.54)

De esta manera vemos que la ley de conservacion usual se cumple cuando el La-
grangiano no depende explicitamente de las coordenadas del espacio base. Aun
en el caso en que la métrica del espacio base sea plana y,, = 1, 0 Yap = g, €l
Lagrangiano sigue teniendo una dependencia explicita en las coordenadas del es-
pacio base a través de la métrica del espacio de fondo G,y = Gy (X(x), x), lo cual
constituye la caracteristica que distingue los mapeos arménicos generalizados de
los usuales y refleja la interaccién entre el espacio base y de fondo. Podemos in-
troducir una definicién alternativa de tensor de energia momento, la cual es mds
general y se deriva a partir de la variacién del Lagrangiano respecto de la métrica

del espacio base en su version contravariante,

oL
T, — p (4.55)

que para el caso de los mapeos arménicos generalizados toma la siguiente forma,

1
T = /111G (3X19X — S 2cx02,x"). (456)

Para el caso de los mapeos arménicos generalizados se cumple que las defini-

ciones para los tensores de energia momento difieren por un factor de dos, T, =
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2T,;, de manera que la ley de conservacién generalizada se puede expresar tam-
bién a través de,

VTl = —=== (4.57)

Como es usual en estas expresiones se ha incluido la informacién de las ecuaciones
de movimiento para llegar a esta ley de conservacion generalizada. Para el caso en
que el espacio base es de dimensién dos es facil mostrar que el tensor de energia
momento tiene traza cero, T9 = 0, tal y como sucede en el caso particular de la
accion de Polyakov para la teoria de cuerdas en el contexto de mapeos arménicos

o modelos sigma.

4.3.3. Mapeos armoénicos generalizados y campos estacionarios

con simetria axial

Hemos visto que a través de los mapeos armoénicos (4 — 2) se pueden represen-
tar los campos gravitacionales estacionarios con simetria axial a partir de un espa-
cio base de dimensién cuatro y con un espacio de fondo de dimensién dos, lim-
itdindonos solamente a las ecuaciones de campo principales. Sin embargo, a pesar
de que las funciones métricas solamente dependen de dos variables del espacio-
tiempo, a partir de los mapeos armonicos es imposible representar los campos
axisimétricos estacionarios partiendo de un espacio base dos dimensional. Es a
través de los mapeos armonicos generalizados que podemos lograr una represen-
tacion de estos campos gravitacionales a partir de un espacio base de dimensién
dos, de manera que tenemos una semejanza con la teoria de cuerdas. Para esto con-
sideremos un mapeo armoénico generalizado (2 — 2), con coordenadas x* = (p, z)

para el espacio base M y X* = (f,Q)) para el espacio de fondo N Escogiendo las
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métricas de estos espacios como,

’Vab(x) = 5ab/ a, b - Pr Z; GI/”/ (X(x)/ -x)) 2f2 5}!1// ,l’llv - f/ QI (458)

el Lagrangiano de los mapeos arménicos generalizados reproduce el La-
grangiano reducido de los campos estacionarios con simetria axial y las
ecuaciones de campo que se siguen a partir de las ecuaciones para los mapeos
armoénicos generalizados coinciden con las ecuaciones principales para es-
tos campos (4.4} [4.5). A partir de la definicién del tensor de energia momento
podemos verificar la ley de conservacion generalizada para este caso. Las

componentes de T,;, son,

Top = —Tee = 5 |07 + (0,07 - (0:1)7 - (0:007],  (459)

Tpe = 5 (9pf0-f + 9,00:Q) . (4.60)

P
2f2

Para la coordenada p tenemos que

daxb dp dz

P
- op (923, f + 0200, + 02f3, f +0200,0) —

-5 [(apfﬁ L 00f (3,07 — 9, f(3:F) — B f(3: )+

+20,f(92f)? +29.£ 9,0 I Q}+

4f2 (@)% + (3,0 = (3:)% - (3:0%] (4.61)

Tomando la ecuacién de campo multiplicindola por z%ap f y suméndola a la
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ecuaciéon de campo 1' multiplicada por %apﬂ obtenemos,

ZL}Z 023y f + 02000 + 2f0, f + 3200,0] +
- [(apf>3 (01200 f — (3,02)20pf — (3:00)20,f+

+2(3,Q)%0, f +20.f 9,0 azn} +

+ 2Lf2 [(ap 2+ (apo)ﬂ =0. (4.62)

Sustituyendo esta ecuacién (4.62) en la relacion (4.61) llegamos a la siguiente ex-

presion,
% = —ﬁ |@pf 2+ (3,002 + (3:5)7 + (2:0)] = —%agf) (4.63)
Mientras que para la coordenada z tenemos,
o
donde hemos utilizado que T, = —T),. Haciendo un desarrollo similar al anterior,

simplemente sustituyendo en esta ocasion la suma de la ecuacién (4.4) multiplica-
da por 2%82 f y la ecuacion Gi multiplicada por Z%BZQ en la expresion anterior
obtenemos que,

ATy, _ dTp:  dTpp _

4 (4.65)

Observando la expresiones (4.59) y para las componentes del tensor de ener-
gia momento podemos reconocer que Ty, = dpk y que Ty, = d-k, de forma que
la ley de conservacion para la coordenada z (4.65) se satisface idénticamente, sien-

do la condicién de integrabilidad para la funcién métrica k. Asi que, a pesar de
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haber sido eliminada esta funcién métrica del Lagrangiano mediante una trans-
formada de Legendre (procedimiento de Routh) la informacién sobre la funcién k
permanece en el formalismo de los mapeos armoénicos generalizados a través de

la ley de conservacion generalizada.

Hemos representado los campos gravitacionales estacionarios con simetria axial
como mapeos armonicos generalizados (2 — 2) escogiendo las métricas para el
espacio base y de fondo como en (#.58). El hecho de tener un espacio base de di-
mensioén dos nos sugiere cierta semejanza de esta representacién con la teoria de
cuerdas; sin embargo, existe esta caracteristica de la interaccioén entre los dos espa-
cios involucrados en el mapeo y ademds la métrica del espacio base es Euclidiana
en contraposicion a la métrica Minkowskiana que se tiene en el caso de teoria de
cuerdas. Esto es posible disfrazarlo utilizando una rotacién de Wick en alguna de
las coordenadas, por ejemplo, T — ip de manera que podemos considerar el es-
pacio base M como la hoja de mundo parametrizada por un “tiempo” T y con
z la coordenada que recorre a la cuerda. El espacio de fondo N jugara el papel
de un espacio-tiempo generalizado sobre el cual se mueve la cuerda generalizada,
y cuya métrica conformalmente plana depende explicitamente del tiempo. En la
siguiente seccién introduciremos el concepto de extensién dimensional aplicado
al espacio de fondo NV, lo cual nos permitiera tener mapeos arménicos generaliza-
dos tipo (2 — D) con D la dimensién del espacio de fondo sin afectar la estructura
de las ecuaciones principales que determinan los campos gravitacionales, de ma-

nera que la semejanza sera un pPoOCco mayor.

Dentro de la familia de los campos axisimétricos estacionarios aquellos que son
asintéticamente planos tienen un interés fisico pues representan soluciones exter-

nas de fuentes localizadas del campo gravitacional. Esta condiciéon la podemos
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escribir para las funciones métricas de la siguiente manera,
. 1
Iim f=14+0(—),
x4 —500 x

lim w:C1+O(la),
X

x?—r00
) 1
lim Q=0 (—) , (4.66)
x7—00 x4

con ¢] una constante que se puede fijar convenientemente a cero. Esto deja a la ex-
presion en este limite como el elemento de linea de un espacio plano descrito
en coordenadas tipo cilindricas. Estas condiciones se pueden expresar en términos
de condiciones de frontera para los campos X" del espacio de fondo N a través
de sus derivadas; si consideramos que las coordenadas del espacio-tiempo tienen

el dominio, p € [0,00) y z € (—00,00), entonces tenemos,

0o X"(p, —00) = 0 =9, X"(p, ),

9:X"(p, —00) = 0 = 9. X¥(p, 00), (4.67)

Estas representan condiciones de frontera tipo Dirichlet y Neumann para las cuer-
das abiertas con puntos extremos situados en infinito. Asi que se puede interpre-
tar, si consideramos a p como un “tiempo” como una cuerda que se extiende des-
de menos infinito hasta infinito en la direccién z y cuyos extremos terminan en
D-branas dependiendo de que tipo de condiciones se fijen para las distintas direc-

ciones del espacio de fondo.
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4.4. Extension dimensional y el caso estatico

En esta secciéon abordaremos la extension dimensional para el espacio de fondo
N de los mapeos arménicos generalizados a la cual hemos hecho alusién anterior-
mente. Esta extensiéon dimensional tiene dos finalidades, la primera nos permite
representar los campos gravitacionales axisimétricos estacionarios como mapeos
armoénicos generalizados (2 — D) aumentando el contenido de campos en el espa-
cio de fondo sin que esto afecte la dindmica de los campos f y () involucrados en
las ecuaciones principales (4.5), haciendo mas clara la analogia con la teoria
de cuerdas. La segunda razén para introducir este concepto es poder represen-
tar como mapeos armoénicos generalizados a los campos gravitacionales estaticos,
para los cuales tenemos que () = 0 de manera que el espacio de fondo es de di-
mension uno, dejandonos sin la posibilidad de tener una métrica asociada a \V. El
introducir la extensién dimensional para describir campos estéticos es necesaria a
pesar de que existen los mapeos armoénicos usuales para el caso de un espacio de
fondo de dimensién uno, dim N = 1, debido a que estos tienen asociados ecua-
ciones lineales para el campo asociado al espacio de fondo N [45] y la ecuacion
de campo principal para f en el caso estatico es no lineal. En el caso de los
mapeos armoénicos generalizados un espacio de fondo A de dimensién uno nos
regresa al caso de los mapeos arménicos usuales, siendo obsoleta la generalizacion
al no contar el espacio de fondo con una métrica que dependa explicitamente de

las coordenadas del espacio base.

Al hacer una extension dimensional en el espacio de fondo N se debe considerar
que es importante no afectar las ecuaciones de campo principales que describen
el espacio-tiempo estacionario con simetria axial (4.4, [4.5), por lo cual el contenido

de campos y las funciones métricas que serdn parte de la extensién dimensio-
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nal cumpliran ciertas condiciones de manera que los campos gravitacionales sean
propiamente descritos, es decir, debe ser tal que las ecuaciones que satisfacen los

campos f y () no sean modificadas por las dimensiones extras que se incluyen.

Para esto consideremos un mapeo armoénico generalizado (m — D) con x” coor-
denadas para el espacio base M y para el espacio de fondo N denotaremos sepa-
radamente las coordenadas X¥, u = 1,2, para el sector de los campos fisicos; y X4,
A =3,...,D, para el sector que corresponde a la extensiéon dimensional. Las re-
spectivas métricas serdn v = v(x) y G = G(X¥, X4, x), de manera que a partir de
la estructura que hemos definido como mapeos armoénicos generalizados, es de-
cir de la accién con la apropiada inclusién de los campos que componen la
extension, las ecuaciones de campo tienen la misma forma (4.28). El contenido de
los campos gravitacionales estacionarios con simetria axial estard en el sector del
espacio de fondo correspondiente a las componentes de la métrica Gy, 4, v = 1,2,
y las componentes de la métrica G4, A, B = 3, ..., D representaran el sector de
la extensién dimensional. Considerando el conjunto de ecuaciones que describen
los mapeos armonicos generalizados es evidente que las ecuaciones para
los campos X contienen informacién del sector de la extensién dimensional a
través de los campos extendidos X4 y sus derivadas 9,X*. Para evitar esto y de-
jar el sector gravitacional intacto debemos imponer ciertas restricciones sobre las

componentes de la métrica del espacio de fondo, siendo estas,

Cua =0 Fxx =0 Sx

(4.68)

Vemos que para que el sector gravitacional no se vea afectado por la extension di-
mensional, las componenentes de la métrica en el sector de la extensién no deben

depender de los campos del sector gravitacional, las componentes del sector gra-
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vitacional no pueden depender de los campos extendidos y que las componentes
del sector mixto deben ser cero, es decir, las que tienen un indice del sector gravi-
tacional y otro del sector extendido. De esta forma los campos del sector gravita-
cional X* seguiran satisfaciendo las ecuaciones de campo (4.28), mientras que los

correspondientes al sector de la extensién dimensional cumpliran,

.

Vil

9 < |’y|’y”b8aXA) + T30, X80, XC + GA84%9,XC0;,Gpc = 0, (4.69)

con I'4 - los simbolos de Christoffel asociados al sector de la extensiéon dimen-
sional de la métrica de fondo G. De esta manera podemos extender los mapeos
armonicos generalizados (2 — 2) a mapeos tipo (2 — D) sin afectar la de-
scripcién de los campos gravitacionales axisimétricos estacionarios. Cabe men-
cionar que debido a las condiciones impuestas sobre la métrica de fondo, el ten-
sor de energia momento T, = 5‘;% se puede separar en dos partes, una que co-
rresponde al sector gravitacional y la otra al sector de la extensién dimensional,
T = Tap(XH, x) + Tpp(X4, x), mientras que la ley de conservacion generalizada

(4.57) se satisface para ambas partes.

En el caso de espacios-tiempo estacionarios con simetria axial podemos considerar
la extensién dimensional. Tomamos al igual que en (4.58) salvo que para la métrica
del espacio de fondo debemos considerar, ademas del sector gravitacional que

aparecen en tales expresiones, el sector de la extensiéon dimensional. De acuerdo a
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las condiciones que encontramos en (4.68) la métrica del espacio de fondo N es,

[
£ 0 0 - 0
p
0 72 0 e 0
G= 0 0 G33(XA, x) s G3D(XA,X) ’ (4.70)
0 0 GD3(XA/ X) e GDD(XA/ X)

donde debemos exigir que el determinante de la submatriz que compone el sector
de la extension dimensional sea distinto de cero, det(Gp) # 0, para evitar que la
matriz completa sea degenerada. De esta forma el Lagrangiano queda separado
en dos partes, una correspondiente al sector gravitacional y otro al de la extension

dimensional,
Lo = 2% (@pf 2+ (0% + (9,002 + (3:0)] +
+ [apXAapXB +9,X49,XB] Gap, (4.71)

mientras que las ecuaciones principales para el campo gravitacional siguen siendo
las mismas 4.5) y tenemos un conjunto de ecuaciones que deben satisfacer los

campos correspondientes a la extension dimensional,

(3% +32) X +T¢ (aprapXC + aZXBaZXC> +

+GAC (aprapGBC n aZXBaZGBC) —0. 4.72)

En el caso de que el sector de la extension dimensional sea Gap = 17145 0 Gap =

5 4p tenemos, a partir de la expresion anterior, un conjunto de campos X* arméni-
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cos que satisfacen las siguientes ecuaciones,

(ag + ag) XA = 0. (4.73)

Como ya hemos mencionado, el caso de los campos gravitacionales estaticos es-
capa de la representacion tanto de mapeos armoénicos (4 — 2) asi como de los
mapeos armoénicos generalizados (2 — 2), debido a que para estos el limite () = 0
hace del espacio de fondo A un espacio de dimensién uno para el cual la métrica
no estd definida siquiera. La extensién dimensional nos permite representar me-
diante los mapeos arménicos generalizados a los campos estaticos, de forma que
al introducir un campo extra X podemos recuperar la no linealidad de las ecua-
ciones. La minima y més simple extensién dimensional que se puede hacer se
logra escogiendo la métrica del espacio base como 7,;, = J, y la correspondiente

al espacio de fondo como,

Lz 0
G=|% . (4.74)
0 1

Con esta eleccién recuperamos la ecuacion para la funcién métrica f, y tene-
mos una ecuacién como para el campo de la extensiéon dimensional X que re-
sulta ser una funcién arménica. Hemos visto que para poder representar los cam-
pos gravitacionales axisimétricos estacionarios como mapeo arménico partiendo
de una variedad de dimensién dos, es necesario definir los mapeos armoénicos
generalizados los cuales tienen como caracteristica la interaccién entre el espacio
base M vy el espacio de fondo N; y para poder representar el caso de campo es-
taticos es necesario recurrir a lo que hemos llamado una extensién dimensional.
Cabe mencionar que este formalismo se puede utilizar para representar los cam-

pos gravitacionales que posean dos vectores de Killing que no conmutan, en [29]
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se presentan el caso de ondas gravitacionales de Einstein-Rosen y el caso de los
modelos cosmolégicos de Gowdy el caso no polarizado T°. En la siguiente sec-
cién retomaremos este tipo de representaciones y plantearemos la configuracion
clasica rumbo a la cuantizacién topoldgica y la obtencién del espectro topologi-
co. Estudiaremos el campo estético fisico, esto es, la soluciéon de Schwarzschild; la
representaremos en coordenadas adaptadas a la simetria esférica que posee esta
solucién, estableceremos la configuracion clasica de este sistema y calcularemos
el espectro topoldgico. También abordaremos esta tarea utilizando como configu-
racion clasica la variedad Riemanniana (M, g) en cuatro dimensiones que consti-
tuye la solucién a las ecuaciones de Einstein de la forma usual, es decir partiendo

de la accidn de Einstein-Hilbert.

4.5. Espectro topolégico para los mapeos armodnicos

generalizados

En esta seccién vamos a plantear la configuracion clasica para la representacion
de los campos estacionarios con simetria axial como mapeos arménicos generali-
zados, esto con la finalidad de construir el haz fibrado principal correspondiente
para establecer la estructura geométrica necesaria para la cuantizaciéon topolégica,
en particular para el calculo del espectro topolégico. Abordaremos en especifico
dentro de los casos de los campos estaticos, la solucion de Schwarzschild. Al igual
que en el caso de la teoria de la cuerda bosénica la cual tiene como punto de parti-
da los mapeos armonicos, existen para los campos gravitacionales representados
como mapeos armoénicos generalizados distintas posibilidades para plantear la
configuracion clasica; sin embargo, veremos que en este caso las variedades Rie-

mannianas involucradas carecen de significado fisico, y mdas aun, el espacio de
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fondo, debido a la generalizacién que hemos hecho, tiene una métrica peculiar.
También calcularemos el espectro topoldgico para la solucién de Schwarzschild a
partir de la configuracion cldsica usual, es decir, utilizando la variedad Rieman-
niana en cuatro dimensiones que es solucion a las ecuaciones de Einstein que se
obtienen a partir de la accion de Einstein-Hilbert y con la conexién de Levi-Civita

[54].

En la representacion de los campos gravitacionales como mapeos arménicos gene-
ralizados existen basicamente tres variedades Riemannianas que podrian consid-
erarse como punto de partida para la configuracién clasica: el espacio base (M, ),
el espacio de fondo (N, G) y el espacio que resulta de encajar la variedad base en
el espacio de fondo con la métrica inducida por el mapeo X : M — N, (M, h)
con h = X*G. En el contexto de los mapeos armoénicos generalizados, las dos
primeras variedades Riemannianas son totalmente artificiales, en el sentido de
que sus métricas se ajustan de manera que las ecuaciones para el campo gravi-
tacional sean aquellas que buscamos; por lo que no tienen ningtn sentido fisico
y de la misma forma quedan descartadas para constituir la configuracién clési-
ca del sistema. La tercera variedad, encajada en el espacio de fondo mediante el
mapeo X : M — N y sobre la cual se tiene la métrica inducida por el pullback
h = X*G, contiene la informacién sobre la dindmica de los campos via la ac-
cién de los mapeos armoénicos generalizados. Analogamente al caso de la cuerda
bosoénica que tratamos en el capitulo anterior, esta variedad Riemanniana resulta
ser el escenario natural para plantear la configuracion clasica. En lo que se refiere
a las simetrias a considerar, resulta igualmente natural tomar los difeomorfismos
sobre esta variedad encajada como el grupo de simetria de la teoria fisica; estos
coinciden con la invariancia en la descripcion de los campos gravitacionales bajo

la acciéon de los difeomorfismos sobre la variedad del espacio-tiempo. De manera
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similar podemos introducir una base ortonormal sobre la variedad de manera que
el grupo de difeomorfismos se reduzca al grupo SO(2). Asi la configuracién clasi-
ca para el caso de los campos gravitacionales axisimétricos estacionarios represen-
tados mediante los mapeos armoénicos generalizados es el par (Mg, w) donde Mg
es el espacio base encajado mediante el mapeo X en el espacio de fondo y w es la
conexién de Levi-Civita asociada a la métrica h que toma valores en el dlgebra de

Lie so0(2).

Una vez que hemos establecido la configuracién clasica podemos construir el haz
fibrado principal; reduciendo el grupo de simetria de los difeomorfismos sobre la
variedad encajada al grupo ortogonal, podemos considerar a SO(2) como el grupo
de estructura que es isomorfo a la fibra estdndar. Siendo asi podemos plantear
el siguiente teorema de manera que la construccién del haz fibrado quede bien

establecida.

Teorema. Un campo gravitacional con dos vectores de Killing que conmutan des-
crito mediante un mapeo arménico generalizado (2 — D) se puede representar
mediante un haz fibrado principal tnico P, con el espacio base encajado en el es-
pacio de fondo mediante el mapeo X : M — N, con (M,h), h = X*G como
variedad base, SO(2) el grupo de estructura isomorfo a la fibra estandar, y w la

conexion que toma valores en el dlgebra de Lie so(2).

La prueba de este teorema sigue la misma linea que los casos que hemos presen-
tado en los capitulos anteriores. Una vez establecida la existencia del haz fibra-
do principal que representa a los campos gravitacionales descritos mediante los
mapeos armoénicos generalizados podemos proceder al calculo del espectro topo-
16gico para casos especificos. El tratamiento es similar al caso de la cuerda boséni-
ca, de hecho hemos interpretado al campo gravitacional axisimétrico estacionario

como una cuerda bosénica generalizada. De esta forma nos estaremos refiriendo
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a los resultados del capitulo anterior.

También calcularemos el espectro topolégico a partir de la configuracion cldsica
en cuatro dimensiones usual, partiendo de la variedad Riemanniana (M, g) que
describe el espacio-tiempo y es solucién a las ecuaciones de Einstein las cuales se
siguen de la acciéon de Einstein-Hilbert. La configuracién clésica en este caso es
el par (Mg, w') con w’ la conexién asociada a la métrica g que toma valores en el
algebra de Lie s0(1,3). En este caso hemos reducido el grupo de difeomorfismos
sobre el espacio-tiempo al grupo ortogonal SO(1, 3) mediante la introduccién de
una base ortonormal. El teorema que establece el haz fibrado principal ha sido es-
tablecido en [54] y basicamente nos dice que el haz fibrado principal P’ se consti-
tuye de la variedad Riemanniana que representa el espacio-tiempo como espacio
base y como grupo de estructura (isomorfo a la fibra estdndar) el grupo ortogonal

SO(1,3).

Siendo asi los dos escenarios, el cdlculo del espectro topolégico serd hecho a través
de la clase caracteristica de Euler. A continuacién describiremos el caso de cam-
pos gravitacionales estdticos en coordenadas adaptadas a la simetria esférica con
el objetivo de representar la solucién de Schwarzschild como un mapeo arménico
generalizado y a partir de ahi encontrar la métrica inducida y finalmente encon-
trar la forma de Euler para este caso. Haremos lo mismo para el caso en cuatro
dimensiones partiendo de la solucién de Schwarzschild, encontrando la forma de

Euler correspondiente.
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4.5.1. Configuracion cldsica en dos dimensiones para la solucién

de Schwarzschild

Hemos visto que a partir de la extensién dimensional es posible representar co-
mo mapeos armoénicos generalizados los campos estaticos, en particular podemos
estudiar la solucién de Schwarzschild, la cual describe el campo gravitacional ex-
terior de una fuente estatica con simetria esférica. Hasta ahora se han descrito los
campo gravitacionales estacionarios con simetria axial en las coordenadas de Weyl
, sin embargo para finalmente abordar el caso de Schwarzschild sera conve-

niente cambiar a un sistema de coordenadas que se adapte a la simetria esférica.

Con base a lo mencionado la configuracién cldsica para los mapeos armoénicos
generalizados y en particular para el caso de Schwarzschild serd el par (Mg, w),
es decir, el espacio base dotado con la métrica inducida y la conexién asociada a
ella. El caso de Schwarzschild no puede ser tratado como vimos en la seccién4.2]
ya que si calculamos el escalar de curvatura a partir de la métrica encontramos,
depués de eliminar los términos de segundo orden, que la densidad Lagrangiana
es de primer orden y lineal en las derivadas de los campos por lo que no es posi-
ble representarlo como un mapeo armoénico. Sin embargo, es posible construir un
Lagrangiano cuadrético en la derivada de primer orden a partir del cual se obten-

ga la ecuaciéon de campo para el campo gravitacional que describe la solucién de

Schwarzschild,
ds? = —f(r)dt*> + f 1 (r)dr* + r*dQ?, (4.75)

con dO? = d¥? + sen® 9d¢p.

En principio deberfa considerarse el siguiente elemento de linea

ds* = — f(r)dt* + h(r)dr® + r?dQ?, (4.76)
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que es la forma general a la que se puede reducir mediante consideraciones de
simetria, esto es, espacio-tiempo estdtico con simetria esférica. Sin embargo, la
densidad Lagrangiana que se obtiene al eliminar los términos de segundo orden
en las derivadas de los campos resulta ser lineal en las derivadas de primer or-
den, por lo que es imposible establecer la representacién como mapeo arménico
a partir de dicha densidad Lagrangiana. Aunque cabe aclarar que tal densidad
Lagrangiana da lugar a las ecuaciones que tienen como solucién la métrica de
Schwarzschild. Se podria a partir de las ecuaciones de segundo orden para f y
h analizar las condiciones de Helmholtz adaptadas a campos para determinar si

existe una densidad Lagrangiana cuadratica a primer orden.

De manera que para representar este caso como mapeo armoénico generalizado se

puede partir de la siguiente densidad Lagrangiana,

df\? 1
L =r*A’F2(9) (E) +7(9,X)% + ;(ap{)z, (4.77)

donde X es el campo con unidades de longitud que se introduce mediante la exten-
sién dimensional y la funcion F(6) es una funcién que depende exclusivamente de
® mientras que A2 es una constante con unidades de longitud, pero por lo demds
estas dos ultimas son arbitrarias. La presencia de la funcién arbitraria F(¢) no es
necesaria para reproducir la ecuacién de campo para f, sin embargo en lo que se
refiere al cdlculo del espectro topolégico si se requiere tal funcién pues de lo con-
trario la uno-forma de conexién y por lo tanto la curvatura es cero o la métrica

inducida es degenerada.

Las ecuaciones de campo para f(r) y para X(r, ¢) que siguen de la variaciéon de la
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accion con esta densidad Lagrangiana son,

2f  2df
2 1 1 2
X + -0, X + 595X =0, (4.79)

como podemos observar X es un campo armonico.

La representacion como mapeo armoénico generalizado se obtiene con la métrica

para el espacio base M,

v = , (4.80)

mientras que para el espacio de fondo N tenemos,

rA2F2(9) 0
G = : (4.81)
0 1

Con estas métricas a nuestra disposicién podemos encontrar la métrica inducida
sobre la variedad base M por el mapeo X, h = X*G, cuyas componentes se en-

cuentran de la siguiente manera,

h{lb — auX‘uabXVGHV, (4.82)

siendo de manera explicita para este caso,

rA%F2(9)(d, £)? + (0,X)%2  09,X04X
hab _ ( )( rf) ( r ) r 9 , (4.83)
9, X0y X (0X)?
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cond,f = %.

Introduciendo una base ortonormal de manera que la métrica local sea plana 4,

mediante una base dual dada por,

0! = dX = 9, Xdr + 94Xd9,

0> = —\/rAF(9)d,f dr, (4.84)

es posible calcular la dos-forma de curvatura que finalmente nos permitira calcu-
lar la clase caracteristica de Euler. Mediante las ecuaciones de estructura de Cartan

obtenemos que la tinica componente independiente de la uno-forma de coneccién

es,
1 rAdsFd,f
wy = X dr, (4.85)
y la componente de la dos-forma de curvatura es,
RY = V7Ad doF _ 95X doF dr A do (4.86)
2 = VIALT 15X T (aex)z | TN '

La clase caracteristica de Euler es basicamente esta dos-forma de curvatura en el
caso de dos dimensiones,

e(P) = —5-Ry (4.87)

que para este caso de acuerdo a (4.86) es,

d3F 95X dsF

30X " GaxP dr A do. (4.88)

o(P) = 57 Ad,f

Es importante hacer notar el papel que juega la funcién F(&) en esta representa-

cién de la soluciéon de Schwarzschild. Siendo que la funcién depende solamente
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de ¢ no tiene ningtn efecto a nivel cldsico pues reproduce la ecuacién de campo
para la funcién métrica f(r), mientras que para la cuantizacién topolégica cada
eleccién de una forma particular de la funcién modifica el espectro topolégico,
aunque cabe mencionar que siempre y cuando sea una funcién integrable sola-
mente modificara el resultado por una constante multiplicativa; de esta manera
la eleccién de esta funcién no impone condicién alguna sobre el resultado y se

puede elegir a conveniencia.

En lo que respecta al campo de la extension dimensional X(r, #) encontramos que
para la representacion de la solucién de Schwarzschild constituye un campo de
norma. Esto en el sentido que es posible probar que a partir de la solucién maés
general, cualquier caso particular que sea una serie convergente reproduce el mis-
mo resultado para el espectro topolégico [51]. De manera que uno puede escoger
el campo X siempre y cuando satisfaga su ecuacién (#.79). De tal forma que pode-
mos interpretar esto como una libertad de norma en el sector de la extensién di-
mensional y podemos escoger convenientemente el campo de la extension X sin

afectar el resultado para el espectro topolégico.

Es posible hacer una eleccién minima de la funcion F(¢) y del campo X que nos
permita calcular de manera inmediata un espectro. Sean F(8) = 18? y X(r,8) =
B¢ + C con B y C constantes con unidades de longitud. Con esta elecciéon la forma

de Euler es,

A
e(P) = —ﬁﬂdrf dr A d9, (4.89)
mientras que d,f = 4 (1 —2M) = 2y a5
e(P) = —A—M% dr A do. (4.90)
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Integrando esta dos-forma sobre la variedad M obtenemos el espectro topolégico,

AMA 1 |
/ e(P)=———| =n, (4.91)
M B r2 Iy,

que tomando los limites 1 — ooy rop — 2M nos deja con la siguiente expresion,

4MA 1
— =n. 4.92

B i (4.92)

Las constantes A y B las podemos escoger de manera que el resultado coincida

con el que se obtiene a partir de la configuracién clasica en cuatro dimensiones y

que a continuacién presentaremos. Estas dos constantes deben cumplir la relacion,

== (4.93)

A M
B~ 8/2M3/?

Por ejemplo escogiendo dentro de todas las posibilidades A = 2L y B = —23/2M

4M?2
obtenemos el siguiente espectro topolégico,

At

— =1 4.94

4M (4.94)
Notamos que la constante M que aparece en la eleccién de A y B es la tinica op-
cién que tenemos de manera que estas dos tltimas tengan las unidades que les
corresponden, siendo que para el caso de Schwarzschild M es el tinico pardmetro

fisico a través del cual podemos asignar unidades a las constantes por determinar.

A continuacién obtendremos el espectro topolégico a partir de una configuracién
clasica en cuatro dimensiones y que consideramos es la configuracion clasica apro-
piada para la cuantizacion topolégica. Después discutiremos los resultados y ex-

pondremos algunas conclusiones sobre los resultados para el espectro topoldgico
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de Schwarzschild representado como mapeo arménico generalizado.

4.5.2. Configuracién clasica en cuatro dimensiones

La configuracién cldsica en cuatro dimensiones es el par (Mg, w’) constituido por
la variedad Riemanniana solucién a las ecuaciones de Einstein y la conexién aso-

ciada a la métrica cuyo elemento de linea es,

1
5% = = (1= B 4 e 4 2402 (495)

A partir de esta configuracion clasica se puede construir el haz fibrado principal
el cual representa a este campo gravitacional. La fibra que representa la simetria
de la teoria bajo estudio en este caso la constituye el grupo de difeomorfismos,
el cual es posible reducir localmente al grupo de Lorentz SO(1,3) al introducir
para la descripcion una tétrada ortonormal cuya métrica local sea la del espacio
de Minkowski. En este caso es posible probrar el siguiente teorema planteado por

Patifio y Quevedo [54] el cual solamente citaremos,

Teorema. Una solucién a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio puede
ser representada por un tinico haz fibrado principal P de 10 dimensiones con el
espacio-tiempo M como el espacio base, el grupo de Lorentz como el grupo de
estructura (isomorfo a la fibra estdndar) y una conexién con valores en el dlgebra

de Lie del grupo de Lorentz.

A partir de este resultado es inmediato plantear el cdlculo del espectro topolégico
como lo hemos venido haciendo mediante el invariante asociado al haz fibrado
principal P’. Considerando SO(1,3) como el grupo de estructura para el haz fi-

brado principal, el espectro topoldgico se encuentra a partir de la integral de la
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clase caracteristica de Euler. Se puede encontrar una expresion en términos de la
curvatura del espacio base dada por,

—1)m . ) .
e(Pl) - 22(m7'[721m|€i1i2-~i2mR1112 Ao AR, (4.96)

donde se considera una métrica local de Minkowski con signatura 2 para el espa-
cio base y k = 2m para SO(k). Partiendo del elemento de linea (4.95) y escogiendo
la base dual para la métrica local como,

0= (1-2M)2g gl = (1-2MyTgr @2 — g, @° =rdp,  (4.97)

r r

las componentes independientes de la curvatura que toma valores en el algebra

de lie so(1,3) son,

2M M M

R ==26°70", R%”=-—=6070% R®=-—20000
3 ' 3
M M ) AV/I (4.98)
12 _ 1, g2 13 _ 1,93 23 _ 2 A 3
R __r_39/\9' R __r_30/\9' R rG/\G
De manera que a partir de tenemos que,
e(P) = 1= [ROl AR — R02 A R13 4 R A R12] (4.99)
y utilizando las expresiones (4.98) obtenemos,
3 M?
e(P) = 53 — 0O NOTNO? N B3, (4.100)
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que en términos de la base coordenada es,

3 M?

e(P) = 5.2

sent dtdr do d¢. (4.101)

Integrando sobre una subvariedad compacta de M obtenemos,

3M?
E(Pl) = F

_ 6M2

/%senﬂ dt dr do do

dt dr

1 1
= —2M? <—3 — —) At (4.102)

(4.103)

donde en el segundo renglén consideramos el factor 47t de la integraciéon sobre ¢ y
¢ y en el dltimo consideramos un intervalo de tiempo finito At, que representado

el intervalo de tiempo considerado por este tipo de observador.

Tomando el limite cuando r; — ooy rgp — 2M tenemos finalmente la expresion
para el espectro topolégico,

At =n. (4.104)

En lo que se refiere a la integracién en estas coordenadas es necesario aclarar
que hemos considerado solamente la regiéon donde el sistema de coordenadas
(t,7,9,¢) tiene un buen comportamiento, de manera que utilizamos solamente
una carta para cubrir la regién de integracién y no es necesario definir una par-
ticién de la unidad. Esto es posible si la regién de integracién en lo que respecta

a la coordenada r se toma fuera del radio de Schwarzschild r = 2M. La posibi-
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lidad de considerar asi el dominio de integracion reside en el hecho de que esta
regioén no constituye una singularidad fisica y solamente es una consecuencia del
sistema de coordenadas que se utiliza, caso contrario a la singularidad que tiene
este espacio en r = 0. Este tiltimo punto si es una singularidad fisica y debe ser re-
movido para efectos de esta descripcion. Por lo tanto, mediante una deformacion
por retraccion (ver apéndice|A) es posible considerar la region fuera del horizonte
como la region de integracion sin que esto tenga alguna consecuencia en el cdlculo
del espectro topolégico, ya que las dos variedades topolégicas son homeomorfas

y como consecuencia sus grupos de cohomologia son isomorfos.

Es importante mencionar que este resultado también se puede obtener a partir de
exigir la condiciéon de compatibilidad a la conexién en el traslape de las distintas
cartas que se utilicen para cubrir la variedad M o en el caso de utilizar una sola

carta el exigir que la conexién esté bien definida a lo largo de toda la variedad

[60].

Es importante sefialar que existe un espectro para la masa del agujero negro de
Schwarzschild a partir del formalismo canénico complementado con una regla de
cuantizacién de Bohr-Sommerfeld [36]. Tal condicién lleva al resultado de que el
area del horizonte tiene un conjunto de eigenvalores equidistantes, A o« n para

n € IN y por ende la masa tiene un espectro proporcional a la raiz cuadrada de n,
M, « +/n.

Como hemos visto, el espectro topolédgico se puede reproducir a partir de la repre-
sentacion de los campos gravitacionales como mapeos armoénicos generalizados,
inclusive encontrando en el sector de la extensién dimensional una libertad de
norma que nos da la flexibilidad de escoger este campo extra de manera que sea
sencillo encontrar el resultado. Aunque en el caso de los campos gravitacionales

axisimétricos estacionarios no es necesario recurrir a la extensién dimensional es
203



CAMPOS GRAVITACIONALES, MAPEOS ARMONICOS Y ESPECTROS TOPOLOGICOS

posible que incluyendo este sector podamos volver a encontrar una libertad de
norma como para el caso de Schwarzschild. Esta cuestion y el célculo de espectros
topoldgicos mediante la representacién de mapeos armoénicos generalizados para

casos mds generales estd bajo investigacion en este momento [51].

El que las configuraciones clasicas mediante mapeos armoénicos generalizados y
la descripcién natural en cuatro dimensiones no sean equivalentes, en el senti-
do de que no existe un isomorfismo entre ellas, no descarta la posibilidad de
que esta representacion sea valida cldsicamente pues como vimos para el caso
de los campos gravitacionales estacionarios con simetria axial (y en general los
campos que poseen dos vectores de Killing que conmutan [29]) no solamente se
recuperan las ecuaciones de campo principales sino que a través de las ecuaciones
de conservacion generalizadas también se recupera la informacion de la funcién
métrica que se encuentra por cuadraturas y como hemos visto para el caso de
Schwarzschild, no hay ambigiiedad en la obtencién del espectro topoldgico a pe-

sar de la extension dimensional.
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CONCLUSIONES

En este trabajo hemos aplicado el formalismo de la cuantizacién topolégica en lo
que concierne al aspecto de los espectros topoldgicos. Para la construccion del haz
fibrado principal se defini6 la configuracién cldsica de un sistema fisico como el
par (M, w), con M una variedad diferencial y w una conexién, siendo tnico este
par en el sentido de que dos variedades conectadas por un isomorfismo con la
misma conexién se consideran la misma configuracién cldsica. A partir de esto se
hace la construccion del haz fibrado principal que representa al sistema fisico bajo
estudio. Se establece la existencia y unicidad de tal representacién mediante los
correspondientes teoremas para cada caso. Una vez representado el sistema fisico
mediante un haz fibrado principal definimos el espectro topolégico mediante sus
clases caracteristicas y el invariante topolédgico asociado llamado ntimero carac-
teristico. Con esto se tiene la base para aplicar el procedimiento para el cdlculo del

espectro topoldgico en distintos sistemas fisicos.

Se han abordado tres casos principalmente. El primero es sobre los sistemas mecani-

cos con un nimero finito de grados de libertad, para el cual ha sido necesario
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recurrir al principio variacional de Maupertuis para encontrar la configuracién
clasica apropiada. Se obtuvieron espectros topolégicos para el caso del oscilador

armoénico en una y dos dimensiones. En el primer caso obtuvimos,

akqo B

o, 4105
2E— kg2 (£.105)

conn € ZT U {0}, E la energia del sistema, k la constante de restitucion, 2 una
constante con unidades de distancia y g9 un pardmetro constante relacionado con
el punto de retorno para el oscilador. Este altimo pardmetro se puede escoger de
forma que se reproduce el espectro canénico para la energia, E = hiw(n + 3), con

2

w* = % Para el oscilador arménico isotrépico en dos dimensiones tenemos,

— _1=n, (4.106)

con k la constante de restitucion y rq el valor de la coordenada radial en el limite
de integracion. Si el limite de integracion lo consideramos hasta el punto de re-
torno menos el valor correspondiente a la energia del estado base se reproduce
el resultado canénico. Para el caso anisotrépico el espectro topolégico a partir de

una sola estructura geométrica/topologica es,

lowrwr

E, = 202
R

n+ly, (4.107)
con constantes de restitucién dadas por k; = mw? parai = 1,2 y donde hemos con-
siderado acercarnos a los puntos de retorno hasta una distancia correspondiente
a la energia del estado base [y = % (hwy + hw,). De este espectro es de destacar el

comportamiento lineal que presenta, aunque el resultado partiendo de esta tinica

estructura geométrico/topoldgica no es comparable.
206



ESPECTRO TOPOLOGICO PARA LOS MAPEOS ARMONICOS GENERALIZADOS

Es importante mencionar que el resultado canénico se puede reproducir para este
caso si consideramos cada uno de los osciladores desacoplados (o modos nor-
males de oscilacién) por separado con dos configuraciones cldsicas como en el

caso de un solo oscilador.

Para el caso del potencial central para una particula con masa m y energia de

ligadura E el resultado es,

E__1 (Vitw-1), (4.108)

EO n2

2
_ ma : : " :
donde Ey = "3~ y « la constante de proporcionalidad en la energia potencial y I
una constante de movimiento que identificamos con el momento angular. Esta es
una discretizacién de los parametros que describen al sistema en la que conside-

ramos también al momento angular / y no solamente a la energia E.

Dichos resultados nos indican que, en el caso en que es posible hacer una com-
paracién con los resultados del formalismo canénico, se establece una relacion
uno a uno con el espectro canénico, y para el oscilador armoénico es posible repro-
ducir los resultados exactamente. Vemos que surge de manera un tanto natural
la nocién de cuanto de energia en el caso del oscilador arménico. Dentro de es-
ta formulacién variacional de la mecénica cldsica nos hemos restringido al caso
de sistemas conservativos, para lo cual se imponen restricciones en la geometria
que representa los sistemas. Una de las lineas de investigacion a futuro serd con-
templar extensiones del principio de Maupertuis que nos permitan ir més alld de

dichas restricciones, asi como explorar el caso de sistemas no conservativos.

El segundo caso se refiere a la teoria de la cuerda bosénica. Aqui hemos encontra-
do muchas més dificultades técnicas para el cdlculo de los espectros. No obstante,

se ha logrado encontrar relaciones discretas entre los pardmetros fisicos que deter-
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minan el sistema para casos particulares. Se ha logrado plantear el método para
el caso en que la cuerda se propaga en un fondo con curvatura distinta de cero
para abordar el problema tanto de forma exacta como perturbativamente. En un
futuro se planea aplicar estos procedimientos a sistemas dentro de la teoria de
cuerdas que sean mads interesantes y relevantes desde el punto de vista fisico. Co-
mo un ejemplo consideramos el caso de una cuerda bosénica cerrada propagan-
dose sobre un fondo curvo, en particular el caso en que solamente dos modos de
oscilacién, uno derecho y uno izquierdo, tienen coeficientes distintos de cero en

una direccién. El resultado para el espectro topolégico es,

2k (k* + w?) n (ry +71)?
7T

T S

=, (4.109)

con k en nimero entero que indica el modo de oscilacién, rf y 7R las amplitudes
de los modos de oscilacion derecho e izquierdo, respectivamente; n € Z* y wy la
frecuencia de oscilaciéon que depende del espacio-tiempo de fondo que se consid-

era.

Los resultados que se obtuvieron han sido expresados tal cual se obtienen desde
un punto de vista matemdtico y un primer andlisis nos revela que existen rela-
ciones de discretizaciéon que son consistentes e interesantes debido a que restrin-
gen los mapeos de encaje a un cierto subconjunto determinado por la relacién de
discretizacion entre los modos de oscilaciéon que describe el espectro topolégico.
No obstante, atin queda abierta la cuestién de su relacién con los espectros origi-
nados a partir del formalismo canénico, esto una vez que sea posible integrar el
caso general. Por otro lado, actualmente en un articulo que estd en preparaciéon

[4], exploramos consecuencias fisicas que se pueden extraer de tales espectros.

En el dltimo capitulo se han definido los mapeos armoénicos generalizados, los
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cuales nos permiten representar campos gravitacionales con dos vectores de Killing
que conmutan como cuerdas generalizadas. Se estudian las propiedades de es-
tos modelos generalizados y se aplica el método de la cuantizaciéon topolégica
para encontrar espectros. En especifico se trata el caso de un espacio-tiempo de
Schwarzschild el cual se puede incluir en la representacién de mapeos armoénicos
generalizados considerando una extensiéon apropiada. Vemos que existe una liber-
tad de norma en tal representacion y que independientemente de la elecciéon de
dicha norma el espectro topolégico coincide con el resultante de aplicar la cuanti-
zacion topoldgica a este campo gravitacional desde la descripcion usual a partir

de la accion de Einstein-Hilbert, siendo el resultado,

At
con n € Z*, M la masa asociada a la fuente de campo gravitacional y At un

intervalo de tiempo finito producto de la integracién de esta variable.

Esto nos muestra, al menos en este caso, que a partir de descripciones geométrico-
topoldgicas tan distintas de un mismo sistema fisico se obtiene el mismo espectro
para un sistema fisico. En este caso queda a futuro investigar qué es lo que sucede
con campos gravitacionales en esta representacion para los que en principio no es
necesario extender los mapeos armoénicos generalizados y que ademas son solu-
ciones con alguna relevancia fisica, como las soluciones estacionarias con simetria

axial o los modelos cosmolégicos de Gowdy.

En general los resultados que hemos obtenido nos alientan a seguir con la con-
struccion completa de la cuantizacién topolégica ya que, en el caso en que ha sido
posible comparar los espectros topolégicos con aquellos provenientes del formal-

ismo canénico, encontramos una relacién uno a uno. También nos muestran que
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queda un largo camino por recorrer en lo que se refiere a entender los resultados
que dan los espectros topolégicos. Mas aun, hemos entendido que es necesario
avanzar hacia la definicién de estados y su evolucion dindmica, que eventual-
mente nos dardn mds informacién sobre los espectros y completard el formalis-
mo. Esto para buscar la posibilidad de considerar la cuantizacién topolégica una

teoria alternativa para entender la naturaleza discreta de los sistemas fisicos.
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APENDICE A

RETRACCIONES POR
DEFORMACION

Este apéndice esta basado en su totalidad en [48].

Definicién Dos lazos a y B con punto base en xp son homotdpicos, & = B, si existe

un mapeo continuo H de [0,1] x [0,1] a X,

H:[0,1] x [0,1] = X, (A.1)
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y H satisface:

H(t,0) = a(t), 0<t<1, (A.2)
H(t,1)=B(t), 0<t<1, (A.3)
H(0,s) =H(1,s) =xp 0<s<1. (A4)

El mapeo H se llama una homotopia entre « y B.

Definicién Un subconjunto A de un espacio topolégico X se llama una retraccion

de X si existe un mapeo continuo, llamado retraccién:

r:X — A, (A.5)

tal que r(a) = a, para cualquier a € A.

Definicién Un subconjunto A de un espacio topolégico X es una retraccion por
deformacioén de X si existe una retracciéon r : X — A y una homotopia H : X X

[0,1] — X tal que

H(x,0) = x, (A.6)
H(x,1) =r(x), (A7)
H(a,t)=a, ac A, te]0,1]. (A.8)

Teorema Si X es un espacio topolégico conexo (path connected) y A una retrac-
cién por deformacién de X, entonces el grupo fundamental 711 (X, 2) es isomorfo

ami(A,a),ac A

Teorema Si X y Y son dos espacios topologicos del mismo tipo de homotopia
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entonces H(X) es isomorfo a H,(Y) para todo p. Escribimos:

H,(X) = Hy(Y). (A.9)

Una implicacién inmediata de este teorema es que los grupo de homologia son
invariantes topolégicos. Esto es debido a que espacios homeomorficos son nece-

sariamente del mismo tipo de homotopia [48]
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APENDICE B

MAPEOS ARMONICOS

Sean (M,~) y (N, G) dos variedades diferenciales (pseudo)-Riemannianas de
dimensién m y n respectivamente. Para la variedad base M denotaremos las coor-
denadas mediante {x?}, mientras que para la variedad de fondo (target) N serdn
{X#}; de manera que v, = Yap(X) Y Guv = Guy(X). Un mapeo arménico es un
mapeo suave X : M — N (x — X) de manera que las funciones X" estan en
términos de las coordenadas {x?} y satisfacen las ecuaciones de movimiento que

resultan de la variacion de la siguiente accion [45],

5= / d"x:/ |7 70, X8, X" Gy, (B.1)

las cuales son,

—2, (\/lvr v“babX“) + s 70, X" 9, XP = 0. (B.2)

ikl



APENDICE B

donde F’; g son los simbolos de Christoffel asociados a la métrica del espacio de
fondo (N, G). Variando la accién respecto a la métrica v del espacio base obten-
emos el siguiente sistema de ecuaciones las cuales se pueden entender como un

tensor de energia momento para la variedad X(M),

oS

Gy Top =0, (B.3)

que de manera explicita son,

1
Ty = (aaXVabXV — 5%chacXﬂadx’f) Guy = 0. (B.4)

Este tensor de energia momento se conserva en el sentido de que V;,T% = 0 una

vez que las ecuaciones de movimiento (B.2) son consideradas.
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APENDICE C

CUANTIZACION CANONICA DE
LA CUERDA BOSONICA

En este apéndice presentamos brevemente algunos aspectos de la cuantizacion
canoénica de la cuerda bosoénica. En el procedimiento canénico de cuantizaciéon se
trabaja ya sea en la norma nula o de manera covariante. Basicamente se imponen

las relaciones de conmutacién usuales (a un mismo tiempo) sobre las soluciones

de los campos X* y los momentos (densidades) conjugados P7# = —2710(, % y
P = ﬁ%, ya promovidos a operadores en la norma del cono de luz la tnica
relaciéon distinta de cero es,

X! (x,0), P (x,0) = ig3(e =),y [x5.pt]=—i, (D

en donde i = 1. De la solucién escrita en términos de los modos de oscilacion
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podemos encontrar las relaciones de conmutacién asociadas a tales modos pro-
movidos a operadores como consecuencia de las relaciones fundamentales ex-

puestas en la relacién anterior,

[l o)) = m "6 ino, (C2)

conal , = al* — alt y de manera adicional [x}, p/] = in!/. De aqui la analogia

con los osciladores armoénicos desacoplados. Los modos de Virasoro transversales

Li‘ = % Z ocfl_p(x{?cSU, (C3)
peZ

escritos en términos de los modos de oscilacion transversales se convierten en

operadores cuando estos tltimos son promovidos a operadores. Cuando n # 0

no existe ambigiiedad en el ordenamiento de los operadores que determinan L;-

debido a las relaciones de conmutacién (C.2)), mientras que para n = 0 se tiene

que ordenar normalmente y de esto surge la constante de ordenamiento que se

fija en -1. El dlgebra que satisfacen estos operadores define lo que se conoce como
3

el dlgebra de Virasoro con extension central, [L;-, L] = (m — n)Li ., + 252 (m® —

m)(sm—i—n,()/

A partir de la relacion p> = —M? = 2pTp~ — plpls;; = L(Lg — 1) —plploy y
de la constriccién Ly — 1 = 0 sobre los estados fisicos, usando que el hecho de
que &)y = /2a’p", se encuentra que el operador de masa M cuya accién sobre los

estados da la correspondiente masa, estd dada por [34],

2 7L 7L & tI_] _ - 1
M= (RE-1),  and N —k;kak ak(sU_kzzlka, (C4)
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con N el operador de nimero en términos de los operadores de creacién y aniquilacion
para cada direccién en el espacio-tiempo, &), = \/naj,. Asi Ny cuenta cudntas ve-
ces un modo de oscilacién aparece actuando como operador de creacién sobre el

estado base para construir el estado en cuestiéon en que se encuentra la cuerda.

Cabe notar que el proceso de aplicar las constricciones en el caso cudntico cambia
respecto al caso clasico, debido a una anomalia es necesario imponer solamente la
mitad de las constricciones, y para que la teoria sea consistente con la invariancia
de Lorentz se deben de modificar los operadores de Virasoro de orden cero [34].

Para ver el tratamiento de este caso en la norma conforme ir al apéndice 3.

En lo que concierne al procedimiento canénico para la cuerda cerrrada , de forma
similar al caso de la cuerda abierta, las constricciones para la cuerda cerrada se
aplican parcialmente para evitar una anomalia, es decir, se toman en cuenta sola-
mente la “mitad” del conjunto de constricciones. Como la cuerda cerrada puede
ser considerada como dos copias de cuerdas abiertas unidas tenemos entonces dos
conjuntos de operadores de Virasoro, los cuales son las contrapartes cudnticas de
las ecuaciones cuando estas son promovidas a operadores. Estos operadores

llevan a las ecuaciones de constriccion cuando son aplicados a un estado |¢), [34],

Lilw) =0 k>o0. (C.5)

A partir de las constricciones para Ly y Ly encontramos que el operador de masa
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para el caso de la cuerda cerrada es,

~ 2 s
M=Z (Z(af_ka,{ +al &))ory — 2) , (C.6)
k=1

cony 7 al kzxié = N VY al k&,{&g — Nlos operadores de ntimero, similares
a los del caso de la cuerda abierta (C.4). Otra caracteristica que debemos conside-
rar para el caso de la cuerda cerrada cudntica es la condicion de emparejamiento
de niveles [34] N = N. Debido al hecho de que la combinacién LOL — I:(} genera
translaciones en el pardmetro o, lo cual es fisicamente irrelevante para la cuerda
cerrada, pues no importa dénde empieza o termina, la condicién impuesta sobre
los estados (Lg — Ly )|¢) = 0, lleva a la mencionada relacién de emparajamiento

de niveles.
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METODO DE PERTURBACIONES
COMOVILES

En este apéndice damos un breve recuento sobre la formulacién covariante del
tratamiento perturbativo para obtener soluciones hasta el primer orden para la
teoria de la cuerda bosénica planteado por Larsen y Sanchez en [40, 66]. Partiendo

de las ecuaciones de movimiento en la norma conforme,

— XM + G XH — T 13 X" XP + 1" 19, X "9, XP = 0, (D.1)

p

dondey =0,...,D—-1y 1"”“ g son los coeficientes de la conexién respecto a la

métrica de fondo G. Considerando la expansion perturbativa alrededor de una
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solucién del centro de masa,

Xt (1,0) ~ A"(1) + €eBH(1,0) + €2CH (T, 0), (D.2)

tenemos que a orden cero se debe satisfacer la siguiente ecuacién para A¥,

2AF +T" 9:A%9: AP =0, (D.3)

p

mientras que para el primer orden,

— 92B" + 93B! — 21" .9:A“9.BF — 9,T" B"9:a"0- AP = 0. (D.4)

p p

Esta tiltima ecuacién se puede describir de forma covariante,

0: A"V, (9:APVB!) — Rl 9 A%0, APBY — 02BV 0. (D.5)

Para una cuerda que cumple la relaciéon de dispersién para la solucién del centro
de masa a orden cero,

GVV(A)aTAyaTAV — —le, (D.6)

se pueden introducir D — 1 vectores normales Uﬁ conR =1,...,D -1 que in-
dican las direcciones de las polarizaciones fisicas de la cuerda cuando se toman
perturbaciones alrededor de la solucién del centro de masa. Estos vectores deben
de ser perpendiculares a la geodésica del centro de masa en algtin punto y ser

ortonormales entre si :

GuURd A" =0  Guokol = dgs, (D.7)
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de manera que las soluciones a primer orden se expresan como,

Bl = §xRok, (D.8)

donde R constituyen las llamadas perturbaciones coméviles, las que un obser-
vador moviéndose junto con el centro de masa observaria. Este conjunto de D — 1
vectores deben determinarse completamente exigiendo que sean transportados

paralelamente a lo largo de las geodésicas del centro de masa,

9: AV vl = 0. (D.9)

Introduciendo la forma para B dada por en la ecuacién (D.5) y tomando en
cuenta la relacion de dispersion y las ecuaciones que determinan las caracteristicas

de los D — 1 vectores obtenemos,

— 026XR + 030XR + RyuupyVR0d0c A% APSxg = 0. (D.10)

El segundo término solamente depende de ¢ a través de la perturbacién comévil,

de manera que introduciendo una expansién en series de Fourier,

oxg = Y Crr(T)e ™7, (D.11)
keZ

obtenemos la ecuacién para los coeficientes de la expansién,

93Ckr + (k*0Rrs — Ryupyvkvgo- A9 AP)CE = 0. (D.12)

Para el caso de los espacios de curvatura constante tenemos la condicién de que
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el tensor de Riemann es proporcional al producto de la métrica,

1
Ryapy = il_z (GVﬁG’ﬂX - GV’yGﬁa) / (D.13)

lo cual reduce la ecuacién para los coeficiente Cyy a,

m2
2Cyr + (k2 == 1—2) Cyr = 0. (D.14)

224



BIBLIOGRAFIA

[1] ABRAHAMS, R. y MARSDEN, J. E.: Foundatios of Mechanics. Addison-Wesley;,

second edicion, 1987.

[2] ALVAREZ, O.: «Topological quantization and cohomology». Comm. Math.

Phys., 1985, 100, p. 279.
[3] ArosToOL, T.: Andlisis Matemidtico. Editorial Reverté, 1960.

[4] ARCINIEGA, G.; NETTEL, F.; PATINO, L. y QUEVEDO, H.: «Topological spec-

trum of massive scalar fields». In preparation, 2011.

[5] ARNOLD, V. 1.: Mathematical Methods of Classical Mechanics. Springer-Verlag,
1989.

[6] BANADOS, M.; TEITELBOIM, C. y ZANELLI, J.: «The Black Hole in Three

Dimensional Spacetime». Phys. Rev. Lett., 1992, 13, pp. 1843-1851.

[7] BARROW, G. M.: The Structure of Molecules. The Benjamin Cummings Pub-

lishing Company, 1964.



[8] BEKENSTEIN, J. D.: «The Quantum Mass Spectrum of the Kerr Black Hole».
Lett. al Nuovo Cimento, 1974, 11(9), p. 467.

[9] BUCHER, M.: «Rise and fall of the old quantum theory». arXiv:0802.1366v1,
2008.

[10] BULGADAEYV, S. A.: «Topological quantization of current in quantum tunnel

contacts». Pis'ma v ZhETF, 2006, 83, p. 659.

[11] CALLAN, C. G. y THORLACIUS, L.: «Sigma Models and String Theory».
En: Proceedings of the 1988 Theoretical Advance Study Institute, World Scientific,
1989.

[12] CARLIP, S.: «Quantum gravity: a progress report». Rep. Prog. Phys., 2001, 64,
p- 885.

[13]

: «Is quantum gravity necessary?» Class. Quantum Grav., 2008, 25(15), p.
154010.

[14] CHOI, M. Y.: «Bloch oscillation and topological quantization». Phys. Rev. B,
1994, 50, p. 13875.

[15] CHOQUET-BRUHAT, Y.; DEWITT-MORETTE, C. y DILLARD-BLEICK, M.:

Analysis, Manifolds and Physics. Elsevier Science Publishers, 1982.

[16] CORTEZ, ]J.; NUNEZ, D. y QUEVEDO, H.: «Gravitational Fields and Nonlinear

oc-Models». Int. J. Theor. Phys., 2001, 40, p. 251.

[17] COURANT, J.: Introduccion al cdlculo y al andlisis matemdtico, vol.2. Limusa,

Noriega Editores, 1993.

[18] DE VEGA, H. J. y SANCHEZ, N.: «A new approach to string quantization in

curved spacetimes». Phys. Lett. B, 1987, 197, p. 320.



[19] DEGUCHLI, S.: «Atiyah-Singer Index Theorem in an SO(3) Yang-Mills-Higgs
System and Derivation of a Charge Quantization Condition». Prog. Theor.

Phys., 2007, 118(4), p. 769.

[20] DIRAC, P. A. M.: «Quantised Singularities in the Electromagnetic Field».

Proc. Roy. Soc., 1931, A 133, p. 1.

[21] DORING, A.y IsHAM, C. J.: «A topos foundation for theories of physics: I.

Formal languages for physics». |. Math. Phys., 2008, 49, p. 053515.

[22] ERNST, F. J.: «New formulation of the axially symmetric gravitational field

problem». Phys. Rev., 1968, 167(5), p. 1175.

[23] : «New formulation of the axially symmetric gravitational field problem.

II». Phys. Rev., 1968, 168(5), p. 1415.

[24] ETESI, G.: «Homotopic classification of Yang-Mills vacua taking into account

causality». Int. Journal of Theor. Phys., 2007, 46(4), p. 832.

[25] FRANKEL, T.: The Geometry of Physics. Cambridge University Press, sec-
ond edicién, 2004.

[26] GOKELER, M. y SCHUCHKER, T.: Differential geometry, gauge theories, and grav-

ity. Cambridge University Press, 1995.
[27] GOLDSTEIN, H.: Classical Mechanics. Addison-Wesley, second edicién, 1980.

[28] HARRIS, D. C. y BERTOLUCCI, M. D.: Symmetry and Spectroscopy. An introduc-

tion to vibrational and electronic spectroscopy. Dover Publications, 1989.

[29] HERNANDEZ, F.; NETTEL, F. y QUEVEDO, H.: «Gravitational fields as gener-

alized string models». Gravitation and Cosmology, 2009, 15(2), pp. 109-120.



[30] IsHAM, C. J.: Modern Differential Geometry for Physicists. World Scientific,
1989.

[31]

: «Prima Facie Questions in Quantum Gravity». arXiv:gr-qc/9310031v1,

1993.

[32] IsHAM, C. J. y KUNSTATTER, G.: «Yang-Mills canonical vacuum structure in

a general three-space». Phys. Lett. B, 1981, 102(6), p. 417.

[33] J.IsHAM, C.: «Structural Issues in Quantum Gravity». Gen. Rel. Grav., 1997,

GR14, p. 167.
[34] JOHNSON, C. V.: D-Branes. Cambridge University Press, 2003.

[35] JOSE, J. V. y SALETAN, E. J.: Classical Dynamics: A Contemporary Approach.

Cambridge University Press, 1998.
[36] KIEFER, C.: Quantum Gravity. Oxford University Press, 2006.

[37] KOBAYASHI, S. y NoMIzU, K.: Foundations of Differential Geometry. Wiley
Publishers, New York, 1963.

[38] LANDAU, L. D. y LirsHITZ, E. M.: Mechanics. Butterworth Heinemann,

third edicién, 1976.
[39] ——: The Classical Theory of Fields. Butterworth Heinemann, 1987.

[40] LARSEN, A. L. y SANCHEZ, N.: «Strings propagating in the 2+1 dimensional

black hole Anti de Sitter spacetime». Phys. Rev. D, 1994, 50, pp. 7493-7518.

[41] LARSEN, A. L. y SANCHEZ, N.: «Mass spectrum of strings in Anti de Sitter

spacetime». Phys. Rev. D, 1995, 52, p. 1051.



[42] LEONE, R.y LEVY, L.: «Topological quantization by controlled paths: Appli-
cation to Cooper pairs pumps». Phys. Rev. B, 2008, 77, p. 064524.

[43] MATZNER, R. A. y MISNER, C. W.: «Gravitational Field Equations for
Sources with Axial Symmetry and Angular Momentum». Phys. Rev., 1967,
154, p. 1229.

[44] MESSIAH, A.: Quantum Mechanics. Dover Publications, Inc., 1999.

[45] MISNER, C. W.: «Harmonic maps as models for physical theories». Phys. Rev.
D, 1978, 18(12), p. 4510.

[46] NABER, G. L.: Topology, Geometry and Gauge Fields. Springer Verlag, New
York, 1997.

[47] NAKAHARA, M.: Geometry, Topology and Physics. Taylor & Francis, sec-
ond edicién, 2003.

[48] NAsH, C. y SEN, S.: Topology and Geometry for Physicists. Academic Press,
1983.

[49] NETTEL, F. y QUEVEDO, H.: «Topological spectrum of classical configura-

tions». AIP Conf. Proc., 2007, 956, pp. 9-14.

[50] : «Topological quantization of the harmonic oscillator». Int. J. of Pure and
Appl. Math., 2011, 70(2), p. 117.
[51] : «Topological spectrum of gravitational fields represented as general-

ized harmonic maps». In preparation, 2011.

[52] NETTEL, F.; QUEVEDO, H. y RODRIGUEZ, M.: «Topological spectrum of me-

chanical systems». Rep. Math. Phys., 2009, 64(3), p. 355.



[53] ORLANDO, D. y PETROPOULOS, M.: «Strings on curved backgrounds». J.

Phys.: Conf. Ser., 2006, 53, pp. 551-566.

[54] PATINO, L. y QUEVEDO, H.: «Topological quantization of gravitational

tields». J. Math. Phys., 2005, 46, p. 22502.

[55] PENROSE, R.: «On Gravity’s Role in Quantum State Reduction». Gen. Rel.

Grav., 1996, 28(5), p. 581.

[56] PESKIN, M. E. y SCHROEDER, D. V.: An Introduction to Quantum Field Theory.

Westview Press, 1995.

[67] POLCHINSKI, J.: String Theory Vols. 1 and 2. Cambridge University Press,
1998.

[58] QUEVEDO, H.: «Class of stationary axixymmetric solutions of Einstein’s

equations in empty space». Phys. Rev. D, 1986, 33, p. 324.

[59] —— «Multipole moments in General Relativity - Static and Stationary

Solutions-». Fort. Phys, 1990, 38, p. 733.

: «Private notes», 2011.

[60]

[61] QUEVEDO, H. y MASHHOON, B.: «Exterior gravitational field of a rotating

deformed mass». Phys. Lett. A, 1985, 109, p. 13.

[62] : «Exterior gravitational field of a charged rotating mass with arbitrary
quadrupole moment». Phys. Lett. A, 1990, 148, p. 149.
[63] : «Generalization of Kerr spacetime». Phys. Rev. D, 1990, 43, p. 3902.

[64] RANADA, A. F. y TRUEBA, J. L.: «Topological quantization of the magnetic

flux». Found. Phys., 2006, 36, p. 427.



[65] ROVELLL, C.: «Notes for a brief history of quantum gravity». arXiv:gr-

qc/0006061v3, 2008.

[66] SANCHEZ, N.: «Advances in string theory in curved backgrounds: A synthe-

sis report». Int. . Mod. Phys., 2003, A18, pp. 2011-2024.

[67] SCHWARZ, A. S.: «On regular solutions of Euclidean Yang-Mills equations».

Phys. Lett. B, 1977, 67, p. 172.

[68] STEPHANI, H.; KRAMER, D.; MACCALLUM, M.; HOENSELAERS, C. y HERLT,
E.: Exact Solutions to Einstein’s Field Equations. Cambridge University Press,

second edition edicion, 2003.

[69] SZYDLOWSKI, M.: «The generalized Maupertuis principle». Regul. Chaotic.

Dyn., 1998, 3, pp. 10-19.
[70] WALD, R. M.: General Relativity. The University of Chicago Press, 1984.

[71] ZHONG, W. J. y DUAN, Y. S.: «Topological quantization of instantons in

SU(2) Yang-Mills theory». Chin. Phys. Lett., 2008, 25, p. 1534.

[72] ZWIEBACH, B.: A First Course in String Theory. Cambridge University Press,
2004.



	Portada
	Índice General

	Introducción
	Capítulo 1. Sobre la Cuantización Topológica
	Capítulo 2. Espectro Topológico de Sistemas Mecánicos
	Capítulo 3. Espectro Topológico de la Cuerda Bosónica
	Capítulo 4. Campos Gravitacionales, Mapeos Armónicos y Espectros Topológicos
	Apéndices
	Bibliografía



