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Introduccion

A lo largo del tiempo, muchos juegos se han estudiado a través de su repre-
sentacion en teoria de graficas. Juegos como el solitario (peg solitaire) y los soldados
de Conway, donde se colocan fichas sobre un tablero y se permiten ciertos movimien-
tos, ya habian generado diversos estudios, y son ahora el origen del desarrollo de los
movimientos de damas en graficas, o graph pegging.

Asi pues, esta vez nos concentraremos en la representacion de los movimientos
del juego de damas, aquél en el que, teniendo dos fichas adyacentes entre si y una
casilla vacia junto a una de ellas, podemos hacer que la primera «comay a la segunda,
saltandola, y llegue asi a la casilla vacia. Sin embargo, las reglas de nuestro juego
seran distintas, pues no tendremos contrincante, y nuestro objetivo serd poder llegar
a cualquier parte del tablero (representado por una grafica) a partir de la distribucion
original de las fichas.

Aunque el término peg en inglés nos remite a los tronquitos o estacas de madera
que se usan en el solitario (peg solitaire), nosotros pensaremos cada peg como una
canica. Ademas, pensaremos en cada vértice de una grafica como un hueco donde se
puede colocar una canica. Si tenemos canicas en dos vértices adyacentes, y alguno
de ellos es adyacente a un vértice vacio, podemos realizar un movimiento de damas,
que consistird en quitar las dos canicas y colocar una de ellas en el vértice vacio.
Asi, también podemos ver a los movimientos de damas como «saltar» una canica y
«comerlay, como se hace al jugar a las damas. En efecto, fue esta idea la que sugiri6
la traduccion de movimientos de damas, llamados originalmente pegging moves en
inglés.

El presente trabajo sobre movimientos de damas en graficas, se basa en el articu-
lo Graph pegging numbers [1], publicado en 2009. Es justo en este articulo que se
presentan los movimientos de damas en graficas, o graph pegging. Al ser un tema
reciente, se espera que pueda tener numerosas aplicaciones.

El concepto de graph pegging o movimientos de damas en graficas fue introducido
por David Petrie Moulton durante el programa de verano Research Experience for
Undergraduates (REU) de la University of Minnesota Duluth en 1994. Anteriormente



X Introduccién

se trabajaba ya sobre graph pebbling. De hecho, algunas veces nos ayudaremos de
conceptos y resultados de la teoria de graph pebbling, que introduciremos oportuna-
mente.

Es asi que, después de haber hecho un breve recordatorio de los conceptos basicos
de la Teoria de Graficas que necesitaremos a lo largo de este trabajo, definiremos los
movimientos de damas.

Enseguida, presentaremos un par de conceptos basicos asociados a los movimien-
tos de damas: el nimero de damas (pegging number) y el nimero de damas 6ptimo
(optimal pegging number), creados de manera analoga a los ya existentes pebbling
number y optimal pebbling number. Es sobre ellos que nos concentraremos durante
el resto del trabajo. De hecho, nuestro objetivo central sera calcular estas magnitudes
para distintas clases de graficas.

Asi, en el tercer capitulo, buscaremos el nimero de damas de las trayectorias, los
ciclos y la unién de dos graficas.

En el siguiente capitulo veremos el comportamiento de los ntimeros de damas
cuando se hacen productos con gréaficas completas.

A partir de esos resultados, en el capitulo cinco analizaremos el caso de los hiper-
cubos.

Para terminar, definiremos el didmetro vértice-arista de una gréafica, y dedicare-
mos un capitulo al estudio de los ntimeros de damas de las graficas de diametro
vértice-arista pequeno, en el que, entre otros resultados, obtendremos una cota su-
perior para los numeros de damas de graficas con esas caracteristicas. Ademaés, para
este tipo de graficas, presentaremos la relacion entre el nimero de damas y cierta
estructura contenida como subgréafica.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Graficas

Como el titulo lo indica, a lo largo de este trabajo utilizaremos graficas, asi que,
para empezar, presentamos una definiciéon formal de gréafica:

Definicién 1.1.1. Una grdfica es una tercia ordenada (V(G), E(G),V¢), formada
por un conjunto no vacio de vértices V(G), un conjunto de aristas E(G), ajeno a
V(G), vy una funcién de adyacencia que asocia cada arista de E(G) con un par de
vértices (no necesariamente distintos) de V(G). Si e es una arista, y u, v son vértices
tales que Vg(e) = wv, entonces decimos que e une a u'y a v, y que u y v son los
extremos de la arista e.

Para facilitar la comprension de esta definicion de grafica, podemos recurrir a la
representacion grafica de ésta, de donde se deriva su nombre. Para esto, representare-
mos cada vértice por un punto, y cada arista como una linea que une los puntos que
representan sus extremos. Para evitar confusiones, asumiremos que una linea no pasa
por ningiin punto que no represente alguno de sus extremos, y que ninguna linea se
intersecta a si misma.

Decimos que los extremos de una arista inciden en ella, y viceversa. Los dos vér-
tices extremos de una arista son adyacentes, o vecinos. Dos aristas que inciden en un
mismo vértice son adyacentes.

Una arista cuyos extremos son iguales es un lazo. Si una grafica tiene mas de una
arista uniendo el mismo par de vértices, decimos que tiene aristas miltiples.
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Definicién 1.1.2. Una grafica sin lazos y sin aristas multiples es llamada grdfica
simple.

Observemos que una grafica simple queda completamente determinada por su
conjunto de vértices y de aristas. Asi, en ese caso, podemos simplificar nuestra defini-
cion inicial, omitiendo la funcion de adyacencia ¥ y etiquetando a cada arista medi-
ante los nombres de sus extremos, quedando:

Definicién 1.1.3. Una grdfica es una pareja ordenada (V(G), E(G)) de conjuntos,
tales que los elementos de E(G) son subconjuntos de V(G) con 2 elementos. Los
elementos de V(G) son los vértices de G, mientras que F(G) es el conjunto de las
aristas de G.

A partir de ahora, utilizaremos la definicion 1.1.3 de grafica, con el fin de simpli-
ficar la notacion.

Definicién 1.1.4. Una grafica es finita si su conjunto de vértices y el de sus aristas
son ambos finitos.

Definicién 1.1.5. El orden de una grafica G es su ntimero de vértices, y se denota
por |G|.

En matematicas siempre es importante saber cudndo dos objetos son «esencial-
mente el mismoy», es decir, cuando son tan parecidos que podemos trabajar con uno
solo de ellos. Es por esta razén que surge la siguiente definicién.

Definicién 1.1.6. Dos graficas G 'y H son isomorfas (G = H) si existe una biyeccion
0:V(G)— V(H), con uv € E(G) siy solo si O(u)f(v) € E(H). A 0 se le denomina,
isomorfismo entre Gy H.

Muchas veces no haremos distincién entre graficas isomorfas, y diremos que G =
H en lugar de G = H.

A veces, para indicar que trabajamos sobre toda una clase de graficas isomorfas,
omitiremos las etiquetas de los vértices. En otras ocasiones, para referirnos a los
vértices de una grafica, los etiquetaremos. Asi, por ejemplo, en una grafica simple,
conviene referirnos a la arista con extremos etiquetados por u y v como la arista uv.

Ahora definiremos algunas clases particulares de graficas.

Definicién 1.1.7. Una grdfica completa es una grafica simple en la que todo par de
vértices estd unido por una arista.

Notese que, salvo isomorfismo, para todo n € N hay s6lo una grafica completa
con n vértices, a ésta se le denota por K.
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d G ¢ d H b
6:V(G)— V(H)
0= {(aa a/)a (bv b,)v (Cv Cl)v (d7 d/)}

Figura 1.1: Ejemplos de gréficas isomorfas.

Definicién 1.1.8. Una grdfica vacia es una grafica sin aristas.
Y finalmente,

Definicién 1.1.9. Una grafica G es bipartita si existe una particion (X,Y) de su
conjunto de vértices V(G) de modo que toda arista tenga un extremo en X y otro
en Y. La particion (X,Y') es una biparticion de la grafica G.

En particular,

Definicién 1.1.10. Una grafica bipartita completa es una grafica simple bipartita
con biparticion (X,Y) en la que todo vértice de X es adyacente a cada uno de los
vértices de Y. Si | X| =m y |Y| = n, esta grafica se denota por K, .

De modo més general, podemos definir las graficas multipartitas:

Definicién 1.1.11. Dado un entero r > 2, una grafica G es llamada r-partita si
existe una particion de sus vértices en r clases, de modo que cada arista tiene sus
extremos en diferentes clases de la particion, es decir, de modo que los vértices de
una misma clase de la particién no sean adyacentes. Si una gréafica es r-partita para
algiin r, entonces es llamada multipartita.

Por lo general,para las graficas 2-partitas, se prefire el término gréafica bipartita.

Definicién 1.1.12. Una grafica multipartita en la que cualesquiera dos vértices de
diferentes clases de la particion son adyacentes es una grafica multipartita completa.
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Definicién 1.1.13. Una grafica H es subgrdfica de G (denotado por H C G) si
V(H) CV(G) y E(H) C E(G).

Si H C G pero H # G, escribimos H C G y decimos que H es una subgrdfica
propia de G.

Ademés, si H es subgrafica de G, entonces G es supergrifica de H.

Definicién 1.1.14. Una subgrdfica (o supergrifica) generadora de G es una subgra-
fica (o supergrafica) H con V(H) = V(G).

Definicién 1.1.15. Dado V' C V(G) no vacio, la subgréfica de G cuyo conjunto de
vértices es V' y cuyo conjunto de aristas es el conjunto de aristas de G con ambos
extremos en V' es llamada la subgrafica de G inducida por V’ y se denota por G[V'];
decimos que G[V'] es una subgrdfica inducida de G.

Definicién 1.1.16. El grado de un vértice v € V(G) es el nimero de aristas de
G que inciden en v, contando cada lazo como dos aristas, y se le denota dg(v). En
particular, un vértice de grado cero es un vértice aislado. Denotamos por dg y Ag
el grado minimo y el grado maximo, respectivamente, del conjunto de los vértices de

G.

Definicion 1.1.17. Una grafica G es k-regular si dg(v) = k para todo v € V(G);
una grafica regular es una grafica k-regular para algun k.

G H

Figura 1.2: Ejemplos de graficas bipartitas. G es una grafica bipartita con g = 2y Ag =3,
mientras que H es la grafica bipartita completa K3 3, una grafica 3-regular. Notese ademas
que G C H.

Recordemos que dos vértices son vecinos si estan unidos por una arista.

Definiciéon 1.1.18. El conjunto de vecinos de un vértice v € V(G) se denota por
N(v) o I'(v). En general, si U C V(G), el conjunto de los vecinos de los vértices de
U en V(G)\U se denota por N(U) o I'(U).
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1.2. Trayectorias, ciclos

Veremos ahora varias maneras de recorrer los vértices de una grafica.

Definicién 1.2.1. Un camino en una grafica G es una sucesiéon no nula W =
(vo, €1,v1,€2,V9, ..., €k V) cuyos elementos son, alternadamente, vértices y aristas
de GG, donde los extremos de cada e; son v;_1 y v;, para todo 1 < ¢ < k. En ese
caso, nos referiremos a W como un camino de vy a vy (o entre vy y vg), 0 como un
UVoUL-Camino.

A vg se le llama el origen de W, los vértices vy, v, ..., v,_1 son los vértices inte-
riores de W, vy es su vértice final y k su longitud.

Si trabajamos con graficas simples, un camino queda totalmente determinado por
la sucesion de sus vértices, asi pues, escribiremos W = (vg, vy, va, . .., Ug).
Ahora presentaremos algunas clases particulares de caminos en una grafica G.

Definicién 1.2.2. Una trayectoria es un camino que no repite vértices. El niimero
de aristas de una trayectoria es su longitud, una trayectoria de k vértices se denota
por Py.

Dados dos conjuntos de vértices A, B, decimos que P = (vg,v1,...,V)) €s una
AB-trayectoria si {zo} = PN Ay {x} = PN B.

Decimos que un camino es cerrado si su longitud es positiva y su origen coincide
con su vértice final.

Definiciéon 1.2.3. Un ciclo es un camino cerrado que no repite vértices, salvo su
origen. La longitud de un ciclo estd dada por su ntimero de aristas (o de vértices).
Un ciclo de longitud k, o k-ciclo, se denota por Cj. Ademas, un k ciclo es par o impar
si k es par o impar, respectivamente.

v3
U1
o Camino: (vs, vg, V1, V2, Vg, U3, Vy)
(2 Trayectoria: (vy, va, Vg, U3, Vy)
Ciclo: (v, v1,v2,v9)
U2
Vs

Figura 1.3: Ejemplos de recorridos en una grafica simple.
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Ya con estas definiciones, nos interesara saber si, en una grafica dada, es posible
encontrar un recorrido de algtn vértice hacia algtin otro. En particular, nos interesara
saber si, a partir de cualquiera de sus vértices es posible llegar a cualquier otro. Es por
eso que a continuacion definimos una propiedad importante en gréficas: la conexidad.

Definicién 1.2.4. Dada una grafica GG, decimos que es conexa si para cualesquiera
dos de sus vértices u, v, existe una uv-trayectoria. Si una grafica no es conexa, diremos
que es disconexa o inconexa.

Cuando una grafica sea inconexa, trabajaremos sobre sus componentes conexas,
las que definiremos a continuacién.

Definicién 1.2.5. Una subgrafica conexa, maxima por contencién con esa propiedad,
es una componente conera de GG. Una gréafica conexa tiene exactamente una compo-
nente conexa.

La siguiente es una propiedad importante de los recorridos en graficas:

Teorema 1.2.6. Todo uv-camino contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Sea W el uv-camino, de longitud k. La demostracion se hara por
induccion sobre la longitud del camino.

Base k—1.

En este caso, el camino no repite vértices, por lo que ya es una uv-trayectoria.

Hipotesis Inductiva

Supongamos que si W es de longitud k£ = n, entonces contiene una uv-trayectoria.

Paso Inductivo

Sea W = (u = ug, Uy, . .., Up, Upp1 = v) un uv-camino de longitud & = n + 1. Sea
W' = (u = ug, uq, . ..,u,). Por hipdtesis inductiva, W’ contiene una uu,-trayectoria,
a la que llamaremos 1".

Siv ¢ T entonces T'=T" U (uy,,v) es una uv-trayectoria contenida en W. En
cambio, si v € T" = (u = Vo, V1, ..., V1,V = Uk, V41, - - -, Up), tomamos T = (u =
Vo, V1, - - -, Ug—1, g = v). Entonces T es una uv-trayectoria contenida en W.

[ |

Una magnitud asociada a la longitud de los ciclos de una gréfica es el cuello:

Definicién 1.2.7. El cuello o cintura de una grafica G es la longitud de su ciclo mas
corto, si G no tiene ciclos, definimos su cuello como infinito.
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1.3. Distancia

Sea GG una grafica.

Definicién 1.3.1. La distancia en G entre dos de sus vértices u, v, es la longitud de
la trayectoria mas corta entre u y v en G, y se denota por d(u,v). Si no existe tal
trayectoria, diremos que la distancia entre u y v es infinita.

Definicién 1.3.2. El didmetro de G, diam(G), es el maximo de las distancias entre
cualesquiera dos vértices de G.

Definicién 1.3.3. La excentricidad de un vértice v en una gréafica conexa G es el
méax d(u,v) para todos los u € V(G). El radio de G, rad(G), es el minimo de las
excentricidades de los vértices de una grafica.

Asi, dada una grafica de radio r, existe un vértice que esta a distancia a lo mas
r de cualquier otro vértice de la grafica.

3 3

Figura 1.4: Ejemplo de una grafica con cuello=3, didmetro =3 y radio=2. Junto a cada
vértice se indica su excentricidad.

1.4. Operaciones en graficas

Sean G y H dos graficas simples. Veremos algunas formas de obtener nuevas
graficas a partir de éstas.

Definicién 1.4.1. La unidn de G y H, G U H, es la grafica simple definida por
V(GUH)=V(G)UV(H)y E(GUH) =FE(G)UE(H).
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Anéalogamente,

Definicién 1.4.2. La interseccion de Gy H, G N H, es la grafica simple definida
con V(GNH)=V(G)NV(H)y E(GNH)=E(G)NE(H).

Si dos gréaficas no tienen vértices en comin, diremos que son ajenas. Supongamos
ahora que G 'y H son ajenas. En este caso, G U H es llamada la unién ajena de G'y
H.

Definicion 1.4.3. Si V(G) NV (H) = 0, la suma de G y H, denotada G + H, es
la gréifica que tiene como conjunto de vértices a V(G) U V(H) y cuyo conjunto de
aristas es F(G)U E(H)U{(g,h) : g € V(G),h € V(H)}.

G H G+H

Figura 1.5: Un ejemplo de suma de dos gréficas.

Definicién 1.4.4. El producto cartesiano de G y H, denotado G x H, tiene por
conjunto de vértices a:

VIGx H)=V(G)xV(H)={(g9,h): g€ V(G),h e V(H)},
y ademas,

=g yhh e EH),o
/ /! E H g g y ?
(0.0 ) € BGx H) & { 2050 € P
El producto cartesiano G x H puede verse como |H| copias de G con aristas
adicionales entre distintas copias, que forman |G| copias de H. Esto es, dejando fija
la primera coordenada y variando la segunda se obtiene una copia de H, mientras

que si se deja fija la segunda coordenada y se varia la primera se obtiene una copia
de G.
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q| T

Oo0——O0—=O

G

Figura 1.6: El producto cartesiano de dos gréficas.

1.5. Conexidad e independencia

Definiciéon 1.5.1. Sea G una grafica.Un subconjunto S C V(G) es un conjunto
independiente de GG si no hay dos vértices de S adyacentes en G.

Definicién 1.5.2. El nimero de vértices en un conjunto independiente de cardinal-
idad maxima en una grafica G es el numero de independencia de G, y se denota

a(G).

Es facil ver, por ejemplo, que a(K,) = 1, para toda n € N, pues si tomamos
cualquier conjunto con dos o més vértices de K, todos ellos seran adyacentes entre
si. Ahora veamos cuél es el nimero de independencia del producto de dos graficas
completas.

Lema 1.5.3. Para cualesquiera n, m enteros positivos, se tiene que a(K,, X K,) =
min{m,n}

Demostracién. Supongamos, sin pérdida de generalidad que min{m,n} = n. Sea
S un subconjunto de los vértices de K,,, x K,, , con |S| = min{m,n}+1 = n+1. Dado
que K,, x K, esta compuesta por n copias de K,,, y n < m, entonces hay una copia
de K,,, llamémosla K, que contiene al menos dos vértices de .S, sin embargo, estos
dos vértices son adyacentes en K, y por consiguiente lo son también en K, X K,.
Entonces S no es independiente. Por lo tanto a(K,, x K,) < min{m,n}.

Sigamos suponiendo que min{m,n} = n. Consideremos el subconjunto I de vér-
tices de K, X K,, compuesto por los vértices de la diagonal de V(K,,) x V(K,).
Entonces, el conjunto [ tiene exactamente un vértice en cada una de las n copias de
K,,. Ademaés, por la eleccion de I, no hay dos vértices de I en la misma copia de K.
Por la definicion de K, x K,,, no hay aristas entre los vértices de I, entonces, I es
independiente. Por lo tanto, podemos concluir que o(K,, x K,) = min{m,n}. R
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1.6. Arboles y bosques

A continuacion definimos dos clases de graficas que nos seran de utilidad.
Definicién 1.6.1. Una grafica aciclica, es decir, sin ciclos, es llamada bosque.

Definicién 1.6.2. Un drbol es una grafica conexa y aciclica. Los vértices de grado
1 de un arbol son sus hojas; a los vértices que no son hojas los llamaremos vértices
interiores.

Podemos observar que un bosque es una grafica cuyas componentes conexas son
arboles. ademas, si quitamos una hoja a un arbol, lo que obtenemos es de nuevo un
arbol.

Una propiedad importante de los drboles esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 1.6.3. En un drbol, para cualesquiera dos vértices u,v, existe una unica
uv-trayectoria.

Demostracion. Haremos la demostracion por contrapositiva. Sea G una gréfica,
y supongamos que existen dos uv trayectorias distintas, P; y P». Esto implica que
existe un arista e = xy que pertenece a P, pero no a P,. Observemos que la grafica
(P, U P;) — e es conexa. En particular, contiene una xy-trayectoria, P. Entonces,
P + e es un ciclo en G, por lo tanto, G no es un arbol. [ |

Algunas veces, es conveniente fijar uno de los vértices del arbol como su raiz.

Definicién 1.6.4. Un arbol con raiz o arbol arraigado es un arbol en el que uno de
sus vértices se designa como raiz.

Definicién 1.6.5. Dados un arbol A, arraigado en r, y una trayectoria 7' = (r =
Vo, V1, -+ -, Un—1, Up ), decimos que:

= v,_1 es el padre de v,.

v, es hijo de v,_1.
= Vg, V1,...,U,_1 sON los ancestros de v,.

Si u es un ancestro de w, entonces w es descendiente de w.

Las hojas de T' no tienen hijos.
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= Si y no es una hoja, lo llamamos vértice interior.

Por lo general, representaremos un arbol arraigado dibujando su raiz arriba del
resto de los otros vértices, y los descendientes debajo de sus ancestros.

Definicién 1.6.6. Un arbol binario es un arbol con raiz en el que cada vértice
interior tiene exactamente dos hijos.

Para distinguir a los dos hijos de un vértice interior de un arbol binario, llamare-
mos a uno hijo derecho y al otro hijo izquierdo.

1.7. Series y convergencia

Definicién 1.7.1. Una funcidn es una coleccion de parejas ordenadas con la siguiente
propiedad: si (a,b) y (a,c) estan en la coleccion, entonces b = ¢, es decir, la coleccion
no puede contener dos parejas distintas con el mismo primer elemento.

Asi pues, una funcion es una relacion entre elementos de dos conjuntos.

Definicién 1.7.2. Si f es una funcion, el dominio de f es el conjunto de todas las
a tales que existe alguna b tal que (a,b) estd en f. Si a esta en el dominio de f, se
sigue de la definicion de funcion que existe un 4nico b tal que (a,b) esta en f. A este
b se le llama la imagen de a y se denota por f(a). El contradominio de f contiene al
conjunto de las imagenes de los elementos del dominio de f.

Para este trabajo, nos interesara un cierto tipo de funciones, a las que llamaremos
sucesiones.

Definiciéon 1.7.3. Una sucesion infinita de niimeros reales es una funcion cuyo do-
minio es N, y cuyas imégenes estan contenidas en R.

Dada una sucesion a, casi siempre nos referiremos a los valores a(0), a(1),
a(2),... por ag,a, as, ..., mientras que la sucesion se denotara por {a,}.

Definicién 1.7.4. Una sucesion {a,} converge a [ si para cada ¢ > 0 existe N € N
tal que para cualquier n € N tal que n > N, se tiene que |a, — [| < €. En ese caso
escribiremos lim,,_,ooa, = .

También decimos que {a,} tiende a [, o que el limite de la sucesion {a,} es [.
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Diremos que una sucesion es convergente si existe [ tal que la sucesion converge
a [. Si la sucesion no converge, diremos que diverge.

Ahora nos interesara el comportamiento de la suma de los términos de una suce-
sion {a,}, es decir, queremos ver qué sucede con ag + a; + as + . ... Para ello, estu-
diaremos primero las sumas parciales, es decir:

Sp=0ag+a+...+a,

Estas sumas parciales nos son ttiles porque entre mas grande sea n, mas se aproximan
a la suma que nos interesa. Asi, la suma ag + a; + as + ... tiene que ser igual al
limy,_ooSp. Sin embargo, es posible que la sucesion {s,} no tenga limite, lo que hace
que la «sumay de la sucesion quede indefinida. Por supuesto, nos interesan aquellas
sucesiones cuyas sumas si convergen, para las cuales tenemos la siguiente:

Definicion 1.7.5. Sila sucesion {s, } converge, el lim,,_.s, se denota por >~ a,,
y se le llama la suma de la sucesion {a,}.

En general, decimos que Y~ a, es una serie infinita, y que converge o diverge
si la sucesion s, converge o diverge, respectivamente.
Entre todas las series infinitas, tenemos las series geométricas:

Zr":1+r+r2+r3+...
n=0

que son particularmente importantes y que nos serdn de mucha utilidad un poco méas
adelante. Nos concentraremos en los casos |r| < 1. Asi, podemos evaluar facilmente

Sn o= l+r+r’+. . 0"

res, = r4+ri4. . 4rt4ntL
De donde se sigue que
sp(l —7) = 1—7""" entonces
1 —pntl
S

Notemos que no tenemos problemas al dividir entre (1 — r), pues r # 1. Y dado que
el lim,,_r™ = 0, tenemos que

o0

S
I
o



Capitulo 2

Las bases de los movimientos de
damas

2.1. Definiciones y resultados elementales

Como ya mencionamos en la introduccion, a lo largo de este trabajo, pensaremos
a cada vértice de una grafica como un hueco donde colocar una canica. Podremos
realizar un movimiento de damas cuando tengamos canicas en dos vértices adyacentes
y haya un tercero, adyacente a uno de los dos primeros, vacio. Este movimiento
colocara una de las canicas en el tercer vértice y dejara vacios a los dos primeros,
como haria un movimiento del conocido juego de damas. Formalicemos ahora esas
definiciones.

Definicién 2.1.1. Una distribucion D de canicas en una grafica G es un subconjunto
cualquiera de V(G).

Definicién 2.1.2. Dada una distribucion D en una grafica G, si u,v € D son
distintos y adyacentes, y w € V(G) es un vértice adyacente a v que no esta en
D, el movimiento de damas m = u”v w, reemplaza a la distribucion D por la
distribucion m(D) = D \ {u,v} U w.

En ocasiones, para hacer énfasis en que las condiciones para u,v y w se cumplen,
llamamos a m un mowvimiento de damas vdlido.

El conjunto {u, v} es la fuente u origen de m, y el vértice w es el destino u objetivo
de m.

Definicién 2.1.3. Si M es una sucesion de movimientos de damas que inicia en D,
denotamos por M (D) a la distribucion obtenida después de aplicar M a D.
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Definicién 2.1.4. Decimos que un vértice t es alcanzable desde una distribucion D
si existe M, sucesion finita de movimientos de damas, tal que t € M (D). El alcance
de una distribucion D, denotado Reach(D), es el conjunto de todos los vértices
alcanzables desde D.

Una herramienta til para probar que un vértice no esta en el alcance de una
distribucion es el peso:

Definicién 2.1.5. Dada una distribucion D en una grafica G y t € V(G), se define
el peso de D con respecto a t como;

wty(D) = Z gdwt)

ueD

_ (51
2

donde o es la raiz positiva de 22 + x = 1 y d(u,t) es la distancia de u a t

en G.

Observemos que si D es infinita, entonces se incrementa el niimero de sumandos,
por lo que wt;(D) puede ser infinito. explicar, detallar

Lema 2.1.6 (Monotonia del peso). Sea D una distribucion en una grdifica G y sea
D' la distribucion obtenida a partir de D después de realizar una sucesion finita de
movimientos de damas. Entonces, para todo t € V(QG) se tiene:

U]tt(D,) S wtt(D)
Ademds, si wt, (D) < 1, entonces t ¢ Reach(D).

Demostracidn. Sin pérdida de generalidad, supongamos que D' = m(D), con m =
u”v " w, . Para todo t € V(G) tenemos:

d(w,t) +2 (2.1)

<
< d(w,t)+1 (2.2)

pues, si d(w,t) < oo, entonces existe T una wt-trayectoria de longitud n, entonces
{u,v,w} UT es una ut-trayectoria de longitud n + 2, mientras que vw U T es una
vt-trayectoria de longitud n + 1. Por lo tanto,

wty(D') = wty (D) — gt — gdvb) 4 Fdwi) por la definicion de wt,(D")
< wt;(D) — g¥wD+2 _ gdwhHl 4 5dwh  pues o < 1y tenemos (2.1)
y (2.2),
= wt(D) — (62 + o — 1)odwt) y como o es raiz de
?+r—1=0

wty(D)
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Por otro lado, si t € Reach(D), entonces t esté en alguna distribucion D’ obtenida
a partir de D mediante una sucesioén finita de movimientos de damas. En ese caso,

wty (D) = Z g iwt)
ueD’
— Z O_d(u,t) +Jd(t,t)
ueD\{t}
g Z O-d(U"t) _|_ 1
u€D\{t}
1

v

A partir de ahora s6lo consideraremos graficas simples finitas.

Definicién 2.1.7. Dada una grafica G, su nimero de damas P(G) es el menor entero
positivo d tal que toda distribucién de tamafnio d en G tiene alcance V(G). Por otro
lado, el nimero de damas dptimo p(G) de G es el menor entero positivo d tal que
alguna distribucion de tamafio d en G tiene alcance V(G).

A partir de la definicién anterior podemos hacer la siguiente observacion que nos
serd de gran utilidad:

Observacion 2.1.8 (Monotonia del alcance). Sean D' C D dos distribuciones en
una grafica G. Entonces Reach(D') C Reach(D).

Si D es una distribucion de tamaio d y Reach(D) # V(G) entonces P(G) > d.

Si Reach(D) # V(G) para toda distribucion D de tamano d, entonces p(G) > d.

Observacion 2.1.9. Sea G una grafica, entonces:

» p(G) < P(G), esto se tiene a partir de la definicion anterior, pues cualquier
distribucion de tamano P(G) tiene alcance V (G).

= Si |G| es el orden de Gy G es inconexa:
(i) P(G)=|G|-minc(|C] - P(C)),y
(i) p(G) = 2cp(C)

donde la suma y el minimo se toman sobre todas las componentes conexas

de G.
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La observacion (i) resulta de que, dada una distribucion D con P(G) canicas,
y una componente conexa C' de G necesitamos tener al menos P(C) canicas de la
distribuciéon D en C para asegurar que V(C') C Reach(D), pues ningiin movimien-
to nos permite mover canicas de una componente a otra. Asi, el mayor niimero de
vértices que pueden quedar vacios en la componente C, de modo que ain podamos
alcanzar cualquiera de sus vértices es |C| — P(C'). Entonces, si C’ es la compo-
nente de G con |C'| — P(C") =min¢(|C| — P(C)), y dada una distribuciéon D con
|G| —ming(|C| — P(C)) — 1 canicas, de modo que los ming(|C| — P(C)) + 1 vértices
vacios estan en (', entonces existe un vértice v € V(C”) tal que v ¢ Reach(D), esto
es Reach(D) # V(G). Por lo tanto P(G) > |G| —ming(|C| — P(C)).

Por otra parte, sea D una distribucion con |G| —ming(|C| — P(C)) canicas. Si
ming(|C| — P(C)) = 0, entonces D no deja vértices vacios y ya terminamos. Supon-
gamos entonces que hay al menos un vértice vacio u, y sea C la componente a la
que pertenece. Sabemos que D deja exactamente ming(|C| — P(C)) vértices vacios,

y dado que por definicion de minimo mings(|C| — P(C)) < ‘6‘ — P(@), entonces
en C hay a lo més ‘6) — P(a) vértices vacios. Dicho de otro modo, D coloca al

menos P(C') canicas en C, con lo que, por definicion de niimero de damas, es posible
alcanzar a u mediante movimientos de damas en C. Por lo tanto Reach(D) = V(G),
lo que a su vez implica que P(G) < |G| —ming(|C| — P(C)).

La observacion (i7) se tiene porque no es posible pasar canicas de una componente
a otra con movimientos de damas, asi, tenemos que asegurar que Reach(DNV(C)) =
V(C) para toda C' componente conexa.

Proposicion 2.1.10. Sea G una grifica de didmetro d. Entonces P(G) > d.

Demostracién. Consideremos vértices ug y ug tales que d(ug,uqg) = d. Sean T =
(ug, U1, ..., uq) una ugug-trayectoria de longitud d y D = {us,us,...,us} una dis-
tribucion. Notemos que d(ug,u;) = i para todo i € {1,...,d}, pues (ug,uy,...,u;)
es una ugu;-trayectoria de longitud ¢, que ademéas es de longitud minima, pues
si hubiera 7" una wugu;-trayectoria mas corta, tendriamos la ugug-trayectoria 7" U

(Wir1, Uiro, ..., ug) de longitud menor que la de T, lo que contradiria la eleccion de
T.
Asi pues, podemos calcular el peso de D con respecto a ug:
d 00
wty, (D) = Z(ad(uo’t)) =o’++... +tol= Zai —1-0< Zai —1-o0.
teD i=0 i=0

1

. o0 Z
Por otro lado, sabemos que la serie ) ° (c') converge a ——,

geométrica de razéon o < 1. Entonces:

pues es una serie
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wtuO(D)<1iJ—1—a _ 1=a f)_ga(l 7)
_1-1l40—-0+0°
N 1—0
o2
 1—o.
E

Recordemos que el valor de o es
obtenemos:

5—, sustituyendo en la desigualdad anterior

2
V51
(D) < o ( 2 ) 25l 104542 12-4V5 '
w = = = = =
fo l—o 1_ Y& 8-/5 12 — 4/5 12 — 45
Asi, wt,, (D) < 1; entonces, por el lema 2.1.6 tenemos que uy ¢ Reach(D) y por
lo tanto P(G) > d. |

2.2. Multi-distribuciones

Para lograr calcular el nimero de damas y el niimero de damas 6ptimo de ciertas
graficas haremos uso de tres nuevos tipos de movimientos que presentaremos a con-
tinuacion. Para definirlos necesitamos numerar las canicas, de modo que podamos
distinguir una de otra y no se confundan si hay mas de una en un vértice. Asi, dada
una grafica G, utilizaremos u; para indicar que la canica ¢ esta en el vértice u.

Sea GG una grafica:

Definicion 2.2.1. Sea S¢ = {u; : u € V(G),i € Z}. Definimos una multi-distribucion
D de canicas sobre G como un subconjunto finito de Sg con la propiedad de que si
u;, v; € D, entonces u = v, (es decir, una canica no puede estar en mas de un vértice
al mismo tiempo).

Definicién 2.2.2. Si u,v y w son vértices distintos de G tales que v es adyacente

. . AN . .
auyaw,y tenemos u;,v; € D, el apilamiento m = u;"Vj w,; sustituye la multi-
distribucion D por la multi-distribucion m(D) = D\{w;,v;} U {w;}.

Observemos que el vértice objetivo de un apilamiento podria ya estar ocupado,
asi que al hacer el movimiento «apilaremos» una canica sobre la que ya habia.
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Definicién 2.2.3. 5i u y w son vértices distintos y adyacentes de G, y u;, u; € D con
i # j, entonces el movimiento pebbling m = ;U w; cambia la multi-distribucion
D por la multi-distribucion m(D) = D\{u;, u;} U {w;}.

Definicién 2.2.4. Siu; € D, la remocion o retiro m reemplaza a la multi-distribucion
D por la multi-distribucion m(D) = D\{u;}.

De manera natural, veremos a las distribuciones (con canicas numeradas) como
multi-distribuciones. Del mismo modo veremos a los movimientos de damas como
apilamientos.

Para hacer énfasis en que una multi-distribucion es también una distribucion (esto
es, que no hay méas de una canica en cada vértice), nos referiremos a ella como una
distribucion propia.

Demostraremos que, partiendo de una distribuciéon propia, el uso de los tres tipos
de movimientos recién definidos no modifica su alcance. Para esto, definiremos una
nueva herramienta, con la que trabajaremos en lo que resta de esta capitulo: los
bosques de movimientos. Estos son una representacion grafica de los movimientos
pebbling y apilamientos, y una vez construidos, nos ayudaran a encontrar nuevas
sucesiones de movimientos. Habiendo demostrado esto, podremos usar los tres tipos
de movimientos para obtener cotas superiores del ntimero de damas y del nimero
de damas 6ptimo de una gréfica, al demostrar que el alcance de cierta distribucion
usando todos los movimientos es V(G).

Definicién 2.2.5. Sea G una gréafica. Si D es una distribuciéon propia sobre los
vértices de G, definimos Reach,(D) como el conjunto de vértices de G alcanzables
desde D al usar cualquier tipo de movimientos (apilamientos, pebbling y remociones).

Si pensamos en los movimientos de damas como apilamientos, podemos notar lo
siguiente:

Observacion 2.2.6. Dada una distribucion propia D, se tiene que Reach(D) C
Reach, (D)

A continuacion definimos los bosques de movimientos, que nos seran indispensa-
bles para demostrar que la contencioén anterior es, de hecho, una igualdad.

Definicién 2.2.7. Dada una multi-distribuciéon D, un bosque de movimientos de D
es un bosque binario con vértices etiquetados, es decir, una unién ajena de arboles
binarios con vértices etiquetados, con las siguientes tres propiedades:

(1) La etiqueta de cada vértice es un elemento de Sg. Varios vértices pueden tener
la misma etiqueta.
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(2) La etiqueta de cada hoja es un elemento de D. Dos hojas no pueden tener la
misma etiqueta.

(3) Cada vértice interior tiene un hijo izquierdo y un hijo derecho. Si un vértice
interior esta etiquetado como w;, entonces:

e sus hijos izquierdo y derecho tienen etiquetas de la forma u; y v;, respec-
tivamente, donde u, v y w son vértices distintos, v es adyacente a u y a w
y ademas 7 # j, o bien

e sus hijos izquierdo y derecho tienen etiquetas de la forma u; y u;, donde
u y w son vértices distintos y adyacentes, y se tiene i # 7.

Notemos que la condicion (1) indica que se puede pasar més de una vez por un
mismo vértice. La condicion (2) asegura que cada canica de la distribucion D esté re-
presentada solo una vez en el bosque de movimientos. Finalmente, podemos observar
que los dos casos de la condicion (3) corresponden a la representacion, en el bosque
de movimientos de un apilamiento y de un movimiento pebbling, respectivamente.

Definiciéon 2.2.8. Una travesia de un bosque de movimientos es un orden de los
vértices interiores de modo que cada vértice interior precede a sus ancestros. Cada
travesia N = (ny,nsg,...) de un bosque de movimientos corresponde a una sucesion
de movimientos pebbling y apilamientos validos M = (mq, ma,...) en D, con m, =
u; V5w, si el vertice n,, sus hijos izquierdo y derecho estan etiquetados, respecti-

£ N . . . .. . .
vamente, w;, u; y vj, y m, = ;% w; si el vértice n,, sus hijos izquierdo y derecho
estan etiquetados, respectivamente, w;, u; y u;.

Antes de demostrar la siguiente proposicion, conviene observar un par de ejemplos
de bosques de movimientos, ilustrados en la Figura 2.1

Proposicion 2.2.9. Dada una multi-distribucion D, existe una biyeccion entre las
sucesiones de movimientos pebbling y apilamientos validos y las travesias de bosques
de movimientos de D.

Demostracion. Sea M, el conjunto de sucesiones de movimientos pebbling y apil-
amientos validos sobre D, y sea T' el conjunto de travesias de bosques de movimien-
tos sobre D. Propondremos dos funciones, ¢ : M, — T y ¢ : T — M,, tales que
po1 = Id = 1 o p. Primero, definamos ¢ : M, — T. Cada movimiento valido es
de la forma m; = ;"7 *n; de modo que [; y r; son hijos izquierdo (left) y derecho
(right), respectivamente, de n;. En particular, si nos fijamos en las etiquetas de los
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D = {uw;,vj, vg, 1, Y }

2k

V; U T Xy Ym

Figura 2.1: Dos ejemplos de bosques de movimientos para la grafica G y la distribucion D.

, . ., . 7N . . . .
vértices y la numeracion de las canicas, m;, = i, Vj, w;. sies un apilamiento, o bien
m;, = Ui, Ui, w; sise trata de un movimiento pebbling.

Definimos entonces ¢(m;) = n;. Dada M € M,, de la forma M = (my,ma,...),
/\ .
con cada m; = [;”7i n;, definimos

p(M) = (p(ma), p(ma),...)

= (Tll,ng. .. )

Veamos que N = (ny,na,...) es efectivamente una travesia de algun bosque de
movimientos. Como n; es el vértice objetivo de algtin movimiento valido, a saber
m;, entonces es un vértice interior. Asi pues, N es una sucesion de vértices interio-
res. Ahora necesitamos demostrar que cada vértice precede a sus antecesores. Para
lograrlo, construyamos el bosque de movimientos a partir de M, de manera recursiva:
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1. Primero, colocamos los vértices correspondientes a [y, 7, y ny,con sus etiquetas,
y agregamos las aristas nil; y niry.
2. Una vez que se tienen los vértices [;,r;,n; v las aristas n;l; y n;r;, nos fijamos

en m;y1 = li+17i+1 Niy1. Si alguno de los vértices l;11, 711, n;41 corresponde a
un vértice u; que no esta todavia en el arbol, lo agregamos. Sean, sin pérdida

de generalidad, l;11 = ugq, 741 = up, N1 = U, entonces agregamos las aristas
Ugle Y UpUe.

Asi, por la construccion del bosque, cada n; precede a sus antecesores,por lo que N
es una travesia del bosque de movimientos que acaba de ser construido.
Ahora, sea n; un vértice interior de un bosque de movimientos.

= Si n;, su hijo izquierdo y su hijo derecho estan etiquetados, respectivamente,
. . . . 20N
como wj, u;, v;, entonces consideramos el movimiento pebbling m; = i "V; w;.

= Siny, su hijo izquierdo, su hijo derecho estan etiquetados, respectivamente como
wj, U;, uj, entonces consideramos el apilamiento m; = %;"U;j w;.

Y definimos ?ﬂ(nz) = m,;. De este modo, definimos la funcién ¢ : T'— M, por

~ ~

= (mq,ma,...)

Finalmente, tenemos:

Yop(M) = P(p(M))
= Y(p(mi), p(ma),...)

(
= (my,ma,...

pop(N) = ¢(N))
)

lo que demuestra el resultado. [ |
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Teorema 2.2.10. Sea D una distribucion propia en una grdifica G. Entonces:
Reach,(D) = Reach(D).

Demostracion. La demostracion se hard por induccion sobre |D|.

Base

Si |D| = 1, el tnico tipo de movimiento posible es remocion, el cual no nos permite
llegar a otro vértice, por lo tanto Reach,(D) = Reach(D).

Hipoétesis inductiva

Supongamos que toda distribuciéon de tamano menor que d cumple el teorema.

Paso inductivo

Sea D una distribucion tal que |D| = d. Sea t € Reach,(D)\D. Por la hipotesis
inductiva, basta demostrar que existe un movimiento de damas valido m’ tal que
t € Reach,(m/(D)), pues m/(D) es una distribucion de tamafio d — 1, entonces
Reach,(m/(D)) = Reach(m/(D)). Asi, una vez probado esto, tendremos que t €
Reach(m/(D)) y por lo tanto t € Reach(D).

Sea entonces M una sucesion de movimientos (apilamientos, remociones y peb-
bling) que coloca una canica en el vértice t. Si quitamos las remociones de M, tenemos
una nueva sucesion de movimientos pebbling y apilamientos que sigue siendo valida,
con la tnica diferencia de que algunos movimientos de damas dejaran de serlo y se
convertiran en apilamientos. Entonces, supongamos que M no tiene remociones, sino
tnicamente pebbling y apilamientos. Sea F el bosque de movimientos correspondien-
te a M. Observemos que M tiene un vértice etiquetado t, para algin a € Z. Ahora
veamos que también podemos suponer que M no tiene movimientos pebbling. Para
esto, supongamos que m = u; U w; es un movimiento pebbling de M. Sea n el
vértice de F' correspondiente a w;. El hijo izquierdo de n esta etiquetado w;, y su hijo
derecho tiene la etiqueta u;. Como D es propia, u; y u; no son ambos hojas de F.

Caso 1 El hijo derecho de n no es una hoja.
Intercambiamos los subarboles izquierdo y derecho de n y cambiamos cada
ocurrencia de i en las etiquetas de n y sus ancestros por j. Asi, obtenemos un
nuevo arbol que coloca una canica en t y en el que el hijo izquierdo de n no es
una hoja, y nos encontramos en el Caso 2.

Caso 2 El hijo izquierdo de n no es una hoja.
Llamemos n’ al hijo izquierdo de n.

e Si el hijo derecho de n’ esta etiquetado como vy, para algiun v # w, reem-
plazamos el subarbol izquierdo de n por el subéarbol derecho de n’, y
cambiamos todas las ocurrencias de ¢ en las etiquetas de n y sus ancestros
por k.
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e Si el hijo derecho de n’ esta etiquetado wy, sustituimos n y su subarbol
por el subarbol derecho de n/, y cambiamos las ocurrencias de i en las
etiquetas de los ancestros de n en F' por k.

En ambos casos, obtenemos un nuevo bosque F que coloca una canica en t
y que tiene menos movimientos pebbling que F', asi que podemos hacer esto
hasta eliminar todos los movimientos pebbling, y por lo tanto, podemos asumir
que M no tiene movimientos pebbling.

Entonces, sea m el primer movimiento de M cuyo vértice final no estd en D. Sea
m = U;"Vj w;. Por la eleccion de m’, u,v € D; esto implica que existen uy,v; € D

y, como D es propia, entonces UL 0 Wy es un movimiento de damas valido.
Demostraremos que t € Reach,(m/(D)), al construir un nuevo arbol F’ con un nuevo
vértice ¢, para algin b € Z, y un vértice interior etiquetado wy, cuyos hijos izquierdo
y derecho, etiquetados u; y v; respectivamente, son hojas.

Entonces, cualquier travesia de F’ que empiece en wy, coloca una canica b en el vértice
t, lo que demuestra que t € Reach,(m/'(D)).

Sea n el vértice de F' correspondiente a w;. Sea A el subarbol izquierdo de n, sea B
el subarbol derecho de n y sea C' el conjunto de las hojas de F' que no son hojas ni
de A ni de B.

Entonces reemplazamos A por uy y B por v;. Con el fin de obtener un nuevo
bosque de movimientos, debemos asegurarnos de que éste cumpla las propiedades (1),
(2) v (3). Es por esta razon que en algunos casos, tendremos que volver a pegar A, B
o ambos, en otro lugar del bosque, ya que, en particular, el bosque que obtengamos
no puede tener dos hojas con la misma etiqueta.

Si ug, € C, entonces u, no es hoja ni de A ni de B, pues el bosque F' cumple la
propiedad (2). Asi, sustituimos u; por A. Si en A o en C hay una hoja v;, entonces
en B no hay hoja v;, asi que reemplazamos esta hoja por B.

Si v; € C, entonces v; no es hoja de A ni de B. Entonces sustituimos v, € C'
por B. Si en B o en C' hay una hoja uy, entonces en A no hay hoja wug, por lo que
podemos remplazar esta por A.

Ahora tomamos cualquier travesia del bosque F que acabamos de obtener. Reco-
rriendo los vértices en orden, cambiamos el subindice de la etiqueta de cada vértice,
haciéndolo coincidir con el subindice de su hijo izquierdo (en caso de que sean dife-
rentes). Al bosque obtenido al terminar de reetiquetar todos los vértices lo llamamos
F’. Afirmamos que F’ es un bosque de movimientos. Es facil ver que cumple con la
propiedad (1). Como en su construccion evitamos la repeticion de las hojas uy y vy,
F’ cumple la propiedad (2). Finalmente, al reetiquetar sus vértices, aseguramos que
F’ cumpliera la propiedad (3).
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Ademas, el vértice t, estaba en F, asi que también esta en F”, tal vez reetiquetado
como t, y I’ contiene un vértice w;, cuyos hijos izquierdo y derecho son las hojas uy,
y v; respectivamente.

Asi, toda travesia de F’ que empiece en w muestra que ¢t € Reach(m/(D)), lo que
prueba el teorema. [ ]



Capitulo 3

Movimientos de damas en
trayectorias, en ciclos y en suma de
graficas

En este capitulo calcularemos el niimero de damas y el nimero de damas 6ptimo
de algunas clases de graficas. Recordemos que usamos K,, para referirnos a la grafica
completa de n vértices, P, para hablar de la trayectoria de n vértices n, y C,, si
hablamos de un ciclo de n vértices. Ademas, etiquetaremos los vértices de P, y C,
con vy, Vs, ...,v, de modo que v; sea adyacente a v;;; paratodo 1 <i<n-—1,y
que ademés en el caso de C,, vy sea adyacente a v,.

3.1. Graficas completas

Proposicion 3.1.1. P(K,) = p(K,) = 2 para todo n > 2.

Demostracion. Es claro que si n > 2 necesitamos al menos dos canicas, pues de
otro modo no habria movimientos posibles.

Ahora bien, sea D una distribuciéon con dos canicas 7 y j. Como se trata de una
grafica completa, las dos canicas de D estan en vértices adyacentes u, v, los cuales
ademaés, son adyacentes a cualquier vértice w que no esta en D. Asi, m = u; 05w
es un movimiento de damas valido para cualquier w ¢ {u,v}. Esto implica que para
todo vértice w € V(K,), w € Reach(D). Por lo tanto, Reach(D) = V(K,), de lo
que concluimos que P(K,) = p(K,,) = 2. |
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3.2. Ciclos

Para empezar veamos qué pasa con el nimero de damas de ciclos cortos, de tres
y cuatro vértices.

Proposicion 3.2.1. P(Cs;) =2 y P(Cy) = 3.

Demostracion. Veamos que en C3 cualquier distribucion con dos canicas nos per-
mite alcanzar el vértice vacio. Sea D una distribucion con dos canicas, ¢ y 7, sobre
V(C3) = {u,v,w}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que w es el vértice que
quedo vacio. Como w es adyacente a u y a v, y éstos a su vez son adyacentes entre
si, entonces m = u;Vjw; es un movimiento de damas valido que nos lleva a w.
Asi P(C3) < 2. Ademas cualquier distribucion con una sola canica deja dos vértices
vacios, y no permite ningtin movimiento, haciendo imposible alcanzar a éstos. Por lo
tanto P(C3) = 2.

Sea D’ una distribuciéon con tres canicas sobre los vértices de Cy. Notemos que las
canicas estan en vértices consecutivos, sin pérdida de generalidad supongamos que
estan en vy, vy y v3. Entonces m = V203 V4 es un movimiento de damas valido que
demuestra que vy € Reach(D’). Por lo tanto Reach(D') = V(Cy), asi que P(Cy) < 3.
Por otra parte, la distribucion D= {v1,v3} no permite ningin movimiento, asi que
podemos concluir que P(Cy) = 3. |

Teorema 3.2.2. Paran > 5, P(C,) =n—2

Demostracion. En toda distribucion sobre los vértices de C,, con n — 2 canicas,
para cada uno de los dos vértices vacios existe un par de vértices adyacentes que si
tienen canica, uno de los cuales es adyacente a uno de los vacios. Esto nos permite
llegar a cualquiera de los vértices vacios mediante un sé6lo movimiento de damas, por
lo que P(C,) <n—2.

Ahora bien, consideremos la distribucion D = {vg, v3,...,v,-2} con n — 3 cani-
cas. Supongamos que v, € Reach(D) y sea M una sucesion de longitud minima de
movimientos de damas, tal que v, € M(D). Por la eleccion de M, su tdltimo mo-
vimiento es el primero que coloca una canica en v,. Por la simetria de C), y de D,

podemos suponer que este ltimo movimiento es Un—2 Un—1 Up , esto implica que no
utilizamos la arista v,vq, entonces M es una sucesion de movimientos valida para la
distribucion D" = {wvy, v3, ..., v, 2} sobre los vértices de la trayectoria P,, entonces
v, € Reach(D’). Sin embargo,

n—i

d(u,vn)

n—2
wt,, (D) = 3 gt = 37 \/52— 1 5 \/52_1

veD! veD! =2
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(%) 2(@-1)11—(@-1)

Recordemos que la serie geometrlca Yoo ' converge a ——, si |r| < 1. Entonces,

como |¥5=1| < 1, la serie o V5-1)' converge a
2 ’ 170 2 g

SR

2
3—5
2 3+5
N <3+\/5)
6+2v5
95

6+2V5
T

Sustutuyendo en la desigualdad, tenemos:

6+2v5 | Vh-1
4 2
6+2v5—4—25+2
4

wtvn (D)

= 4/4
= 1.

Entonces wt,, (D') < 1 lo que contradice el lema 2.1.6, por lo tanto, Reach(D) #
V(C,). De aqui concluimos que P(C,) > n — 3. Asi, P(C,) =n — 2. |

Teorema 3.2.3. Para n > 3, se tiene p(C,,) = [n/2].
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Demostracion. Sea la distribucion

D_ {vo} U{vs,vs5,v7,...,0,}  sinesimpar
{va} U{vs,vs5,v7,...,0,_1} sin espar

Asi, los vértices vacios son vy y los vértices v; con ¢ par y distinta de 2, veamos
ahora que todos ellos son alcanzables desde D.
. . A L . . .
Notemos que el movimiento v3 V2 v1 es valido sin importar la paridad de n, lo que
nos permite llegar a v;. Ademas, si ¢ es par, distinto de 2, la sucesion de movimientos

M = mymgms...m; con m; = Uj—27j—\1‘vj para todo j € {4,6,...,i}, es una
sucesion de movimientos validos tal que v; € M (D). Entonces Reach(D) = V(C,),
ast que p(C,) < [n/2].

Supongamos ahora que hay una distribuciéon D’ con [n/2] — 1 canicas tal que
Reach(D'") =V (C,,). Entonces D’ alterna bloques de vértices con canicas con bloques
de vértices vacios.

Si D' tuviera un bloque de 3 o méas vértices vacios, por la simetria de C,, podemos
suponer que D’ esté contenida en la distribucion {vs,vs, ..., v, 2} cuyo alcance no
es V(C,,), como vimos en la prueba del teorema anterior. Esto contradice nuestra
eleccion de D, por la propiedad de Monotonia del alcance 2.1.8. Entonces en D’ los
vértices vacios aparecen en bloques de a lo mas dos.

Como D' tiene estrictamente mas vértices vacios que canicas, entonces tiene que
haber mas bloques de dos vértices vacios que bloques de dos o méas canicas. Ademaés,
D’ debe tener al menos un bloque de dos o mas canicas para poder hacer algiun
movimiento, entonces hay al menos dos bloques de dos vértices vacios en D'

Afirmamos que existen vértices vacios u, v, w,x tales que u es adyacente a v, w
es adyacente a = y las canicas de una de las componentes (G, Gy) de C,\{uv, wx}
aparecen s6lo en bloques de una canica.

Si no fuera asi, entonces entre cualesquiera dos bloques de dos vértices vacios
habria al menos un bloque de 2 o més canicas. En particular, esto sucederia para
dos bloques consecutivos de dos vértices vacios. Esto significa que por cada bloque
de dos vértices vacios hay un bloque de al menos 2 canicas. Ademas, por cada bloque
de vértices vacios hay un bloque de canicas, entonces, por cada vértice vacio que no
esté en un bloque de dos, hay un bloque de al menos una canica. Asi pues, habria
méas canicas que vértices vacios, lo que no es posible, dado que D’ tiene [n/2] — 1
canicas.

Supongamos entonces, sin pérdida de generalidad, que la componente G; es
aquélla que solo tiene bloques de una canica, y supongamos que los vértices v y
w pertenecen a ella. Entonces, en G; no podemos hacer movimientos hasta que, me-
diante movimientos de las canicas en D = D' N G se coloque una canica en v o en
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w.
Sin embargo, wtv(f)) <ly wtw(f)) < 1, esto implica, por el Lema de monotonia
del peso 2.1.6 , que v,w ¢ Reach(D). Por lo tanto, v y w no estan en el alcance de

D', lo que contradice su eleccion.
|

Proposicion 3.2.4. Si H es una subgrifica generadora de G, entonces p(G) < p(H)
y P(G) < P(H)

Demostracion. Dado que H es subgrafica generadora de G, E(H) C E(G). Asi
pues, cualquier movimiento hecho en una distribucién en H se puede hacer a partir
de la misma distribuciéon en G. De aqui se sigue que dada una distribucién D, el
alcance de D en H esta contenido en el alcance de D en G.

Si D es una distribucién con P(H) canicas, por definicion de P(H), el alcance
de D en H es V(H), ahora bien, V(H) = V(G), entonces, el alcance de D en G es
V(G). Por lo tanto, P(G) < P(H).

Ahora, sea D' una distribucion sobre los vértices de H con p(H ) canicas tal que su
alcance sea V' (H), entonces el alcance de D’ en G es V(G), por lo que p(G) < p(H).
[

3.3. Trayectorias

Pasemos ahora al estudio del nlimero de damas y del niimero de damas 6ptimo de
las trayectorias. Veamos primero qué pasa con el nimero de damas de trayectorias
cortas:

Proposicion 3.3.1. Para 1 <n <3, P(P,) =n.

Demostracion. Si n = 1 necesitamos una canica para poder alcanzar al tinico
vértice de Py, asi que P(P;) = 1.

Si n = 2 hay una tnica distribucién con dos canicas sobre los vértices de P,
que consiste justamente en colocar una canica en cada uno de sus vértices. Por otro
lado, con una sola canica tendriamos un vértice vacio y no podriamos hacer ningtn
movimiento para alcanzarlo. Por lo tanto, P(P) = 2.

Finalmente en caso de que n = 3, notamos que la distribucion {vy, v3} no permite
ningin movimiento, lo que nos impide alcanzar a vy que queda vacio. De aqui se
sigue que P(P;) > 2. La tunica distribucién con tres canicas es D = {vy,va,v3} ¥y
claramente, Reach(D) = V(Ps). [
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Ahora analicemos la situaciéon de las trayectorias mas largas:

Teorema 3.3.2. Sin >4, P(P,) =n—1.

Demostracion. Sea D una distribucién sobre los vértices de P, con n — 1 canicas.
De este modo, s6lo hay un vértice vacio v, que es adyacente a algin vértice u que
no es extremo de P,; a su vez, u es adyacente a w # v, con w € D. Asi, pues,
w u*v es un movimiento de damas valido, lo que implica que v € Reach(D), es
decir, Reach(D) =V (FP,).

Por otra parte, diam(P,) = n—1, pues d(v, v,) = n—1, entonces por la propiedad
2.1.10 tenemos P(FP,) > n — 1. Asi, podemos concluir que P(FP,) =n — 1. |

Pasemos ahora al estudio del nimero de damas 6ptimo de P,. Empecemos por el
caso particular de las trayectorias de uno o dos vértices.

Proposicion 3.3.3. Sin = 1,2, se tiene p(P,) = n.

Demostracion. Sin = 1 es necesaria al menos una canica para alcanzar al tnico
vértice; la distribucion D = {v;} funciona, asi que p(P;) = 1.

Sin = 2 es claro que si tomamos una distribucién con una sola canica no podemos
llegar al vértice que queda vacio, pues no hay movimientos posibles. Ademas, la
distribucion D' = {vy, v} tiene alcance V(P,), por lo que p(P,) = 2. |

Y ahora veamos el caso general.

Teorema 3.3.4. Sin > 3, entonces p(P,) = [n/2].

Demostracion. Como P, es subgrafica generadora de C),, entonces la proposicién
3.2.4 nos da que [n/2] = p(C,) < p(Pn).
Ahora, consideremos la distribucion

D {vg,v3,v5,...,0,}  simesimpar
{vg,v3,05,...,0,_1} sin espar

A . . L1 * 2
Entonces v3v2 U1 es un movimiento valido en ambos casos, y la sucesion de

movimientos
maMmeg...Mm;_1 Si 1 esimpar
m = ..
MaMe . .. My si ¢ es par

con m; = Uij/Uj_‘f\l‘Uj para todo j € {4,6,...} es una sucesion de movimien-
tos validos. Esto prueba que wvy,v; € Reach(D) para todo i € {4,6,...}, esto es
Reach(D) = V(P,) y por lo tanto p(P,) = [n/2]. |
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3.4. Suma

Ahora calcularemos el nimero de damas y el nimero de damas 6ptimo de la suma
de dos graficas. Recordemos que la suma de dos grificas G y H, denotada G + H,
es la grafica que tiene como conjunto de vértices a V(G) UV (H) y cuyo conjunto de
aristas es F(G)U E(H)U{(g,h) : g € V(G),h € V(H)}.

La siguiente observacion nos serd de utilidad para el préximo teorema.

Observacion 3.4.1. Dadas dos graficas G y H con al menos un vértice cada una,
su suma, G + H, cumple que o(G + H) = max{a(G),a(H)}.

Demostracion. Notemos que si un subconjunto de V(G + H) tiene un vértice v €
V(G) y un vértice w € V(H), entonces la arista vw € E(G + H), asi que el conjunto
no es independiente. Asi, todo conjunto independiente de G + H estd contenido en
G o en H, y ademés debe ser independiente en GG 0 en H, respectivamente. De aqui
se sigue que (G + H) < max{a(G), a(H)}.

Por otro lado, supongamos sin pérdida de generalidad que max{a(G),a(H)} =
a(G). Tomemos entonces un conjunto I independiente en GG. Como la definicion de
G + H no agrega aristas entre vértices de GG, I también es independiente en G + H.
Por lo tanto, a(G + H) > max{a(G),a(H)}.

Entonces podemos concluir que (G + H) = max{a(G), a(H)}.

[

Teorema 3.4.2. Dadas dos grificas G y H, con al menos un vértice cada una, se
tiene que:

p(G+H) = 2,y
P(G+H) = o(G+H)+1
= mdr{a(G),a(H)} + 1.

Demostracion. Como Gy H tienen al menos un vértice cada una, entonces G+ H
tiene al menos dos vértices. Esto implica que cualquier distribucién cuyo alcance
sea V(G 4+ H) tendria al menos dos canicas, ya sea para cubrir a los dos vértices o
para realizar algiin movimiento para llegar a alguno de los vértices vacios. Asi pues
p(G+H)>2.

Ahora consideremos la distribucion D = {v,w} en G+ H, con v € V(G) y
w € V(H). Entonces, por la construccion de G+ H, v y w son adyacentes en G + H.
Sea u € V(G + H)\{v,w}.
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Casol

Siue V(G).

Entonces, por la definicién de G + H, uw € E(G + H), por lo que v w™u es
un movimiento valido en G 4+ H.

Caso 2 Siu e V(H).

Entonces, por la definicion de G + H, wv € E(G + H), por lo que w v u es
un movimiento valido en G 4+ H.

Por lo tanto, u € Reach(D), es decir, Reach(D) = V(G+H ), de lo que concluimos
que p(G + H) = 2.

Ahora sea a = o(G + H) = max{a(G),«(H)}. Si tomamos una distribucion D
con |D| = a, tal que D sea independiente en G+ H, entonces no habria movimientos
posibles, pero si vértices vacios (pues si D contiene un vértice de GG, no puede tener
vértices de H, y H no es vacia, y andlogamente si D contiene un vértice de G). Asi

pues,

Reach(D) # V(G + H), de donde se sigue que P(G+ H) > a + 1.

Sea entonces D' una distribuciéon con |D'| = a + 1.

(a)

Si D’ contiene tanto vértices de G como de H, se puede ver, con movimientos
analogos a los que se realizaron para p(G + H), que Reach(D') = V(G + H),
pues los movimientos realizados en la prueba son validos para toda distribucion
con un vértice en G y uno en H.

Supongamos entonces que todos los vértices de D" estan en V(G) o bien en
V(H). Sin pérdida de generalidad supongamos que estan en V(G).

Si a = 1, quiere decir que a(G) = 1 = a(H), entonces G y H son gréficas
completas, lo que a su vez implica que G + H es completa. Ademaés, si asi
fuera |D'| = 2, y ya sabemos que P(K,) = 2 para todo n > 2. Asi pues,
Reach(D') =V (G + H).

Sia > 1, entonces |D’'| > 3y |D'| > a(G), asi que existen vértices de D', u y v,
adyacentes. Sea entonces w € V(H). Por la definicion de G+H, vw € E(G+H),
entonces m = u” v w es un movimiento de damas valido. Entonces, en m(D)
hay un vértice, a saber w, en V(H) y como |D| > 3 atn queda un vértice
x € D' en V(G). Asi que, por (a), Reach(m(D)) = V(G + H), lo que implica
que Reach(D) =V (G + H).

Ast, P(G + H) = max{a(Q), a(H)} + 1.
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Del teorema anterior se deriva el siguiente corolario acerca de graficas multi-
partitas. Observemos primero que para toda grafica multipartita G, su nimero de
independencia « es igual a la cardinalidad del conjunto mas grande de la particion
de V(G). Por otro lado, toda gréfica k-partita completa puede ser vista como la
suma de un conjunto de vértices aislados y una gréfica (k — 1)-partita completa, o
bien, si k = 2, esto es, si G es bipartita, se puede ver como la suma de dos con-
juntos de vértices aislados. Ademas, es claro que el nimero de independencia de un
conjunto de vértices aislados es simplemente su cardinalidad, dado que él mismo es
independiente.

Corolario 3.4.3. Para toda grifica G multipartita completa, p(G) = 2 y P(G) =
1+ m, donde m es el tamano del conjunto mds grande de la particion de V(G).

Demostracion. Si vemos a (G, una grafica k-partita completa, como la suma de un
conjunto de vértices aislados y una (k — 1)-partita completa, o bien, como la suma
de dos conjuntos de vértices aislados, el teorema anterior nos da el resultado. |
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Capitulo 4

Productos con graficas completas

4.1. Preliminares

El producto cartesiano de dos gréaficas Gy H, denotado G x H, tiene por conjunto
de vértices a:

VIGx H)=V(G)xV(H)={(g9,h): g€ V(G),h e V(H)},
y ademaés,

g=¢ yhheEH),o

(9,h)(g",h') € E(G x H) < { h="n'y gy € E(G).

Recordemos que el producto cartesiano G x H puede verse como |H| copias de G
con aristas adicionales entre distintas copias, que forman |G| copias de H. Esto es,
dejando fija la primera coordenada y variando la segunda se obtiene una copia de H,
mientras que si se deja fija la segunda coordenada y se varia la primera se obtiene
una copia de G.

Proposicion 4.1.1. Para cualesquiera n,m enteros positivos, con alguno de ellos
distinto de 1,

P(K, xK,) = alK,x K, +1
= min{m,n} + 1.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que min{m,n} = n. Recor-
demos ademas, que por el lema 1.5.3 a(K,, X K,,) = n, esto implica que P(K,,x K,,) >
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n + 1, pues si consideramos la distribuciéon D, con D un subconjunto de cardinal-
idad n independiente en K,, X K,, no podremos hacer ningin movimiento, y da-
do que |V(G x H)| = n x m, entonces hay vértices vacios. De aqui se sigue que
Reach(D) # V(G x H).

Entonces veamos que P(K,, X K,,) = n+1. Sea D una distribucion con |D| = n+1
en K,, x K,. Entonces hay una copia de K,, con al menos dos vértices de D. Sea
t € (V(G x H)\D). Veamos que t € Reach(D). Sea A la copia de K,, que contiene
at.

(i) Si D tiene dos vértices , u, v, en A, entonces u” v ¢ es un movimiento valido
que prueba que t € Reach(D).

(i) Si D tiene solo un vértice u de A.
Sea B una copia de K,, en la que D tenga al menos dos vértices, v y w.
. . . . . A
Consideremos x el vértice en A que es adyacente a w, y el movimiento v "w " x

(que puede ser apilamiento, pues podria darse que x = wu). Ahora, si © # t,

realizamos el movimiento u”x ¢ (que serfa pebbling si u = z).

Por lo tanto, t € Reach,(D) = Reach(D).

(iii) Si D no tiene vértices de A, tenemos dos casos:

e Hay dos copias de K,,, B; y By con al menos dos vértices de D cada una.
Sean v,w € V(By) N Dy sea x el vértice de A adyacente a w, entonces el
movimiento v“w 2 pone una canica en A y conserva a B; con al menos
dos vértices de D, con lo que volvemos al caso (ii).

e Hay una copia de K,,, digamos B, con al menos tres vértices.

Sea x el vértice de B adyacente a t, y sean w,v,w € V(B)N D. Si u,v o
w es x, entonces un movimiento coloca una canica en t.

Si u,v,w # x, consideramos los movimientos u” vz y w”z *t, con lo
que probamos que t € Reach(D).

Asi pues, concluimos que P(K,, x K,) =n+1 [ |
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4.2. Resultados principales

Proposicion 4.2.1. Para m y n enteros positivos, el nimero de damas optimo de
K, x K, es

1 stmn=1
p(Ky X Kp) =< 2 simn>1ymin{m,n} <2
3 en cualquier otro caso

Demostracion. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que min{m,n} = n.
(a) Simn =1. Entonces m =1=mn,yasi K,, x K,, 2 K1 y p(K;) = 1.

(b) Si mn > 1y min{m,n} < 2. Tendremos entonces que m > 1l on > 1y
min{m,n} =n < 2.

- Sin =1, tendremos que K, x K,, & K,,, por consiguiente, p(K,, X K,,) =
p(K,,) = 2.

- Sin = 2, una sola canica dejaria vértices vacios y no permite ningin
movimiento, por lo que p(K,, x K,) > 2.

Sean {vy, vy, ..., vy} los vértices de K, y {u1,us} los de K,,. Sea D una
distribucion con |D| = 2 y tal que sus dos canicas estan en la misma copia
de K,,. Entonces D = {(v;, u1), (v;,uz)} para algin i € {1,...,m}.

Sea t € V(K,, x K,), t ¢ D. Entonces t = (vj,u;) con j # i,y

k € {1,2}. Si k = 1 entonces (v;,u2) (v, u1) (v, ur) es un movimien-

to de damas valido que coloca una canica en t; mientras que si k = 2,

~
(vi, ur) (s, u2) (vj,ug) lo es. Asi, podemos concluir que ¢ € Reach(D)

(¢) Sin > 3, cualquier distribuciéon con dos canicas deja vacios a todos los vértices
de una copia de K,,, a la que llamaremos (K,,).,, y a los de una copia de K,
digamos (K, ),,, haciendo que el vértice (v;,u;) ¢ Reach(D). Por consiguiente,
p(K,, x K,) > 3.

Consideremos entonces una distribucion D con |D| = 3 y con canicas en los

vértices (v, w), (vj,w) ¥ (vk,w) de una misma copia de K,,, a la que nos

referiremos como (K, ),. Sea t € V(K,, x K,,), y supongamos que t € (K, )y,

Entonces ¢ es de la forma t = (v,,1;), asi que podemos alcanzar a t con el
~

movimiento (v;,w) (vj, w) (v, wp) .
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Ahora bien, si t ¢ V(K,,),, pero es adyacente a (v;, ), (v, ;) o (vg, u;) pode-
mos suponer, sin pérdida de generalidad, que es adyacente a (v;,u;) y que

7
t es de la forma (v;,us). Entonces (vj,w) (vi,w) (vi,us) es un movimiento

de damas valido que coloca una canica en t. Si no sucede ninguno de los ca-
sos anteriores, entonces t es de la forma (v,,us), y al realizar los movientos

R R
(viyw) (v, w) (v, w), (Vg w) (vr, w) (vy, us) se coloca una canica en el vér-
tice t.
Por lo tanto, p(K,, x K,) = 3. [

Supongamos ahora que tenemos cierto nimero de piedritas o guijarros (en inglés,
pebbles) en cada vértice. Un movimiento pebbling consiste en quitar dos piedritas de
un vértice y poner una en un vértice adyacente. El pebbling number f(G) (respecti-
vamente el 2-pebbling number, f»(G)) de una grafica G' es el menor entero positivo
m tal que para cualquier distribucion con m piedritas y cualquier vértice t, existe
una sucesion de movimientos pebbling que coloca una piedrita en ¢ (respectivamente,
dos piedritas en t). Si G es inconexa, f(G) y f2 son infinitos, por convencion.

Observemos que f(G) > |G|, pues si consideramos la distribucion con |G| — 1
guijarros, con a lo mas un guijarro en cada vértice habria un vértice vacio, y no
habria forma de hacer un movimiento pebbling para llegar a él.

A continuacién veremos el resultado principal de esta seccién, que nos da una
cota del nimero de damas de una grafica en funcion de su pebbling number.

Teorema 4.2.2. Para cualquier grifica G y cualquier entero positivo n, el numero de
damas de Gx K, satisface P(GXK,,) < f2(G). Ademds, P(GXx K3) < mdz{f(G), |G|+
1}.

Demostracion. Si G es inconexa, fo(G) es infinito, sin embargo P(G x K,,) <
|G x K,|, que es finito, entonces P(G x K,) < fo(G). Ademas, en este caso f(G)
también es infinito, por lo que es claro que P(G x K3) < max{f(G), |G|+ 1}

Supongamos entonces que G es conexa. Sea v un vértice de G, denotaremos por
K,, la copia de K, obtenida al dejar fijo el vértice v € V(G) y recorrer los vértices
de K,. Recordemos que G, denota la copia de G en G x K,, obtenida al dejar fijo
w € V(K,) y recorrer todos los vértices de G. Sea la proyeccion 11 : V(G x K,,) —
V(G).

Sea D cualquier distribucién con fy canicas sobre los vértices de G x K,,. Sea
t € V(G x K,) tal que t ¢ D. Sea u = II(t) y consideremos a II(D) como una
distribucién de guijarros sobre G. Como en II(D) hay f, guijarros, por definiciéon
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existe una sucesion de movimientos pebbling en G que coloca un guijarro en wu.
Construyamos, a partir de ella, una sucesion de apilamientos y movimientos pebbling
que coloque una canica en t, partiendo de la distribucion D en G x K,,.

Para esto, al movimiento pegging que quita dos guijarros del vértice v de G y
coloca uno en el vértice w € V(G) le asociamos un movimiento pebbling de un vértice
de K,, a uno de K, si la imagen inversa II"![{v}] es tinica, y un apilamiento que
va de dos vértices de [, hacia un vértice de K, si no lo es. Mediante esta sucesion
de movimientos, colocaremos dos canicas en K,,,. Si éstas estan en el mismo vértice
x de K, , hacemos un movimiento pebbling de x a t. En cambio, si las dos canicas
estan en vértices distintos de K,,,, podemos llegar a t mediante un apilamiento. Por
lo tanto, t € Reach,(D), de donde se sigue que t € Reach(D). Asi, pues, concluimos
que P(G x K,) < f2(G).

Ahora, sea p =max{f(G), |G| + 1}. Consideremos una distribuciéon (propia) D
sobre G'x Ky con p canicas. Seat € V(G x K3) tal que t ¢ D. Sean vy y vq los vértices
de K, .Sin pérdida de generalidad, supongamos que t € V(G,,). Consideremos a
I1(D) como una distribucion de guijarros en G, y sea u = II(t).

Caso 1 K5, no tiene guijarros.

Como|ll(D)| = |D| =py p > f(G), podemos llegar a u € V(G) a partir de
I1(D) mediante movimientos pebbling en G.

Asociando a cada uno de estos movimientos el correspondiente pebbling o apil-
amiento en GG X K5, como hicimos anteriormente en esta demostracién, podemos
poner una canica en Ky, partiendo de D. Ademas, haremos que el objetivo de
cada uno de estos movimientos esté en G,,, la copia de G que contiene a ¢, esto
es posible pues como partimos de una distribucién propia en G X Ks, podemos
apilar canicas tnicamente en vértices de G,,, asi que no haremos pebbling a
partir de dos vértices de GG,,. Entonces, el tltimo movimiento coloca una canica
en t.

Caso 2 Hay una canica en K,, (que tiene que estar en z, el vértice de Ky, distinto de
t).
Como |II(D)] = p > |G| + 1, en G hay al menos un vértice con dos canicas.
Consideremos k, el vértice con dos canicas mas cercano a u. Notemos que u # k.

Sea T' = (k = xo, x1,...,2T, = u) una trayectoria de longitud minima de k a u
en G. Observemos que en 1, ...,2, 1 hay a lo mas un guijarro en cada uno.
(a) Si xy,..., 7,1 tienen exactamente un guijarro cada uno, entonces hace-

mos la sucesion de movimientos myq, ..., m,, donde el movimiento m; quita
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dos guijarros del vértice x; 1 y coloca uno en el vértice i. Asi, cualquier
sucesion de movimientos correspondientes a los m;s en G x K, coloca un
guijarro en un vértice de Ky, . Si este no es t, entonces tendremos dos
guijarros en z, y podemos hacer un pebbling para llegar a ¢.

(b) Sialgin x; no tiene guijarros, consideramos el x; sin guijarros con el mayor
indice, es decir, mas cercano a u. Como |II(D)| = p > f(G), es posible,
mediante una sucesion de movimientos pebbling, poner un guijarro en x;.

Si en alguno de los movimientos pebbling de esta sucesion interviniera
un vértice x; con n > ¢ > j, entonces, antes de ese movimiento se hizo
uno que coloc6 un segundo guijarro en x;, pues por la elecciéon de z;, en
cada uno de los vértices 1, %j42,...,%, hay exactamente un guijarro.
Por esta misma razén, ninguno de ellos interviene para colocar la segunda
piedrita en z;. Asi, en algin momento tendremos dos guijarros en x; y
uno en Tjiq,...,T,, con lo que regresamos a (a).

Supongamos entonces que los vértices z;41,...,2, no intervienen para
poner el segundo guijarro en ;. Consideramos la sucesiéon de movimientos
pebbling y apilamientos correspondientes en g x (5 que coloque una canica
en el vértice y de Ky, adyacente al vértice vy de Ko, , que contiene una

canica. Entonces podemos hacer el movimiento de damas ¥~z w con
w € V(Kji2) ow=tsiz=x Tomando la proyeccion de la distribucion
asi obtenida, tendremos dos guijarros en ;2 y uno en ;ys,..., Ty, con
lo que volvemos al caso (a).

Asi, en cualquier caso podemos poner una canica en ¢ mediante movimientos pebbling
y apilamientos a partir de D, entonces t € Reachy(D), lo que implica que t €
Reach(D). Podemos asi concluir que P(G x K3) < p. |



Capitulo 5

Hipercubos

5.1. Preliminares

Definicién 5.1.1. Para cada entero positivo n, @), es el hipercubo definido por

{ Q1 = K>
Qn = Qn_1 X Ky

Conviene etiquetar los vértices de Ky con 0 v 1, v etiquetar los vértices de (),, con su
correspondiente n-ada. Asi, dos vértices de Q,, seran adyacentes si y solo si difieren
exactamente en una coordenada.

Un resultado obtenido por Fan Chung [6] dice que el pebbling number de @,
es 2". Usaremos esto y el teorema 4.2.2, para calcular el nimero de damas de los
hipercubos.

Teorema 5.1.2. Para todo n entero positivo, P(Q,) = 2" +1

Demostracion. Tenemos, por definicion, que @, = Q,,_1 X K. Y segtn el resultado
de Fan Chung citado previamente, f(Q,_1) = 2"' = |V(Q,_1)|. Entonces, del
teorema 4.2.2 se sigue que P(Q,) < 2"+ 1.

Por otro lado, si dos vértices u,w son adyacentes en (),, entonces la suma de
las coordenadas de wu difiere en uno de la suma de las coordenadas de w, pues sus
coordenadas difieren exactamente en una entrada, que solo puede ser 0 6 1.

Entonces, si consideramos el conjunto de vértices de (), tales que la suma de sus

coordenadas sea par, este serfa un conjunto independiente con 2"~! vértices, lo cual
implica que P(Q,) > 2""*. Por lo tanto, P(Q,) = 2" + 1. |
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Lema 5.1.3. Dadas dos distribuciones D y E en grdficas G y H respectivamente,
se tiene que:

Reach(D) x Reach(E) C Reach(D x E),

donde D x E es tomada como una distribucidn sobre los vértices de G X H.

Demostracion. Sean u € Reach(D) y w € Reach(E). Queremos demostrar que
(u,w) € Reach(D x E). Para cada v € E, repetimos en G x {v}, usando D x {v}, los
movimientos hechos en G a partir de D para poner una canica en u. De esta forma,
ponemos una canica en (u,v). Entonces todos los vértices de {u} x E tienen canica,
asi que repetimos en {u} x H los movimientos hechos en H a partir de £ para poner
una canica en w, con lo que tendremos una canica en (u, w). [

Corolario 5.1.4. Para cualesquiera dos grdficas G, H:
p(G x H) < p(G)p(H).

Demostracion. Consideremos una distribucion D sobre los vértices de G con p(G)
canicas, y tal que Reach(D) = V(G), y sea E una distribucion sobre H con p(H)
canicas, tal que Reach(E) =V (H).

Entonces, por el lema anterior, tenemos que Reach(D) x Reach(E) C Reach(D x
E). De aqui se sigue que V(G) x V(H) C Reach(D x E). A su vez, como D x E es
una distribucion sobre los vértices de G x H, tenemos Reach(D x E) C V(G x H) =
V(G) x V(H). Por lo tanto, Reach(D x E) =V (G) x V(H) = V(G x H), de donde
se concluye que p(G x H) <|D x E| = p(G)p(H). |

Lema 5.1.5. Dado n € N, cualesquiera dos vértices de (), estan a distancia k si y
solo si sus coordenadas difieren exactamente en k entradas.

Demostracion. Base k = 1.

Por la forma en que asignamos las coordenadas a cada vértice, sabemos que dos
de ellos estan a distancia 1 (es decir, son adyacentes) si y solo si sus coordenadas
difieren exactamente en una entrada.

Hipotesis Inductiva

Supongamos que para todo [ < k cualesquiera dos vértices de (), estan a distancia
[ siy solo si sus coordenadas difieren en exactamente [ entradas.

Paso Inductivo

Para demostrar una de las implicaciones, sean u,v € V(Q,) tales que d(u,v) =
k+1. Queremos demostrar que sus coordendas difieren en exactamente k+1 entradas.
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Como d(u,v) = k + 1, entonces existe T = (u = wug, Uy, ..., U, Ugr1 = V) UNa uv-
trayectoria de longitud k + 1.

Fijémonos en u = ug y ug, como existe la uug-trayectoria (u = wg,uq, ...,
U1, Uy ), podemos afirmar que d(u, ux) < k. Ademas, si d(u, ux) < k, existiria 7", una
uug-trayectoria de longitud estrictamente menor que k, en cuyo caso 7" U (uy, upy1 =
v) seria una uv-trayectoria de longitud estrictamente menor que k + 1, contradi-
ciendo el hecho de que d(u,v) = k + 1, entonces d(u,u;) > k, de donde se sigue
que d(u,ux) = k. Entonces, por hipotesis inductiva, las coordenadas de u y uy di-
fieren en exactamente k entradas. Como d(ug,v) = 1, entonces por la definicion de
(), sus coordenadas difieren en exactamente una entrada. Ademés, en esta entra-
da difieren también las coordenadas de u y v, pues de otro modo sus coordenadas
diferirian unicamente en k — 1 entradas, lo que, por hipotesis inductiva implicaria
que d(u,v) = k — 1, contradiciendo la eleccion de u y v. Asi pues, las coordenadas
de u y v difieren en exactamente k + 1 entradas.

Para la implicacion restante, tomemos z,y € V(Q),,) de modo que sus coordenadas
difieran en exactamente k+ 1 entradas. Sea ¢ una de estas entradas. Sea z € V(Q),,) el
vértice cuyas coordenadas difieren de las de y tinicamente en la entrada ¢. Entonces,
las coordenadas de z difieren de las de x en exactamente k entradas, de donde la
hipotesis inductiva nos permite deducir que d(x, z) = k. De aqui se sigue que existe
una zz-trayectoria 1 de longitud k. Entonces, T'U (z,y) es una xy-trayectoria de
longitud k£ 4 1, veamos que es de longitud minima. Supongamos que existe 7" una
xy-trayectoria de longitud estrictamente menor que k, es decir, que d(z,y) < k.
Entonces, por hipotesis de induccién, tendriamos que las coordendas de x difieren de
las de y en menos de k entradas, contradiciendo la eleccion de z v y. [

Lema 5.1.6. Para cualquier vértice v € V(Q,) existen ezactamente () vértices de
Q. a distancia i de v para todo i € {0,1,...,n}. Ademds, el didmetro de Q,, es n.

Demostracion. Sea v un vértice de @),,. Por el lema anterior, sabemos que los
vértices a distancia ¢ de v son aquellos cuyas coordenadas difieren de las de v en
exactamente ¢ entradas. Ahora bien, las coordenadas de los vértices de (Q,, son las
n—adas ordenadas de ceros y unos, asi pues, hay (7;) formas de elegir las i entradas
en las que difieren, y cada una de estas determina un vértice a distancia ¢ de v. Esto
es, hay (7)) vértices a distancia i de v.

Por otro lado, es claro que las coordenadas de un vértice de ), pueden diferir de
las de v en n entradas, es decir, en todas, y no en méas. El vértice determinado por
estas coordenadas estd a distancia n de v, entonces el didmetro de ), es n . [ |
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5.2. Resultado principal

Teorema 5.2.1. Para todo entero positivo n
(V3 —1)" < p(Qn) < (20)2 (V5 - 1)"

Demostracion. Para la cota inferior, consideramos una distribucién D sobre Q),,,
tal que Reach(D) = V(Q,). Por el lema 2.1.6, tenemos que wt;(D) > 1 para todo
t € V(Q,). Entonces, al sumar los pesos de D respecto a los 2" vértices de @,
obtenemos:

"< > wk(D) = Y ) o'

teV(Qn) teV(Qn) vED

= Z Z wty(v)

teV(Qn) vED

= )Y wt( (5.1)

veD teV(Qn)

Asi, cada vértice v de la distribucién contribuye a la suma en:

Z wty(v) = Z Z wty(v) , pues diam(Q,) = n.

teV(Qn) =0 teV(Qn)

= (I1+o0)" , por el teorema del binomio
—1\"
- )

- (57)

= o




5.2 Resultado principal

45

Sustituyendo en la desigualdad (5.1, obtenemos que 2" < |D|®", lo que implica que:

2
D> (=
H—(@

con lo que obtenemos la cota inferior.

y

n

2

(=)

4 <\/5—1

VE+1
4@/5-1))"

5—1
(vo-1)

La demostracion de la cota superior usa una técnica no constructiva, por lo que
la omitiremos, pero puede ser consultada en [1].
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Capitulo 6

Graficas de diametro vértice-arista
pequeno

6.1. Preliminares

Definicién 6.1.1. La distancia entre un vértice v y una arista e = (z,y) de una
grafica, es el minimo de las distancias entre v y los extremos de e, es decir,

d(v,e) = min{d(v, z),d(v,y)}

Definicién 6.1.2. El diametro vértice-arista de una grafica G (no vacia), es el max-
imo de las distancias entre un vértice y una arista de G, y se denota por d,.(G).

Proposicion 6.1.3. Sea G una grdifica no vacia con d,. < 1. Entonces:
(1) p(G) =2,
(ii) P(G) = a(G) + 1.

Demostracion. (i) Sea D la distribucion obtenida al colocar dos canicas en vér-
tices adyacentes u,v. Si e = (u,v), entonces, para cualquier otro vértice ¢, se
tiene que 0 < d(t, e) < d,.(G) < 1. Sabemos que d(t,e) = min{d(t, u), d(t,v)}.
Supongamos sin pérdida de generalidad que d(t,e) = d(t,u), esto implica que
d(t,u) < 1. Como t # u, entonces d(t,u) > 0, por lo que d(t,u) = 1, es decir,
existe la arista e; = (t,u) € E(G). Por lo tanto, v"u™t coloca una canica
en t, lo que implica que p(G) < 2. Por otro lado, como G es no vacia, existe
e = (x,y) € E(G), por lo que G tiene al menos dos vértices. Si colocamos una
canica en cualquiera de los vértices de G no hay movimientos posibles para
llegar a los otros vértices. Asi pues, concluimos que p(G) = 2.
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(1)

Ahora bien, P(G) > «(G), pues si |[D]| = a(G) y D es un conjunto independi-
ente en (G, entonces no hay movimientos posibles. Como G es no vacia, existe
e = (z,y) € E(G). Al ser D independiente, x o y no estan en D, esto es, hay
al menos un vértice vacio, y éste no esta en el alcance de D.

Sea entonces D’ una distribucion con «(G) + 1 canicas. Entonces en D’ hay
dos vértices adyacentes, u, v, lo que implica que la distribucion D usada en
(i) esta contenida en D. Por el lema de Monotonia del alcance 2.1.8, tenemos
que Reach(D) C Reach(D'), de donde se sigue que Reach(D') = V(G). Por lo
tanto, P(G) = a(G) + 1.

[

Proposicion 6.1.4. Sea G una grdifica de orden al menos 2 y radio 1. Entonces,

(i) p(G) =2,
(i) P(G) = a(G) + 1.

Demostracion. (i) Como G tiene al menos dos vértices y su radio es 1, entonces

(i1)

existe u € V(QG) tal que es adyacente a todos los demas vértices de G. Ademas,
poner s6lo una canica deja al menos un vértice vacio y no permite movimientos,
asi que p(G) > 2.

Sea entonces D = {u, z} una distribucion sobre los vértices de G. Si existiera un
vértice t € V(G) tal que t ¢ D, entonces (u,t) € E(G), por lo que m = 2" u™*¢
es un movimiento de damas valido que demuestra que Reach(D) = V(G). Por
lo tanto, p(G) = 2.

Si G fuera una grafica completa, tendriamos que P(G) = 2 = a(G) + 1. Su-
pongamos entonces que G no es completa, es decir, que a(G) > 2. Sea D' una
distribucion con «(G) + 1 canicas. Asi, tenemos que D’ pone canica en dos
vértices adyacentes, digamos x y y, unidos por la arista e.

e (a) Siu ¢ D'. Como u es adyacente a z y a y, u € Reach(D'), pues
se alcanza con un so6lo movimiento de damas m = 7Y u . Asi, obten-
emos m(D'), una distribucién con a(G) > 2 canicas, una de ellas en u,
y otra en z, otro vértice de la grafica. Asi pues, D = {u,z} C m(D’),
y por el lema de Monotonia del alcance 2.1.8, tenemos que Reach(D) C
Reach(m(D')) C V(G), y dado que Reach(D) = V(G), podemos concluir
que Reach(m(D')) = Reach(D") =V (G).
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e (b) Siue D'. En este caso podemos alcanzar a t en un solo movimiento,

a saber =7u ¢

[ |
Proposicion 6.1.5. Sea G una grifica. Si d,. = 2 entonces p(G) < 4.

Demostracion. Sea GG una grafica con d,. = 2. Entonces, es claro que G es conexa,
pues de no serlo, la distancia entre un vértice y una arista de distintas componentes
conexas serfa infinita. En particular, G' no tiene vértices aislados. Por la eleccion de G
existen un vértice u y una arista e tales que d(u, e) = 2. De aqui se sigue que existen
dos aristas ajenas (u,v) y (w,z) = e. Consideremos la distribucion D = {u, v, w, z}.
Sea t un vértice tal que t ¢ D.

Si t es adyacente a u,v,w o x, entonces ¢ se alcanza en un movimiento. Supon-
gamos entonces que t no es adyacente a u, v, w, x.

Sea e; = (u,v). Sabemos que d(t,e1) < dy(G) = 2, y como ¢ no es adyacente a
unia v, d(t,e;) = 2. Se sigue que existe un vértice y, vecino de t, que también es
vecino de u o de v. Supongamos sin pérdida de generalidad que y € N(t) U N(u).

(a) Siy es adyacente a w 0 a z.

Supondremos sin pérdida de generalidad que (y, w) € E(G). Entonces la sucesion
de movimientos m; = v uy my = w Y t coloca una canica en ¢, por lo que
t € Reach(D).

(b) Si y no es adyacente ni a w ni a z.

Entonces existe, sin pérdida de generalidad, un vértice z € N(y) U N(w), en cuyo
caso, la sucesion de movimientos m; = v Uy, me = Wz, ms = 27 Yt coloca
una canica en t, lo que demuestra que t € Reach(D).

Por lo tanto, Reach(D) = V(G). Asi pues, podemos concluir que p(G) < 4.

[ |

Ademés, la cota dada por la proposicion anterior no puede ser mejorada. Para
demostrar esto, nos serviremos de la grafica de la Figura 6.1, que tiene d,. = 2, pero
nimero de damas 6ptimo 4. Esto se tiene porque la distribucién que contiene a los
vértices en negro de la Figura 6.1 tiene alcance V(G). Sin embargo, ninguna distribu-
cibén con tres canicas tiene alcance V(G). A continuacion damos la demostracion de
esta ultima afirmacion, pero antes haremos un calculo que nos serd de gran utilidad
durante la prueba.

Observaciéon 6.1.6. 02 + 203 < 1.
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Demostracion. Recordemos que el valor de o es */52_1. Asi, después de sustituir
este valor y desarrollar las potencias, obtenemos:

3vh—5

02+2a3:7z0,85<1.

Figura 6.1: Grafica con didmetro vértice-arista 2. La distribucion dada por los cuatro
vértices en negro permite alcanzar cualquier vértice de la grafica, por lo que el namero de
damas 6ptimo es a lo més 4.

Verifiquemos que, efectivamente, con 3 canicas no se pueden alcanzar todos los
vértices de la grafica propuesta:

Demostracion. Para empezar, notemos que dada una distribucién de tres canicas,
si no hay dos de ellas en vértices adyacentes, no podemos hacer ningiin movimiento
para alcanzar alguno de los vértices vacios. Asi pues, nos concentraremos tinicamente
en las distribuciones con al menos 2 canicas en vértices adyacentes.Veamos entonces,
los casos posibles, salvo simetrias.

En cada caso encontramos distintos subcasos, cada uno de los cuales represen-
tamos mediante una figura para facilitar la comprension. En cada representacion
de la grafica sobre la que trabajamos, representamos la distribuciéon D correspon-
diente mediante vértices coloreados en negro. Ademas, en muchos de los casos, nos
serviremos del lema de Monotonia del peso 2.1.6. Para ello, calcularemos el peso de
la distribucion D con respecto al vértice t, que serd aquél representado en la figura
correspondiente por un rombo.
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Figura 6.2: Caso A

Caso A(Figura 6.2)

Para este caso dejaremos fijos dentro de la distribucion a los extremos de la arista 1,6.
Para obtener los diferentes subcasos, recorremos el resto de los vértices, seleccionando
uno a la vez.

Caso A.(a) Notemos que en un solo movimiento de damas, podemos alcanzar
a los vértices 3, 5, 7 y 10. Sin embargo, no hay segundo movimiento posible, por lo
que no es posible alcanzar los vértices 4 y 9.

Caso A.(b) En un primer movimiento podemos alcanzar los vértices 2, 5, 7
y 10. Para poder hacer un segundo movimiento tenemos que llegar al vértice 2 en
el primer movimiento. Sin embargo, este segundo movimiento nos permite alcanzar
tinicamente los vértices 4, 8 y 1 (pero este pertenecia a la distribucion inicial). Asi
pues, no habiendo més movimientos posibles, queda fuera del alcance de nuestra
distribucion el vértice 9.

Casos A.(c) y A.(d) Si calculamos el peso de la distribucion D respecto al
vértice ¢ obtenemos wt;D = 02 + 20% < 1, por lo que, segun el lema 2.1.6 ¢ ¢
Reach(D).

Caso B(Figura 6.3)
En este caso los vértices 3 y 8 estaran siempre en la distribucion D.

Caso B.(a) De nuevo calculamos el peso de D respecto a t: wt,D = 0?+20% < 1,
por lo que t ¢ Reach(D).

Caso B.(b) Con solo un movimiento de damas podemos alcanzar los vértices 2,
4, 7 y 8. Sin embargo, s6lo si nos movemos al vértice 2 podremos hacer un segundo
movimiento, con el que alcanzaremos ademas al vértice 10. Adn asi, no podemos
alcanzar los vértices 5 y 6, pues ya no hay movimientos posibles.

Caso C(Figura 6.4)
Esta vez fijamos los vértices 2 y 3 como parte de la distribucion.
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2 34 2 34
1 51 5
10 6 10 6
9 ¢ 7 9 ¢ 7
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(a b

Figura 6.3: Caso B

2 S 4 2 34 2 34 2 34
1 51 51 501 5
10 6 10 6 10 6 10 6
9 g 7 9 7 9 5 7 9 T 7
(a) (b) () (d)

Casos C.(a)(b)(c)(d)(e)(f) Calculamos el peso de D respecto a t, wt,D =
02+ 20% < 1, por lo que, segun el lema 2.1.6, t ¢ Reach(D).

Caso C.(g) Con un primer movimiento podemos alcanzar los vértices 1, 4 y 8,
pero s6lo el llegar a 4 nos permite un segundo movimiento, con el que alcanzaremos
también 6 y 10. Sin embargo, ya no quedan movimientos posibles, entonces 7 y 9
¢ Reach(D).

Caso D(Figura 6.5)

Dejamos los vértices 1 y 2 en la distribucion D. En cada uno de los subcasos cal-
culamos el peso de D respecto a t y obtenemos: wt,D = o2 4+ 20% < 1, por lo que
t ¢ Reach(D).

Caso E(Figura 6.6)

En este caso los vértices 1 y 10 formaran parte de la distribucion.

Caso E.(a) Realizando un solo movimiento podemos alcanzar a los vértices 2,
5, 6 y 9. Para poder realizar un segundo movimiento necesitamos mover una canica
a un vértice adyacente a 8. Esto se logra al mover una canica al vértice 9. Después,
los movimientos posibles nos permiten alcanzar tanto 3 como 7, sin embargo, ya no
hay méas movimientos posibles, por lo que 4 ¢ Reach(D).
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Figura 6.4: Caso C

Caso E.(b) Una vez mas, nos apoyaremos en el lema 2.1.6, pues wt;D = o +
203 < 1, por lo que podemos concluir que t ¢ Reach(D).

Asi pues, queda terminada la demostracion, con lo que aseguramos que p(G) > 3.
[

Por otra parte, al parecer, con d = 2 y p(G) = 4 no hay ejemplo simple. Sin
embargo, tenemos la grafica de Hoffman-Singleton, que es la unica grafica (salvo
isomorfismos) 7-regular, de orden 50, con didmetro 2 y cuello 5.

Observemos que en esta grafica cualquier par de vértices no adyacentes tienen
exactamente un vecino en comun. La existencia de éste surge de que d(G) = 2,
entonces, si v y v no son adyacentes, d(u,v) = 2, entonces hay una uv-trayectoria de
la forma (u,w,v), donde w es el vecino comun a v y v. Ahora bien, si hubiera mas de
uno, digamos w y z, tendriamos el ciclo (u,w, v, x) de longitud 4, lo que contradiria
el hecho de que G tiene cuello 5. Ademas, si dos vértices son adyacentes, no tienen
vecinos en comun, pues se formarian ciclos de longitud 3, mientras que el cuello de
G es 5.

Ahora tomemos una distribuciéon de tres canicas sobre la grafica de Hoffman-
Singleton, {u,v,w}. Como queremos que el alcance de la distribuciéon sea lo mayor
posible, necesitamos al menos dos vértices adyacentes en la distribucion, para permi-
tir al menos un movimiento. Supongamos entonces, sin pérdida de generalidad que
u es adyacente a v.

Entonces, salvo simetrias, tenemos dos casos. El primero es que w también sea
adyacente a v. En este caso no es posible realizar més de un movimiento, pues el
primero nos lleva forzosamente a un vecino de u, de w, o de v, que no es adyacente
al vértice (u,v o w) que adn tiene canica. Entonces el alcance de esta distribucion
esta dado por los 3 vértices u, v, w mas los respectivos 6 vecinos restantes de u y de
w, mas los otros 5 vecinos de v. Entonces hay s6lo 20 vértices en el alcance de esta
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Figura 6.5: Caso D

distribucion.

El segundo caso es que w no sea adyacente a v, entonces existe x un Unico
vecino en comun para v y w. Ademés, w no es adyacente a u, pues en tal situacion
volveriamos al primer caso. Entonces existe y, un tnico vecino en comun para u y
w. Asi, v,z,w,y,u, forman un ciclo de longitud 5. De este modo, podemos hacer
dos movimientos seguidos, siempre y cuando el primero de ellos sea u” vz o bien
v"u™Y pues son las tnicas formas de poner una canica en un vértice adyacente a
w.

Entonces el alcance de esta distribuciéon estd compuesto por los 5 vértices del ciclo
(u,v,x,w,y) mas los otros 5 vecinos de cada uno de ellos, lo que nos da un total de 30
vértices. Por lo tanto, el niimero de damas 6ptimo de la grafica de Hoffman-Singleton
es 4.

6.2. Resultados principales

Ahora bien, respecto al nimero de damas tenemos lo siguiente:
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Figura 6.6: Caso E

Teorema 6.2.1. Para cualquier entero o > 2, el mdximo niumero de damas de las
grificas de diametro vértice-arista 2 y numero de independencia o es o + 2, y esta
cota es alcanzada por una grdifica de didmetro 2.

Ademds, dada una distribucion con al menos o + 2 canicas para tales grificas,
podemos llegar a cualquier vértice con a lo mds tres movimientos.

Finalmente, cualquier grdfica asi con numero de damas exactamente o + 2 y
didmetro vértice-arista 2 (didmetro 2) contiene a la grifica (a)(respectivamente (b))
de la Figura 6.7 como subgrdfica inducida.

U1 Uy U1

V3 t U3 t

V2 U2 (% U2

Figura 6.7:

Demostracion. Para empezar, notemos que la grifica de la Figura 6.8 tiene tanto
didmetro como diametro vértice-arista 2, ademas de ntimero de independencia «. Sin
embargo, su nimero de damas es al menos a+ 2. Para demostrar esto, consideremos
la distribucion D formada por los a + 1 vértices coloreados en negro en la figura
6.8. A partir de ella, para poder realizar mas de un movimiento, debemos mover un
guijarro a vg. Luego, en un segundo movimiento podremos colocar un guijarro en
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Vo

Uo

Figura 6.8: Los vértices u; forman una grafica completa de o+ 2 vértices (las lineas gruesas
representan las numerosas aristas entre los vértices u;). Es asi que esta gréfica tiene tanto
didmetro como didmetro vértice-arista 2, ademas de nlimero de independencia a.

alguno de los u;, pero ya no habra més movimientos y ¢t quedara fuera del alcance
de D.

Supongamos que G es una grafica con d,, = 2. Sea t un vértice de G, y D una
distribucién con al menos a(G) + 2 canicas sobre los vértices de GG. Entonces, en
D existen dos vértices v y v adyacentes, sea e = uv. Como d,.(G) = 2, entonces
d(t,e) < 2, es decir, uno de los extremos de e, digamos u, esta a distancia a lo més
2 de t.

Si d(u,t) = 1, entonces alcanzamos a t en un movimiento, a saber v~ u *¢ . Ahora,
si d(u,t) = 2, entonces t y u tienen un vecino en comin, w. Hacemos el movimiento
m = v u w . La distribucion m(D) obtenida consta de al menos a + 1 vértices,
por lo que también tiene dos vértices adyacentes. Si uno de ellos es w, entonces el
movimiento z7w™¢ (donde z es el vértice de m(D) adyacente a w) coloca una canica
en t.

Si no, la distancia de alguno de estos dos vértices a w es 2, entonces, como hicimos
antes, podemos colocar una canica en un vértice adyacente a w (en caso de que no
hubiera una), digamos en el vértice y, mediante un sélo movimiento. En ese caso, un
tercer movimiento, ¥ w™t coloca una canica en t, que era lo que buscabamos, asi
que P(G) < a(G) + 2.

Asi pues, la grafica de la Figura 6.8 tiene nimero de damas o + 2.
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Ahora supongamos que tenemos una grafica G con d,. = 2 y nimero de damas
a(G) 4 2. Sea t un vértice objetivo, y D una distribucién con «(G) + 1 canicas
cuyo alcance no contiene a t. Ningtn vértice de D es ¢, y tampoco es adyacente a t,
pues de serlo, alcanzariamos a t a lo mas en dos movimientos, como hicimos en el
parrafo anterior. Ademaés, no puede haber dos pares ajenos de vértices adyacentes,
pues entonces podriamos llegar a ¢ en a lo mas tres movimientos, como se hizo en la
demostracion de la proposiciéon anterior.

Sean entonces v; v vy dos vértices adyacentes de D, los cuales existen, pues
|D| = a(G) + 1. Entonces (D\{v1}) U {t} tiene también a(G) + 1 vértices, y por
lo tanto contiene también dos vértices adyacentes. Como ningin vértice de D es
adyacente a t, estos dos vértices estan en D\{v;}, y como D no contiene pares ajenos
de vértices adyacentes, entonces vy debe ser adyacente a algtn vértice vg € D\{v; }.

Analogamente, (D\{v2}) U {t} contiene un par de vértices adyacentes que estan
en D\{v2}, y como éste no puede ser ajeno a {vy,ve} ni a {ve, v3}, no puede ser mas
que {vq,v3}.

Entonces, v1,v9, v3 son adyacentes. Cualquier otra adyacencia entre vértices de
D, ya sea incluyendo estos vértices o no, nos llevaria a dos pares ajenos de vértices
adyacentes, por lo que es imposible. Por consiguiente, vy, v, v3 son los tinicos vértices
adyacentes de D.

Como d(t,e1) < dye(G) = 2, con e; = v1vq, entonces, sin pérdida de generalidad,
v1 y t tienen un vecino en comin, al que llamaremos u;. Este no puede ser adyacente
ni a vy ni a v3, pues en ese caso podriamos saltar de vy o de v3 pasando por v3 o por
v hacia uy, y luego de vy a t pasando por u;.

Analogamente, si consideramos la arista vyvs, sin pérdida de generalidad v, tiene
un vecino en comidn con ¢, al cual llamaremos us, que no puede ser adyacente a
ningtn vértice de D\{v2}, ya que en ese caso podriamos saltar de v; (o de vg si
v = v1) hacia uy pasando por vg, y luego de v a t pasando por us.

Ahora bien, (D\{vi,v2}) U {u1,us} contiene un par de vértices adyacentes, y
dado que las tinicas adyacencias de D son entre vy, vs ¥ v3, tenemos que uq y us son
adyacentes. Asi, la subgrafica inducida por {vy, vy, vs, t, uy, us} es isomorfa a (a).

Si, ademads, d(G) = 2, habra un vértice uz adyacente a t y a vs, y analogamente, ug
no es adyacente ni a vy ni a vy. Por otra parte, (D\{vy,v3})U{u1,us3} es un conjunto
con o(G) + 1 vértices, por lo que contiene un par de vértices adyacentes, que deben
ser u; y uz. De forma anéloga, uz y us deben ser adyacentes. Asi, la subgréfica de G
inducida por {vy, vy, v, t, u1, us, us} es isomorfa a (b).

[ |

A continuacién consideraremos graficas con niimero de damas a lo mas 3, y us-
aremos el teorema anterior para clasificar aquéllas cuyo nimero de damas sea ex-
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actamente 3. Observemos, antes de seguir, que K, y K; son las tnicas graficas con
numero de damas 0 y 1, respectivamente, pues las distribuciones con una o ninguna
canica no permite ningin movimiento.

Por otro lado, notemos que el nimero de damas de toda gréafica no vacia es mayor
que su numero de independencia, pues al considerar una distribucién con canicas
sobre los vértices de un conjunto independiente maximo no podemos realizar ningtn
movimiento. Por lo tanto, las tinicas graficas con nimero de damas 2 son 2K, y K,
con n > 2.

Lema 6.2.2. Una grifica G tiene nimero de damas 3 si y sélo si G es isomorfa a
3K, o bien, si su numero de independencia es 2 y la siguiente condicion falla:

(x) G es generada por C'U D, con C y D subgrdficas completas de G, de modo
que G es isomorfa a 2K, 0 2K5, o bien G tiene vérticest € C y vy,v9,v3 € D tales
que t no es adyacente a ningun vértice de D, y todo vértice de C' es adyacente a lo
mds a uno de vy, vy, V3.

Demostracion. (=) Supongamos primero que G es una grafica con P(G) = 3.
Como sabemos que para toda gréafica su nimero de damas es mayor o igual que su
nimero de independencia, entonces tenemos que a(G) < 3. Ademas, a(G) # 1, pues
en tal caso tendriamos que G = K,,, pero P(K,) < 3 para toda n.

Supongamos entonces que a(G) = 2 y demostremos, por contrapositiva, que la
condicion (%) falla. Asi pues, supongamos que G cumple (x). Si G = 2K; o 2K;
es claro que P(G) # 3, ya que P(2K;) = 2y P(2K,) = 4. Ahora bien, si G tiene
vértices t € C'y vy, v9,v3 € D y cualquier vértice de C' es adyacente a lo més a uno
de vy, v, v3, consideramos la distribucion {vy, vo, v3}. Podemos ver que ¢ no esta en
el alcance de ésta, pues primero tendriamos que colocar una canica en un vértice u
adyacente a t, lo que implica que u € C, pues no hay vértices de D adyacentes a t.
Sin pérdida de generalidad, supongamos qur el movimiento que nos permite esto es

Uz/v_g.\‘u entonces, después de realizar este movimiento, tenemos la distribucién
{v1,u}, y como u € C'y ademas es adyacente a vs, entonces u no es adyacente a
v1, por lo que ya no hay movimientos posibles. Por lo tanto, P(G) # 3. Es asi que
podemos concluir que (x) falla, que es lo que buscdbamos para demostrar que la
primera implicacién se cumple.

(<) Ahora, supongamos que G es isomorfa a 3K7, o bien, que su namero de
independencia es 2 y la condicion (x) falla. Queremos demostrar que P(G) = 3. Si
G fuera isomorfa a 3K, entonces es claro que P(G) = P(3K;) = 3, como se queria.

Ahora bien, si a(G) = 2 y (x) falla, demostremos por contrapositiva que P(G) =
3. Supongamos entonces que P(G) # 3, queremos demostrar que (x) se cumple.
Como P(G) > «a(G) , entonces tenemos que P(G) > 2. Si P(G) = 2, podemos
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considerar una distribucion de dos canicas sobre un conjunto independiente maximo
en GG, por lo que no habrid movimientos posibles.

Supongamos entonces que P(G) > 3. Afirmamos que G es generada por una
unién ajena de subgraficas completas.

Caso 1. Si d(G) > 3.

Sean z,y € V(G) tales que d(z,y) > 3. Esto implica que z y y no son adya-
centes y no tienen vecinos en comin. Como «(G) = 2 , entonces {z,y} es conjunto
independiente méximo en G, esto implica que todo vértice en G\{x, y} es adyacente
exactamente a uno de los vértices z, y.

Veamos entonces que G|z U N(z)] es una grafica completa. Sean u,v € N(z),
entonces u y v no son adyacentes a y, pero si son adyacentes entre si, ya que de otro
modo, {u,v,y} seria un conjunto independiente. Anélogamente, Gy U N(y)| es un
grafica completa.

Caso 2. Si d(G) < 2.

Por la demostracion del teorema anterior, como P(G) < 3 = a(G) + 1, sabe-
mos que existen vértices vy, vg, v3,t, tales que t no esta en el alcance de {vy,vq, v3}.
Entonces, cada vecino de ¢ es adyacente a lo mas a un vértice de {vy, v, v3}, pues
si u € N(t) fuera adyacente a vy, ve (sin pérdida de generalidad), podriamos hacer
v3 v U seguido de v udt lo que contradiria la suposicién de que ¢t no esta en el
alcance de {vy, v9,v3}.

Asi pues, si u,v € N(t), existe un v; con i € {1,2,3} tal que u, v no son adyacentes
a v;, v dado que [{u,v,v;}| = a(G) + 1, entonces u y v son adyacentes entre si, lo
que implica que G[t U N(t)] es grafica completa. Analogamente, si z,y ¢ N(t),
{z,y,t}| = a(G) + 1, por lo que = y y resultan adyacentes. De aqui se sigue que
G[V(G)\(N(t) Ut)] es grafica completa, lo que prueba la afirmacion.

Tenemos entonces que G es generada por una uniéon ajena de graficas completas C
y D,y que existen vértices t, vy, v9, v3 tales que t ¢ Reach({vy, va,v3}). Supongamos
que t € C'y al menos dos vértices de {v,vs,v3}, digamos vy, v, € D, pues de otra
forma alcanzariamos a ¢t en un movimiento.

(a) Supongamos que vs € D. Si existe x € G tal que z € C' y que sea adyacente
a v; y a vy (sin pérdida de generalidad), o bien, tal que z € D y que sea adyacente

a t, entonces v v seguido por v17z ¥t contradicen la suposicion de que t ¢
Reach({v1,v2,v3}), por lo que ninguna de estas dos situaciones ocurre.
(b) Supongamos ahora que v3 € C. Si existe x € G tal que z € C'y sea adyacente

a v; (sin pérdida de generalidad), o bien, tal que x € D y sea adyacente a vs,

entonces podemos hacer v o y luego 2703t | lo que contradiria que t ¢

Reach({v1,v2,v3}). Por lo tanto, v; y v2 no son adyacentes a ningin vértice de C, y
v3 no es adyacente a ningin vértice de D.
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Si existiera y € D, con y # vy, vg, sSustituimos ¢ por vs y vz por y y (%) se cumple.
Supongamos que D es de orden 2, entonces no hay aristas entre C'y D. Si el orden
de C también es 2, entonces G = 2K, mientras que si |C| > 2, al cambiar C por D,
la condicion (x) se cumple con cualesquiera vértices t € C'y vy, vg,v3 € D.

Asi, en cualquier caso (%) se cumple, lo que completa la prueba del lema. [ |

Lema 6.2.3. Sea G una grdfica coneza, con |G| > 3 y |G| > 2a(G) — 1. Entonces
G contiene una subgrdfica isomorfa a la trayectoria Pj.

Demostracion. Como G tiene al menos cuatro vértices, existe v un vértice de G de
grado al menos 2, pues si todos los vértices tuvieran grado a lo més uno perderiamos
la conexidad. Ahora bien, si todos los vecinos de v fueran de grado uno, dada la
conexidad de G, ésta tendria que ser isomorfa a la gréafica bipartita completa K, g|—1.
En este caso, tendriamos:

G| > 2a(G) —1=2(|G| — 1) — 1 = 2G| — 3,

lo que implicaria que |G| < 3, contradiciendo la hipotesis de que |G| > 3.

Entonces, alguno de los vecinos de v tiene grado al menos 2. Sean u y w vecinos de
v, con w de grado al menos dos. Si u es adyacente a w, entonces, como GG es conexa
y tiene al menos cuatro vértices, existe un cuarto vértice x adyacente a u,v o w.
Supongamos, sin pérdida de generalidad que es adyacente a w, entonces (u, v, w, z)
es subgréfica de G isomorfa a P;. Por otro lado, si u es adyacente a y, con y # w,
entonces (u,v,w,y) es la subgrafica buscada. |

Lema 6.2.4. Sea G una grifica con d,.(G) = 3, sea t un vértice de G, y sea D C G
una distribucion que no contiene a t, tal que D contiene a una subgrdfica P isomorfa
a Py. Entonces podemos alcanzar un vecino de t en a lo mds 3 movimientos, usando
unicamente las canicas de P.

Demostracion. Etiquetemos, en orden, a los vértices de P por u,v,w,z. Como
dye(G) = 3, al considerar la arista vw y el vértice ¢, tenemos que v 0 w (digamos
que v) estan a distancia a lo mas tres de ¢. Si d(v,t) = 1, tenemos lo que buscamos.
Si d(v,t) = 2, saltamos desde w, sobre v, hacia algin vecino de ¢. Finalmente, si
d(v,t) = 3, supongamos que v es adyacente a y, que a su vez es adyacente a z, vecino

de t. Entonces realizamos la siguiente sucesion de movimientos u vy, z 7w v,

P . , . . .
v7Y "z .Y asi, en a lo mas tres movimientos, podemos alcanzar un vecino de t,

usando tnicamente las canicas de P. [ |
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Lema 6.2.5. Sea G una grdfica con d,. = 3. Sea t un vértice objetivo. Sea D C G
una distribucion que no contiene a t y sea S C G\D un conjunto independiente que
satisface las siguientes condiciones:

= Ningun vértice de S es adyacente a ningin vértice de D.

= Ningun vecino de un vértice de S cumple a la vez con estar a distancia 2 de t
y ser adyacente a un vértice de una componente de D isomorfa a K.

» Se tiene que |D| + h + 2|S| > 2a(G) + 1, donde h es el nimero de vértices
aislados de la subgrdfica D de G.

Entonces podemos alcanzar un vecino de t con a lo mds tres movimientos, usando
las canicas de D.

Demostracion. Podemos suponer que cada vértice de D esta a distancia por lo
menos 2 de ¢, y que, en particular, los vértices no aislados en D estan a distancia
mayor o igual a 3, pues de otra forma, alcanzariamos algtin vecino de ¢ en a lo mas
un movimiento.

Para cada componente C' de D, si C' = K3, consideraremos vg, un vértice de C' a
distancia 3 de t, y un vecino de v¢, al que llamaremos u¢, que pertenezca a V (G)\D,
y que esté a distancia 2 de ¢. Cuando C' = Kj,denotaremos por Cla subgrafica de G
inducida por C'U {uc}, en cualquier otro caso, C' denotard a C' misma. Si C' = K3
nos referiremos a C por «subgrafica extendiday.

Si hubiera algin ue adyacente a algin w de D, ademas de ve, podriamos saltar
desde algiin vértice de C, sobre ve, hacia uc, y luego desde w, sobre u¢c hacia algtin
vecino de t. Supongamos entonces que no estamos en tal situaciéon. Si ue fuera
adyacente a algin ucs correspondiente a alguna componente C’ de D, podriamos
saltar desde algin vértice de C', sobre vg, hacia ug, de igual modo, podemos saltar
a vor desde algin vértice de C7 hacia ucr, para finalmente, saltar de uc hacia un
vecino de t, pasando sobre uc.

Supongamos entonces que esto tampoco sucede. Entonces las subgraficas extendi-
das tienen ntimero de independencia 2, y las componentes de £ = DU {uC‘C’ cOmpo-

nente de D, con C' = K3} son precisamente las C', con C' componente de D.

Ademas, notemos que a partir de las hipotesis obtenemos que ninglan vértice
de S es adyacente a algin vértice de FE, pues, por un lado, los vértices de S no
son adyacentes a los de D, y por otro, los vecinos de S no pueden a la vez estar a
distancia 2 de t (como es el caso de los uc) y ser adyacentes a algun vértice de alguna
componente C' = K3. Entonces tenemos:
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|D| > G) —h —2|S|
EUS)—h-—2|5]
E)+2|S| h—2|S|
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Por otro lado:

> C| = 2a(C) = > le= > 20(C)

C componente de D C' componente de D C componente de D
— |D| - 2a(E).

Se sigue entonces que :

> IC| - 2a(C) > —h;

C' componente de D

y como h es el nimero de vértices aislados de D vista como subgrafica de G:

> 1C| = 2a(C) > 0.
C componente de D
IC|>1
Por lo tanto, existe K una componente de D con |K| > 1y |K| > 2a(K). Ahora
bien, K no puede ser isomorfa a Kj, pues en ese caso tendria solo tres vértices,
mientras que a(K) = 2. Entonces K = K tiene orden al menos 4, entonces, por el
lema 6.2.3 contiene una subgrafica isomorfa a Py, y por el lema 6.2.4, podemos colocar
una canica en algin vecino de ¢ en a lo mas 3 movimientos, usando inicamente las
canicas de K C D, lo que termina la prueba. [ |

Para terminar, tenemos una buena cota superior del nimero de damas de las
graficas con didmetro vértice-arista 3.

Teorema 6.2.6. Para cualquier entero o > 2, el mdximo numero de damas de una
grafica con didmetro vértice-arista igual a 3 y nimero de indepedencia o, es 2a+1, y
esta cota es alcanzada por una grdfica de didmetro 3. Ademds, dada una distribucion
de al menos este tamano para tal grdifica, siempre podemos alcanzar cualquier vértice
objetivo en a lo mds 7 movimientos.

En la demostracion de este teorema se emplean varias veces los tres lemas an-
teriores, ademéas de algunas de las ideas utilizadas en las demostraciones de éstos.
Sin embargo, debido a su extension, y al no ser constructiva, la omitiremos, pero se
encuentra en [1].



Capitulo 7

Conclusiones

La importancia de este trabajo reside en presentar este nuevo tema ante la comu-
nidad matematica universitaria, estableciendo las bases de futuras investigaciones.
Hemos presentado los movimientos de damas, e introdujimos el nimero de damas y
el nimero de damas 6ptimo de una gréfica, y calculamos estos tltimos para distintas
clases de graficas. Algunas veces nos servimos de propiedades de los movimientos de
damas, mientras que otras usamos resultados de pebbling obtenidos anteriormente.

Aun queda mucho por estudiar al respecto, por ejemplo, podemos preguntarnos
acerca del comportamiento de los niimero pegging bajo distintas operaciones de grafi-
cas, como productos y potencias, o bien, acerca de la relacion entre nimero de damas
y algunas caracteristicas propias de la gréfica, como su cuello o su conexidad.

Por otro lado, recordemos que en el teorema 2.2.10 permitimos tanto movimientos
de damas (pegging moves) como movimientos pebbling. Llamemos peggling moves al
conjunto de ambos tipos de movimientos. Entonces podemos definir al peggling num-
ber (y respectivamente al optimal peggling number) de una gréfica, como el menor
entero positivo d tal que toda (respectivamente, alguna) multi-distribucion D de
tamano d tiene Reach, = V(G). Asi, como el peggling permite mas movimientos que
el pebbling, los peggling y optimal peggling numbers de una grafica estaran acotados
superiormente por su pebbling number y su optimal pebbling number, respectiva-
mente. Por otra parte, recordemos que el teorema 2.2.10 nos dice que, si partimos
de una distibucién propia, el permitir también movimientos pebbling permite alcan-
zar exactamente los mismos vértices que se alcanzan tnicamente con movimientos
de damas. La diferencia es que en pebbling se parte de una multi-distribucion, asi
pues, el peggling number de una grafica es mayor o igual que su nimero de damas,
mientras que su optimal peggling number es a lo mas su nimero de damas 6ptimo.

Aunque a partir de su definicién podriamos esperar una gran similtud entre peg-
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gling numbers y pegging o pebbling numbers, cabe destacar que las desigualdades
antes mencionadas pueden ser estrictas. Por ejemplo, P, tiene pebbling number 8,
ntimero de damas 3 y peggling number 5; la grafica obtenida al pegar un vértice
y una arista a cada una de las hojas de K3 tiene tanto optimal pebbling number
como nimero de damas 6ptimo 4, pero optimal peggling number 3. Asi, se vuelve in-
teresante estudiar estas nuevas magnitudes, tomando en cuenta que en muchos casos
seran tutiles los resultados y propiedades de pebbling y de los movimientos de damas.
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