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Introduccion

El problema central de la Mecanica Celeste conocido como el problema de n cuerpos
consiste en describir el movimiento de n masas puntuales sujetas a la ley gravitatoria
de Newton.

Las ecuaciones de movimiento de los n cuerpos son n ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden

d*x; " gmim;(z; — x;)
m; = — , i=1,...,n, x; €R3 1
’ dtQ Zjl |l’j — l’i|3 ! ( )
]7
J#i
donde g es la constante de gravitacién y | - | es la norma euclideana en R3.

El problema de n cuerpos para n = 2 es un problema integrable en el sentido de
que se conocen todas sus curvas solucién, ya que puede ser reducido al problema de
Kepler el cual describe el movimiento relativo de una particula moviéndose bajo la
accion gravitatoria de la segunda particula fija en el origen. El problema de n cuerpos
para n > 3 es un problema abierto.

Las érbitas periddicas son una clase especial de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales que satisfacen la condicién z(t) = x(t+7T'), para alguna 7' > 0 llamada periodo
y son importantes porque estan definidas para todo tiempo ¢.

Para el problema de n cuerpos, las configuraciones centrales son una clase particu-
lar de orbitas periddicas éstas son configuraciones en las que el vector de aceleracion
es un multiplo escalar del vector de posicion, la propiedad mas simple que caracteriza
una configuracion central es que define un movimiento homotético si las velocidades
son elegidas convenientemente, por ejemplo, si éstas se eligen todas cero. Decimos que
el movimiento es homotético si durante el movimiento solamente cambia el tamano
de la configuracion. Si aceptamos rotaciones de la configuracién, decimos que el
movimiento es homogrdfico. Por 1ltimo, si existen rotaciones pero no cambia el
tamano decimos que el movimiento es un equilibrio relativo.

En el problema de 3 cuerpos existen exactamente tres configuraciones centrales co-
lineales (Euler, 1765), y dos configuraciones centrales en forma de tridngulo equildtero



(Lagrange, 1772).

El objetivo de esta tesis es demostrar la existencia de una solucién periédica y
simétrica del problema colineal de 3 cuerpos, la llamada orbita de Schubart, la cual
fue encontrada numéricamente en 1956 por J. von Schubart, ver [18]. Esta 6rbita
periddica y simétrica tiene dos colisiones binarias por periodo, y es tal que las masas
de los cuerpos que estan en los extremos son iguales m; = mg, y diferentes a la masa
mg > 0 del cuerpo que esta en medio. Las velocidades iniciales se eligen de tal forma
que los cuerpos con masas my y mgy se aproximen a una colision binaria, mientras que
ms se mueva en direccion opuesta.

Enfocamos este trabajo con el método directo de calculo de variaciones, el cual
consiste en demostrar la existencia de un minimo sobre un conjunto de funciones
donde el funcional de accién (o Lagrangiano) asociado al problema esté definido.

El espacio de configuraciones para el problema colineal de 3 cuerpos es el conjunto
3
X = {x = (21, 29, 73) € R?, > mux; = 0},
i=1

un elemento de X es una configuracion con centro de masas en el origen. El potencial
Newtoniano asociado es

Ue) = Ulzy, op,23) = — 3 —9 2)

1<i<j<3 |z — ]
y K(z,4) = 1||Z|? es la energfa cinética.

Una configuracién (z1, s, x3) en el problema colineal de 3 cuerpos es llamada
de colision binaria si se cumple x1 = x5 6 x5 = x3 mientras que si r1 = o = 3
la configuracién es llamada colision triple. La funcién (2) estd definida en todas
partes, excepto en las colisiones binarias y triples. Las singularidades que se dan
en el problema colineal de 3 cuerpos sélo son las debidas a colisién [16]. Sundman
demostré [21] que las singularidades de las ecuaciones diferenciales debidas a colisién
no son esenciales y pueden ser removidas con un cambio adecuado de variables tanto
en las variables de posicion y velocidad como del tiempo, éstas se expresan en forma
paramétrica en términos de una nueva variable, este proceso se llama regularizacion.

Existe otro tipo de regularizacion, la de Levi-Civita, que consiste en efectuar un
cambio de variable en el espacio de fases, y otro en el tiempo para hacer mas lentas las
orbitas que van a colision, obteniendo ecuaciones sin singularidades. En el Capitulo
2 se presentan con mas detalle estas dos regularizaciones.

Sea X = H'([0,T],X) = W2([0,T], X), el espacio de Sobolev. El Lagrangiano
L(z,&)dez e X
P
L(xvx) - 2 U(iL’),
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estd definido casi en todas partes ya que x es absolutamente continua. Sea X=X \A
donde A es el conjunto de colisiones. Si z(t) € X para todo ¢t € [0,T] entonces
tendremos una solucion periodica sin colisiones del problema de 3 cuerpos.

El funcional de accién A : X — RT U {400} asociado a (1) en el intervalo de
tiempo de [0, T estd definido por

A(z) = /OTL(x(t),m'(t))dt _ /OT (;na’;n2 + mm]|) dt.

1<i<j<3 |lzj —
Es natural elegir el espacio H'([0,T],X’) como el espacio de érbitas porque ||z||* es
un término de la integral.

Por el Lema de Du Bois Reymond, los puntos criticos del funcional A(x) dan
origen a las ecuaciones de Euler-Lagrange, y como consecuencia a las soluciones del
problema de 3 cuerpos [1].

El teorema que describe las propiedades de la érbita de Schubart, parte central
de esta tesis, se enuncia como sigue:

Teorema. Si m; = mg entonces existe una solucién T periddica © = (z1, 22, 3) :
R — R? del problema colineal de 3 cuerpos con las siguientes propiedades

1) 21(t) < xo(t) < x3(t) para toda t € R con z1(t) = x5(t) (resp. xa(t) = x3(t)) si
y solo si t es un multiplo de T' (resp. t —1'/2).

ii) x verifica las siguientes condiciones de simetria

21 (T2 —t) = —w5(t) 21 (T/2+1) = —ws(t)

iii) Las funciones ¢ — x(t) y t — x3(t) son estrictamente decrecientes en [0,7/2],
mientras que ¢ — z5(t) es estrictamente creciente en el mismo intervalo.

Este teorema garantiza la existencia de la 6rbita de Schubart.

Esta tesis estd organizada de la siguiente forma. El Capitulo 1 contiene los ele-
mentos de andlisis funcional y del calculo de variaciones, para la presentacion de los
resultados se consultaron [2] y [8].

En el Capitulo 2 describiremos en qué consiste las regularizaciones de las coli-
siones binarias tipo Sundman y Levi-Civita. En el Capitulo 3 presentamos de forma
detallada la demostracién del Teorema 3.1 siguiendo el articulo de A. Venturelli [24].
La demostracion consiste en aplicar un método directo del Célculo de Variaciones



para garantizar la existencia de la 6rbita de Schubart como un minimo local del fun-
cional de accién A(z) en el espacio de Sobolev X = H'([0,T],X). Cabe recordar
que el minimo debe cumplir en particular con la propiedad de tener dos colisiones
binarias por periodo sin tener colisiones dobles adicionales.



Capitulo 1

Preliminares

En este Capitulo presentaremos algunos conceptos de Analisis Funcional asi como al-
gunos resultados basicos del Célculo de Variaciones sin demostraciones. Estos pueden
ser consultados en [2], [6] v [8].

1.0.1 Espacios normados. Espacios de Banach
Definicién 1.1. Un espacio vectorial normado (X, || - |x) es un espacio vectorial

(sobre un campo K, que puede ser real o complejo), equipado con una funcién || - || x :
X — R* llamada norma, la cual cumple:

i) ||z]|x = 0 donde z € X, la igualdad se cumple si y sélo si x = 0,
ii) [|[Az]|x = |A|||z]|x para todaxz e Xy A € K,
ii) flz +ylx < [lzllx +[lyllx para toda z, y € X.
Ejemplo 1.2. Espacios normados

1. C%a,bl ={f :|a,b] — K‘ f es continua en [a, b]} con

£l = [flo = max | f()].

2. Ca,b] ={f :[a,b] = K ‘ f es continuamente diferenciable en [a, b]} con

I71= 11 = mass | @) + max | ()]

z€la,b]



3. C%a,b] con
b 3
1A= 17l = ( / f(x)%ix) |

Definicién 1.3. Un espacio de Banach X es un espacio vectorial normado y com-
pleto, es decir, toda sucesién de Cauchy converge en X.

Veamos un ejemplo y un contraejemplo de espacios de Banach.

Ejemplo 1.4. Espacios de Banach

1. Los espacios de funciones C*[a,b] con la norma |f|y, y C'[a,b] con la norma
| f|1 son espacios de Banach.

2. C%a, b] equipado con la norma || f||o no es un espacio de Banach.

En efecto, si n € N, definimos

0 si a < z < “TH’,
folz) =< nx— La;b) si “TH’ < x < n(a;l;)H,
1 si (a;b)“ < x < b
n



la cual no pertenece a C°[a,b]. En efecto, calculemos lo siguiente:

b
Hn—m%szm) ful)| 2

= L) — faw)Pde

a+b

etn 1
2
+ fugn Unl) = )P
_ 71 (n—m)z — (a+b)(n—m)]* |+
~ 3(n—-m) | 2
1| a—l—b ] S
+ 1+ — mx
—3m axbyl
=5 |5 ) (5
“ 3(n—m I n —3m n
_(n—-m)*  (n—m)
© 3n? 3mn?
_ (n=m)*(m+n—m)
B mn3
_(n—m)§
2
Rl
3m  3n

La 1ltima desigualdad se obtiene de observar que si m < n, tenemos m? < mn,

de donde
m? < 2mn—mn
m2—2mn+n? < n®>—mn
(n—m)*> < (n—m)n
Y
(n—m) < n—m
n
(n—m)? _ n—m
3mn? 3mn
(n —m)? 1 1

3mn? < 3m  3n’

Por lo tanto, C°[a, b] equipado con la norma || f||o no es un espacio de Banach.

Definicién 1.5. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno
que es completo.

Observacion 1.6. Cada espacio de Hilbert es un espacio de Banach con la norma
inducida por el producto interior que tiene asociada el espacio de Hilbert.



Ejemplo 1.7. El espacio

[2[a,b] = {f(x) con /abf(x)Q dr < oo}

donde la integral es tipo Lebesgue, equipado con el producto interior
b

(f.9) = [ J@)g(a) da

es un espacio de Hilbert.

Definicién 1.8. Sean X y Y dos espacios normados con normas || ||x, || ||y, respec-
tivamente y T': X — Y. El operador T es acotado si existe un nimero real ¢ tal que
para toda z € X

[Txlly < cflzlx.

Teorema 1.9. (Representacién de Fréchet-Riesz) Todo funcional lineal acotado T en
un espacio de Hilbert X puede ser representado en términos del producto interior, es
decir,

T(z) = (z,v)

donde v es tunico, depende de T, y tiene norma ||v|| = ||T|.

Definicién 1.10. El espacio X* dual topolégico de X el espacio de las funciones
lineales y continuas sobre X. X* estd equipado con la norma dual

|f (@)
1fl[x+ = sup = sup |f(x)].
weX, [|Z|]  aex,
a0 lfi<1

Cuando f € X* y 2 € X se denotard generalmente (f, x) en lugar de f(z); se dice
que (, ) es el producto escalar en el dual X*.

1.0.2 Topologia débil (X, X*)

Definicién 1.11. La topologia débil sobre X, denotada por o(X, X*) es la topologia
menos fina (con un nimero minimo de abiertos) sobre X, tal que todas las aplicaciones
{¢#} rex~ son continuas.

Definicién 1.12. (Convergencia Fuerte) Una sucesién {x,} en un espacio vectorial
normado X, converge fuertemente si existe un elemento x € X tal que,

lim ||z, —z| = 0.

n—oo

Se dice que x es el limite fuerte de {x,} y se denota como lim x, = z, o simplemente
n—oo
Tp — T.



Definicién 1.13. (Convergencia Débil) Una sucesién {x,} en un espacio vectorial
normado X, converge débilmente si existe un elemento x € X tal que para cada
f € X* se cumple

lim f(z,) = f(z).

n—oo

Se dice que z es el limite débil de {z,} y se denota como z,, — .

Definicién 1.14. Sea €2 un subconjunto de X. Decimos que 2 es débilmente cerrado
si para toda {z,} C €, tal que x,, — z, se cumple que = € Q.

Lema 1.15. Sea {x,} una sucesion débilmente convergente en un espacio normado
X. Entonces:

i) El limite débil x de {x,} es tunico;
ii) Toda subsucesion de {x,} converge débilmente a x;
iii) La sucesion {||z,||} es acotada.

Proposicién 1.16. Sea {x,} una sucesion en X. FEntonces x, — x si y sdlo si
(f,xn) — (f,x). para toda f € X*.

Lema 1.17. (Convergencia fuerte y convergencia débil). Sea {z,} una sucesion en
un espacio vectorial normado X, entonces se cumple lo siguiente:

i) Si {x,} converge fuertemente, entonces {x,} converge débilmente al mismo
limite x.

i1) Si dim X < oo, entonces la convergencia débil implica la convergencia fuerte.

Definicién 1.18. Sea X un espacio de Banach. Se dice que un funcional lineal
F: X — R es secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente si dada una
sucesion tal que x,, — z, se cumple que F(z) < liminf F(z,,).

n—oo
Lema 1.19. Sea {z,} una sucesion en X. FEntonces se satisfacen las siguientes
afirmaciones:

i) St x, — x converge débilmente en o(X,X*), entonces ||| < liminf||z,]||, es
n—oo
decir, la norma es secuencialmente débilmente semicontinua inferiormente.

ii) Si x, — x converge débilmente en o(X, X*) y f, — [ converge fuertemente en
X*, es decir ||fn — fll = 0 entonces fn(x,) — f(x).



Ahora, vamos a definir una topologia particular sobre el espacio dual X*, la cual
es una topologia débil*, denotada por o(X* X). Para cada z € X consideremos
la aplicacién ¢,: X* — R definida por ¢.(f) = f(z). Cuando x recorre todo X,
obtenemos una familia de aplicaciones continuas {@, },ex.

Definicién 1.20. La topologia débil*, denotada por o(X*, X), es la topologia menos
fina (con un nimero minimo de abiertos) sobre X* de tal forma que todas las apli-
caciones {p, }ex son continuas.

1.0.3 Espacios reflexivos

Teorema 1.21. Sea X un espacio vectorial real y p un funcional sublineal sobre X .
Si f es un funcional lineal definido en un subespacio Z de X que satisface f(x) < p(x)
para todo x € Z.

Entonces f tiene una extension lineal f: Z — X que satisface f(x) < p(z) para
toda v € X.

Definicién 1.22. Sea X un espacio de Banach y seai: X — X* la inyeccién canénica
definida como (i(z), f) = (f,z) para todo z € X y f € X* como consecuencia
del Teorema de Hahn-Banach, esta inyeccién es inyectiva y en caso de que 7 sea
suprayectiva (i(X) = X**), entonces X es reflexivo.

Definicién 1.23. Sean X y Y dos espacios de Banach. Un operador T': X — Y es
compacto si para todo subconjunto M acotado de X, la imagen T'(M) es relativamente
compacto, esto es, T'(M) es compacto.

Lema 1.24. Sea X un espacio de Banach, entonces X es un espacio reflexivo, si y
solo si, X* es reflexivo.

Teorema 1.25. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). La bola unitaria
Bx- ={feX":|fl <1}
es compacta en la topologia débil* o(X*, X).
Corolario 1.26. X es reflexivo si y solo la bola unitaria es compacta en la topologia
débil.
Proposicion 1.27. Sea X un espacio de Banach reflexivo y Y un espacio de Banach.

Entonces el operador T: X — Y es compacto si y solo si toda sucesion {x,} que

converge débilmente a xog en X, x, — xg, entonces T(x,) converge fuertemente a
T(zo), T(x,) — T(xo).

Teorema 1.28. (Eberlein—gmulian). Sea X un espacio de Banach tal que toda
sucesion acotada {x,} en X tiene una subsucesion {x,, } en X convergente en la
topologia débil o(X, X*) entonces X es reflexivo.
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1.0.4 Espacios de Sobolev

Definicién 1.29. El soporte de una funcion continua es el complemento del mayor
abierto sobre el que f se anula. Se dice que una funcion tiene soporte compacto si la
cerradura del conjunto donde no se anula forma un conjunto acotado, es decir,

sop f = (& € RIJ(x) £ 0}.

Definicién 1.30. Denotemos por C*((2) el espacio de Banach de las funciones con
soporte compacto y la k-ésima derivada continua y equipado con la norma

If1l = sup | f ()|
€N

Ahora, consideremos p € R con 1 <p < ooy I = (a,b). Definimos
b
LP(I)={f: 1 —-R | f es Lebesgue medible y / |fIP < o0}

Definicién 1.31. Definimos el espacio

L*(I)={f: I — R| f es Lebesgue medible y existe C' tal que |f(z)] < C c.t.p." en I}

y
| flleee = inf{C: |f(x)] < C c.p.t. en I}.

Definicién 1.32. Denotaremos por C*°(I) al espacio de funciones con derivadas
continuas de cualquier orden.

Definicién 1.33. Sea u: Q@ — Ry v = (vq,--- ,v,): @ — R” funciones localmente
integrables definidas en un conjunto abierto 2 C R™. Decimos que v es la derivada

débil de u si cumple:
ué’gp = —/ v;
o or; Q i

para todas las funciones ¢ € C(Q2) y para todoi=1,--- n.

Ejemplo 1.34. Calculemos la derivada débil de una funcién.
Sean n =1y Q = (0,2). Consideremos las funciones

() = r si O<z<1, () = 1 si O<a<1,
YPI=Y 1 6 1<az<? W 0 si 1<z<?

Lcasi en todas partes.

11



Demostraremos que % = v en el sentido débil, es decir, para cada ¢ € C>®(Q)

dx
debemos demostrar que
2 2
/ ugo/dx:—/ v dz.
0 0
Realizando la integral obtenemos
2 1 2
/ wp' dv = / xgo'dx—i—/ ¢ dw
0 0 1
1 1
o~ [ et =)

= w(l)—/[)lwdx—w(l)

1
= —/cpdx
0

2
= —/ vy dz.
0

Lo cual demuestra lo deseado.

= [zp()]

Ahora, usando el concepto de derivada débil vamos a definir los espacios con los
que vamos a trabajar.

Definicién 1.35. Sea I = (a,b) un intervalo acotado o no, y seap € Rcon 1 < p <
00, el espacio de Sobolev WP (I) se define como

Wl’p(I):{ueLp(I)‘ 3 v € LP(I) tal que /ucp':—/ngo c CH(D)}.

En la definicién de WP se dice que ¢ es una funcién “de prueba”.
Definicién 1.36. Supongamos que I es acotado. Las funciones en W! son las fun-
ciones absolutamente continuas las cuales se caracterizan por la siguiente propiedad:
Ve > 0 30 > 0 tal que para toda sucesion finita de intervalos disjuntos (ay,by) de I
tal que Y |by — ax| < 0, se verifica 3 | f(bx) — f(ag)| <€
El espacio WP equipado con la norma
[ullwre = llullze + 10| Lo

. p e\ /P
(0 a veces con la norma equivalente (||u|]Lp + ||u ||LP) ).
El espacio H' est4 equipado con el producto escalar

(u,v) g1 = (u,v) 2 + (u',0") 2

y la norma asociada
lull = (72 + ll@/[172)"2

es equivalente a la norma W12

12



Proposicién 1.37. El espacio WP es un espacio de Banach para 1 < p < oo. El
espacio WHP es reflexivo para 1 < p < oo y separable para 1 < p < co. El espacio
H' es un espacio de Hilbert separable.

Teorema 1.38. (Densidad). Sea u € W'P(I) con 1 < p < oo. Entonces existe una
sucesion {u,} en C°(R) tal que u”’[ — u en WHP(I).

Teorema 1.39. Ezxiste una constante C (dependiente sdlo de |I| < oo) tal que
[ullLery < Cllullwre

para toda u € WYP(I) con 1 < p < oo, dicho de otro modo WYP(I) C L>(I) con
inyeccion continua para todo 1 < p < oo. Ademds cuando I es acotado se verifica

a) La inyeccion WiP(I) C C°(I) es compacta para 1 < p < oo.

b) la inyeccion WHH(I) € Li(I) es compacta para 1 < q < .

1.0.5 Variacion de Gateaux y Derivada de Frechet

Definicién 1.40. Sea X un espacio de Banach y F': X — R U {+o0} un funcional.
Supongamos que F(z) < 4+00. Decimos que F' es Gateaux diferenciable en x en la
direccion de h € X si existe L € X tal que

lim F(x + sh) — F(x)

s—0 S

= L(h).
L se llama la derivada de Gateauz en z y se denota por 0, F(h) = L(h)

0. F (h) es la variacion de Gateauxr de F en x en la direccién de h. En caso de que
el limite no esté definido en toda direccion h € X, se considera el subconjunto %8, C X
de direcciones donde el limite exista, llamado espacio de variaciones admisibles. La
funcion 6F'(x): B, — R es llamada variacion de Gateauzr 6 primera variacion de F
en .

Si F' es Gateaux diferenciable para todo x € X, se dice que F' es Gateaux diferen-
ciable.

Observacion 1.41. Notemos que si s € R es suficientemente pequeno, podemos
tomar s — F'(z + sh), y como consecuencia, si existe la variacién de Gateaux de F
en x en la direccién de h, debemos tener

5, F(h) = jSF(x + sh)

s=0
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Definicién 1.42. Sea F': X — R U {400} un funcional y supongamos que F(z) <
+00. Decimos que F' es Fréchet diferenciable en x si existe L € X* tal que

P+ h) — F(x) - L(h)
IAll—0 Al

L se llama derivada de Fréchet de F' en x y se denota por DF(x) = L.

=0.

Las relaciones entre la derivada de Géateaux y la derivada de Fréchet son las
siguientes:

e Si F' es Fréchet diferenciable entonces F' es Gateaux diferenciable y ambas
derivadas coinciden.

e Si F'es Gateaux diferenciable y la derivada de Gateaux 6 F': X — X* es continua,
entonces F' es Fréchet diferenciable.
Si se cumple la condicién
DF(x)=F'(z)=0

entonces x se llama punto critico de F, y el correspondiente nimero F(z) se llama
valor critico.

Si Xo C X es un subespacio de X tal que xg € Xgy DF(zo) = 0 como un funcional
lineal en T, X, = X, entonces decimos que x es un punto critico de F en X,.

El teorema de representacién de Fréchet-Riesz garantiza la siguiente definicion.

Definicién 1.43. Si X es un espacio de Hilbert con producto interior (-,-)x y F
Gateaux diferenciable entonces definimos el gradiente de F' en xy, como el tnico
elemento VF(zg) € X tal que

(VF(z9),h)x = DF(x)(h)
para todo h € X.

Definicién 1.44. Un conjunto C' se dice balanceado si dado x € C'y A € R tal que
|A] < 1 se tiene Az € C.

Definicién 1.45.

Proposicién 1.46. Sea F': X — RU{oo} un funcional. Supongamos que F' restrin-
gido a un subconjunto Xy C X tiene un extremo relativo finito en xy € Xy. St existe
un conjunto balanceado no vacio B C B,, tal que xo + B C Xy, entonces

F (x9)(v) =0

para toda v € °B.
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Demostracion. Supongamos primero que gy es un minimo relativo de F’ . Tenemos
0
que xo + tv € Xy para |t| <1y v e B C B,,. Luego
F(xg+tv) — F(xo)

=0
t

para0<t<ly

F(xg—i-tvt) — F(xg) <0
para —1 <t < 0. Tomando los limites laterales respectivos en ambas desigualdades
concluimos que dF(xg)(v) = 0y dF(xp)(v) < 0, por lo tanto dF(x)(v) = 0 para
toda v € ‘B. O

1.0.6 Lemas Fundamentales del Calculo de Variaciones

Si el funcional

F(z) = /abF(t, x,x')dt

definido sobre C'[a, b], con F, F}, F,s continuas, tiene un extremo en z, condicionado
por z(a) = A, x(b) = B, entonces I(h) = F(xy + h) tiene un extremo en 0 para las
funciones h en C'[a,b], con norma || - ||; y h(a) = h(b) = 0. Tenemos entonces:

D(I)(0)h = /:(Fx(t,xo, Z0)R) + Fu(t, 0, )1 )dz = 0

para todo h.
Si denotamos por

aft) = Fu(t,xo(t), 20(t),  B(t) = Fo(t, mo(t), 24(1)),
a(t) y f(t) son continuas en [a, b].

Lema 1.47. (Lagrange) Sea a(t) una funcion continua en [a,b] tal que:

b
/ a(O)h(t)dt = 0
para todo h en Cyla,b] = {h(t) continua en [a,b], con h(a) = h(b) = 0}, entonces
a(t) =0

Demostracion. Supongamos «(tg) # 0 para alguna zo € [a,b], entonces por con-
tinuidad, «(t) serd del mismo signo que a(ty) en una vecindad [¢y, t5] alrededor de ¢,
contenida en [a,b]. Sea h(t) definida como

(t—1t1)(ta —t) si t€ [ty,1o]
ht) = { 0 si t¢ [z,
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h esta en Cy|a, b], es positiva en [t1,ts]. Por lo tanto:

/  a(t)h(t)dt = / * a()h(t)t

tiene el signo de «(t), por lo tanto tenemos una contradiccion. «(t) debe ser cero en
el interior de [a,b] y, por continuidad, en a y b. O

Lema 1.48. (Du Bois-Reymond) Si H € (C°[0,T],R") y

T .
/ H(h(t)dt = 0
0
para cualquier h € B, entonces existe ¢ € R™ tal que H(t) = ¢ para t € [0,T].

Demostracion. Sea ¢ = % [ H(t)dt y h(t) = L [5(H(7) — c)dr, h es continuamen-

te diferenciable cuya derivada es h(t) = Z(H(t) — ¢) y ademés h(0) = h(T) = 0.

Escojamos K > 0 tal que sup |h| < €, entonces h € B, y se cumple:
[0,7]

/OT |H(t) — c]*dt = /OT(H(t) —¢)- (H(t) —c)dt
= K [0 - o) oy

= —K [ c-ht)dt
0
= —K(c-h(T)—c-h(0))
= 0.
Por lo tanto, |H(t) — ¢|> = 0 en [0, T]. Luego, H(t) = ¢ para toda t € [0, T]. O

b
Proposicién 1.49. Si f, g € Cla,b] y / [g(x)v(x) + h(z)v'(z)]dz = 0, para todo
v €Dy = {v e Ca,b]: v(a) =v(b) = 0}, entonces h € C[a,b] y W' = g.

Demostracion. Sea G(z) = / g(t) dt para = € [a, b], usando el Teorema Fundamen-

a
tal del Célculo G € C'[a,b] y G' = g. Integrando por partes el primer término de la
integral tenemos

b b b
[ lg@@) + h(ap/ @) = [ @) - G (@)dr + Gx)o(a)

a

asi que
[h(z) — G(2)]v(x)dx = 0, Vv e Dy
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y por el Lema 1.48
h(z) —G(z) =cte=c  c€ [a,b].

Se concluye que
h=G+cée C'a,b|

yh =G =g. ]

1.0.7 Ecuacién de Euler-Lagrange

La ecuacién de Euler-Lagrange en calculo de variaciones es la condicién necesaria
para la existencia de un méximo o un minimo, a lo largo de esta seccion se daran
los detalles de esta afirmacién. Sea T" > 0, un entero positivo y sea F' un funcional
definido como

F(z) = /OT Fla(t), #(8), t)dt (1.1)

donde
v € X =H"(0,T],R") = W"([0,T], R")

v fiR"xR" xR — RU{oo} es acotada inferiormente y de clase C? en un conjunto
abierto de la forma €2 x R™ x R. Supongamos que se cumple lo siguiente

0
ze H'Y([0,7],Q) y 5 (@), 2(t), 1) € ([0, 7], R") (1.2)
donde z € C*([0,T],R") y por lo tanto f(z,a,t) es C' en Z, pues suponemos que
f € C? en un abierto de la forma © x R® x R® C R® x R" x R".

Sea h € C'([0,T],R"). Para toda s con |s| suficientemente pequena, z(t)+sh(t) € €,
para todo t € [0,7] y

f(x+ sh, &+ sh,t) = f(z,@,t) + (aa flz,2,t)-h+ aa,f(x,x',t) : h> s+ 0(s?)
x T
Ya quex € H' y %f(x, I, 1) es continua tenemos que
) "9 i d
Z’(t) - 0 %f(ZC(T),[L’(T),T) T
estd bien definida. Integrando por partes fOT a% f(x,2,t) - hdt, obtenemos

F(:c—l—sf;) P /OT (8f($’jj7t),h+§jjf(x,ab,t)-h> dt + Os

ox

— &,(T) - h(T) + /OT (aif(a:,:t,t) - @x(@) hdt + O(s).
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Notemos que la integral

/OT (aif(x,x,t) _ @x(t)> it

es una funcién continua. Ademés, considerando (1.2), tenemos que C*([0,T],R") C
D, ={h € X tal que §,F(h) existe} y

6. F(h) = +/ ( (z,4,1) d)x(t)> hdt.

Por otro lado, es conveniente considerar al conjunto de variaciones admisibles como
un conjunto balanceado, es decir:

B. = {h c C'([0,T],R™) : h(0) = h(T) =0, sup |h(t)] < €}. (1.3)

te[0,7

Sea h € B, la variacion de Gateaux de F' es
T /(9 .
5, F(h) = / ( fla, i t) — qw)) ht. (1.4)
0o \OzT

T 9 .
Integrando nuevamente por partes ahora / ER f(z, &, t)hdt tenemos que
0o O

6xF(h):§xfxxt +/ < (x,&,t) ccllt@a (xxt)>~hdt.

Luego si h € B, entonces la férmula para la variacién de Gateaux estd dada por

5, F(h) = /OT (aaxf(x,ab,t) - i;f@,i,t)) - hdt. (1.5)

Ahora vamos a ejemplificar la variacién de Gateaux en algunos funcionales.

Ejemplo 1.50. Sea A: Q) C X — R U {oo} un funcional definido como

Ar) = [ (a0l + 0)la)P) e, a(e)b(t) € C'(R)

donde Q = {z € H([0,T],R) : x(0) = z(T) = 0} es el dominio de A, vamos a
calcular §,.A(y). Dados x, y € Q tales que, x + sy € ) para toda s € R. Tenemos
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que,
Alwtsy) = [ [ale) - (o) + si0)° + bl6) - (o(e) + sy(0)?] e
= [ ot 0+ b00) - (1))
+2s [ ) (t) + b))y dt

4 [ [al0@0) + 0(0) ((e))?] .

Por la observacién (1.41) tenemos que

6. A(y) =

—2 / b(t)a(t)y(t)] dt.

Por tltimo para obtener la derivada de Gateaux, calculamos por partes la integral
anterior,

LAlYy) = ‘ —2/ la(t)x(t) + az(t (t)dt+2/0Tbtxt
= 2a<T> <T>y<T> —2a< )i(0)y/(0)
+2 / a(t)i(t) + b(e)e(O)]y(1) dt
= 2 [ [ Ji(t) + (D) ey ) dt

Ejemplo 1.51. Sea

A(:v):/o <2|:ic(t)| + ym(t”)dt

con H([0,T],C). Sea h € B, dado por la variacién de Gateaux es:

= ! ma — « z(t) .
5. A(h) _/0 < |x(t)|3> ht.

Teorema 1.52. Sea F, f, X, B, definidos como en (1.1), (1.2), (1.3). Supongamos
que F' restringido al subconjunto Xy de X tiene un extremo relativo en x, y x+°B. C
Xo para algin € > 0, entonces

donde t € [0,T.
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La ecuacién (1.6) es llamada ecuacién de Fuler-Lagrange del funcional F'.

Demostracion. Sea z el extremo relativo de F' restringido a Xy. Por la Proposicion
1.46 y la ecuacién (1.4) tenemos que

5,F(h) = /0 ' <a‘1 flo,i,t) — <I>x(t)> hdt

para cualquier A € B,.. Ahora por el Lema 1.48, existe ¢ € R"™ tal que para obtener

% (x,2,t) — ¢.(t) = ¢, 0 equivalentemente,

9 fit)— [ 2 flalr) 7,7 =

55 (@&, | gp (), 7, T)dr =
t 9

para cualquier ¢t € [0,7]. Luego / %f(fl?(T),jZ(T),T)dT = ¢ es diferenciable con
0

respecto a la variable ¢, de donde % f(z,x,t) también. Por lo tanto, la ecuacién de
arriba implica la ecuacién de Euler-Lagrange (1.6). O

1.1 Calculo de variaciones en el problema de n
cuerpos

En esta seccion vamos a estudiar el problema de n cuerpos desde el punto de vista
variacional.

Sea X = {z € (R*)™: myzy + --- + m,z, = 0} el espacio de configuraciones, es
decir, el espacio de posiciones con el centro de masas en el origen de coordenadas, y

- X =HY(0,7],X) =W"(0,T], X). (1.7)

El Lagrangiano L(x, %) de x € X esta definido por

L(z,i) = K(%)+ U(x) =

SomglaP+ > Loy = lwe—ay. (L8)
k=1

1<i<j<n Tij

N | —

Notemos que el Lagrangiano esta bien definido casi en todas partes, pues x es abso-
lutamente continua. Sea X = X \ A, donde

A={r=(x,...,1,) € (R*" ’ r; = x; para alguna i # j}

es el conjunto de colisiones. Sea x(t) € X para cualquier ¢ € [0,T] y supongamos que
x satisface las condiciones dadas en (1.2).
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El funcional de accién A: X — R U {oo} asociado a la ecuacién de movimiento
de n cuerpos en el intervalo [0, 7] estd definido por

A(z) = /OTL(x,x')dt (1.9)

Observemos que H'([0,T], X) es el espacio natural de trayectorias, pues la integral
contiene términos con la derivada al cuadrado. Ademds, notemos que L(z,y) como
una funcién del haz tangente de X, (T'X), es diferenciable en (z,y) excepto para
r e A. Siz e X parat € [0,7], entonces existe un € > 0 tal que, z(t) + h(t) € X
para todo t € [0,T] y h € B, donde

B, = {h e CL([0,T],X): h(0) = h(T) =0, sup |h(t)] < e}. (1.10)

t€[0,T]
Por el Teorema 1.52 se concluye el siguiente corolario

Corolario 1.53. Sea A, X,B. definidas en (1.7), (1.9), (1.10). supongamos que
existe un extremo relativo x de A en el subconjunto Xo de X. Sixz+ B, C Xy y
z(t) € X para cualquier t € [0,T], entonces z(t) es una solucion de la ecuacion de
movimiento del problema de n cuerpos.

Supongamos que Xy es un subespacio de X y x es un punto critico de A en Xj.
Si x4+ B, C X,, entonces x(t) resuelve la ecuacién de movimiento para el problema
de los n cuerpos para todo z(t) € X.

1.1.1 Principio de Simetria de Palais

En esta seccién relacionaremos los puntos criticos del funcional de accién (1.1) con la
simetria de un subespacio Xy de X. Es decir, consideraremos elementos del subespacio
Xy los cuales tienen cierta simetria y ademas son puntos criticos del funcional de
accién en algin subespacio de Xy. El resultado principal de esta seccién (Teorema
1.56) afirma que también son puntos criticos de X,. Para esto es necesario introducir
el concepto de accion de un grupo sobre un conjunto, en particular sobre una variedad
diferenciable.

Definicién 1.54. Sea GG un grupo multiplicativo con elemento identidad e. Se dice
que G actia (por la izquierda) en una variedad diferenciable X cuando existe una
funcién 0 : G x X — X, llamada accion de G en X que satisface

1. Para cada g € G la funcién 6,(x) : X — X dada por 6,(z) = 6(g,x) es un
difeomorfismo y 0, = Idx
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2. Si h,g € G entonces 0y, = 05, 0 0,

Es comtn denotar a (g, x) simplemente por gz, asi tenemos que las propiedades
1 y 2 se pueden escribir como ex = = y (hg)xr = h(gz). Una consecuencia inmediata
de las propiedades es (6,)7! = 6,-1.

Sea Diff(X) el grupo de difeomorfismos de X en X con la operacién composicién.
La funcién p : G — Diff(X) dado por p(g) = 6, define un homomorfismo de grupos
llamado homomorfismo inducido por 6.

Consideremos un funcional F' sobre un espacio de Banach X,. Supongamos que
un grupo G actia sobre Xy a través de la accion 6. Consideremos al homomorfismo
p : G — Diff(Xy) inducido por la accién. Tenemos la siguiente definicién

Definicién 1.55. Un funcional F' : Xy — R U {400} es p invariante en X, si
F(p(g)x) = F(z) para cualquier z € X, y para cualquier g € G. El conjunto

XH:={rxeXy: plg)r =2 paratoda g€ G}

es llamado p-invariante en Xo. Los puntos criticos de la restriccién F| x¢ son llamados
puntos p criticos en Xy.

Si p es una representacion lineal, es decir, si p(g) es un automorfismo lineal para
toda g € G y X es un subespacio de X;, es natural preguntarse si los puntos p
criticos son en realidad puntos criticos del funcional F'. Una respuesta parcial a esta
pregunta es el siguiente Teorema el cual es un caso especial del llamado Principio de

Simetria de Palais ([17], pag. 23).

Teorema 1.56. Sea F' el funcional definido como en (1.1) y X = H'([0,T],R").
Consideremos a F

v donde Xg es un subespacio de X. Sea G un grupo que actia
0
sobre Xy a través de la representacion ortogonal p: G — GL(Xo) donde GL(X)
denota el grupo de automorfismos lineales en Xy. Supongamos que F‘x es tnvariante

0
bajo la representacion p y es Fréchet diferenciable en x € X,.

a) Sea x € X{j un punto p critico de F' en Xy entonces x es un punto critico de F
en Xg.

b) Sean f, B, como en (1.2) y (1.10). Si Xo+*B. = X, para algin € > 0, entonces
un punto x, p critico de F' en Xy es solucion de la ecuacion de Fuler-Lagrange

(1.6).

Demostracion. Por simplicidad denotaremos a la restriccién de F' en X, por F.
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Iniciemos por demostrar (a). Por ser F' p invariante, y haciendo uso de la regla
de la cadena, tenemos que F' es Fréchet diferenciable en p(g)x para cualquier g € G
y su derivada es

DFE(z) = D(F o p(g))(x) = DF(p(g)z) o p(g).
Consideremos el gradiente VF'(z) de F' en x. Entonces

(VE(z),h)ygn = DF(x)(h)

= DF(p(g)x)(p(g)h)

= (VF(p(g9)z), p(9)h)

= (p(g) 'VF(p(g)x), h)m
para toda g € G, h € Xy. Por lo tanto p(9)VF(z) = VF(p(g)x). Por ser x p-
invariante, p(g)VF(x) = VF(z) para toda g € G. As{ VF(x) € X{. Puesto que x
es punto p-critico de F' en Xy, VF(x)h = (VF(x),h) = 0 para cualquier h € Xf, en
particular para h = VF(z), luego VF(z) = 0. De esta manera concluimos diciendo

que los puntos criticos de F restringida a Xf son en realidad puntos criticos de F' en
Xo.

Ahora vamos a la demostracién de (b). Por el inciso (a) todo punto p critico de
F' |y, y del Teorema 1.52; x resuelve las ecuaciones de Euler-Lagrange. O]

1.2 Existencia de minimizadores

1.2.1 Principio variacional

T
El funcional de accién A(z) = / L(z,x)dt (asociado al problema de n cuerpos)
0

restringido al espacio X = H'([0,7],V) 6 H'(S7,V) con Sy: = [0,T]\ {0,T}, no
alcanza su minimo. Tenemos que A(xz) > 0 para toda = € X. Consideremos la
sucesion (xgk) (t), -, ¥ (z)) € (R?)™ definida por

2¥(t) = (k cos <2km) , ksen <2km> ,0).

Esta sucesién () es divergente y A(z*) — 0 cuando k — +oo. Luego iI%f.A =0,

es decir, el infimo no se alcanza en X. Por otro lado el Teorema 1.52 y el Corolario
1.53 nos permite restringir el problema a un subespacio Xy de X. Para asegurar la
existencia de minimos, el subespacio a elegir debe ser de tal forma que las sucesiones
convergentes puedan ser minimizantes. Una condicién para garantizar esto es pedir
que A sea coercitivo en Xg C X.
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Definicién 1.57. Un funcional F' en un espacio normado X es llamado coercitivo en
un subconjunto X, C X si F(x) — 400, cuando ||z|| — +o0, x € X,.

Teorema 1.58. Sea X un espacio de Banach reflexivo y M un subconjunto débilmente
cerrado de X. Dado un funcional f : X — R U {400} coercitivo y débilmente infe-
riormente semicontinuo en M. Entonces f|y es acotado inferiormente y alcanza su
infimo.

Demostracion. Si f = 400 no hay nada que demostrar. Supongamos f # +00. Sean
a = infy f < 400 y {z,} una sucesién minimizante en M, esto es, f(x,) — a. Si
{z,} no estuviera acotada, entonces existiria una subsucesién {x,, } tal que ||z, | —
+o00 y por la coercitividad tendriamos que f(x,,) — +o0o lo cual es imposible ya que
a < 400, por lo tanto la sucesion {x,} es acotada en X. Puesto que X es reflexivo,
existe una subsucesion {z,, } de {z,} tal que z,, — ¢ para algin zy, € X. Pero M
es débilmente cerrado, por lo tanto xy € M. Por la semicontinuidad tenemos que

f(z0) < liminf f(z,,) = o

— 400

y asi z¢ es un minimo de f en M. O]

1.2.2 Funcional débilmente semicontinuo inferiormente

Lema 1.59. Sea A, L, X definidos como en (1.7), (1.8) y (1.9). FEntonces A es

secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente en X.

Demostracion. Sea xF) = (mgk), e ,ng)> una sucesion en X, la cual converge débil-
mente a * = (x;....,x,). Basta considerar el caso li;n inf. A (x(k)) = c¢ < +oo. En-

tonces, existe una subsucesién ¥ de z(*) tal que ¢ = llim A(z*)) < 0o. Sin pérdida
de generalidad trabajaremos con la sucesién original 2, es decir, supondremos que
c= klim A(z™). Por lo tanto, la sucesién A (:E(k)> es acotada,klim A (x(k)> =C<
+00.

(k)

Sea rg?) D= |x§k)—x§-k)|, entonces r;; converge uniformemente a r;; en C°([0,77],V),

pues el encaje X — CY es compacto (Teorema 1.39).
Para cualquier par (4,5), con 1 < i < j < n, la sucesién 5 es acotada en L'[0, 77,
iy

pues A(z®) es acotado.

Sea E;; = {t € [0,T]: r;;(t) # 0}. Demostremos que E;; tiene medida de Lebesgue
p completa. Supongamos lo contrario, sea k;; = u([0,7]\ E;;) > 0. Sea ¢;; 4™
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N;; € N tal que Hrf]k) — 1;llco < €;; cuando k > N;;. Entonces
T
Az®) = / L(z®, 30 dt
0

Tmimj
> [

]

1
0.TNE; 7))
S MMy
€ij

lo cual es una contradiccién.

Sobre Ej; la sucesién (k> converge a — puntualmente por el Lema de Fatou
T,
i

T T 1
/ —dt <liminf [ ——dt.
0 Ty k—oo Jo rzjk>

Usando el hecho de que la norma en L? es secuencialmente débilmente inferiormente
semicontinua (Lema 1.19) tenemos

5172 = llz 3 — leslZ < limint 25715 — 2] ..

Puesto que |[z*) — z|?, = /OT(x(k) —2) - (2™ — z)dt y ademés por la convergencia
uniforme, ||2*) — z|| — 0 y tenemos que z®) converge a x en L?([0,7],V). Entonces
tim inf 27l = 32 = i inf 1257172

Por lo tanto,
172 < liminf [|#5]]7.

En consecuencia,

n

. m;m;
Z myla > ——dt

=1 1<i<j<n i)

A(x) =

o\
1\3 | =

1 n mlm
= Sy mlnlh e X [T
j=1 1<i<j<n
< 72 11m1nf||x )HL2‘|— > liminf m:l]dt
9 < = 1<i<j<n k—o0 0 7”()
ij
1 A
< hmmfszux“ o+ imint Y [
2 k- 1<i<j<n’0 Ty
< 11}£ﬂlnf¢4(l‘ )
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Esto demuestra el lema.
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Capitulo 2

Regularizacion de colisiones
binarias

En este Capitulo mostraremos en que consiste el problema de n cuerpos. Describire-
mos en qué consisten las regularizaciones de Sundman y Levi Civita para colisiones
binarias, éstas se utilizaran en el Capitulo 3 para demostrar parte del Teorema 3.1.

2.1 Formulacion general e integrales de movimien-
to

Consideremos n masas puntuales mq,...,m, con posiciones x1,...,x, en el espacio
(z; € R3), con respecto a un sistema de coordenadas fijo y con el origen en el centro
de masas, las cuales interactian bajo la accién gravitatoria de Newton. El problema
de los n cuerpos consiste en determinar las posiciones y las velocidades para todo
tiempo t 6 caracterizar la totalidad de los posibles movimientos, es lo que se conoce
como el problema de los n cuerpos.

A partir de las leyes de la dindmica de Newton, las ecuaciones de movimiento de
las n particulas son n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden definidas
3
en R

. " gmm;(x; — x; _
maii; = — 3 I (i 37), i=1,....n (2.1)
j=1 |j — @il
J#
donde g es la constante de gravitacién y | - | es la norma euclideana en R3.

Definimos A;; = {z € R*: x; = z; parai # j} como el conjunto de drbitas
donde existe colisiéon de m; con m.

27



Observemos que el lado derecho de la ecuacién (2.1) representa la fuerza total
ejercida por las (n — 1) particulas sobre la i-ésima particula.

Las ecuaciones de movimiento (2.1) las podemos escribir como un sistema de 6n
ecuaciones diferenciales de primer orden

i = My, (2.2)
y = —VU(z)
donde x = (zy,...,,) € R® es el vector de posicién, y = (y1,...,9,) € R es el
vector de momentos, esto es y; = my;t;, M = diag(my, my,my ..., My, My, my) es la

matriz de masas, y VU (x) es el vector gradiente del potencial U(z), definido como

U)=Ulzy, ..z =— 3 20

1<i<j<n |$j — i

Las ecuaciones (2.2) no estén definidas en el conjunto

1<i<j<n

es decir, cuando hay alguna colision. El dominio donde esta definido en el sistema
(2.2) es el espacio de fases §F = {(x,y): (R \ A) x R3"}, el cual tiene dim § = 6n.
El espacio de configuraciones o el espacio de posiciones es V = {x € R3\ A}. Las
ecuaciones de movimiento del sistema (2.2) se pueden escribir como

Vi OH i gmim;(x; — ;) OH
;=2 = 7 ;— = — 2.3
’ m; 0y; Y ; ’xj - l’i\?’ Ox; ( )
donde el Hamiltoniano es " ‘2
Yi
H = Ul(x). 2.4
> g V@) 2:4)

Como H es independiente del tiempo ¢, las ecuaciones Hamiltonianas (2.3) son
auténomas y por lo tanto el Hamiltoniano es conservativo. En este caso H es una
integral primera, conocida como energia del sistema

oOH 8H,+8H, 8H8H+8H oH
—_— = —2 - - — _— e
ot or. oy’ or oy | oy

Los vectores x y y se llaman variables conjugadas.

El problema de los n cuerpos tiene 10 constantes de movimiento, o integrales
primeras independientes, las cuales nos permiten reducir la dimensién del espacio de
fases a 6n — 10.
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Estas integrales son: la energia H, y tres componentes del momento lineal
n
GZZ% con a € R?;
i=1
las tres componentes del centro de masas

at +b = Zmlxl con b € R?:
i=1

y las tres componentes del momento angular

J:inxyi con J € R3.
i=1

Para més detalles ver [1], paginas 44-49.
Ahora definimos la funciéon Lagrangiana como
L(z,z) = K(%) — U(x)
donde K (i) es la energia cinética y U(z) es la energia potencial. Notemos que el
potencial depende exclusivamente de las coordenadas de posicion.

En términos de la Lagrangiana, las ecuaciones de movimiento estan dadas a través
de las ecuaciones de FEuler-Lagrange

dfor_oL\_, ._,
it \oi;  ox;) Pt

El formalismo de Euler-Lagrange es equivalente a la segunda ley de Newton. Para
ver esto, notemos que

oL .
Yi = i, = m;T;,
oL ou
or;  Ox;
Luego tenemos
d (0L oL . oU
dt (afcz) Tow Ty Y

Las cuales son las ecuaciones de movimiento (2.1).

La equivalencia de las ecuaciones de Lagrange y las ecuaciones de Hamilton las
obtenemos del siguiente teorema.
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Teorema 2.1. Fl sistema de las ecuaciones de Lagrange es equivalente al sistema de
ecuaciones de 2n ecuaciones de primer orden (ecuaciones de Hamilton).

. O0H
T _ayi’
. OH

yi - axl7

donde H(x,y,t) = d;y; — L(z,4,t) es la transformacion de Legendre de la funcion
i=1

Lagrangiana vista como una funcion de x.

Demostracion. Ver la demostracion en [1] pagina 65. O

2.2 El problema de 2 cuerpos

El problema de 2 cuerpos estudia el movimiento de dos particulas que se mueven por
su mutua atracciéon gravitacional; este problema puede ser reducido al problema de
Kepler. Considerando el origen de coordenadas en una de las particulas, digamos m;,
de tal forma que la otra particula my se mueve bajo la accién gravitacional de m;.

Sean x1, 72 € R3 los vectores de posicién de dos particulas con masas m; y ma,
respectivamente, relativos a un sistema de coordenadas inercial. Utilizando la Ley de
Gravitacién de Newton, las ecuaciones que describen a este movimiento son:

_9m1m2($1 - 5U2)

v 2.5
e gmuma(zs — 1)
242 ‘-TQ _ xl’?’

El objetivo del problema de 2 cuerpos es encontrar las soluciones x1(t) y z5(t) para
posiciones y velocidades iniciales dadas. Iniciaremos reduciendo el sistema (2.5) al
problema de fuerza central, pues a partir de éste podremos encontrar las soluciones.

Dividiendo la primera ecuacién del sistema (2.5) entre my, la segunda entre ma,
restamos y consideramos que x = xy — 1, entonces

. qgmix gmox
PSR T P 20
glmy + e
ER
__n
ER



donde z € R?\ {0}, p = my + mg, y sin pérdida de generalidad consideremos de
aqui en adelante que g = 1. El problema de fuerza central definido en (2.6) se conoce
como problema de Kepler.

Las soluciones de la ecuacién (2.6) se llaman érbitas Keplerianas.

2.2.1 Estudio del problema reducido

El problema de 2 cuerpos esté definido por la ecuacién diferencial

. % oU mi1mso
i=——=——=, U=U(z)=———"

w2 — 1]
cuyas soluciones son secciones conicas.

Ya que el movimiento de una particula en un campo de fuerza central se realiza en
el plano, es natural introducir coordenadas polares r = |z| y 6. Sea e, = (cos @, sen @)
el vector unitario que apunta desde el origen la masa puntual y ey = (—sen6, cos0)
el vector unitario perpendicular a e, y apunta en direccion de valores crecientes del
angulo 0. Entonces los vectores de posicion, velocidad y aceleracion pueden escribirse
en coordenadas polares como

TEyr,

= te, + rfeg,
.. .. : 1d .
i = (F—r0e, + <rdt(r29)> eg.

Ahora sustituimos x y Z en la ecuacion de momento angular J = x X &, obteniendo
J = r20u, donde u es el vector unitario perpendicular al plano que contiene a e, v eg.
Luego el momento angular que es constante se puede escribir escalarmente como

J =r26.
Por otro lado, como la ecuacién (2.6) define un campo de fuerza central se satisface

&= (7 —r*e, + (Tdt(r29)> ey = ?)[x] = —aager.
Luego la ecuacion de movimiento en coordenadas polares es de la forma
ou 1d
"o Y
Usando la relacién @ = J/r?, determinada por las condiciones iniciales, tenemos

f__a£+ri2 é 7‘»'__67W
N rd  Or

or

(r20) = 0.

P —rd? =

(2.7)
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donde W = W(r) = %+U = % —B&  sellama energia potencial efectiva o potencial
efectivo, W = Usec.

El problema de Kepler se resume en resolver el sistema (2.7), es decir, saber cuél
es el comportamiento de r como funcién del tiempo ¢.

Observacién 2.2. La energia total del problema de dimensién uno (pues la tnica
variable, es la variable radial r) estd dada por
22 P22

i
. b=y H 2,
hy 5 + W (r), esto es hy 5 + 52, (2.8)

y es la misma que la energia total del problema original
2

ya que

>~ 2

@ (re, +rbeg)?r* 12> 42 J?
2 2 2

Abusando de la notacién, a partir de aqui consideraremos que h; = h. Entonces
la ecuacién de la energia total es

L[, J? I
2<T +7/12>—7a+h

2
177 p
2r2 —

Multiplicando esta tltima ecuacién por r? tenemos

de donde
+ h.

1
§J 2 < u+ hrt
Como consecuencia vemos que si r — 0, entonces J = 0.
Observacién 2.3. Por otro lado, si la ecuacién de la energia (2.8) la multiplicamos
por r tenemos
J2
7+ — = 2u + 2hr
T
y en particular si J = 0 se cumple que

72r < 2u + 2hr

entonces
hH(l) < lirr(l](Q,u + 2hr) = 24.

Esto significa que a pesar de que 7 — oo como lo indica la ecuacién (2.8) cuando
J =0, la cantidad 7?r se conserva acotada en colisién.
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El comportamiento asintético de r(t) y 7(t) cerca de colisién, es el mismo para
el cualquier valor de h, esto se logra regularizando la funcién r(t). En la préxima
seccion se mostrara esta afirmacion.

2.2.2 Regularizacién de colisiones binarias

La ecuacion (2.7) tiene una singularidad cuando r = 0 la cual corresponde a colisién.
Notemos que cuando » — 0 el potencial W = % — & — oo. Seat = t* el tiempo
en que ocurre la colisiéon. Una solucién r(t),7(t) de (2.7) se llama orbita de colision
sir(t) — 0y 7(t) — oo cuando t — t*. Si el intervalo maximo de definicién de la
solucién r(t) es [t1,t*) con t* < oo decimos que la solucién tiene una singularidad en

t=1t".

Las singularidades de las ecuaciones de movimiento (2.7) se puede remover bajo
un cambio adecuado de variable para la posicion, velocidad y tiempo, las cuales se
expresan en forma paramétrica en términos de una nueva variable. Este proceso se
llama reqularizacion de colision.

En esta seccion estudiaremos las dos regularizaciones de colisién binaria mas cono-
cidas, la de Sundman y la de Levi-Civita.

2.2.3 Regularizacién tipo Sundman

La idea principal de este método es compensar el crecimiento infinito de la velocidad
(pues cuando existe colisién, 77 — o0), multiplicando el vector velocidad 7 por un
factor escalar adecuado que se anule ahi. Esta regularizacién fue introducida por
Sudman en 1902 para el problema general de los tres cuerpos en el plano, ver [22].

Multipliquemos la ecuacién de la energia (2.8) por r? para quitar la singularidad
del denominador y como estamos en el caso de colision J = 0, entonces

1
5(7'“7")2 = hr? + pr. (2.9)

Sea k una constante, la cual nos permitira normalizar. Consideremos el reescalamiento
del tiempo dado por dt = 7d7. Luego tenemos que

dr  rdr
o7 2.1
dr  kdt’ (2.10)
es decir,
. dr _kdr kK,

P=w T rar

33



Si sustituimos 7 en la ecuacién (2.9) entonces obtenemos

;kz(r’)2 = hr® + pr. (2.11)

Derivamos esta ecuacién con respecto a 7 y dividamos entre r’, de tal forma que
llegamos a

E*r" = 2hr + p. (2.12)

Como nos interesa saber qué pasa con el movimiento en caso de colisién, realizaremos
el andlisis fijando la energia (h = 0, h > 0y h < 0) para saber qué sucede con my
antes, durante y después de colisionar con m;. FEsta informacién la obtenemos a
partir de las condiciones iniciales.

Caso I: Sea h = 0 y consideremos que k? = y, entonces de (2.12), obtenemos

=1 (2.13)

En este caso, analizaremos qué pasa cuando ocurre colisién (ro = 0), y cerca
de colisién (ry > 0). Iniciemos por considerar o = 0, en cuyo caso tomamos las
condiciones iniciales 7(0) = 0 y 7/(0) = 0, donde 7(0) = 70 = 0 y to = 0. Usando
la reparametrizacién del tiempo dada en (2.10), obtenemos el vector posicién r y el
tiempo real ¢ como funciones regulares de 7, es decir

r(r) ==, t(r)= ;/0 rdr = g*k (2.14)

Ahora, a partir de (2.14) calculemos r(t), de tal forma que obtenemos

r(t) = r(r(t)) = £, (2.15)

La ecuacion anterior tiene una singularidad en t = 7 = 0, que es justo cuando ocurre
colision.
Es importante notar que en (2.15), r no es diferenciable para todo ¢ € R, mientras

que en el tiempo ficticio r se transforma en una funcién diferenciable (2.14) para todo
T € R, ver la Figura 2.1
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Figura 2.1: En ry = 0 ocurre colision

Ahora analizaremos qué pasa cerca de colision, es decir, para ro > 0. Cuando las
condiciones iniciales son rg > 0y 7'(0) = 1/2ry con 75 = 0, tenemos que my después
de colisionar diferenciablemente con m; en el instante 7 = —+/2rg, la particula se
aleja a lo largo de una trayectoria parabdlica, ver Figura 2.2.

T‘Q 2 T’g

7’(7’)2(\;5—1-\/%)2, k/ rdT———i- 5 T Tt (2.16)

\ Y e .4 (r)
\ \
\ \
\ \
\\ r'(0) >0 \\
\ !
\\ My mg\\‘ (0) <0
N\ d }ro m{ \\
N o - my
 — > o >
2rg \/2rg

Figura 2.2: Regularizacién de la colisién binaria para 7'(0) > 0y 7/(0) < 0

Por otro lado si las condiciones iniciales son ro > 0y r(0) = v/2rq y consideramos
a 19 = 0, obtenemos que mqy se aproxima a m; parabdlicamente, y sufre colisién en
T = /21 y es expulsada a lo largo de la misma 6rbita, la cual queda descrita por
r(7) diferenciable para todo 7 € R, ver Figura 2.2.

2 2

2
T 1 /7 73 ro rH
7“(7')—(\/5—\/7"_0) , t(T)_E/O rdr = =\ |2+ Dt (217)
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Queremos hacer notar que si en las ecuaciones (2.16) y (2.17), sustituimos ro = 0 y
to = 0, recuperamos el sistema (2.14), como era de esperarse, pues éste es sélo un
caso particular de cualquiera de los dos ya mencionados.

Por otro lado observemos que en las ecuaciones (2.16) y (2.17), t/(7) > 0 para
todo 7 € R, de tal forma que ¢ como funcién de 7 es mondtona creciente y por lo
tanto t(7) es un difeomorfismo, y las ecuaciones (2.16) y (2.17) definen a r de forma
implicita como funcién regular de t. Como consecuencia hemos obtenido soluciones
diferenciables de (2.13) para todo 7 € R. Enseguida consideraremos el caso cuando
la energia es positiva h > 0.

Caso II: Sea h > 0 y elijamos a k* = 2h, entonces la ecuacién (2.12) es equivalente

a

= (2.18)

Como en el caso anterior consideraremos rg = 0 y 79 > 0 con condiciones iniciales
especificas.

Para el caso en que ocurre colisién al tiempo cero, rg = 0, tomamos en cuenta las
condiciones iniciales 19 = 0y 7/(0) = 0 con 7 = 0y tg = 0, y consideramos (2.10)
para obtener las siguientes funciones regulares en el nuevo tiempo 7:

r(r) = %(COShT—l), (2.19)
t(r) = %(senhT—T).

Ahora vamos a ver cudles son las soluciones de (2.18), cuando r(7) estd cerca de

colisién. Primero consideraremos las condiciones iniciales ro > 0y 7/(0) = /r3 + 242,
con 15 = 0. Entonces obtenemos

2
r(r) = %(coshT—l)—l—rocosth— r2 4+ Z;“O senh 7.
H 7o L[, 2urg
t(r) = E(senh7—r)+zsenh7+% re 4 12 (coshT — 1) + to.

El sistema anterior se puede simplificar de la siguiente manera

r(r) = % [—1 + cosh(¢ + 7)], (2:20)
t(r) = % [—7 + senh (¢ + 7) — senh ¢ + tg

donde cosh ¢ = (% + 1)7 senh ¢ = k%,/%‘ + k2 y ¢ € [0,2m). Por otro lado cuando
las condiciones iniciales son rg > 0y r'(0) = —/r3 4+ 242 con 79 = 0, las soluciones
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son

2
r(r) = 12 (COShT — 1) +rocosht + ZSO senh 7,
To 2,ur0
t(r) = k?’(senhT—T)—i-?senhT—E re + % (coshT — 1) + to.
Simplificando obtenemos
14
r(r) = w2 [—1 4 cosh(¢ + 7)], (2.21)
t(r) = :3 [-7 — senh (¢ + 7) 4+ senh ¢] + ¢

Por lo tanto hemos obtenido soluciones regulares en el tiempo 7, las cuales tienen
un comportamiento hiperbélico.

Caso III: Sea h < 0 y hacemos k* = —2h, entonces la ecuacién (2.12) es equivalente
a
" +r= %,

la cual modela a un oscilador armoénico al que se le aplica una fuerza externa constante.

Primero consideraremos el caso 1 = 0, con condiciones iniciales 7o = 0y 7/(0) = 0
y tomando en cuenta que 79 = 0 y tg = 0, obtenemos que

r(r) = M(l—COST), (2.22)

k2
%(T — senrT).

En el caso de soluciones en que la colisiéon binaria ocurre al tiempo cero, oy = 0, estas
ecuaciones describen una cicloide, ver la grafica que se muestra en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: Cicloide en el caso de soluciones con colisién ry = 0.

Considerando las condiciones iniciales ro > 0y 7/(0) = £,/242 — 72, 75 = 0. La

solucidn es

1

r(r) = ﬁ(l —COST) +TpCcosT + 5 —rdsenr, (2.23)
t(r) = ﬂ(T — senT) + "0 sent + L [20r r3(1 — cosT) + to.
k3 k kY k2
Si consideramos que cos¢ = (% — 1) y sen¢g = kuﬂ % — k2, con ¢ € [0,27),
entonces el sistema anterior se puede escribir como
_ M
r(r) = ﬁ[l + cos(1 — )], (2.24)
t(r) = %[T + sen (7 — ¢) £ sen @] + to.

Las funciones r(7) y t(7) son regulares en la variable 7, y su comportamiento es
periddico.

2.2.4 Regularizaciéon tipo Levi-Civita

La regularizacion de Levi-Civita, consiste en efectuar un cambio de variable en el
espacio de fases, y otro en el tiempo para hacer mas lentas las érbitas que van a
colisién, obteniendo ecuaciones sin singularidades.

. . . . 2
Consideremos a x y y = 2 y realizamos el cambio de coordenadas = = %, Yy = g
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El sistema de primer orden asociado a la ecuacién de segundo orden del problema
de Kepler es

i o=y, (2.25)

go-
|z ]*

y la energfa como h = |&|* — & En coordenadas (&,m), este ultimo sistema toma la
forma

: Ui
5 = T&90
&
5 = nl* — 4p ¢
&
Ya que estas ecuaciones todavia tienen singularidad en & = 0, vamos a regularizarlas
haciendo un reescalamiento del tiempo mediante ”é—; = é = ﬁ, de tal forma que con

este cambio se logra frenar las soluciones que van a colision y eliminar la singularidad.
Luego obtenemos el sistema

¢ = g (2.26)
no= hE

y
h:'”gg‘f“, (2.27)

es la energia expresada en las nuevas coordenadas. A partir del sistema ( 2.26) obte-
nemos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden

¢ — Zg = 0. (2.28)

Ahora, veamos cudles son las soluciones de (2.28) para los diferentes valores de la
energia.

e h<(

Aqui la ecuacién (2.28) representa un oscilador arménico simple, cuyas curvas
solucion en el espacio de fases son curvas cerradas en el origen, es decir el origen
es un centro.

e h=20

En este caso la solucién general de (2.28) es £ = a(r — 1) y s6lo existen dos
valores posibles para a que satisfacen la ecuacién de la energia (2.27),

4¢P —4u=0
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estos son a = £,/u. Por lo tanto, en el plano fase las curvas son lineas rectas
con ' = %, /. Luego en las variables originales tenemos

v=8=plr—n)p,  t=gr-n)

e h>0

En este caso la ecuacién (2.28) con condiciones iniciales & = £(0) y & = £'(0)

tiene por solucién
5 _ Clewh/QT + 0267\/11/27'

dondeclz%’+%0\/%, 02:%0_%0\/2'

Por otro lado, la relacién de energfa 4|¢|? — 2h|¢|* = 4u puede escribirse como

€l

=1
Iz 2p

Y

la cual representa una hipérbola en el plano (§,&’) cuyas hojas abren hacia el eje de
las &, teniendo por vértices los puntos con coordenadas (§,¢’) = (0, £,/1), respecti-
vamente.

7 /

N
//

(a) 72 = 2h + 2u/r (b) r”? = 2hr? + 2ur

5/

(c) 26 = h&? +

Figura 2.4: Retratos de fases en las coordenadas originales, de Sundman y Levi-
Civita, respectivamente. Notemos que en (a) 7 — oo si 7 — 0; (b) ¥ — 0 si r — 0;

(c) ¢ — £ /lsi&—0.
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En la Figura 2.4 comparamos los espacios de fases para el problema colineal de
fuerza central (con colisién) para las distintas variables consideradas.

En cada caso las curvas solucion se obtienen como curvas de nivel de las ecuaciones
de energia ahi mostradas para diversos valores de h. Las regiones sombreadas en la
Figura 2.4 corresponden a h < 0.

La orientacién de las érbitas pueden encontrarse usando las ecuaciones diferencia-
les, pero la forma maés simple es a partir de que en cada caso una variable es derivada
de la otra con respecto a su variable independiente (tiempo). Por lo tanto, en el
primer y segundo cuadrante, por ejemplo, todas las soluciones van hacia la derecha
puesto que la derivada es positiva y la r ¢ la £ aumentan. La situacion se invierte en
el tercer y cuarto cuadrante.

Observemos que la descripciéon de las soluciones en las variables de Sundman
y en las de Levi-Civita es estrictamente valida solo para cada h fija; esto explica
el aparente paso de diversas soluciones por un mismo punto (el origen y (0,%,/1)),
respectivamente, sin que éste sea punto de equilibrio para las ecuaciones diferenciales.
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Capitulo 3

Existencia de la 6rbita de Schubart

Consideremos el problema colineal de 3 cuerpos en R con masas my, msy, ms. De-
notemos por x1, To, x3 las coordenadas de los cuerpos y consideremos que g = 1, de
tal forma que las ecuaciones de movimiento se escriben como

.. Ty — X .

Bi=>m; L i=1,2,3 (3.1)
j=1 ’ |xi_$j|3
J#i

En [18] J. von Schubart estudié este problema con dos masas iguales m; = mg; y en-
contré numéricamente una solucién periddica, simétrica y con dos colisiones binarias
por periodo.

Para describir la érbita de Schubart fijemos el centro de masas en el origen y
denotemos por 1" al periodo de la soluciéon. Considerando que en el tiempo t = 0 los
cuerpos mj y me estan en una configuracion de colision binaria en la parte negativa
de la recta real (z1(0) = 25(0) < 0) mientras que ms estd en la parte positiva de la
recta real con velocidad cero (x3(0) > 0, @3(0) = 0). Sit € [0,7/2] la posicién de my
se incrementa mientras que las posiciones de los otros dos cuerpos decrecen.

En el tiempo t = T'/4, los tres cuerpos estan en una configuracién de Euler descrita
por:
x1(T/4) <0, xo(T/4) = 0, x3(T/4) = —x1(T/4) > 0.

Por otro lado, en el tiempo ¢ = T/2, my y mg estéan en colisién binaria en la parte
positiva de la recta real, mientras que m; esta en la parte negativa de la recta real.
La configuracién en ¢t = T'/2 es obtenida de la inicial por la siguiente transformacién

x1(T/2) = —x3(0), x9(T/2) = —x2(0), x3(T/2) = —x41(0).

Cuando t € [T'/2,T] la posicién de my decrece, mientras las posiciones de los cuerpos
my y mg crecen. En el tiempo t = %T la configuracién vuelve a ser de tipo Euler (la
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misma que en el tiempo T'/4). En el tiempo ¢t = T los tres cuerpos vuelven a estar
como en la configuracion inicial (ver Figura 3.1).
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Figura 3.1: Diagrama de espacio tiempo de la érbita de Schubart con tres masas
iguales, realizado por A. Chenciner. Figura tomada de [24].

En este Capitulo mostraremos en detalle la demostracion que realizé A. Venturelli
25] de la existencia de la orbita de Schubart. La demostracion estd basada en el
método directo de calculo de variaciones, que consiste en demostrar la existencia de un
minimo sobre un conjunto de funciones donde el funcional de accién (o Lagrangiano)
asociado al problema estd definido.

El resultado principal por demostrar es el siguiente:

Teorema 3.1. Si m; = mg entonces existe una solucion x = (xy, 9, x3) : R — R3
con periodo T del problema colineal de 3 cuerpos con las siguientes propiedades

i) x1(t) < wo(t) < x3(t) para toda t € R con x1(t) = xo(t) (resp. xo(t) = x3(t)) si
y sdlo sit es un multiplo de T (resp. t —T/2).
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i) x verifica las siguientes condiciones de simetria

a1 (T2 —t) = —a3(?), 21 (T/2+1) = —as(t),
2ao(T/2 =) = —a2(2), 2o(T/2+1) = —as(t),

iii) Las funciones t — x1(t) y t — x3(t) son estrictamente decrecientes en [0,T/2],
mientras que t — x5(t) es estrictamente creciente en el mismo intervalo.

De ii) se deduce que las funciones t +— z1(t) y t — x3(t) son estrictamente
crecientes y t — x5(t) es estrictamente decreciente en [T'/2,T]. Ademads, en t = T'/4
yent= %T la configuracion verifica

la cual es una configuracion central de Euler.
Al final del Capitulo demostraremos que %3(0) = @1(7'/2) = 0.

En la demostracién del Teorema 3.1 utilizaremos la estructura variacional del
problema de 3 cuerpos, encontrando un minimo del funcional de accién en un conjunto
apropiado de curvas cerradas de periodo T', y demostraremos que el minimo satisface
las propiedades deseadas. Los métodos que se utilizan para demostrar i) fueron
introducidos por R. Montgomery en [15] y desarrollados por A. Venturelli en su tesis
doctoral [25].

3.1 Planteamiento variacional del problema

Ya que las ecuaciones (3.1) son invariantes bajo traslaciones, podemos fijar el centro
de masas en el origen y definir el espacio de configuraciones para el problema colineal
de 3 cuerpos como

3
X = {x = (21,79, 73) € R?, Zmix,- = O}.
i=1

Un elemento de X es una configuracion. Una configuracién = = (z1,xq,x3) donde
r; = x; para algun ¢ # j la llamaremos una configuracion con colision de m; con m;
y la denotaremos por A;;. Luego

A= | 2y

1<i<j<n
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es el conjunto de todas las configuraciones con colisiéon. Denotaremos por X = X'\ A
al conjunto de configuraciones sin colision.

Al espacio de configuraciones lo equipamos con el producto interno
3
-y = Z m; i Y;
i=1

donde z = (z1,x2,23) v y = (y1, Y2, y3) son dos configuraciones.

Introducimos la funcién potencial

m;m;
U(QE) — U(‘/EthJx?)) - - Z 7]7

1<i<j<3 |z —
las ecuaciones de movimiento las podemos escribir como
¥ =VU(x),
donde el gradiente es calculado con respecto al producto interno.

A partir de ahora supondremos que m; = mg3 y que el movimiento de los tres
cuerpos estd restringido a una linea recta. Este problema es conocido como el proble-
ma colineal de 3 cuerpos con dos masas iguales. Como el espacio de configuraciones
X estd equipado con un producto interno, el espacio de fases del sistema puede ser
naturalmente identificado como X x X. Las siguientes funciones estan definidas en
X xX.

K(x, 1) = [|2]?,

K(z, )
2
las cuales son dos veces la energia cinética, la funcién Lagrangiana y la funcién
Hamiltoniana (o energia), respectivamente. También definimos el momento de inercia

con respecto al centro de masas como

L) = 200 oy () = +U ()

3
I(x) = Z:mZ|xz|2
i=1

Para poder trabajar con métodos variacionales vamos a introducir el espacio en
el que trabajaremos, asi como el funcional de accién.

El espacio de Sobolev X = H'(R/TZ,X) es el espacio vectorial de los lazos
xR — X absolutamente continuos! con periédo T para los cuales se cumple

T
/\mﬁﬁ<+m.
0

I¥e > 0 35 > 0 tal que para toda sucesién finita de intervalos disjuntos (ay, by) de [0, 7] tal que
S bk — ak| < 0, se verifica Y. |f(bx) — f(ar)| < e.
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El espacio HY(R/TZ, X) esta equipado con el producto escalar de Hilbert
T
gy = [ @-g+alt) -y)dt, z.ye H'R/TLX).

Nosotros denotamos por || - |71 a la norma asociada. El funcional de accién estd
definido por
A:H (R/TZ,X) — R U {+o0},

Aw) = [ Liato. i = [ ( kuul;ﬁ"fm;i,)dt.

Si x es una configuracién con colision entonces definimos L(z, &) = +oo.

El funcional de accién es Gateaux diferenciable en el conjunto abierto de lazos
sin colisién (ver Proposicién A.1) y a partir de la Proposicién A.2, tenemos que los
puntos criticos sin colisién de A son las soluciones T' periédicas del problema de 3
cuerpos. Por el Lema 1.59 el funcional de accién es semicontinuo inferiormente con
respecto a la topologfa débil del espacio H(R/TZ, X).

Sea G = (g, h) un grupo con dos generadores que satisfacen
P =h*=1, gh=hyg
(G es el grupo 4-Klein, D,). Las siguientes expresiones
g(x1, 29, x3)(t) = (—x3, —x2, —21)(T/2 — 1)

h(z1, g, x3)(t) = (—x3, —x2, —21)(T/2 + 1)

definen la acién de G sobre HY(R/TZ,X). En la érbita de Schubart los generadores
del grupo actian sobre la configuracién de la siguiente forma

g(x1,22,23)(0) = (-3, —22, —21)(T/2)

h(z1, 22, %3)(0) = (—x3, —22, —21)(T/2)
g(x1, 20, 73)(T/2) = (—w3, —x2, —21)(0)
h(z1, 2, 23)(T/2) = (=3, —2, —21)(0)
g1, w2, 23)(T'/4) (=3, =2, —21)(T/4)
oo, 2)(T/) = (-0, —2) (CT)

T) = (—x3,—x2,—21)(T/4)
(0) = (21,29, 25)(0).
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Ademds, ya que m; = ms, el grupo G actiia por isometrias en H'(R/TZ, X). Ahora,
denotamos por

Ag={r € H(R/TZ,X): g(x) = v paratoda g€ G}

el subespacio de lazos invariantes bajo la accién de G, de tal forma que por el principio
de Palais (Teorema 1.56) un punto critico de .A‘ es también un punto critico de

A, por lo cual el punto critico es una solucién T’ perlodlca del problema colineal de 3
cuerpos.

Proposicién 3.2. Los lazos invariantes bajo la accion de G son los que satisfacen
i1) del Teorema 3.1.

Demostracion. Sea x(t) = x(t +T) = (z1(t), x2(t), x3(t)) un lazo invariante, es decir
para todo g € G generador de G y t > 0 se cumple g(z) = x, luego

g(xy, 0, 23)(T/2 —t) = (—x3,—22, —21)(¢)
= (21,29, 23)(T/2 — 1),

asi que se requiere

(L’l(T/2 - t) = —.T3<t),
2o(T/2 1) = —as(t),

Por otra parte

Wy, wp,03) (T/2 4+ 1) = (—ag,20,2)(t +T)
= (71, 22,73)(T/2+ 1).

con lo que se cumpliria que

w1 (T/241) = —wx3(t),
z3(T/2+1) = —m().
Con lo que queda demostrada la proposicion. O

La restriccion A‘A no es un funcional coercitivo, es decir, el conjunto de lazos
G

que cumplen A| (x) < C no son acotados para toda C' > 0. Para ver ésto con-
A
G

sideraremos el lazo constante z( = (—n,0,n), n € N para toda t. Ya que ™ es
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constante en particular se cumple (™ € Aq. Luego al aplicarle los generadores de G
tenemos

g(—n,0,n)(t) = (—n,0,n)(T/2 — 1)

h(—n,0,n)(t) = (—n,0,n)(T/2 + ).

Ahora veamos que

A(z™) =0, cuando n — +oo.

Aplicando el funcional de accién a esta sucesién de lazos constantes tenemos

T T
@) = [FEO1P + U))d = [FUED)dE =0 eando - oo

es decir, el minimo de A‘A es cero y no se alcanza para n finito. Para evitar este
G

fenémeno introduciremos una condicién adicional. Sean {i,j} C {1,2,3} y k tales
que {i, 7, k} = {1,2,3}. Denotamos por C}, al conjunto de configuraciones con colisién
entre los cuerpos m; y m;

Cp ={x = (v1,22,23) € X, x; =z}

Observemos que X es un espacio euclideano de dimensiéon dos y Cy con k = 1,2, 3 son
lineas que pasan por el origen. Como my = m3 y myx; + maxs + myxs = 0 tenemos

G = {33 = (1517$27x3), mixry = —(m1 + mg)xg},
02 = {[L’ = ($1,.’L’2,l’3), 2m1x1 = —mgiL'Q},
03 = {ZL‘ = (ZEhZL’Q, 1’3), (m1 + mg)l’l = —mlmg}'

El conjunto

S:{ZE: (xlvaaxS) GX; €y §x2§x3}

es un sector angular convexo de X. Para k = 1,3 denotamos por C; la mitad de
la linea de C} contenida en S. En otras palabras, S es un sector angular convexo
delimitado por C5" y Cy. Ver la Figura 3.1.
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Figura 3.2: El sector S, el lazo x es un elemento de €.

En esta seccién denotaremos por g a cualquier elemento del grupo G y definimos
el conjunto

Q={zelg =z0)eCf, VieR, z(t)e S}

A partir del Teorema 1.27 tenemos que la convergencia débil en H' implica la con-
vergencia uniforme, luego se cumple lo siguiente:

Proposicion 3.3. Ag y Q son subconjuntos cerrados en X con respecto a la topologia

débil.

Demostracién. Sea z® = (1), 25 (1), 2P (1)) € Ag tal que ® < z. Luego
habremos de demostrar que x € Ag, es decir, debemos probar que g(x) = = para toda
g € G. Sea g € G, entonces g(z) = g(klim k) = klim gz = klim ®) =g, O

— 00

Ahora, estamos en posibilidad de enunciar y probar la siguiente proposicion.

Proposicién 3.4. A’Q es un funcional coercitivo y tiene un minimo.

Antes de demostrar ésto daremos algunos resultados previos.

Proposicién 3.5. La funcién U = 12U es homogénea de grado 0.
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3
Demostracion. Por definicién I(z) = my|z;|*, luego
i=1

U(z) = I(2)2U(z) = (gmi|xil2> : U(z).

Sea A € R, entonces

J

1
2 3 mim;

> Doz (Al I(z)? HU(-’B) = U(x).

U(\z) = (gmi|)\xi|2>

[
RN

Los puntos criticos de U, los cuales son también puntos criticos de U restringido
al circulo I = cte, son llamadas configuraciones centrales,

Una configuracién de n cuerpos x € R\ A se dice que es central si
M'VU(z) = 2\,
para alguna A € R. A partir de las ecuaciones de movimiento obtenemos

VU (z) = A\VI(z),

donde I(z) = > my|z|* es el momento de inercia, A es el multiplicador de Lagrange

k=1
de U restringido a un nivel constante de I(z). Ya que U es una funcién homogénea
de grado —1, se tiene que A = _20}((:;)) Luego se cumple

21(z)VU(z) + U(x)VI(z) = 0,

por lo tanto x es una configuracion central.

Las configuraciones centrales pueden ser caracterizadas como configuraciones que
admiten un movimiento homotético. En el problema colineal de 3 cuerpos existen solo
tres configuraciones homotéticas. Estas fueron encontradas por Euler y corresponden

al minimo de U en cada componente conexa de X y son llamadas configuraciones de
Euler.

Si k = 1,2,3 denotamos por Ej a las configuraciones de Euler con el k-ésimo
cuerpo en medio. Puesto que aqui estamos suponiendo que m; = mgs el cuerpo msy
estd en el origen mientras que m; y ms estan en una posicion simétrica con respecto
al origen. Denotamos por £y la mitad de la linea de F5 contenida en S, que de hecho
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es la bisectriz de Cf” y C5". Un lazo x € § estd completamente contenido en S, si
inicia en C§ en t = 0 y cruza la linea Ey en t = T/4. La trayectoria x|[T/47T/2} es
obtenida de x| r/4 por una reflexién con respecto a la linea de E, de tal forma que
en el tiempo t = T'/2 ésta cruza la mitad de la linea de Cf . La trayectoria $|[T/27T]
no es otra cosa que |j /2 en la direccion contraria (ver la Figura 3.2). Notemos que
[0, 7/4] es un intervalo fundamental de la accién de G en H(R/TZ,X), es decir, la
aplicacion & +— x|jo,r/4 definida por

x: Ag — H'([0,T/4], X)

es inyectiva. Por lo tanto, la restriccién sobre [0, 7/4] define una biyeccion entre €2y
el conjunto de trayectorias

Q1 ={x e H([0,7],9), z(0)eCf, z(T/4) € ES} (3.2)

N

donde H'([0,T/4],S) denota el conjunto de trayectorias de H' definidas en [0,7'/4]
con valores en S.

Demostracion de la Proposicion 3.4

Iniciemos por demostrar la coercitividad de A‘Q. Consideremos © € Q y t €

[0,7'/4] un tiempo donde ||z()|| es méxima. Sea 0 < o < 7 la medida del dngulo
convexo” medido desde C5 hacia x(f). La longitud de la curva x|j 7,4 la denotaremos
por L(x|j,r/4). Véase la Figura 3.3

L(z[jo.r74) 2 [|2(®)][ sen cv. (3.3)

2Un 4ngulo « se dice que es convero si 0 < o < 7 radianes.
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Figura 3.3: Longitud de la curva L(x|jr/4)).

La invarianza de x bajo la accion de G nos permite afirmar que

[ e =5 [Cla@lar

y de la ecuacion (3.3) tenemos

1 T
0 < [le(®)||sena < 1/ l&(t)|dt  para  O<a< g
0

elevando al cuadrado ambos miembros de la desigualdad, tenemos

lz(®)]* sen*a < 116 (/OT ||i"(t)||dt>2‘ (34)

Ahora aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz® con f(z) = ||2(¢)]| y g = 1
tenemos

1 ! d T t|12dt Tdt<T ! |2dt
1 ol < L . / 7/ . |
T (/0 & @) ) <15 ) le@IPde [ar < o [ )]

T 2 T T
3Si ‘R — ntonces 2 2dt.
Si f,g9: R+— R entonces (/0 (fg)(t)dt) S/o £ dt/0 g(t)=dt
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T T
utilizando la desigualdad (3.4) y recordando que / |2(2)||*dt = / K(x(t),z(t))dt
0 0

obtenemos

16, 0 7 .
22 2(®)|)? sen ag/ K(z(t), @ (t))dt. (3.5)
T 0
Sabemos que
la@ = mase 20

entonces también se cumple

lz@®|* = max [[a(t)]]%,

t€[0,T
por definicién I(x(t)) = [|z(t))||?, luego de la ecuacién anterior se tiene
(2 2 _
@I = max (O] = puax 1(a(0), (36)
y también se cumple que
T
/ [(x(t))dt < T max (z(t)). (3.7)
0 t€[0,T7

De las desigualdades (3.5), (3.7) y la ecuacién (3.6) obtenemos

10 en? /TI( )it < 28 gen? I </ Ddt. (3.8)
— Sen "« — S€Nn "« max ZL‘ . .
T2 0 T te[0,T]

Sea C' un numero real positivo. Para cada = € (2 tal que A(z) < C tenemos

/()TK( dt</ ( >)+U(:c)>dt:A(x)§C

por lo que

T
/ K (x(t), i(t))dt < 2C. (3.9)
0
Ahora calculemos ||z||3:

(7 =z, 2)m

= [T (IR + o)
= /OT||ff(t)||2dt+/0T||x(t)||2dt
= [ K@ ads [ 1)
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y de las desigualdades (3.8) y (3.9) se sigue que

T2 T2
2. <20420————— =20 (14 ——
Iz < + 16 sen 2« + 1686n2a ’

por lo que el conjunto de lazos x € €2 los cuales verifican A(z) < C son acotados con
la norma H*!, es decir, A’Q es un funcional coercitivo.

Siguiendo un razonamiento similar al dado por W. B. Gordon en [11] probaremos
la existencia de un minimo. Sea {c¢, }n,en una sucesién decreciente de niimeros reales

positivos la cual converge al inf A‘Q. Por la coercitividad y la semicontinuidad inferior

débil de A o cada conjunto
Q,={zr€Q, A(z) <ec,},

es acotado en H' y cerrado en la topologia débil. Puesto que H'(R/TZ,X) es
un espacio de Hilbert reflexivo, aplicando la Proposicion 1.27 obtenemos que 2, es
compacto en la topologia débil. Ya que la sucesién {c, },en es decreciente se cumple
Qi1 C Qv definimos O = Nyen§2,. Six € O, por definicién de ¢, tenemos

A(z) < inf ¢, =inf A

neN

Q7
en otras palabras cada elemento de O es un minimo. O

En la siguiente seccién demostraremos que los minimos de A o Son exactamente
las soluciones que buscamos.

3.2 Regularidad de los minimos

Las unicas singularidades que existen en la érbita de Schubart son debidas a coli-
sion. En esta seccién daremos una definicién rigurosa de lo que aqui llamaremos una
solucion con colision para el problema colineal de 3 cuerpos.

Definicién 3.6. Una aplicacién continua x: R — X es una solucion con colision del
problema colineal de 3 cuerpos si las siguientes condiciones se satisfacen.

a) Solo ocurren colisiones dobles.

b) En cada intervalo acotado existe solamente un nimero finito de tiempos de
colision.

c) Para toda i € {1,2,3}, la aplicaciéon t — x;(t) es una solucién de (3.1) en todo
intervalo de tiempo sin colisién involucrando al i-ésimo cuerpo.
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d) Las colisiones dobles estan regularizadas.

En la Seccién 3.5 veremos la regularizacion de la colision doble y demostraremos
que el minimo de A‘Q es una solucién con colision del problema colineal de 3 cuerpos.
Ahora, demostremos el siguiente resultado preliminar.

Proposicién 3.7. Six es un minimo de .A’ , entonces x es una solucion del problema
colineal de 3 cuerpos en cada intervalo de tiempo sin colisiones.

Demostracion. Denotemos por T,(z) C R al conjunto de tiempos ¢ en donde ocurre
colisién. Puesto que z es una trayectoria continua con accién finita 7,(x) es un con-
junto cerrado con medida cero. Las componentes conexas de R\ 7.(z) son intervalos
abiertos. Sea (a,b) una de tales componentes conexas. Ya que t =0y ¢t =T/2 son
tiempos en los que ocurre colisién tenemos que b —a < T/2, y como x es invariante
bajo la accién de G, sin pérdida de generalidad podemos suponer que (a,b) C (0,7/2).
Sea H}([a,b], X) el espacio de trayectorias definidas de la siguiente forma

Hé([au b, X) ={z € Hl([avaX)a supp(z) C (a,b)}-

Demostraremos que para todo z € H}([a,b], X) se cumple

/ (1) £(8) + VU (1)) - 2(2) dt =0, (3.10)

ya que el soporte de z no contiene tiempos en donde ocurre colision, esta integral esta
bien definida. Ademds, si la identidad (3.10) se verifica para todo 2z € H}([a,b], X),
por el Lema 1.48 se tiene #(t) = VU(x), y en consecuencia x(t) es solucién del
problema de 3 cuerpos en el intervalo (a,b). Vamos a demostrar ahora la identidad
(3.10). Sea

o: X — X, o(x1,x9,23) = (—x3, —22, —21), (3.11)

la reflexion con respecto a la linea Fs. Observemos que o es una isometria de X y
ya que m; = mjy ésta deja invariante al potencial U. Si z € H}([a,b], X), existe una
tinica extensién de z (que la seguiremos denotando con z) tal que z € H'(R\ TZ, X)
y 2(t+T/2) = 0z(t) para toda t € R.

El lazo

ct) = z(t) + UZQ(T/Q —t)

es un elemento de Ag, veamos que ésto se cumple.

Sean g, h los elementos generadores de G. Primero observemos que z(t + 7/2) =
0z(t) y que z es periddica lo cual implica que

oz(T)2—1t) = 2(T/2—t+T/2)==2(T —1t) = 2(—t)
oz(T)24+1t) = 2(T/2+t+T/2)=2(T+1t) = 2(t)
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entonces
2(t)Fox(T/2-1)  2(t) + 2(—t)

Ahora veamos que ( es invariante con respecto a la acciéon de los generadores de G.
Tenemos que

9z(t) + g2(=t)

96(t) = 5
_ (—23,—22,—21)(T/2 —t) + (—23,—22,—21)(T/2+t)
2
_ oz(T/2—t)+02(T/2+1)
2
_ z(t) + z(—t)
2
= ((®).
Por otro lado
e — M0 +2hz(—t)
_ (—23,—22,—21)(T/2—|—t)+(—23,—22,—21)(T/2—t)
2
_ oz(T/2+t)+02(T/2 1)
2
(=) +2()
2
_ 2B +2(=)
2

= ¢(1).
Lo anterior demuestra que ((t) € Ag.

Ahora vamos a estudiar el soporte del lazo ¢ en [0,7] para demostrar que el
soporte de (ljo,r] estd contenido en la unién de los siguientes intervalos

(a, ) U(T/2=0b,T/2—a)U(a+T/2,6+T/2)U(T —b,T —a).

Ya que el soporte de z es el conjunto

supp z = {t € R|z(t) # 0}

entonces el soporte de ¢ viene dado por

supp ¢ = (L€ B[ (1) £ 0] = {{ € R [2(0) + (1) £ O},
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Veamos quién es este conjunto.
Ya que 02(T/2 —t) = z(—t) y 02(T/2 4+ t) = z(t) entonces
—2C(t) = (23,20, 21)(T/2 + t) + (23, 22, 21)(T/2 — 1).
Si z = (23, 22, 21), entonces la ecuacién anterior se puede escribir como
—2((t) = 2(T/2 +t) + 2(T/2 — t) (3.12)

Calculemos ((t) en los extremos del intervalo (7/2+a, T /2+0b) utilizando la ecuacion
(3.12)

—20(a+T/2)=2(T/24+a+T/2)+2(T/2—a—T/2) = z(a) + 2(—a),

—20(b+T/2) =2(T/)2+b+T/2)+ 2(T/2 —b—T/2) = z(b) + 2(—b),

por lo que concluimos que el intervalo (a+7/2,b+T/2) forma parte del soporte de (.
Por otra parte calculemos ahora ((t) en los extremos del intervalo (7'/2 —b,7/2 — a),
nuevamente utilizando la ecuacién (3.12), tenemos

—20(T)2 = b) = 2(T/2+T/2 — b) + 2(T/2 — T/2 + b) = 2(b) + 2(—b),

—20(T/2—a)=2(T/24+T/2—a)+2(T/2—-T/2+a) = z(a) + 2z(—a),

lo cual nos dice que también el intervalo (T7'/2 — b,7/2 — a) forma parte del soporte
de (. Por ultimo observemos que como z es un lazo periddico, tenemos que

z2(=b) = 2(T —b) y z(—a) = z(T — a)
Por lo tanto el soporte de ( estd contenido en la unién de los intevalos
(a, ) U(T/2=0,T/2—a)U(a+T/2,b+T/2)U (T —b,T — a).

Cabe hacer notar que dos intervalos de esta familia son disjuntos o bien son iguales,
pues cada uno es una componente conexa de R\ 7,(x), y podemos afirmar que la
integral

/OT(:b-éJrVU(x)-c)(t) dt,

estd bien definida. Ya que el soporte de ( € Ag estd lejos de los tiempos de colision,
si consideramos un e suficientemente pequeno, obtenemos que = 4 ¢ es un elemento
de Q. Si x y ¢ € (2 entonces para los generadores g y h de G, se cumple

gz +eC) =x+€C, hMz+el)=x+€e
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ademads la funcién € — A(z + €() es diferenciable, y la derivada de Gateaux es cero,
pues la trayectoria x es un minimo de A‘Q. Luego

0— iA(m vl = | (¢ VU Q) (1) (3.13)

e=0

Observemos que

oz(T/2—1t) = =2(T—1), (3.14)
oHT)2 —1) = —3T —1).

Como z € 2, en particular x € Ag y tenemos
(@1, T2, w3)() = — (@3, T2, 71)(T/2 — 1),

(21,29, 23)(t) = — (23, T2, 21)(T/2 + 1),

y por lo tanto

(1,2, 23)(—t) = — (23, 02, 21)(T/2 — (=) = — (w3, 22, 21 )(T/2+ 1) = (21, 22, x3)(1),

lo cual implica que

z(t) =x(=t) y x(t)=—z(-t). (3.15)
Por otro lado, ya que
2(6)+0l(T/2—1t)  2(t)+ 2(T —t)
(1) = ; st
entonces
/OT (- ¢+ VU@) Q) () dt = /OT £(t) - 2(1) _Z(t) AT =D g,
+/OT VU(z(t)) - 2(t) + ZU(m(t)) (T — t)dt
T g(t) - 2(t) Tg(t)- 2(T —t)
- /0 St —/0 e Rl
+/0T VU(x(tQ)) 2 4 /OT VU(!L"(t))Q- AT —t)
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Siu=T—t, entonces du = —dt,t =T —u, ug =T y up = 0, ademds z(T'—t) = z(—t)
y utilizando (3.14) y (3.15) tenemos que

_/T it) AT 1),

/U (T — u) - z(u)du

2 T 2
B 0&(T —1t)- 2(t)
= [

B SR
0 2

T i) A
= [ T

U

B /0 VU (z(T —u)) - z(u)d
T 2

_ _/0 VU (T ~1)-2(t)
T 2
_ /T VU (z(—t)) - z(t)dt
0 2
_ /T VU (z(t)) - Z(t>dt.
0 2

Por lo tanto

/OT(:b-¢+VU(x)-<)(t)dt _ [)TW“—/OTW&
+/OT VU(:C(?) () N /OT VU(:c(t))Q. AT-1)

L [T, | OE) 0,

_ /OT(j:'-Z'—l—VU(QL’)-Z) (t) dt.

Notemos que el soporte de z en [0,7] es el intervalo (a,b) C (0,7/2), y por
simetria existe un intervalo de igual longitud en [T'/2,T| de donde

T b
/ (& 2+ VU(z) - 2) (t) dt:2/ (@ 24+ VU(x)-2) (1) dt.
0 a
Ya que z es un minimo y es solucién del problema de n cuerpos, tenemos

/b(yb-z'+VU(x)-z)(t) dt = 0.
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Lo cual completa la demostracion.

3.3 Ausencia de colisiones triples

Esta seccién esta dedicada a la demostracion del siguiente resultado.

Teorema 3.8. Un minimo de .A‘Q no tiene colision triple.

Demostracion. Sea x un minimo de A’Q. Como z € (), es invariante bajo la accién de
G, es suficiente demostrar que (o 7/4) 1o tiene colisién triple. La trayectoria x| 14

es un minimo de ‘Ai 0. donde Qi es la clase de trayectorias definidas en (3.2) tales
1

1

A

que

- HY[0,T/4],X) — Rt U {+o0},

1
4

As(z) = /O . (K(gz) + U(z)> () dt.

Realizaremos la demostracion por contradiccion.

Iniciemos por suponer que z tiene una colisién triple en t € [0,7/4], después
construiremos una trayectoria en 21 cuya accién es estrictamente mas pequena que
4

la accién en la trayectoria i /4. La demostracién la haremos en dos etapas: en

la primera encontraremos una trayectoria r € {21 con una colisién triple tal que la
. 7 7 . 4 /7 . 7

accion sea minima; en la segunda etapa demostraremos, via una deformacién local,

que T no es el minimo de A: ‘Q
41821

4
Sea x+ una configuracién de Euler normalizada, es decir con I = 1 la cual
2

pertenece a E5 . Notemos que Ty = (1,0,—1) si my =m3 = 1.

Sea r(t) = ||z(t)||. Observemos que
r=lzll, =l P =lEP = (),
de tal forma que usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos
rr < ||z||||Z||, entonces 72 < ||2| %

Por lo tanto
i < K. (3.16)
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Ahora, sea G = U(xp+). Ya que una configuracién central es un minimo de U, (ver
2

Apéndice ??) tenemos que G es un minimo de U en S, como consecuencia tenemos
o1 ([l s |
As(ragy) = /0 e Ulragy) | (Dt

/4 (|lrx |2 Ulz
_ / (” E2+|| n ( E;)) (t)dt
0 2 r

- [ (22 ; f) (t)dt,

ya que ||7"xE;r||2 = |7"|2||xEQ+||2 = 7% pues el momento de inercia de Tgr es 1y U

Ulx)
)

es homogénea de grado —1, es decir, se cumple U(\x) =

U(xE;) = U@E;)-

con A € R, ademés

Por la desigualdad (3.16) tenemos que 7 < K y como se cumple U(xE;r) < U(x)

tenemos que
T/ (72 G
%(T.T}E;—> = /0 (2 + 7’) (t)dt

< As(zloz/a)-

El minimo de Ai(v:cE;) se toma en una de las trayectorias v € H'([0,T/4], R™)

que habra de satisfacer la restriccién v(¢f) = 0, y es alcanzado por una trayectoria

t +— v(t)z g+ lo cual es realizado por una solucion con colisién seguida por una solucién
s . . :

de expulsion del problema de Kepler en dimension uno. Para ver esto consideremos

la ecuacion

F=ma=VU(x),

la cual se cumple para sistemas conservativos, en nuestro caso m = 1, de tal forma
que al derivar la trayectoria va g+ se tiene a = v+, asi
2 2

vy = VU(vags),
y por la homogeneidad del potencial U obtenemos
VT gy = VU(UZL’E;) = U_QVU(:L‘E;),
de tal forma que multiplicando ambos lados por xﬁ; y utilizando el Teorema de Euler
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para funciones homogéneas* podemos concluir que

. U@EJ)
v = —T,

Yy como consecuencia tenemos

Tt = U21')7
N g

Es decir,
Ai($|[07T/4}) > Ai(WE;),

donde vz E;‘ es la mitad de una solucién homotética de expulsion-colisién de pe-

[0,2]

riodo 2t, y vx E+’ es la mitad de una solucién homotética de expulsion-colision
2

[£.7/4]
de periodo 2(T'/4 — t). Observemos que esta trayectoria no estd en € 1 a menos de

que t = 0. Ya que el funcional de accién de las érbitas de Kepler estd dado por

2,2\ 1/3
Az) =3 (mO‘QW ) T,

tenemos que o = G y por lo tanto

win

3
A(T) = T3, ag = —(7G)5.
23
(ver [4]). Ahora vamos a usar los argumentos dados por W. B. Gordon en [11] para

6rbitas de Kepler con multiples colisiones. A partir del Lema B.3 tenemos que se
verifica la igualdad (B.3), de donde podemos afirmar que

W=

1
T3,

1 3. 9 9
§A(x(27')) = i(ma )

4Sea f: C C R™ — R siendo C tal que si (x1,...,2,) € C, también (A\xy,...,Ar,) € C con A
positivo. f es homogénea de grado k si y sélo si

of of _
‘Tlaixl,...,zna = kf(l’l,...,fxn).
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de donde

Ayorg) = S Awrg)(D) + 5 Alwrgy )(T/4 1)

= SO D+ SwG)HT/A - D)

y 1 .,
Usando el hecho de que la funcién s +— s3 es convexa y la Observacién B.6 tenemos
que

P (T/A-1)5) > <T/4>% = A (7),

=

&

S|

+
~—

|
S| &
/N

H|
w\w‘ S

donde

z:[0,T/4] — S, I(t) = u(t)zgs

es una solucién homotética de expulsion (la mitad de la solucién homotética de ex-
pulsién-colisién de periodo 7'/2). Notemos que Z es un elemento de €2 1, ya que u(0)
estd en colisién en t = 0y #(7//4) = u(T/4)rg,, es una configuracion de Euler.

En la siguiente etapa de la demostracion construiremos una deformacion explicita
de Z en ) 1 la cual hace decrecer la accion. Estos argumentos fueron usados por E.
Serra, S. Terraccini, R. Montgomery y A. Venturelli en [19], [15], v [24], respecti-
vamente. Sea z € Cj una configuracién normalizada. Por definicién de Ef y Cf
tenemos

Tpt = (21, 29, x3), con 1o=0, 23>0, x;=—u3,

z = (21,29, 23), con 21 =29 <0< z3.

Dado un € > 0, definimos la funcién f.: [0,7/4] — R" por

1 si teloe]
3

fe®) =1 <=t & el e? +
0 si tele?+eT/4]
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1
0.8
o £ =0.75
0.4
0.2
. \ !
g3/? g3/2 +e T
-0.2 4

Figura 3.4: Gréafica de la funcion f., para e = 0.75

y definimos 7. = T+ ¢€f.z. Ya que S es convexo y f.(t) es constante en el intervalo
[0, 2], la trayectoria Z, es un elemento de 1, pues z.(0) = Z(0) + ez donde z; =
Toy 21 = 22y T(T/4) = z(T/4) la cual es una configuracién de Euler. Ahora
consideremos, la diferencia entre la accién de z, y la de Z en el intervalo [0,7/4], es

decir

/Om (“ZH + U(x€)> dt — /Om (”9;” + Uz )) dt.

Tomando en cuenta la definicién de f.(t) habremos de considerar que

& (Hf;w? )=
/O (Hxﬁ"Q )dt+/3/z+6< " (z )) dt +

mientras que
/4 [z
U(z) | dt =
/ ( -+ U()

T/ <||fe||2

€3/24¢ 2

+ U(i€)> dt,

€3/2 7112 €3/4+¢ 7|12 T/4 7112
/ Iz + U(z) dt+/ Izl +U(z) | dt [ + U(Z) | dt.
0 2 €3/2 2 €3/4+e¢ 2

Para calcular estas integrales veamos cémo se comporta la funcién z. = = + ef.z,

T+ex si tel0,e?,
To=1{ T+efz si tele¥?,% ¢,
T si te[e3?4¢T/4),
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y dado que € y z son constantes con respecto de t, la derivada de z. es dada por

T si tel0,e/?,
To=< 2—2 si tel[e¥?2 4 ¢,
T osi tel[e?+e T/,

de donde concluimos que la diferencia de las acciones es la suma de tres integrales,
es decir,

(Z) = As(e) + Az(e) + As(e)

donde

22
Aqui la energia de T es h = % — g, y a partir de la igualdad de Sundman dada en
r
2 1
2.15) obtenemos que u(t) = (6vG)s £ = 2)? g%t% cuando t — ¢, es decir,
2 2
2 2 1
u(t) = upt3 + O(t), u(t) = guofg +0(1)

cuando t — 0 (ver [3] 6 [26]), donde la constante ug estd dada por la relacién

Uy = (929)§ > 0.

Ademaés la funcién u es estrictamente creciente en [0,7/4]. Ahora denotaremos por
Ty = Xj — ;Y %j = 2; — 2z para 1 <i < j <3, tal que

219 = 0, Tiz > 0, Zig > 0, 1= 1, 2.
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Observemos que

(S

(U(ze) = U(2))(t) dt =

de donde

l\"\w

/ < s ) dt
0 \(upts + O(t))z1 + €21 — (upts + Ot))xy + €2y
/ < meoms i ) dt
0 \(uot3 + O(t))xs + €2 — (upts + Ot))z3 + €23
/g < mims
0 uots +O(t)xy + €21 — (uots + O(t))xs + €23
3
/ < m1m2 > dt
0 U0t3 + O Uot?’ + O
%
/ ( m2m3 ) dt
0 U0t3 + O U0t3 + O
%
/ < m1m3 ) dt
0 uOt3 + O Uot?’ + O
- / ( T ) dt
0 uots + O))(x1 — x2) + €(21 — 22)
%
- / ( Tttt ) dt
0 U0t3 +O $2—$3)+€(22—23)
+ / ( s ) dt
0 u0t3+(’) )z — x3) + €(21 — 23)
%
= / ( m1m2 ) dt
0 ugtd + O))(z1 — x2)
%
- / ( m2m3 ) dt
0 U0t3 + O ZEQ — 273
%
— / ( m1m3 ) dt
0 u0t3 + O (L’l — .I‘g



Como z; = 2z y O(t)x;3 = O(t) para ¢ = 1,2; tenemos que

/06 (U(xz) - U@)(t) dt = /03 < uot%ﬁﬁ? 5 +6223> dt

< il ) dt

uotsxlg + O(t) + €213

( 112 ) dt
U0t3 To3 + O )

mims )dt
uota z13 + O(t)

Por lo que podemos concluir que

[NV

A0 = [ @) - U@ d

2 1 1
= Y myms / _ - . dt.
i=1,2 0 uoxistd +ezi3 + O(t)  woxists + O(t)

Ahora, introducimos un reescalamiento del tiempo dado por t = (67’)%, entonces
dt = 3e3/271/2dr y obtenemos

=

1
Ai(e) = mimge%/o T

N
Il
—
o
M\W

1
- dr
(uOZEBET + €23 + O((GT)%) uorizeT + O(€ )
W%ﬂ%{/ T2 1 3. I 3 dr

0 UoLisT + zi3 + O(€272) g + O(€272)

m,mg/ T%( ! S ) dr + O(e).

UoT;3T + 233 UT43T

M
N
M

@
|
—
o

N\»—A

l\D\OJ N W N W

@
,_.

,2

Para simplificar, definimos ¢ = wupx;3 y b = z;3 y consideremos las siguientes
integrales

1 i3
/ . (3.18)
0 ct+b+ O(ez12)
1 6%7'%
0 e+ O(ez272)



Notemos que

Si « = ———~ al expandir en serie de Taylor a orden tres la funcién (1 + «)~!

cT
obtenemos (1 +a)™ =1— a+ a? + O(a?). Como consecuencia del integrando de
(3.18) obtenemos

E%T% B G%T% 0(657—%)
B €172 ] O(E%T%> 1 N
et +b cT 1—|—£
_odrt (o (o, b))+)
ct+b cT cT
1}
€2T 11
B c¢+b(1_0(6272))
11
€272
= O(e).
c¢+b+ (€)

De forma equivalente del integrando de (3.19) tenemos

11 1 1 1 1 O(E%T%)
—€2T2————— 5~ — —€2T72— 11— —+ ...
e+ O(e272) cT cT
€373 O(e)
—= _I_ 5
cT c
ebrh
= +0
cT (6)
Sea
3 1 1 1
C:Zmim:a/ﬁ( - )d7'>0
2 i=1,2 0 UL;3T  UoLi3T + 253
entonces

Ay(€) = —Ce2 + O(e), cuando e — 0.

69



Ahora consideremos el término Ay(€). Ya que x;3 > 0y 2z;3 > 0 parai = 1,2, tenemos
€2 +€ B B
A0) = [ (W@)—U@)E) at

3 fe 1 1 dt <0
- ,Z ittt /5% u(t)is + efe(t)zis  u(bwis)

Ahora, consideremos el término As(e). Por definicién de Z. tenemos

K(ze,z)(t) - K(z,2)(t) = ||z|[* —[|z[]”
= ||z — 2| — ||z]]?
= [|Z]]* = 2(z, 2) + ||2|* = [|z]]”
= —2(z,2) + [|2]]”
= 2wy, z) + ||zl
= —2i{zgy, 2) + [|2]]”
de donde podemos concluir que

K(Z,z)(t) — K(z,z)(t) = =20z gy, 2) + 2] |%.

Por otro lado, ya que ¢ — wu(t) es una funcién creciente en [0,7/4] y Ttz 20,
tenemos

1 e3/24¢ : . 1 €3/2 1€ 1 €3/2 e
(K (T, ) (6)— K (7, 8)(0) e = 2ilt) (g, 2)dt+5 1112 P

2 Jes/2 2 Jes/2

y por lo tanto se cumple

1 G%Jrﬁ 9
A <3 [y Nl = 0().
Luego hemos demostrado que
AAs(e) < —Cer + Oe).

Notemos que esta cantidad es negativa para e suficientemente pequeno. O

3.4 Ausencia de colisiones dobles adicionales

A partir de la definicién de €2, si x es un minimo de .A‘ éste tiene una colision en
t =0y t="T/2. Una colisién que ocurre (necesariamente doble) para un tiempo que
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no es un multiplo entero de T'/2, es llamada una colision doble adicional. En esta
seccion demostraremos que un minimo de A‘ no tiene una colision doble adicional.
La invarianza por la accién del grupo G y el Teorema 3.8 implica que si x tiene
una colision doble adicional, ésta serd una colision doble adicional para un tiempo
en el intervalo (0,7'/4). Primero demostraremos que las colisiones dobles adicionales
son aisladas. Para demostrar lo anterior necesitamos demostrar que la energia de
un cimulo involucrado en una colision doble es una funcién continua en el tiempo,
en un entorno de un tiempo de colisién doble. Una vez que demostremos que las
colisiones dobles son aisladas, haremos una variacién explicita (similar a la hecha en

el Teorema 3.8) cuando decrece la accién. El método que se aplicard fue usado por
R. Montgomery [15] y A. Venturelli [24].

Dados dos indices diferentes i, j € {1,2, 3}, la pareja {i, j} es llamada un cimulo.
Sea k € {1,2,3}\{i,j}. Las coordenadas de Jacobi (ver el Apéndice C) asociadas al
cimulo {i, 7} son definidas por

m;x; + mjxj
=x; — x5, =g, - ———=~,
f 7 n k m; + m;
Notemos que las coordenadas de Jacobi caracterizan por completo una configuracién.
En estas coordenadas las funciones K y U se escriben como

. MM mg(m; +m;) .
K(z,i) = - H;g i 7 7)772, (3.20)
i J
Uz) = ”ﬁuzfo(g;),
MM m]mk

donde M = mj;+mo+ms es la suma de las masas. Observemos que Uy es diferenciable
en las colisiones dobles del tipo C}, (es decir, que involucran al cimulo {i, j}) el cual
es caracterizado por las condiciones £ = 0, n # 0. Las ecuaciones de movimiento
(3.1) toman la forma

5 m; + m] 8U0

£ = —(mi+mj)—= + &), 3.21
. M ol
mientras que la funcién
m;m,; m;m,;
hi(x, ) = g2 I
MO8 = St m) el

es la energia del cimulo {4, j}. Notemos que hy, esté bien definida excepto para & # 0.
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Proposicién 3.9. Sea x un minimo de Alq yt € (0,T/4) un tiempo en el que ocurre
una colision doble adicional del tipo Ci", con k € {1,3}. Entonces existe un intervalo
la,b] que satisface

t € (a,b) C [a,b] C (0,7/4) (3.22)

tal que hi(x(t),z(t)) es una funcion absolutamente continua en el intervalo [a, b

Observacion 3.10. La funcién ¢ +— hy(t) no estd bien definida en los tiempos donde
existe una colisién del tipo Cy. El significado de esta proposicion es que t — hy(t)
puede ser extendida en los tiempos de colision, de tal forma que sea una funcién
absolutamente continua en el intervalo |[a, b].

Antes de entrar en los detalles de la demostracién introducimos la siguiente no-
tacién. Sea f(t,€) una funcién de dos variables reales, y g(e) una funcién de e. La
notacion f(t,€) = O(g(€)), € — € significa que f(t,¢) = O(g(€)), € — € uniforme-
mente en ¢t. La notacién f(t,e) = o.(g(e)), € — o significa que f(t,€) = o(g(e)),
€ — ¢¢ uniformemente en ¢.

Demostracion de la Proposicion 3.9
Puesto que z|(7/4, s un minimo de A‘Q la funcién hg(t) estd bien definida
1

en un subconjunto abierto de [0,7'/4] con medida completa. Por la continuidad de
t — x(t) existe un intervalo [a,b] donde se cumple (3.22) y tal que sélo existe una
colisién doble del tipo C; para t € [a,b]. Sea d:[0,T/4] — R una funcién de clase
C' cuyo soporte esté contenido en [a, b]. La funcién

te: [0,7/4] — [0,T/4], te(1) =T+ €0(T)

es un difeomorfismo de clase C! que preserva orientacién para ¢ € R suficientemente
pequeno. Esta correspondencia envia al intervalo [a,b] en él mismo. La funcién
inversa de t.(7) la cual denotaremos por 7.(t), verifica la siguiente igualdad

dr 1 do do
0= Trmy = ) O 62y
Ya que - esuna funcién acotada, entonces O(€%(7.(t))) = Oc(€?) y tenemos
dre, . do 9
7 (t)=1- edT(Te(t)) + Oc(€”) (3.24)
do  do dt )
Como =Y O(€*) = €O.(€) = o.(€) entonces
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— ) =1—€e—— 2
") =1 2 L (1) + 0u(o) (3.25)
dt dr do dt dd
= = e asf — =14 e—.
Observemos que t.(7) = 7 + €(7), entonces = +e 7 ast - +e 7

Sustituyendo en (3.25), tenemos

‘f; t) = 1— ez(z (1 + 635_) (7e(t)) + oc(e)

= 1—€£(Te())— aE(Te(t)) 0c(€)
_ —eflj(re(t)) 1 O.() + o.(e)

por lo tanto concluimos

—(t) =1—€e—(t) + oc(e). (3.26)

Sea (£,7m) las coordenadas de Jacobi asociadas al cimulo {i,j}. La trayectoria
ze: [0,7/4] — S en las coordenadas de Jacobi estd definida por

Ee(m) = &(te(T)),  me(m) = (1)

la cual es una variacién de |7/ en Q
siguiente forma

1. La acciéon de x, puede escribirse de la
4

Ayl = A () + A} (z)

donde . . .
A0 = [ (g €O+ )

A = [ : (m’““’;]\; "3) ()2 + Uo(we)(7)> dr.

El cambio de variable 7 = 7.(t) en la integral A% (z.) da como resultado
T o SN2
Ao = [ (o ey @ 0) 0
Ya que 7 = 7.(t), entonces dT = T(t)dt = CZTE( t)dt y considerando & (1) = & (7.(t))

v E() = €)= €0), entonces () = %, por lo aue S = A

dt
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. g2
(55(7'))2 = (556)2 = ((ddfe))Q. Por lo tanto
: 25 (%)2 dre B é(t)Z
(€e(7))"dT = (%)2 7 (t)dt = dd;e (t)dt
y
! dr = ! @(t)dt

[€(7)] €(0)] dt
y se verifica (3.27).

Ahora, usando (3.26) y (3.27) obtenemos

mgm; £ mgmy dr.

E(p) — T 4Te
Ab ) A(mm+www>+wnﬁ@Q“
- [ < S 40k Ly g By oe(e))> o

Q(mi—i-m])l—edé( t) 4+ oc(e)  |&(1)] dt
- [ <mg(w (1+ eflf( D+ o0.(e) + T§$T“ _ efzi< f+ oe(e))> dt

Notemos que la funcién € — A% (o) ©s diferenciable en € = 0 y la derivada de

. Con el fin de verificar ésto,
1
4

Gateaux es 0, ya que @[ /4 es un minimo de ‘Ai

iniciemos por calcular la derivada de Gateaux de A% (x.), es decir,
4

d . _d mmy ed—é o(e mm; do o(c

0] = 5 (Gt 0P+ ) + e + T - G +od) |
B mym;  do mym;  doc(e) mym;dd m;m; d o(e)
_<%mﬂwﬁ®+%m+%)% RO ARE0] ¢>eo

mym;  do m;m; do

ma(w @) dt(t) = hi(t)o(t)

Ahora calculemos la derivada de Géteaux de A% (z.). Ya que en este caso la
4

energia cinética no depende de €, tenemos que

d A
%Ai(xe) _&/0 Uo(ze)(T)dT

e=0 e=0
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por lo cual al calcular concluimos

AUy dUydé dt

de d¢ dt de

Por otro lado tenemos que la trayectoria z. en las coordenadas de Jacobi estda dada
por

() =&(te(r)),  ne(r) = n(7),

de donde el potencial viene dado como

Uo()(7) = Uo(&e(7), ne(7)) = Un(&(te(7)), n(7))

y usando el cambio de variable 7 = 7.(t), tenemos que el potencial puede ser escrito
como

Uo(&(te()); n(7)) = Un(€(te(7e())), n(7e(1))) = Uo(E(1), n(7e(2)))-

Forlo-cual AUy dUdedt OU,
o _2rors 7o :

cuando € — 0. Como consecuencia

- (hm(t) " %?(x(t»g'(t)a(m) dt =0

(en la Seccién 4.1.3 de [24] se pueden consultar mdas detalles al respecto). Esta
identidad es verdadera para cualquier funcién 9, y a partir del Lema 1.48 tenemos
que t — hi(t) es una funcién absolutamente continua en [a, b] y cumple

hat) = %(?%m(t))é(t)

para toda t € [a,b]. Una consecuencia inmediata de esta proposicién es que las
colisiones dobles adicionales no son acumulables. O]

Corolario 3.11. Los tiempos en que ocurre una colision doble adicional de un minimo
de A o Son puntos aislados en el conjunto de tiempos de colision.

Demostracion. Sea x un minimo de A 0 t un tiempo de colisién doble adicional

del tipo C;". Sin pérdida de generalidad, podemos cambiar los indices k y podemos
suponer que t € (0,7/4). Para obtener una contradiccién suponemos que t no es
un punto aislado en el conjunto de tiempos de colisién T.(x). Ya que z es continua,
sélo colisiones del mismo ctimulo pueden acumularse en ¢. Como el conjunto T.(x) es
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+oo

cerrado y tiene medida cero, existe una sucesién de intervalos cerrados ([a,, b)), 25

tal que a,, —t, b, — t, cuandon — 400 y

f(an) = g(bn) =0, f(t) # 0 para t € (ana bn)

donde (§,7) es el sistema de coordenadas de Jacobi de x asociadas al cimulo de
binarios que colisionan. La funcién
mm;

I (v) = ——L—|¢]?

W) = Jrmj|§ |
es el momento de inercia del cimulo {i, j} con respecto a su centro de masa. Ahora,
introducimos la notacién I(t) = I(x(t)). Ya que cada intervalo (a,, b,) no contiene
tiempos de colisién, por la Proposicién 3.7 la funcién ¢ — I,(t) es de clase C? en
(Gn,bn). Si s, € (an,b,) denota el punto méximo de [,(t) en el intervalo [ay,by]
tenemos que I(s,) < 0.

Calculando la segunda derivada de I, y utilizando el hecho de que

EOP=260e) v KO = 2(E@0ER) +EER))

y usando las ecuaciones de movimiento (3.21), la identidad de Lagrange-Jacobi:

L(t) = 2 ——L (&) + &)t 3.28
k(1) o (G074 E08) (3.28)
m;m; an
4hy(t) + 2 L2 (x(t)E(t).
Analizando el término 88—[?(13(25)), tenemos que
1 1
9 8U0 _9 mimeins (_ _ _ i _ 2) :
o¢ my+mg \|n+ o EE I — =
asi que 288—[?(x(t))§(t) esta acotado en un entorno de una colisién del tipo Cj. Por la

Proposicién 3.9, la funcién ¢ +— hy(t) es continua en un entorno de ¢ = ¢ y usando
la identidad (3.28) tenemos que I(s,) — +oo cuando n — +oo. Lo cual es una
contradiccion. ]

Teorema 3.12. Un minimo de A’Q no tiene colisiones dobles adicionales.

Demostracion. La demostracion consiste en hacer una deformacion local de la colisién

del cimulo, similar a lo que se hizo en el Teorema 3.8. La interaccién entre el cimulo
Y

que colisiona y el cuerpo que no esta involucrado en la colisién es tratado como una

perturbacion regular. Para obtener una contradiccién, supondremos que una colision
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doble adicional ocurre en el tiempo t. Sin pérdida de generalidad, suponemos que
t € (0,7/4). Trataremos el caso de una colisién del tipo Cy (la colisién del tipo C;
puede ser tratada de forma similar). Sea (£,7n) un sistema de coordenadas de Jacobi
asociado al cimulo {1,2} que colisiona.

Sabemos que la ecuacién de movimiento para dos cuerpos colineales esta dada por

L

e
SL’Q

con i = my + me, mientras que la relacion de energia es

o _ 2p

= —+2h
x

de tal forma que al multiplicar por x tenemos

ri? = 2u + 2hx ~ 2y,

23F ~ \/ 20
1dx
v oy
7 Ve
vidy ~ \/2udt.
Integrando la 1ltima relacion tenemos
2 3
37~ 2u(t —t)
3

Por la igualdad de Sundman, ecuacién (2.15) tenemos

de donde

Njw

X

€0 =6l — i+ 04t —1), 0= ali—1F+00)  (329)

cuando ¢ — t, donde

§o = (9(m12+m2)>3 > 0.

Como & es positivo entonces & estd en S. Dado € > 0, sea f. : [0,7/4] — R* la
funcion definida por

1 si tell—er,t+ez),
£0t) = t*i%j:t si telf+er,+ez+e,
Elaeite s te[l—ez —et—es)
0 si tel0,f—e —eUf+es +¢T/4],
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Figura 3.5: Gréfica de la funcion f,, para e = 0.4

y sea z : [0,7/4] — S la trayectoria definida en coordenadas de Jacobi por
E(t) =&(t) +efe(t)e

ne(t) = n(t),
donde ¢ > 0. Notemos que x. es un elemento de Qi‘

Antes de continuar hagamos las siguientes observaciones:

1.Sit e [0,f—e2 — eult —i—‘e% + €, T/4]; x. tiene coordenadas & (t) = &(t) y
ne(t) = n(t) ast que &(t) = &(8) y 7e(t) = 7(t).

2. Sitet— e%,f—i— e2]; . tiene coordenadas £ (t) = £(t) + ec y ne(t) = e por lo
que &(t) = &(1) y ne(t) = n(t).

3. Site [f—l—e%, f—ke%—l—e]; . tiene coordenadas & (t) = £(t) +efc(t)cy n(t) = n(t),
de donde &(t) = &(t) — ¢y 7e(t) = n(t).

4. Sit e [t_—e% —€,t— e2] z. tiene coordenadas & (t) = £(t) +ef.(t)c y ne(t) = n(?),
de donde &(t) = &(t) + ¢ y 7e(t) = ().

Ademas
0,7/4] = [0,7—€? —eJU[f—€? — e, UL, T+ €2 + €| U[T+e2 +¢ T/4],
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y en los intervalos
0f-c2—d vy [f+eteT/d]

Te ¥ |jo,r/4) son iguales y la diferencia entre la accién de z. y la accién de x| 74
puede ser escrita como la suma de los siguientes dos términos,

AAL(e) = As(z) — A

1 1 1
4 1 1

(xljor/4) = AA;(G) +AAL(e),

donde

t
A = [, (Lo i) = Lz @) (bt

4 t—e3 —e

Como en la demostracién del Teorema 3.8, AA7 (€) puede descomponerse en la suma
4

de tres términos:

AAT(e) = Al (€) + Aj (€) + A5 (),

4

donde

Ar@ = [ We) - v

A= [ W) - v
. 1 f—&-sg +e ) '
A0 = [ Koz — K20

Iniciamos por calcular A (e).

f—‘—e% 1 1
AT(E) = m1m2[ ( —3 — — — - > dt
¢ Solt =15 +ec+O(t —=1])  &lt —t)5 +O(|t =)

E—&-e%
n /t (Uo(xc(t)) — Up(a(t)))dt

La funcién Uy es diferenciable en un entorno de una colisién doble del tipo Cj .
. . . — 3 .,

Introducimos el cambio de variable t = t+(e7)?2, como en la demostracion del Teorema

3.8 de tal forma que en la primera integral obtenemos,

3 i

Af(€) = —Ce2 + O(e) C=—-mm /17'2<1
1 ) 17762 0

5077'_507'4‘0

5 >d7'>0.
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Ya que £(t) v fe(t) son positivos, tenemos

{Jre%Jre 1 ]'
A (€) = mam, /t+ (g(t) +eflt)e §(t)> "

+ _HZM(Uo(fce(t)) — Uo((t)))(t)dt < O(e?).

t+e€2

Por la definicién de f(t) tenemos

3

Af(e) = m /:+ (—2eé(t) + ) at
- s ([ e [
- m (‘20 (5(5—1- €2 + €) —&(t+ e%)) + A+ 2 te—1— 6%))
- m (—20 (§0|€% e+ O(e2 +e) — &lez | — (9(6%)) 4 02(6))
- _m ((e+€2)2 =€) + O(e) < O(e)

donde

n O(e% +e€)— O(e%) + % = O(e)

A partir de estas tres aproximaciones podemos concluir

AAT(€) < —Cez + Oe).

»M»—t—i—

De forma similar, obtenemos la misma estimacién para AA7 (¢)
4
AA;(€) < =Cet +0(e),
4
entonces

AAi(e) < —2Ce + O(e),

la cual es negativa para e suficientemente pequefia. Ya que x|(o,7/4 €s un minimo de

A 0 llegamos a una contradiccion. O
41821
1
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3.5 Demostracion del Teorema 3.1

En esta seccién daremos una breve descripcién de la regularizacién de Levi-Civita
para colisiones dobles y asi como la demostracién del Teorema 3.1. En particular
demostraremos que un minimo de Alg es una solucién periédica con colisién del
problema colineal de 3 cuerpos (ver la Definicién 3.6). Sea {i,j} un ctimulo binario
y denotemos por (§,7) a las coordenadas de Jacobi asociadas. Ahora, introducimos
las variables conjugadas de £ y n

o mim; ¢ & — my(m; +m;) .
- m; + m; ’ M
de tal forma que las ecuaciones de movimiento se pueden escribir como
§ = =, (3.30)
1
- § 9l
E o= —mamyrs + o (6m),
e ¢
, )
n = -,
p
oU,
o = —
S
donde ( )
MM mg(m; +m;
M= . ’ pP= ’ )
m; +m,; M

y M es la masa total del sistema. Para estudiar el comportamiento local de las
soluciones con colisiones parciales, Levi-Civita introdujo en [12] el siguiente cambio
de variables:

2
=22 =22 (3.31)
z
y un reescalamiento del tiempo dado por
dt = |¢|ds = 2*ds, (3.32)

donde t es el tiempo natural, mientras que s el tiempo ficticio (o tiempo de Levi-
Civita). La transformacion (3.31) aplica R* x R en R% x R y es una aplicacion
cubriente con dos hojas. Para ver como se transforman las ecuaciones (3.30), hagamos
unos calculos previos.

= =z 2z ds

Ya que 5 = 22z, entonces z = 2, = Q,LTZ = m = ﬂ%’ de donde tenemos



d : 32 2222 d
Ademés w = d—ttu = 5(25 +2E) = (% + zz2 )d—i entonces
o dwde
o dt ds
. 1 3 f (9U0 w2
1 1 8U0 w2
= —imlm]—+z3a—€(22,n) e
11 [2w? U,
= 5= (M mzmj> z+ 23875(22777)
1 3
— W+ )
d & D2 D2d
Por otro lado, d—:z =n= " = p; = pzdj entonces
,_ dndt _ 22
S dtds  p
AP OUy(&n) _ 9Us(&m) 2 _ OUy(&,m) »ds
Como ¢ = i on = n 2= Tnz 7 entonces

¢/ _ @@ _ ZQaUO(Z2777)
dt ds on

Después de los calculos previos concluimos que las ecuaciones de movimiento
(3.30) toman la siguiente forma

/ w

Z = — 3.33
. (3.33)
1 238U0

ro_ = ~ 2

w - 2f(z,w)z+ 2 85 (Z 777>7

. 22®
p )
ol

o = 22—0(22 n)
8’]’] Y )

d
donde /:% y



es la energia del cimulo {i, 7}, y h es la energfa total del sistema. Notemos que para
cualquier valor de h, las ecuaciones (3.33) estdan bien definidas y son regulares en
la superficie de energia H = h incluso cuando z = 0 y n # 0, es decir, colisiones
parciales que involucran al cimulo {7, j}. Ahora explicaremos el significado de d) en
la Definicién 3.6.

Definicién 3.13. Sea x : R — X una funcion continua que satisface las condiciones
a) y b) y ¢) de la Definicion 3.6. Supongamos que una colision doble ocurre en
el tiempo t e involucra al cimulo {i,j}. Denotamos por (£,m) las coordenadas de
Jacobi asociadas al cimulo {i,j} e identificamos z(t) con (£(t),n(t)). Decimos que
la colision esta reqularizada st y solo si

i) La energia total h es constante.

it) Después de la reparametrizacion, parat en una entorno de t, la correspondencia
t— (&(t),n(t),ZE(t), P(t)) es la proyeccion de una solucion del sistema (3.33).

Para poder realizar la demostracién del Teorema 3.1 requerimos demostrar la
siguiente proposicicién

Proposicién 3.14. Los minimos de A‘Q son soluciones con colision del problema
colineal de 3 cuerpos.

Demostracion. Demostraremos que los minimos de A 0 satisfacen la Definicién 3.6.

Sea x : R +— X un minimo de A‘ . En esta demostracién identificamos z(t) con

(&(t),n(t)), donde (£,n) son las coordenadas de Jacobi asociadas al cimulo {1,2}.
Por los Teoremas 3.8 y 3.12 la trayectoria x tiene dos colisiones dobles por periodo
(sin colisién triple), es decir, a) y b) de la Definicién 3.2 se cumplen. Vamos a
demostrar que se satisface ¢). Por la Proposicién 3.7, ¢ — z(t) es una solucién del
problema de 3 cuerpos en el complemento de los tiempos de colisién. En ¢ = 0 una
colisién doble ocurre e involucra al cimulo {1,2}. Demostremos que t — z3(t) es
una solucién de (3.1) para t cercano a 0. Sea x.(t) = (&(t),n.(t)) una variacién de
10,7/ definida por

§(t) =€(1),  ne(t) =n(t) + edn(t),

donde € € Ry én € H'([0,T/4],X) es una funcién que satisface que supp(dn) C
[0,7/4]. La trayectoria x. pertenece a Q:. Ya que z(t) no tiene colisiones que

involucran al tercer cuerpo en el intervalo [0,7'/4), la aplicacién ¢ — Ai(x.) es
. . , . 1
diferenciable en € = 0, mas aun se satisface

As(z,) = /OZ (K%x) + U(me(t))> dt
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entonces
A = [
4 0

=

de tal forma que

!

(e (o 0 0502 + U6 0.0

!

N~ DN~

(&) + p(0(8) + 20edm(t) + (eon(£))*)) + U(E(t), ne(t))dt

/ prion(t) aa(f()n(t))(én)(t)dt.

Por lo que concluimos que

[ (o) + G2 e 016000 ) ae =0

para toda ¢n. Por el Teorema 1.48 (ver [24]) podemos establecer que la restriccién
Nljo,r/4) es una solucién clasica de la segunda ecuacién de (3.21). Integrando por
partes y considerando la relacion

oU,

pii(t) = 877(5(?5),77(?5))7

tenemos
o 50)+ [ (o0 + G000 ) 01t = pr0)50(0) =0

ya que 0n(0) es arbitrario y p # 0 entonces 7(0) = 0. La invarianza de x bajo la
acciéon de G implica que ¢ +— 7(t) es una solucién de la segunda ecuacién de (3.21) en
un intervalo de tiempo que contiene a ¢t = 0 (de hecho es el intervalo (=177/2,7/2)).
Luego, en este intervalo, t — x3(t) es una solucién de (3.1). Un argumento similar
demuestra que t +— z1(t) es una solucién de (3.1) en el intervalo (0,7), es decir,
la condicién ¢) de la Definicion 3.2 se satisface. Ahora, requerimos demostrar la
condicién d); para lo cual necesitamos verificar que i) y ii) de la Definicién 3.13 se
satisfacen. La energia h(t) = H(x(t),Z(t)) es constante en cada intervalo (—7/2,0)
y (0,7/2) pero a priori el valor de h sobre los dos intervalos podria ser diferente.
Notemos que la energia h(t) puede descomponerse como

pn(t)?

(t) = hs(t) + 22

= Uo(&(#),n(t))

donde hs(t) = hs(x(t),Z(t)) es la energia del cimulo {1,2}. Luego, tenemos que de-
mostrar que ¢ — 7(t) es una funcién de clase C? en (—T/2,T/2) y por la Proposicién
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3.9 la funcién ¢ +— h3(T) es una funcién absolutamente continua en un entorno del 0.
Observemos que

€2 = (€,6), v €] = (€,6)73,

ademaés

(IS

2 = 50t e
R
S

i

Por otro lado notemos que

entonces

dh mimso d mimeso aU() : 8U0 .

T T [T i e

: § myms U,

= —=¢ [—(ml —i—mQ)@ + o 65] _

d [ mims 110U, Uy . 0UyOn
‘dt[m] n[pé‘n]_af o

B (7
KRN Y

€€ mims ..
e g T
Por lo tanto la energia total ¢t — h(t) es constante en (—7'/2,7/2). Por periodici-
dad tenemos que h(t) es constante en R. Ahora verifiquemos la condicién i7) de la
Definicién 3.6. Haciendo uso de la simetria de x es suficiente verificar esta condicién
para una colisién doble que ocurre en t = 0. Sea Z(t) = pé(t) y ®(t) = pn(t). La
trayectoria t +— (&(t),Z(t),n(t), ®(t)) es una solucién de (3.30) para t € (0,7/2).
Definimos

t du

~ o €(u)
85

s(t)



y denotamos por t = t(s) a su inversa. Observemos que por la aproximacién hecha
por Sundman, esta integral es convergente. Si la trayectoria

s = (2(s),w(s),n(t(s)), D(t(s))) (3.34)

o ((5)) (o)
=(t(s))z(s

s) = EUl),  wls) = S,
es una solucién de (3.33) para s en una entorno del 0. En efecto, ésta es la extension
de (&(t),Z(t),n(t), ®(t)) (con el tiempo reescalado). Ya que las ecuaciones (3.33)
son regulares sobre la superficie de la energia, la solucién (3.34) puede extenderse de
forma continua para s < 0. Por definicién tenemos z(0) = 1/£(0) y ®(0) = pn(0) = 0.
A partir de la simetria de las ecuaciones (3.33), es claro que las soluciones (3.34)
satisfacen las siguientes condiciones

2(=s) = —z(s), w(=s) = w(s),
n(t(=s)) = n(t(s)), O(t(=s)) = ®(t(s)),

Esto en particular implica que t(—s) = —t(s). Sea (£,Z2,7,®) : (=T/2,T/2) — R*
la proyeccién de la continuacién de (3.34) después de volver al tiempo real ¢t. Esta
trayectoria coincide con (£, Z,n, ®) en el intervalo (0,7/2). Por las consideraciones
hechas previamente, las variables (£(¢),7(t)) satisfacen las siguientes condiciones de
simetria

§(=t)=¢&t),  a(=t) =(t).

La invarianza de x por la accién del grupo G obliga a que z(t) = (£(¢),n(t))
tenga la misma simetria, por lo que podemos decir que la colisiéon doble que ocurre
en t = 0 esta regularizada. El mismo argumento funciona para la colisién que ocurre
ent="1T/2. O

Para demostrar el Teorema 3.1 necesitamos el siguiente resultado.

Lema 3.15. Un minimo x = (1, x9,x3) de A‘Q satisface

Vitelo,T/4], To(t) <0,

con la igualdad si y sélo sit = T/4.

Demostracion. El mismo argumento usado aqui se puede encontrar en [20] para el
problema de 2n cuerpos con masas iguales. A fin de obtener una contradiccién
supongamos que x3(f) = 0 para algin t € (0,7/4). El subconjunto Fy C X es
invariante bajo el flujo de las ecuaciones 3.1. Ya que x no estd contenido en FEj,
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tenemos que z(t) ¢ Fs, es decir, z(t) ¢ ox(t), donde o es la reflexion respecto a Es
definida en (3.11). La trayectoria

N oy | (@) st te]0,4]
z:00,T/4 — 5, ”f’(t>—{ ox(t) si te[t,T/4]

es un elemento de :. Ya que o es una isometria de X que deja invariante al
4
potencial, la acciéon de z y la accién de x| /4 son iguales, y Z es un minimo de

Ax

0. Observemos que Z no es diferenciable en ¢ = ¢, ya que T no es continua en t.
4

1

Por 15 Proposicién 3.7, y los Teoremas 3.8 y 3.12, todo minimo de 'Ai es diferenciable

en (0,7/4). Esto es una contradiccion al hecho de que cualquier minimo debe ser
diferenciable. O

3.5.1 Parte final de la demostracion del Teorema 3.1

Sea x = (x1, Ta, x3) un minimo de A’Q. A partir de la Proposicién 3.14 sabemos que
x es una solucién con colisién del problema colineal de 3 cuerpos. La invarianza de x
bajo la accién de G implica el enunciado de i) del Teorema 3.1. El enunciado en i) se
sigue de los Teoremas 3.8 y 3.12. Luego s6lo requerimos verificar la condicién #ii). Es
suficiente demostrar que ¢t +— x5(t) es una funcién estrictamente creciente mientras
que t +— x1(t) y t — x3(t) son funciones estrictamente decrecientes en [0, 7'/4].

Por la igualdad de Sundman, ecuacién (3.29), tenemos

€)= Gl — 1+ Ot~ 1), €)= 6l — 17 +00),

cuando t — t, donde

y t es el tiempo cuando colisionan m; y msy. Por otro lado sabemos que en ¢t = 0 las
masas mj; y ms estan en colision doble ya que £ = x5 — z;. Entonces para ¢ en un
entorno del 0 tenemos que

Jlg(t) > xl(t)

Sin embargo después de colisionar las velocidades cambiaran, por lo que en un entorno
del 0, se cumplira

i(t) <0, @) >0 y  ist) <O (3.35)
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Demostremos que z3(t) es una funcién estrictamente decreciente en [0, T/4]. Ya que
#3(0) = 0 y a partir de (3.35) tenemos que @3(t) < 0, por lo que 3(¢t) < 0 y podemos
concluir que z3(t) es una funcién estrictamente decreciente en [0,7/4].

Ahora demostremos que z5(t) es una funcién estrictamente creciente en [0,7'/4].
Supongamos que z(t) es decreciente y por el Lema 3.15 tenemos que x2(t) < 0.
Ahora supongamos que #(t) = 0 (ver Figura 3.6) para alguna ¢ € (0,7/4), por lo
que la funcién podria ser decreciente en (,7/4) y la condicién x9(7/4) = 0 no se
cumplirfa, de donde obtenemos que z5(t) es estrictamente creciente.

T

Figura 3.6: Gréfica de la funcién &o(t).

Para el comportamiento de z;(t) utilizaremos un argumento similar al anterior.
A partir de (3.35) tenemos que en un entorno del 0 se cumple que #1(t) < 0. Su-
pongamos que 1(t) = 0 (ver Figura 3.7) para alguna t € (0,7/4), luego la funcién
t +— x1(t) podria ser creciente en (¢,7/4). Ya que el centro de masas estd en el origen
tenemos que —x1(t) = maxa(t) +x3(t), de donde —z1(t) < z3(t) < 23(0) ya que x3 es
decreciente, y como —z1(t) es decreciente tenemos —x1(7/2) < —x1(t) < x3(0), y la
condicién x1(7/2) = —x3(0) no se cumpliria. Esto demuestra que ¢t — z1(t) es una
funcién estrictamente decreciente en [0, 7'/4].
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T

Figura 3.7: Gréfica de la funcién & (¢).
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Apéndice A

Propiedades del Lagrangiano

Proposicion A.1. La restriccion ‘A’)% es de clase C*

Demostracion. Sea x € H'([0,T], 2\?) y &€ HY([0,T],X) si s € R es pequeno, tene-
mos

T /1 .
Az + 5€) :/0 <2Hx'—|—s§||2—|—U(x+s§)> dt.
Observemos que
&+ s> = (& + s&, @+ s€)
= (&,2+ s&) + s(&, &+ s)
(@,8) + 5(2,€) + (6, 2) +5°(6,)
(@, &) + 25(d, &) + s7(€, &)
= &)+ 2s(&, &) + 7€)

entonces H2

: 2
Az + s€) :/OT (Ha; +sm§+%||€|| -I—U(a:—l—s§)> dt.

La trayectoria z es sin colision, el término del potencial es derivable bajo el signo de
la integral y

CZA(?C—FSQ :/OT (- &+ VU(x)-€) dt.

s=0
Denotemos provisionalmente por

RO = [ (#-E+VUG@) €)di

demostremos que F, (&) es acotada, propiedad que para funcionales lineales equivale
a la continuidad, puesto que el lazo z es sin colisién, VU (x) es una funcién continua
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y acotada para t en particular es de clase L? como ¢ es una funcién cualquiera en
H'([0,T],X), tenemos que:

B = | [ (56 VU@ -¢) i
< /0 |r'c-€|dt+/0 VU () - €|dt
< [ 1tend+ [ IvU@lelar

</0T H'ﬁ”zdtym (/OT ’!SI\th> "y </0T Hw(:z:)H?dt) - (/OT MH%) 2

< @l lléllzz + IVU (@) z2]|€]] 22

IN

como
1115 = llglZ2 + ll€lz2

entonces

1E (O] < (2]l + VU @)l 22) 1€l e

Asi F,(§) estd acotada, entonces la accién Lagrangiana es derivable y la derivada de
Gateaux en z es el funcional lineal F,, que en lo sucesivo denotaremos por d,.4. Resta
demostrar que la funcién x — 0,4 es continua. Definimos la norma || - ||B1([07T]7 x) en
el espacio dual de H*([0,T7], X') como

||f||;{1([O,T],X) = sup | f ()]
z€H'([0,T),%)
llzll =1

Sea z € H'([0,T],X) y h € HY([0,T], &), tales que el segmento [z,x + h] esté

totalmente contenido en H'([0, 7], X). Observemos que:
”fsx—i-hA — 5$A||>’I<{1([O,T],X) = sup ’6m+h-/4(§) - 5Z‘A(€)|
£eH([0,T],X)
||§HH1

T ,. .
= sup / (h-£+(VU(x+h)—VU(x))f)dt
¢eH*([0,T],x) /0
€11 g1
= sup (|l + VU@ +h) = VU(@)]12) - €]
¢eHY([0,T],%X)
€11 g1

< il + VU (2 + h) = VU ()] 12
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Si suponemos que ||h|| g1 — 0 entonces ||A||2 — 0y h converge uniformemente hacia
0. Por lo tanto
IVU(z +h) = VU(@)|2 =0

La aplicacién x — d,.4 es continua y A‘ es de clase C*, lo que demuestra la

H([0,T7],%)
proposicion. O

Proposicion A.2. Los puntos criticos sin colision de A son las soluciones T periddicas
del problema de n cuerpos y los puntos criticos sin colision de A, , son exactamente
las soluciones x: [0, T] — X del problema de n cuerpos tales que x(0) =p y x(T) = q

Demostracién. Un lazo en X es un punto critico del sistema si y sélo si para cada
yeX:

/OT(x'-y—i—VU(x)y dt =0, (A1)

ésto es equivalente decir que #(t) es absolutamente continua y

i = VU(z) (A.2)

para casi todo ¢ € [0,T]. Pero el segundo miembro de esta ecuacién es continua, z(t)
es de clase C?, y la ecuacién (A.2) es vdlida para todo ¢ € [0,T]. con respecto a A, ,
Una trayectoria x € A, , serd un punto critico de A, , si y sélo si la identidad (A.1)
se verifica para toda y € H([0,T], X) tal que y(0) = y(T) = 0 lo que es equivalente
al hecho de que z(t) sea de clase C? y que comprueba (A.2) para todo t € [0,T]. La
proposicion es demostrada. O
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Apéndice B

Accién de las 6rbitas Keplerianas
elipticas y colineales

El problema de 2 cuerpos estudia el movimiento de dos particulas que se mueven por
su mutua atraccién gravitacional; este problema puede ser reducido al problema de
Kepler. Considerando el origen de coordenadas en una de las particulas, digamos m,
de tal forma que la otra particula my se mueve bajo la acciéon gravitacional de m;.

Sean x1, 75 € R3 los vectores de posicién de dos particulas con masas m; y ma,
respectivamente, relativos a un sistema de coordenadas inercial. Utilizando la Ley de
Gravitacién de Newton, las ecuaciones que describen a este movimiento son:

.. gmima (1 — x3)
— B.1
s gmama(zs — 1)
242 ‘IQ _ $1|3

El objetivo del problema de 2 cuerpos es encontrar las soluciones x1(t) y xo(t) para
posiciones y velocidades iniciales dadas. Iniciaremos reduciendo el sistema (B.1) al
problema de fuerza central, pues a partir de éste podremos encontrar las soluciones.

Dividiendo la primera ecuacion del sistema (B.1) entre my, la segunda entre ma,
restamos y consideramos que x = x3 — x1, entonces

. gmiT  gmax
i = - PR (B.2)
_g(mi 4+ mo)x
|z[?
_
| z[?



donde z € R3\ {0}, 1 = my + meo, y sin pérdida de generalidad consideremos de aquf
en adelante que g = 1. El problema de fuerza central definido en (B.2) se conoce
como problema de Kepler.

A continuacién enunciaremos algunas definiciones necesarias para algunos de los
siguientes resultados .

Definicién B.1. [7] Sea C' una curva cerrada y orientada, definida por z(t) con
t € [a,b], y sea p un punto del plano que no esté en la curva. Entonces, la funcién
¢: C — S! dada por
_z(t)—p

|z(t) — pl’
define la aplicacién que da la posicién de la curva relativa al punto p. Cuando un
punto en C' da vuelta alrededor de la curva una vez, su punto imagen ¢(z(t)) se
moverd alrededor de S' un nidmero de veces, este nimero es llamado el grado de la
curva (nimero de vueltas) C' relativo al punto p, y denotamos esto por deg(x, p).

t € [a,b],

Definicién B.2. Si z(t) es una érbita T periddica de grado k, definimos el periodo

minimo de la érbita como —. La érbita ’ periddica se dice orbita de periodo minimo.

k

Lema B.3. Sea x una oérbita Kepleriana de (B.2) con periodo minimo T. Entonces
el funcional de accion de x es

22\ 1/3
Alz) =3 <mO;7T > T3, (B.3)

Demostracién. Consideremos una solucién eliptica Kepleriana z(t) = r(t)e?® de
(B.2). Supongamos que tiene periodo minimo 7. El funcional de accién de esta
solucioén es

Alz) = /OT L(z, &) dt = /OTK(Q':) +U(x) dt
_ /OTH(x,;t)+2U(x) it = HT+2/OTU(x) dt,

donde H(z, 1) = K(&) — U(x).

Ahora, calculemos esta tltima integral, recordando que U(zx) = ﬁ =,
T T/2 T/2 dt maz (]
/ U(x)dtzZ/ U(x)dtonc/ 7:204/ a (B.4)
0 0 o r(t) I

Para terminar de calcular la integral es conveniente introducir una variable auxiliar
1, llamada anomalia excéntrica, definida implicitamente por

r=a(l —ecosy). (B.5)
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La variable ¢ esta bien definida ya que es conocido que r toma el valor minimo en
r=a(l —e) y el valor maximo en 7 = a(1 + €), en cuyo caso estamos.

Despejando a 7 de la ecuacion

m J? o
H=—|7? S
2 (7’ +m27’2> r

2 o J?
S N
i \lm( +T 2m7‘2>
Sustituyendo el Hamiltoniano H por —g-, y recordando que a = %5 y p = T‘r]L—i
obtenemos
. 2 a o pa
o= o2y~ 3
1 /2a\/ r2 a(l — €?)
= y—/-——4+r—-——"}7
r\ m 2a 2
Por 1ltimo, sustituyamos a r por a(l — ecos)), y simplificando obtenemos

| a esen
rN=\— 77—

ma \1—ecost) )’

1 1
— dr:\/—ma esen@/):,/@.
7|7 a esen a

Por lo tanto, la integral (B.4) queda expresada como

T Tmaz ™
/ U(z)dt = 2a/ dr 2a/ ’/@ dy = 2v/maar.
0 T 0 «

tenemos

de donde

De esta manera la accién de cualquier érbita Kepleriana z(t) de periodo minimo T
es

A(x) = HT + 4v/maam

Finalmente, usando la tercera ley de Kepler, y H = —7-, podemos escribir la accién
en términos de m, ay 1"

Alz) =3 (ma2”2> v T3,
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Notemos que la accién no depende de la excentricidad e de la orbita.

Observacién B.4. Sea x = xz(t) una 6rbita eliptica Kepleriana T-periédica con

periodo minimo % Consideremos a y = y(t) la 6rbita T-periédica definida por

y(t) = z(%), es decir, la 6rbita y tiene periodo minimo 7'y ademds cumplen con

9 9 % % ) 2,2 % L 9
kA(z) = 3k <m0;”> (i) — k33 (mo‘;> T3 = k3 A(y) > Aly).

Es decir, la acciéon de una orbita con periodo minimo 7" no es mayor que la accion de
una orbita con periodo T'.

Ahora consideremos las 6rbitas Keplerianas colineales (es decir con J = 0). Una
solucion extendida x(t) de la ecuacién de movimiento (B.2), con t € [0,T], es una
curva continua cuya trayectoria es la union de 6rbitas Keplerianas y el origen. Sea
E, C [0,7] un conjunto cerrado en el cual z se anula. Por continuidad z(t) inicia
6 termina en colisién en cada componente de [0, T])\E,, de tal forma que las com-
ponentes de z(t) son lineas rectas, pues las d6rbitas Keplerianas colisionan sélo en
configuracion colineal.

La figura B.1 muestra una solucién extendida con una tinica componente, ademés
de una solucién extendida de dos componentes. Esta tltima tiene componentes de
periodos T y T, v el periodo total de la trayectoria es T' = T 4+ T5, la cual inicia en
el punto de reposo ¢, luego la particula va hacia el origen, emergiendo de aqui con
un angulo arbitrario para moverse hacia el punto ¢o, donde toca la curva de velocidad
cero; luego en ¢o toma camino de reversa, y la trayectoria termina en ¢;.

Figura B.1: Solucién extendida con una y dos componentes, respectivamente.

En este contexto, consideremos el caso de érbitas de colision-expulsion con una
Unica colision, es decir tomemos las orbitas Keplerianas que inician con velocidad
cero y se mueven hacia el origen hasta que ocurre una colision en t = %, entonces las

masas después de colisionar regresan a su posicion inicial en ¢t = T'.. Este es un caso
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particular de las soluciones T' periddicas extendidas para el problema de Kepler, las
cuales pueden ser consideradas como Orbitas elipticas degeneradas. En este caso el
momento angular es cero y el eje mayor a = |x(0)|.

A partir de
4 2
72 = T ;3 (B.6)

«

y (B.5), la férmula del cuadrado del periodo (B.6) puede ser obtenida para una
de las drbitas colineales. Notemos que ésta no depende de e. Los calculos para la
accion de x son similares, esto es, ya que la colision ocurre al tiempo %, definimos
T = % y por tanto T' = 27. Luego como un caso particular del Lema B.3 tenemos

wl=

. (B.7)

1 %3 ma?n?\ ? 1

= — 3
<2) 2 T

3 1
= —(ma’r?)373,

2

JA((2r)) = 33 (mo‘2”2>é (27)

ol

En [11], Gordon llama “piernas” a las componentes de las soluciones extendidas,
por lo tanto éstas pueden ser 6rbitas de colision-expulsion 6 expulsion-colisién. Si una
orbita extendida tiene £ componentes con tiempos de colisién 7; entonces el periodo

total T' = Zle 27;.
Resumimos los ultimos célculos en el siguiente lema.

Lema B.5. i) Sea x(t) una orbita Kepleriana colineal extendida con periodo minimo
T, tal que satisface

o(£) =0, z(t)=a(T —1t), para todo t € [0,L], &(0)=i(T)=0. (B.8)
Entonces el funcional de accion en x estd dado por (B.3).

i1) 81 2(0) = 0 y la orbita x(t) se mueve hacia el origen hasta que ocurre una colision
en (1) = 0, entonces

T 3
/ L(z,z)dt = i(moz27r2)%7'%.
0
Observacién B.6. Observemos que g(t) = ¢3 es una funcién convexa para t € [0, ).
Sea x una Orbita periddica extendida del problema de Kepler, y sean ¢; las longitudes

de los componentes de E,. Si la accién de z es finita y consideramos 3, t; = T', por
convexidad se cumple

Sz (Xy) =1
J J
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Como consecuencia la accion total satisface

() gt = a()

3<ma7r %

S ol

(%)
-(4))

En particular si x es una orbita con una tnica colisién tenemos que t; = t, = %

Luego la igualdad se cumple en la ecuacién anterior si y sélo si existe solo una colisién.
En otras palabras, la accién de las soluciones periddicas extendidas del problema de
Kepler de la forma (B.8) tienen una accién menor que las drbitas extendidas con més
de una colisién.
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Apéndice C

Las ecuaciones de movimiento en
términos de las coordenadas de
Jacobi

En esta seccion vamos a definir un sistema de coordenadas, el cual es ideal para
estudiar el problema de n cuerpos. Primero, fijamos el centro de masa del sistema de
los n cuerpos en el origen de coordenadas, de tal forma que una de las coordenadas
es el vector que va de una particula a otra, lo cual es muy 1til cuando se estudia el
caso en que dos particulas estan proximas una de la otra. Por ultimo, consideramos
otra coordenada como el vector que va del centro de masa de las n — 1 particulas a
la n-ésima, lo cual es 1til cuando se estudia el caso en que una particula esta lejos de
la otra.

Sean n masas puntuales moviéndose bajo la ley de atraccion de Newton. Sean m;,
¢ € R p; € R3 i =1,...,n, la masa, el vector de posicién y el vector de velocidad
de la i-ésima particula, respectivamente.

Definimos la sucesién de transformaciones iniciando con g1 = q1 y i1 = mq y
procedemos inductivamente de la siguiente forma:

Uk = 4k — k-1,
Tt ¢ g = (1/pe) (Mg + pe—195-1), (C.1)

M = Mg—1 + My

para k = 2,...,n. ui es la masa total, y gi es el vector posicion del centro de masa
del sistema con indices 1,2, ..., k. El vector uy es el vector de posicién de la k-ésima
particula relativa al centro de masa de las otras k — 1 particulas (ver la Figura C.1).
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CM ma

U2

g3

Figura C.1: Coordenadas de Jacobi para el problema de 3 cuerpos.

Consideremos Tj como el cambio de coordenadas de gr_1, U2, ..., Uk_1,Qk,---,(n @
ks Uy -+« s Up—1, Qkt1s - - - @, O simplemente de gx_1, qx & g, urr1. La inversa de T} es

qk = (f—1/ ) ur + g,
T, ' (C.2)
Gr—1 = (—mp/ px)ur + g

Esta es una transformacién lineal sélo en las variables ¢, es decir, en el subespacio
Lagrangiano; mientras que es una transformacion simpléctica en las variables p, ver
[9].

Para hacer de T} una transformacion simpléctica, definimos G7 = p; y

Vg = (-1 /pe)Pk — (Mi/ ) G,

Qk (C.3)

G = pi + Gi-1,

Pe = Uk + (mi/ ) G,
Q' (C.4)
Gr—1 = vk + (p—1/ 1) G

Si denotamos la matriz de coeficientes en (C.1) por A, entonces la matriz de coefi-
cientes en (C.2), (C.3) y (C.4) son A~!, A=T yv AT respectivamente, tal que el par T,
Q1 es una cambio simpléctico de variables. Entonces la composicién de todos esos son
cambios simplécticos de coordenadas, y el conjunto total g,, us, ..., un, G, v, ..., Uy
forman un sistema de coordenadas simpléctico el cual es conocido como coordenadas

de Jacobi.
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Ahora nos centraremos en escribir las ecuaciones de movimiento del problema de
tres cuerpos en términos de las coordenadas de Jacobi. Iniciemos por definir lo que
es un cumulo.

Dados dos indices diferentes i, j € {1,2,3}, la pareja {i,j} es llamado un cimulo.

Sea k € {1,2,3} \ {i,j}. Las coordenadas de Jacobi asociadas al cumulo {i,j}
estan definidas de la siguiente manera.

n = rp— —— (C.6)

Las funciones K y U se escriben

mm; 5'2 X my(m; + mj)ﬁ2

K(z,z) = C.7
(@d) = h ()
U(z) m‘;’” + Up(z) (C.8)
donde Uy = —"ik— 4 kv M = my +may+msg es la suma de las masas.
|n+7ni+'mj £| |W7W5|
Las ecuaciones de movimiento escriben de la siguiente forma
J 5 m; + m; an
£ =—(m; +mj) s + ——2L (€ C.9
(i) gy G Em) (C.9)
M oU,
) = : C.10
= £ ) O (&) (C.10)
y la funcién
mim; .o MM,
hi(x, &) = e e C.11
MO = ) T e .

es la energfa del cimulo {i, j}. La cual estd bien definida para & # 0.

Ahora demostraremos la ecuacién (C.7). En términos de £ y n las coordenadas
x1, T2 ¥ T3 quedan expresadas como

_  __ma _ m3
1= mlerQg Rl
— mi _ m3
T2 = m1—‘:-mz5 M

py = mamag
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La energia cinética en las coordenadas de x = (x1, z9, x3) es

. 1 . 1 ) 1 .
K(z, &) = —mlir]* + mo|da|? + Sma|d;)°
2 2 2
1 . 1 . 1 .
= §m1<x1,x1> + 57712(9027352) + §m3<x3, T3)
Sustituyendo los valores de 1, 2 ¥y 3 encontramos
. 1 —mg . M3 —Ma : N3
Ko = (e )
(v, ) 2m1 mM1Mo M " mims M
1 mq : ms . mq : ms >
+2m2<m1+m2 M e T M
+1m <m1+m2, my + Mo >
2"\ T M P M
es decir
K(e,i) = Y S LSy 0 L Y
x,x) = —-m | ———=(, — (€, —3p,
2 ! (m1 + m2)2 (m1 + mg)M 77 M2 77 77
2 2
my c o mims s ms . .
+7m T N9 ) - 2— ) + ) )
5770 ()~ 20 i)+ i
1 (my +ma)?,. |
—|—§m3 <MQ<77,77>
de donde concluimos que
L mamy sy ma(my +ma) L
K S .
(5.8) = g e e a0 L)

Asi que podemos escribir la energfa cinética del cimulo {i,j} como

1 ( mim; |§|2 N my(m; +m;) |77’2> '

K(x,z) ==
(«T,x) 2 mi—i—mj M

Por otra parte, la energia potencial para el problema de tres cuerpos es
mims myms man3

U(x) = U(ry, 19, 73) =

_|$1—$2| |I1—l’3| ’1’2—953|'

Calculemos las distancias relativas en términos de las coordenadas de Jacobi

71 — 32| = [¢]

e P L [ L

2 3 my + Mo MT] M my + moy
mo ms my + mo ’ mo

€r1 — X = e U | I ——— = + —

|71 — 5] ’ e Vil YR il e




Por lo tanto, la energia potencial del cimulo {i, 5} es

m;my;

donde o — - )
o\T) = o . .
‘T] + m'fi’]Vn] ‘77 B mz‘f’mjg
Ya que
.o mj(arz—x])
t 2 | — @
j=1,2,3
i #j
obtenemos
i m2($2 - I1) m3($3 - xl) (C 13)
! |CU1 - I2’3 |I1 - $3’3 ’ .
G — _m1($2 - $1) _ m3($2 - $3)
? |79 — 213 |79 — @33 7
- _m1(9€3 - $1) _ m2(9€3 - $2)
’ 23 — 21 w3 — o
Ahora calculemos 5
L (m; +m;) e S
h—mﬁWf h+
Por (C.12), tenemos
% o —mams (77 + m1+m2 g) (mlrj-zmz) mants (77 T omitme )
5 =
¢ M+mﬁm£ \n———*
—Mmi1mom, mi1m m. mi1mom, m 2m m
m11+r2n237] B (77111+27712)?é m11+2m237] - (TnlﬁrT?lQ)?é
3
’77 + m1+m2§ ‘7] - m1+1mQ§

ml +m2

Multipliquemos la ecuacién anterior por para obtener

- ml”erg N + m1+m25

mg3 - 3
M—mﬁmf M+ §

m1 +m2
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asi la ecuacién (C.14) se escribe como

- f m@—l—m] (?UO
= —(mitm)) s+ ——
( ])‘5’3 mzmj

(S, n)-

Lo siguiente es calcular 7. A partir de las ecuaciones (0.13)

. My + Mmoo
N = Ii3— ———

my + Mo
. ml(l'g — ZL’l) mQ(Ig — [Eg)
|z3 — 21[3 |z3 — 29[3
mg(z2—a:1) m3($3—x1) —ml(CUQ—l‘l) _ m3($2_$3)
_ml ( |lz1—22]3 + w1 —23]? T My |z2—21]3 lz2—z3|?
mi1 + mo

Simplificando obtenemos

i = (x3 — 21) ( —mamg ml) N (x5 — x2) (( —Mms3me

C.16
‘1‘3—1’1’3 my + Mo |.1'3—£L‘2|3 m1+m2)—m2> ( )
(n+ 75556) ( —Mm, ) (= i é) ( —Mmy, >

In + my + mo 7 — =3 \my +my

m1+m2§‘3

Uy

De la expresién (C.12) parai =1, j =2 y k = 3 calculemos, o

oU, —mams(n + 3-8 mams(n — EE-E)
870(5777) = +3 - . = 3 - (C-17)
K I+ n— g

mi +m2£
M
m3(mi1+mz)’

M Uy (it pfEo6) e (n — )

— mi1+mso mi1+mso mimso mi-+mso . 018
m3(m1 + mg) 67’] ‘77 + ‘77 . ,11 26 3 ( )
mi1—+m

Multipliquemos la ecuacion anterior por entonces

m1+m2£
e (C.16) y (C.18) concluimos

i = M 00 ).

mg(ml + mg) 87]

S6lo nos resta encontrar la energia del cimulo {i, 7} en términos de las coordenadas
de Jacobi. En particular, encontraremos la energia del ciimulo {1,2}, vamos a usar
el mismo argumento que utilizamos en la seccion 2.2 y obtenemos

N m;mg; 2

mim;

€l
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