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“.. hsi, por ejemplo, todos los seres gue piensan son
diferevtes, y siv embarge, todes se parecen en el
don de pevsar y desear. (a materia es la misma en
todas partes, pero en cada munde mavifiesta
propiedades distintas.

iCuintas propiedades tieve su materia?

Micromeaas, Voltaire
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RESUMEN

Este trabajo ha sido motivado por la intensa investigacién que se ha venido realizando en el area
de los gases atémicos ultrafrios. En especifico, en el &mbito experimental uno de los resultados mas
importantes ha sido el de generar un Condensado de Bose-Einstein (BEC) molecular, a partir de
un gas de fermiones en dos estados de espin diferente. Esto ha sido posible al aplicar un campo
magnético externo, que modifica las propiedades de interaccion entre los a&tomos del gas a través de
su longitud de dispersion.

El objetivo de este trabajo consiste en estudiar las propiedades termodinadmicas de un gas de
fermiones con interacciéon en dos estados de espin diferentes, en el régimen de bajas temperaturas,
incluyendo a la longitud de dispersiéon como una variable que contribuye al estado termodindmico del
sistema. La longitud de dispersién a es un pardmetro que caracteriza las propiedades de interaccién
entre pares de particulas en el régimen de bajas energias. En un gas de fermiones con interaccién
atractiva, se pueden producir estados ligados entre fermiones en estados opuestos. Sin embargo,
dependiendo del signo de a, el estado del par presenta propiedades completamente diferentes: cuando
a < 0, los fermiones forman pares de Cooper con una energia de “enlace” que decae exponencialmente
con la longitud de dispersién a; en el caso contrario: a > 0, cada par de fermiones forma una molécula
con espin entero y por lo tanto con propiedades de bosén, en este caso la energfa de enlace varia con la
raiz cuadrada de a y por lo tanto es mucho mayor a la de los pares de Cooper. Este esquema conocido
como: “cruce BEC-BCS”, consiste en un cambio de régimen en un gas de Fermi. Pasando de un
estado tipo BCS (Bardeen Cooper Schrieffer) donde los fermiones forman pares de Cooper (a < 0);
a un estado BEC (Condensado de Bose-Einstein) donde los fermiones forman moléculas bosénicas
compuestas por un par de fermiones en estados opuestos (a > 0). Para determinar las propiedades
termodindmicas se emplea la teoria BCS y el procedimiento de renormalizacién propuesto por A.
Leggett para obtener la expresion del gran potencial en el ensamble gran canénico, identificando a
la longitud de dispersiéon como una nueva variable. Este esquema permite analizar completamente
la termodinédmica y conduce al reconocimiento de la variable conjugada a la longitud de dispersion:
el contacto. Es importante mencionar que esta variable ha sido identificada recientemente como
resultado de usar un potencial de contacto en la interaccién



ABSTRACT

This work has been motivated by the intense research in ultracold atomic gases. Specifically, in
experimental matter, one of the most important results has been the realization of a molecular
Bose-Eintein (BEC) state from a Fermi gas composed of atoms in two different spin states. The
esential mechanism to produce this transformation is the application of an external magnetic field,
which modifies the interaction properties between the Fermi atoms through the scattering length.

The goal of this work is to study the thermodynamic properties of an interacting Fermi gas
composed of atoms in two different spin states in the regime of low temperatures, including the
scattering length as a variable that determines the thermodynamic state of the system. The scatter-
ing length a is the parameter that characterize the interaction properties between pairs of particles
in the low energy regime. In a gas of fermions with attractive interaction, pairs of fermions in
opposite states can form a bound state. However, depending on the sign of a, the pair state has
completely different properties: when a < 0, the fermions form Cooper pairs with an “binding ener-
gy” that decays exponentially with the scattering length, in the opposite case when a > 0, the pair
of fermions compose a molecule with integer spin and thus having boson properties, in this case
the binding energy varies with the square root of a and is much greater than that of the Cooper
pairs. This scheme, known as “BEC-BCS crossover”, is a change of regime in a Fermi gas. From
a BCS state (Bardeen Cooper Schrieffer) where the fermions form Cooper pairs (a < 0), to a BEC
state (Bose-Einstein condensate) where the fermions compose bosonic molecules of a pair fermions
with opposite state (a > 0). To determine the thermodynamic properties we use the BCS theory
and the renormalization procedure proposed by A. Leggett to obtain an expression for the grand
potential in the grand canonical ensemble, where the scattering length a is a identified as a new
state variable. This scheme will allow us to analyze the whole thermodynamics but it also lead us to
recognize the role of the thermodynamic conjugate variable to the scattering length: the contact. It
is important to mention that such varible has been recently identified as result of the use of contact
interaction potentials.



Introduccion.

L campo de la fisica de bajas temperaturas tiene ya una larga historia, y comienza formalmente
QE con los trabajos de H. Kamerlingh Onnes en busca de licuar el Helio tratando de corroborar
algunos de los resultados obtenidos por su paisano Van der Walls. En en ano 1911, Kamerlingh
descubre el fenémeno de la superconductividad al hacer mediciones de la resistividad en el mercurio
y algunos afios después (1937) el fisico ruso Piotr Kapitsa descubre el fenomeno de la superfluidez en
el Helio al bajar la temperatura por debajo de su punto de ebullicién. Ambos fenémenos representan
el paradigma de los sistemas cuénticos compuestos por un niimero macroscopico de particulas en el
régimen de bajas temperaturas. La descripcion teodrica de estos fendmenos ha sido motivo de grandes
esfuerzos, y ante el continuo descubrimiento de nuevas propiedades muchas preguntas quedan por
resolver.

La superconductividad fue observada por
primera vez en mercurio cuando Kamerlingh
Onnes detectd que la resistencia eléctrica de
dicho material desaparecia bruscamente al en-
friarse a 4 K (-269 °C), cuando lo que se es-
peraba era que disminuyera gradualmente hasta
el cero absoluto. La superconductividad ocurre
en una gran variedad de materiales incluyen-
do elementos simples como el estano y el alu-
minio, asi como diversas aleaciones metélicas y
algunos semiconductores fuertemente dopados.
La superconductividad no ocurre en metales no-
bles como el oro y la plata, ni en la mayoria
de los metales ferromagnéticos. Apesar de que
la propiedad maés sobresaliente de los supercon-
ductores es la ausencia de resistencia, lo cierto es que no podemos decir que se trate de un material
de conductividad infinita, ya que este tipo de material por si s6lo no tiene sentido termodinami-
co. El campo magnético distingue dos tipos de superconductores: los de tipo I, que no permiten
en absoluto que penetre un campo magnético externo, y los de tipo II, que son superconductores
imperfectos, en el sentido en que el campo realmente penetra a través de pequenas canalizaciones
denominadas vortices de Abrikosov, o fluxones. Estos dos tipos de superconductores son de hecho
dos fases diferentes que fueron predichas por Landau y Abrikésov. Al fenémeno que hace que no
permita que penetre el campo se le conoce como efecto Meissner. Cuando a un superconductor de

Kamerlingh Onnes en su laboratorio, junto con Ehrenfest,

Lorentz y Bohr.
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12 Introduccion.

tipo II se le aplica un campo magnético externo débil lo repele perfectamente. Si dicho campo au-
menta, el sistema se vuelve inestable y prefiere introducir vortices para disminuir su energia. Estos
van aumentando en ntmero colocdndose en redes de vortices que pueden ser observados mediante
técnicas adecuadas. Cuando el campo es suficientemente alto, el niimero de defectos es tan alto que
el material deja de ser superconductor. Este es el campo critico que hace que un material deje de
ser superconductor y que depende de la temperatura.

Por otra parte un superfluido es un estado de la ma-
teria caracterizado por la ausencia total de viscosidad (lo
cual lo diferencia de una sustancia muy “fuida” que ten-
dria una viscosidad cercana a cero, pero no exactamente
igual a cero), de manera que, en un circuito cerrado, fluiria
interminablemente sin friccion. A excepcién del Helio, el
resto de los gases nobles a muy bajas temperaturas tiende
a solidificarse logrando un mayor orden que en la fase
liquida al cristalizar en determinada estructura. El He es
el tinico elemento quimico que no solidifica aun a temper-
aturas cercanas al cero absoluto y a presiéon atmosférica.
En particular, el isotopo del He, el 2He también sufre una
transicion al estado superfluido, pero a temperatura de 4.2
K y con caracteristicas de transicién mas similares a las
que se observan para los superconductores, por tratarse de
un sistema fermioénico. El modelo de dos fluidos propuesto
por Landau para describir el estado superfluido, considera
que en este hay de dos fluidos con propiedades diferentes; por ejemplo, una de las componentes se
mueve sin viscosidad, mientras que la otra es un liquido viscoso ordinario. Landau llamé a la primer
componente superfluida y a la segunda normal. Al fluir, solamente la componente normal trans-
porta calor, puede decirse que esta componente es el calor mismo y que se ha separado de la masa
del liquido y que se mueve respecto a la componente superfluida. Desde luego, este mecanismo de
conduccion de calor difiere completamente de nuestra idea usual de este proceso, que esta asociada
al movimiento térmico desordenado de las moléculas de un sistema. Otra caracteristica del estado
superfluido es la capacidad de presentar vortices cuando es sometido a un movimiento de rotacion.
Dicha propiedad fue explicada en términos de la ecuacién de Gross-Pitaevskii, que contempla la
interaccion entre pares de particulas a bajas energias a través de un potencial de contacto (delta de
Dirac).

Pyotr Leonidovich Kapitsa (izquierda) junto con

Nikolai Semidénov.

Més recientemente, a través de los trabajos experimentales con gases atémicos neutros ha sido
posible obtener temperaturas por debajo de microkelvins. Esto se ha sido posible gracias a los
espectaculares avances en las técnicas de confinamiento y enfriamiento de gases, que emplean campos
magnéticos y radiaciéon laser. En este régimen de temperaturas el comportamiento cuantico de la
materia pone de manifiesto la naturaleza bosoénica y fermidnica de un conjunto macroscoépico de
atomos a través de la fase de condensado de Bose-Einstein y de gas degenerado de Fermi.

La condensacion de Bose-Einstein (BEC), que se refiere a la ocupacion macroscopica del
estado cuantico de menor energia, se logré conseguir en el ano 1995 por dos grupos diferentes: uno de
ellos empleando un gas con dtomos de sodio (?’Na) a la temperatura de ~ 2 uK [Davis et al., 1995]; y
el otro con adtomos de rubidio (]’Rb) a la temperatura de ~ 200 nK[Anderson et al., 1995]. Mientras
que la obtencion de un gas degenerado de Fermi, que hace evidente el principio de exclusion
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de Pauli en un sistema macroscopico, se consigui6 en el ano 1999 con un gas de atomos de potasio
40K [DeMarco and Jin, 1999]. Dichos logros motivaron por un lado un exhaustivo analisis teérico
de estos sistemas a fin de obtener su descripcion, pero también dieron lugar a la posibilidad de
manipular estos sistemas a fin de conseguir nuevos estados de la materia, exhibiendo en su esplendor
la naturaleza cuantica de la materia.

-------

g o FERMI
T/Te=3 T/Te=0.5
(a) La imagen muestra la nube del gas, asi como su dis- (b) Evidencia del estado degenerado en un gas de Fermi
tribucién espacial; a tres diferentes temperaturas, T [DeMarco and Jin, 1999].

es la temperatura critica del BEC[Davis et al., 1995]

Observacion de la fase de Condensado de Bose-Einstein y gas degenerado de Fermi.

Algunas de las propiedades de esta diversidad de fendémenos que se presentan en los sistemas a muy
bajas temperaturas, se ha logrado unificar. En el afio 2003 se consigui6é generar un condensado de
Bose-Einstein a partir de un gas de fermiones en dos estados de espin diferente |Greiner et al., 2003|
[Zwierlein et al., 2003a]. Esto fue posible al modificar la interaccion -a través de la longitud de
dispersion- entre los fermiones del gas aplicando un campo magnético externo. La longitud de
dispersién a es un parametro que caracteriza la interaccién entre pares de particulas en el régimen
de bajas energias, y se puede variar aplicando un campo magnético. Esto es posible, debido a la
cercania entre la energia del estado donde un par de particulas son libres y el estado donde el
par esta ligado; adicionalmente, la propiedad del espin en los fermiones permite que la diferencia
de energia entre ambos estados se puede modificar -por efecto Zeemann- al aplicar un campo
magnético, entonces al disminuir esta diferencia de energia se produce un fuerte acoplamiento entre
ambos estados posibles. El efecto resultante es que la longitud de dispersién a, de los fermiones
varfa con el campo magnético aplicado y para cierto valor del campo By, esta diverge y cambia
de signo (ver figura siguiente). Esta propiedad conocida como resonacia de Feshbach, es la que
ha permitido modificar y cambiar el signo en la longitud de dispersion en los 4tomos de un gas de
Fermi a muy bajas temperaturas.

En un gas de fermiones con dos estados de espin diferentes y que interactiian atractivamente, los
fermiones pueden forma por pares un estado ligado. En este caso, la longitud de dispersién puede
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a>0

a<0

longitud de dispersion a

By

campo magnético B

Resonancia de Feshbach.

tomar tanto valores positivos como negativos, y su signo determina de manera importante las
propiedades de los fermiones del gas. Cuando a es negativa, los fermiones forman pare de Cooper;
mientras que cuando toma valores positivos se produce un estado ligado y un par de fermiones
conforma una molécula bosonica, debido a que esta compuesta por un par de fermiones. Ambos
estados difieren notablemente; por un lado el “tamaino” de los pares de Cooper es mucho mayor, no
solo al de una molécula tipica, sino a la distancia promedio entre las particulas en un gas. Ademaés,
la energia de un par de Cooper es mucho menor a la energia de enlace de una molécula. Sin embargo,
una de las diferencia mas relevantes es que los pares de Cooper tiene “caracter” fermionico, mientras
que las moléculas son bosones, en este sentido el signo de la longitud de dispersién contribuye de
manera especial a las propiedades termodinamicas del gas. Cuando a > 0, corresponde a un gas de
bosones moleculares en la fase de Condensado de Bose-Einstein (BEC); en el caso contrario, cuando
a < 0 se trata de un gas de Fermi formado por pares de Cooper, en un gas de electrones este
estado corresponde al superconductor antes descrito y de manera general para un gas de fermiones
neutros se le conoce como BCS (Bardeen Cooper Schrieffer). De esta manera, modificando el signo
de la longitud de dispersién es posible modificar el estado o régimen del gas de fermiones, de un
estado “fermidnico” a uno “bosdnico”; a este esquema se le conoce como cruce BEC-BCS.

BCS BEC
Todl | e g

Esquema del cruce BEC-BCS.
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Este proyecto de investigacion esta motivado fundamentalmente en este esquema y los resultados
experimentales descritos mas arriba, donde al modificar la longitud de dispersién se consiguen ambos
regimenes en el gas de fermiones: BEC-BCS. Esto sugiere, con toda propiedad el considerar a la
longitud de dispersiéon como una variable termodindmica que contribuye de manera importante al
estado del gas y es lo que se plantea este trabajo.

Asi, el sistema que se plantea analizar este trabajo consiste en un gas de fermiones, en dos
estados diferentes de espin, que interactian atractivamente en el régimen de bajas temperaturas. La
descripcion del gas se aborda en el ensamble gran canénico, tomando como fundamento el formalismo
de la teoria BCS -desarrollada para la descripcion de la superconductividad [Bardeen et al., 1957]-
y el trabajo de A. Leggett [Leggett, 1980] que constituye uno de los primeros trabajos en abordar el
cruce BEC-BCS a temperatura cero. El propdésito de este trabajo consiste entonces, por un lado en
incluir la longitud de dispersién a en la descripcién termodinamica del gas, y por otro en incorporar
los efectos de la temperatura. Para ello es necesario comprender y hacer una deduccion tedrica de
las ecuaciones que describen el sistema. En particular, obtener el potencial termodinamico §2 en
sus variables “adecuadas”: Q(T, V, u, a), a partir del cual es posible describir la termodinamica del
sistema. Aqui es necesario mencionar, que ademas del gran potencial {2 se debe incluir la ecuacién
del gap A -resultado del formalismo BCS- y que determina la relacion A = A (T, V, , u, a); juntos:
el gran potencial y la ecuaciéon del gap determinan la descripciéon completa del sistema.

El contenido de este trabajo se divide en dos partes principales. La primer parte contiene los
fundamentos tedricos necesarios para abordar el gas de fermiones con interaccién: en el primer
capitulo se plantea mas detalladamente las propiedades del sistema y se establece su Hamiltoniano.
Aqui, el principal resultado consiste en que la parte de interaccién en el Hamiltoniano contiene un
factor que depende de la transformada del potencial de interaccion; enseguida, en el capitulo 2 se
hace una descripcién tedrica del problema cuantico de la dispersién entre pares de particulas, se
demuestra que en el régimen de bajas energias la longitud de dispersién a caracteriza la dispersién
y se establecen sus propiedades, ademas se obtiene una expresién que relaciona este parametro
con la transformada del potencial, de esta manera se logra introducir la longitud de dispersién en
el Hamiltoniano. Finalmente en el capitulo 3 se desarrolla el formalismo BCS para abordar este
Hamiltoniano, se encuentra la ecuaciéon del gap y la expresion general del gran potencial como
funcién de las variables del sistema, incluyendo la longitud de dispersion.

En la segunda parte del trabajo se muestran los resultados obtenidos. En el capitulo 4 se hace
un analisis termodinamico del gas, se introduce la variable conjugada a la longitud de dispersion:
variable de contacto y se establecen sus propiedades, se describe también la transicion de fase al
estado superfluido que presenta el sistema y finalmente se aborda el esquema del cruce BEC-BCS
a temperatura cero primero y después a temperatura finita. Finalmente en el altimo capitulo se
plantean las conclusiones del trabajo (capitulo 5).
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CAPITULO

Sistema de fermiones

N este capitulo se establece el Hamiltoniano que describe al gas de fermiones con interacciéon y
@ para ello es necesario especificar las propiedades que cumple este sistema. Se supone un gas
homogéneo y diluido; lo primero significa que las particulas del gas se mueven libremente en un
volumen de confinamiento V', mientras que lo segundo permite considerando tnicamente colisiones
entre pares de particulas. Es importante decir que el gas a estudiar se compone de fermiones en dos
estados diferentes de espin o = {1, ]} en la misma proporcion. Es decir, si N es el namero total
de fermiones del gas, entonces hay N/2 fermiones en cada estado de espin. Ademas, se supone que
los fermiones no pueden cambiar su estado de espin, lo que simplifica las propiedades del sistema.
En este caso, el potencial quimico para los de fermiones en cada estado de espin son idénticos:
pr = py, y sin pérdida de generalidad se puede considerar tinicamente el potencial quimico de los
N fermiones: p, de tal forma que el potencial quimico para los fermiones en cada estado esta dado
por: iy = i = [1/2.

Una de las propiedades més importantes del gas consiste en considerar que se encuentra en un
régimen de muy bajas temperaturas, esto corresponde a suponer que la energia de los fermiones es
muy baja: k = 0, de tal manera que se puede aproximar la transformada de Fourier del potencial de
interaccion entre fermiones por: U (k—k') =~ U (0). Esta aproximacion tiene como consecuencia que
la principal contribucién a la energia de interaccién se deba a la colisién entre particulas con estados
opuestos (momento y espin). Esta es una propiedad importante ya que en este mismo régimen de
bajas energias la dispersién entre pares de particulas esta caracterizada por un solo parametro: a,
conocido como longitud de dispersion. Si la interaccién entre fermiones es atractiva entonces
pueden forman estados ligados por pares. Dependiendo del signo de la longitud de dispersion, las
propiedades de un par de fermiones cambian completamente: por un lado, cuando a < 0 los pares
de fermiones forman un par de Cooper; mientras que cuando a > 0 se produce un estado ligado
y los fermiones conforman una molécula bosénica. Ambos conceptos se discuten més a fondo en
los siguientes dos capitulos. Lo importante por ahora consiste en establecer que ambos regimenes
son determinados por el signo de la longitud de dispersion y aqui, otro elemento importante que
debe ser incluido en el Hamiltoniano del sistema: la longitud de dispersiéon. Esto se logra a través de
la misma aproximacion: U (k — k) ~ U (0), ya que como se muestra en el siguiente capitulo existe
una relacién entre este factor y la longitud de dispersion.

19



20 Sistema de fermiones

1.1. Hamiltoniano

El Hamiltoniano méas general de un sistema de N particulas que interacttian por pares, a través
de un potencial que solo depende de la distancia entre particulas: U (|r; — r;|), esta dado por:

. N f)2 1 N N
H:;erQ;U(!ri—rj\)Jr;Uext (rs) (1.1.1)

donde el ultimo término representa el potencial de confinamiento. En un gas o fluido en general,
el término de energia cinética y de confinamiento son indispensables y marcan la diferencia con un
s6lido donde el término cinético es despreciable y el término de confinamiento se puede omitir.

En general las particulas que conforman un gas no se mueven del todo libremente debido al
potencial de confinamiento; sin embargo tampoco se encuentran estaticas, sino que se mueven y
distribuyen por toda la regién que les permite este potencial. Esto ha cobrado relevancia en los
ultimos anos debido a los trabajos experimentales con gases atomicos ultrafrios, donde se confinan
a los atomos mediante campos electromagnéticos, de tal manera actia sobre ellos un potencial
externo tipo armoénico: U (r) = mw?r?/2 o lineal: U (r) = Ar. En este caso, las propiedades
termodindmicas del gas son definidas en términos de variables anédlogas al volumen y la presiéon
-que ya no son las variables “adecuadas” al sistema- [Sandoval-Figueroa and Romero-Rochin, 2008|.

Sin embargo, en este trabajo solo consideraremos el caso mas simple de un gas homogéneo
donde las particulas estan confinadas tnicamente por un volumen V', en cuyo caso el potencial
externo se escribe como:

0 si reV,

00 en otro caso.

Uext (r) = (1.1.2)

Para abordar el Hamiltoniano del sistema es conveniente trabajar en el formalismo de segunda
cuantizacion -en el espacio de Fock-, donde se definen los operadores de creacién y aniquilacion: ax o
y dL »» en el estado |k, o); donde k representa el momento de la particula y o su estado de espin,
que puede tomar dos valores: 0 = {1, ]}. Para fermiones, estos operadores satisfacen las siguientes

reglas conmutacion:

P P — ot At
{ak,m QLVJ/} = ko yr 5 + Oyr 510k,0 = Ok’ Ogo’ s
{irosinoor } = {al, il } =0
En términos de estos operadores, y tomando en cuenta que el potencial de interaccion U (r) no

depende del estado de espin de las particulas, entonces el Hamiltoniano (1.1.1) toma la siguiente
expresion':

(1.1.3)

(=Y el L 3 I SRS TG
H = Ekak,aakﬂ + 5 Uk1k2k3k4ak170ak270,ak3’01ak470, (1.1.4)
k,o ki.ko k3 ,ks; 0,07

donde €y , representa la energia de particula libre con momento k, y es independiente del estado
de espin de los fermiones:

LEl procedimiento para obtener el Hamiltoniano en segunda cuantizacién se puede consultar en textos avanzados de
mecanica cudntica; o mas especificamente en textos sobre teoria de muchos cuerpos o estado solido, por ejemplo:
[Fetter and Walecka, 1971]|[Taylor and Heinonen, 2002].
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R2k?

]52
e = (ko 5|k, o) = ——

(1.1.5)

Si se define el operador de ntmero: 7y , = dL »0k,o, entonces el término de energfa cinética se
el
puede escribir de una forma mas clara como la suma del ntimero de particulas en cada estado: ny .,
por su energia:

Zek CALLUCALk?U = Zek TALkJ, (1.1.6)
k,o k,o

A partir de los operadores 7y , también se puede escribir el nimero total de particulas del gas
de la siguiente manera:

> (o) = N. (1.1.7)

k,o

Por otro lado, para obtener el término de interacciéon del Hamiltoniano (1.1.4) se consideré que el
potencial de interaccién no depende del espin de las particulas, lo que permite obtener el siguiente
resultado:

<k10’1,k20’2| U |k30’3, k40’4> == 50-170-360-270-4 <k1,k2| U |k3, k4> 5 (118)

y por lo tanto la suma de (1.1.4) se restringe tnicamente a los dos indices de espin: o, ¢, donde se
define:
Ukikoksks = (K1, ko| U |ks, ka) . (1.1.9)

Para calcular estos elementos de matriz tomemos los estados de particula libre con momento k:

ik-r
(r k) = ¢k (r) = , (1.1.10)

entonces los elementos (1.1.9) vienen dados por:

(k| U s ko) = 5 [ [ dPradeadi, (00) 6, (r2) U (fra = wal) 6 (1) e ().
(1.1.11)

_ % / / dBridProe 1T gmika T2 ika T2 KATLTT () py))

la parte del integrando que contiene exponenciales se puede arreglar de la siguiente manera:
o3 il(ka—k1)+(ks—ka)]-[r1+r2] , 5l (ka—k1)—(ks—k2)]-[r1—r2] (1.1.12)
Para realizar el calculo, se introduce el cambio de coordenadas a las de centro de masa, que para

un sistema de dos particulas con igual masa se define como:

1
R=- ,
5 (r1tra) (1.1.13)

r=1TI1 —TI2.

Asi, la integral (1.1.11) se puede separar en dos: una correspondiente al centro de masa R, y otra
a la coordenada relativa r:
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1 . .
Uk1k2k3k4 _ W ez[(k4*k1)+(k3*k2)]-R d3R/€%z[(k4k1)(k3k2)}-r U (T) d3r’ (1114)

la integral en la coordenada de centro de masa se anula excepto que (ks — k;) + (ks — ko) =0, es
decir:

ki + ks = k3 + ky, (1115)

que representa la conservaciéon del momento en el proceso de colisiéon entre dos particulas con
momentos: ki, ko antes de la colision y k3, k4 después de la colision.

Asi, la primer integral de (1.1.14) corresponde al volumen V' y el resultado final para los elementos
(1.1.9) es el siguiente:

1 T TN,
Uk1k2k3k4 = 6k1+k2,k3+k4v/6 ks k2)rU(7“) ng‘7

) (1.1.16)
= 5k1+k27k3+k4 VU (k3 - k2) .
Donde se ha identificado la transformada de Fourier del potencial de interaccion:
U (k3 — ko) = /e_i(kB_kQ)'rU(r) d3r. (1.1.17)

Con este resultado, el Hamiltoniano (1.1.4) toma la forma:

’ A 1 7 S SRS SO
H = Z €k Nk, o) +W Z 5k1+k2,k3+k4U (kg — kg) Ay, 5%, o' Oks,0' Oky,00 (1.1.18)
k,o k1 k2 k3 ky; 0,0

k17(7 kz,o"
ks +ky = k; + ko

k3, o’ ky,0

Figura 1.1.: Término de interaccién, colisién entre dos particulas. Estados iniciales: |k4,0) , |ks,o’), y finales:
|k2,a—l> |k170>'

El término de interaccién del Hamiltoniano (1.1.18) se puede entender como la colisién entre
dos particulas cuyos estados iniciales son: |ky, o) v |ks,o’), y después de la colision tienen estados:
lka,0’) v |ki,0). En esta colision se conserva el momento debido a la ecuacion (1.1.15), pero también
el espin total de las particulas por la ecuacion (1.1.8). Aqui es importante decir que el Hamiltoniano
(1.1.18) es la expresion general y exacta para un sistema de fermiones que interactian por pares,
con la tinica aproximacion de que el potencial de interaccion U (r) no tiene dependencia con el espin
de las particulas. Debido a la conservacion del momento, ecuacion (1.1.15), el término de interaccion
del Hamiltoniano se puede escribir como la suma de los siguientes tres términos:
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1. Término de Hartree, cuando: k1 =k, =k = ko = ks =k’;

1 - . . R 1 - o R
WU(O) Z CLLVUCLL,VU/akIVO./akﬂ. = WU (0) Z aTkvaak’UaLJ,ak/?U/
k.k/;0,0' k.k/;0,07
) (1.1.19)

1 -~
=_-U(0 § o | ~ =U(0) N?

2. Término de Fock, cuando: ko =k, =k = ki = k3 =K/;

1 ~ R R R R 1 ~ R R R R
W Z U (k — k,) GL/’JCLL70/CLk/,UIGk7J = W Z U (k — k/) CLL/}UCLk/7U/CLL70./CLk7U.
k,k’;0,0’ kK ;0,0

(1.1.20)
3. Término de pares, cuando: k3 = —k; =k = k; = ~ky =kK/;
1 7 (1. At At N N

W Z U (k — k) ak/7oa7k/’0/ak70/a]_k7o.. (1121)

k. k’;0,07

El término de Hartree corresponde a una constante que para fines préacticos se puede ignorar;
mientras que el término de Fock se puede demostrar que es despreciable respecto a los otros térmi-
nos [Leggett, 2006, pp. 211]. Sin embargo, en el régimen de bajas temperaturas, la energia de las
particulas que componen al gas es muy pequena (k =~ 0), y por lo tanto es posible aproximar la
transformada de Fourier del potencial por su valor en cero, es decir:

[ Uk-k)=U(0), (bajas energias : k,k’ — 0); (1.1.223

en este caso se comprueba explicitamente que el término de Fock (1.1.20) se vuelve una constante,
que excepto por un factor de cuatro debido a los dos posibles valores del espin, es idéntico al término
de Hartree y por lo tanto también se puede ingnorar.

La aproximacion (1.1.22) es de gran relevancia ya que permite introducir la longitud de dispersion
en la descripcion del sistema de fermiones, y que constituye uno de los propésitos de este trabajo.
La longitud de dispersiéon, como veremos en el siguiente capitulo, caracteriza la interaccién entre
dos particulas en el régimen de bajas energias. Si interactiian atractivamente entonces forman un
estado ligado, dependiendo del signo de la longitud de dispersion este estado corresponde a un par
de Cooper o a una molécula diatémica.

Es importante aclarar que la aproximacion (1.1.22) conlleva a divergencias en algunos de los
resultados posteriores?; sin embargo, es posible cancelarlas introduciendo otra divergencia a través
de la longitud de dispersion (ver ecuaciéon 2.4.28 en la pagina 39). Este proceso de renormal-
izacion ha sido introducido en los diferentes trabajos que abordan el problema del cruce BEC-BCS:
[Leggett, 1980][Chen et al., 2005|, y en este trabajo se procede de la misma manera.

2En especifico, la ecuacién del gap -resultado de la teoria BCS- diverge.
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En lo que respecta al término de pares -tinico al que se reduce el término de interaccién-, emple-
ando la misma aproximacion (1.1.22), es posible simplificar su expresion ya que entonces U (0) sale
de la suma y aquellos términos con espines iguales (0 = ¢’) se anulan debido a las reglas de con-
mutacion de los operadores (1.1.3); mientras que los términos con espin opuesto (o # o) aparecen
dos veces. Entonces el término de pares (1.1.21) se reduce a la siguiente expresion:

1 ~ R . . . 1 - o .
W Z U (k/ — k) aL,ﬁaik,,U,ak,a/a_k,U — WU (O) ZZ aL,yTaik/’iak7Ta_k7¢. (1123)
k. k’;o,07 k. k’

De esta manera el término de interaccién del Hamiltoniano se reduce a considerar iinicamente la
colision entre pares de fermiones con momento y espin opuestos. Esto permite simplificar la notacién
-misma que se empleara en lo que sigue del trabajo- y que corresponde a incluir el estado de espin
en el momento de las particulas:

kE |k?T>7

(1.1.24) Rt K1
—k=|-k,|).

k-k=k-K =0

k, 1t -k, |

Finalmente el Hamiltoniano del gas de fermiones queda de la siguiente manera:

A o U0 ot
H= Z ex (Nx +n_x) + ‘(/) Z aL,aT_k,a,kak . (1.1.25)
k KK/

En el siguiente capitulo se aborda el problema de la dispersiéon entre pares de particulas, el
principal resultado de este analisis establece que en el régimen de bajas energias (k = 0), la colision
entre particulas queda caracterizada por un solo pardmetro: la longitud de dispersion. Ademés se
obtiene una expresion que relaciona este parametro con el factor U (0), que aparece en el término
de interaccién del Hamiltoniano. De esta manera es posible introducir directamente la longitud de
dispersion en el Hamiltoniano (1.1.25).

Por otro lado, en el capitulo 3 se presenta el formalismo BCS de la teoria de superconductividad,
que representa un método directo para abordar el Hamiltoniano (1.1.25) e incluir los efectos de
temperatura en la descripcion del sistema.



CAPITULO

Interaccién a bajas energias

No de los resultados més importantes de la teoria cudntica de la dispersién establece que cuando
la colisién entre dos particulas se efectiia en el limite de bajas energias: k = 0, las propiedades
de la dispersién estan caracterizadas por un solo pardmetro a conocido como longitud de dis-
persion. Formalmente, este pardmetro esta determinado por el potencial de interaccion entre las
particulas U (r), al resolver la ecuaciéon de Schrodinger. En un sistema de fermiones que interac-
tian atractivamente, se forman estados ligados por pares de fermiones en estados opuestos; las
propiedades fisicas de estos estados dependen notablemente del signo de la longitud de dispersion.
Mas atin, representan dos conceptos totalmente diferentes: pares de Cooper, cuando la longitud
de dispersién es negativa, y molécula diatomica cuando es positiva. El concepto de par de Cooper
es el resultado del caracter fermiénico en un conjunto de particulas que interactiian atractivamente,
y en el siguiente capitulo se analiza méas a fondo. Por otro lado, una molécula diatémica representa
la “union espacial” de un par de particulas, debido a la atraccién entre estas, y en este capitulo se
describen las propiedades de este estado.

Uno de los logros experimentales con gases de Fermi ha sido la posibilidad de modificar la inter-
accién efectiva entre pares de fermiones a través de campos magnéticos externos. Esto se explica
debido a dos factores, por un lado a la propiedad del espin en las particulas; y por otro, a que existen
dos estados diferentes de las particulas después de un proceso de colisién: uno que corresponde a
las particulas libres dispersadas, y otro al estado ligado entre ellas. Al aplicar un campo magnético
se produce un corrimiento en la energia, por efecto Zeeman, que permite variar la brecha de energia
entre ambos estados. Esto genera un acoplamiento entre los dos estados que produce una longitud
de dispersion efectiva en la dispersiéon que varia con el campo magnético y para cierto valor del cam-
po magnético la longitud de dispersién diverge y cambia de signo. Esta propiedad -conocida como
resonacta de Feshbach- es la que ha permitido generar ambos estados en un gas de fermiones:
el de pares de Cooper (Estado BCS) y el de moléculas bosoénicas (BEC), modificando simplemente
la intensidad del campo magnético externo [Greiner et al., 2003]|Zwierlein et al., 2003a).

Para incluir la longitud de dispersion en el Hamiltoniano del gas, al final de este capitulo se
encuentra una expresion que relaciona el término U (0) con la longitud de dispersion a. Este término,
como se mostro en el capitulo anterior, esta incluido en la parte de interaccién del Hamiltoniano.
De esta manera, en el capitulo 4 se introduce de manera formal esta variable y se estudian sus
propiedades termodinédmicas.

25
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2.1. Problema de la dispersién

Para plantear el problema de la colisién entre un par de particulas, consideremos la ecuacion de
Schrédinger estacionaria para un sistema de dos particulas de masas mj y ma, que interactiian a
través de un potencial U (|r; — ra|):

0y B
— 4 == — r —r U (ry,r3) = E7 U (r{,rs). 2.1.1
oy T am, U Ut =2l Wlri, ) = Br @ (ry, r) (2.1.1)

Donde E7 corresponde a la energia total de las dos particulas. Para resolver el problema conviene
hacer una transformacién a coordenadas de centro de masa y relativa, definidas de la siguiente
manera;

R = ur - mary P =p; + po, M =my + ma,
my + my . miP1 — maPo = a2 (2.1.2)
r=rp; —ry, p= mi +mo T_m1+’m2'

Donde m, se refiere a la masa reducida del sistema; con esta transformacién la ecuacién de
Schrédinger toma la siguiente forma:

\I’(I'l,l‘g) = ET\I’(I'l,I'Q), (213)

que es posible resolver por separaciéon de variables:

U (ry,12) = @ (R) ¢ (r), (2.1.4)

resultando en el siguiente par de ecuaciones:

f)2
<2M> ®(R) = Er®(R),
(2.1.5)

-2
(2 +vm) s =B,
la primera representa el estado del sistema en la coordenada de centro de masa (R); mientras que
la segunda en la coordenada relativa (r). La energia total del par de particulas estada dada por la
siguiente relacion: Er = Er + E,.

En la representaciéon de coordenadas el operador de momento en cada sistema esta dado por:
P = —ihV R Y P = —ihV,. La parte que corresponde a la coordenada del centro de masa, queda
resuelta directamente y esta representado por el de una particula libre -onda plana- de masa M y
energia F'r. Entonces el problema general de la dispersion se reduce a la coordenada relativa r; que
es equivalente al de una particula de masa m, que interactia con el potencial U (r):

hQ

2m,.

V2 (r) + U (1) v (v) = By (r) - (2.1.6)



2.1. Problema de la dispersiéon 27

hQ

1
= 5 (I’1 + I'2) 2m7‘

T — @
-
r

V2 (r) + U (r) d (r) = By (x)

h2k?
E,. =
---------- 2m,.
""""""" U (r) mimsa
my = ————
" mi1 + meo

(a) Coordenadas del centro de masa y relativa, para un (b) Problema de la dispersion en el sistema de coor-
sistema de dos particulas con igual masa: m = m; = denada relativa
ma.

Para el problema de la dispersion, se supone conocida la energia de la “particula” (de masa m,):

21.2
P

r

= , 2.1.7
T (2.1.7)
donde k = |k| corresponde a la magnitud del vector de onda relativo. El subindice k en la funciéon de
onda: 1y, etiqueta la funcién para este valor de la energia, que en una colisién elastica se mantiene
constante antes y después de la dispersion.

El problema de la dispersion entonces se plantea en encontrar la funcion de onda v (r) que satisface
la ecuacion de Schrodinger (2.1.6), con la condicion de frontera que describa apropiadamente la
dispersién. Esta condicién se establece imponiendo que la funcién de onda en el limite asintético
(r > 1) tenga la siguiente forma:

ik-r

wuﬂ~é“+fwﬁ%a > 1; (2.1.8)

donde se ha tomado el eje z al de incidencia de la particula; el primer término representa una onda
plana de momento k -particula incidente -, més una onda esférica saliente -particula dispersada- de
igual momento pero cuya amplitud varia en la direccién angular! con el factor f (6). Este factor,
que en general depende del momento k de la particula, se le conoce como amplitud de dispersion
y sus unidades son de longitud.

La amplitud de dispersion f (6) queda determinada al resolver la ecuacion de Schrodinger (2.1.6)
para un potencial U (r) mas con la condiciéon de frontera (2.1.8). Sin embargo, como se vera més
adelante, en el régimen de bajas energias f (f) es una constante a, conocida como longitud de
dispersion. En el contexto de este trabajo este resultado es esencial, ya que entonces es posible
caracterizar una colisiéon entre pares de particulas por un simple parametro. La siguiente seccién
se concentran en demostrar este resultado y posteriormente se muestra un andlisis que permite
desarrollar la amplitud de dispersién como una serie en términos de la transformada de Fourier

'En general, la amplitud de dispersién depende del angulo polar y azimutal: (6, ); sin embargo para un potencial
simétricamente esférico, cuyo caso es el potencial U (r), estd depende inicamente depende del angulo 6.
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del potencial de interaccién: U (k — k'), lo que admite insertar la longitud de dispersion en el
Hamiltoniano del sistema de fermiones (ver ecuacion (1.1.25)).

2.2. Amplitud de dispersiéon, desarrollo en ondas parciales.

A continuacioén se presenta un método para resolver la ecuacion (2.1.6) y cuya solucion en el limite
asintotico esta determinada por un conjunto de parametros d;, conocidos como corrimientos de
fase, y que dependen del momento angular [ de la particula. La importancia de estos parametros
consiste en que la amplitud de dispersion se puede desarrollar como una suma de términos -ondas
parciales-, cada uno de los cuales depende de un valor del momento angular [ y por lo tanto de &;.
Cuando la energia de las particulas es muy pequena (k < 1) -régimen de bajas energias- el término
que mas contribuye a la dispersién, como veremos méas adelante, corresponde a [ = 0. En este caso
la amplitud de dispersién contiene un solo término. Esta aproximacién se le conoce como de “onda
s” | ya que en el proceso de dispersion solamente se considera el término [ = 0.

La ecuacion de Schrodinger (2.1.6) para un potencial que depende solamente de la coordenada r,
se puede resolver por separacion de variables [Merzbacher, 1998|:

Y (r) = R(r) Y™ (0,¢), (2.2.1)

donde la parte angular corresponde a los armoénicos esféricos: ¥;™ (6, ¢), cuyas expresiones son bien
conocidas y que son eigenfunciones del operador de momento angular L y de su proyecciéon L.:

L2Y" =1 (1 + 1) Y™,
L (+ DY (2.2.2)
LY =mY™;

que vienen determinadas por los valores del momento angular [ y de su proyeccién m.
Para la parte radial, que contiene la dependencia con el potencial U (1), se tiene la siguiente
ecuacion diferencial:

2 2
[_ 27;7« %d% (’“ﬁi) + W +U (7“)} R(r)=E, R(r), (2.2.3)

haciendo el cambio de variable: u;j (1) = R (r)r y dividiendo por las constantes adecuadas, toma
la siguiente forma:

d? 1(+1
[d 2t (UO () + 1 2 )) ur (r) = K uy (7). (22.4)
r r
2m, :
Donde por comodidad se ha definido: Uy (r) = ;Z; U (r). Las soluciones v, , dependen de los

pardmetros k y [ que estan relacionados con la energia y el momento angular de la particula. La
ecuacion (2.2.4) es equivalente a la de Schrédinger unidimensional para una particula en el potencial
efectivo:

I(1+1)

r2

Usfec (7') =Uy (7') + . (225)

El término l(%l) representa el potencial centrifugo, en la figura 2.1 se muestra cualitativamente la
forma del potencial efectivo, debido a la contribucién del potencial original Uy maés el centrifugo. La
accién del potencial centrifugo es presentar una barrera en la proximidad del alcance del potencial
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I(l+1)
r2
\U/ ...... |
.“"“ Uc fec /
...... ' UO

Figura 2.1.: Potencial efectivo Uetec (1) , €l potencial centrifugo: 1(1:;1)7 produce una pequena barrera.

Up, y cuando la energia de la particula es pequena k ~ 0, entonces la particula se ve repelida por
esta barrera y no interactiia practicamente con el potencial original Uyp.

Las condiciones de frontera para las soluciones uj, (r) son que se anulen en el origen:
Uy (r=0)=0. (2.2.6)

Para resolver la ecuacion (2.2.4), supongamos un potencial Uy (r) de alcance finito d; lo que
significa que: Uy ~ 0 o disminuya mas rapido que 1/r cuando r > d . Entonces fuera del alcance
del potencial:

d2ul k (T‘) 9 l (l + 1)
_— - = 2.2.
02 + <k‘ 2 ) u g (1) =0, r>d (2.2.7)

cuya solucion viene dada por [Roman, 1965, pp. 161|[Landau and Lifshitz, 1977, pp. 107]:

up (r) = Byr g (kr) + Crrng (kr), 7> d; (2.2.8)

donde j; (kr) y my(kr) son la funciones esféricas de Bessel y Neumann respectivamente. Estas
funciones tienen un comportamiento asintotico (kr > 1) de la siguiente manera [ibid]:

l kr > 1 (2.2.9)
ny (kr) ~ ~ % €08 <k‘1" - 7T> ,

Sustituyendo estas aproximaciones en (2.2.8), se obtienen las soluciones de la ecuacion (2.2.7) en
la region asintotica:

sen (k:r — %T) cos (k:r — %T)
k )

uy (r) = B———== - () kr > 1. (2.2.10)
Asi, la funcion radial Ry () en esté region, tiene la siguiente expresion:

k
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sen (kr — cos (kr — 1) _ sen (kr —In/2 + &)

kr kr ’

donde se ha introducido el corrimiento de fase §;, cuya relacién con los coeficientes B; y Cj es
la siguiente:

Ry (r) = uik ~ B = ) _ Ci kr>>1. (2.2.11)

B; = cos 6,
’ l (2.2.12)
C; = —sendy,
con lo cual Ry (r) se escribe como:
Ry (r) = Yk _ Ji (kr) cos & — ny (kr) sen d, kr > 1. (2.2.13)
r

Al conocer el corrimiento de fase §; queda completamente determinada la solucion Ry (r). Un
analisis de la ecuacion original (2.2.4) y las soluciones j; (kr) fuera del alcance del potencial, ecuacion
(2.2.9), conducen al siguiente resultado general [Roman, 1965, pp. 166]:

o0

send; = —k /jl (kr) Uo (1) wy i, (r) v dr. (2.2.14)
0

La relevancia de esta expresion consiste en mostrar la relacién directa entre los corrimientos de
fase 0; con el potencial de interaccion Uy (r); ademés, permite establecer un criterio de validez en el
régimen de bajas energias para los corrimientos de fase, como veremos méas adelante. Sin embargo,
esta ecuacion es poco ttil para calcular los corrimientos de fase, ya que por un lado u; j, () depende
explicitamente de d;, ecuacion (2.2.12), pero ademas esta es valida solamente fuera del alcance del
potencial r» > d. Mientras que la integral abarca el intervalo completo: re [0, oo].

A continuacién se obtiene una expresion general para la amplitud de dispersion en términos de
los corrimientos de fase ¢;. Para ello es necesario por un lado, desarrollar la funcion de onda v (r)
-solucion general del problema de la dispersion, ecuacion (2.1.6)- en términos de las soluciones
radiales y angulares?, Ry, (1) P, (cos0):

Yk (r) = Z ay Ry (r) Py (cos @), (2.2.15)
1

y por otro, usar la aproximacion asintética de las soluciones Ry (r) (ecuacion (2.2.11) en forma
compleja), para obtener la expresion asintotica de ¥y (r):

—ikr

eikr ' ' . . y
27,]{7’ Z aj (—Z)l elélPl (COS 9) - zlkr Z a (Z)l e Z(Slpl (COS 9) )
l

!
(2.2.16)
Comparando esta expresiéon con la solucion asintética de la dispersion, propuesta al inicio del
capitulo:

Yk~ Y ap P (cosf) Ry (r) =
I

ezk'r

Ve (x) ~ e 4 £(0) —, (2.2.17)

2En el caso de un potencial central U (r) los arménicos esféricos Y;™ (6, ¢) se reducen a los polinomios de Legendre
P, (cos0).
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se encuentra la amplitud de dispersion f (f). Como se puede notar de las expresiones anteriores, la
comparaciéon no es del todo directa por lo que es necesario sustituir el siguiente desarrollo de una
onda plana (formula de Bauer [Roman, 1965, pp. 162|):

oo
eh® = k7 cosf =N "t (21 + 1) jy (kr) Py (cos0) (2.2.18)
!
en la ecuacion (2.2.17), para obtener:
e

ikr ikr —ikr eikr

b~ 6 4 (0) > (204 1) Pi(cost) — o D (21 +1) (1) P (cos6) + £ (0)
l

r 2tkr

(2.2.19)
Ahora si, comparando ambas expresiones: (2.2.16) y (2.2.19), se obtienen los coeficientes del

desarrollo (2.2.15): a; = (21 + 1)4'e?® | y la amplitud de dispersion:

o210 _
f(0) = ; (20 +1) ——Pi (cosb), (2.2.20)
que se puede expresar en forma mas conveniente:
1 .
f(0) = Z Z (21 4 1) € sen 6, P, (cos f) . (2.2.21)
l

Esta expresion relaciona la amplitud de dispersion con los corrimientos de fase, mismos que estan
determinados por las propiedades del potencial de interaccion, ecuacion (2.2.14). La ventaja de este
método, como veremos a continuacion, es que en el limite de bajas energias solamente el término
con | = 0 contribuye de manera significativa a la amplitud de dispersion f (6).

2.3. Longitud de dispersién.

Para encontrar una expresiéon de la amplitud de dispersién en el régimen de bajas energias, es
necesario establecer el siguiente resultado [Roman, 1965, pp. 166]:

u i (1) =rcosdy gy (kr) + krng (kr) /jl (kr’) U (r’) Uk (k:r’) r dr’!

0 (2.3.1)

o0

+ ke i (k) / w () U () e (k') o i,

que consiste en la ecuacion integral equivalente a la de Schrédinger3. Lo importante de esta ecuacion
es, por un lado, notar que junto con (2.2.14), representan la soluciéon general del problema de la
dispersion?. Ademas, la ventaja de esta ecuacion integral consiste en poder aplicar un método
iterativo para su solucién. Asi, cuando el potencial de interaccién es pequefio se pueden despreciar

3En la seccién 2.4 se obtendra formalmente la ecuacién integral equivalente a la de Schrédinger para la solucién
total 9 (r), conocida como ecuaciéon de Lippmann-Schwinger.
4Ambas ecuaciones constituyen un sistema acoplado que determinan urk (1) y 0;; para cada valor de [.
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los dos tltimos términos de (2.3.1) que contienen al potencial; asi, el orden cero de aproximacion
para uy i, () resulta en:

u?k = rcosd; j; (kr) . Uy despreciable. (2.3.2)

Sustituyendo esta aproximacion en la ecuaciéon para el corrimiento de fase (2.2.14), obtenemos:

3 2
tan d; ~ —k/[jl (kr’)] U (r')rdr'. (2.3.3)

Ahora, sil > kd donde d es el alcance del potencial, entonces la funcion j; (kr) se puede aproximar
por:

con lo que se obtiene el siguiente resultado:
&~ 20 2k”“ wU ") /22 gy Up d iabl 2.3.5
tan |~ — W (T ) r T, o despreclable. ( 0. )

Esta expresion relaciona los corrimientos de fase §; con la energia de la particula (E, ~ k?) a
partir de la cual se establece que en el limite de bajas energias k — 0, el corrimiento de fase mas
importante es aquél con [ = 0, y para [l > 0, §; = 0. Un argumento mas intuitivo de verificar este
resultado se puede encontrar en [Roman, 1965, pp. 167|, en el que se considera el choque semiclasico
de una particula con momento k£ que incide sobre un centro de fuerzas dispersora a una distancia
s. De tal manera que su momento angular respecto a este centro es: | = p-s = hk - s; si el alcance
de la fuerza dispersora es a, entonces es de esperar que la particula sea dispersada principalmente
cuando s < a. Con esto se obtiene la condicion | < hka que, en el limite de bajas energias k ~ 0,
se satisface solamente para [ = 0.

Una vez establecido que el régimen de bajas energias el inico término importante es con | = 0,
de (2.3.5) se obtiene:

tandp = —ak, (2.3.6)

donde se introdujo la constante a, que viene dada por la integral en (2.3.5). Se puede verificar
ademas, que esta constante debe tener las dimensiones de longitud. Entonces en el limite de bajas
energias k ~ 0, se tiene que tan dy =~ Jp, y por lo tanto:

8o = —ka, (2.3.7)

que sustituyendo en la expresion (2.2.21), la amplitud de dispersion queda de la siguiente manera:

1 s (ei26o _ 1) ) )
[~ Eel % sen dg = T régimen de bajas energias k ~ 0. (2.3.8)
)
Puesto que k ~ 0y &y ~ k, es posible aproximar: sendy ~ 6y = —ka y €9 =~ 1, de donde se

obtiene que la amplitud de dispersion:
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[ [~ —a, régimen de bajas energias: k =~ 0. (2.3.9)]

Este es el resultado principal, donde se establece que en el régimen de bajas energias la amplitud
de dispersion es una constante; que por el momento viene determinada por la integral de (2.3.5),
pero que se puede generalizar como veremos a continuacion.

En el procedimiento que se ha presentado, la ecuacion (2.3.6) fue un resultado que se obtuvo de
considerar al potencial Uy despreciable, esto permite emplear la aproximaciéon de orden cero en la
ecuacion integral para wu; i, ecuacion (2.3.1), y tomar la solucion asintotica de j; (k) . Entonces,
la constante a viene dada por la integral que aparece en la ecuacion (2.3.5) con [ = 0. Sin embargo,
la ecuacion (2.3.6) se puede considerar como un resultado mas general y tomar como una definiciéon
para la longitud de dispersion. Mas especificamente, se define a la longitud de dispersion a,
aquella cantidad que en el régimen de bajas energias satisface la siguiente igualdad|Roman, 1965,
pp. 175]:

tandy

Ii = — 2.3.10
kg% k “ ( )

Definida asi la longitud de dispersion, el resultado (2.3.9) es totalmente valido. Debe quedar
claro que la longitud de dispersién asi definida, dependerén del potencial de interaccion a través de
resolver la ecuacién de Schrédinger de forma completa para cualquier valor de r, como veremos a
continuaciéon. Lo importante de la longitud de dispersién consiste en que es igual a la amplitud de
dispersiéon y por lo tanto determina las propiedades de la dispersién en una colisiéon entre particulas
en el régimen de bajas energias.

En general, la longitud de dispersiéon se puede calcular como se describe a continuacién. En la
ecuacion diferencial (2.2.4) para [ = 0, se toma el limite de bajas energias: k — 0, de tal manera
que se obtiene la siguiente ecuacion:

ug (1) — U (r)up (r) = 0, k—0,1=0; (2.3.11)
donde se define: ug (1) = w=0 k-0 (7).
En la region fuera del alcance del potencial (U = 0), se obtiene:
ug (r) = 0. (2.3.12)

La solucion de esta ecuacion tiene la forma de una recta en la variable radial r:

ug (r) = Br+C, (2.3.13)

donde para que empalme con la solucion asintotica (2.2.10) con [ = 0, y tomando el limite de bajas
energias k ~ 0; se debe tener que los coeficientes de ambas soluciones deben satisfacer:
C
B=DB,, C= 7?0. (2.3.14)
Pero a su vez los coeficientes By y Cy estan relacionados con el corrimiento de fase mediante®:
tandy = —Cy/ By , y por lo tanto la longitud de dispersion viene dada por:

tan dg 1Cy C
=1 =—-— =——. 2.3.1
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sin estado ligado con estado ligado

Figura 2.2.: Longitud de dispersién para un potencial atractivo.

Asi, al resolver la ecuacion (2.3.11) para un potencial U (r) dado y encontrar una expresion
asintotica de la solucién que pueda compararse con (2.3.13), se pueden obtener los coeficientes B y
C que determinan la longitud de dispersion. Esto muestra la fuerte dependencia de la longitud de
dispersiéon a con el potencial de interaccién; sin embargo, es posible caracterizar de manera general
la longitud de dispersién segiin su signo con la forma del potencial, como veremos a continuacion.

Para ello hay que notar que la longitud de dispersién corresponde al valor donde la solucién
asintotica (2.3.13) corta al eje r: @ = —C'/B. Por otro lado, de la ecuaciéon (2.3.11) que contiene
el potencial Uy (r) se obtiene que la curvatura de la solucion ug (r) es proporcional al potencial
ug /ug ~ Up (). Entonces se puede esbozar la forma que debe tener ug (r) en la region donde actia
el potencial, y junto con la soluciéon asintotica (2.3.13) se puede determinar el signo de la longitud
de dispersion, tal como se muestra en la figura 2.2.

Un potencial de interaccion repulsivo Uy > 0 produce una curvatura positiva (convexa) en ug y
la solucién asintética corta al eje 7 en el lado positivo, por lo tanto la longitud de dispersion es
positiva a > 0.

Para un potencial de interaccion atractivo, la curvatura de ug es negativa (concava) y se tienen las
dos posibilidades que muestra en la figura 2.2. Si la magnitud del potencial es muy débil, entonces
la curvatura de la funcion wug es tal que no hay un cambio de signo en la derivada y la aproximacion
asintotica corta al eje r en el lado negativo con lo que la longitud de dispersiéon es negativa: a < 0.
Por el contrario, si la intensidad del potencial Uy es mayor entonces produce que la curvatura de ug
cambie el signo en la derivada y la aproximacién asintoética corta al eje r en la region positiva y por
lo tanto la longitud de dispersién es positiva a > 0. Este caso, se puede demostrar que corresponde
a un estado ligado s (I = 0) [Roman, 1965, pp. 177].

sin estado ligado: a<0,

potencial atractivo: U < 0
estado ligado: a>0, (2.3.16)

potencial repulsivo: U > 0 a > 0.

El caso de un potencial de interaccion atractivo (Uy < 0) es de gran interés en este trabajo, ya
que si las particulas que interactian son fermiones dependiendo del signo de a, pares de fermiones

®Ver ecuaciones (2.2.12)
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puede forman dos estados diferentes: par de Cooper o estado molecular. Este resultado es fun-
damental para la descripcién del gas de fermiones que estudiamos, pues determina sus propiedades
termodinédmicas dependiendo del signo de la longitud de dispersién como veremos en el capitulo
4. El concepto de pares de Cooper esta intimamente relacionado con el fendémeno de la supercon-
ductividad, y en el capitulo siguiente se discute mas a fondo; por ahora, basta mencionar que se
presenta de manera general cuando la longitud de dispersion es negativa: a < 0.

En el caso contrario, cuando la longitud de dispersiéon es positiva: a < 0, corresponde al estado
ligado s (I = 0) con energia [Petrov et al., 2004] [Roman, 1965, pp. 177]:

12 12
[ By= g = (2.3.1@

donde para la ultima igualdad se considero particulas de igual masa m (m, = m/2), y a cor-
responde a la longitud de dispersion. Ademaés, se puede demostrar que para este estado ligado, la
funcion radial decae exponencialmente para r grande [ibid]:

Ry (r) ~ e/, (2.3.18)

y es posible inicamente para valores positivos de la longitud de dispersion (a > 0). Este resultado es
muy importante, ya que muestra que la funcién de onda esta “localizada” y por lo tanto representa
un estado molecular para el sistema de dos particulas; si ambas particulas son fermiones con
espin opuesto, entonces el estado corresponde a un bosén molecular. Esta propiedad del estado
molecular establece una diferencia notable con las propiedades de un par de Cooper como veremos
en el siguiente capitulo.

2.4. Amplitud de dispersiéon, desarrollo en serie de Born.

Una vez establecido que en el régimen de bajas energias la amplitud de dispersiéon es igual a
la longitud de dispersién: f =~ —a, es necesario ligar este resultado a la descripcion del gas de
fermiones. Esto se hace a través de la transforma de Fourier del potencial y su aproximacién en el
régimen de bajas energias:

U (k—-k)=~ U (0), (bajas energias : k,k’ — 0). (2.4.1)

Este factor, como se estableci6 en el capitulo anterior (ver 1.1.25 en la pagina 24), esta contenido
en la expresion del Hamiltoniano del gas de fermiones. En lo que sigue, se presenta un anélisis
que permite encontrar una relaciéon entre la amplitud de dispersién con este factor, y por lo tanto
introducir la longitud de dispersiéon directamente en el Hamiltoniano.

El siguiente anélisis permite encontrar una expresion general para la amplitud de dispersion f (6)
como una serie, cuyos términos contiene la transformada de Fourier del potencial a diferentes or-
denes. Para esto, es necesario regresar a la ecuacion de Schrodinger del sistema de dos particulas en la
coordenada relativa, que en se puede escribir como (utilizando la definicion: Uy (r) = 2m,.U (r) /h?):

(V> + 12) v (r) = Up (r) tc (x) (2.4.2)

equivalente a esta ecuacién diferencial, se tiene la siguiente ecuacién integral:
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Ve (¥) = éx (x) — / G (r— ') Uo () v (t') %, (2.4.3)
donde ¢ (r) es una solucion de la ecuacién homogénea:

(V2 +#?) i (r) = 0, (2.4.4)

mientras que G (r —r’) es la funcion de Green que satisface la ecuacion:

(V24K G (r—1)=-d(r). (2.4.5)

La ecuacion (2.4.3) -conocida como de Lippmann-Schwinger- contiene las condiciones de fron-
tera del problema a través de la funciéon de Green. La ventaja de esta ecuacién, es que permite
resolverla mediante una serie iterativa (Serie de Born):

) =0 (x) = [ G (0= 1) U () o (¥) '+
i //G (r=x") Up (") G (x" =) Up () 1 (x) dr'd’x" + ...

Para el problema de una particula dispersada por el potencial Uy (1), se puede demostrar que la
funcion de Green tiene la siguiente expresion [Roman, 1965, pp 153]:

(2.4.6)

ikr
Gr)= ¢

- 2.4.7
A r ( )

mientras que la solucion de la ecuacion homogénea (2.4.4), corresponde al de una particula libre:
P (r) = T, (2.4.8)

Tomando como eje z al de la trayectoria de la particula incidente, la ecuaciéon de Lippmann-
Schwinger toma la siguiente expresion:

1 eik\rfr’|

U (r) = Uo (r') v (') d°r'. (2.4.9)

Cdn ) e —r/|
Desarrollando una expresion asintotica (r > 1) del término que se encuentra dentro de la integral

ik|r—r,|
(e‘rT,‘), entonces:

; 1 e K r
Uy (r) & e — Zi e X T, (') e (v') &P, r>1; (2.4.10)
T

que comparando con la expresion (2.1.8), se obtiene la amplitud de dispersion como:

F(0) = —;/e‘ik"r'Uo (') v (v') d°r'. (2.4.11)

Estrictamente, esta ecuacion se acopla con la ecuacion de Lippmann-Schwinger (2.4.3) a través
de la funcion ¥y (r), lo que permite desarrollar la amplitud de dispersion también como una serie
de Born. El primer término corresponde en aproximar la soluciéon general como una particula libre:

1/11(3) (r) = ¢y (r) = e’ entonces la amplitud de dispersion a primer orden queda como®:

SRecordemos que en el sistema relativo m.,., corresponde a la masa reducida; en el caso de particulas idénticas:
m1 = ma = m, entonces m, = m/2 y para regresar al potencial original: Uy (r) = 2m,U (r) /h*> = mU (r) /K>,
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1 ~ m —i(k’—k)-r’ ! 3./ mo /
F1(0) = 4z | € )T (v) @By = ~ 52U (K — k), (2.4.12)
donde se ha identificado a la integral como la transformada de Fourier del potencial. En el régimen de
bajas energias, se emplea la aproximacion de la transformada (2.4.1) y de la amplitud de dispersion
(2.3.9), con lo cual se obtiene:

m = ~ 4mh%a . _ )
_747rh2U(0)7 = U(0)~ p— (primer orden a bajas energias). (2.4.13)

—a =

Este resultado representa la primera aproximacién de Born para la amplitud de dispersién junto
con el régimen de bajas energias y permite introducir directamente la longitud de dispersion en el
Hamiltoniano (1.1.25).

Sin embargo, a este orden de aproximacién se presenta un problema de divergencia en una de las
ecuaciones que resulta del Formalismo BCS -ecuacion del gap-, el cual se presenta en el siguiente
capitulo. Entonces es necesario calcular la amplitud de dispersién al siguiente orden de aproximacién
en la serie de Born.

Puesto que la divergencia ocurre en el espacio de momentos, es conveniente adoptar un formalismo
més general en términos de operadores. Asi, en notacion de Dirac la ecuacion (2.4.11) se escribe
como(Uy = 2m,.U (1) /h?):

£(0) =~ (1l Ul (2.4.14)

donde los estados |¢y) son eigenfunciones del operador Hamiltoniano de particula libre (Hy =
p2/2m,.), con energia:

h2k?
= 2.4.15
k= (2.4.15)
(donde m,. es la masa reducida del sistema de dos particulas) es decir:
Ho|dk) = ex i) - (2.4.16)

Por otra parte, los estados |Wy) son las eigenfunciones del Hamiltoniano total: H= I:IO + Up, con
energia Fy:
H |y = By |0y) . (2.4.17)
Entonces la ecuacion de Lippmann-Schwinger se escribe de manera general como:

[Pk) = [ék) + (Ek — Hy + ia) ' Up | W), (2.4.18)

. —1
donde para que este bien definido el operador: (Ek — Hy + ioz) , debe satisfacer las siguientes
propiedades:

1. El parametro «, es por definiciéon una cantidad real positiva que evita las singularidades de
este operador y al final de los calculos se debe tomar el limite cuando o« — 0.
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2. Este operador tiene como eigenestados a |¢k), lo cual se puede verificar si consideramos la
siguiente operacion:

(Ek - ﬁo + ia) ’¢k’> = (Ek — €k’ + iOc) ’¢k’> , (2.4.19)

. -1
entonces, si aplicamos el operador inverso (Ek — Hy + ia) en ambos lados de la ecuacion,

llegamos al siguiente resultado:
- -1
(Ek — Ho+ m) 1) = (B — er +ia) ™ o) (2.4.20)

. -1
el cual muestra que los estados: |@y/), son eigenestados del operador (Ek — Hy + z'oz) con

eigenvalores (B — e + ia) "

De la expresion (2.4.14) y la ecuacion de Lippmann-Schwinger (2.4.18), se obtiene la serie de
Born para la amplitud de dispersiéon en forma general como:

U i) + .. (2.4.21)

f(0)= —i (o | Ug |pK) — (ow| Uo (Ek — Hy + ioz)

Ahora consideremos una vez mas la colision de dos particulas de igual masa m, por lo que entonces:
Ug = mU (r) /h?, y el primer término de la serie viene dado por:

m

FYO) > = (Dl Ul (24.22)

empleando los estados de particula libre: (r |¢i) = €7; entonces la amplitud de dispersion corre-
sponde a la transformada de Fourier del potencial:

m m -~

SO =~ (G| Uldw) = = 55U (K~ k). (2.4.23)

y se verifica el resultado encontrado antes: ecuacion(2.4.12). La expresion (2.4.21) permite calcular
de manera inmediata el siguiente orden para la amplitud de dispersion:

D (0) ~ =5 [ (9| U ln) + (we| U (B = Ho + i) N (2.4.24)

insertando la completez de los estados |¢i) dentro del segundo término y la ecuacion de eigenvalores
(2.4.20), se llega al siguiente resultado (tomando @ — 0):

A h?
m

(a0 | U o)

FO0) ~ (| U i) + 3 (1| U lgwer) oo

k//

(2.4.25)

k-

Si otra vez se emplean los estados de particula libre: (r |¢x) = e’*T, entonces se obtiene:

2 I 1Y T "o
_Anh k") U (k k); (2.4.26)

m

@ (H)zU(k’—k)—i—Zﬁ(k

o B — ewr
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finalmente, aplicando el régimen de bajas energias que establece: k — 0 y Fyx — 0, ademés que la
amplitud de dispersion toma el valor: f =~ —a, resulta la siguiente expresion:

4drhia
m

~U(0) - U (0*) Elk (2.4.27)
k

Debido a que este resultado ha sido obtenido en el sistema relativo, entonces para particulas de
igual masa: e, = h%k%/2m, = h?k?/m. Sin embargo, en el capitulo anterior para el Hamiltoniano
del gas de fermiones se considero €, como la energia de los fermiones individuales; para evitar
confusiones simplemente agregamos un factor de 2 al término €y de la ecuacién anterior. Para

finalizar, de la ecuacién anterior se obtiene la siguiente resultado, que se empleara en el siguiente
capitulo (ex = A2k%/2m):

1 m 1

RN _y_ L 2.4.28
U(0) 4rh%a - €k ( )

Esta ecuacién contiene una divergencia, pero es la necesaria para cancelar la otra divergencia que
resulta de aproximar: U (k' — k) = U (0) en el Hamiltoniano del gas de fermiones, ecuacion (1.1.25).
Este procedimiento de renormalizacidn, introducido por Leggett [Leggett, 1980] en la descripcion
del cruce BEC-BCS a temperatura cero, representa -junto con el formalismo BCS que se describe
en el siguiente capitulo- la base del tratamiento del sistema de fermiones con interaccion.



CAPITULO

Formalismo BCS

L objetivo de este capitulo consiste en presentar el formalismo BCS para abordar el problema
del gas de fermiones interactuantes. Este formalismo esta basado en la teorfa microscopica de

la superconductividad que fue desarrollada por Bardeen, Cooper y Schrieffer[Bardeen et al., 1957].
Ya en el capitulo 1, se planted el Hamiltoniano que describe al gas de fermiones con interaccion;
alli se mostré que en el régimen de bajas temperaturas la interaccién contiene el factor U (0), que
corresponde a la transformada de Fourier del potencial de interaccion U (r) en el limite de bajas
energias: k &~ 0. También se establecié una relaciéon entre este factor y la longitud de dispersién
a, lo que permite introducir esta cantidad en el Hamiltoniano de manera directa y por lo tanto en
la descripcion del gas. Asi, el problema planteado ahora consiste en resolver este Hamiltoniano y
la teoria BCS de la superconductividad ofrece una manera de hacerlo. A pesar de que esta teoria
originalmente ha sido motivada en el contexto del estado soélido para describir el fenémeno de la
superconductividad, es posible aplicar este mismo formalismo, como se muestra en este capitulo,
para un gas de fermiones cuya interaccién por pares esta caracterizada por la longitud de dispersion.

La idea principal sobre la que se fundamenta la teoria BCS de la superconductividad consiste en
que un par de electrones -en general un par de fermiones- que interacttian atractivamente, en pres-
encia de un sistema de fermiones ideales en el estado base (mar de Fermi), producen un estado con
energia negativa respecto a la energia de Fermi. Este resultado descubierto por Cooper|Cooper, 1956]
establece que en general para un sistema de fermiones que interactiian atractivamente, el estado
mas estable -de menor energia- corresponde aquel donde los fermiones conforman dichos estados de
par, conocidos como: “pares de Cooper”. Este estado del sistema de fermiones lo designaremos
por estado o régimen BCS. Estos pares tiene la propiedad de que su momento de centro de
masa es nulo y los fermiones que lo componen tiene estado de espin opuesto. Como se vera en este
capitulo, las propiedades de los pares de Cooper difieren notablemente de las del estado molecular
descrito en el capitulo anterior: por una parte, el “tamano” de un par de Cooper es mucho mayor al
de una molécula; lo cual se ve reflejado en que la energia de “enlace” de un par de Cooper sea mucho
menor al de una molécula. Tal como se mostré en el capitulo anterior, el estado ligado molecular
se presenta cuando la longitud de dispersién toma valores positivos; en este capitulo se muestra
que cuando la longitud de dispersién es negativa, los fermiones del gas conforman pares de Cooper.
De esta manera, el signo de la longitud de dispersién determina de manera importante el estado
termodinédmico en un gas de Fermi y en el siguiente capitulo se hace este analisis.

41
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3.1. Pares de Cooper.

Para abordar el concepto de los pares de Cooper, supongamos un sistema de fermiones ideales
(que no interactiian) en el estado base; es decir, que ocupan toda la esfera de Fermi y la energia
méxima que pueden tener corresponde a la energia de Fermi ep. Ahora consideremos un par de
fermiones adicionales que interactiian atractivamente a través de un potencial U (r), siendo r la
coordenada relativa. Debido al principio de Pauli, este par de fermiones estan restringidos a ocupar
los estados con energia mayor a la de Fermi, si los fermiones no interactian entonces la energia del
par seria mayor o igual a 2e¢p. Sin embargo si este par de fermiones interacttian atractivamente,
como veremos mas adelante, entonces la energia del par es menor respecto a la energia de Fermi
por una cantidad E, y componen lo que se conoce como “par de Cooper”. Esto es parecido a
un estado ligado con energia negativa; sin embargo, las propiedades de un par de Cooper difieren
notablemente de las de una molécula, como se verd méas delante.

par de fermiones

adicional 26F
—®
v | Ep

___-P ________ f---—-=-=-==-=-

(S E
@ @ 26F

®

dorormi QD
[€)) €3) 0

_____________ .
<)) ) E,=FE —2p <0

(a) Par de fermiones que interactian atractiva- (b) Energia del estado ligado: E,, medida re-
mente, en presencia del mar de Fermi. specto de la energia de Fermi 2¢p, .

La solucion de este problema consiste esencialmente en resolver la ecuaciéon de Schrodinger del
par de fermiones en el espacio de momentos, ya que en este espacio es inmediato introducir la
restricciéon de que los estados con energia menor a la de Fermi estan prohibidos.

Puesto que estamos interesados en la posibilidad de un “estado ligado”, entonces supongamos que
la energia del par es negativa respecto de la energia de Fermi: £, = F — 2ep < 0. Asi la ecuacion
de Schrodinger en coordenadas relativas del par de Cooper viene dada por (ver secciéon 2.1 en la
pagina 26):

2
(-7 40 0) 5 0 = - Bl (). (311)

donde se ha supuesto que las particulas que forman el par tienen igual masa, por lo tanto su masa
reducida es: m, = m/2. En el espacio de momentos la ecuacion anterior se transforma en:

2
‘% (ia)” ¥ (@) + %Z U (a—q) vy (a) = — Byl Gy (a), (3.1.2)
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donde se ha definido la transformada de Fourier y su inversa, de la siguiente manera:

Fla= [aremarswm,
1 o (3.1.3)
F) =5 e ().
a
En estas definiciones se esta considerando que los estados en q representan un conjunto discreto,
tal como sucede con una particula ligada. Entonces introduciendo la completez de estos estados y
tomando el limite termodinamico: ) | — [ dq, la ecuacion (3.1.2) se transforma en:

v
(2m)°

dq - ,
by (@) = q2hz_|E|/ (a—d) ¥y (d) - (3.14)

Esta ecuacion contiene dos incognitas: la funcion del par de Cooper: ¢~p (), y su energia: E,. Para
eliminar la dependencia con la funcion 1/~Jp( ), primero es necesario aproximar U (q—d) por una
constante Uy que puede salir de la integral (més adelante se justifica esta aproximacion); entonces
integrando nuevamente sobre la coordenada q en ambos lados de la ecuaciéon y dividiendo por el

Ly ¥y (q), se obtiene:

3
(2)°
1 d? 1
- / 4 ’ (3.1.5)
Uo r (27) QQR + ’Ep’
que representa finalmente la ecuacién para la energia F,. La presencia del mar de Fermi se introduce
en la region de integracion I, de la siguiente manera. Si q; y g2 representan a los momentos de los
fermiones que componen al par, entonces debido al principio de Pauli: |qi], |q2| > kr (donde kp

es el momento de Fermi). Por otra parte, el momento de centro de masa y relativo se definen como
(particulas de igual masa):

factor comuan: [

Q=q; + qo, momento del centro de masa;

a1 — Qo ‘ (3.1.6)
= momento relativo.

De donde se obtienen las siguiente relaciones: Q/2 +q =q; y Q/2 — q = qo, entonces la region
de integracion I' viene dada por:

Q
2
que depende del momento del centro de masa reduciendo la regién de integracion. Se puede de-
mostrar que el valor de la energia F), alcanza su valor méximo cuando el momento del centro de
masa es nulo Q = 0 [Fetter and Walecka, 1971, pp. 324], y es lo que consideraremos en adelante.
Para expresar la ecuacion (3.1.5) en términos de la energia se introduce la densidad de estados

I'= +q| > kp, (3.1.7)

g (€), que midiendo respecto de la energia de Fermi (h ¢ 2% =2¢, = % = 2 (e — ep)) resulta:

o e () d
g (€) de
= , 31.8
U V / 2(e—er) + | By (3.1.8)
€r

donde la energia de corte: €., representa un limite en el valor de la energia que puede tomar los
fermiones del par. Esta limitacion en la energia esta relacionada con la aproximacién que se hizo de
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la transformada de Fourier del potencial por una constante: U (q — q') =~ Up. Ahora consideremos
las siguientes dos posibilidades que permiten esta aproximacion:

1. En el contexto de la superconductividad la interaccién atractiva entre los electrones es resulta-
do de su interaccion con los fonones de la red. En este caso, es valido aproximar [Cooper, 1956]:
U(q—-dq) = — ‘UO‘, dentro de un pequenio rango de interaccion: |¢ — ep| < hwp, donde wp
corresponde a la frecuencia de Debye. En este caso es inmediato tomar la energia de corte:
€. = hwp, y como wp < €p, entonces la integracion de la ecuacion (3.1.8) se efecttia en
una pequena banda por encima de la energia de Fermi y es posible emplear la siguiente
aproximacion: g (¢) ~ g (ep), con lo cual se obtiene la siguiente ecuacion:

. er+hwp d
Lo 9ler) ¢ : (3.1.9)
Uo Vv 2(6—6F)—|—|Ep|
€F
cuya solucion da el valor la energia del par de Cooper:
E, = —2hwpe2V/9(er)|To] (3.1.10)

Esta energia decae exponencialmente con la interaccién: ‘U()’; sin embargo, atn cuando la

interaccion sea débil existe un valor finito para la energia FE,. De esta expresiéon también
se puede verificar la necesidad del mar de Fermi para la apariciéon del estado ligado, ya
que su ausencia equivale a tener: ep = 0, y para un gas homogéneo de particulas libres (3
dimensiones): g (¢) ~ €'/2, entonces el valor de E,, se anula.

2. Por otro lado, en el contexto de los gases de Fermi a muy bajas temperaturas, donde el estado
de los fermiones es tal que su energia es muy baja: (q — 0), entonces es posible aproximar la
transformada del potencial por su valor en cero !:

U (a—d) ~ U (0), (bajas energias : q,q — 0); (3.1.11)

en este caso: Uy = U (0). A partir de la relaciéon que se encontré en el capitulo anterior
(ecuacion 2.4.28):

1 _om 1
[~](0) 4dmh2a " 2ex

(3.1.12)

se introduce la longitud de dispersion a, y la ecuacion para la energia E, (ecuacion 3.1.8)
queda en este caso de la siguiente forma:

mo 1 g 1 /°Og<e>
_ de — — 1.1
Anh?a  V / 2(e—ep) +|Ep) ‘v 2¢ ’ (3.1.13)
€R 0

donde la energia de corte €. se ha tomado como infinita: €, — o0; aqui no es posible restringir el
rango de interaccién entre los fermiones. Esta ecuaciéon muestra la necesidad de haber tomado

!Esto mismo ya se empleo al establecer el Hamiltoniano del sistema en el capitulo 1, ver ecuacién (1.1.22).
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a segundo orden de aproximaciéon la amplitud de dispersiéon en la serie de Born, y que dio
como resultado la expresion (3.1.12), ya que la primer integral de la ecuacion anterior diverge
pero con la segunda -que también diverge- se cancela.

Para resolver la ecuacion (3.1.13), se considera un gas homogéneo de particula libre. En este
caso la densidad de estados esta dada por:

g(e) = Wv(hgm)el/?, (3.1.14)

suponiendo ademas que: ep > E, y la longitud de dispersion es negativa: |a| = —a, entonces
la energia del par de Cooper en un gas de Fermi esta dada por:

8
[ E, = —?eFe—“/kF|a‘. (3.1.15)]

Esta expresion es analoga a (3.1.10) y establece la energia de un par de Cooper para un gas
de Fermi, como funcién de la longitud de dispersion. Para obtenerla se ha supuesto que la
longitud de dispersion es negativa: a < 0; en caso contrario, se puede demostrar que no existe
este estado ligado ya que entonces Ej, > 0. En el capitulo anterior se mostr6é que en este
caso (a > 0) existe un estado ligado con energia: E, = —h?/ma?, y que corresponde a la
formacion de una molécula bosonica (ver 2.3.17 en la pagina 35). Ambos resultados son de
gran importancia y en el capitulo 4 se retoman al estudiar el cruce BEC-BCS.

Un elemento importante a considerar corresponde al tamafno promedio de los pares de Cooper. Este
se puede obtener a partir de la funcion del par 1, (r), y es posible demostrar que esta funcion en el
limite asintotico (r grande) decae algebraicamente con r [Cooper, 1956]:

Up (r) ~1/r, (3.1.16)

esto marca una diferencia notable respecto al estado molecular entre un par de particulas que
se discutio en la seccion 2.3 en la pagina 31; en este caso, se mostré que la funcién decae expo-
nencialmente |[Petrov et al., 2004]: ~ e~"/%  Este comportamiento en la funcion de los pares de
Cooper da como resultado que el tamano promedio de un par ( ~ 103A=2000a0, cuando A = kT,
[Cooper, 1956]) no solo sea mayor al de una molécula diatomica (~ 3ag [Demtroder, 2006]); sino
también a la separacion promedio entre las particulas que conforman un gas (~ 100ag).

Asi, se ha demostrado que un par de fermiones que interacttian atractivamente, ante la presencia
de un mar de Fermi, forman un par de Cooper con energia £, La formacion de esté estado
es consecuencia del mar de Fermi que limita la ocupaciéon de estados en el espacio k debido al
principio de Pauli. Sin embargo, esta restriccion es una propiedad del caracter fermiénico de las
particulas y por lo tanto se puede generalizar este resultado para un sistema de muchos fermiones
que interactian atractivamente; estos pares, como se ha mencionado, tienen momento cero y por
lo tanto estan formados por fermiones con momento opuesto: k y —k, pero ademas por el principio
de exclusion de Pauli debe tener espin opuesto también: 1 y J.

Debido a la “extension” de los pares de Cooper, entonces el estado de un gas de fermiones que
interacttian atractivamente corresponde a la superposicion de todos los pares de Cooper posibles;
es decir, cada fermion en el estado |k, 1) esta “apareado” con todos y cada uno de los fermiones que
se encuentran en el estado |-k, ). Este estado del sistema -estado BCS- se presenta, como se



46 Formalismo BCS

muestra en el capitulo siguiente, por debajo de cierta temperatura critica y es posible para valores
negativos de la longitud de dispersién, como se ha dicho antes.

En la siguiente seccion se presenta la funcion de onda BCS, que describe al estado BCS del sistema
de fermiones a temperatura cero. Esta funcién, como veremos, contiene unos parametros que son
determinados variacionalmente a partir del Hamiltoniano del sistema.

3.2. Funcién de estado BCS

La funcién més general para un sistema de IV fermiones, que contenga la propiedad de apareamien-
to entre pares de fermiones, todos con todos, se puede escribir como[Annett, 2004, pp. 114]:

VU (rio1,...,rNoON) = \/i\fi' Z (—1)" ¢ (r1r20101) ¢ (r3r40304) - ¢ (EN_1TNON_10N), (3.2.1)
P

donde la suma es sobre todas las permutaciones P de los N fermiones individuales denotados por
r;o;. Para mantener la antisimétria de la funcién W, necesaria en un sistema de fermiones, ante el
intercambio de dos particulas entonces: (—1)P = 1, para una permutacién par; mientras que para
una permutacion impar (—1)7 = —1.

La funcion (3.2.1) es muy general, por lo tanto se consideran las siguientes dos propiedades
respecto a los estados de pares de fermiones:

1. Los estados ¢ (r;rjo;o;) deben ser funciéon tnicamente de la coordenada relativa r = r; — r;.
Lo cual equivale a que el movimiento del centro de masa del par es nulo y por lo tanto:
ki = —ko.

2. La estructura de espin de los estados ¢ (r;rjo;0;) es singulete; es decir que las particulas que
forma al par tienen espines opuestos.

Estas propiedades estan de acuerdo con la expresion del Hamiltoniano al que se llego en el capitulo
1, v que describe al sistema de fermiones. Alli se indic6 que la principal contribucién al término
de interaccién es aquel que contiene la dispersiéon entre particulas con momento y espin opuestos.
Con estas dos propiedades, la funcion (3.2.1) se simplifica y se reduce a la funcién BCS propuesta
originalmente por Schrieffer en el contexto de la teoria microscépica de la superconductividad, y
que en segunda cuatizacion se escribe como |Bardeen et al., 1957]:

Wpes) =[] (uk + Ukﬁi) 0), (3.2.2)
k

donde el operador BTk se define de la siguiente forma:

BTk = &TkT&T—k@ (3.2.3)

y que corresponde a la creaciéon de un par de fermiones con las propiedades antes descritas. Estas
propiedades en los pares de fermiones permite simplificar la notacién como se estableci6 en el
capitulo 1 (ecuacion 1.1.24 en la pagina 24):

k ={k, 1},

k= (k1. (3.2.4)
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De esta manera, el estado del espin esta contenido en el signo del vector k. La normalizacién de
la funcién de onda BCS establece la siguiente relacion:

up +vg =1, (3.2.5)

La funciéon BCS (3.2.2) contiene la idea de los pares de Cooper que se describio al final de la
seccién anterior, y representa una propuesta variacional para describir el estado de un sistema de
fermiones que interactiian por pares, en el estado base (temperatura cero). Los parametros uy y

vk quedan determinados al minimizar la energia del sistema: Fy = <’H> os’ y en la siguiente
B

seccidon se describe este proceso variacional. Para incluir los efectos de temperatura se emplea
una transformacion que permite diagonalizar el Hamiltoniano H; esta transformaciéon introduce el
concepto de cuasiparticulas y con ellas la temperatura, tal como se describe en la seccion 3.4.

3.3. Sistema a7l =0.

Una vez que se han establecido las propiedades de la funcién de onda BCS, a continuacion se
aplica el método variacional para encontrar el valor de los parametros uyx y vx que minimizan la
energia del sistema. Para ello se establece el Hamiltoniano que describe al sistema de fermiones con
interaccion por pares?:

H=> ac(in+iy)+ U‘ﬁo) > alal i (3.3.1)
k Kk’

que contiene la aproximacion de bajas energias: U (k — k') ~ U (0), misma que ya se empleo al inicio

del capitulo al calcular la energia de ligadura para un par de Cooper (3.1.11). Esta aproximacion

tiene una relevancia ya que introduce la longitud de dispersion -a través de la ecuacion (2.4.28)- en

la descripcién del gas de fermiones y que representa uno de los objetivos de este trabajo.

El problema variacional consiste en minimizar la energia del estado BCS: Ey = <7:l>BCS respecto

de los parametros uy, vk de la funcion BCS; sujetos a dos restricciones:

1. La funcién del estado BCS debe estar normalizada, lo que corresponde a la siguiente ecuacion:

up +vg =1 (3.3.2)
2. El namero de particulas del sistema N es constante:
> o) =N. (3.3.3)
k,o

La segunda restricciéon se puede eliminar planteando el problema en el ensamble gran canénico, lo
que introduce el potencial quimico i, y que a temperatura cero define el operador 3:

2Continuando con la notacion: k = {k,1} y —k = {—k, |}

3Esto corresponde a un cambio de representacion, para dejar como variable independiente el potencial quimico u, y
entonces el ntimero de particulas N queda determinado por el valor de u. Esto se consigue de manera general para
cualquier temperatura T, a través del potencial termodinamico: Q (T, V, u) -gran potencial-; y que se define por
la siguiente transformacion de Legendre: Q (T, V, ) = E — uN — T'S. Sin embargo, el operador K no corresponde
estrictamente al gran potencial con 7" = 0, sino mas bien a una transformacién intermedia: X = E — uN.
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K =#H — uN; (3.3.4)

que designaremos como Hamiltoniano K y de (3.3.1), junto con: N = 7y + n’y, se encuentra su
expresion:

K=> (x—p) [ﬁk + ﬁk] Z al,al Ly . (3.3.5)

k k,k’

Asi el problema variacional consiste en el siguiente sistema de ecuaciones:

oK

— + 2F ux = 0,

c')uk

K B =0, (3.3.6)
vk

up + v = 1.

donde K = <I€>BCS , v Ex representa el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion (3.3.2).
Este sistema determina por completo los valores de uy, vk v Fx. Como primer paso para resolver
el sistema, es necesario encontrar el valor de <I€>BCS que se puede calcular de la expresion (3.3.5)

y la funcion BCS:

kK’

K = </€>BCS - ij (e — 1) [mk)BCS + <ﬁ_k>305] v <Z al,al a > . (3.3.7)
BCS

El primer término de esta expresion se encuentra facilmente de la siguiente propiedad de la funcién
BCS:

(Upes| | pos) = (Vpes| -k [V pos) = vg, (3.3.8)

entonces:

S (e ) [<ﬁk>BCS ¥ <ﬁk>BCS} — 23 (e — ) of. (3:3.9)
k

k

Asi, el problema se reduce en calcular el producto de los cuatro operadores: &L,dik,&fkdk con
la funcion de estado BCS, y que conduce a la siguiente expresion:

<&1T<'@T_kfdk&k > = U/ Vk/ Uk Vk- (3.3.10)
BCS
Con estos resultados se obtiene finalmente la expresion de K en términos de los parametros uy y
Vk:
K=2 Z (ex — vk + U Z U/ Ve UK Vk - (3.3.11)
k k. k’/

A partir del cual se obtiene el sistema de ecuaciones (3.3.6) que resuelve el problema variacional.
Multiplicando las dos primeras ecuaciones de este sistema, se llega a la siguiente ecuacion:
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2uivk (ex — 1) + U‘(/O) (ulz{ — 1)12() % UV = 0. (3.3.12)

Si se define el parametro A de la siguiente manera:
U (0
A = —‘(/) ;ukwk/, (3313)

entonces la ecuacion (3.3.12) se escribe como:

2 (ex — p) ugvx — A (ui - vi) =0, (3.3.14)

que junto con la restricciéon: ui —H}ﬁ = 1, determinan los parametros uy y vi. Este par de ecuaciones

conlleva a las siguientes expresiones:
U 1 —
k}:<1i€kE “),
) 2 k (3.3.15)

Fy = \/ (Ek — ,u)2 + AZ,

Estas expresiones no determinan los valores de uy, vx v Ex explicitamente, ya que A depende de
los parametros uyx y vk, y por lo tanto representan un sistema de ecuaciones implicitas y acopladas
para estos pardmetros. Sin embargo, al conocer el valor de A en términos de los parametros del
sistema: ex y p, entonces ug, vk y Fx quedan completamente determinados (de aqui la ventaja de
introducir A). Para encontrar A\, simplemente se sustituyen las expresiones de uy y vk dados por
(3.3.15) en la ecuacion (3.3.13); con lo cual se obtiene la siguiente ecuacion:

U (0) A
A=— . (3.3.16)
v zk:\/(ek—,u)z—i—AQ

Esta ecuaciéon determina /A en términos de las variables del sistema, que sustituyéndolo en las
expresiones (3.3.15) especifican completamente uy, vk y Ex; y por lo tanto la solucién completa del
problema variacional planteado por el sistema (3.3.6).

Aqui es necesario establecer la relevancia del parametro A no solo como un elemento “técnico”
para resolver el sistema de ecuaciones (3.3.6); sino como una propiedad fisica del sistema y que
maés adelante, cuando se resuelva el sistema a temperatura T # 0 y en el siguiente capitulo cuando
se analice més extensamente, quedara més claro. Por ahora, basta con notar que sus dimensiones
deben ser de energia y por lo tanto atribuirle esta propiedad. Al parametro A se le conoce como
“gap” y a la ecuacion (3.3.16) como “ecuacion del gap”.

A pesar de que no es posible encontrar explicitamente A a partir de la ecuaciéon del gap, se puede
introducir este parametro -a partir de su definicion (3.3.13)- directamente en la expresion de K,
ecuacion(3.3.11) y obtener:

v

K=2 ex — 1) v — —— A2, 3.3.17

Sl o (3317)

que junto con el par de ecuaciones (3.3.12), se puede expresar completamente en términos de las
variables del sistema y el gap como:
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_ _ _ €L — 2 _ V 2
K—Zk:[(ek 1) — /(e — ) +A2] U(O)A. (3.3.18)

A partir de esta expresion se puede verificar que la ecuacion del gap (3.3.18), se obtiene simple-
mente derivando respecto a A e igualando a cero: (OK/9A) = 0. Por lo tanto el estado del sistema
de fermiones a temperatura cero queda caracterizado por el par de ecuaciones:

Kzgj{(ek—m— <ek—u>2+A2] VYV

v (3.3.19)

0= <8IC> , ecuacion del gap.
oN Vi

Para incluir la longitud de dispersion a en la descripcion del sistema, se sustituye el valor de U (0)
dado por la ecuacion (2.4.28), con lo cual se obtiene:

’C:Z[(Ek—u)—\/(ﬁk—u)zﬂLAZ] - < ] 2;—%) VA2

k

(3.3.20)
oK

0= (M) V’WZ, ecuacion del gap.

Este par de ecuaciones determina las propiedades del sistema de fermiones a T = 0. Por un
lado, la ecuacion del gap determina el valor de /A en términos de las variables del sistema: V. i, a
(la dependencia con € se elimina al tomar el limite termodinamico), y de forma autoconsistente se
introduce en la expresiéon de K.

Este resultado se ha obtenido a partir de la funciéon de onda BCS que representa el estado base
del sistema de fermiones. La propuesta de Leggett para describir el cruce BEC-BCS [Leggett, 1980|
a temperatura cero consiste en emplear este mismo tratamiento -a través de la funcion BCS- para
describir el estado de Condensado de Bose-Einstein (en el limite 1/a — 400 ) para moléculas
formadas por pares de fermiones con espin opuesto; como veremos en el capitulo 4, esto es posible.
Para incluir la temperatura en la descripciéon del sistema, este trabajo sigue el mismo procedimiento
que se emplea en el formalismo BCS; es decir, a través de una transformacion de Bogoliubov como
se muestra a continuacion.

3.4. Inclusién de la temperatura.

El procedimiento para incluir la temperatura consiste en hacer una transformacién de Bogoliubov
a los operadores {ag, a_x} que aparecen en el Hamiltoniano (3.3.1), o mas convenientemente en
el Hamiltoniano K (3.3.11). Esta transformacion tiene como finalidad diagonalizar el Hamiltoniano
e introduce el concepto de cuasiparticula; estas cuasiparticulas -como se muestra mas adelante-
no interactian y son fermiones por lo que obedecen la estadistica de Fermi-Dirac. Asi, es posible
introducir la temperatura al sistema de fermiones con interaccion.

La transformacion de Bogoliubov que diagonaliza el Hamiltoniano de fermiones con interaccion,
se define como:
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S -t
Qg = Ukak — Vka_y,,
(3.4.1)
G_x = uxa_k + vde.

Los coeficientes uy, vk, se escogen de tal manera que digonalicen el Hamiltoniano y son inde-
pendientes de los coeficientes variacionales de la funciéon BCS que se analiz6 en la seccién anterior
-aunque se emplea la misma notacién-. Como se mostrara, los valores que diagonalizan el Hamilto-
niano son los mismos que se encontraron al minimizar la funciéon BCS (3.3.15). Esto es de esperar
ya que ambos tratamientos deben ser compatibles.

Para que la transformaciéon de Bogoliubov sea candnica es necesario que satisfaga las mismas
reglas de conmutacion de los operadores de fermiones {ax, a_x}, es decir:

{dkydf(/} = {&7k7d1‘_k/} = 5k,k’7

{a i} = {aaw} ={alaw} =0,

Asi, los operadores {ay, a_k} también tienen caracter fermionico. De estas reglas de conmutacion
se obtiene la siguiente relacion entre los coeficientes:

(3.4.2)

up + g =1, (3.4.3)
misma que se encontrd para los coeficientes de la funcion BCS, resultado de su normalizacion. A

partir de la definicion (3.4.1), se obtiene la transformacion inversa:

N o
ax = UkOx + VkQ_ .,

(3.4.4)
(g = U@k — VKA.

En el apéndice A, se muestran detalladamente los pasos de aplicar la transformacién de Bogoli-
ubov al operador gran potencial (3.3.11) y cuyo resultado final es que el Hamiltoniano K se puede
escribir como la suma de dos términos:

K = H, + Ho, (3.4.5)

donde cada término esta definido como:

Hy =2 (ac—p) v+ (ac—p) (ui — v@) (e + i) +
k k

U (0) Z UKk Uk (1 - mk - m_k) Z Uk’ Vk/ (1 - mk/ — m_k/) s
k k’

<|~

~ R R R 1 ~
Hy = Z <a_kak + ole(aT_k> {2ukvk (ex — 1) + (ui - 1212() VU (0) Zuk/vk/ (1 — e — 1h_yr)
k K’
(3.4.6)
y en los que se han introducido los operadores:
o at s
mi = Gy Gy,
ke Tk (3.4.7)
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Es inmediato identificar estos operadores como de nimero (en analogia al operador: ny = &L&k).

En este sentido, podemos asignarle el caracter de cuasiparticulas a los operadores {ag, a_k} y por
lo tanto (rhk) y (m_x) corresponde al ntumero medio de cuasiparticulas en los estados {k,T} y
{k, ]} respectivamente. Estas cuasiparticulas, no son de ninguna manera los pares de Cooper que
identificamos en la seccién 3.1; sino, de acuerdo a su definicién, una superposicion de los fermiones
individuales que componen al sistema. Esto tiene una analogia con una red cristalina donde los
fonones -cuasiparticulas de la red- se definen como la superposicién de los modos normales de la
red que desacoplan o diagonalizan el Hamiltoniano del sistema.

Analizando el primer término de (3.4.6) H 1, notamos que tiene la forma diagonal que buscamos, ya
que contiene inicamente operadores de niimero; mientras que H, contiene los elementos diagonales:
a_xax y d;r(d]:k. Ademas, cuando my = m_x = 0, H, recupera la expresion (3.3.11) que describe
al sistema en T" = 0. Asi, es inmediato determinar los coeficientes uyx y vy imponiendo que: Hy = 0,
lo que conduce a la siguiente ecuacién:

U (0)
>

(ui — 012() Z Uk Vk! (1 — <mk/> — <Th,k/>) = O, (3.4.8)
K

QUkUk (Gk - ,u) +
donde ya se ha tomado el valor medio. En el caso: (my) = (mm_k) = 0, esta ecuacion corresponde

a la que se encontré en el analisis a T' = 0, ecuaciéon (3.3.12). Entonces, si ahora se define al gap
como:

A= —Uéo) ; wevie (1 — (e) — (M_ye)), (3.4.9)
la ecuacion (3.4.8) queda idéntica a la obtenida en 7" = 0, ecuacion (3.3.14):

Qugvk (ex — ) — AV (ui - vi) =0. (3.4.10)

lo que conduce a los mismos resultados (3.3.12), tal como se habia mencionado al inicio de la seccion.

1 _
uk}:<1iek “),
ve) 2 By (3.4.11)
By =\/(ac — p)* + A2,

A partir de la definiciéon del gap, ecuacion (3.4.9), y los valores de ug y vk, se obtiene la ecuacion
del gap:

Uy A

A= —
v

- (1 = (1) = (1)) - (3.4.12)
k 2 (Ek—u) + A2

Al conocer las distribuciones de cuasiparticulas: (my) y (m_x), entonces el problema queda
resuelto de la misma manera que antes: la ecuacién anterior determina el gap A en término de las
variables del sistema, que sustituido en (3.4.11) determina los coeficientes uy y ux.

Para mostrar las propiedades de las cuasiparticulas, que han sido introducidas a través de la
transformaciéon de Bogoliubov, conviene escribir el Hamiltoniano K en términos de las variables del

sistema y del gap A. Puesto que K=H + }1{ , entonces sustituyendo la definicion del gap (3.4.9)
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en <I:[ 1>, y manipulando la ecuacion (3.4.8) junto con la restriccion (3.4.3) se obtiene es siguiente

resultado:
4 R 5
K=>" [(Ek — 1) =/ (e — ) + A2 ] — A4 By () + () (3.4.13)
k U(O) k
Cuando (k) = (m_k) = 0 se recupera la expresion (3.3.18) del sistema a 7' = 0, y esto

corresponde a que el sistema a temperatura cero no contiene cuasiparticulas; esto mismo se puede
verificar directamente de la funcién de onda BCS y de la definiciéon de los operadores {ay, a_x}
calculando: (1m4x)pog = 0. Entonces el término ), Fi ({(mk) + (m_k)) en el Hamiltoniano
corresponde a la contribuciéon de energia cinética de las cuasiparticulas, donde Fj representa su
espectro de energia y cuya expresion esta dada por (ecuacion 3.4.11):

Espectro de energia de las cuasiparticulas.

Bi=/(ex —p)? + A2 (3.4.14)

€k — U

En este sentido es posible interpretar al gap A como una brecha de energia en el espectro de las
cuasiparticulas. Estas cuasiparticulas no interacttiian entre ellas, pues no hay término de interaccién
en la expresion (3.4.13). Puesto que los operadores de las cuasiparticulas (ak, a_k) satisfacen las
mismas reglas de anticonmutacion que los fermiones originales (ak, G_x), entonces tiene caracter
fermidnico y por lo tanto obedecen la estadistica de Fermi-Dirac con potencial quimico nulo:

1

() = (M_x) =
(8 =1/ksT) esto se debe a que en T' = 0, tal como se ha mostrado, hay ausencia de cuasiparticulas:
(ry) = (Mm_x) = 0. Esto es igual a que en el sistema no se conserve el numero de cuasiparticulas?.
De esta manera, al identificar estas cuasiparticulas que satisfacen la estadistica de Fermi-Dirac,
se introduce la temperatura al gas de fermiones. Al introducir la temperatura debe quedar claro
que ahora el gap A\ tiene una dependencia con esta a través de la ecuacion (3.4.12).
Finalmente se hace un cambio de representaciéon al gran potencial €), a través de la siguiente
transformacion de Legendre:

Q=E—-uN-TS, (3.4.16)

4Algo similar ocurre en un gas de fotones (bosones), donde el potencial quimico es nulo en cuyo caso no hay
conservacién de fotones.
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donde S representa la entropia de las cuasiparticulas, en términos del Hamiltoniano K = E — ulN,
se obtiene el gran potencial como:

Q=K-TS. (3.4.17)

Para las cuasiparticulas, en dos estados posibles: k = |k,1) vy —k = |-k, ]) , la entropia esta
dada por:

S=—ksy [(mk> In (rge) + (1 — (_y)) In (1 — (mk>)}7 (3.4.18)

k

sustituyendo la distribucion de Fermi-Dirac (3.4.15), resulta:

S =2k, In (1 + e*ﬁEkv) . (3.4.19)
k

Entonces la expresiéon del gran potencial se escribe como:

V - k
Q= g[(ek_ﬂ) - (ek—u)2+A2] = WAQ —QkBTZk:In (14778, (34.20)

Ahora, introduciendo explicitamente la longitud de dispersion a, a través de la ecuacion (2.4.28),
se obtiene:

1 —
Q:Z[(eku) (Gku)2+A2]+<Z e 47rh2 )VA2 QkBTZIn (1+€ (er—p) +A2>7
k k

(3.4.21)

De la misma manera que se obtuvo antes, se puede verificar que la ecuacién general del gap

(3.4.9) se obtiene como: (02/0A) = 0, entonces el par de expresiones que caracterizan el sistema
de fermiones con interaccién a cualquier temperatura esta dado por:

K QTV,U, Z|:6k_ _ (€k—ﬂ)2+A2:|+< L_ m >VA2—|- \

" " 2€k 47rh2a

—2kpT Y In (14 e PVlam™+a%) (3.4.22)
k

0 ( oS > ion del g
= - N ecuacion de ap.
\_ 00 ) v -

La ecuacion del gap determina: A = A (T, V, u,a), que debe sustituirse de manera autoconsis-
tente en Q (T, V, u,a). Asi, las propiedades termodinamicas se obtiene directamente de este par de
ecuaciones -aplicando el limite termodinadmico- y en el siguiente capitulo se presenta este analisis.
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CAPITULO

Termodinamica
del gas de fermiones.

A han sido comentados los trabajos experimentales con gases de fermiones en los que se ha
evidenciado el estado BCS (pares de Cooper) y BEC molecular (condensado de Bose-Einstein).
Esto ha sido factible aplicando un campo magnético que permite variar la interaccion efectiva de los
fermiones, a través de la longitud de dispersion. Esta propiedad, en la que variando la interaccién
entre los fermiones del gas se obtienen ambos estados, se le conoce como “cruce BEC-BCS”.
Asi, es natural atribuirle a la longitud de dispersion a, el caracter de variable termodinémica,
puesto que es posible modificarla externamente y determina el estado del gas de fermiones. Junto
con el reconocimiento de esta nueva variable, debe tomarse en cuenta el papel de su conjugada
termodinamica. Esta variable, ha sido introducida reciente por S. Tan|Tan, 2008] con el nombre de
“variable de contacto”, y se estudia de manera general en [Romero-Rochin, 2011|; ademas de que
se ha logrado medir experimental [Stewart et al., 2010].

En este capitulo se hace una descripciéon de las propiedades termodinamicas del gas de fermiones
incluyendo a la longitud de dispersiéon -mas apropiadamente su inversa: 1/ a- y su conjugada, como
variables de estado. El tratamiento aqui presentado esta basado en el formalismo BCS, descrito
en el capitulo anterior; y la inclusiéon de la longitud de dispersién en el Hamiltoniano del gas de
fermiones, junto con el procedimiento de “renormalizacion” definido por la expresion que se obtuvo
en el capitulo 1: = ( ) o m > 7o - Esta forma de abordar el cruce BEC-BCS fue desarrollado

por Leggett [Leggett, 1980] a temperatura cero; mientras que a temperatura finita se suelen utilizar
métodos més sofisticados que incluyen funciones de Green |Perali et al., 2004] o métodos Monte
Carlo [Astrakharchik et al., 2004b], entre otros.

Una de las propiedades mas interesantes de este sistema, independientemente del signo de la
longitud de dispersién, es que presenta el fendémeno de superfluidez. Este caracter se establece de

acuerdo al criterio de Landau en el espectro de las cuasiparticulas: Eyx = 1/ (ex — u)2 + A2, que esta
caracterizado por el parametro gap. Esta propiedad ha sido verificada experimentalmente en ambos

regimenes, a través de la aparicion de vortices cuando se hace rotar al gas [Zwierlein et al., 2005a).

o7
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4.1. Gran potencial del sistema de fermiones

En el capitulo anterior se obtuvo la expresiéon para el gran potencial €2 del gas de fermiones:

Q(T,V,u,a)ZZ[(Ek—M)—\/(Ek—u)2+A2] +< 2;—“7;;@) VA4

k k (4.1.1)
~2kpT Y In (1 + e AVI(acm+ A2) ,
k
que junto con la ecuacién del gap:
Q
(8) =0, (4.1.2)
[oZAN T,V,u,a

determinan las propiedades termodinamicas del sistema. Para ello es necesario aplicar el limite
termodinamico: N, V' — oo; de tal manera que N/V = constante. Este limite produce que los
niveles de energia €, formen casi un continuo y las sumas de la expresion (4.1.1) son reemplazadas
por integrales con el factor de la densidad de estados g (¢). Para un gas homogéneo de particulas
libres confinadas en una caja de volumen V', la densidad de estados viene dada por:

2/3
g(e) = W%mel/? (4.1.3)

Como se ha mencionado el estado del gas de fermiones puede presentar dos regimenes con
propiedades diferentes: régimen BCS, o BEC, dependiendo del signo de la longitud de dispersion.
Esto motiva la introduccién de la longitud de dispersiéon a como una variable que contribuye al
estado del sistema, por lo tanto es conveniente recordar algunos de los resultados que se obtuvieron
en el capitulo 2 respecto de estéa cantidad.

El primer resultado establece que en el régimen de bajas energias la amplitud de dispersion es
una constante a la que se le conoce como longitud de dispersion:

f =~ —a, (4.1.4)

la importancia de esta cantidad es que caracteriza la interaccion entre las particulas. Por otra parte,
se encontré que la amplitud de dispersién en general puede ser desarrollada como una serie de Born,
ecuacion (2.4.21), donde el primer término de esta serie viene dado por:

W~ -7 (K -k 415
FO 0 ). (115
siendo m, la masa de los fermiones. Entonces en el limite de bajas energias: k,k’ — 0, y con
resultado de que en este régimen: f = —a, se obtiene la siguiente expresion:

1 m

W e (4.1.6)

a siguiente orden en la serie de Born se obtiene al siguiente resultado (ecuacion 2.4.28 en la pagi-
na 39):
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1 m 1
_— R — — — 4.1.7
U(0) 4rh%a ” 2€x ( )

Ambos resultados relacionan la transformada del potencial U (0), con la longitud de dispersion a,

lo que permite introducir esta variable en el gran potencial, tal como se hizo en el capitulo anterior

y dio como resultado la expresion (4.1.1). Si se sustituye el primer orden de aproximacion (4.1.6)

en el gran potencial €2, entonces la ecuacion del gap: (g—g) = 0, diverge. Esto se puede ver al
Visa

reemplazar (4.1.6) en el gran potencial y tomar el limite termodinamico, con lo cual se obtiene la
ecuacion del gap:

LT 1 2tanh <§ (e — p)? + A2>
P /dee / > 5 (4.1.8)
0 (e —p)” + A2

en el limite e — 0o, se tiene que: tanh (¢) — 1. Entonces el integrando tiende a e 1/2 y por lo tanto
la integral diverge:

[e.o]

1
(e > 00) = P /dee_1/2 ~e? o 0. (4.1.9)

Esta divergencia se resuelve al sustituir el segundo orden de aproximacion (4.1.7) en el gran
potencial €, y cuya expresion corresponde a la ecuacion (4.1.1). Para estudiar las propiedades ter-
modinamicas del gas de fermiones, es méas conveniente definir el inverso de la longitud de dispersion:

= 1/a. Asi, el gran potencial se escribe como:

1 m
. _ E : ) A 2 - 2
Q (Ta V7 ,U,, na A) - |:(6k M) (6k /1/) + A :| + ( X 261{ 47T,L12 7]) VA +

k

—2kpT Y In (14 e#ﬂW) |
k

(4.1.10)

que en el limite termodinamico, reemplazando las sumas por integrales con la densidad de estados
(4.1.3), se transforma en:

4 . e )

3/2 2 1/2
TV, ) =W(,§,”’”{/deel/2[<e—u>— (e—u>2+A2] o
0 0
_ 1/2 BV (e—p)*+a2) | _ ™M 2
2kpT /dee In <1+€ )} 47Th2VA n.
0
\ (4.1.11)

Una propiedad que se verifica de inmediato es que cuando A = 0, el gran potencial corre-
sponde al de un gas de 2N fermiones ideales (sin interaccion): Q = —2kpT >, In [1 + e‘ﬁ(ek_“)].
Esta propiedad establece una transicion de fase del gas de fermiones, entre el régimen ideal -sin
interaccion- y el superfluido que se describe en la seccion 4.4.
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4.2. Relaciones termodindmicas

Para establecer las propiedades de la longitud de dispersién como variable de estado, recordemos
que esta magnitud caracteriza la interacciéon entre pares de particulas que componen al gas. En-
tonces, esta variable debe ser intensiva, ya que si se divide al sistema entero en pequenos subsistemas
las propiedades de interaccién entre las particulas en cada uno de estos subsistemas no tienen por
que cambiar -seran las mismas- y por lo tanto la longitud de dispersiéon es la misma en cada uno de
los subsistemas. Esto es precisamente lo que caracteriza a una variable intensiva.

Sin embargo, por cada variable de estado existe su variable conjugada. Entonces, al introducir
a la longitud de dispersiéon como variable de estado, es completamente valido definir su variable
conjugada -que denotaremos por X- como:

Y= <a§z> , (4.2.1)
on TV,

esta nueva variable, al ser conjugada de una variable intensiva, debe ser extensiva; lo cual se puede
verificar de inmediato a partir de la expresién anterior, ya que ) es extensiva y 7 es intensiva.
También se puede verificar que las unidades de esta variable son de energia por longitud. A partir
de estas dos nuevas variables: (7, X)), se puede definir el trabajo debido al cambio en la variable
extensiva ' como:

dwy = —ndX. (4.2.2)

A la variable X se le conoce como ‘“variable de contacto” |Tan, 2008|, y méas adelante se
ampliaran sus propiedades. De esta manera, las propiedades de interaccion entre los fermiones que
componen al gas se introducen en la termodinamica, a través del par de variables conjugadas: (n 'y
X); entonces el conjunto de variables que determinan el estado del gas de fermiones son:

T temperatura, S entropia,
variables | u potencial quimico, variables N ntimero de particulas,
intensivas | P presion, extensivas V volumen,

7 longitud de dispersion. 2/ contacto,

(4.2.3)

Las variables {7, u, P}, con sus correspondientes conjugadas {S, N, V'}, son las usuales para un
gas ideal homogéneo; mientras que las dos variables adicionales {X, 7} son una consecuencia de
la interaccién entre los fermiones del gas. Adicionalmente, como resultado de la teoria BCS, se

encontro el pardmetro: A (gap), que esta determinado por la ecuacion: (g%) =0.
Con este conjunto de variables la ecuacion de Gibbs se escribe como:

dE =TdS — pdV + pdN +ndX. (4.2.4)

A partir de la cual se establece que la energia, en su representacion fundamental, es funcion de
las variables extensivas: E = F (S,V, N, X). Para cambiar de representacion al gran potencial €2,
donde las variables independientes sean ahora: T, V, i1, n; se realiza la siguiente transformaciéon de
Legendre:
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que junto con la ecuacion de Euler (que establece la extensividad de las variables S, V, N, X):

E =TS8 —pV +uN +nX, (4.2.6)
permite llegar al siguiente resultado:

Q=—pV. (4.2.7)

Diferenciando la ecuacion (4.2.5), y utilizando la ecuacion de Gibbs (4.2.4) se obtiene la diferencial
del gran potencial :

dQY = —SdT — Ndp — pdV — Xdn, (4.2.8)

de esta expresion se obtiene el conjunto de ecuaciones (méas la ecuacion del gap) que relacionan
todas las variables del sistema:

o0
-N (TalL?n;A) = <) s
8:” T,V,n
o0
—p (T7,u7777 A) = <> )
oV Tom
o0
oT Vo
o0
N/ 1Tvu

Este conjunto de ecuaciones relaciona todas las variables del sistema y determina completamente
el estado termodinadmico del gas. Es importante resaltar que la ecuacion del gap ha sido obtenida
independientemente de la termodinamica, como resultado de la teoria BCS. Esta ecuaciéon determina
al gap como funcion de las variables del sistema: A = A (T, V, u,n), cuyo valor debe ser sustituido
consistentemente en el resto de las ecuaciones. En este sentido el formalismo BCS introduce un

nuevo pardmetro: A\, pero a su vez una ecuacidén maés: <g—2) = 0, y por lo tanto el sistema

T.Vin,p
queda completo.

Es conveniente recordar que estamos analizando un gas de fermiones en dos estados de espin
diferentes (1,]) en la misma proporcion: Ny = N = N/2, donde N representa el nimero total
de fermiones. En el analisis de este trabajo se considera un sistema aislado, por lo que entonces la
densidad es una constante: N/V = constante.

Para simplificar un poco las ecuaciones, es posible adimensionalizar el gran potencial (4.1.11)
introduciendo los parametro €y y kg, cuyas unidades sean de energia e inverso de longitud, respecti-
vamente; relacionados ademas a través de la siguiente ecuacion (siendo m la masa de las particulas):

21.2
= k0. (4.2.10)

2m

Con esto, el gran potencial adquiere la siguiente expresion:
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Q_kg i 1/2 ~ N2 | A9 A?
v—w[/{”” S e
0

o N, (4.2.11)
N i 77]
2 )

donde la variable de integracion esta definida adimensionalmente como: x = €/¢g; y las variables
del sistema se adimensionan de la siguiente manera:

O=0/ey, B=PB/eo, fi=ples, A=UNJey, 7=n/ko. (4.2.12)

Toda la expresion dentro de los corchetes del gran potencial (4.2.11) es adimensional, y se no-
ta claramente que el parametro kg debe tener unidades de inverso de longitud. Debido a que los
parametros €y y ko estan relacionados por la ecuacion (4.2.10), entonces tnicamente uno de ellos
define la adimensionalizacion de todas las variables. Uno de las propiedades importantes que carac-
terizan un sistema de fermiones es la energia de Fermi, de tal manera que es inmediato tomar esta
cantidad como unidades del sistema:

(4.2.13)

Puesto que la energia de Fermi depende de la densidad N/V -que consideraremos como constante-
entonces es més conveniente trabajar con cantidades especificas en las variables extensivas del
sistema. Asi, de la expresion (4.2.11) con kg = kp, el gran potencial especifico @ = Q/N queda
como:

~_(~2_3 T 1/2 ~ o g A2
w_N—4[/{a: [(x,u) (x =)+ A er
0

(4.2.14)
1/2 _ _ A2~
— 2x~/ In (1 +e P (xfﬁ)QjLAQ) dx — ™A .
B 2
A partir de esta expresion las ecuaciones (4.2.9), quedan de la siguiente forma:
Densidad de particulas
(p = N/V =constante):
1= i/dm 2?1 - (x = 7) — tanh <§ (x — ﬂ)z + AQ) . (4.2.15)
0 \/ (z — ﬂ)Q + A2

Presion:

pP=—pw. (4.2.16)
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Entropia
(5= o ):
"~ Nkg”

oo ~\2 ~ o0
- \/ (z — + A2 i S—
i[26 /dav:lcl/2 Sl +2/d:ﬁx1/2 In (1+€_ﬁ (x_“HA)]. (4.2.17)
0 0

GB\/ (zfﬂ)2+A2 + 1

Variable de contacto

)
$ = ep N7

= %AQ. (4.2.18)

Ecuacién del gap:

i/daz{\}i— Ve tanh (5\/(3[;—;1)%&2)}—77:0. (4.2.19)

0 (x—p)° + A2

Este conjunto de ecuaciones esta acoplado en todas las variables del sistema. En este trabajo
se estudian principalmente el potencial quimico y el gap, como funcién de la temperatura y la
longitud de dispersion: (T',n). Para ello, en el apéndice B se describe el procedimiento para resolver
numéricamente el par de ecuaciones (4.2.15) y (4.2.19), ambas ecuaciones determinan por completo:
w(T,n) y A(T,n). Las curvas que se presentan en las siguientes secciones son resultado de este
procedimiento.

4.3. Variable de contacto ..

Como se ha venido insistiendo, el motivo de este trabajo consiste en introducir la longitud de
dispersion 1 (= 1/a) como una variable de estado que contribuye a la termodinamica del sistema.
Esto permite definir la variable conjuga X a través de la ecuacion (4.2.1). Esta variable ha sido
identificada independientemente en un trabajo de Shina Tan [Tan, 2008| desde otro enfoque, al
analizar un gas de fermiones con interaccién, y que se describe a continuacion.

El principal resultado del trabajo de S. Tan establece la siguiente relacion:

Rve [ dE
b <d(—1/a)>s' (43.1)

donde, se identifica a la variable de contacto como:

C = lim k'ny,. (4.3.2)

k—o0
Esta definicién considera el hecho que en el limite de momentos muy grandes (k — o0), la
distribucion de particulas ny, en un gas de Fermi con interacciéon decae como: 1/k* [ibid]. Entonces
la relacion: limy_,o k*ny,, tiende a una constante que se identifica como C. Asi, la relacion (4.3.1)
representa una igualdad entre dos propiedades diferentes en un gas de Fermi con interacciéon: por una
parte la distribucién de particulas en el gas; y por el otro, la variaciéon adiabética del gas respecto
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a la longitud de dispersion (més preciso: 1/a). Esta relacion ha sido verificada experimentalmente,
midiendo ambos lados de la ecuacion [Stewart et al., 2010].

Sin embargo, de acuerdo al reconocimiento de la longitud de dispersiéon 7 como variable de
estado, entonces el lado derecho de la expresion (4.3.1) es precisamente la definicion de su variable
conjugadal: X, tal como establece la ecuacion (4.2.1). Entonces, se tiene que la variable que hemos
denominado como de contacto: X, corresponde a la misma que ha identificada S. Tan: C, es decir
X ~C.

La relevancia del trabajo de S. Tan ha sido ampliamente considerada, ya que repercute de manera
importante en el campo de los gases de Fermi; en lo que respecta a este trabajo, ha motivado
corroborar experimentalmente la ecuacion (4.3.1), y por lo tanto a la medicion directa de la variable
de contacto en un gas de Fermi al que se le varia la longitud de dispersion [Stewart et al., 2010|. La
figura 4.1c muestra los resultados de medir ambos lados de la ecuacion (4.3.1) al variar la longitud
de dispersion: 1/kpa [ibid]. Los circulos negros en esta grafica, corresponden a la medicion de C,
de acuerdo a su definicién (4.3.2); mientras que los circulos vacios corresponden a la medicion
en la energia, al variar adiabaticamente la longitud de dispersion 1/kpa, es decir a la definiciéon
termodinédmica de la variable de contacto. Por otra parte, la figura 4.1d presenta los resultados
numéricos de la variable de contacto X', como funcién de la longitud de dispersién 7 para diferentes
temperaturas, y obtenidos a partir del par de ecuaciones (4.2.15) y (4.2.19), ambas graficas muestran
una correspondencia cualitativa.

5 : : :
® Momentum 1 — — —
4 4 * rf lineshape 1 ;
© PES 0.8 - i
06 | |
<
04 |- i
02 |- i
0
. 3 25 2 5 - 1
(k-a) i(1/kpa)
(c) Medicién experimental de la variable de contac- (d) Curvas de la variable de contacto: ¢ = 2 o
to (circulos vacios) en funcién de la longitud de T T ep N’

mo funcion de la longitud de dispersei(’)n: n =
1/kra, para diferentes valores de la temperatu-
ra, a partir de resolver numéricamente el par de
ecuaciones acopladas (4.2.15) y (4.2.19).

dispersion (1/kra), en un gas de atomos de °K
a una temperatura de: T/Tr = 0,11 (TF es la
temperatura de Fermi) [Stewart et al., 2010].

Figura 4.1.: Comportamiento de la variable de contacto.

. . dFE
'En la representacién de la energia: E (S,V, N,n), se tiene que X = — (d—) .
/s
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4.4. Régimen superfluido.

Uno de los resultados més importantes de la teoria BCS, tal como se mostré en el capitulo
anterior, es la de introducir el parametro gap A. Este parametro, esta relacionado con el espectro
de energia de las cuasiparticulas:

2
e = o e 22 = (B2 ) e )

Estas cuasiparticulas se definen a través de la transformacion de Bogoliubov?, cuya propiedad
permite diagonalizar el Hamiltoniano del gas de fermiones con interaccion. Este concepto es de gran
relevancia, ya que permite cambiar de esquema: de un sistema de fermiones con interaccién y dificil
de tratar, al de un sistema de cuasiparticulas -también fermiones- libres que no interactian®. Esta
representacion del sistema, en términos de cuasiparticulas conlleva la simplicidad de que se conocen
sus expresiones termodinamicas, y que corresponden a las de un gas de fermiones ideales, cuyo
espectro esta dado por (4.4.1). Esto ademéas permite introducir la temperatura en el sistema, algo que
no parece tan directo a partir de la funciéon BCS. Por ultimo hay que decir que la forma del espectro
de las cuasiparticulas (4.4.1) determina que el sistema presenta la propiedad de superfluidez.

Tal como se ha hecho notar antes, cuando A = 0 el gran potencial se reduce al de un gas de 2INV
fermiones ideales y por lo tanto representa un cambio de comportamiento en el gas. En la teoria
BCS el gap tiene una dependencia con la temperatura, como lo muestra la figura 4.2a: alcanza
un valor méaximo en T' = 0 y, se anula a partir de cierta temperatura critica 7,. Por otro lado, la
figura 4.2b contiene los resultados obtenidos numéricamente a partir del par de ecuaciones (4.2.15)
y (4.2.19), del gap como funcién de la temperatura, para diferentes valores de 1. De estas graficas,
se observa el mismo comportamiento para los diferentes valores de n; y en el régimen de interacciéon
débilmente atractiva (n < 0) se verifica el resultado de la teoria BCS, como era de esperar. En el
régimen de interaccion fuertemente atractiva (n > 0), A toma valores mayores; sin embargo, como
se muestra en la siguiente seccién, la magnitud del gap -en este régimen- es despreciable respecto
al potencial quimico.

La importancia del comportamiento del gap con la temperatura, es que corresponde al de una
transicion de fase (se anula abruptamente y con pendiente vertical en T;). Esta propiedad es bien
conocida dentro de la fenomenologia de la superconductividad, donde A representa el pardmetro de
orden que describe la transicion de fase al estado superconductor. Sin embargo, esta transicion es
de caracter méas general y se presenta en ambos regimenes del gas de fermiones: BCS (n < 0) y de
bosones moleculares (n > 0), como se puede ver del comportamiento del gap para diferentes valores
de n y representa una transicién de fase al estado superfluido.

ZVer seccion 3.4 en la pagina 50
3Esto tiene una analogia cuando se resuelve un sistema de osciladores acoplados cambiando a las coordenadas de
modos normales, y que en una red cristalina definen a los fonones.
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(a) Comportamiento del gap en la teoria BCS, de la (b) Comportamiento del gap con la temperatura,
superconductividad, con la temperatura. para diferentes valores de la longitud de disper-
sion n = 1/kra

Figura 4.2.: Comportamiento del gap con la temperatura.

El estado superfluido se caracteriza por la ausencia de viscosidad en un fluido, y es un feno-
meno que representa por si mismo todo un campo dentro de la fisica. Para los propositos de este
trabajo, simplemente mencionaremos que existe el “criterio de superfluidez” propuesto por Lan-
dau |Landau and Lifshitz, 1980, pp. 89| para determinar si un sistema es capaz de presentar este
fenémeno. Este criterio establece ciertas propiedades que debe cumplir la relacién de dispersién
de la particulas o cuasiparticulas del sistema y que satisface la expresion (4.4.1), cuando A # 0.
De esta manera, la transicion de fase viene dada cuando el parametro /A se anula y esto define la
temperatura critica de la transicion T,. La temperatura critica es funcion de la longitud de disper-
sion n, y la figura 4.3a muestra esta curva critica (A = 0). La posibilidad de esta transicion de
fase para cualquier valor de la longitud de dispersion, se verifica también en la presencia de una
discontinuidad en la derivada del potencial quimico que se aprecia en la figura 4.3b, y que coincide
con la curva A = 0 mostrada en la figura 4.3b. De ambas figuras se puede notar la predominancia
del estado superfluido en el régimen n > 0, y que corresponde al de bosones moleculares, como se
vera en la siguiente seccion.

La evidencia del estado superfluido en ambos regimenes (BEC-BCS) se ha demostrado exper-
imentalmente, al variar la longitud de dispersiéon a través de campos magnéticos en un gas de
fermiones, en la aparicion de vortices cuantizados cuando se hace rotar el gas (ver figura 4.4)
[Zwierlein et al., 2005a|. La presencia de estos vortices en un liquido cuantico que rota es un resul-
tado de que el estado superfluido se puede representar por una funcién de onda “macroscopica’; es
decir, el sistema entero se puede representar por un funcién de onda simple: 1 (r) = /ng (r)e'?,
con una amplitud y una fase que dependen de la densidad espacial [Landau and Lifshitz, 1980, pp:
117].
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Figura 4.3.: Transicion de fase.
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Figura 4.4.: Vortices cuantizados en un gas de Fermi en ambos regimenes: BCS y BEC (imagen tomada del sitio:
http://cua.mit.edu/ketterle group/Nice pics.htm)

4.5. Cruce BEC-BCS, T =0.

Uno de los logros experimentales mas recientes en el area de los gases atomicos ultrafrios, ha
sido la de observar la fase de condensado de Bose-Einstein (BEC) a partir de un gas de fermiones
en dos estados de espin opuestos |Greiner et al., 2003||Zwierlein et al., 2003a]. Esto ha sido posible
mediante la aplicaciéon de campos magnéticos externos a partir de los cuales es posible modificar la
longitud de dispersion en los fermiones del gas, a través de una resonancia de Feshbach tal como ha
sido descrito en la introduccién de esta tesis. Lo importante es que ha permitido observan ambos
estado en un gas de Fermi: pasando de un régimen donde la longitud de dispersién es negativa
a < 0, en cuyo caso los fermiones forman pares de Cooper; a un régimen donde la longitud de



68 Termodinamica del gas de fermiones

dispersién toma valores positivos a > 0, y los fermiones forman moléculas bosénicas en la fase
BEC (Condensado de Bose-Einstein). La existencia de estas moléculas ha sido probada a través de
técnicas disociativas que permiten medir la energia de ligadura [Regal et al., 2003|. Este esquema,
en el que a partir de un gas de fermiones se logra obtener un gas de bosones moleculares en fase
BEC, con solo modificar la longitud de dispersion de los fermiones se le conoce como “cruce BEC-
BCS?” (crossover), debido a que el sistema pasa de un estado de pares de Cooper: estado BCS, a
un estado de moléculas bosoénicas en fase BEC.

Un primer acercamiento tedrico al cruce BEC-BCS se debe a Leggett |Leggett, 1980], bajo la
propuesta de que la funcién BCS -originalmente empleada para describir un sistema de fermiones
débilmente interactuantes en el estado base (T' = 0)- tiene un caracter méas general y puede ser em-
pleada independientemente de la forma en como interactiian los fermiones. Entonces, introduciendo
la longitud de dispersion: n = 1/a, en la descripcion del sistema, es posible obtener las propiedades
de un régimen BCS de pares de Cooper o BEC de bosones moleculares, dependiendo del signo de 7.
Los resultados obtenidos por Leggett, y que se verifican a partir de las relaciones termodinamicas
(4.2.15) y (4.2.19), se describen a continuacion.

Régimen BCS.

Cuando la longitud de dispersiéon es negativa: 1 < 0, los fermiones forman pares de Cooper tal
como se mostré en el capitulo 3. En este caso, se obtiene que el valor del gap decae exponencialmente
con 7 de la siguiente manera:

8
A —epe ™R e, (4.5.1)
e

lo cual esta de acuerdo al resultado de la teoria BCS en la cual el gap decae exponencialmente con
una constante A que esta relacionado con las propiedades de interaccion atractiva entre electrones
[Annettv 20047 pp. 143] Asuperconduv:tor (T = 0) ~ mD e_l/A'

Maés importante atin es notar que la expresion del gap en este régimen (4.5.1), corresponde a
la energia de los pares de Cooper en un gas de fermiones, y que se obtuvo en el capitulo 3 (
ecuacion 3.1.15 en la pagina 45):

|Ep| = —epe™/Frlal = A (4.5.2)

8
2

Por otro lado, el potencial quimico es positivo y conforme n — —oo, esté tiende a la energia de
Fermi :

pRep,  (n— —00); (4.5.3)
lo que caracteriza el estado fermionico del gas a temperatura cero.

También se puede notar a partir del espectro de las cuasiparticulas: Fy = 1/(ex — ,u)2 + A2

(ecuacion 4.4.1), que su valor minimo (¢9 = 0) corresponde precisamente a A (si medimos & respecto
de la energia de Fermi) tal como se establece en la teoria BCS:

Epin = A = |E,y|, energia minima de las cuasiparticulas. (4.5.4)

En este régimen el parametro importante es el gap, ya que por un lado coincide con la energia de
“ligadura” de un par de Cooper (4.5.2); y también con la energia minima necesaria para producir
una cuasiparticula. Como se muestra a continuacién, en el régimen BEC el parametro importante
y que establece las propiedades del gas es el potencial quimico.
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Régimen BEC.
Cuando la longitud de dispersiéon es positiva: n > 0, tal como se vio en el capitulo 2, se produce
un estado ligado s (I = 0) y los fermiones forman una molécula bosénica. En este caso, a partir de

las ecuaciones (4.2.15) y (4.2.19) se obtiene que el gap se puede aproximar de la siguiente manera®:
3 €r 1/2
A ~ /2, (4.5.5)
e (kFCL)l/2
(n = 1/a) mientras que el potencial quimico lo hace de la siguiente:
h? nh?a N 9
PN e 4.5.6
K 2ma? + m V ( )

Para la ultima igualdad se desprecia el segundo término, que va como: ~ 1/7. En este régimen,
pares de fermiones con espin opuesto componen estados moleculares con espin entero, y es de
esperar las propiedades de un gas de Bose o BEC en el sistema, debido a la presencia de estos
bosones moleculares. Esto esta totalmente de acuerdo a la expresion del potencial quimico (4.5.6).
Para verificarlo, recordemos que el gas esta compuesto por igual nimero de fermiones en ambos
estados de espin: Ny = N| = N/2, y por lo tanto el potencial quimico de cada especie es el mismo:
pr = py = p. Si cada molécula bosoénica esta compuesta por un par de fermiones con espines
opuestos, entonces el potencial quimico de estas moléculas debe ser®: 1, = 2u, y de la expresion
anterior tenemos:

R?  4mh?(2a) N
~ — —. 4.5.7
Ho ma? + 2m 2V ( )

El primer término se puede identificar con la energia del estado ligado molecular®: Ey, = —h2 /ma?,
y proviene del hecho que los bosones estdn compuestos por un par de fermiones; mientras que el
segundo término esta relacionado con la interaccién propia entre los bosones, lo cual se establece
de la expresién para el potencial quimico a temperatura cero de un gas de bosones “simples” que

anha N |1 4 32 [aN
3

interacttian|Landau and Lifshitz, 1980, pp. 101]: p ~ =% i~ }, aqui notamos que el

primer término de esta expresion coincide con el segundo de (4.5.7) para un gas con N/2 bosones,
lo cual esta de acuerdo a la proporciéon que debe haber de bosones moleculares, y longitud de
dispersiéon 2a. Este resultado establece ademéas que la longitud de dispersiéon en la interaccién entre
moléculas es 2a; que es una aproximacion al valor que se obtiene de un calculo mas detallado que
considera la interaccion entre moléculas diatomicas =~ 0,6a [Petrov et al., 2004].

De esta manera la expresion (4.5.7) corresponde a la de un gas con N/2 bosones moleculares con
energia de enlace Ej, a temperatura cero y que interacttian a través de una longitud de dispersiéon
2a.

En este régimen se puede apreciar que el parametro importante, y que establece la propiedad
“bosonica”, es el potencial quimico. Por una parte su valor es negativo, ecuacion (4.5.6), ademas en
esta variable aparece de manera natural la energia de enlace Ep del estado ligado molecular; ademas

4Para encontrar este resultado se supone que el potencial quimico es negativo: p = — |u| y ademas que x> A
(ambos resultados se verifican después); lo que permite desarrollar hasta primer orden de A en la ecuacion (4.2.15)
y sustituirlo en (4.2.19).

5 A ., . e . .. . _

Esto es una condicién sobre la conservaciéon de particulas, y representa el equilibrio quimico: py + py = i, de

donde up = 2p

5En la seccién 2.3 en la pagina 31 se mostré que: Fj = —hQ/maQ, corresponde a la energia del estado ligado s en
un potencial atractivo, donde a corresponde a la longitud de dispersién.
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en este caso la energia minima en el espectro de las cuasiparticulas corresponde precisamente al
valor del potencial quimico. Para verificar esto, notemos de las expresiones (4.5.5) y(4.5.6) que:

RS
‘Z‘ (4.5.8)
= — ~0, (n>1).
1z
Por lo tanto de la ecuacion (4.4.1) con €y = 0, se obtiene que:
Ey o -
Enpin = pu~ 5 energia minima de las cuasiparticulas. (4.5.9)

Este resultado es el analogo al obtenido en el régimen BCS (4.5.4), es ese caso la energia minima
correspondia al valor del gap.

El resultado general, a través de resolver numéricamente las ecuaciones (4.2.15) y (4.2.19), del
potencial quimico y el gap como funcion de la longitud de dispersion (n = 1/a) a T' = 0 se muestra
en la figura 4.5.

16 —
12
0.8 -

04 -

Figura 4.5.: Potencial quimico y gap como funcién de la longitud de dispersion: 7 =1/kra, en T =0 (A y p estan
en unidades de Fermi).

4.6. Cruce BEC-BCS, temperatura finita.

Para incluir los efectos de temperatura en el cruce BEC-BCS, se han desarrollado diferentes ac-
ercamientos que incluyen uso de funciones de Green |Perali et al., 2004] o métodos Monte Carlo
[Astrakharchik et al., 2004b|; en el articulo: [Chen et al., 2005|, se hace una revision de estos méto-
dos, asi como de otros y sus relaciones con la superconductividad. En este trabajo la forma en
que se incluye la temperatura, sigue el mismo formalismo de la teoria BCS que se describi6 en el
capitulo 3. Esto se consigue a través de la diagonalizaciéon del Hamiltoniano con la transformacion
de Bogoliubov y que permite cambiar de representacion al de cuasiparticulas. Estas cuasiparticulas
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no interactiian y por lo tanto las ecuaciones que satisfacen son las de un gas de ideal de Fermi, que
se conocen perfectamente.

De esta manera, para obtener los resultados analogos a los que se mostraron a temperatura cero
-del potencial quimico y gap- se emplean el par de ecuaciones (4.2.15) y (4.2.19), para diferentes
valores de la temperatura. Las curvas de la figura 4.6 muestran los resultados numéricos de resolver
este par de ecuaciones para diferentes temperaturas (en unidades de temperatura de Fermi).

En lo que respecta al régimen BCS (7 < 0), se pude ver que el gap se anula para valores por
encima de cierta temperatura:

A=0, (T2=.5Tr): (4.6.1)

mientras que el potencial quimico toma un valor constante:

p = constante < e, (4.6.2)

(en T' = 0 se tiene que: 4 = €p), conforme aumenta la temperatura. Esto esta de acuerdo al
hecho que el régimen BCS el gap se anula a partir de cierta temperatura; ademaés, el hecho que el
potencial quimico sea constante con respecto a 7, se debe a que el estado del sistema corresponde
al de un gas ideal de Fermi (A = 0) y por lo tanto ya no depende de las propiedades de interaccion
contenidas en la longitud de dispersiéon 7.

Por otra parte en el régimen BEC (n > 0), se puede ver que el gap mantiene aproximadamente
la misma dependencia con 1 que a T' = 0: ecuacion (4.5.5), excepto que se desplaza una constante

Nc:

0 < N,
AT = Te (4.6.3)
n 1 2 Ne,

mientras que para el potencial quimico sucede algo parecido. Es constante para valores de n menores
que 7., y tiene la misma dependencia que a 7' = 0, ecuacién (4.5.6), para valores mayores a 7;:

5 (4.6.4)

constante 7 <,
/"L ~
-1 n = Ne,

Este comportamiento se debe a que existe una longitud de dispersion critica 7., por debajo de
la cual el estado del sistema corresponde al de un gas ideal de Fermi (n < n.). Esto ya se vio en la
seccion 4.4 (ver figura 4.3a) donde se mostré que existe una curva critica en las variables: (7, n),
que separa el estado superfluido, del gas ideal de Fermi. Entonces, para temperatura diferente de
cero el esquema del cruce BEC-BCS se mantiene de la siguiente manera: conforme aumenta la
temperatura, el régimen BCS -que es posible para n < 0- desaparece; mientras que el régimen de
bosones moleculares -valido para 1 > 0- solo es posible para valores mayores de la longitud de
dispersion critica: n > n..
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Figura 4.6.: Potencial quimico y gap como funciéon de la longitud de dispersion para diferentes temperaturas:
T/Tr =0, .5, 1, 1.5 (en temperatura de Fermi: ep = kpTr).

Para finalizar se hace una comparaciéon del potencial quimico en funcién de la temperatura para
diferentes valores de la longitud de dispersion 7, con un trabajo previo [Eleazar, 2009] donde se
analiza una mezcla de fermiones ideales (sin interaccion) de dos especies (estados) con espin
opuesto y que se pueden ligar quimicamente por pares y formar un bosén molecular, este enlace
requiere de una energia €*. Dicho trabajo es una versién simplificada del presente, ya que no con-
sidera el término de interaccién en el Hamiltoniano -se trata de fermiones ideales- y la formaciéon
de los bosones se introduce como el resultado de un enlace quimico -con energia €*- entre pares de
fermiones de especie diferente.

En la figura 4.7 se muestran ambos resultados. La figura 4.7a contiene los resultados obtenidos en
el presente trabajo para diferentes valores de n: aqui se puede ver que el valor del potencial quimico
se mantiene aproximadamente constante hasta la temperatura critica T,, cuyo valor depende de n;
a partir de esta temperatura todas las curvas para los diferentes valores de 7 coinciden con la del
gas ideal de Fermi -que corresponde a /A = 0- donde el potencial quimico decrece conforme aumenta
T.

Por otra parte, la figura 4.7b contiene los resultados para la mezcla de fermiones ideales; en
este caso se trata de una mezcla balanceada (mismo nimero de fermiones en ambos estados) y
que corresponde al caso estudiado aqui; para un valor de la energia de enlace: €*/ep = —1. Las
curvas corresponden al potencial quimico de los fermiones: p14+ = p, que son idénticos para ambos
estados (mezcla balanceada) y el de los bosones: pq |, donde se satisface la relacion que establece el
equilibrio quimico: p4 + ) = p4. Lo importante es notar que el potencial quimico de los fermiones
tiene un comportamiento semejante al obtenido en este trabajo (figura 4.7a), ya que se mantiene
constante hasta una temperatura critica T, y después decrece conforme aumenta 1. Aunque hay
una diferencia notable, la temperatura critica significa cosas diferentes en ambas tratamientos. En
el presente trabajo se trata de la temperatura de transicion entre el estado superfluido y el de un gas
ideal de Fermi; mientras que en el caso de la mezcla de fermiones ideales se trata de la temperatura
de transicién entre el condensado de Bose-Einstein de los bosones moleculares y el estado normal
de la mezcla (fermiones mas bosones ideales).
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(a) Potencial quimico vs T, para diferentes valores (b) Potencial quimico vs T', para una mezcla de fermiones
de la longitud de dispersion (n = 1/kra ). p ideales. El potencial quimico es constante hasta la
se mantiene constante hasta T¢, a partir de este temperatura critica del condensado de Bose-Einstein
valor todas las curvas con diferente 7 coinciden de los bosones moleculares.

con la del gas ideal de Fermi.

Figura 4.7.: Potencial quimico en funcién de la temperatura.



CAPITULO

Conclusiones.

N este trabajo se ha estudiado un gas de fermiones que interactiian, en dos estados de espin
@ opuestos -con igual nimero de fermiones en ambos estados-, y en el régimen de bajas tem-
peraturas. Debido a que las propiedades de interacciéon entre pares de particulas en el régimen de
bajas energias se puede caracterizar por la longitud de dispersién, entonces es posible introducir
este pardmetro como una variable que contribuye al estado termodinédmico del gas. Para abordar
el sistema de fermiones con interacciéon se ha tomado como base el formalismo BCS de la teoria
de la superconductividad, junto con un proceso de renormalizacion determinado por la relacion:
ﬁ N ohTe T Dk ﬁ Esto es necesario para que la ecuaciéon del gap no tenga divergencias al
introducir la longitud de dispersiéon en el Hamiltoniano del sistema.

Con la introduccion de la longitud de dispersiéon 1 como una variable de estado; entonces se
ha identificado su conjugada X' (“variable de contacto”). Esta variable ha sido ya estudiada en
un reciente trabajo (Shina Tan |[Tan, 2008|) y se ha medido experimentalmente. Los resultados
experimentales muestran una concordancia cualitativa con los obtenidos en este trabajo.

La propiedad principal del gas de fermiones es la de presentar una transicién de fase a un
régimen superfluido. Esta transiciéon esta caracterizada por una curva critica en las variables: T’
y 1, determinada cuando se anula el gap /A = 0. La transicién es una consecuencia directa del
formalismo BCS, donde el gap representa un parametro de orden del sistema. Esto se ha mostrado
a través del comportamiento del gap, con la temperatura (se anula abruptamente y con pendiente
vertical en T,); y en la discontinuidad en la derivada del potencial quimico. El estado superfluido,
ha sido verificado experimentalmente en la observaciéon de vortices cuando se hace rotar el gas.

Uno de los resultados mas interesantes y que ha motivado este trabajo, se obtiene al introducir a
la longitud de dispersion: 7 = 1/a, como una variable. Entonces es posible distinguir las propiedades
de interaccion entre los fermiones y por lo tanto el estado del gas, dependiendo del signo de esta
variable. Esto representa el cruce BEC-BCS, en la figura 5.1 de la siguiente pagina se muestran
los principales resultados, mismos que se describen después.
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Conclusiones.

BCS

8 - a
Byl = ere /krlal = A Ey/2 = —

BEC

Figura 5.1.: Cruce BEC-BCS

Régimen BCS:

Cuando 1 < 0 los fermiones del gas forman pares de Cooper y corresponde a un estado BCS.

Esto se ha corroborado a partir de los siguientes resultados:

= El gap toma la siguiente expresion:
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Ep|= Sepe/2kra L emn T < 5T
A~ L VEPL= Gere €5 IeodE (5.0.1)
0, T2 .5Tp
= El potencial quimico esta dado por:
T<.5T
~ ~ oo (5.0.2)
constante (< ep), T 2 .5TF
= La energia minima del espectro de las cuasiparticulas:
A= |Ep|, TS5T
Emin ~ ’ P| = r (503)
0, T2 5Tp

Estos resultados estan de acuerdo a la teoria BCS: por una parte cuando T' < .5Tp, el gap corre-
sponde a la energia Ep de los pares de Cooper y al valor minimo en el espectro de las cuasiparticulas,
mientras que el potencial quimico toma el valor: ep, propiedad de un gas de Fermi a temperatura
cero. Para temperaturas mayores: T' 2 .5 T, entonces A = 0, y por lo tanto las propiedades del
gas corresponden a las de un gas ideal de Fermi (sin interaccion), lo cual se nota en el hecho que el
potencial quimico es independiente de la longitud de dispersiéon. En este régimen BCS, el parametro
relevante es el gap.

Régimen BEC:

Cuando i > 0, los fermiones forman moléculas bosénicas. Lo cual se corrobora también de los
siguientes resultados:

= El gap toma la siguiente expresion:

771/2’ T 5 STF
A~ 0 - (5.0.4)
~3 T=Tep > 51
n 7 2 Me,
= El potencial quimico esta dado por:
E, 1K > < s
9 - 2 ma2 n, ~ - F
T (5.0.5)
N Con;tante n < 1, T> 5Tp
=1 n 2 Ne,

= La energia minima del espectro de las cuasiparticulas:

Bumin ~ p = 2E. (5.0.6)
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En este régimen el parametro relevante es el potencial quimico y concuerda con las propiedades
de un gas de bosones: toma valores negativos y corresponde a un medio de la energia de enlace
molecular Ej, entre un par de fermiones. Esto corresponde a que el potencial quimico de los bosones
sea precisamente Ej, lo que esta de acuerdo al hecho que cada boson esta compuesto por un par de
fermiones. En este caso ademaés, la energia minima del espectro de las cuasiparticulas corresponde
al potencial quimico, es decir a la energia del estado ligado.

La manera de abordar el cruce BEC-BCS tal como se ha presentado en este trabajo; es decir,
basado en el formalismo BCS e introduciendo a la longitud de dispersion a través de la expresion:
ﬁ N e Yk i , contituye la continuacion del trabajo de Leggett [Leggett, 1980] -que aborda
el sistema a temperatura cero-, al incluir los efectos de temperatura. De esta manera, los resultados
previos de este trabajo [ibid] se verifican, pero ademas se obtiene el estudio a temperatura finita.
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APENDICE

Transformacién de Bogoliubov.

continuacion se detalla el proceso de aplicar la transformacion de Bogohubov al Hamiltoniano
K del gas de fermiones, definido en el capitulo 3 como: O=%H- uN y cuya expresion es la
siguiente (ecuacion 3.3.5 en la pagina 48) :

. N U(0) — .
K= Z (ex — 1) [nk + nk] + ‘(/) Z L,aT Oy - (A.0.1)
k kK

Donde dldk) corresponden a los operadores de los fermiones del gas, y 7y al operador de niimero

de estos fermiones. La transformaciéon de Bogoliubov para un sistema de fermiones se define de la
siguiente manera:

A A AT

Qg = uklx — Vka_y,
(A.0.2)

G_kx = UG_x + Uk&;r(.

Esta transformacion es candnica solo si los operadores (ayx, a_x) obedece las mismas reglas de
anticonmutacion que los operadores de fermiones (ay, a_x), y en este sentido también tienen caracter
fermionico:

{aal } = {a a*k b= e,
(A.0.3)
fowie} = amooe) - abece} -0
De la primera regla de anticonmutacién se obtiene la siguiente relacion:
up 4+ vg = 1. (A.0.4)

La transformacion inversa se obtiene de la definicion (A.0.2):

ax = ukOy + deik,

iy = Uy — VA

(A.0.5)
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Para proceder a transformar al Hamiltoniano K, ecuacion (A.0.1), en término de los nuevos
operadores: Ay, dL; es conveniente separar la parte cinética y a parte de interacciéon:

Kr = Z (€x — ) |:ﬁk + fl_k] ;
Kk

o U0 — ot .t ..

Ky = —~ § aL,aT_k,a,kak .

Para la parte cinética, aplicando la transformacién de Bogoliubov inversa al operador de ntimero
T, se obtiene el siguiente resultado:

ng = &;r(dk = (ukd;r( + Ukéé_k> (ukézk + ,deT_k> ,

i Tal

(A.0.6)
= ufaf dx + wevedfat y + wvedoidn + viaial

remplazando: k — —k, se obtiene la transformacion del operador n_g. Agrupando términos, se
obtiene para la parte cinética KCrp:

Kr =3 (ex— ) [ui (afdnc+alai) + of (anal +axal ) +

k (A.0.7)

+ wenc (afal + a i) — man (a6 o + @ka_k)] .

Utilizando las propiedades de anticonmutacion (A.0.3) para los operadores ¢y , y definiendo de
forma analoga los operadores de ntimero para las cuasiparticulas de la siguiente manera:

e = &,

: (A.0.8)
Mm_x = & G_y;
entonces se llega al resultado final para la parte cinética:
Kr :22 (ex — ) v + Z (e — 1) (up — vg) (P + 1) +
) ) (A.0.9)

+ 2 Z (6k — /L) UK Vk (OAJL@T_k + OAé,kOAék> .
k

Para la parte de interaccién Ky, calculamos primero por separado el producto de dos operadores
y que haciendo uso de los operadores de niimero de cuasiparticulas: my, m_x, dan como resultado:

&LdT—k = <uk/d;r{, + de—k’) <uk/dik, —|— dek’)

= u%c’@li’&ik’ - UIQ{/OAé,k/OAék/ + Uk’ Vg (1 — Mg — T?L,k/) ;
(A.0.10)

A~

a_xax = (ukd,k + de;r() (uk&k + kaAéT_k)

2 A A 2T A ~ ~
= up&_xhy — vkaLaT_k + ugvk (1 — iy — m_y) .
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Asi, multiplicando ambos resultados se obtiene el producto de los cuatro operadores, cuyo resul-
tado consta de los siguientes nueve términos:

k (A.0.11)

+uk/ukvkaL,aT w (1 =7y — g

} (A.0.12)

—vk,ukvka k/ak/ (1 — mk —m_ k

o (A.0.13)

)
)
U vy 1 G (1 — 1 — 1)
—viuk/vk/dka_k (1 —mye —1_ k') }

UK VKUK Vk! (1 — mk — m_k) (1 — mk/ — m_k/) . (A014)

Como cada término es una suma sobre k y k/; entonces el par de términos (A.0.12) y (A.0.13) se
pueden escribir como:

U (0
‘(/> > vk (1=t — 1iv_ge) Y (ui,aL,a[k, — vﬁ,d_k,dk,) :
k k’
U0
‘(/) Z Uk’ Vk/ (1 — Mk — M k’) Z (udedT k Uk&,kdk) )
Kk’ k

que se pueden sumar (haciendo un intercambio del indice mudo k — k'), resultando:
Zuk/vk/ (1 — mk/ — m_k/) (ui - U12<) (d—kak + aL&Jf_k) . (A015)
kK’

Asi el resultado exacto para la parte de interacciéon Ky, consiste de los siguientes términos:

2 A

+ (ukukr )™ & _k/& KOk
(’Uk?}k/)Q IOék/CVLOéT k
2alalalal,

(A.0.16)
- (’kauk) K Or Qi O

+Uk/’Uk/ (uk - Uk) (1 - mk/ m,k> (OAé,kCAkk + CAMLOAAT_k)

\+ukvkuk/vk/ (1 — mk — m,k) (1 — Thk/ — m_k/)

7 (0) Z — (ukrvy
k'

Ahora, se puede demostrar que los términos que contienen el producto de cuatro operadores
Ak (los cuatro primero términos de arriba), son despreciable respecto de los otros y el resultado
final para la parte interaccién corresponde a los dos tltimos términos. De esta manera, sumando el
resultado para la parte cinética (A.0.9) y el de interaccion se puede escribir de manera conveinente
el Hamiltoniano I@, como la suma de dos términos:
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ICEIA{1—|—IA{2, (AOl?)

donde, cada término esta dado por las siguiente expresion:

H, :22(61( — ) vﬁ#—Z(ek — 1) (up — vi) (ue + i) +
k k

+ Z Ui UV v (1 — 1y — m_y) (1 — iy — m_yr)
KK

ﬁQ = Z (d_k@k + OAéLOAéT_k> |:2Uk’Uk (Ek - ,U,) + Ukk’ Uk’ Vg’ (ui — ,012() (1 — mk/ — fn_k/) .
k,k/
(A.0.18)
Este resultado constituye la expresion final del Hamiltoniano K en terminos de los operadores
a4y, é‘:rtk’ y al que se refiere en el capitulo 3 ( en la pagina 51).



APENDICE

Codigo del programa.

Ara resolver el sistema de ecuaciones termodindmicas que se obtuvieron en el capitulo 4, se
]P) emplea el sowtfare de Mathematica versién 6.0 como se describe a continuacion.

Puesto que los resultados descritos en el capitulo 4, se refieren al potencial quimico y al gap,
entonces se emplearén el par de ecuaciones:

00
op
Q
0= (8) ecuacion del gap.
OB ) ry. u

Cuyas expresiones adimensionalizadas se obtuvierén en dicho capitulo, y son las siguientes:

N (T,V,pu,m; AN) = < > N constante.
TV,

(B.0.1)

1= i/dm IRVEN PR Chay) — tanh <§ (x—p)?+ AQ) : (B.0.2)
0 (z — ﬂ)Q + A2
171 3 -
0=— /da: { — Ve — tanh (’g (x —p)* + A2> } —1. (B.0.3)
" Ve (—p)° + A2
donde todas la variables se adimensionan con la energia y momento de Fermi:
A _ _ P _
A=—; ,uEﬁ; f=—; 7751§ (B.0.4)
€F €F €r €F

(8 = 1/kpT) ademas se considera densidad constante: N/V =constante. Ambas ecuaciones estan
acopladas en todas las variables y determinan al gap y el potencial quimico como funcién del par
de variables: Ty 7. Estas ecuaciones, ademas de acopladas son tracendentales y hay que integrar
sobre el pardmetro x.
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La forma de resolver el par de ecuaciones a través del software de Mathematica se realiza de la

siguiente manera:
Se definen los integrandos del par de ecuaciones (B.0.2) y (B.0.3) con el siguiente codigo:

(#Se definen las siguientes funciones )

(xespectro de las cuasiparticulasx)
Ek[mu ,delta ,x |:=Sqrt[(x—mu)"2+delta ~2]

(*integrando de la densidad de particulasx)
InRho|beta ,mu_,delta ,x |:=Sqrt[x]|*(1—((x—mu)sx*
Tanh [ beta*xEk [mu, delta ,x]/2])/Ek|[mu, delta ,x])

(¢#integrando de la ecuacion del gapx)
InEta|[beta  ,mu ,delta ,x |:=(1/Sqrt[x]—(Sqrt[x]x*
Tanh [ betaxEk [mu, delta ,x]|/2])/Ek|[mu, delta ,x])

Entonces las ecuaciones integradas se define de la siguiente manera:

(¥se definen los limites de integracion:[0,  infinito] en un arreglox*)
LimInt = {0.001, 1000000};

(xdensidad de particulasx)
Rho|[beta ,mu ,delta |:=3/4xNIntegrate [InRho|beta ,mu,delta ,x],

{x,LimInt [[1]], LimInt [[2]]}];

(*ecuacion del gapx)
Eta|beta ,mu ,delta |:=1/PixNIntegrate|[InEta|beta ,mu,delta x|,

{x,LimInt [[1]] , LimInt [[2]] }];

Definidas estas funciones, entonces con la funcién FindRoot[] de Mathematica, que calcula la
raiz de una ecuacion tracendental, se puede calcular -a partir de la ecuacién (B.0.2)- una de las
variables en funcion de las otras dos:

p=p(B,A0),
A=N(B,p),

con el siguiente codigo:
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RHO = 1; (xvalor constante de la densidadx)

MuTDelta | beta ,delta |:=
mu /. FindRoot [Rho [ beta ,mu, delta|==RHO,{mu, 1.0 }|;

DeltaTMu [ beta ,mu_|:=
delta /.FindRoot [Rho|beta ,mu, delta|==RHO, { delta ,1.0}];

Entonces se puede calcular la curva critica de la siguiente manera:

(xSe define el rango de temperaturass)
Tinicial =0.;

Tfinal =2.0;

DeltaT =.2; (xtamafio del pasox)
NumT=DeltaT /Tfinal; (xnumero de pasosx)

(xel valor de Delta=0 en curva critica se aprox por 0.01
para evitar divergenciasx)

Tecritica={}; (xarreglo para contener los datoszx)

Do|

{

Mu=MuTDelta[l/temperatura ,0.01];
ETa=Eta[l/temperatura ,Mu,0.01];
AppendTo| Tcritica ,{temperatura ,ETa}]|

}s

{temperatura, Tinicial , Tinicial ,DeltaT}

|

Export|[" curva critica.dat",Tcritica]; (xse exportan los datos a un archivosx)

Para calcular el potencial quimico y el gap, se toman como parametros independientes la temper-
atura y el gap: {8, A}. Asi, se calcula el potencial quimico: u, con la ecuacion (B.0.2), a través de un
FindRoot de Mathematica; y la longitud de dispersion: n, directamente con la ecuacion (B.0.3), sim-
plemente sustituyendo la terna de valores: (8, A, p). Otra posibilidad seria tomar como pardmetros
independientes a la temperatura y el potencial quimico: {3, u} y de la misma manera se calculan
las otras dos variables. Sin embargo, si se toman como parametros independientes la temperatura
y la longitud de dispersion {3, 7} se complica el calculo, ya que es necesario emplear dos FindRoot
anidados.
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Entonces considerando como pardmetros independientes la temperatura y el gap: {5, A}, se
calcula el potencial quimico y la longitud de dispersion que se guardan en un archivo de datos con
la siguiente estructura:

T n 1 A

con el siguiente cédigo:

(* parametros: temperatura y Delta, que con dos Do anidados se varian )
(* REGIMEN SUPERFLUIDO, Delta diferente de cero =)

TERMODINAMICA = {}; (xarreglo para contener los datosx)

Do|
{
Do |
{
Mu=MuTDelta[1l/temperatura ,delta |;
ETa=Eta[l/temperatura ,Mu, delta|;
AppendTo [TERMODINAMICA, { temperatura ,ETa,Mu, delta }|
I
{delta ,0.01,2,0.1}
],
(#linea de separacion entre bloques de datosx)
AppendTo [TERMODINAMICA, { } |
}

,{temperatura,.01,2.5,0.1}

E

Export [" termodinamica . dat" ,TERMODINAMICA | ;

Una vez que se tiene el archivo de datos es posible obtener las graficas correspondientes con diver-
sos softwares, o con el mismo Mathematica. Las gréaficas presentadas en este trabajo se realizarén
con gnuplot.
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