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Caṕıtulo 1

Introducción.

1.1. Presentación del Tema.

Esta tesis comprende el estudio de dos temas de importancia en la geometŕıa
de superficies; la distribución de las componentes complementarias a la curva
parabólica y el ı́ndice de algunos campos de direcciones tangentes a una super-
ficie inmersa en R3 como son las ĺıneas de curvatura y las ĺıneas asintóticas.
Más espećıficamente, en este trabajo consideramos superficies que son gráficas
de polinomios de grado n en dos variables con coeficientes reales.

A continuación hacemos mención del desarrollo de estos temas.

Componentes complementarias de la curva parabólica de
una superficie.

La geometŕıa af́ın es un tema de investigación reciente, que ha permitido obtener
nuevos resultados que contribuyen al estudio de la geometŕıa de superficies inm-
ersas en R3. Esta geometŕıa posibilita la aplicación de la teoŕıa de singularida-
des de funciones al estudio geométrico de las superficies. Elementos importantes
tales como puntos parabólicos, eĺıpticos e hiperbólicos, aśı como la estructura
de las regiones definidas por dichos puntos, resultan invariantes bajo el grupo
de transformaciones afines en R3.

El estudio de la estructura af́ın de superficies diferenciales reales ha sido
desarrollado principalmente por V. I. Arnold [2], Banchoff, Mc Crory y Gaffney
[6], L. Kergosien y R. Thom [18], A. Ortiz-Rodŕıguez [21], G. Salmon [30] y R.
Uribe [31], entre otros, quienes han realizado importantes contribuciones. Sin
embargo, en este campo encontramos problemas sin resolver, aún para superfi-
cies que son la gráfica de un polinomio real. Por ejemplo, si la curva parabólica
del polinomio es compacta, existe una componente conexa no acotada en el com-
plemento de esta curva la cual juega un papel relevante determinando una parte
de la estructura af́ın. Resulta interesante conocer qué condiciones debe cumplir
el polinomio para que la región no acotada sea hiperbólica o eĺıptica.

7
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En la curva parabólica, las cúspides de Gauss se distinguen del resto de
puntos que la conforman porque la única dirección asintótica en el punto es
tangente a la curva parabólica. El estudio de los puntos cúspide aśı como sus
propiedades, se ha abordado desde diferentes enfoques: algunos de ellos son
los estudiados en [6], por Banchoff, Mc Crory y Gaffney. Ellos consideran una
inmersión diferenciable de un abierto del plano en R3 y las estudian aplicando
la teoŕıa de singularidades de funciones. Este trabajo muestra caracteŕısticas
geométricas de la superficie alrededor de una cúspide de Gauss.

Aśı, cuando una superficie algebraica es genérica, el número de cúspides de
Gauss es finito. En [30] G. Salmon muestra que una superficie algebraica genérica
de grado n en CP 3, tiene 2n(n − 2)(11n − 24) cúspides. Este número resulta
ser una cota superior para el número de cúspides de Gauss de una superficie
algebraica genérica en RP 3. Por otra parte, A. Ortiz-Rodŕıguez en [21] muestra
que, para superficies que son gráfica de polinomios reales que satisfacen ciertas
condiciones genéricas, la cota superior es 2(n − 2)(5n − 12). En [15] se mejora
la cota anterior, (n− 2)(5n− 12). Al respecto se siguen buscando mejores cotas
y polinomios que las optimizen.

Índice de un campo de direcciones.

El estudio de campos de ĺıneas tangentes a superficies en R3 (como lo son las
ĺıneas de curvatura y las ĺıneas asintóticas), aśı como el ı́ndice de sus singulari-
dades, (puntos umb́ılicos y cúspides de Gauss respectivamente), también ha sido
de gran interés en el campo de la geometŕıa de superficies. En esta dirección exis-
ten importantes conjeturas cuya demostración aún no aparece publicada, como
la conjetura de Loewner, la cual afirma que: “El ı́ndice de un punto umb́ılico
aislado de una superficie diferenciable inmersa en R3 es menor o igual que uno”.
Las ĺıneas de curvatura aśı como los puntos umb́ılicos han sido estudiados por C.
Gutiérrez y J. Sotomayor [14] y su generalización para superficies en R4, en [29]
por A. Ramı́rez-Galarza y F. Sánchez-Bringas entre otros. Es importante hacer
notar que, los campos de ĺıneas de curvatura no son invariantes bajo el grupo de
transformaciones afines, a diferencia de los campos de direcciones asintóticas,
los cuales si resultan invariantes bajo este grupo.

En el complemento del dominio eĺıptico de la estructura af́ın de la superficie
es en donde se definen los campos de direcciones asintóticas, los cuales son
solución de la segunda forma fundamental de la superficie. Recordemos que la
segunda forma fundamental es una forma diferencial cuadrática binaria. Estas
formas han sido estudiadas por V. I. Arnold [4], J. W. Bruce [8], A. Davydov
[9], C. Gutiérrez, F. Mercuri, F. Sánchez-Bringas [13] y H. Hopf [17] entre otros.

En [4], V. I. Arnold define un ı́ndice de cruces de una curva para un poli-
nomio hiperbólico homogéneo (cuya curva parabólica es el origen y la región
conexa complementaria al conjunto parabólico es hiperbólica). El ı́ndice del
campo de direcciones asintóticas es un ejemplo del ı́ndice de cruces definido
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en [4]. En este mismo trabajo V. I. Arnold muestra que tanto el conjunto de
polinomios homogéneos hiperbólicos de grado 3, aśı como el conjunto de los poli-
nomios de grado 4 son variedades conexas, los ı́ndices del campo de direcciones
asintóticas para cada conjunto son −1/2 y −1 respectivamente. Para el conjunto
de polinomios homogéneos hiperbólicos de grado 6, Arnold muestra que existen
polinomios con ı́ndices distintos, por lo cual existen al menos dos componentes
conexas. Un problema interesante consiste en determinar el número de compo-
nentes conexas que tiene la variedad de polinomios homogéneos hiperbólicos de
grado n para n ≥ 5. En [4], V. I. Arnold conjetura que dicho número crece al
menos como función lineal del grado.

1.2. Contribuciones de esta Tesis.

Teniendo como principal motivación los problemas mencionados anteriormente,
en esta tesis se consideran superficies diferenciables en R3 que son la gráfica de
un polinomio real f en dos variables de grado n.

En el caṕıtulo 3, sección 3.1 se da respuesta a la siguiente pregunta, cuando
el grado del polinomio es impar: ¿Qué tipo es la componente no compacta del
complemento de la curva Hessiana cuando ésta es compacta?. Para grado par
se dan las condiciones que debe cumplir el polinomio para que la componente
conexa no acotada del complemento de la curva Hessiana sea hiperbólica. El
resultado principal de esta sección es el Teorema 3.1.3, en éste dichas condi-
ciones quedan expresadas en términos de la parte homogénea de mayor grado
del polinomio f .

En la sección 3.2 estudiamos la geometŕıa de superficies definidas por poli-
nomios de grado 3. Damos una descripción completa del diagrama de bifurcación
de la curva Hessiana de los polinomios de esta familia. Este estudio comprende
la determinación de la curva Hessiana, descripción de las regiones eĺıpticas e
hiperbólicas y sus propiedades, el estudio de la curva de inflexión y el número
de cúspides gaussianas en cada caso. Si bien este estudio no es nuevo (ver [21]
y [23]), el realizarlo de manera exhaustiva permitió obtener el corolario 3.2.5, el
cual afirma que las rectas paralelas no son realizadas como la curva Hessiana de
un polinomio cúbico. Este resultado es interesante por su relación con el proble-
ma referente al tipo de curvas algebraicas que puede realizar la curva Hessiana
de una función polinomial de grado n.

En el caṕıtulo 4, estudiamos los campos de direcciones definidos por el núcleo
de una forma diferencial cuadrática en el punto al infinito y su aplicación a
campos de direcciones tangentes a una superficie.

En la sección 4.1 el Lema 4.1.1 da la expresión de una forma diferencial
cuadrática ω con coeficientes polinomiales bajo un cambio de coordenadas prop-
uesto que permite el análisis de los campos de dicha forma en el punto al infini-
to. Investigamos además, condiciones que debe satisfacer una forma diferencial
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cuadrática con coeficientes polinomiales para que el campo de direcciones que
define se extienda al punto al infinito y éste sea una singularidad aislada de
dicho campo. El Lema 4.1.3 enuncia condiciones algebraicas espećıficas sobre
los coeficientes de la forma ω para que el infinito sea singularidad aislada de la
forma cuadrática polinomial asociada a ω.

Otra condición algebraica sobre los coeficientes de una forma diferencial
cuadrática la cual denominamos de buena multiplicidad se expresa en la defini-
ción 4.1.5. Esta condición con algunas hipótesis adicionales, determina aspectos
geométricos importantes de la superficie aśı como de los campos de ĺıneas de
curvatura y asintóticas como lo muestran los Teoremas principales del caṕıtulo
4.

La relevancia del Lema 4.1.1 se muestra en las secciones 4.2 y 4.3. En la
sección 4.2 aplicando el lema 4.1.1 a la ecuación de ĺıneas de curvatura de una
superficie estudiamos el comportamiento del campo de direcciones principales
en el punto al infinito. En la sección 4.3 suponiendo que la componente conexa
no compacta del complemento de la curva Hessiana del polinomio es hiperbóli-
ca, estudiamos el comportamiento del campo de direcciones asintóticas. Los
resultados expuestos en la sección 4.3 se obtuvieron en colaboración con A.
Ortiz-Rodŕıguez y F. Sánchez-Bringas y se sometieron para su publicación [16].

Los resultados principales de este caṕıtulo son el Lema 4.1.1 y los Teoremas
4.2.2, 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3. Suponiendo que la ecuación de ĺıneas de curvatura de
un polinomio f en el punto al infinito tiene buena multiplicidad, el Teorema
4.2.2 demuestra que los ı́ndices del campo de ĺıneas de curvatura definidos por
la ecuación ω = 0 y de su parte homogénea de grado mayor ω3n−4 en infinito
son iguales.

En lo que se refiere a campos de direcciones asintóticas, suponiendo que la
segunda forma fundamental de un polinomio f en infinito tiene buena multipli-
cidad y que su parte homogénea fn de grado mayor es hiperbólica el Teorema
4.3.2 afirma que la curva Hessiana del polinomio es compacta. Considerando las
mismas hipótesis el Teorema 4.3.1 muestra que los ı́ndices del campo de direc-
ciones asintóticas de f y de fn en infinito son los mismos. También se afirma la
compacidad de la curva Hessiana suponiendo que fn es eĺıptico y que la segunda
forma fundamental del polinomio f tiene buena multiplicidad en infinito en el
Teorema 4.3.3.

Empleando algunos de los resultados expuestos en las secciones 4.1, 4.3 y
otros obtenidos por Arnold en [5], se obtiene el Teorema 4.3.4, en el cual se
da una cota superior para el número de cúspides gaussianas de la frontera de
la componente conexa no acotada del complemento de la curva Hessiana de la
gráfica de f .

La condición de buena multiplicidad también resulta útil para encontrar
componentes diferentes en la variedad de polinomios hiperbólicos homogéneos
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de grado fijo. Si la forma diferencial cuadrática no satisface la condición de
buena multiplicidad, el ejemplo 4.4.4 de la sección 4.4.3 muestra que existen
polinomios homogéneos del mismo grado, con ı́ndices en infinito distintos.

En la sección 4.4 se calcula el ı́ndice del campo de direcciones asintóticas
en infinito para polinomios de diversos grados, además de darse las condi-
ciones anaĺıticas que deben de cumplir los coeficientes de una forma diferencial
cuadrática polinomial en cada caso para que su forma asociada en infinito tenga
buena multiplicidad.

Las formas cuadráticas vistas en la subsección 4.4.1 se utilizan para encon-
trar los ı́ndices en infinito de los polinomios vistos en la sección 4.4. Éstas son
un modelo canónico útil ya que generan campos de direcciones cuyos ı́ndices
toman valores ±n/2, al igual que el ı́ndice de los campos de ĺıneas asintóticas.
La igualdad de ı́ndices del campo definido por la forma de Hopf y el campo
de ĺıneas asintóticas en infinito se establece mediante isotoṕıas entre las formas
cuadráticas definidas en 4.4.1 y la forma asociada a la segunda forma funda-
mental del polinomio en infinito.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Geometŕıa diferencial clásica y Geometŕıa
af́ın.

Consideremos l(t) : IR → IR3, l(t) = (l1t, l2t, l3t) + p, una parametrización de
una recta tangente a la gráfica de una función diferenciable f : IR2 → IR en el
punto p = l(t0). Decimos que la recta l tiene orden de contacto k ∈ N, con la
gráfica de f en p si

(G ◦ l)(m)(t0) = 0 y (G ◦ l)(k)(t0) 6= 0,

con m = 0, 1, . . . k − 1; donde G(x, y, z) = f(x, y)− z y (G ◦ l)(k)(t0) denota la
k− ésima derivada de la función G ◦ l en t0.

Es aśı como, de acuerdo al máximo orden de contacto de todas las rectas
tangentes a la superficie en un punto, se clasifican los puntos de la superficie
genérica de la siguiente manera [30]:

Un punto es eĺıptico si todas las rectas tangentes a la superficie en éste tienen
orden de contacto igual a 2.

Un punto p es hiperbólico si tiene exactamente dos direcciones asintóticas.
Dicho punto hiperbólico será genérico si el orden de contacto de cada una de
sus direcciones asintóticas es igual a tres.

Las direcciones asintóticas son direcciones en el plano tangente a la superficie
que se caracterizan como las rectas cuyo orden de contacto con la superficie es
al menos 3.

Un punto p es parabólico si tiene exactamente una dirección asintótica o bien
toda dirección tangente es asintótica; en este último caso se le llama punto plano.
Además, diremos que un punto parabólico es genérico si su dirección asintótica
tiene orden de contacto igual a 3 con la superficie en este punto.

13
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La clasificación arriba mencionada es invariante bajo el grupo de transfor-
maciones afines y se puede dar también en el contexto de la teoŕıa clásica de
Geometŕıa diferencial de superficies.

Dada una superficie orientable inmersa en IR3, la transformación de Gauss
N , asigna a cada punto (x, y) de U el vector normal unitario N . Aśı, la cur-
vatura gaussiana de la superficie, es el determinante de la matriz jacobiana de
su transformación de Gauss.

De esta forma, decimos que el punto es eĺıptico, hiperbólico o parabólico si la
curvatura gaussiana de la superficie es positiva, negativa o cero respectivamente.

Aśı mismo tenemos que la segunda forma fundamental de la superficie está de-
finida para un vector v = (v1, v2) en el plano tangente a la superficie en el punto
p por IIp(v) = − < dNp(v), v >.

Recordemos que, en estos términos, una dirección v en el plano tangente a
una superficie lisa en un punto p es llamada dirección asintótica si la superficie
en esta dirección tiene curvatura normal cero, o de manera equivalente si dicha
dirección anula a la segunda forma fundamental de la superficie en p.

Cuando la superficie es {z = f(x, y)}, la segunda forma fundamental tiene
la siguiente expresión:

II(x, y) =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2,

Análogamente se define la tercera forma fundamental de la superficie

III(x, y) =
∂3f

∂x3
dx3 + 3

∂3f

∂x2∂y
dx2dy + 3

∂3f

∂x∂y2
dxdy2 +

∂3f

∂y3
dy3.

Dichas formas reciben el nombre de formas fundamentales homogéneas.

Otra ecuación diferencial importante asociada a campos tangentes a una
superficie diferenciable inmersa en R3 es la ecuación diferencial de ĺıneas de
curvatura:

(fE − eF )dx2 + (gE − eG)dxdy + (gF − fG)dy2 = 0,

donde E, F, G, y e, f, g son los coeficientes de la primera y segunda forma
fundamental respectivamente. Recordemos que la configuración de ĺıneas de
curvatura principal es obtenida como la configuración de una forma diferen-
cial cuadrática hiperbólica (ó positiva) por lo que las soluciones de la ecuación
anterior en un punto regular de la superficie son dos campos de direcciones or-
togonales uno al otro. Sotomayor y Gutiérrez en [14] consideraron inmersiones
en R3 de una variedad compacta. Ellos describen una clase de inmersiones con
configuración de ĺıneas de curvatura principal estables y demuestran que esta
clase es densa en el espacio de inmersiones con la topoloǵıa C2.
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En ambos contextos, (geometŕıa af́ın y geometŕıa diferencial) se sabe que
toda superficie genérica tiene la siguiente estructura: los conjuntos de puntos
eĺıpticos e hiperbólicos son dominios abiertos en la superficie y la frontera entre
estos dos conjuntos está formada por una curva lisa cuyos puntos son parabóli-
cos, la curva parabólica. La proyección ortogonal de la curva parabólica en el
plano xy es la curva Hessiana.

Observemos que si la superficie es {z = f(x, y)}, donde f es una función
polinomial de grado n, entonces la curva Hessiana será una curva polinomial en
dos variables cuyo grado es ≤ 2n− 4 y está definida por

Σ(x, y) =

(
∂2f

∂x2
(x, y)

)(
∂2f

∂y2
(x, y)

)
−
(
∂2f

∂x y
(x, y)

)2

= 0.

Un punto parabólico p es una cúspide de Gauss (también llamada punto
parabólico especial), si la dirección asintótica en este punto es tangente a la
curva parabólica y dicha dirección asintótica tiene orden de contacto 4 con la
superficie.

Por otro lado, un punto hiperbólico es de inflexión si tiene al menos una
dirección asintótica con orden de contacto 4 con la superficie. En caso de que
ambas direcciones asintóticas tengan este orden de contacto con la superficie se
dice que es hiperbólico especial.

El conjunto de cúspides de Gauss es finito y el conjunto de puntos de inflexión
forma una curva en la superficie la cual llamaremos curva de inflexión o curva
flecnodal. La curva de inflexión pertenece a la superficie, pero en este trabajo
consideraremos su proyección ortogonal en el plano xy.

En [6], Banchoff, Mc Crory y Gaffney consideran una inmersión suave X de
un abierto U ⊂ R2 en R3 y estudian las cúspides de Gauss en términos de la
teoŕıa de singularidades de funciones. En [6] muestran propiedades geométricas
importantes de la superficie alrededor de una cúspide de Gauss. Entre algunas
de estas propiedades destaca la siguiente: suponiendo que la transformación
de Gauss de la superficie es estable, ellos caracterizan a un punto cúspide de
Gauss en una superficie como aquel que, además de ser un punto en el que la
dirección asintótica es tangente a la curva parabólica, al mismo tiempo es punto
de inflexión de la curva asintótica que pasa por éste.

Por otra parte, en [30], se muestra que un punto parabólico de una superficie
genérica S es una cúspide de Gauss si la curva parabólica y la curva de inflexión
son lisas en p y su orden de contacto es 2.

Si la superficie {z = f(x, y)} es genérica se puede ver en [31] que la afirmación
anterior es equivalente a que en el punto parabólico la dirección asintótica anula
la tercera forma fundamental homogénea de la superficie.
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2.2. Índice de un campo de direcciones alrede-
dor de un punto singular aislado.

Consideremos M una superficie diferenciable y X un campo diferenciable de
direcciones tangente en M con una singularidad aislada en el punto p. Tomemos
una curva cerrada simple Γ : [0, 1] → M, tal que p es la única singularidad de
X en el interior de la región acotada por Γ. Definimos un campo de direcciones
orientado paralelo a X(0) en Γ. Consideremos a lo largo de Γ cualquier campo
vectorial Y diferenciable. El cambio total del ángulo entre la dirección del campo
orientado X y Y , después de dar una vuelta alrededor de Γ en dirección positiva
(respecto de la orientación de la superficie) es el ı́ndice del campo de direcciones
de X en p. Este número es independiente de la elección de Γ y Y , además tiene
la forma

indX(p) =
n

2
, n ∈ Z.

Dicho ı́ndice es invariante bajo pequeñas perturbaciones continuas de X.

Consideremos la segunda forma fundamental de f . Diremos que tiene una
singularidad en un punto p si ésta se anula en este punto. Si p es una singu-
laridad aislada y U es una vecindad agujerada contenida en la proyección del
dominio hiperbólico sobre el plano xy, es posible definir dos campos continuos
de direcciones asintóticas sin singularidades en esta vecindad agujerada.

Los ı́ndices de ambos campos de direcciones en p coinciden. Entonces basta
considerar cualquiera de estos campos de direcciones asintóticas y llamamos
a este ı́ndice el ı́ndice del campo de direcciones asintóticas en p. El ı́ndice de
campos de direcciones principales se define de manera equivalente.

Existen varios resultados que relacionan el ı́ndice de un campo con aspectos
geométricos de la superficie, al respecto en [17], el teorema de Poincaré-Hopf
afirma que:

Teorema. Si X es un campo vectorial continuo en una variedad orientable
compacta M con p1, p2, . . . , pn ceros del campo, la suma global de los ı́ndices
de X es igual a la caracteŕıstica de Euler de la variedad M, es decir:∑

pi

indX(pi) = χ(M).

Poincaré observó que si la curva Γ es la unión de una colección finita de
arcos definidos por los vectores del campo transversales a Γ, para calcular el
ı́ndice del campo es suficiente considerar el conjunto finito V de puntos en los
que la curva no es transversa al campo. Denotamos por e, i respectivamente,
la cardinalidad de los subconjuntos de V , que consisten de aquellos puntos que
se encuentran en la trayectoria local exterior, (tangencias exteriores) o interior,



2.2. ÍNDICE DE UN CAMPO DE DIRECCIONES ALREDEDOR DE UN PUNTO SINGULAR AISLADO.17

(tangencias interiores) a dicha curva. Entonces

indX(p) = 1 +
(i− e)

2
,

también conocida como la fórmula del ı́ndice de Poincaré generalizada para
el disco. Recordemos también la generalización de la fórmula del ı́ndice de
Poincaré-Hopf para campos de direcciones con un número finito de singula-
ridades en superficies con frontera [28]:

Σ = χ(U) +
i− e

2
,

donde Σ es la suma de los ı́ndices de las singularidades aisladas del campo de
direcciones en la región U , y χ(U) es la caracteŕıstica de Euler de U .
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Caṕıtulo 3

Geometŕıa af́ın de la gráfica
de un polinomio real.

3.1. Determinación de regiones hiperbólicas.

En esta sección damos algunos criterios para determinar regiones hiperbóli-
cas en superficies genéricas definidas por la gráfica de polinomios de cualquier
grado.

Proposición 3.1.1 Consideremos la gráfica de f , donde f ∈ R[x, y] es un
polinomio de grado n. Supongamos que existe una recta L en el plano xy que
no interseca a la curva Hessiana de f . Si f restringida a L es de grado impar,
entonces L pertenece al dominio hiperbólico del plano.

Demostración. Supongamos que L es una recta en el plano que no interseca
a la curva Hessiana y no pertenece al dominio hiperbólico. Entonces ésta se
encuentra enteramente contenida en el dominio eĺıptico. Esto implica que la
restricción de f a L es un polinomio de una variable de grado impar definido
en la región eĺıptica, por lo tanto la gráfica de f |L es convexa (ó cóncava). Por
otro lado, como el grado de f |L es impar, entonces éste tiene al menos un punto
de inflexión. Esto implica que la gráfica de f |L no es convexa, lo cual es una
contradicción. 2

Lema 3.1.2 Sea T una transformación lineal, T : R2 → R2, definida por
T (u, v) = (au+ bv, cu+ dv), y sea

f(x, y) =
n∑
i=0

ai,n−ix
iyn−i,

un polinomio homogéneo de grado n. Llamemos f̃(u, v) a la composición (f ◦
T )(u, v). Entonces ãn,0 = f(a, c) y ã0,n = f(b, d).

19
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Demostración. La demostración de este lema se obtiene por una sustitución
directa.

f̃(u, v) = f(T (u, v)) =
n∑
k=0

an−k,k(au+ bv)n−k(cu+ dv)k

=
n∑
k=0

an−k,k(an−kun−k + ...+ bn−kvn−k)(ckuk + ...+ dkvk)

= an,0(anun + ...+ bnvn) + an−1,1(an−1un−1 + ...

+ bn−1vn−1)(cu+ dv) + ...+ a0,n(cnun + ...+ dnvn)

= f(a, c)un + ...+ f(b, d)vn

2

Consideremos ahora la extensión estándar de R2 en RP 2 la cual consiste de
ver al plano xy como la carta af́ın w = 1 del plano proyectivo con coordenadas
[x : y : w]. Denotaremos por w = 0 la recta al infinito. La curva Hessiana de f
en el plano xy puede o no intersecar la recta al infinito, en cualquier caso ésta
puede ser considerada como una curva en el plano proyectivo. Llamaremos a la
proyectivización de la curva Hessiana la curva Hessiana proyectiva de f .

Teorema 3.1.3 Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado n tal que su curva Hes-
siana es compacta. Supongamos que su descomposición homogénea está dada
por f(x, y) = f0 + f1(x, y) + · · · + fn(x, y), donde fi(x, y) es la componente
homogénea de grado i de f(x, y). Supongamos que una de las siguientes condi-
ciones se cumple:
a) n es impar, o
b) n es par, su curva Hessiana tiene grado 2n − 4, f−1n (0) 6= (0, 0) y la curva
Hessiana proyectiva es suave.

Entonces, la componente conexa no acotada del complemento de la curva
Hessiana en el plano es hiperbólica.

Demostración. El hecho de que la curva Hessiana sea compacta implica que
cualquier recta contenida en el complemento de la curva Hessiana pertenece a la
componente conexa no acotada de ésta. Ahora, la prueba consiste en determinar
una recta L en la componente no acotada tal que la restricción de f a L defina
un polinomio en una variable de grado impar.

a) Supongamos que el grado de f(x, y) es n = 2m + 1. Entonces la compo-
nente de grado mayor tiene la expresión:

f2m+1(x, y) =
2m+1∑
k=0

a2m+1−k,kx
2m+1−kyk.

Podemos suponer que a2m+1,0 6= 0, de otra forma, es posible considerar un
vector no cero (a, c) tal que f2m+1(a, c) 6= 0. Además, el lema 3.1.2 garantiza
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que la aplicación de una transformación lineal invertible de la forma T (u, v) =
(au+bv, cu+dv) para valores convenientes de b, d, nos proporciona coordenadas
(u, v) para las cuales el polinomio f2m+1 satisface esta afirmación.

Entonces, f(x, y) restringido a la recta y = y0, y0 ∈ R define un polinomio
en una variable de grado 2m+1. Como la curva Hessiana es compacta, existe un
número real ε > 0 tal que la curva Hessiana está contenida en la región acotada
determinada por el ćırculo de radio ε y centro en el origen. Aśı la recta y = y0,
donde y0 > ε, pertenece a la región no acotada. Entonces la proposición 3.1.1
implica que la región no acotada es hiperbólica.

b) Supongamos que el grado de f(x, y) es n = 2m. En este caso probaremos
primero el siguiente:

Lema 3.1.4 Sea f ∈ R[x, y] de grado n = 2m. Si la curva Hessiana de f
tiene grado 2n− 4 y la parte homogénea de grado 2m de f(x, y) es f2m(x, y) =∑2m
k=0 a2m−k,kx

2m−kyk, tal que a2m,0 = 0, entonces a2m−1,1 6= 0.

Demostración. Supongamos que a2m,0 = 0 y a2m−1,1 = 0. Entonces,

f2m(x, y) =

2m∑
k=2

a2m−k,kx
2m−kyk = y2Q(x, y) donde

Q(x, y) =

2m∑
k=2

a2m−k,kx
2m−kyk−2.

Como el polinomio hessiano tiene grado 2n− 4, entonces

Σ(x, y) = Σ0 + · · ·+ Σ4m−4(x, y),

donde Σ4m−4(x, y) es la parte homogénea de grado 4m−4. De hecho Σ4m−4(x, y)
es igual al hessiano del polinomio homogéneo f2m(x, y).

Consideremos la extensión estándar de R2 a RP 2 y denotamos por w = 0 la
recta al infinito. La curva Hessiana proyectiva está dada por:

Σ0w
4m−4 + · · ·+ Σ4m−5(x, y)w + Σ4m−4(x, y) = 0.

Entonces, la intersección de esta curva proyectiva con la recta al infinito
está dada por Σ4m−4(x, y) = 0. Recordemos que Σ4m−4(x, y) = hess(f2m) y
f2m(x, y) = y2Q(x, y). Aśı,

Σ4m−4(x, y) =
[
y2Qxx(x, y)

]
[(f2m(x, y))yy]−

[
2y Qx(x, y) + y2Qxy(x, y)

]2
= y2

[
Qxx(x, y)(f2m(x, y))yy − (2Qx(x, y) + yQxy(x, y))

2
]
.

Esto implica que el punto [1 : 0 : 0] es un punto de intersección de la curva
Hessiana proyectiva y la recta al infinito. Este hecho contradice que la curva
Hessiana sea lisa. 2
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Continuemos con la prueba de b). Primero mostraremos que si el coeficiente
a2m,0 6= 0, podemos encontrar un cambio de coordenadas lineal T (u, v) = (au+
bv, cu+ dv) = (x, y) del plano xy tal que el coeficiente correspondiente ã2m,0 de
f2m se anule en las nuevas coordenadas.

Para ello, si existe un punto (x0, y0) 6= (0, 0) en f−12m(0), entonces al menos
una de las siguientes ecuaciones está bien definida:

f2m

(
x0
y0
, 1

)
= 0 o f2m

(
1,
y0
x0

)
= 0.

Supongamos que la primera ecuación está bien definida. El Lema 3.1.2 im-
plica que

f2m(T (u, v)) = f2m(a, c)u2m + ...+ f2m(b, d)v2m,

entonces tomando a = x0

y0
, c = 1, b = −1 y d = 0. Las siguientes ecuaciones se

cumplen

f2m(T (u, v)) = f2m−1

(
x0
y0
, 1

)
u2m−1v + ...+ f2m(−1, 0)v2m

= ã2m−1,1u
2m−1v + ...+ f2m(−1, 0)v2m,

donde ã2m−1,1 6= 0 por el lema 3.1.4. Si la primera ecuación no está definida, es
decir y0 = 0, entonces, tomamos a = 1, b = 0, c = y0

x0
y d = 1 para obtener la

misma expresión.

Entonces, podemos suponer que a2m,0 = 0 y a2m−1,1 6= 0 de la expresión
de f(x, y). Como la curva Hessiana es compacta, existe un número real ε > 0
tal que la curva Hessiana está contenida en la región acotada determinada por
el ćırculo de radio ε y centro en el origen. Aśı la recta y = y0, donde y0 > ε,
pertenece a la región no acotada. Además, como a2m−1,1 6= 0 la restricción
f |y=y0 es un polinomio en una variable de grado impar, entonces la proposición
3.1.1 implica que la región no acotada es hiperbólica. 2

3.2. Geometŕıa de la curva Hessiana de superfi-
cies cúbicas.

Consideremos los polinomios de la forma f(x, y) = P2(x, y)+P3(x, y), donde
Pi(x, y) es un polinomio homogéneo de grado i, i = 2, 3. Sea {z = f(x, y)} la
gráfica de f(x, y) en R3. El origen pertenece a esta superficie y el plano tangente
a este punto es el plano z = 0. Después de una rotación conveniente del plano es
posible anular uno de los monomios de P3(x, y) . Suponemos que el monomio que
anulamos es el que tiene término x2y, de esta forma consideraremos la familia
de polinomios cúbicos

fα(x, y) =
k

2
x2 + lxy +

m

2
y2 +

a

6
x3 +

b

2
xy2 +

c

6
y3, (3.1)

con α = (k, l,m, a, b, c) ∈ IR6 y a2 + b2 + c2 > 0.
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3.2.1. Curva Hessiana de fα.

El hessiano de la función fα es:

Σ(x, y) =

(
∂2fα
∂x2

)(
∂2fα
∂y2

)
−
(
∂2fα
∂x∂y

)2

,

por lo que la curva Hessiana de fα esta definida por la ecuación:

Σ(x, y) = abx2 − b2y2 + acxy + (am+ bk)x+ (kc− 2bl)y + km− l2 = 0. (3.2)

Esta curva es una cónica, cuyo discriminante es:

∆(a, b, c) = a(ac2 + 4b3).

Tenemos los siguientes resultados respecto a dicha cónica.

Lema 3.2.1 Si el discriminante de la curva Hessiana no se anula, la curvatura
gaussiana de la gráfica de fα, Σ : R2 → R tiene un único punto cŕıtico p0 con
coordenadas:

(x0, y0) =

(
−2b3k + ac2k − 2abcl + 2ab2m

a2c2 + 4ab3
,
bck − 4b2l − acm

ac2 + 4b3

)
.

Demostración del Lema. Consideremos el gradiente:

∇Σ(x, y) =
(
2abx+ acy + bk + am, acx− 2b2y + kc− 2bl

)
,

el punto donde se anula está parametrizado por α y tiene la forma

(x0, y0) =

(
−2b3k + ac2k − 2abcl + 2ab2m

a2c2 + 4ab3
,
bck − 4b2l − acm

ac2 + 4b3

)
.

Observemos que esta solución está bien definida si a(ac2 + 4b3) 6= 0. 2

Lema 3.2.2 Si ∆ 6= 0, la curva Hessiana es singular si y sólo si ésta es una
cónica degenerada. Si ∆ > 0, la curva esta formada por dos rectas transversales
y si ∆ < 0 se reduce a un punto.

Demostración. Si la curva Hessiana es singular entonces su gradiente se anula
en algún punto de ella. Por lo tanto si ∆ < 0 ésta se reduce a un punto puesto
que no puede ser una elipse. El otro caso es análogo. Por otro lado si la Hessiana
es una cuádrica degenerada entonces como ∆ 6= 0, ésta debe ser un punto o dos
rectas que se intersecan, es decir una curva singular. 2

Proposición 3.2.3 Sea S la superficie en R3 definida como la gráfica de fα.
Supongamos que el discriminante de la curva Hessiana es ∆ 6= 0 y definamos
δ(k, l,m, a, b, c) := b2k + acl − abm. Entonces:
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1. Si ∆ < 0, la curva Hessiana de fα es una elipse o un punto, respectiva-
mente si δ 6= 0 o δ = 0.

2. Si ∆ > 0, la curva Hessiana de fα es una hipérbola o dos rectas que se
intersecan, si δ 6= 0 o δ = 0 respectivamente.

Para demostrar esta proposición, emplearemos el lema 3.2.1.

Demostración de la proposición 3.2.3. Observemos que la curvatura gaus-
siana evaluada en el punto (x0, y0) es:

Σ(x0, y0) =
−(2amb+ 2kb2 + alc)2

a(4b3 + ac2)
= −δ

2

∆
.

Supongamos que ∆ < 0. Si δ = 0, el punto (x0, y0) pertenece a la curva Hessiana
lo cual implica que ésta curva es singular. Por lo tanto la curva Hessiana es una
cónica degenerada y entonces ésta es un punto. Por otro lado, si δ 6= 0, el punto
singular (x0, y0) no pertenece a la curva Hessiana y entonces esta curva es una
cónica suave, la cual en este caso es una elipse. Un argumento análogo puede
aplicarse para el caso ∆ > 0. 2

Consideremos ahora el caso en el que el discriminante ∆ es cero.

Proposición 3.2.4 Sea S la superficie en R3 definida como la gráfica de fα(x, y).
Supongamos que el discriminante de la curva Hessiana se anula y definamos
µ = µ(k, l,m, b, c) := c2k − 4bcl + 4b2m. Entonces la curva Hessiana es:

1. Una parábola si a = 0 y bk 6= 0; ó ac2 + 4b3 = 0 y bcµ 6= 0.

2. Una recta doble si a = k = 0; ó ac2 + 4b3 = 0 y µ = 0.

3. Una recta simple si a = b = 0, ó b = c = 0

Demostración. Sea ∆(a, b, c) = 0 entonces a = 0 o bien 4b3 + ac2 = 0. Si
a = 0, la curva Hessiana tiene por ecuación

−b2y2 + bkx+ (kc− 2bl)y + km− l2 = 0.

en el caso bk 6= 0, corresponde a una parábola con eje focal paralelo al eje x.
Si b = 0, se tiene la recta simple kcy + km − l2 = 0. Si k = 0 tenemos la recta
doble −(by + l)2 = 0.

Por otra parte, si 4b3 + ac2 = 0 y abc 6= 0 entonces a = −4b3
c2 , aśı la curva

Hessiana está dada por

−b2c2y2 − 4cb3xy − 4b4x2 + (bkc2 − 4b3m)x+ c2(ck − 2bl)y + c2(km− l2) = 0.

Para eliminar el término de rotación, aplicamos a esta ecuación la transforma-
ción lineal T : R2 → R2, (x, y) = T (u, v)(

x
y

)
=

(
−c√

4b2+c2
2b√

4b2+c2
−2b√
4b2+c2

−c√
4b2+c2

)(
u
v

)
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aśı la ecuación se transforma en:

−b2(4b2 + c2)v2 +
−2b2c2k − c4k + 2bc3l + 8b4m√

4b2 + c2
v +

bc(c2k − 4bcl + 4b2m)√
4b2 + c2

u

+ c2(km− l2) = 0

Si el coeficiente de u no se anula, tenemos el caso de una parábola, con eje
focal paralelo al eje u. Observemos que si el coeficiente de u es cero, podemos

considerar k = 4bcl−4b2m
c2 , entonces sustituyendo esta expresión, la ecuación

cuadrática toma la forma:

−b2(4b2 + c2)y2 + 2b
√

4b2 + c2(2bm− cl)y − (cl − 2bm)2 = 0,

−(b
√

4b2 + c2y − (cl − 2bm))2 = 0,

la cual corresponde a una recta doble. Además si ac2 +4b3 = 0 y a = 0 entonces
b = 0 y kcv + km− l2 = 0 es una recta simple.

Argumentos similares implican que si ac2 +4b3 = 0 y c = 0 o si ac2 +4b3 = 0
y b = 0 y amu+ km− l2 = 0 es una recta simple. 2

Como una consecuencia de las proposiciones 3.2.3 y 3.2.4 concluimos que la
curva Hessiana de polinomios cúbicos realiza todas las posibles cónicas excepto
una, por lo cual enunciamos en el siguiente:

Corolario 3.2.5 La cónica definida como dos rectas paralelas no es realizable
como la curva Hessiana de un polinomio cúbico.

Demostración. Supongamos que existe un polinomio cúbico fα cuya curva
Hessiana consiste de un par de rectas paralelas. Como estas rectas son simples
en el plano xy, dividen en tres bandas al plano alternando los tipos de sus puntos
en hiperbólico y eĺıptico.

Después de una rotación del plano, podemos suponer que estas ĺıneas están
definidas por y = ρ1 y y = ρ2.

La expresión de la función fα después de la rotación es

fα(x, y) =
k̃

2
x2 + l̃xy +

m̃

2
y2 +

ã

6
x3 +

d̃

2
x2y +

b̃

2
xy2 +

c̃

6
y3.

Entonces, para algún ρ ∈ R la recta y = ρ pertenece a la región eĺıptica en
el plano xy.

La restricción de f |L define un polinomio cúbico en una variable, el cual
está enteramente contenido en la región eĺıptica. Aśı tenemos que fα(x, ρ) por
un lado es un conjunto de puntos eĺıpticos; lo cual quiere decir que para cada
punto la curvatura gaussiana es positiva, es decir no cambia de signo a lo largo
de la recta y = ρ. Por otro lado, fα(x, ρ) es un polinomio de grado 3 en la
variable x, y todo polinomio de grado 3 tiene por lo menos 1 punto de inflexión
el cual indica cambio de concavidad y por lo tanto, cambio de curvatura, lo cual
es una contradicción. 2
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3.2.2. Diagrama de bifurcación de Σ(x, y).

Para poder determinar el conjunto de bifurcación de la curva Hessiana de
fα en términos del discriminante, analizaremos la imagen inversa ∆−1(0) en el
espacio de parámetros (a, b, c) de la transformación ∆ : R3 → R,

∆(a, b, c) = a(ac2 + 4b3).

Entonces ∆−1(0) es el conjunto de puntos (a, b, c) ∈ IR3 tales que

a(ac2 + 4b3) = 0.

Esta ecuación se cumple si

a = 0 ó (3.3)

ac2 + 4b3 = 0, (3.4)

La ecuación (3.3) corresponde al plano bc. Para obtener la gráfica de la ecuación
(3.4) consideremos a, una constante diferente de cero.

i) Si a < 0, la ecuación (3.4) es equivalente a

c2 = αb3, (3.5)

donde α = −4/a > 0. Entonces la ecuación (3.5) define una cúspide en planos
paralelos al plano bc. La región exterior definida por los puntos donde la desigual-
dad c2 > ρb3 se cumple, corresponde a aquellos puntos cuya curva Hessiana es
una hipérbola o dos rectas que se intersecan transversalmente. La región interior
definida por los puntos donde la desigualdad c2 < ρb3 se cumple, corresponde a
aquellos puntos donde la curva Hessiana es una elipse o un punto.

Observemos que si a→ 0−, la curvatura de la cúspide tiende a cero y la región
interior se convierte en medio plano. Aśı la familia de cúspides parametrizadas
por a converge al eje c cuando a→ 0.

ii) Si a > 0, el coeficiente α de la ecuación (3.5) es α = −4/a < 0. Un análisis
análogo al de i) implica que la imagen de la superficie es simétrica respecto al
origen al caso i). Como una consecuencia de todas estas observaciones tenemos
la siguiente afirmación.

Proposición 3.2.6 El diagrama de bifurcación de la curva Hessiana de fα en
el espacio de parámetros (a, b, c) es la superficie ∆−1(0), la cual consiste de la
unión del plano {a = 0} y la superficie cuspidal {ac2 + 4b3 = 0} . Además esta
superficie divide en 4 regiones el espacio como se muestra en la figura 3.1.

3.2.3. Determinación de dominios de fα.

Ahora determinaremos el tipo de dominio, hiperbólico o eĺıptico, en el com-
plemento de la curva Hessiana para la familia fα.



3.2. CURVA HESSIANA DE SUPERFICIES CÚBICAS 27
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Figura 3.1: Superficie cuspidal ∆−1(0).

Proposición 3.2.7 Si la curva Hessiana es una parábola entonces la curvatura
gaussiana Σ : R2 → R de fα es regular. Además la región convexa en el comple-
mento de esta curva es eĺıptica mientras que la región cóncava es hiperbólica.

Demostración. Supongamos que la curva Hessiana es una parábola, esto im-
plica que una de las siguientes condiciones se cumple: a) a = 0 y bk 6= 0, o b)
4b3 + ac2 = 0 y bc(c2k − 4bcl + 4b2m) 6= 0. En el caso de a) la expresión

Σ(x, y) = −b2y2 + bkx+ (kc− 2bl)y + km− l2,

junto con la hipótesis bk 6= 0 implica que el gradiente

∇Σ(x, y) =
(
bk,−2b2y + kc− 2bl

)
,

no se anula. En el caso b) la expresión de Σ es:

Σ(x, y) = −b2y2 − 4b3

c
xy − 4b4

c2
x2 +

(
bk − 4b3m

c2

)
x+ (ck − 2bl)y + km− l2,
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y su gradiente es

∇Σ(x, y) =

(
4b3

c
y − 8b4

c2
x− 4b3m

c2
+ bk, −2b2y − 4b3

c
x− 2bl + ck

)
.

El gradiente se anula en los puntos (x, y) que satisfacen el sistema:

−2b

c

(
4b3

c
x+ 2b2y

)
=

4b3m

c2
− bk

4b3

c
x+ 2b2y = 2bl − ck.

La existencia de una solución implica que:

4b3m

c2
− bk =

2b

c
(2bl − ck),

o equivalentemente,

b(c2k − 4bcl + 4b2m) = 0.

Lo cual implica que el sistema no tiene solución.

Por otro lado, si L es una recta contenida en la región cóncava del comple-
mento de la parábola entonces el Lema 3.1.2 implica que en las coordenadas
convenientes la restricción de fα|L define un polinomio cúbico. Entonces, la
proposición 3.1.1 implica que esta región es hiperbólica. Ya que la parábola es
una cónica lisa, entonces la región convexa es eĺıptica. 2

Si la curva Hessiana es una elipse o una hipérbola, el lema 3.2.1 garantiza
que la curvatura gaussiana de la gráfica de fα tiene sólo un punto cŕıtico. Este
hecho implica la siguiente:

Proposición 3.2.8 Si la curva Hessiana es una elipse, el punto singular de la
curvatura (x0, y0) pertenece a la región acotada del complemento de la elipse.
Esta región es eĺıptica y la curvatura toma su valor máximo en (x0, y0). La
región no acotada es hiperbólica.

Por otra parte, si la curva Hessiana es una hipérbola, el punto singular de la
curvatura (x0, y0) es la intersección de las aśıntotas de la curva Hessiana. Estas
rectas pertenecen a la región hiperbólica y la curvatura tiene un punto silla en
(x0, y0).

Demostración. Si la curva Hessiana es una elipse, el Teorema 3.1.3 implica que
la región no acotada es hiperbólica, y entonces la región acotada es eĺıptica y
ésta tiene un máximo el cual es el punto (x0, y0), como veremos a continuación.
Por otro lado si la curva Hessiana es una hipérbola, el siguiente cálculo muestra
que las aśıntotas se intersecan en el punto (x0, y0) el cual es un punto silla de
la curvatura.
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Para determinar el tipo de punto cŕıtico (x0, y0), consideramos la matriz
Hessiana de la curvatura:

hessΣ(x, y) =

(
2ab ac
ac −2b2

)
cuyo determinante es −∆. Entonces si la curva Hessiana es una elipse se tiene
que −∆ > 0 y ab < 0, ya que ab > 0 implica que ∆ > 0. Además el punto
singular (x0, y0) es un máximo de la curvatura. El valor de la curvatura en este
punto es:

−δ2

∆
> 0. (3.6)

Un argumento de compacidad implica que (x0, y0) pertenece a la región
acotada. Por otro lado, si la curva Hessiana es una hipérbola −∆ < 0, entonces
(x0, y0) es un punto silla y el lado izquierdo de la igualdad anterior es negativo.
Esto implica que (x0, y0) pertenece a la región hiperbólica. Ahora probaremos
que las aśıntotas se intersecan en este punto. Supongamos ac = 0, entonces

Σ(x, y) = abx2 − b2y2 + (am+ bk)x− 2bly + km− l2

=

(√
abx+

am+ bk

2
√
ab

)2

− (by + l)2 − (am+ bk)2

4ab
+ km.

Entonces estas aśıntotas están definidas como:(√
abx+

am+ bk

2
√
ab

+ by + l

)(√
abx+

am+ bk

2
√
ab
− by − l

)
= 0,

y se intersecan en

(x0, y0) =

(
−2b3k + 2ab2m

4ab3
,− l

b

)
.

El caso ac 6= 0 puede reducirse a este caso, haciendo una rotación del plano xy.
2

3.2.4. Curva de inflexión y cúspides de Gauss de la familia
fα

Recordemos que la curva de inflexión consiste de los puntos parabólicos o
hiperbólicos, para los cuales alguna de sus direcciones asintóticas pertenecen al
núcleo de la tercera forma fundamental. Para describir dicho conjunto y deter-
minar el número de direcciones de la tercera forma fundamental, aplicaremos el
siguiente resultado el cual se prueba en [27].

Proposición 3.2.9 Sea V3 = A (dx)3 + 3B (dx)2 dy + 3C dx (dy)2 + D (dy)3

una forma cúbica simétrica en R2 y sea Hess (V3) = (AC − B2)x2 + (AD −
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BC)xy + (BD − C2) y2 su forma cuadrática asociada con discriminante Λ =

(AC − B2)(BD − C2) − (AD−BC)2

4 . Entonces las direcciones que son solución
de V3 son:

a) Las tres reales y distintas si Λ > 0,

b) una real y dos complejas conjugadas si Λ < 0,

c) las tres reales y sólo dos de ellas que coinciden si Λ = 0 y Hess (V3) no es
idénticamente cero,

d) las tres reales iguales si Λ ≡ 0 (i.e., si los coeficientes de Hess (V3) son todos
cero).

En el caso de la gráfica de fα, la forma bilineal asociada a la tercera forma
fundamental homogénea es

Hess (III) = (ab)x2 + (ac)xy + (−b2) y2, (3.7)

y su discriminante es Λ = − 1
4 (4ab3+a2c2) = − 1

4∆, donde ∆ es el discriminante
de la curva Hessiana.

La siguiente proposición describe el comportamiento de la curva de inflexión
de la superficie z = fα(x, y) en términos de la curva Hessiana.

Proposición 3.2.10 Consideremos la gráfica de fα:

i)Si la curva Hessiana es una elipse o un punto, entonces la curva de inflexión
está formada por tres rectas distintas.

ii) Si la curva Hessiana es una parábola, una hipérbola o dos rectas entonces la
curva de inflexión es una recta.

iii) Si la curva Hessiana es una recta doble, entonces la curva de inflexión es
todo el plano.

iv) Si la curva Hessiana es una recta simple, entonces la curva de inflexión es
vaćıa.

Demostración. La condición que define los puntos de inflexión está expresada
en términos de las direcciones que anulan simultáneamente a la segunda y tercera
forma fundamental:

(k + ax)dx2 + 2(by + l)dxdy + (m+ bx+ cy)dy2 = 0, (3.8)

adx3 + 3bdxdy2 + cdy3 = 0. (3.9)

En la primera parte de la demostración determinamos algunas obstrucciones en
la curva de inflexión para que sean una o tres rectas. Aśı, tenemos la siguiente
afirmación:

La curva de inflexión no es la unión finita de rectas si y sólo si una de las
siguientes condiciones se cumple:
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c1) a = 0 y dy = 0,

c2) 2b dx+ c dy = 0, ac2 + 4b3 = 0 y c 6= 0,

c3) b = c = 0, a 6= 0 y dx = 0,

c4) a = b = c = 0.

La prueba de esta afirmación es obtenida directamente del análisis de la primera
ecuación en todos los casos excepto para la condición c2 donde son necesarias
ambas ecuaciones.

Un análisis directo garantiza que estas condiciones implican los siguientes
dos lemas:

Lema 3.2.11 El plano xy no tiene puntos de inflexión si una de las siguientes
condiciones se satisface:

c1) y k 6= 0 ,

c2) y c2k − 4bcl + 4b2m 6= 0 ,

c3) y m 6= 0,

c4) y km− l2 > 0.

Lema 3.2.12 Cada punto del plano xy es un punto de inflexión si una de las
siguientes condiciones se satisface:

c1) y k = 0 ,

c2) y c2k − 4bcl + 4b2m = 0 ,

c3) y m = 0,

c4) y km− l2 ≤ 0.

En la segunda parte de la prueba observemos que si la curva Hessiana es una
elipse o una hipérbola entonces ∆ 6= 0, equivalentemente, a 6= 0 y ac2+4b3 6= 0.
En este caso ninguna de las condiciones de los lemas se satisface. Aśı, para cada
solución diferente de cero de la tercera forma fundamental, existe una recta de
puntos de inflexión definida por la segunda forma fundamental.

En consecuencia, tomando en cuenta que el signo de Λ es opuesto al de ∆,
la proposición 3.2.10 implica que si la curva Hessiana es una elipse o un punto,
entonces hay 3 rectas de inflexión.

Por otro lado, si ∆ < 0, la curva Hessiana es una hipérbola o dos rectas
transversales, entonces la única solución real de la tercera forma fundamental
determina la recta de inflexión.
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Ahora supongamos que la curva Hessiana es una parábola. De acuerdo a la
proposición 3.2.4 a), tenemos dos casos, si a = 0 y bk 6= 0, la primera ecuación
implica que la segunda y tercera formas fundamentales homogéneas son:

II(dx, dy) = kdx2 + 2(by + l)dxdy + (m+ bx+ cy)dy2,

III(dx, dy) = dy2(3bdx+ cdy).

Entonces dy 6= 0, Por otro lado, de la primera ecuación concluimos que k = 0.
Aśı, la dirección definida por 3bdx + cdy = 0 es una solución de la tercera
forma fundamental y también de la segunda en un punto determinado por la
sustitución de esta dirección en la forma.

Analizando el otro caso: ac2 +4b3 = 0 y bcµ 6= 0. Entonces, a 6= 0 y podemos

sustituir a = − 4b3

c en la tercera forma fundamental homogénea para obtener:

III(dx, dy) = (2b dx+ c dy)2 (−b dx+ c dy),

las direcciones simples de esta expresión junto con la segunda forma fundamental
definen una recta de puntos de inflexión. Por otro lado, las direcciones dobles
satisfacen c2) como µ 6= 0 entonces no hay más puntos de inflexión en el plano.
Supongamos ahora que la curva Hessiana es una recta doble, la proposición 3.2.4
b) afirma que hay dos casos. Si a = k = 0 entonces dy es una dirección doble
de la tercera forma fundamental. Esta dirección satisface c1, además, ya que k
se anula, la afirmación 3.2.12 implica que cada punto del plano es un punto de
inflexión. El otro caso definido por ac2 + 4b3 = 0 = µ es probado aplicando la
afirmación 3.2.12 a la condición c2 obtenida por la dirección doble de la tercera
forma fundamental.

La afirmación iv) es probada con un análisis análogo al que aplicamos en el
caso de la recta doble. 2

Ahora determinemos el número de cúspides de Gauss de acuerdo al tipo de
cónica definida por la curva Hessiana:

Corolario 3.2.13 Consideremos la familia de polinomios cúbicos reales

fα(x, y) =
k

2
x2 + lxy +

m

2
y2 +

a

6
x3 +

b

2
xy2 +

c

6
y3.

La gráfica de fα tiene:

a) Tres cúspides de Gauss si la curva Hessiana es una elipse.
b) Sólo una cúspide de Gauss si la curva Hessiana es una hipérbola o parábola.
c) No hay cúspides de Gauss si la curva Hessiana es una cónica singular.

Demostración. Consideremos la familia de superficies z = fα(x, y). Como se
hab́ıa mencionado, las ecuaciones 3.8 y 3.9 determinan la curva de inflexión.

Como la curva de inflexión es tangente a la curva parabólica en las cúspides
de Gauss ([20], [26]), el conjunto de cúspides de Gauss es el conjunto de puntos
de intersección de la curva Hessiana y la curva de inflexión. Aśı tenemos el
siguiente:
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Lema 3.2.14 Si la curva de inflexión consiste de una o tres rectas, entonces
cada recta interseca a la curva Hessiana en un punto.

Las siguientes conclusiones son consecuencia de la proposición 3.2.10 y el
lema 3.2.14:

a) Si la curva Hessiana es una elipse entonces la superficie tiene exactamente
tres cúspides de Gauss.
b) Si la curva Hessiana es una hipérbola o una parábola, entonces tiene exac-
tamente una cúspide de Gauss.
c) Si la curva Hessiana es un punto, entonces la superficie tiene un solo punto
parabólico, es decir, no hay cúspides de Gauss. Este punto parabólico es la
intersección de tres rectas de inflexión.

Si ∆ > 0 y la curva Hessiana está dada por dos rectas transversales entonces
la superficie tiene un solo punto parabólico, es decir, no tiene cúspides de Gauss.
Este punto parabólico es la intersección de las dos rectas Hessianas y de la recta
de inflexión que pasa por este punto. Los otros casos se prueban con argumentos
análogos. 2

Demostración del lema 3.2.14. Consideremos ∆. Por la proposición 3.2.10
la curva de inflexión está formada por tres o una recta, dependiendo si ∆ es pos-
itiva, negativa, o cero. Cada una de estas rectas está definida por una dirección
simple que satisface la tercera forma fundamental y la ecuación

x(adx2 + bdy2) + y(2bdxdy + cdy2) + kdx2 + 2ldxdy +mdy2 = 0.

Si el coeficiente de x o y no son cero. Supongamos que el coeficiente de x no es
cero. Entonces,

x = −2bdxdy + cdy2

adx2 + bdy2
y − kdx2 + 2ldxdy +mdy2

adx2 + bdy2
.

Sustituimos esta expresión en la curva Hessiana, 2abx2 − b2y2 + acxy + (kb +
am)x+ (kc− 2lb)y + km− l2 = 0 y obtenemos

[(−b2dy2 + acdxdy + abdx2)y − dy2bl + (am− kb)dxdy + dx2al]2 = 0. (3.10)

La demostración de esta proposición consiste en ver cuántas soluciones tiene
la ecuación 3.10 en términos del discriminante ∆ de la curva Hessiana. Por cada
solución de dicha ecuación, la segunda forma fundamental define una recta.

a) Si ∆ < 0 entonces la forma cuadrática −b2dy2 + acdxdy + abdx2 (la cual
es el coeficiente de la variable y) es definida positiva porque el determinante de
la matriz de esta forma es −∆. Esto implica que la ecuación (3.10) tiene una
solución real cuya multiplicidad es dos. Esto significa que cada recta de la curva
de inflexión interseca a la curva Hessiana en un punto con multiplicidad dos.

b) Si ∆ > 0, la forma cuadrática −b2dy2+acdxdy+abdx2 tiene por solución dos
direcciones reales distintas. Sustituyendo estas direcciones en la tercera forma
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fundamental se verifica que estas direcciones no son solución de dicha forma.
Entonces, la ecuación (3.10) tiene una solución real cuya multiplicidad es dos.

c) Si ∆ = 0, con a = 0 y k 6= 0, la dirección simple 3b dx + c dy = 0 de la
tercera forma fundamental tiene asociada una recta de inflexión. La solución de
la tercera forma dy = 0 es una dirección doble de ésta. Como el coeficiente de la
variable y de (3.10), −b2 no es cero y los coeficientes de x y de y de la segunda
forma son cero entonces no hay recta asociada a la solución dy = 0. En ese caso
la curva Hessiana es una parábola.

d) Si ∆ = 0, con ac2 + 4b3 = 0 y abc 6= 0 entonces la dirección simple
−b dx + c dy = 0 de la tercera forma fundamental no es dirección de la forma
cuadrática −b2dy2 + acdxdy + abdx2. Esto implica que la ecuación (3.10) tiene
una solución real cuya multiplicidad es dos. Recordemos que,

Σ(x, y) = −b2c2y2−4cb3xy−4b4x2+(bkc2−4b3m)x+c2(ck−2bl)y+c2(km−l2).

Consideremos en este caso, c2k − 4bcl + 4b2m 6= 0 y el cambio de coordenadas
del plano xy,

X = 2b2 x+ bc y, Y = (bkc2 − 4b3m)x+ (c3k − 2bc2l) y,

cuyo determinante es b2c (c2k − 4bcl + 4b2m). Entonces, la curva Hessiana es
transformada en la parábola −X2 + Y + c2(km − l2) = 0. Finalmente, esta
parábola interseca en un punto a la recta de inflexión.

Si ac2 + 4b3 = 0, abc 6= 0 y c2k− 4bcl+ 4b2m = 0, entonces k = 4bl
c −

4b2m
c2 .

En este caso la curva Hessiana es la recta doble −(2b2x+ bcy + 2bm− cl)2 = 0
y por el lema 3.2.12 cada punto es un punto de inflexión. Esto significa que no
hay recta de inflexión simple. 2

La siguiente figura muestra las bifurcaciones de la curva Hessiana de fα.
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Diagrama de bifurcación de la curva Hessiana de la familia fα
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Caṕıtulo 4

Índice de los campos de
direcciones de una forma
diferencial cuadrática.

4.1. Extensión del campo de direcciones de una
forma diferencial cuadrática en infinito.

Para describir el comportamiento de campos de ĺıneas definidos en la su-
perficie como lo son ĺıneas de curvatura y ĺıneas asintóticas cerca de infinito,
determinaremos la expresión de una forma diferencial cuadrática

w(x, y) = A(x, y)dx2 + 2B(x, y)dxdy + C(x, y)dy2,

con A(x, y), B(x, y), C(x, y) funciones polinomiales, bajo el cambio de coorde-
nadas ϕ : R2 − {(0, 0)} → R2 − {(0, 0)}

ϕ(u, v) =

(
u

u2 + v2
,
−v

u2 + v2

)
.

Esta función es la inversión
z̄

|z|2
la cual env́ıa una vecindad agujerada del origen

en una vecindad agujerada del infinito.

Lema 4.1.1 Consideremos una forma diferencial cuadrática polinomial en R2,
ω = ω0 + ω1 + · · ·+ ωn, donde ωk, k = 0, ..., n es la parte homogénea de grado
k de ω definida

ωk(x, y) = Ak(x, y)dx2 + 2Bk(x, y)dxdy + Ck(x, y)dy2,

donde Ak(x, y) =
∑k
i=0 ak−i,ix

k−iyi, Bk(x, y) =
∑k
i=0 bk−i,ix

k−iyi, Ck(x, y) =∑k
i=0 ck−i,ix

k−iyi. La expresión de ω en las nuevas coordenadas, denotada por

37
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ϕ∗ω(u, v) es

ϕ∗ω(u, v) = ϕ∗ω0(u, v) + ϕ∗ω1(u, v) + · · ·+ ϕ∗ωn(u, v).

Si el polinomio u2+v2 no es factor de ϕ∗ωk(u, v) para toda k = 0, ..., n, entonces
ϕ∗ω(u, v) es, módulo el producto con una función que no se anula en el plano
agujerado en el origen, a la forma cuadrática

ω̃(u, v) = ω̃n+4(u, v) + ...+ ω̃2n+4(u, v),

donde

ω̃n+4(u, v) = Ãn+4(u, v)du2 + 2B̃n+4(u, v)du dv + C̃n+4(u, v)dv2,

y

Ãn+4(u, v) = (−u2 + v2)2
n∑
i=0

an−i,i(u)n−i(−v)i

+2(2u v(−u2 + v2)

n∑
i=0

bn−i,i(u)n−i(−v)i)

+4u2 v2
n∑
i=0

cn−i,i(u)n−i(−v)i,

B̃n+4(u, v) = (−2uv)(−u2 + v2)
n∑
i=0

an−i,i(u)n−i(−v)i

+((−u2 + v2)2 − 4u2 v2)
n∑
i=0

bn−i,i(u)n−i(−v)i

+(2uv)(−u2 + v2)
n∑
i=0

cn−i,i(u)n−i(−v)i,

C̃n+4(u, v) = 4u2 v2
n∑
i=0

an−i,i(u)n−i(−v)i

−2(2u v)(−u2 + v2)
n∑
i=0

bn−i,i(u)n−i(−v)i

+(−u2 + v2)2
n∑
i=0

cn−i,i(u)n−i(−v)i.

Llamamos a ω̃ la forma asociada a ω en el punto al infinito.

Para la demostración de esta proposición consideraremos el siguiente lema
que describe las ecuaciones de cambio de coordenadas para formas cuadráticas
diferenciales.
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Lema 4.1.2 Dada una forma diferencial cuadrática,

ω = A(x, y)dx2 + 2B(x, y)dxdy + C(x, y)dy2,

con A(x, y), B(x, y), C(x, y) funciones diferenciables y ϕ(u, v) = (ϕ1(u, v), ϕ2(u, v))
un difeomorfismo del plano, el cambio de coordenadas de la forma diferencial ω
bajo el difeomorfismo ϕ está dado por:

ω̃ = Ã(u, v)du2 + 2B̃(u, v)dudv + C̃(u, v)dv2,

donde:

Ã(u, v) = (A ◦ ϕ)

(
∂ϕ1

∂u

)2

+ 2 (B ◦ ϕ)
∂ϕ1

∂u

∂ϕ2

∂u
+ (C ◦ ϕ)

(
∂ϕ2

∂u

)2

,

B̃(u, v) = (A ◦ ϕ)

(
∂ϕ1

∂u

)(
∂ϕ1

∂v

)
+ (B ◦ ϕ)

[(
∂ϕ1

∂u

)(
∂ϕ2

∂v

)
+

(
∂ϕ1

∂v

)(
∂ϕ2

∂u

)]
+ (C ◦ ϕ)

(
∂ϕ2

∂u

)(
∂ϕ2

∂v

)
,

C̃(u, v) = (A ◦ ϕ)

(
∂ϕ1

∂v

)2

+ 2 (B ◦ ϕ)
∂ϕ1

∂v

∂ϕ2

∂v
+ (C ◦ ϕ)

(
∂ϕ2

∂v

)2

.

Demostración. Consideremos la forma diferencial cuadrática

ω(x, y) = A(x, y)dx2 +B(x, y)dx dy + C(x, y) dy2,

y el cambio de coordenadas ϕ : R2 → R2, ϕ(u, v) = (x, y). Sea ϕ∗ el pull-back
de ϕ el cual actúa sobre el espacio de formas diferenciales, es decir

ϕ∗ : Λ(x, y)→ Λ(u, v),

de manera que:

ω̃(u, v) = A ◦ ϕ(u, v)[ϕ∗dx]2 + 2B ◦ ϕ(u, v)[ϕ∗ dx][ϕ∗ dy] + C ◦ ϕ(u, v)[ϕ∗ dy]2.(4.1)

Para obtener el cambio de coordenadas, basta determinar las formas ϕ∗dx y
ϕ∗dy. Sabemos que

ϕ∗dx : R2 → R
y si X ∈ R2, X = X1

∂
∂u +X2

∂
∂v , entonces

ϕ∗dx

(
X1

∂

∂u
+X2

∂

∂v

)
= dx

(
dϕ

(
X1

∂

∂u
+X2

∂

∂v

))
. (4.2)

Por otro lado sabemos que ϕ∗dx = ϕ1
∗du + ϕ2

∗dv ∈ Λ(u, v), de manera que
determinamos ϕ1

∗ por ϕ∗dx
(
∂
∂u

)
(análogamente para ϕ2

∗). Aplicando 4.2, te-
nemos:

ϕ∗dx

(
∂

∂u

)
= dx

((
∂ϕ1

∂u
∂ϕ1

∂v
∂ϕ2

∂u
∂ϕ2

∂v

)(
1
0

))
=

∂ϕ1

∂u
.
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Un cálculo equivalente muestra que ϕ∗dx
(
∂
∂v

)
= ∂ϕ1

∂v , por lo tanto

ϕ∗dx =
∂ϕ1

∂u
du+

∂ϕ1

∂v
dv.

Análogamente obtenemos ϕ∗dy,

ϕ∗dy =
∂ϕ2

∂u
du+

∂ϕ2

∂v
dv.

Haciendo las sustituciones correspondientes de ϕ∗dx y ϕ∗dy en 4.1, desarro-
llando y reagrupando coeficientes en du2, dudv y dv2, obtenemos las ecuaciones
dadas. 2

Demostración del Lema 4.1.1. Consideremos los coeficientes A, B, C de la
forma cuadrática ω, donde

A(x, y) = a0+
n∑
k=1

Ak(x, y), B(x, y) = b0+
n∑
k=1

Bk(x, y), C(x, y) = c0+
n∑
k=1

Ck(x, y),

con a0, b0, c0 términos constantes y Ak(x, y), Bk(x, y), Ck(x, y) son polinomios
homogéneos de grado k, es decir

Ak(x, y) =
k∑
i=0

ak−i,ix
k−iyi, Bk(x, y) =

k∑
i=0

bk−i,ix
k−iyi, Ck(x, y) =

k∑
i=0

ck−i,ix
k−iyi.

De esta manera la forma diferencial cuadrática se puede expresar por grados
como:

ω(x, y) = a0dx
2 + 2b0dxdy + c0dy

2

+ A1(x, y)dx2 + 2B1(x, y)dx dy + C1(x, y)dy2

+ A2(x, y)dx2 + 2B2(x, y)dx dy + C2(x, y)dy2

...

+ An(x, y)dx2 + 2Bn(x, y)dx dy + Cn(x, y)dy2

= w0 + w1(x, y) + · · ·+ wn(x, y).

Consideremos la función ϕ : R2 − {(0, 0)} → R2 − {(0, 0)}, dada por:

ϕ(u, v) =

(
u

u2 + v2
,
−v

u2 + v2

)
,

cuya derivada es:

dϕ(u, v) =


−u2 + v2

(u2 + v2)2
−2u v

(u2 + v2)2

2u v

(u2 + v2)2
−u2 + v2

(u2 + v2)2
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Aplicando el lema 4.1.2 a la forma diferencial cuadrática ω con este cambio
de coordenadas, tenemos la expresión de la forma cuadrática en las nuevas
coordenadas,

ω̃ =

(
1

r4
(a0s

2 + 2(2b0 u v s) + 4c0 u
2 v2)

+
1

r5
(s2

1∑
i=0

a1−i,iu
1−i(−v)i + 2(2u v s

1∑
i=0

b1−i,iu
1−i(−v)i)

+ 4u2 v2
1∑
i=0

c1−i,iu
1−i(−v)i)

+
1

r6
(s2

2∑
i=0

a2−i,iu
2−i(−v)i + 2(2u v s

2∑
i=0

b2−i,iu
2−i(−v)i)

+ 4u2 v2
2∑
i=0

c2−i,iu
2−i(−v)i) + · · ·

+
1

rn+4
(s2

n∑
i=0

an−i,iu
n−i(−v)i + 2(2u v s

n∑
i=0

bn−i,iu
n−i(−v)i)

+ 4u2 v2
n∑
i=0

cn−i,iu
n−i(−v)i)

)
du2

+ 2

(
1

r4
(a0(−2u v)s− 2b0(s2 − 4u2 v2) + c0(2u v)(s))

+
1

r5
((−2u v s)

1∑
i=0

a1−i,iu
1−i(−v)i + (s2 − 4u2 v2)

1∑
i=0

b1−i,iu
1−i(−v)i

+ (2u v s)
1∑
i=0

c1−i,iu
1−i(−v)i)

+
1

r6
(−2u v s

2∑
i=0

a2−i,iu
2−i(−v)i + (s2 − 4u2 v2)

2∑
i=0

b2−i,iu
2−i(−v)i

+ (2u v s)
2∑
i=0

c2−i,iu
2−i(−v)i) + · · ·

+
1

rn+4
(−2u v s

n∑
i=0

an−i,iu
n−i(−v)i + (s2 − 4u2 v2)

n∑
i=0

bn−i,iu
n−i(−v)i

+ (2u v s)
n∑
i=0

cn−i,iu
n−i(−v)i

)
du dv
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+

(
1

r4
(a0(4u2 v2)− 2(2b0 u v s) + c0(s)2)

+
1

r5
(4u2 v2

1∑
i=0

a1−i,iu
1−i(−v)i − 2(2u v s)

1∑
i=0

b1−i,iu
1−i(−v)i

+ s2
1∑
i=0

c1−i,iu
1−i(−v)i)

+
1

r6
(4u2 v2

2∑
i=0

a2−i,iu
2−i(−v)i − 2(2u v s)

2∑
i=0

b2−i,iu
2−i(−v)i

+ s2
2∑
i=0

c2−i,iu
2−i(−v)i) + · · ·

+
1

rn+4
(4u2 v2

n∑
i=0

an−i,iu
n−i(−v)i − 2(2u v s)

n∑
i=0

bn−i,iu
n−i(−v)i

+ r2
n∑
i=0

cn−i,iu
n−i(−v)i)

)
dv2

donde r = u2 + v2 y s = −u2 + v2. Podemos reagrupar nuevamente la expresión
por grados obteniendo

ω̃(u, v) =
1

r4
ϕ∗ω0(u, v) +

1

r5
ϕ∗ω1(u, v) +

1

r6
ϕ∗ω2(u, v) + · · ·+ 1

rn+4
ϕ∗ωn(u, v)

donde:

ϕ∗ω0(u, v) =
(
a0s

2 + 2(2b0 u v s) + 4c0 u
2 v2

)
du2

+ 2
(
a0(−2u v s)− 2b0(s2 − 4u2 v2) + c0(2u v s)

)
du dv

+
(
a0(4u2 v2)− 2(2b0 u v s) + c0s

2
)
dv2,

ϕ∗ω1(u, v) =

(
s2

1∑
i=0

a1−i,i(u)1−i(−v)i + 2(2u v s
1∑
i=0

b1−i,iu
1−i(−v)i)

+ 4u2 v2
1∑
i=0

c1−i,iu
1−i(−v)i

)
du2

+ 2

(
(−2u v s)

1∑
i=0

a1−i,iu
1−i(−v)i + (s2 − 4u2 v2)

1∑
i=0

b1−i,iu
1−i(−v)i

+ 2u v s
1∑
i=0

c1−i,iu
1−i(−v)i

)
dudv
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+

(
4u2 v2

1∑
i=0

a1−i,iu
1−i(−v)i − 2(2u v s)

1∑
i=0

b1−i,iu
1−i(−v)i

+ s2
1∑
i=0

c1−i,iu
1−i(−v)i

)
dv2,

ϕ∗ωn(u, v) =

(
s2

n∑
i=0

an−i,iu
n−i(−v)i + 2(2u v s

n∑
i=0

bn−i,iu
n−i(−v)i)

+ 4u2 v2
n∑
i=0

cn−i,iu
n−i(−v)i

)
du2

+ 2

(
(−2u v s)

n∑
i=0

an−i,iu
n−i(−v)i + (s2 − 4u2 v2)

n∑
i=0

bn−i,iu
n−i(−v)i

+ (2u v s)
n∑
i=0

cn−i,iu
n−i(−v)i

)
du dv

+

(
4u2 v2

n∑
i=0

an−i,iu
n−i(−v)i − 2(2u v s)

n∑
i=0

bn−i,iu
n−i(−v)i

+ s2
n∑
i=0

cn−i,iu
n−i(−v)i

)
dv2.

Se puede observar que los coeficientes Ã0 B̃0, C̃0 de ϕ∗ω0 son de grado 4, de la
misma forma los coeficientes Ã1 B̃1, C̃1 de ϕ∗ω1 son de grado 5, aśı hasta los
coeficientes Ãn B̃n, C̃n de ϕ∗ωn los cuales son de grado n+4. Podemos reescribir
ω̃ considerando como común denominador el término rn+4 obteniendo aśı la
expresión:

ω̃(u, v) =
1

rn+4
[rnϕ∗ω0(u, v) + rn−1ϕ∗ω1(u, v) + rn−2ϕ∗ω2(u, v) + · · ·+ ϕ∗ωn(u, v)].

La expresión de ω̃ en el nuevo cambio de coordenadas es:

ω̃ = rnϕ∗ω0(u, v)︸ ︷︷ ︸
ω̃2n+4(u,v)

+ rn−1ϕ∗ω1(u, v)︸ ︷︷ ︸
ω̃2n+3(u,v)

+ rn−2ϕ∗ω2(u, v)︸ ︷︷ ︸
ω̃2n+2(u,v)

+ · · ·+ ϕ∗ωn(u, v)︸ ︷︷ ︸
ω̃n+4(u,v)

.

Observemos que el cero es una singularidad de la ecuación cuadrática. En es-
ta última expresión el término rnϕ∗ω0(u, v) es de grado 2n + 4, el término
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rn−1ϕ∗ω1(u, v) es de grado 2n+ 3, aśı hasta el término ϕ∗ωn(u, v) el cual resul-
ta ser el grado menor n+ 4 de ω̃. Teniendo aśı:

ω̃n+4(u, v) = Ãn+4(u, v)du2 + 2B̃n+4(u, v)du dv + C̃n+4(u, v)dv2

donde:

Ãn+4(u, v) = (−u2 + v2)2
n∑
i=0

an−i,i(u)n−i(−v)i

+ 2(2u v(−u2 + v2)
n∑
i=0

bn−i,i(u)n−i(−v)i)

+ 4u2 v2
n∑
i=0

cn−i,i(u)n−i(−v)i

B̃n+4(u, v) = (−2uv)(−u2 + v2)
n∑
i=0

an−i,i(u)n−i(−v)i

+ ((−u2 + v2)2 − 4u2 v2)
n∑
i=0

bn−i,i(u)n−i(−v)i

+ (2uv)(−u2 + v2)
n∑
i=0

cn−i,i(u)n−i(−v)i

C̃n+4(u, v) = 4u2 v2
n∑
i=0

an−i,i(u)n−i(−v)i

− 2(2u v)(−u2 + v2)
n∑
i=0

bn−i,i(u)n−i(−v)i

+ (−u2 + v2)2
n∑
i=0

cn−i,i(u)n−i(−v)i

2

Como se hizo notar en el lema anterior, el cero es una singularidad de ω̃.
Para que dicha singularidad sea aislada, basta ver que las ecuaciones Ã(u, v) = 0,
B̃(u, v) = 0 y C̃(u, v) = 0 no tienen solución común en una vecindad de éste,
o de manera equivalente, que las pendientes de las rectas tangentes a la curva
Ã(u, v) = 0 no coinciden simultáneamente con las pendientes de las curvas
B̃(u, v) = 0 y C̃(u, v) = 0.

Las pendientes de las rectas tangentes a la curva Ã(u, v) = 0 están dadas por
las pendientes de los factores lineales reales del polinomio homogéneo de menor
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grado de Ã (como u2 + v2 no es factor de ϕ∗ωk(u, v), entonces el polinomio
homogéneo de menor grado de A es Ãn+4 y de igual manera para los coeficientes
B y C).

Estos valores corresponden a los ceros de un polinomio a(u) obtenido del

polinomio homogéneo de menor grado de Ã, es decir, a(u) = Ãn(u, 1), de igual

manera se analizan los polinomios b(u) = B̃n(u, 1) y c(u) = C̃n(u, 1), teniendo
aśı que, para que el origen sea una singularidad aislada, es suficiente con que
los polinomios a(u), b(u), c(u), no tengan ceros en común en una vecindad del
origen. Estas afirmaciones demuestran el siguiente

Lema 4.1.3 Sea ω una forma diferencial cuadrática polinomial en R2, ω =
ω0 + ω1 + · · ·+ ωn, donde ωk, k = 0, ..., n es la parte homogénea de grado k de
ω

ωk(x, y) = Ak(x, y)dx2 + 2Bk(x, y)dxdy + Ck(x, y)dy2,

donde Ak(x, y) =
∑k
i=0 ak−i,ix

k−iyi, Bk(x, y) =
∑k
i=0 bk−i,ix

k−iyi, Ck(x, y) =∑k
i=0 ck−i,ix

k−iyi, y sea ω̃ su forma asociada a ω en el punto al infinito,

ω̃(u, v) = ω̃n+4(u, v) + ...+ ω̃2n+4(u, v).

tal que el polinomio u2 + v2 no es factor de ϕ∗ωk(u, v) para toda k = 0, ..., n.
Consideremos los polinomios

a(u) = (−u2 + 1)2
n∑
i=0

an−i,iu
n−i(−1)i

+ 2(2u (−u2 + 1)
n∑
i=0

bn−i,iu
n−i(−1)i)

+ 4u2
n∑
i=0

cn−i,iu
n−i(−1)i,

b(u) = (−2u)(−u2 + 1)
n∑
i=0

an−i,iu
n−i(−1)i

+ ((−u2 + 1)2 − 4u2 )
n∑
i=0

bn−i,iu
n−i(−1)i

+ (2u)(−u2 + 1)
n∑
i=0

cn−i,iu
n−i(−1)i,
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c(u) = 4u2
n∑
i=0

an−i,i(u)n−i(−1)i

− 2(2u )(−u2 + 1)
n∑
i=0

bn−i,i(u)n−i(−1)i

+ (−u2 + 1)2
n∑
i=0

cn−i,i(u)n−i(−1)i.

Si los polinomios a(u), b(u), c(u), no tienen ceros en común en una vecindad
del origen, entonces el origen es una singularidad aislada de ω̃.

Observemos que la condición de que u2 + v2 no sea factor de la forma
ϕ∗ωk(u, v) para todo k = 0, ..., n, es una hipótesis que no necesariamente se
cumple, como se muestra en el siguiente ejemplo. En éste se considera la forma
cuadrática definida por la segunda forma fundamental de un polinomio.

Ejemplo 4.1.4 Consideremos la familia de polinomios de grado 3

fk(x, y) = k(x2 + y2)− 3

2

(
x3 + x2y + xy2 + y3

)
,

con k ∈ R. Su curva Hessiana es la familia de hipérbolas descritas por la
ecuación

2k2 − 12kx+ 9x2 − 12ky + 36xy + 9y2 = 0.

La ecuación de ĺıneas asintóticas es:

(2k − 9x− 3y)dx2 − 6(x+ y) dxdy + (2k − 3x− 9y)dy2 = 0,

La forma asociada a la segunda forma fundamental en el punto al infinito es:

ϕ∗II(u, v) =
u2 + v2

(u2 + v2)5
[
(2ku4 + 4ku2v2 + 2kv4 − 9u3 + 15u2v + 3uv2 + 3v3)du2

− 4(u− v)(u2 + 4uv + v2) dudv

+ (2ku4 + 4ku2v2 + 2kv4 − 3u3 − 3u2v − 15uv2 + 9v3)dv2
]

= 0.

Se observa que bajo el nuevo cambio de coordenadas, u2 + v2 es factor de
ϕ∗II(u, v).

Este hecho da origen a la siguiente definición.

Definición 4.1.5 Sea ω una forma diferencial cuadrática y ω̃ su forma asocia-
da en infinito. Cuando la parte homogénea de menor grado, ω̃n+4 de ω̃ está de-
terminada sólo por la parte homogénea de mayor grado ωn de ω diremos que ω̃
tiene buena multiplicidad(en el origen).
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4.2. Índice del campo de ĺıneas de curvatura de
una superficie.

Definición 4.2.1 Una forma diferencial cuadrática

w(x, y) = A(x, y)dx2 + 2B(x, y)dxdy + C(x, y)dy2

es llamada hiperbólica (o positiva) en (x0, y0) si su discriminante ∆ satisface

∆(x0, y0) = (B2 −AC)(x0, y0) > 0.

Análogamente diremos que la forma cuadrática es eĺıptica (o negativa) en (x0, y0)
si ∆(x0, y0) < 0.

De acuerdo con esta definición, diremos que un polinomio f ∈ R[x, y] es
hiperbólico (eĺıptico) en (x, y) si su segunda forma fundamental

IIf (x, y) = fxx(x, y)dx2 + 2fxy(x, y)dxdy + fyy(x, y)dy2

es hiperbólica (eĺıptica).

Recordemos que el núcleo de una forma diferencial cuadrática positiva define
dos direcciones en cada punto. Si esta forma diferencial cuadrática se anula en un
punto aislado p y la forma cuadrática es positiva (o hiperbólica) en la vecindad
agujerada alrededor de p, es posible definir dos direcciones en forma continua
en cada punto de esta vecindad. Los ı́ndices de ambos campos de direcciones en
p coinciden. Entonces llamaremos a éste el ı́ndice del campo de direcciones de
la forma cuadrática en p.

Algunas aplicaciones importantes del cambio de coordenadas mostrado en
el Lema 4.1.1 para el análisis del ı́ndice en infinito de campos de direcciones
definidos por el núcleo de una forma diferencial cuadrática las mostramos a
continuación. Analizaremos los campos de ĺıneas de curvatura principal en una
vecindad del infinito de la superficie {z = f(x, y)} donde f es un polinomio.

La ecuación diferencial de ĺıneas de curvatura para una superficie diferencia-
ble inmersa en R3 es:

(fE − eF )dx2 + (gE − eG)dxdy + (gF − fG)dy2 = 0, (4.3)

donde E, F, G, y e, f, g son los coeficientes de la primera y segunda forma
fundamental respectivamente. Recordemos que la configuración de ĺıneas de
curvatura principal es obtenida como la configuración de una forma diferen-
cial cuadrática hiperbólica (ó positiva) por lo que las soluciones de la ecuación
anterior en un punto regular de la superficie son dos campos de direcciones
ortogonales.
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Si la superficie es {z = f(x, y)}, donde f es un polinomio de grado n, los
coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de la superficie son:

E = 1 + (fx)2, F = fxfy, G = 1 + (fy)2,

e = fxx, f = fxy, g = fyy.

De manera que la ecuación 4.3 toma la forma:

(
(1 + f2x)fxy − fxxfxfy

)
dx2 +

(
(1 + f2x)fyy − (1 + f2y )fxx

)
dx dy +(

fxfyfyy − fxy(1 + f2y )
)
dy2 = 0

Observemos que los coeficientes de la ecuación de ĺıneas de curvatura tendrán
grado ≤ 3n − 4. Aplicando el Lema 4.1.1 a la ecuación de ĺıneas de curvatura
de la superficie se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2.2 Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado n y sea ω(x, y) ∈ R[x, y]
la ecuación de ĺıneas de curvatura de f ,

ω = ω0 + ω1 + · · ·+ ω3n−4,

donde ωk, k = 0, ..., 3n − 4 es la parte homogénea de grado k de ω definida en
R2

ωk(x, y) = Ak(x, y)dx2 +Bk(x, y)dxdy + Ck(x, y)dy2.

Supongamos que ω̃(u, v) tiene buena multiplicidad. Entonces, los ı́ndices de
los campos de ĺıneas de curvatura de ω y ω3n−4 en el punto al infinito coinciden.

Demostración. Consideremos ω(x, y) la ecuación de ĺıneas de curvatura de f
y ω3n−4(x, y) su parte homogénea de grado mayor 3n−4 respectivamente. Con-
sideremos sus formas asociadas ω̃(u, v) y ω̃3n−4(u, v) definidas en una vecindad
U del punto al infinito.

La demostración consiste en mostrar que el campo de direcciones principales
de ω puede ser deformado en el campo de direcciones principales de ω3n−4 por
una isotoṕıa cuyo discriminante preserva el signo negativo de la ecuación de
ĺıneas de curvatura localmente (en el punto al infinito). Definamos la isotoṕıa
Ψ con valores en el espacio Q de formas cuadráticas reales en el plano.

Ψ : U × [0, 1]→ Q,

Ψt(u, v) = (1− t)ω̃3n−4(u, v) + tω̃(u, v), es decir,

Ψt(u, v) = Ãt(u, v)du2 + B̃t(u, v)du dv + C̃t(u, v)dv2,
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donde:

Ãt(u, v) = Ã3n(u, v) + tO
(3n+1)
1 (u, v),

B̃t(u, v) = B̃3n(u, v) + tO
(3n+1)
2 (u, v),

C̃t(u, v) = C̃3n(u, v) + tO
(3n+1)
3 (u, v),

y O
(3n+1)
i (u, v), i = 1, 2, 3 son polinomios cuyos términos tienen un grado mayor

que 3n. El discriminante de la forma diferencial Ψt(u, v) es

∆t(u, v) = ∆̃6n(u, v) + tP (6n+1)(u, v),

donde ∆̃6n(u, v) = Ã3nC̃3n − B̃2
3n es el discriminante de la forma ω̃3n−4 y

P (6n+1)(u, v) es un polinomio cuyos términos tienen grado mayor o igual que
6n+ 1. Veamos ahora que el infinito es un punto singular aislado. Supongamos
que el infinito no es un punto aislado de ∆t(u, v) = 0, entonces existe una curva
de ceros del discriminante la cual contiene a este punto.

Observemos que esta curva tiene una recta tangente en el punto al infinito
definida por los ceros de un factor lineal de la parte homogénea de menor grado
de ∆t(u, v), el cual es el discriminante de la forma homogénea ω̃3n−4. Esto
implica que la recta tangente a la curva de ceros del discriminante ∆t(u, v)
pertenece al discriminante ∆̃6n(u, v) lo cual es una contradicción, ya que ω3n−4
es una forma cuadrática hiperbólica. Por lo tanto ∆t(u, v) tiene singularidad
aislada en el punto al infinito para toda t ∈ [0, 1]. 2

4.3. Índice del campo de direcciones asintóticas
de una superficie.

Otra aplicación importante se muestra en los campos de ĺıneas asintóticas de
una superficie. A continuación enunciamos algunos resultados que se obtienen
de dicha aplicación y cuya demostración se puede consultar en [16].

Teorema 4.3.1 Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado n. Supongamos que

su parte homogénea de grado n, fn(x, y) es hiperbólica y ĨIf (u, v) tiene buena
multiplicidad. Entonces, los ı́ndices de los campos de direcciones asintóticas de
f y fn en el punto al infinito coinciden.

Teorema 4.3.2 Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado n y supongamos que
fn, su parte homogénea de grado n es hiperbólica. Supongamos además que
ĨIf (u, v) tiene buena multiplicidad. Entonces, la curva Hessiana de f es com-
pacta. Además f es hiperbólico en una vecindad del punto al infinito y el campo
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de direcciones asintóticas puede ser extendido con singularidad aislada en este
punto, por medio de la forma polinomial:

ĨIf (u, v) =
(
Ãn+2 +O1(n+ 3)

)
(u, v)du2 + 2

(
B̃n+2 +O2(n+ 3)

)
(u, v)du dv

+
(
C̃n+2 +O3(n+ 3)

)
(u, v)dv2,

donde Ãn+2, B̃n+2, C̃n+2 son los coeficientes de la forma asociada a la segunda
forma fundamental de fn en el punto al infinito:

ĨIfn(u, v) = Ãn+2(u, v)du2 + 2B̃n+2(u, v)du dv + C̃n+2(u, v)dv2.

La compacidad de la curva Hessiana también se garantiza si fn es eĺıptico,
como se muestra en la siguiente afirmación.

Teorema 4.3.3 Sea f ∈ R[x, y] un polinomio de grado n y supongamos que su

parte homogénea de grado n, fn es eĺıptica. Supongamos además que ĨIf (u, v)
tiene buena multiplicidad. Entonces la curva Hessiana de f es compacta.

Consideremos la superficie S = {z = f(x, y)}, donde f es un polinomio real
cuya curva parabólica es compacta. Entonces existe una componente conexa en
el complemento de esta curva la cual juega un papel relevante determinando la
estructura af́ın, es decir, la componente conexa no acotada del complemento de la
curva parabólica. Consideremos el caso en que dicha componente es hiperbólica.

Aplicando algunos de los resultados anteriores como el Teorema 4.3.1 y otros
referentes al ı́ndice de una curva hiperbólica definida por un polinomio ho-
mogéneo hiperbólico, demostrados por V.I. Arnold en [4], se obtiene el siguiente
resultado sobre una cota para el número de cúspides gaussianas en la frontera
de la componente Cu de f .

Teorema 4.3.4 Consideremos un polinomio f ∈ R[x, y] de grado n, tal que
su curva Hessiana es convexa y suave. Supongamos que su parte homogénea de
grado n es hiperbólica y ĨIf (u, v) tiene buena multiplicidad. Entonces,

Gu ≤ 2(2n− 5)(n− 3) + n,

donde Gu es el número de cúspides gaussianas en la frontera de la componente
no acotada del complemento de la curva Hessiana.

4.4. Ejemplos

4.4.1. Ecuaciones cuadráticas de Hopf

Usaremos notación compleja, sean z = x + iy, z = x − iy y dz = dx + idy.
Consideremos las formas diferenciales complejas cuadráticas analizadas por H.
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Hopf en [17].

zndz2 = Re(zndz2) + iIm(zndz2),

zndz2 = Re(zndz2) + iIm(zndz2).

Los campos de direcciones definidos por

Im (zn dz2) = 0, Im (zn dz2) = 0

tienen el origen como única singularidad con ı́ndice n/2 y −n/2 respectiva-
mente.

Este resultado es importante, ya que las ecuaciones Im (zn dz2) = 0 y
Im (zn dz2) = 0 nos servirán como un ”modelo canónico”para determinar cam-
pos de direcciones con los ı́ndices mencionados.

De acuerdo con [8], dada una función ω que satisface ciertas condiciones
que veremos a continuación, ésta tiene asociada una forma diferencial y por
consiguiente un campo de direcciones.

Consideremos la función compleja ω(x, y). Supongamos que ésta se descom-
pone en 2 funciones, una escalar ρ y la otra vectorial ζ2 ∈ C, ζ = ζ1 + iζ2,
donde ω = ρζ2. Si la función ω satisface estas condiciones, la forma diferencial
cuadrática asociada a ω, Im(ωdz2) = 0, tiene la forma:

ωxydx
2 + (ωyy − ωxx)dx dy − ωxydy2,

cuyos ceros tienen asociado el campo (ωyy−ωxx, 2ωxy). Las formas diferenciales
binarias de Hopf tienen esta forma. Veamos a continuación.

Proposición 4.4.1 Sean x, y ∈ C, y 6= 0 constante y ȳ su conjugado. Supon-
gamos que

Im(xȳ2) = 0, (4.4)

con x 6= 0. Entonces x = ρy2, ρ ∈ R describe el conjunto de todas las soluciones
de la ecuación 4.4.

Demostración. Si x = ρy2 entonces xy2 = ρ(yy)2 ∈ R. Consideremos la
función

φ : R2 → R,

(x1, x2)→ Im(x · y2).

Afirmamos que la función φ es suave. Si tomamos x = x1 + ix2, y = y1 − iy2,
entonces:

Im (xy2) = −2x1y1y2 + (y21 − y22)x2
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de manera que su gradiente ∇Im (xy2) = (−2y1y2, y
2
1 − y22). La función φ es

regular si y 6= 0, por lo que su solución, es decir Im (xy2) = 0 es una variedad
de dimensión 1. De hecho es una función lineal del plano en R, aśı su núcleo es
un subespacio de dimensión 1.

Dado que x = ρy2 es solución, donde x1 = ρRe y2, x2 = ρ Imy2 entonces

x2 = x1
Imy2

Re y2

describe la recta o subespacio de soluciones. 2

Proposición 4.4.2 Si

Im
(
wdz̄2

)
= 0, (4.5)

entonces w = ρζ2 donde ζ es un campo tangente a la foliación definida por 4.5.

Demostración. Si ζ es tangente a la foliación definida por 4.5, entonces por el
lema 4.4.1

w = ρ
(
dz(ζ)

)2
,

dado que

ζ = ζ1
∂

∂x
+ ζ2

∂

∂y
,

dz̄ = dx− idy.

Evaluando tenemos:

dz(ζ) = (dx− idy)

(
ζ1
∂

∂x
+ ζ2

∂

∂y

)
,

= ζ1 − iζ2.

Entonces:

dz(ζ) = ζ1 − iζ2
= ζ1 + iζ2

= ζ.

w = ρ
(
dz(ζ)

)2
,

= ρζ2.2

Desarrollamos ahora la ecuación diferencial cuadrática Im
(
wdz̄2

)
= 0.
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w = ρ(ζ21 − ζ22 + 2iζ1ζ2),

dz2 = dx2 − dy2 − 2idxdy,

de esta forma:

wdz2 = ρ
(
ζ21 − ζ22 + 2iζ1ζ2

) (
dx2 − dy2 − 2idxdy

)
Im(wdz2) = 2ρ

(
ζ1ζ2dx

2 − (ζ21 − ζ22 )dxdy − ζ1ζ2dy2
)
,

aśı el campo (ζ1, ζ2), es el que satisface la forma cuadrática

ζ1ζ2dx
2 − (ζ21 − ζ22 )dxdy − ζ1ζ2dy2 = 0.

4.4.2. Polinomios cúbicos.

Los coeficientes de la segunda forma fundamental de un polinomio cúbico son
de grado ≤ 1. Veamos cuáles son las condiciones anaĺıticas sobre los coeficientes
de una forma diferencial binaria cuadrática con coeficientes lineales para que
dicha forma satisfaga la condición de buena multiplicidad.

Forma diferencial cuadrática con coeficientes lineales. Consideremos la

forma diferencial cuadrática

ω0(x, y) = a0dx
2 + 2b0dx dy + c0dy

2,

Sea ω̃0 la forma asociada a ω0 en infinito. El término u2 + v2 es factor de ω̃0

cuando

b0 = 0

a0 = c0.

Consideremos la forma ω1 dada por:

ω1(x, y) = (a10x+ a01y)dx2 + 2(b10x+ b01y)dx dy + (c10x+ c01y)dy2

De la misma forma, u2 + v2 es factor de su forma asociada en infinito ω̃1 si

a01 + 2b10 − c01 = 0,

a10 + 2b01 − c10 = 0.

Por lo tanto, para que la forma ω = ω0 + ω1 tenga buena multiplicidad, los
coeficientes de dicha forma no deben satisfacer ninguna de las 4 ecuaciones
anteriores.

Aplicaremos este resultado para conocer las condiciones anaĺıticas de buena
multiplicidad para los polinomios cúbicos.
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Ejemplo 4.4.3 Familia fα.
Consideremos la familia analizada en el caṕıtulo 3, sección 3.2

fα(x, y) =
k

2
x2 + lxy +

m

2
y2 +

a

6
x3 +

b

2
xy2 +

c

6
y3.

La segunda forma fundamental de la familia cúbica fα es

IIfα = (k + ax)dx2 + 2(by + l)dxdy + (m+ bx+ cy)dy2.

La forma asociada a IIfα en infinito es

ĨIfα = ω̃0(u, v) + ω̃1(u, v),

donde

ω̃0(u, v) = (ku4 − 4lu3v − 2ku2v2 + 4mu2v2 + 4luv3 + kv4)du2

+ 2(lu4 + 2ku3v − 2mu3v − 6lu2v2 − 2kuv3 + 2muv3 + lv4)du dv

+ (mu4 + 4lu3v + 4ku2v2 − 2mu2v2 − 4luv3 +mv4)dv2,

ω̃1(u, v) = (au5 − 2au3v2 + 8bu3v2 − 4cu2v3 + auv4 − 4uv4)du2

+ 2(2au4v − 3bu4v + 2cu3v2 − 2au2v3 + 8bu2v3 − 2cuv4 − bv5)du dv

+ (bu5 − cu4v + 4au3v2 − 6bu3v2 + 2cu2v3 + 5buv4 − cv5)dv2,

ĨI no tiene buena multiplicidad si los parámetros de fα satisfacen:

1. l = 0, k = m.

2. c = 0, a = 3b.

Si c = 0 y a = 3b, entonces el discriminante es positivo.

∆ = a(ac2 + 4b3) = 12b4 > 0.

Por lo tanto concluimos que fα tiene buena multiplicidad si y sólo si ∆(a, b, c) <
0. Recordemos que para este caso su curva Hessiana Σ(x, y) = abx2 − b2y2 +
acxy + (am + bk)x + (kc − 2bl)y + km − l2 = 0, es una elipse, la cual tiene
tres cúspides de Gauss. La componente acotada por Σ es eĺıptica, mientras la
componente no acotada es hiperbólica, de esta manera el campo de direcciones
asintóticas se extiende en la componente no acotada de la curva Hessiana.

Un caso particular de la familia fα, es la subfamilia silla de mono, cuyas
superficies son descritas por:

Xk(x, y) =

(
x, y, k(x2 + y2) +

x3

3
− xy2

)
,

con k ∈ R. La curva Hessiana de esta familia es Σ(x, y) = k2 − x2 − y2 = 0. Si
k 6= 0 la curva Hessiana es una circunferencia, con tres cúspides de Gauss. Si
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k = 0 la curva Hessiana es un punto. La región no acotada es hiperbólica y en
ambos casos las curvas de inflexión son tres rectas.

Observación 4.4.4 El campo de ĺıneas asintóticas de la familia de superfi-
cies dada por Xk(x, y) se extiende al infinito con singularidad aislada.

La figura 4.1 muestra las gráficas de los polinomios a, b, c a los que hace
referencia el lema 4.1.3 en una vecindad del origen. En ésta podemos observar
que no hay intersección entre los ceros de estos polinomios. Por lo tanto, el
origen es una singularidad aislada.

 

Figura 4.1: Gráficas de los polinomios deshomogeneizados a, b, c

Observación 4.4.5 El ı́ndice en infinito del campo de ĺıneas asintóticas de

la superficie X0(x, y) =

(
x, y,

x3

3
− xy2

)
es 5/2.

Demostración. Llamemos ωh a la forma diferencial cuadrática de Hopf para
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n = 5 vista en 4.4.1,

ωh = Im(z5dz2),

= (−5x4y + 10x2y3 − y5)dx2 + 2(x5 − 10x3y2 + 5xy4)dx dy

+ (5x4y − 10x2y3 + y5)dy2.

Recordemos que el campo asociado a esta forma tiene ı́ndice 5/2. Sea ω̃ la forma
asociada a la segunda forma fundamental ω de la superficie X0(x, y) en infinito,

ω̃ = (u5−10u3v2+5uv4)du2+2(5u4v−10u2v3+v5)dudv+(−u5+10u3v2−5uv4)dv2.

La demostración se reduce a dar un cambio de coordenadas que lleve ωh en
ω̃. Es decir, una transformación que lleve un campo de direcciones en el otro. Sea
ϕ(u, v) = (v, u) y apliquemos las ecuaciones de cambio de coordenadas 4.1.2. 2

Observación 4.4.6 El ı́ndice en infinito del campo de ĺıneas asintóticas de

la familia de superficies Xk(x, y) =

(
x, y, k(x2 + y2) +

x3

3
− xy2

)
es 5/2.

Si bien para la demostración de esta proposición podemos aplicar el Teorema
4.3.1, la demostración directa de esta afirmación es simple y muestra el manejo
de isotoṕıas entre formas diferenciales.

Demostración. Consideraremos una isotoṕıa entre la forma asociada a la se-
gunda forma fundamental de Xk, la cual llamaremos ω̃Xk y la forma ω̃. Veamos
que el discriminante de dicha isotoṕıa no cambia de signo en una vecindad de
infinito.

Como se hab́ıa mencionado, la forma asociada a la segunda forma funda-
mental de X0 en infinito es:

ω̃ = (u5−10u3v2+5uv4)du2+2(5u4v−10u2v3+v5)dudv+(−u5+10u3v2−5uv4)dv2.

la forma asociada a la segunda forma fundamental de Xk en infinito es:

ω̃Xk = (u5 − 10u3v2 + 5uv4 + k(u2 + v2)5)du2

+ 2(5u4v − 10u2v3 + v5)dudv

+ (−u5 + 10u3v2 − 5uv4 + k(u2 + v2)5)dv2.

Consideremos la isotoṕıa ω(t) = (1− t)ω̃ + tω̃Xk , con t ∈ [0, 1],

ω(t) =
(
u5 − 10u3v2 + 5uv4 + tk(u2 + v2)5

)
du2

+ 2(5u4v − 10u2v3 + v5)dudv

+
(
−u5 + 10u3v2 − 5uv4 + tk(u2 + v2)5

)
dv2.

Calculando el discriminante ∆t, de esta isotoṕıa tenemos

∆t = −4(u2 + v2)5(t2k2(u2 + v2)5 − 1).
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Queremos que la isotoṕıa preserve el signo del discriminante en una vecindad
de infinito, es decir que ∆t tenga el mismo signo para una vecindad de (u, v) =
(0, 0) para toda t ∈ [0, 1]. Observemos que si t = 0, ∆0 = 4(u2 + v2)5 > 0.
De esta manera, queremos que ∆t > 0 para toda t ∈ [0, 1]. Si t ∈ [0, 1] la
desigualdad

t2k2(u2 + v2)5 < k2(u2 + v2)5,

se satisface, aśı

k2(u2 + v2)5 − 1 < 0, si u2 + v2 <
1

k2/5
.

Si consideramos un disco alrededor de (u, v) = (0, 0) de radio menor que
1

|k|2/5
se preserva el signo del discriminante de la isotoṕıa. De esta manera el ı́ndice
en infinito del campo ω̃Xk es 5/2. 2

0

j=- 1_
2 j= _

2

5

8

Figura 4.2: Ĺıneas asintóticas en cero y en infinito de la silla de mono para k = 0

Observación 4.4.7 El ı́ndice en infinito del campo de ĺıneas asintóticas de
la familia fα es 5/2.
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4.4.3. Polinomios de grado 6.

Forma diferencial cuadrática con coeficientes de grado 4.

Los coeficientes de la segunda forma fundamental de un polinomio de grado
6 son de grado ≤ 4. Consideremos la forma ω4, cuyos coeficientes son de grado
4 dada por:

ω4(x, y) = (a40x
4 + a31x

3y + a22x
2y2 + a13xy

3 + a04y
4)dx2

+ 2(b40x
4 + b31x

3y + b22x
2y2 + b13xy

3 + b04y
4)dx dy

+ (c40x
4 + c31x

3y + c22x
2y2 + c13xy

3 + c04y
4)dy2.

Aśı, ω̃4 no tiene buena multiplicidad si satisface las siguientes ecuaciones.

−a40 + a22 − ao4 − 2b13 + 2b31 − c22 + c40 + co4 = 0

−a31 + a13 + 2b22 − 2b40 − 2bo4 − c13 + c31 = 0

Los siguientes polinomios son interesantes, el cambio de coordenadas de la
segunda forma fundamental de uno de ellos no satisface la condición de buena
multiplicidad, hipótesis del Teorema 4.3.1, por lo cual, ambos polinomios a pesar
de tener el mismo grado, muestran ı́ndices diferentes en el punto al infinito.

Ejemplo 4.4.4 Consideremos el polinomio f(x, y) = x6−15x4y2+15 x2y4−y6,
cuya segunda forma fundamental es:

IIf = 30(x4 − 6x2y2 + y4)dx2 + 2(120)(−x3y + xy3) dx dy

− 30(x4 − 6x2y2 + y4)dy2.

f es un polinomio 6-hiperbólico cuyo campo de ĺıneas asintóticas en el origen de
acuerdo con [4] tiene ı́ndice indf (0) = −2 . La forma asociada a IIf en infinito
es:

ĨIf = 30(u8 − 28u6v2 + 70u4v4 − 28u2v63 + v8) du2

+ 2(240uv(u6 − 7u4v2 + 7u2v4 − v6)) du dv

− 30(u8 − 28u6v2 + 70u4v4 − 28u2v6 + v8)dv2 = 0.

Sea g(x, y) = x6 − 5x4y2 − 5x2y4 + y6. Su segunda forma fundamental es:

IIg = 10(3x4 − 6x2y2 − y4)dx2 + 2(−40)(x3y + xy3)dx dy

− 10(x4 + 6x2y2 − 3y4)dy2,
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el campo de ĺıneas asintóticas de g en el origen tiene ı́ndice indg(0) = −1 . La
forma asociada a IIg en infinito es

ĨIg = 10(u2 + v2)[(3u6 − 35u4v2 + 25u2v4 − v6) du2

+ 2(4(3u5v − 10u3v3 + 3uv5))du dv

− (u6 − 25u4v2 + 35u2v4 − 3v6)dv2].

El ı́ndice en infinito de la forma ĨIg es indg(∞) = 3. Observemos que la

ecuación cuadrática ĨIg no satisface la condición de buena multiplicidad, (es

decir, en este caso (u2 + v2) es factor de ĨIg) en tanto que ĨIf śı la satisface.
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