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Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Presentacion del Tema.

Esta tesis comprende el estudio de dos temas de importancia en la geometria
de superficies; la distribucién de las componentes complementarias a la curva
parabdlica y el indice de algunos campos de direcciones tangentes a una super-
ficie inmersa en R? como son las lineas de curvatura y las lineas asintéticas.
Mas especificamente, en este trabajo consideramos superficies que son graficas
de polinomios de grado n en dos variables con coeficientes reales.

A continuacién hacemos mencién del desarrollo de estos temas.

Componentes complementarias de la curva parabdlica de
una superficie.

La geometria afin es un tema de investigacién reciente, que ha permitido obtener
nuevos resultados que contribuyen al estudio de la geometria de superficies inm-
ersas en R3. Esta geometria posibilita la aplicacién de la teorfa de singularida-
des de funciones al estudio geométrico de las superficies. Elementos importantes
tales como puntos parabdlicos, elipticos e hiperbdlicos, asi como la estructura
de las regiones definidas por dichos puntos, resultan invariantes bajo el grupo
de transformaciones afines en R3.

El estudio de la estructura afin de superficies diferenciales reales ha sido
desarrollado principalmente por V. I. Arnold [2], Banchoff, Mc Crory y Gaffney
[6], L. Kergosien y R. Thom [18], A. Ortiz-Rodriguez [21], G. Salmon [30] y R.
Uribe [31], entre otros, quienes han realizado importantes contribuciones. Sin
embargo, en este campo encontramos problemas sin resolver, atin para superfi-
cies que son la grafica de un polinomio real. Por ejemplo, si la curva parabdlica
del polinomio es compacta, existe una componente conexa no acotada en el com-
plemento de esta curva la cual juega un papel relevante determinando una parte
de la estructura afin. Resulta interesante conocer qué condiciones debe cumplir
el polinomio para que la regiéon no acotada sea hiperbdlica o eliptica.

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION.

En la curva parabdlica, las cispides de Gauss se distinguen del resto de
puntos que la conforman porque la tunica direccién asintdtica en el punto es
tangente a la curva parabdlica. El estudio de los puntos cuspide asi como sus
propiedades, se ha abordado desde diferentes enfoques: algunos de ellos son
los estudiados en [6], por Banchoff, Mc Crory y Gaffney. Ellos consideran una
inmersién diferenciable de un abierto del plano en R? y las estudian aplicando
la teoria de singularidades de funciones. Este trabajo muestra caracteristicas
geométricas de la superficie alrededor de una cispide de Gauss.

Asi, cuando una superficie algebraica es genérica, el niimero de cuspides de
Gauss es finito. En [30] G. Salmon muestra que una superficie algebraica genérica
de grado n en CP3, tiene 2n(n — 2)(11n — 24) ctspides. Este niimero resulta
ser una cota superior para el numero de cuspides de Gauss de una superficie
algebraica genérica en RP3. Por otra parte, A. Ortiz-Rodriguez en [21] muestra
que, para superficies que son gréafica de polinomios reales que satisfacen ciertas
condiciones genéricas, la cota superior es 2(n — 2)(5n — 12). En [15] se mejora
la cota anterior, (n — 2)(5n — 12). Al respecto se siguen buscando mejores cotas
y polinomios que las optimizen.

Indice de un campo de direcciones.

El estudio de campos de lineas tangentes a superficies en R? (como lo son las
lineas de curvatura y las lineas asintéticas), asi como el indice de sus singulari-
dades, (puntos umbilicos y cispides de Gauss respectivamente), también ha sido
de gran interés en el campo de la geometria de superficies. En esta direccion exis-
ten importantes conjeturas cuya demostracion atin no aparece publicada, como
la conjetura de Loewner, la cual afirma que: “El indice de un punto umbilico
aislado de una superficie diferenciable inmersa en R? es menor o igual que uno”.
Las lineas de curvatura asi como los puntos umbilicos han sido estudiados por C.
Gutiérrez y J. Sotomayor [14] y su generalizacién para superficies en R, en [29)
por A. Ramirez-Galarza y F. Sdnchez-Bringas entre otros. Es importante hacer
notar que, los campos de lineas de curvatura no son invariantes bajo el grupo de
transformaciones afines, a diferencia de los campos de direcciones asintéticas,
los cuales si resultan invariantes bajo este grupo.

En el complemento del dominio eliptico de la estructura afin de la superficie
es en donde se definen los campos de direcciones asintéticas, los cuales son
solucién de la segunda forma fundamental de la superficie. Recordemos que la
segunda forma fundamental es una forma diferencial cuadrédtica binaria. Estas
formas han sido estudiadas por V. I. Arnold [4], J. W. Bruce [8], A. Davydov
[9], C. Gutiérrez, F. Mercuri, F. Sdnchez-Bringas [13] y H. Hopf [17] entre otros.

En [4], V. I. Arnold define un indice de cruces de una curva para un poli-
nomio hiperbdlico homogéneo (cuya curva parabdlica es el origen y la regién
conexa complementaria al conjunto parabdlico es hiperbdlica). El indice del
campo de direcciones asintéticas es un ejemplo del indice de cruces definido
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en [4]. En este mismo trabajo V. I. Arnold muestra que tanto el conjunto de
polinomios homogéneos hiperbélicos de grado 3, asi como el conjunto de los poli-
nomios de grado 4 son variedades conexas, los indices del campo de direcciones
asintGticas para cada conjunto son —1/2 y —1 respectivamente. Para el conjunto
de polinomios homogéneos hiperbdlicos de grado 6, Arnold muestra que existen
polinomios con indices distintos, por lo cual existen al menos dos componentes
conexas. Un problema interesante consiste en determinar el niimero de compo-
nentes conexas que tiene la variedad de polinomios homogéneos hiperbdlicos de
grado n para n > 5. En [4], V. I. Arnold conjetura que dicho nitimero crece al
menos como funcién lineal del grado.

1.2. Contribuciones de esta Tesis.

Teniendo como principal motivacién los problemas mencionados anteriormente,
en esta tesis se consideran superficies diferenciables en R? que son la grafica de
un polinomio real f en dos variables de grado n.

En el capitulo 3, seccion 3.1 se da respuesta a la siguiente pregunta, cuando
el grado del polinomio es impar: ;Qué tipo es la componente no compacta del
complemento de la curva Hessiana cuando ésta es compacta?. Para grado par
se dan las condiciones que debe cumplir el polinomio para que la componente
conexa no acotada del complemento de la curva Hessiana sea hiperbdlica. El
resultado principal de esta seccion es el Teorema 3.1.3, en éste dichas condi-
ciones quedan expresadas en términos de la parte homogénea de mayor grado
del polinomio f.

En la seccién 3.2 estudiamos la geometria de superficies definidas por poli-
nomios de grado 3. Damos una descripcién completa del diagrama de bifurcaciéon
de la curva Hessiana de los polinomios de esta familia. Este estudio comprende
la determinaciéon de la curva Hessiana, descripcion de las regiones elipticas e
hiperbdlicas y sus propiedades, el estudio de la curva de inflexién y el nimero
de ciispides gaussianas en cada caso. Si bien este estudio no es nuevo (ver [21]
y [23]), el realizarlo de manera exhaustiva permitié obtener el corolario 3.2.5, el
cual afirma que las rectas paralelas no son realizadas como la curva Hessiana de
un polinomio ctbico. Este resultado es interesante por su relacién con el proble-
ma referente al tipo de curvas algebraicas que puede realizar la curva Hessiana
de una funcién polinomial de grado n.

En el capitulo 4, estudiamos los campos de direcciones definidos por el nticleo
de una forma diferencial cuadratica en el punto al infinito y su aplicaciéon a
campos de direcciones tangentes a una superficie.

En la seccién 4.1 el Lema 4.1.1 da la expresiéon de una forma diferencial
cuadratica w con coeficientes polinomiales bajo un cambio de coordenadas prop-
uesto que permite el andlisis de los campos de dicha forma en el punto al infini-
to. Investigamos ademas, condiciones que debe satisfacer una forma diferencial
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cuadratica con coeficientes polinomiales para que el campo de direcciones que
define se extienda al punto al infinito y éste sea una singularidad aislada de
dicho campo. El Lema 4.1.3 enuncia condiciones algebraicas especificas sobre
los coeficientes de la forma w para que el infinito sea singularidad aislada de la
forma cuadratica polinomial asociada a w.

Otra condicién algebraica sobre los coeficientes de una forma diferencial
cuadratica la cual denominamos de buena multiplicidad se expresa en la defini-
cién 4.1.5. Esta condicién con algunas hipdtesis adicionales, determina aspectos
geométricos importantes de la superficie asi como de los campos de lineas de
curvatura y asintéticas como lo muestran los Teoremas principales del capitulo
4.

La relevancia del Lema 4.1.1 se muestra en las secciones 4.2 y 4.3. En la
seccion 4.2 aplicando el lema 4.1.1 a la ecuacién de lineas de curvatura de una
superficie estudiamos el comportamiento del campo de direcciones principales
en el punto al infinito. En la seccién 4.3 suponiendo que la componente conexa
no compacta del complemento de la curva Hessiana del polinomio es hiperbdli-
ca, estudiamos el comportamiento del campo de direcciones asintdticas. Los
resultados expuestos en la seccién 4.3 se obtuvieron en colaboracién con A.
Ortiz-Rodriguez y F. Sdnchez-Bringas y se sometieron para su publicacién [16].

Los resultados principales de este capitulo son el Lema 4.1.1 y los Teoremas
4.2.2,4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3. Suponiendo que la ecuacién de lineas de curvatura de
un polinomio f en el punto al infinito tiene buena multiplicidad, el Teorema
4.2.2 demuestra que los indices del campo de lineas de curvatura definidos por
la ecuacién w = 0 y de su parte homogénea de grado mayor ws,_4 en infinito
son iguales.

En lo que se refiere a campos de direcciones asintéticas, suponiendo que la
segunda forma fundamental de un polinomio f en infinito tiene buena multipli-
cidad y que su parte homogénea f, de grado mayor es hiperbdlica el Teorema
4.3.2 afirma que la curva Hessiana del polinomio es compacta. Considerando las
mismas hipdtesis el Teorema 4.3.1 muestra que los indices del campo de direc-
ciones asintéticas de f y de f, en infinito son los mismos. También se afirma la
compacidad de la curva Hessiana suponiendo que f,, es eliptico y que la segunda
forma fundamental del polinomio f tiene buena multiplicidad en infinito en el
Teorema 4.3.3.

Empleando algunos de los resultados expuestos en las secciones 4.1, 4.3 y
otros obtenidos por Arnold en [5], se obtiene el Teorema 4.3.4, en el cual se
da una cota superior para el numero de cispides gaussianas de la frontera de
la componente conexa no acotada del complemento de la curva Hessiana de la
grafica de f.

La condicién de buena multiplicidad también resulta 1til para encontrar
componentes diferentes en la variedad de polinomios hiperbélicos homogéneos
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de grado fijo. Si la forma diferencial cuadréitica no satisface la condicién de
buena multiplicidad, el ejemplo 4.4.4 de la seccién 4.4.3 muestra que existen
polinomios homogéneos del mismo grado, con indices en infinito distintos.

En la seccién 4.4 se calcula el indice del campo de direcciones asintéticas
en infinito para polinomios de diversos grados, ademds de darse las condi-
ciones analiticas que deben de cumplir los coeficientes de una forma diferencial
cuadratica polinomial en cada caso para que su forma asociada en infinito tenga
buena multiplicidad.

Las formas cuadréticas vistas en la subseccién 4.4.1 se utilizan para encon-
trar los indices en infinito de los polinomios vistos en la seccion 4.4. Estas son
un modelo candnico 1til ya que generan campos de direcciones cuyos indices
toman valores +n/2, al igual que el indice de los campos de lineas asintéticas.
La igualdad de indices del campo definido por la forma de Hopf y el campo
de lineas asintéticas en infinito se establece mediante isotopias entre las formas
cuadréticas definidas en 4.4.1 y la forma asociada a la segunda forma funda-
mental del polinomio en infinito.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Geometria diferencial clasica y Geometria
afin.

Consideremos [(t) : IR — IR3, I(t) = (I1t,lot, I3t) + p, una parametrizacién de
una recta tangente a la grafica de una funcién diferenciable f : IR? — IR en el
punto p = I(tg). Decimos que la recta [ tiene orden de contacto k € N, con la
grafica de f en p si

(Gol)™(te)=0 vy  (Gol)®(t) #£0,

conm=0,1,...k—1; donde G(z,y,2) = f(z,y) — 2z y (Gol)®)(ty) denota la
k— ésima derivada de la funcién G ol en tg.

Es asi como, de acuerdo al maximo orden de contacto de todas las rectas
tangentes a la superficie en un punto, se clasifican los puntos de la superficie
genérica de la siguiente manera [30]:

Un punto es eliptico si todas las rectas tangentes a la superficie en éste tienen
orden de contacto igual a 2.

Un punto p es hiperbdlico si tiene exactamente dos direcciones asintéticas.
Dicho punto hiperbdlico serd genérico si el orden de contacto de cada una de
sus direcciones asintéticas es igual a tres.

Las direcciones asintéticas son direcciones en el plano tangente a la superficie
que se caracterizan como las rectas cuyo orden de contacto con la superficie es
al menos 3.

Un punto p es parabdlico si tiene exactamente una direccién asintética o bien
toda direccion tangente es asintética; en este 1ltimo caso se le llama punto plano.
Ademas, diremos que un punto parabdlico es genérico si su direccién asintética
tiene orden de contacto igual a 3 con la superficie en este punto.

13



14 CAPITULO 2. PRELIMINARES

La clasificacién arriba mencionada es invariante bajo el grupo de transfor-
maciones afines y se puede dar también en el contexto de la teoria clasica de
Geometria diferencial de superficies.

Dada una superficie orientable inmersa en IR, la transformacion de Gauss
N, asigna a cada punto (z,y) de U el vector normal unitario N. Asi, la cur-
vatura gaussiana de la superficie, es el determinante de la matriz jacobiana de
su transformaciéon de Gauss.

De esta forma, decimos que el punto es eliptico, hiperbdlico o parabdlico si la
curvatura gaussiana de la superficie es positiva, negativa o cero respectivamente.

Asi mismo tenemos que la sequnda forma fundamental de la superficie esta de-
finida para un vector v = (v, v2) en el plano tangente a la superficie en el punto
p por II,(v) = — < dNp(v),v >.

Recordemos que, en estos términos, una direcciéon v en el plano tangente a
una superficie lisa en un punto p es llamada direccion asintdtica si la superficie
en esta direccion tiene curvatura normal cero, o de manera equivalente si dicha
direccién anula a la segunda forma fundamental de la superficie en p.

Cuando la superficie es {z = f(z,y)}, la segunda forma fundamental tiene
la siguiente expresion:

dody + a—d 2

f o*f
d+2 RYE

Anédlogamente se define la tercera forma fundamental de la superficie

Pf o o PF 0% Pf s
Fasda’ 350, datdy + 355 dady® + 55 dy

111(z,y) =

Dichas formas reciben el nombre de formas fundamentales homogéneas.

Otra ecuacién diferencial importante asociada a campos tangentes a una
superficie diferenciable inmersa en R? es la ecuacién diferencial de lineas de
curvatura:

(fE — eF)da® + (gE — eG)dady + (gF — fG)dy?> = 0,

donde E, F, G, y e, f, g son los coeficientes de la primera y segunda forma
fundamental respectivamente. Recordemos que la configuracién de lineas de
curvatura principal es obtenida como la configuraciéon de una forma diferen-
cial cuadréatica hiperbdlica (6 positiva) por lo que las soluciones de la ecuacién
anterior en un punto regular de la superficie son dos campos de direcciones or-
togonales uno al otro. Sotomayor y Gutiérrez en [14] consideraron inmersiones
en R? de una variedad compacta. Ellos describen una clase de inmersiones con
configuracion de lineas de curvatura principal estables y demuestran que esta
clase es densa en el espacio de inmersiones con la topologia C2.
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En ambos contextos, (geometria afin y geometria diferencial) se sabe que
toda superficie genérica tiene la siguiente estructura: los conjuntos de puntos
elipticos e hiperbdlicos son dominios abiertos en la superficie y la frontera entre
estos dos conjuntos esta formada por una curva lisa cuyos puntos son parabdli-
cos, la curva parabdlica. La proyeccion ortogonal de la curva parabdlica en el
plano zy es la curva Hessiana.

Observemos que si la superficie es {z = f(z,y)}, donde f es una funcién
polinomial de grado n, entonces la curva Hessiana serd una curva polinomial en
dos variables cuyo grado es < 2n — 4 y estd definida por

Y(z,y) = (gi};(%y)) (gijs(w,y)) - (gij;(x,y))Q =0.

Un punto parabdlico p es una cispide de Gauss (también llamada punto
parabdlico especial), si la direccién asintGtica en este punto es tangente a la
curva parabdlica y dicha direccién asintdtica tiene orden de contacto 4 con la
superficie.

Por otro lado, un punto hiperbdlico es de inflexion si tiene al menos una
direccién asintética con orden de contacto 4 con la superficie. En caso de que
ambas direcciones asintéticas tengan este orden de contacto con la superficie se
dice que es hiperbdlico especial.

El conjunto de ctuspides de Gauss es finito y el conjunto de puntos de inflexién
forma una curva en la superficie la cual llamaremos curva de inflexion o curva
flecnodal. La curva de inflexién pertenece a la superficie, pero en este trabajo
consideraremos su proyeccién ortogonal en el plano xy.

En [6], Banchoff, Mc Crory y Gaffney consideran una inmersién suave X de
un abierto U C R? en R? y estudian las ctspides de Gauss en términos de la
teorfa de singularidades de funciones. En [6] muestran propiedades geométricas
importantes de la superficie alrededor de una cispide de Gauss. Entre algunas
de estas propiedades destaca la siguiente: suponiendo que la transformacion
de Gauss de la superficie es estable, ellos caracterizan a un punto cispide de
Gauss en una superficie como aquel que, ademés de ser un punto en el que la
direccién asintética es tangente a la curva parabdlica, al mismo tiempo es punto
de inflexién de la curva asintética que pasa por éste.

Por otra parte, en [30], se muestra que un punto parabdlico de una superficie
genérica S es una cuspide de Gauss si la curva parabdlica y la curva de inflexién
son lisas en p y su orden de contacto es 2.

Si la superficie {z = f(z,y)} es genérica se puede ver en [31] que la afirmacién
anterior es equivalente a que en el punto parabdlico la direccién asintética anula
la tercera forma fundamental homogénea de la superficie.
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2.2. Indice de un campo de direcciones alrede-
dor de un punto singular aislado.

Consideremos M una superficie diferenciable y X un campo diferenciable de
direcciones tangente en M con una singularidad aislada en el punto p. Tomemos
una curva cerrada simple T' : [0,1] — M, tal que p es la tnica singularidad de
X en el interior de la regién acotada por I'. Definimos un campo de direcciones
orientado paralelo a X (0) en I'. Consideremos a lo largo de I' cualquier campo
vectorial Y diferenciable. El cambio total del &ngulo entre la direcciéon del campo
orientado X y Y, después de dar una vuelta alrededor de I" en direccién positiva
(respecto de la orientacién de la superficie) es el indice del campo de direcciones
de X en p. Este numero es independiente de la eleccién de I'' y Y, ademas tiene
la forma

indx(p) = g, n € 7.

Dicho indice es invariante bajo pequenas perturbaciones continuas de X.

Consideremos la segunda forma fundamental de f. Diremos que tiene una
singularidad en un punto p si ésta se anula en este punto. Si p es una singu-
laridad aislada y U es una vecindad agujerada contenida en la proyeccién del
dominio hiperbdlico sobre el plano xy, es posible definir dos campos continuos
de direcciones asintoéticas sin singularidades en esta vecindad agujerada.

Los indices de ambos campos de direcciones en p coinciden. Entonces basta
considerar cualquiera de estos campos de direcciones asintoticas y llamamos
a este indice el indice del campo de direcciones asintéticas en p. El indice de
campos de direcciones principales se define de manera equivalente.

Existen varios resultados que relacionan el indice de un campo con aspectos
geométricos de la superficie, al respecto en [17], el teorema de Poincaré-Hopf
afirma que:

Teorema. Si X es un campo vectorial continuo en una variedad orientable
compacta M con pi, pa,...,p, ceros del campo, la suma global de los indices
de X es igual a la caracteristica de Euler de la variedad M, es decir:

> indx (pi) = x(M).

Poincaré observé que si la curva I' es la unién de una coleccion finita de
arcos definidos por los vectores del campo transversales a I', para calcular el
indice del campo es suficiente considerar el conjunto finito V' de puntos en los
que la curva no es transversa al campo. Denotamos por e, i respectivamente,
la cardinalidad de los subconjuntos de V', que consisten de aquellos puntos que
se encuentran en la trayectoria local exterior, (tangencias exteriores) o interior,



2.2. INDICE DE UN CAMPO DE DIRECCIONES ALREDEDOR DE UN PUNTO SINGULAR AISLADO.17

(tangencias interiores) a dicha curva. Entonces

(i—e)

2 )

indx(p) =1+

también conocida como la féormula del indice de Poincaré generalizada para
el disco. Recordemos también la generalizacion de la férmula del indice de
Poincaré-Hopf para campos de direcciones con un numero finito de singula-
ridades en superficies con frontera [28]:

donde ¥ es la suma de los indices de las singularidades aisladas del campo de
direcciones en la regién U, y x(U) es la caracteristica de Euler de U.
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Capitulo 3

Geometria afin de la grafica
de un polinomio real.

3.1. Determinacion de regiones hiperbdlicas.

En esta seccién damos algunos criterios para determinar regiones hiperbdli-
cas en superficies genéricas definidas por la grafica de polinomios de cualquier
grado.

Proposicién 3.1.1 Consideremos la grdfica de f, donde f € Rlz,y] es un
polinomio de grado m. Supongamos que eziste una recta L en el plano xy que
no interseca a la curva Hessiana de f. Si f restringida a L es de grado impar,
entonces L pertenece al dominio hiperbolico del plano.

Demostracion. Supongamos que L es una recta en el plano que no interseca
a la curva Hessiana y no pertenece al dominio hiperbdlico. Entonces ésta se
encuentra enteramente contenida en el dominio eliptico. Esto implica que la
restriccién de f a L es un polinomio de una variable de grado impar definido
en la regién eliptica, por lo tanto la grifica de f|; es convexa (6 céncava). Por
otro lado, como el grado de f|;, es impar, entonces éste tiene al menos un punto
de inflexién. Esto implica que la grifica de f|r no es convexa, lo cual es una
contradiccién. m|

Lema 3.1.2 Sea T una transformacion lineal, T : R?> — R2?, definida por
T(u,v) = (au+ v, cu + dv), y sea

n
fla,y) =D aipia'y™™,
=0

un polinomio homogéneo de grado m. Llamemos f(u,v) a la composicion (f o
T)(u,v). Entonces ano = f(a,¢) y ao,n = f(b,d).

19



20CAPITULO 3. GEOMETRIA AFIN DE LA GRAFICA DE UN POLINOMIO

Demostracion. La demostracion de este lema se obtiene por una sustitucion
directa.

f(u,v) = f(T'(u,v))

Z k. (au + bv)"*(cu + dv)*
k=0

n
Z an—p k(@™ Fum R 4 TR (PP L dFoR)
k=0

an,O(anun + ...+ bnvn) + anfl,l(an_lun_l + .
bnflvnf]_)(cu —+ d’l}) + ...+ aO,n(Cnun + .+ dn’l)n)
fla,c)u™ + ...+ f(b,d)v"

+

O

Consideremos ahora la extensién estdndar de R? en RP? la cual consiste de
ver al plano xy como la carta afin w = 1 del plano proyectivo con coordenadas
[z : y : w]. Denotaremos por w = 0 la recta al infinito. La curva Hessiana de f
en el plano zy puede o no intersecar la recta al infinito, en cualquier caso ésta
puede ser considerada como una curva en el plano proyectivo. Llamaremos a la
proyectivizacién de la curva Hessiana la curva Hessiana proyectiva de f.

Teorema 3.1.3 Sea f € Rz, y] un polinomio de grado n tal que su curva Hes-
siana es compacta. Supongamos que su descomposicion homogénea estd dada
por f(z,y) = fo+ filz,y) + - + fu(z,y), donde fi(x,y) es la componente
homogénea de grado i de f(x,y). Supongamos que una de las siguientes condi-
ciones se cumple:
a) n es impar, o
b) n es par, su curva Hessiana tiene grado 2n — 4, f.1(0) # (0,0) y la curva
Hessiana proyectiva es suave.

FEntonces, la componente conexa no acotada del complemento de la curva
Hessiana en el plano es hiperbdlica.

Demostracion. El hecho de que la curva Hessiana sea compacta implica que
cualquier recta contenida en el complemento de la curva Hessiana pertenece a la
componente conexa no acotada de ésta. Ahora, la prueba consiste en determinar
una recta L en la componente no acotada tal que la restriccién de f a L defina
un polinomio en una variable de grado impar.

a) Supongamos que el grado de f(z,y) es n = 2m + 1. Entonces la compo-
nente de grado mayor tiene la expresion:

2m—+1

fomi1(@,y) = Y aomia—prz® TRy
k=0

Podemos suponer que agm4+1,0 7 0, de otra forma, es posible considerar un
vector no cero (a,c) tal que fami1(a,c) # 0. Ademds, el lema 3.1.2 garantiza
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que la aplicacién de una transformacién lineal invertible de la forma T'(u,v) =
(au+bv, cu+dv) para valores convenientes de b, d, nos proporciona coordenadas
(u,v) para las cuales el polinomio fa,, 1 satisface esta afirmacién.

Entonces, f(z,y) restringido a la recta y = yo, yo € R define un polinomio
en una variable de grado 2m+ 1. Como la curva Hessiana es compacta, existe un
numero real € > 0 tal que la curva Hessiana estd contenida en la region acotada
determinada por el circulo de radio € y centro en el origen. Asi la rectay = yy,
donde yg > €, pertenece a la regién no acotada. Entonces la proposicién 3.1.1
implica que la regién no acotada es hiperbdlica.

b) Supongamos que el grado de f(z,y) es n = 2m. En este caso probaremos
primero el siguiente:

Lema 3.1.4 Sea f € Rlz,y] de grado n = 2m. Si la curva Hessiana de f
tiene grado 2n — 4 y la parte homogénea de grado 2m de f(x,y) es fom(x,y) =
Zﬁﬁo agm,k’kxzm_kyk, tal que agm,0 = 0, entonces agm—1,1 # 0.

Demostraciéon. Supongamos que a2.,,0 =0 ¥ ag2m—1,1 = 0. Entonces,

2m
f2m(x7y) = Zan_k,ngmikyk:yQQ(l‘ay) donde
k=2
2m
Qlz,y) = Zaszk,kxzm_kyk_%
k=2

Como el polinomio hessiano tiene grado 2n — 4, entonces
E(Ia y) = ZO + 4+ E4m—4(xay)7

donde X4, —4(x, y) es la parte homogénea de grado 4m—4. De hecho Xy, —4(x, y)
es igual al hessiano del polinomio homogéneo fo,,(z,y).

Consideremos la extensién estdndar de R? a RP? y denotamos por w = 0 la
recta al infinito. La curva Hessiana proyectiva estd dada por:

E()’wélmi4 + -+ E47rL—5(:Ca y)w + Z4771—4(-777 y) = 0

Entonces, la interseccién de esta curva proyectiva con la recta al infinito
estd dada por Xym,—4(x,y) = 0. Recordemos que Xyp—4(z,y) = hess(fom) v
Jom (2, y) = ZJQ Q(z,y). Asi,

Sam-1(2,9) = [1?Qua (@, 9)] [(fom(2,9))u] — [29 Qu(@,y) + 12 Quy(2,)]”

= 2 [Qua@.) (o (@,9))y — (2Qu(w,y) + ¥ Quy (,9))° ]

Esto implica que el punto [1 : 0 : 0] es un punto de interseccién de la curva
Hessiana proyectiva y la recta al infinito. Este hecho contradice que la curva
Hessiana sea lisa. a
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Continuemos con la prueba de b). Primero mostraremos que si el coeficiente
aam,0 7 0, podemos encontrar un cambio de coordenadas lineal T'(u,v) = (au+
bu, cu+ dv) = (x,y) del plano zy tal que el coeficiente correspondiente agyy, o de
fom se anule en las nuevas coordenadas.

Para ello, si existe un punto (zg,%0) # (0,0) en f51(0), entonces al menos
una de las siguientes ecuaciones estd bien definida:

Fom (‘”01> =0 0 fom (13’0) = 0.
Yo Zo

Supongamos que la primera ecuacion estd bien definida. El Lema 3.1.2 im-
plica que
me(T(u7 U)) = me(aa C)u2m + ...+ me(bv d)Uva

entonces tomando a = z—g, c=1, b= -1y d=0. Las siguientes ecuaciones se
cumplen
To _
Fom(T(0)) = fams (y 1) P44 o (1L 0y
0

= &2m—1,1u2m711} + oo+ fom(=1,0)00*™,

donde Ggp,—1,1 7 0 por el lema 3.1.4. Si la primera ecuacién no esté definida, es
decir yp = 0, entonces, tomamos a =1, b=10, ¢ = z—f; y d = 1 para obtener la
misma expresion.

Entonces, podemos suponer que agm;,,0 = 0y azm—1,1 # 0 de la expresién
de f(z,y). Como la curva Hessiana es compacta, existe un ndmero real ¢ > 0
tal que la curva Hessiana estd contenida en la regién acotada determinada por
el circulo de radio € y centro en el origen. Asi la recta y = yo, donde yg > ¢,
pertenece a la regién no acotada. Ademds, como asy,—1,1 # 0 la restriccién
fly=yo €s un polinomio en una variable de grado impar, entonces la proposicién
3.1.1 implica que la regién no acotada es hiperbdlica. O

3.2. Geometria de la curva Hessiana de superfi-
cies cubicas.

Consideremos los polinomios de la forma f(x,y) = Pa(x,y)+ Ps(z,y), donde
P;(z,y) es un polinomio homogéneo de grado i, i = 2,3. Sea {z = f(z,y)} la
gréafica de f(x,y) en R3. El origen pertenece a esta superficie y el plano tangente
a este punto es el plano z = 0. Después de una rotacién conveniente del plano es
posible anular uno de los monomios de Ps(z,y) . Suponemos que el monomio que
anulamos es el que tiene término x2y, de esta forma consideraremos la familia
de polinomios cubicos

k 4 m o a3 b 45 ¢4
(2, y) = ~a? oy + Dy L34 2 S, 3.1
falz,y) 2$+my+2y+6x+2my+6y (3.1)

con a = (k,l,m,a,b,c) € RS y a®> + b% + ¢ > 0.



3.2. CURVA HESSIANA DE SUPERFICIES CUBICAS 23

3.2.1. Curva Hessiana de f,.

El hessiano de la funcién f, es:

(P (%fa 9%f.\
H@y) = (5902 ) ( dy? ) - (&Tay) ’

por lo que la curva Hessiana de f, esta definida por la ecuacién:

Y(z,y) = abx? — b*y* + acwy + (am + bk)x + (ke — 2bl)y + km — 12 = 0. (3.2)
Esta curva es una cénica, cuyo discriminante es:
A(a,b,c) = a(ac® + 4b°).
Tenemos los siguientes resultados respecto a dicha cénica.

Lema 3.2.1 Si el discriminante de la curva Hessiana no se anula, la curvatura
gaussiana de la grdfica de fn, ¥ : R?2 — R tiene un dnico punto critico py con
coordenadas:

(z )= (- 203k + ac’k — 2abcl + 2ab®>m  bek — 4621 — acm
0;Y0) = a2c? + 4ab3 ’ ac? 4 4b3

Demostracién del Lema. Consideremos el gradiente:
Vi(z,y) = (2ab:17 + acy + bk + am, acx — 2%y + ke — 2bl) ,

el punto donde se anula estd parametrizado por « y tiene la forma

(z )= (- 203k + ac’k — 2abcl + 2ab*m  bek — 4621 — aem
0,Y0) = a2c? + 4ab3 ’ ac? + 4b3

Observemos que esta solucién estd bien definida si a(ac? + 4b%) # 0. O

Lema 3.2.2 Si A # 0, la curva Hessiana es singular si y sdlo si ésta es una
conica degenerada. Si A > 0, la curva esta formada por dos rectas transversales
y si A <0 se reduce a un punto.

Demostracion. Si la curva Hessiana es singular entonces su gradiente se anula
en algin punto de ella. Por lo tanto si A < 0 ésta se reduce a un punto puesto
que no puede ser una elipse. El otro caso es andlogo. Por otro lado si la Hessiana
es una cuddrica degenerada entonces como A # 0, ésta debe ser un punto o dos
rectas que se intersecan, es decir una curva singular. O

Proposicién 3.2.3 Sea S la superficie en R? definida como la grifica de fo.
Supongamos que el discriminante de la curva Hessiana es A # 0 y definamos
§(k,l,m,a,b,c) := b2k + acl — abm. Entonces:
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1. Si A <0, la curva Hessiana de f, es una elipse o un punto, respectiva-
mente sid 0 06 =0.

2. Si A >0, la curva Hessiana de f, es una hipérbola o dos rectas que se
intersecan, si 0 # 0 o 6 = 0 respectivamente.

Para demostrar esta proposiciéon, emplearemos el lema 3.2.1.

Demostracién de la proposiciéon 3.2.3. Observemos que la curvatura gaus-
siana evaluada en el punto (zg,yo) es:

—(2amb + 2kb? + alc)? 52

E(zo, y0) = a(4b3 + ac?) TOA

Supongamos que A < 0. Si§ = 0, el punto (xg, yo) pertenece a la curva Hessiana
lo cual implica que ésta curva es singular. Por lo tanto la curva Hessiana es una
cénica degenerada y entonces ésta es un punto. Por otro lado, si § # 0, el punto
singular (g, yo) no pertenece a la curva Hessiana y entonces esta curva es una
cénica suave, la cual en este caso es una elipse. Un argumento andlogo puede
aplicarse para el caso A > 0. |

Consideremos ahora el caso en el que el discriminante A es cero.

Proposicién 3.2.4 Sea S la superficie en R? definida como la grdfica de fo(z,y).
Supongamos que el discriminante de la curva Hessiana se anula y definamos
p=pu(k,l,m,b,c) := c?k — 4bcl + 4b>m. Entonces la curva Hessiana es:

1. Una pardbola sia =0 y bk # 0; 6 ac? +4b> = 0 y bep # 0.
2. Una recta doble sia =k =0; 6 ac®? +4b> =0 y u = 0.
3. Una recta simple sia=b=0,6b=c=0

Demostracién. Sea A(a,b,c) = 0 entonces a = 0 o bien 4% + ac? = 0. Si
a = 0, la curva Hessiana tiene por ecuacion

—b%y? + bkx + (ke — 2bl)y + km — 1? = 0.

en el caso bk # 0, corresponde a una parabola con eje focal paralelo al eje .
Si b =0, se tiene la recta simple kcy + km — 2 = 0. Si k = 0 tenemos la recta
doble —(by +1)? = 0.

Por otra parte, si 46 + ac®> = 0 y abc # 0 entonces a = _f2b37 asi la curva

Hessiana estd dada por

—b?Py? — dcbPry — 4b*a® + (bkc? — 4bPm)x + c2(ck — 2bl)y + ¢ (km — 1%) = 0.

Para eliminar el término de rotacién, aplicamos a esta ecuacion la transforma-
cién lineal T : R? — R?, (z,y) = T(u,v)

—c 2b
T\ _ | Vit b2 +c2 u
Yy - —2b —c v
VAb2 42 VAbZ 2
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asi la ecuacion se transforma en:
—20%c%k — c*k + 2bc®l + 8bim N be(c?k — 4bel + 4b2m)u

v
V4b2 + 2 V4b2 + 2
+ A(km—1*)=0

—b?(4b* + A)*  +

Si el coeficiente de u no se anula, tenemos el caso de una parabola, con eje
focal paralelo al eje u. Observemos que si el coeficiente de u es cero, podemos
. A2
considerar k = W

cuadratica toma la forma:

—b2(4b% + 2)y? + 20/ 4b2 + 2(2bm — cl)y — (cl — 2bm)? = 0,
—(b\/4b2 + 2y — (cl — 2bm))? = 0,

, entonces sustituyendo esta expresion, la ecuacion

la cual corresponde a una recta doble. Ademés si ac? +4b3 = 0 y a = 0 entonces
b=0y kcv+ km — [2 = 0 es una recta simple.

Argumentos similares implican que si ac? +4b> =0y c=0o0si ac?+4b> =0
y b=07y amu+ km — [2 = 0 es una recta simple. a

Como una consecuencia de las proposiciones 3.2.3 y 3.2.4 concluimos que la
curva Hessiana de polinomios ciibicos realiza todas las posibles cénicas excepto
una, por lo cual enunciamos en el siguiente:

Corolario 3.2.5 La conica definida como dos rectas paralelas no es realizable
como la curva Hessiana de un polinomio cibico.

Demostracion. Supongamos que existe un polinomio cubico f, cuya curva
Hessiana consiste de un par de rectas paralelas. Como estas rectas son simples
en el plano xy, dividen en tres bandas al plano alternando los tipos de sus puntos
en hiperbdlico y eliptico.

Después de una rotacion del plano, podemos suponer que estas lineas estan
definidas por y = p1 y y = p2.
La expresién de la funcién f, después de la rotacion es

falz,y) = §x2 +lxy + %y2 + %x?’ + §x2y + gng + gy3.

Entonces, para algin p € R la recta y = p pertenece a la region eliptica en
el plano xy.

La restriccién de f|;, define un polinomio ctbico en una variable, el cual
estd enteramente contenido en la regién eliptica. Asi tenemos que f,(z, p) por
un lado es un conjunto de puntos elipticos; lo cual quiere decir que para cada
punto la curvatura gaussiana es positiva, es decir no cambia de signo a lo largo
de la recta y = p. Por otro lado, f,(z,p) es un polinomio de grado 3 en la
variable z, y todo polinomio de grado 3 tiene por lo menos 1 punto de inflexién
el cual indica cambio de concavidad y por lo tanto, cambio de curvatura, lo cual
es una contradiccién. a



26CAPITULO 3. GEOMETRIA AFIN DE LA GRAFICA DE UN POLINOMIO

3.2.2. Diagrama de bifurcacién de X(z,y).

Para poder determinar el conjunto de bifurcacién de la curva Hessiana de
fo en términos del discriminante, analizaremos la imagen inversa A=1(0) en el
espacio de pardmetros (a,b, c) de la transformacién A : R® — R,

A(a, b, c) = a(ac® + 4b°).
Entonces A71(0) es el conjunto de puntos (a, b, c) € IR? tales que
a(ac® +4b*) = 0.
Esta ecuacién se cumple si

a = 0 6 (3.3)
ac® +4v° = 0, (3.4)

La ecuacién (3.3) corresponde al plano be. Para obtener la gréfica de la ecuacién
(3.4) consideremos a, una constante diferente de cero.

i) Si a < 0, la ecuacién (3.4) es equivalente a
& =ab?, (3.5)

donde &« = —4/a > 0. Entonces la ecuacién (3.5) define una cispide en planos
paralelos al plano be. La region exterior definida por los puntos donde la desigual-
dad ¢? > pb? se cumple, corresponde a aquellos puntos cuya curva Hessiana es
una hipérbola o dos rectas que se intersecan transversalmente. La regién interior
definida por los puntos donde la desigualdad ¢? < pb3 se cumple, corresponde a
aquellos puntos donde la curva Hessiana es una elipse o un punto.

Observemos que si a — 07, la curvatura de la cispide tiende a cero y la regién
interior se convierte en medio plano. Asi la familia de ctispides parametrizadas
por a converge al eje ¢ cuando a — 0.

i1) Si a > 0, el coeficiente « de la ecuacién (3.5) es a = —4/a < 0. Un andlisis
andlogo al de ) implica que la imagen de la superficie es simétrica respecto al
origen al caso 7). Como una consecuencia de todas estas observaciones tenemos
la siguiente afirmacién.

Proposicion 3.2.6 FEl diagrama de bifurcacion de la curva Hessiana de f, en
el espacio de pardmetros (a,b,c) es la superficie A=1(0), la cual consiste de la
unién del plano {a = 0} y la superficie cuspidal {ac?® +4b® = 0} . Ademds esta
superficie divide en 4 regiones el espacio como se muestra en la figura 3.1.

3.2.3. Determinacion de dominios de f,.

Ahora determinaremos el tipo de dominio, hiperbdlico o eliptico, en el com-
plemento de la curva Hessiana para la familia f,.
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HIPERBOLA .~

DISCRIMINANTE

DISCRIMINANTE

JEgS

Figura 3.1: Superficie cuspidal A=1(0).

Proposicion 3.2.7 Sila curva Hessiana es una pardbola entonces la curvatura
gaussiana ¥ : R2 = R de fo es reqular. Ademds la region convexa en el comple-
mento de esta curva es eliptica mientras que la region concava es hiperbolica.
Demostracion. Supongamos que la curva Hessiana es una parabola, esto im-
plica que una de las siguientes condiciones se cumple: a) a = 0 y bk # 0, o b)
4% + ac? = 0y be(c®k — 4bel + 4b°m) # 0. En el caso de a) la expresién
S(z,y) = —b%y? + bkx + (ke — 2bl)y + km — 2,
junto con la hipdtesis bk # 0 implica que el gradiente

Vi(z,y) = (bk;, —2b%y + ke — 2bl) ,

no se anula. En el caso b) la expresién de X es:

403 4b* 403
Y(z,y) = —b*y? — —axy — —2x2 + (bk — 2m> x + (ck — 2bl)y + km — [2,
c c c
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y su gradiente es

4b3 bt 4b3 4b3
Vi(z,y) = ( - 8—233 — 2m + bk, —2b%y — —x — 2bl + ck> .
¢ c c c

El gradiente se anula en los puntos (z,y) que satisfacen el sistema:

2b [ 4b° 4p3
2 (x + 262y) - =2 b
& C C
43 )
—ax+2b"y = 2bl —ck.
&

La existencia de una solucién implica que:

4b3m 2b
=2 —bk = ?(le—ck),

o equivalentemente,
b(c?k — 4bcl 4+ 4b*m) = 0.
Lo cual implica que el sistema no tiene solucién.

Por otro lado, si L es una recta contenida en la regiéon céncava del comple-
mento de la pardbola entonces el Lema 3.1.2 implica que en las coordenadas
convenientes la restriccién de f,|r define un polinomio cibico. Entonces, la
proposicién 3.1.1 implica que esta regién es hiperbdlica. Ya que la pardbola es
una coénica lisa, entonces la regién convexa es eliptica. ]

Si la curva Hessiana es una elipse o una hipérbola, el lema 3.2.1 garantiza
que la curvatura gaussiana de la grafica de f, tiene sélo un punto critico. Este
hecho implica la siguiente:

Proposicién 3.2.8 Si la curva Hessiana es una elipse, el punto singular de la
curvatura (xg,yo) pertenece a la region acotada del complemento de la elipse.
Esta region es eliptica y la curvatura toma su valor mdzimo en (xg,yo). La
region no acotada es hiperbdlica.

Por otra parte, si la curva Hessiana es una hipérbola, el punto singular de la
curvatura (o, yo) es la interseccion de las asintotas de la curva Hessiana. Estas
rectas pertenecen a la region hiperbdlica y la curvatura tiene un punto silla en

(w0, 90)-

Demostracién. Si la curva Hessiana es una elipse, el Teorema 3.1.3 implica que
la region no acotada es hiperbdlica, y entonces la regién acotada es eliptica y
ésta tiene un méximo el cual es el punto (zo, yo), como veremos a continuacion.
Por otro lado si la curva Hessiana es una hipérbola, el siguiente calculo muestra
que las asintotas se intersecan en el punto (zg,yo) el cual es un punto silla de
la curvatura.
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Para determinar el tipo de punto critico (zg, o), consideramos la matriz
Hessiana de la curvatura:

2ab  ac
hess¥(z,y) = ( e o2 )

cuyo determinante es —A. Entonces si la curva Hessiana es una elipse se tiene
que —A > 0y ab < 0, ya que ab > 0 implica que A > 0. Ademads el punto
singular (zg,yo) es un méximo de la curvatura. El valor de la curvatura en este
punto es:

—52

A >0 (3.6)

Un argumento de compacidad implica que (zg,yo) pertenece a la regién

acotada. Por otro lado, si la curva Hessiana es una hipérbola —A < 0, entonces
(20, yo) es un punto silla y el lado izquierdo de la igualdad anterior es negativo.
Esto implica que (xq,yo) pertenece a la regién hiperbélica. Ahora probaremos
que las asintotas se intersecan en este punto. Supongamos ac = 0, entonces

S(z,y) = aba? —b*y® + (am + bk)x — 2bly + km — 2

am + bk > 5 (am + bk)?
- br+ TRy )2 - TN g
(\/a>x+ N > (by+1) 1ab +km

Entonces estas asintotas estan definidas como:

+ bk am + bk
Vabz + 2828 L +z) (\/aba:Jr —b z) —0,
( 2v/ ab Y 2v/ ab Y

y se intersecan en

(2 )= _2b3k+2ab2m _E
0,Y0) = T 4ab® b

El caso ac # 0 puede reducirse a este caso, haciendo una rotacién del plano xy.
O

3.2.4. Curva de inflexion y ctuspides de Gauss de la familia

Ja

Recordemos que la curva de inflexién consiste de los puntos parabdlicos o
hiperbdlicos, para los cuales alguna de sus direcciones asintéticas pertenecen al
nucleo de la tercera forma fundamental. Para describir dicho conjunto y deter-
minar el nimero de direcciones de la tercera forma fundamental, aplicaremos el
siguiente resultado el cual se prueba en [27].

Proposicién 3.2.9 Sea V3 = A(dx)? + 3 B (dx)? dy + 3C dx (dy)? + D (dy)?
una forma cibica simétrica en R? y sea Hess(V3) = (AC — B?) 2% + (AD —
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BC)zy + (BD — C?)y? su forma cuadrdtica asociada con discriminante A =
(AC — B?)(BD — C?) — M. Entonces las direcciones que son solucion
de V3 son:

a) Las tres reales y distintas si A > 0,

b) una real y dos complejas conjugadas si A < 0,

¢) las tres reales y sélo dos de ellas que coinciden si A =0 y Hess (V3) no es
idénticamente cero,

d) las tres reales iguales si A = 0 (i.e., silos coeficientes de Hess (V3) son todos
cero).

En el caso de la gréfica de f,, la forma bilineal asociada a la tercera forma
fundamental homogénea es

Hess (I1T) = (ab) 2* + (ac) zy + (—=b%) y?, (3.7)

y su discriminante es A = —$(4ab®+a%c?) = —1 A, donde A es el discriminante
de la curva Hessiana.

La siguiente proposicién describe el comportamiento de la curva de inflexién
de la superficie z = f,(x,y) en términos de la curva Hessiana.

Proposicion 3.2.10 Consideremos la grifica de fo:

i)Si la curva Hessiana es una elipse o un punto, entonces la curva de inflexion
estd formada por tres rectas distintas.

it) Si la curva Hessiana es una pardbola, una hipérbola o dos rectas entonces la
curva de inflexion es una recta.

i11) Si la curva Hessiana es una recta doble, entonces la curva de inflexion es
todo el plano.

iv) Si la curva Hessiana es una recta simple, entonces la curva de inflexion es
vacia.

Demostracién. La condicién que define los puntos de inflexién estd expresada
en términos de las direcciones que anulan simultaneamente a la segunda y tercera
forma fundamental:

(k + azx)dz?® 4 2(by + l)dzdy + (m + bx + cy)dy®> = 0, (3.8)
adx® 4 3bdxdy® + cdy® = 0. (3.9)

En la primera parte de la demostracion determinamos algunas obstrucciones en

la curva de inflexién para que sean una o tres rectas. Asi, tenemos la siguiente
afirmacion:

La curva de inflexion no es la union finita de rectas si y sélo si una de las
siguientes condiciones se cumple:
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a=0ydy=0,
2bdz +cdy =0, ac® +4b> =0 yc #0,
=0, a#0ydr =0,

La prueba de esta afirmacién es obtenida directamente del analisis de la primera
ecuacién en todos los casos excepto para la condicién ¢ donde son necesarias
ambas ecuaciones.

Un andlisis directo garantiza que estas condiciones implican los siguientes
dos lemas:

Lema 3.2.11 FEl plano xy no tiene puntos de inflexion si una de las siguientes
condiciones se satisface:

a) y k#0,

c2) y Ak —4bcl +4b*m £0,
c3) y m#0,

cr) y km—12>0.

Lema 3.2.12 Cada punto del plano xy es un punto de inflexion si una de las
siguientes condiciones se satisface:

c1) y k=0,

c) y Ak —4bcl +4b*m =0,
c3) y m=0,

ch) y km—12<0.

En la segunda parte de la prueba observemos que si la curva Hessiana es una
elipse o una hipérbola entonces A # 0, equivalentemente, a # 0 v ac®+4b> # 0.
En este caso ninguna de las condiciones de los lemas se satisface. Asi, para cada
solucion diferente de cero de la tercera forma fundamental, existe una recta de
puntos de inflexién definida por la segunda forma fundamental.

En consecuencia, tomando en cuenta que el signo de A es opuesto al de A,
la proposicién 3.2.10 implica que si la curva Hessiana es una elipse o un punto,
entonces hay 3 rectas de inflexién.

Por otro lado, si A < 0, la curva Hessiana es una hipérbola o dos rectas
transversales, entonces la tinica solucién real de la tercera forma fundamental
determina la recta de inflexion.
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Ahora supongamos que la curva Hessiana es una parabola. De acuerdo a la
proposicién 3.2.4 a), tenemos dos casos, si a = 0 y bk # 0, la primera ecuacién
implica que la segunda y tercera formas fundamentales homogéneas son:

II(dz,dy) = kdz®+ 2(by + l)dxdy + (m + bx + cy)dy?,
IT1(dz,dy) = dy*(3bdx + cdy).

Entonces dy # 0, Por otro lado, de la primera ecuaciéon concluimos que k£ = 0.
Asi, la direccién definida por 3bdx + cdy = 0 es una solucién de la tercera
forma fundamental y también de la segunda en un punto determinado por la
sustitucién de esta direccion en la forma.

Analizando el otro caso: ac? +4b3 = 0y bep # 0. Entonces, a # 0 y podemos

. . 3 ’
sustituir a = —% en la tercera forma fundamental homogénea para obtener:

I11(dz,dy) = (2bdx + cdy)? (—bdx + cdy),

las direcciones simples de esta expresion junto con la segunda forma fundamental
definen una recta de puntos de inflexién. Por otro lado, las direcciones dobles
satisfacen cg) como p # 0 entonces no hay mas puntos de inflexién en el plano.
Supongamos ahora que la curva Hessiana es una recta doble, la proposicién 3.2.4
b) afirma que hay dos casos. Si a = k = 0 entonces dy es una direccién doble
de la tercera forma fundamental. Esta direccion satisface ¢;, ademas, ya que k
se anula, la afirmacion 3.2.12 implica que cada punto del plano es un punto de
inflexién. El otro caso definido por ac? + 4b> = 0 = u es probado aplicando la
afirmacion 3.2.12 a la condicién ¢y obtenida por la direccién doble de la tercera
forma fundamental.

La afirmacién iv) es probada con un anélisis andlogo al que aplicamos en el
caso de la recta doble. |

Ahora determinemos el numero de cuspides de Gauss de acuerdo al tipo de
conica definida por la curva Hessiana:

Corolario 3.2.13 Consideremos la familia de polinomios cubicos reales

k 5 m o a5 b 4 ¢4
w(@,y) = 2+ Loy + S + 2 4 Cay? 4 Sy
falz,y) 2x+my+2y +6:c +2xy +6y

La grdfica de f, tiene:

a) Tres ciuspides de Gauss si la curva Hessiana es una elipse.
b) Sélo una cispide de Gauss si la curva Hessiana es una hipérbola o pardbola.
¢) No hay cispides de Gauss si la curva Hessiana es una conica singular.

Demostracién. Consideremos la familia de superficies z = f,(z,y). Como se
habia mencionado, las ecuaciones 3.8 y 3.9 determinan la curva de inflexién.

Como la curva de inflexién es tangente a la curva parabdlica en las cuspides
de Gauss ([20], [26]), el conjunto de cispides de Gauss es el conjunto de puntos
de interseccién de la curva Hessiana y la curva de inflexiéon. Asi tenemos el
siguiente:
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Lema 3.2.14 Si la curva de inflexion consiste de una o tres rectas, entonces
cada recta interseca a la curva Hessiana en un punto.

Las siguientes conclusiones son consecuencia de la proposicién 3.2.10 y el
lema 3.2.14:

a) Si la curva Hessiana es una elipse entonces la superficie tiene exactamente
tres cuspides de Gauss.

b) Si la curva Hessiana es una hipérbola o una pardbola, entonces tiene exac-
tamente una cuspide de Gauss.

c¢) Si la curva Hessiana es un punto, entonces la superficie tiene un solo punto
parabdlico, es decir, no hay cuispides de Gauss. Este punto parabdlico es la
interseccién de tres rectas de inflexion.

Si A > 0y la curva Hessiana estd dada por dos rectas transversales entonces
la superficie tiene un solo punto parabdlico, es decir, no tiene cuspides de Gauss.
Este punto parabdlico es la interseccion de las dos rectas Hessianas y de la recta
de inflexién que pasa por este punto. Los otros casos se prueban con argumentos
analogos. m]

Demostracién del lema 3.2.14. Consideremos A. Por la proposicién 3.2.10
la curva de inflexién esté formada por tres o una recta, dependiendo si A es pos-
itiva, negativa, o cero. Cada una de estas rectas esta definida por una direccién
simple que satisface la tercera forma fundamental y la ecuacién

z(adz® + bdy?) + y(2bdxdy + cdy®) + kda® + 2ldzdy + mdy?* = 0.

Si el coeficiente de x 0 y no son cero. Supongamos que el coeficiente de x no es
cero. Entonces,

B 2bdxdy + cdy? B kdx? 4 2ldzdy + mdy?
adz? + bdy? 4 adz? + bdy?

Sustituimos esta expresién en la curva Hessiana, 2abx? — b?y% + acxy + (kb +
am)z + (k¢ — 21b)y + km — I = 0 y obtenemos

[(—b?dy? + acdzdy + abdz?)y — dy*bl + (am — kb)dzdy + dz?al]?* = 0. (3.10)

La demostracion de esta proposicion consiste en ver cuantas soluciones tiene
la ecuacién 3.10 en términos del discriminante A de la curva Hessiana. Por cada
solucién de dicha ecuacién, la segunda forma fundamental define una recta.

a) Si A < 0 entonces la forma cuadrética —b*dy? + acdzdy + abdz?® (la cual
es el coeficiente de la variable y) es definida positiva porque el determinante de
la matriz de esta forma es —A. Esto implica que la ecuacién (3.10) tiene una
solucién real cuya multiplicidad es dos. Esto significa que cada recta de la curva
de inflexién interseca a la curva Hessiana en un punto con multiplicidad dos.

b) Si A > 0, la forma cuadratica —b*dy? + acdzdy+ abdz? tiene por solucién dos
direcciones reales distintas. Sustituyendo estas direcciones en la tercera forma
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fundamental se verifica que estas direcciones no son solucién de dicha forma.
Entonces, la ecuacién (3.10) tiene una solucién real cuya multiplicidad es dos.

c) SiA=0,cona=0yk#D0,la direccién simple 3bdx + cdy = 0 de la
tercera forma fundamental tiene asociada una recta de inflexién. La solucién de
la tercera forma dy = 0 es una direccién doble de ésta. Como el coeficiente de la
variable y de (3.10), —b% no es cero y los coeficientes de x y de y de la segunda
forma son cero entonces no hay recta asociada a la solucién dy = 0. En ese caso
la curva Hessiana es una parabola.

d) Si A = 0, con ac? +4b> = 0 y abc # 0 entonces la direccién simple
—bdx + cdy = 0 de la tercera forma fundamental no es direccién de la forma
cuadratica —b?dy? + acdxdy + abdz?®. Esto implica que la ecuacién (3.10) tiene
una solucién real cuya multiplicidad es dos. Recordemos que,

Y(z,y) = —b2cPy® —4cb3 oy —4b*x? + (bkc? —4bPm)x4-c2(ck —2bl)y + 2 (km—1?).

Consideremos en este caso, c2k — 4bcl + 4b>m # 0 y el cambio de coordenadas
del plano zy,

X =20z +bcy, Y = (bké®—4b3m)x + (S k — 2bc31) vy,

cuyo determinante es b%c(c?k — 4bcl + 4b?>m). Entonces, la curva Hessiana es
transformada en la pardbola —X? +Y + ¢?(km — [2) = 0. Finalmente, esta
pardbola interseca en un punto a la recta de inflexion.

Siac?+4b® =0, abc # 0 y %k —4bcl +4b*>m = 0, entonces k = 47“ — 4170#.
En este caso la curva Hessiana es la recta doble —(2b%x + bey + 2bm — cl)? = 0
y por el lema 3.2.12 cada punto es un punto de inflexién. Esto significa que no
hay recta de inflexién simple. ]

La siguiente figura muestra las bifurcaciones de la curva Hessiana de f,.
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Diagrama de bifurcacion de la curva Hessiana de la familia fo
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Capitulo 4

Indice de los campos de
direcciones de una forma
diferencial cuadratica.

4.1. Extension del campo de direcciones de una
forma diferencial cuadratica en infinito.
Para describir el comportamiento de campos de lineas definidos en la su-

perficie como lo son lineas de curvatura y lineas asintéticas cerca de infinito,
determinaremos la expresién de una forma diferencial cuadratica

w(z,y) = Alz,y)dz® +2B(z,y)dedy + C(z,y)dy*,

con A(z,y), B(z,y), C(z,y) funciones polinomiales, bajo el cambio de coorde-
nadas ¢ : R? — {(0,0)} — R% — {(0,0)}

(u,) u —v
)= ——, —— .
P, W2+ 02 w2 + 02

. . . z . . . .
Esta funcién es la inversién ? la cual envia una vecindad agujerada del origen
z
en una vecindad agujerada del infinito.

Lema 4.1.1 Consideremos una forma diferencial cuadrdtica polinomial en R2,
w=wy+wy+ -+ wy, donde wg, k =0,...,n es la parte homogénea de grado

k de w definida
wr(z,y) = Ap(z,y)da® + 2By (z,y)dzdy + Cy(z,y)dy>,

& o & o
donde Ak(%y) = Zi:o ak*i,ixk Zyl7 Bk(%y) = Zi:() bk*i,ixk lyla Ck(xvy) =
Zf:o ck_m:ck’_’:yi. La expresion de w en las nuevas coordenadas, denotada por

37
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prw(u,v) es
P w(u, v) = @ wo(u,v) + ¢ wi(u, v) + - - + ¢ wn (u, ).

Si el polinomio u?>+v? no es factor de ¢*wy,(u,v) para toda k = 0,...,n, entonces
p*w(u,v) es, mddulo el producto con una funcidn que no se anula en el plano
agujerado en el origen, a la forma cuadrdtica

W(u,v) = Opya(u,v) + ... + Wapyalu,v),
donde

Fnga(,v) = Apya(u,v)du® + 2Bpya(u, v)dudo + Cpy(u, v)do?,

Apra(wv) = (—u?+0?) Zan 1i(w)" " ()’
12(2uv(—u? + v?) Z; bn—ii(u)" " (—v)")
4 Z<><—>
Boia(u,v) = (—2uv)(—u2+U2)zn:an—i,i(u)ni(_v)i
F((—u? 4 0?) an Bi(w)" " ()’
+(2uv)(—u? + v?) ; Cnii(w)" T (—v)?,
Cria(u,v) = 4u2v2ian_i,i(u)”i(u)i
—2(2uv)(—u? + v?) zn: by—ii(u)" " (—v)’
—u? +v?) ch pi(w)" (=)’

Llamamos a @ la forma asociada a w en el punto al infinito.

Para la demostracion de esta proposicién consideraremos el siguiente lema
que describe las ecuaciones de cambio de coordenadas para formas cuadraticas
diferenciales.
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Lema 4.1.2 Dada una forma diferencial cuadrdtica,
w = A(z,y)da” + 2B(z, y)dzdy + C(z,y)dy?,

con A(z,y), B(z,y), C(z,y) funciones diferenciables y o(u,v) = (p1(u,v), p2(u,v))
un difeomorfismo del plano, el cambio de coordenadas de la forma diferencial w
bajo el difeomorfismo ¢ estd dado por:

& = A(u,v)du® + 2B(u, v)dudv + C(u, v)dv?,

A 9p1” Jp1 Opa s\ 2
i) = taep) () v2men TG veen ()

s = o (5) () om0 (5) (59)+ () ()

Demostracién. Consideremos la forma diferencial cuadratica
w(z,y) = Az, y)da® + B(z,y)dz dy + C(x,y) dy?,

y el cambio de coordenadas ¢ : R? — R?, p(u,v) = (x,y). Sea ¢* el pull-back
de ¢ el cual actia sobre el espacio de formas diferenciales, es decir

" Mz, y) = Au,v),
de manera que:
&(u,v) = Ao p(u,v)|p*dz]* + 2B o p(u,v)[p* dz][¢* dy] + C o p(u,v)[p* dy]*.(4.1)

Para obtener el cambio de coordenadas, basta determinar las formas p*dx y
p*dy. Sabemos que

o*dzr :R? > R
ysi X €R?, X :Xl% —i—Xga%, entonces
0 0 0 0
*dr | X1=— + Xo— = dx|dp| Xi— + Xo— . 4.2
4 x( 18u+ 2(‘31}) x(cp( 13u+ 281})) (42)

Por otro lado sabemos que ¢*dr = ¢1*du + p2*dv € A(u,v), de manera que
determinamos p1* por p*dx (%) (andlogamente para o). Aplicando 4.2, te-

nemos:
o dp1 dpr 1
*do | - d u v

91
ou
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Un calculo equivalente muestra que ¢*dz (%) = 85‘21, por lo tanto

&Pld n 01

ou avd

prdr =
Anélogamente obtenemos p*dy,

02 02
sdy = 222 gy 1 922 )
A= M Ty,

Haciendo las sustituciones correspondientes de p*dx y ¢*dy en 4.1, desarro-
llando y reagrupando coeficientes en du?, dudv y dv?, obtenemos las ecuaciones
dadas. |

Demostracién del Lema 4.1.1. Consideremos los coeficientes A, B, C de la
forma cuadratica w, donde

A(l’,y) = a0+z Ak(xay)’ B(fﬂ,y) = b0+z Bk(xay)7 C(.T,y) = CO+Z Ck(xay)a

k=1 k=1 k=1

con ag, by, ¢ términos constantes y Ag(x,y), Br(z,y), Ck(x,y) son polinomios
homogéneos de grado k, es decir

k
:Zakfi,ixk Bk LL' y Zbk zzxk y Ck LL' y ch zzx i i-
=0

De esta manera la forma diferencial cuadrética se puede expresar por grados
como:

w(z,y) = agdx® 4 2bgdady + cody?
+  Ai(z,y)da? + 2B (x, y)dz dy + C1 (z,y)dy?
+  Ag(z,y)da? + 2By (x, y)dz dy + Ca(z,y)dy®
+ An(z,y)da® + 2By (x,y)de dy + Cp(z,y)dy®

wo +wi(z,y) + -+ wa(z,y).

Consideremos la funcién ¢ : R? — {(0,0)} — R? — {(0,0)}, dada por:

(p(ua ’U) = L? _7@ )
UZ _’_1}2 U2 +U2
cuya derivada es:
—u? 4+ —2uwv
B (W2 +0v2)2  (u2 + v2)2
dip(u,v) = 2uv —u? +v?

(u? +v2)2  (u? +0?)?
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Aplicando el lema 4.1.2 a la forma diferencial cuadrética w con este cambio
de coordenadas, tenemos la expresién de la forma cuadratica en las nuevas
coordenadas,

1
o = <4 aps? 4 2(2bg uv s) + 4co u? v?)

1
1 , , . .
+ —5 E al_iyiulﬂ(f’u)’+2(2uvs§ by_iut T (—v)h)
=0

i=0
1
+ 4u?o? Z c1oiiut T (=v)Y)
1 2 2
+ r—6(52 Z ag—i > (—v) +22uvs Z bo_iiu? " (—v)?)
=0

=0

2
+ 4u?o? Z coiiu? (=) + -

+4 szzan i ) +2 2ustbn iU i(—v)i)
,r’n,

1=0
+  4u?o? Z cn_iviu”i(—v)i)> du?
i=0

1
+ 2 <4(a0(—2uv)s — 2bo(s% — 4u?v?) + co(2uv)(s))
1 1 1
+ r—5((—2uv s) Z a1—iut T (=v)" 4 (57 — du? v?) Z by_iut T (—v)"
i=0 i=0
1 . .
+ (2uvs)ch_i7iu1*’(7v)l)
i=0
1 . 2 o
+ T—G(—qu s Z ag—i u* T (—v) + (57 — 4u0?) Z by_iu? " (—v)"

=0

+ (2uws) Z CZ—i,iU27i(7v)i) .

n
r”+4 —2uvs Z An—iiu" " (=)' + (s* — du?v?) Z by—iiu™ " (—v)"
i=0

+ (2uwvs) Z cni,iu7b_i(—v)i> du dv
i=0
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1
+ (?A(ao(él u? v2) —2(2bguvs) + co(s)z)
. . 1 . .
+ 4u v? Zal i T (=) = 2(2uw s) Z b1—i,iulﬂ(—v)l
i=0
- Z cr—iiu T (—v)")
. . 2 . .
+ 4u v? Z as—;, 2T (=v) = 2(2uw s) Z bz—i,iUQﬂ(—U)l

=0

+ 82 Z cz,iyiu2_i(—v)i) =+ -
=0

(40?0 an " (o) = 2(2uws) Y bugu T (—v)’
T 7 7
i=0 =

+ Z Cn—i,iu"_i(—v)i)> dv?
i=0

donde r = u2 +v? y s = —u? +v2. Podemos reagrupar nuevamente la expresion
por grados obteniendo

w(u,v) = s wo(u,v) + 5 wy(u,v) + Y wa(u,v) + -+ + L wp (u,v)

donde:
©rwo(u,v) = (a032 +2(2bg u v 8) + 4eo u? 112) du?
+ 2 (ag(—2uvs) — 2by(s> — 4u”v*) + co(2uv s)) dudv
+ (a0(4 u?v?) — 2(2bguvs) + 0052) dv?,

1

P wi(u,v) = (220,1 il —v)" + 2( 2ustbl Lt T (=)
=0
+  4uZo? chi’iul_i(—vY) du?
i=0
1 . . 1 . .
2 ((—21“) s) Z ar—iut TH(=v)" + (57 — du*v?) Z by ut " (—v)"
i=0

i=0
1
+ 2uvs Z clm-ul_l(—v)l> dudv
i=0

+
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1
<4u 022(11 ”u ~(—v)" —2(2uvs)Zbl_i7iu1_i(—v)i

i=0
+ 52 E cl_iyiull(’u)’> dv?,
i=0

©rwn(u,v) = <32 Z Un_iu" " (—v) +22uvs Z bp_iu" " (—v)?)
i=0 1=0
n . .
+  4u?0? Z cn_i,iunz(—v)z> du?
i=0

2 ((—21“) s) Z Ui 0" (=)' 4 (82 — du?v?) Z i iu™ " (—v)"

i=0 1=0
+ (2uvs) Z cn_iJu”i(v)i) du dv

_|_

1=0

+ (4 u?v? Z an_i,iu"_i(—v)i —2(2uwvs) Z bn_m-u"_i(—v)i
i=0

i=0
n
+ 525 Cn—iiu" " (—v)"* dv?.
i=0

Se puede observar que los coeficientes Ao By, Cy de p*wp son de grado 4, de la
misma forma los coeficientes A1 Bl, Cl de ¢*wy son de grado 5, asi hasta los
coeficientes A, B,, C,, de ©*wy, los cuales son de grado n+4. Podemos reescribir

@& considerando como comin denominador el término r*** obteniendo asi la
expresion:
w(u,v) = [r" o wo(u, v) + 1" wi (u, v) + 7" 2P wa(u, v) + -+ + P wa(u, V)],

7“”+4

La expresién de w en el nuevo cambio de coordenadas es:

@ = "o wo(u, v) + r" o wi (u,v) + 1" 2 wa (u, v) 4+ 4 P wn(u,v)
——
©2n44(u,v) W2n+3(u,v) Want2(u,v) Onta(u,0)

Observemos que el cero es una singularidad de la ecuacién cuadratica. En es-
ta ultima expresién el término r"¢*wy(u,v) es de grado 2n + 4, el término
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r"~lo*w; (u,v) es de grado 2n + 3, asf hasta el término p*w, (u, v) el cual resul-

ta ser el grado menor n + 4 de @. Teniendo asi:

Fnga(u,v) = Ay pa(u, v)du? + 2By g (u, v)dudv + Chpy(u, v)dv?

donde:
gn+4(u,v) = —u? +U Zan zz U)i
+ 22uv(—u® +v?) anfi,i(u)n_i(_v)i)
=0
+  4u?0? chfi,z‘(u)nfi(_v)i
Bpia(u,v) = (=2uw)(—u® +v?) Z Ui i(u)" " (—v)

+ ((7,“2 + ’02)2 o 4u2 U2) i bn_i,i(u)nii(*v)i

+ (2uv)(—u2 + 'U2) Z cn—i,i(u)nii(_v)i

n
Cpia(u,v) = 4u?o? Z an—ii(W)" " (=v)"
— (QUU U +'U an zz n IL U)i
+ U +'U ch 7,1 _U)i

O

Como se hizo notar en el lema anterior, el cero es una singularidad de w.
Para que dicha singularidad sea aislada, basta ver que las ecuaciones A(u v) =0,
B(u,v) = 0y C(u,v) = 0 no tienen solucién comin en una vecindad de éste,
o de manera equwalen‘ce7 que las pendientes de las rectas tangentes a la curva
A(u v) = 0 no coinciden simultdneamente con las pendientes de las curvas
B(u,v) =0y C(u,v) = 0.

Las pendientes de las rectas tangentes a la curva zzl(u7 v) = 0 estédn dadas por
las pendientes de los factores lineales reales del polinomio homogéneo de menor
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grado de A (como u? + v? no es factor de ¢*wy(u,v), entonces el polinomio
homogéneo de menor grado de A es A,,+4 y de igual manera para los coeficientes

By (C).

Estos valores corresponden a los ceros de un polinomio a(u) obtenido del
polinomio homogéneo de menor grado de A, es decir, a(u) = /LL(U7 1), de igual
manera se analizan los polinomios b(u) = By (u,1) y ¢(u) = Cp(u, 1), teniendo
asi que, para que el origen sea una singularidad aislada, es suficiente con que
los polinomios a(u), b(u), c(u), no tengan ceros en comun en una vecindad del
origen. Estas afirmaciones demuestran el siguiente

Lema 4.1.3 Sea w una forma diferencial cuadrdtica polinomial en R?, w =
wo +wi + - +wy, donde wi, k=0,...,n es la parte homogénea de grado k de
w

wi(z,y) = Ag(z,y)da® + 2By (z,y)dzdy + Cy(z, y)dy?,

k i k i
donde Ak(il?,y) = Zi:O ak—i,ixk lylv Bk(ZE,y) = Zi:o bk—i,izk Zyla Ok(d?,y) =
Zf:o Cr—i i@y y sea @ su forma asociada a w en el punto al infinito,

W(u,v) = Opya(u,v) + ... + Dopyalu,v).

tal que el polinomio u? + v? no es factor de p*wy(u,v) para toda k = 0,...,n.
Consideremos los polinomios

au) = (—u®+1)? Z an—u” ' (—1)
i=0

+ 2Q2u(—u?+1) an—i,iun_i(_l)i)
i=0

+ 4u? Z Criiu™H(—1)",
=0

b(u) = (—2u)(—u®+1) Z ap—iiu" " (=1)
i=0
+ ((—u? +1)% —4u?) Z bp—iiu" " (—1)
=0

+ (Qu)(—u+ 1) i (1),
=0
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c(u)

Il
i
£
n
S
3
|
>
S
—~
£
~
3
|
>
—
—_
~—

=0
— 2Qu)(—u?+1) D bui(uw) T (=1)
=0
+ (_uz'i'l)QZCn—z i(u)" " (=1)"

Si los polinomios a(u), b(u), c(u), no tienen ceros en comain en una vecindad
del origen, entonces el origen es una singularidad aislada de @.

Observemos que la condicién de que u? + v? no sea factor de la forma
p*wi(u,v) para todo k = 0,...,n, es una hipdtesis que no necesariamente se
cumple, como se muestra en el siguiente ejemplo. En éste se considera la forma
cuadratica definida por la segunda forma fundamental de un polinomio.

Ejemplo 4.1.4 Consideremos la familia de polinomios de grado 3
3
fu(@y) = k(@® +9%) = 5 (2" + 2%y + 2y + 7)),

con k € R. Su curva Hessiana es la familia de hipérbolas descritas por la

ecuacion
2k2 — 12kx + 92% — 12ky + 362y + 9y* = 0.

La ecuacion de lineas asintoticas es:
(2k — 9z — 3y)da? — 6(x + y) dedy + (2k — 3z — 9y)dy* = 0,
La forma asociada a la seqgunda forma fundamental en el punto al infinito es:

24,2
e II(u,v) = % [(2ku* + 4ku®v® + 2kv* — 9u® + 1500 + 3w + 3v°)du?
u? + v
4(u — v)(u? + duv + v*) dudv

+  (2ku + 4ku*v? + 2kv* — 3u® — 3uPv — 15uv? + 9v3)dv2] =0.

Se observa que bajo el nuevo cambio de coordenadas, u® + v? es factor de
©* I (u,v).

Este hecho da origen a la siguiente definicién.

Definicion 4.1.5 Sea w una forma diferencial cuadrdtica y @ su forma asocia-
da en infinito. Cuando la parte homogénea de menor grado, &,44 de @ estd de-
terminada solo por la parte homogénea de mayor grado w, de w diremos que &
tiene buena multiplicidad (en el origen).
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4.2. Indice del campo de lineas de curvatura de
una superficie.

Definicién 4.2.1 Una forma diferencial cuadrdtica
w(z,y) = Az, y)dz? + 2B(z, y)dzdy + C(z,y)dy?
es llamada hiperbdlica (o positiva) en (xg,yo) si su discriminante A satisface
A(xo,y0) = (B® — AC)(w0, o) > 0.

Andlogamente diremos que la forma cuadrdtica es eliptica (o negativa) en (2o, yo)
st A(zo,yo) < 0.

De acuerdo con esta definicién, diremos que un polinomio f € R[z,y] es
hiperbdlico (eliptico) en (x,y) si su segunda forma fundamental

Hy(z,y) = foalz,y)da® + 2oy (2, y)dady + fyy (2, y)dy?
es hiperbdlica (eliptica).

Recordemos que el niicleo de una forma diferencial cuadratica positiva define
dos direcciones en cada punto. Si esta forma diferencial cuadréatica se anula en un
punto aislado p y la forma cuadritica es positiva (o hiperbdlica) en la vecindad
agujerada alrededor de p, es posible definir dos direcciones en forma continua
en cada punto de esta vecindad. Los indices de ambos campos de direcciones en
p coinciden. Entonces llamaremos a éste el indice del campo de direcciones de
la forma cuadratica en p.

Algunas aplicaciones importantes del cambio de coordenadas mostrado en
el Lema 4.1.1 para el andlisis del indice en infinito de campos de direcciones
definidos por el ntcleo de una forma diferencial cuadrética las mostramos a
continuacién. Analizaremos los campos de lineas de curvatura principal en una
vecindad del infinito de la superficie {z = f(z,y)} donde f es un polinomio.

La ecuacion diferencial de lineas de curvatura para una superficie diferencia-
ble inmersa en R? es:

(fE — eF)dx® + (gE — eG)dzdy + (gF — fG)dy* = 0, (4.3)

donde E, F, G, y e, f, g son los coeficientes de la primera y segunda forma
fundamental respectivamente. Recordemos que la configuracién de lineas de
curvatura principal es obtenida como la configuraciéon de una forma diferen-
cial cuadratica hiperbdlica (6 positiva) por lo que las soluciones de la ecuacién
anterior en un punto regular de la superficie son dos campos de direcciones
ortogonales.
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Si la superficie es {z = f(z,y)}, donde f es un polinomio de grado n, los
coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de la superficie son:

E=1+ (fz)Qa = facfy7 G=1+ (fy)27

€= fozs [ = foys 9= fyy-

De manera que la ecuacion 4.3 toma la forma:

((1 + ff)f:ry - f:rrxf:rrfy) da? + ((1 + fa?)fyy - (1 + ny)fzm) dedy +
(f"ﬂfyfyy*fzy(lﬁLfg)) dy* = 0
Observemos que los coeficientes de la ecuacion de lineas de curvatura tendran

grado < 3n — 4. Aplicando el Lema 4.1.1 a la ecuacién de lineas de curvatura
de la superficie se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2.2 Sea f € R[z,y] un polinomio de grado n y sea w(x,y) € Rz, y|
la ecuacion de lineas de curvatura de f,

w=wp+wi+ -+ wsp_4,

donde wg, k = 0,...,3n — 4 es la parte homogénea de grado k de w definida en
RQ

Wk(m7y) = Ak(xvy)dm2 +Bk($7y)dxdy+ck(m7y)dy2

Supongamos que W(u,v) tiene buena multiplicidad. Entonces, los indices de
los campos de lineas de curvatura de w y wsn_4 en el punto al infinito coinciden.

Demostracién. Consideremos w(z,y) la ecuacién de lineas de curvatura de f
v w3n—4(x,y) su parte homogénea de grado mayor 3n —4 respectivamente. Con-
sideremos sus formas asociadas W(u, v) y Wsn—4(u,v) definidas en una vecindad
U del punto al infinito.

La demostracion consiste en mostrar que el campo de direcciones principales
de w puede ser deformado en el campo de direcciones principales de ws,,_4 por
una isotopia cuyo discriminante preserva el signo negativo de la ecuacién de
lineas de curvatura localmente (en el punto al infinito). Definamos la isotopia
W con valores en el espacio @ de formas cuadraticas reales en el plano.

v:Ux[0,1] = Q,
Uy (u,v) = (1 —t)wsp—a(u, v) + tw(u,v), es decir,

Uy (u,v) = Ay(u, v)du® + By(u,v)dudv + Cy(u,v)dv?,
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donde:
Ai(u,v) = Asy(u,v) + tOanH)(m v),
Bi(u,v) = Bsu(u,v)+ tOggnH)(u, v),
Ce(u,v) = Cap(u,v) + t0§3n+1)(u, v),

y OZ(S"H)(U, v), 4 = 1,2, 3 son polinomios cuyos términos tienen un grado mayor
que 3n. El discriminante de la forma diferencial ¥¢(u,v) es

At (u,v) = Ngp (u,v) + tPOE D (4, v),

donde Aﬁn(u,v) = As,Cs, — Bﬁn es el discriminante de la forma w3, 4 y
POnt1) (4, v) es un polinomio cuyos términos tienen grado mayor o igual que
6n + 1. Veamos ahora que el infinito es un punto singular aislado. Supongamos
que el infinito no es un punto aislado de A(u,v) = 0, entonces existe una curva
de ceros del discriminante la cual contiene a este punto.

Observemos que esta curva tiene una recta tangente en el punto al infinito
definida por los ceros de un factor lineal de la parte homogénea de menor grado
de Ai(u,v), el cual es el discriminante de la forma homogénea @s,_4. Esto
implica que la recta tangente a la curva de ceros del discriminante A;(u,v)
pertenece al discriminante Ag, (u,v) lo cual es una contradiccién, ya que ws,_4
es una forma cuadrdtica hiperbélica. Por lo tanto A;(u,v) tiene singularidad
aislada en el punto al infinito para toda t € [0, 1]. O

4.3. Indice del campo de direcciones asintoticas
de una superficie.

Otra aplicacién importante se muestra en los campos de lineas asintoticas de
una superficie. A continuacién enunciamos algunos resultados que se obtienen
de dicha aplicacién y cuya demostracién se puede consultar en [16].

Teorema 4.3.1 Sea f € Rlx,y] un polinomio de grado n. Supongamos que
su parte homogénea de grado n, f,(x,y) es hiperbdlica y ﬁf(um) tiene buena
multiplicidad. Entonces, los indices de los campos de direcciones asintdticas de
f vy fn en el punto al infinito coinciden.

Teorema 4.3.2 Sea f € Rlz,y] un polinomio de grado n y supongamos que
fn, su parte homogénea de grado n es hiperbédlica. Supongamos ademds que
IT¢(u,v) tiene buena multiplicidad. Entonces, la curva Hessiana de f es com-
pacta. Ademds f es hiperbdlico en una vecindad del punto al infinito y el campo
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de direcciones asintoticas puede ser extendido con singularidad aislada en este
punto, por medio de la forma polinomial:

ﬁf(u, v) = (/LH_Q +O1(n+ 3)) (u,v)du? + 2 (Bn+2 + O2(n + 3)) (u,v)du dv

+ (énJrQ + O3(n + 3)) (u,v)dv?,

donde An+2, Bn+2, C‘n+2 son los coeficientes de la forma asociada a la sequnda
forma fundamental de f, en el punto al infinito:

ﬁfn (u,v) = Apyo(u,v)du? + 2By o(u,v)dudv + Cpio(u, v)dv?,

La compacidad de la curva Hessiana también se garantiza si f, es eliptico,
como se muestra en la siguiente afirmacién.

Teorema 4.3.3 Sea [ € Rz, y] un polinomio de grado n y supongamos que su

parte homogénea de grado n, f, es eliptica. Supongamos ademds que I11(u,v)
tiene buena multiplicidad. Entonces la curva Hessiana de f es compacta.

Consideremos la superficie S = {z = f(z,y)}, donde f es un polinomio real
cuya curva parabodlica es compacta. Entonces existe una componente conexa en
el complemento de esta curva la cual juega un papel relevante determinando la
estructura afin, es decir, la componente conexa no acotada del complemento de la
curva parabdlica. Consideremos el caso en que dicha componente es hiperbélica.

Aplicando algunos de los resultados anteriores como el Teorema 4.3.1 y otros
referentes al indice de una curva hiperbolica definida por un polinomio ho-
mogéneo hiperbdlico, demostrados por V.I. Arnold en [4], se obtiene el siguiente
resultado sobre una cota para el nimero de cispides gaussianas en la frontera
de la componente C, de f.

Teorema 4.3.4 Consideremos un polinomio f € Rlz,y| de grado n, tal que
su curva Hessiana es convexa y suave. Supongamos que su parte homogénea de
grado n es hiperbdlica y I1(u,v) tiene buena multiplicidad. Entonces,

Gy <2(2n—5)(n —3) +n,

donde G, es el numero de cuspides gaussianas en la frontera de la componente
no acotada del complemento de la curva Hessiana.

4.4. Ejemplos

4.4.1. Ecuaciones cuadraticas de Hopf

Usaremos notacién compleja, sean z = x + iy, z = x — iy y dz = dx + idy.
Consideremos las formas diferenciales complejas cuadraticas analizadas por H.
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Hopf en [17].

2"dz? = Re(z"dz?) +ilm(z"d2?),
Z"dz? = Re(z"dz?) +iIm(z"dz?).

Los campos de direcciones definidos por

Im (z"dz?) =0, TIm (2"dz?)=0

tienen el origen como tunica singularidad con indice n/2 y —n/2 respectiva-
mente.

Este resultado es importante, ya que las ecuaciones Im (2"dz?) = 0y
Im (2" dz?) = 0 nos servirdn como un "modelo canénico” para determinar cam-
pos de direcciones con los indices mencionados.

De acuerdo con [8], dada una funcién w que satisface ciertas condiciones
que veremos a continuacion, ésta tiene asociada una forma diferencial y por
consiguiente un campo de direcciones.

Consideremos la funcién compleja w(x,y). Supongamos que ésta se descom-
pone en 2 funciones, una escalar p y la otra vectorial (2 € C, ( = (; + i(,
donde w = p¢2. Si la funcién w satisface estas condiciones, la forma diferencial
cuadrética asociada a w, Im(wdz?) = 0, tiene la forma:

wxydx2 + (wyy - wmm)dx dy - wxydy2a

cuyos ceros tienen asociado el campo (wyy —Wgz, 2wy, ). Las formas diferenciales
binarias de Hopf tienen esta forma. Veamos a continuacién.

Proposicién 4.4.1 Sean x, y € C, y # 0 constante y § su conjugado. Supon-
gamos que

Im(zy?) = 0, (4.4)

con x # 0. Entonces x = py?, p € R describe el conjunto de todas las soluciones
de la ecuacion 4.4.

Demostracién. Si z = py? entonces 25> = p(yy)? € R. Consideremos la
funcién
¢:R? 5 R,

(z1,22) = Im(x - 5?).

Afirmamos que la funcién ¢ es suave. Si tomamos x = x1 + T2, ¥ = Y1 — Y2,
entonces:

Im (27%) = —2z1y1y2 + (yi — ¥3)22
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de manera que su gradiente VIm (27%) = (—2y192,%> — v3). La funcién ¢ es
regular si y # 0, por lo que su solucién, es decir Im (z7%) = 0 es una variedad
de dimensién 1. De hecho es una funcién lineal del plano en R, asi su nucleo es
un subespacio de dimensién 1.

Dado que = = py? es solucién, donde x; = pRey?, 2 = pImy? entonces

Imy?
To =21 ——
2 'Re 2
describe la recta o subespacio de soluciones. O
Proposicion 4.4.2 S;
Im (wdz®) = 0, (4.5)

entonces w = p(? donde ¢ es un campo tangente a la foliacion definida por 4.5.

Demostracién. Si ¢ es tangente a la foliacién definida por 4.5, entonces por el
lema 4.4.1

w = o(#Q)

dado que

0 0
¢ = Cl& JrCZ@iy’

dz = dx —idy.
Evaluando tenemos:
_ ) 0 0
@0) = (ar-idy) (615 + ).
G1 — G-

Entonces:

dzZ(() = ¢ —iC
= (1 +i¢
= ¢

w = (&)
= p¢*.0

Desarrollamos ahora la ecuacién diferencial cuadratica Im (wdiz) =0.
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w o= p(f =G+ 2iG1¢),
dz?> = daz? — dy? — 2idzdy,

de esta forma:

wdz® = p (Cf — (24 2iC1C2) (dx2 —dy? — 2idxdy)

Im(wdz?) = 2p(Géada® — (¢ — ()dady — C1Cady?) |

asi el campo ({3, (2), es el que satisface la forma cuadrética
Cuéada® = (¢ = ¢3)dwdy — C1éady® = 0.

4.4.2. Polinomios cubicos.

Los coeficientes de la segunda forma fundamental de un polinomio ciibico son
de grado < 1. Veamos cuales son las condiciones analiticas sobre los coeficientes
de una forma diferencial binaria cuadratica con coeficientes lineales para que
dicha forma satisfaga la condiciéon de buena multiplicidad.

Forma diferencial cuadratica con coeficientes lineales. Consideremos la
forma diferencial cuadréatica
wo(z,y) = agdr? + 2bodx dy + cody?,

Sea Wy la forma asociada a wy en infinito. El término u? + v? es factor de &g
cuando

by = 0
ag = co.
Consideremos la forma w; dada por:
wi(z,y) = (a102 + apry)da® + 2(brox + bory)dz dy + (crox + cory)dy®
De la misma forma, u? + v? es factor de su forma asociada en infinito &; si

aor +2bio —cor = 0,
aio +2bo1 —cio =
Por lo tanto, para que la forma w = wy + w; tenga buena multiplicidad, los

coeficientes de dicha forma no deben satisfacer ninguna de las 4 ecuaciones
anteriores.

Aplicaremos este resultado para conocer las condiciones analiticas de buena
multiplicidad para los polinomios ciibicos.
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Ejemplo 4.4.3 Familia f,.
Consideremos la familia analizada en el capitulo 3, seccion 3.2

falz,y) = gxz +lzy + %yz + %x?’ + gng + %y?’.
La segunda forma fundamental de la familia cubica f, es
II;, = (k+ax)de® + 2(by + l)dxdy + (m + ba + cy)dy®.
La forma asociada a 11y, en infinito es
ﬁfa = wo(u,v)+ @1 (u,v),

donde

Qo(u,v) = (kut — 4ludv — 2ku*v?® + 4muv? + dluv® + kvt)du?
2(lu* + 2kudv — 2mudv — 61u*v? — 2kuv® + 2muv® + ) du dv
(mu* + 4luPv 4 4ku?v? — 2muv? — 4luv® + mot)dv?,
O1(u,v) = (au® — 2auv? + 8budv? — deu?v® + auv® — dun*)du?
+  2(2autv — 3budv + 2cu®v? — 2auv® + 8bu*v — 2cuv® — bv®)du dv
+  (bu® — cutv + dauPv? — 6buv? + 2cu?v® + Sbuv? — cv®)dv?,

+ +

IT no tiene buena multiplicidad si los pardmetros de f, satisfacen:
1.1=0,k=m.
2. ¢c=0,a=3b.
Sic=0 y a=3b, entonces el discriminante es positivo.
A = a(ac® + 4b%) = 12b* > 0.

Por lo tanto concluimos que fo, tiene buena multiplicidad si y sdlo si A(a, b, c) <
0. Recordemos que para este caso su curva Hessiana X(xz,y) = abx? — b*y? +
acry + (am + bk)x + (ke — 2bl)y + km — 12 = 0, es una elipse, la cual tiene
tres cuspides de Gauss. La componente acotada por ¥ es eliptica, mientras la
componente no acotada es hiperbdlica, de esta manera el campo de direcciones
asintdticas se extiende en la componente no acotada de la curva Hessiana.

Un caso particular de la familia f,, es la subfamilia silla de mono, cuyas
superficies son descritas por:

3
Xk(xvy) = <'T’ayv ]’C(I‘Q +y2) + % - 17y2> )

con k € R. La curva Hessiana de esta familia es %(z,y) = k% — 22 — 9% = 0. Si
k # 0 la curva Hessiana es una circunferencia, con tres cuspides de Gauss. Si
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k = 0 la curva Hessiana es un punto. La regiéon no acotada es hiperbdlica y en
ambos casos las curvas de inflexién son tres rectas.

Observacion 4.4.4 El campo de lineas asintéticas de la familia de superfi-
cies dada por Xi(x,y) se extiende al infinito con singularidad aislada.

La figura 4.1 muestra las gréaficas de los polinomios a, b, ¢ a los que hace
referencia el lema 4.1.3 en una vecindad del origen. En ésta podemos observar
que no hay interseccién entre los ceros de estos polinomios. Por lo tanto, el
origen es una singularidad aislada.

Y ; _." 5
T '.I T LI T T \:' T T L T T 1
-1 woDE Y \)—/ v 0.8 1
. ¢ ‘ Al "
v g |

Figura 4.1: Graficas de los polinomios deshomogeneizados a, b, ¢

Observacion 4.4.5 FEl indice en infinito del campo de lineas asintéticas de

3
la superficie Xo(z,y) = (x, Y, % — xy2> es 5/2.

Demostracién. Llamemos wy;, a la forma diferencial cuadratica de Hopf para
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n =5 vista en 4.4.1,

whp = Im(z°dz?),
= (=bxty +1022%y® — y°)da?® + 2(z® — 1023y? + 5y )dx dy
+  (5xty — 10223 + %) dy?.

Recordemos que el campo asociado a esta forma tiene indice 5/2. Sea @ la forma
asociada a la segunda forma fundamental w de la superficie Xo(z,y) en infinito,

@ = (uWW—10uv? +5uv®)du? +2(5utv—10u?v* +0° ) dudv+(—u® +10uPv? —5uv?) dv?.

La demostracién se reduce a dar un cambio de coordenadas que lleve wy, en
w. Es decir, una transformacién que lleve un campo de direcciones en el otro. Sea
»(u,v) = (v,u) y apliquemos las ecuaciones de cambio de coordenadas 4.1.2. O

Observacion 4.4.6 FEl indice en infinito del campo de lineas asintoticas de

3
la familia de superficies Xy (z,y) = (x,y, k(x? + ) + % - xy2> es 5/2.

Si bien para la demostracién de esta proposicién podemos aplicar el Teorema
4.3.1, la demostraciéon directa de esta afirmacion es simple y muestra el manejo
de isotopias entre formas diferenciales.

Demostracién. Consideraremos una isotopia entre la forma asociada a la se-
gunda forma fundamental de X, la cual llamaremos wx, y la forma @. Veamos
que el discriminante de dicha isotopia no cambia de signo en una vecindad de
infinito.

Como se habia mencionado, la forma asociada a la segunda forma funda-
mental de X en infinito es:

@ = (uWW—10uv? +5uv®)du? +2(5utv—10u?v* +0° ) dudv+(—u® +10uPv? —5uv?) dv?.
la forma asociada a la segunda forma fundamental de X} en infinito es:
wx, = (W’ —10uv? + 5uvt + k(u? 4+ v?)°)du?
+ 2(5utv — 10u?v® + v°)dudv
+ (—u® 4+ 10430 — suv® + k(u? + v*)5)dv?.
Consideremos la isotopia w(t) = (1 — t)w + twx,, con t € [0,1],
w(t) = (v° —10uP0? 4 buv? + th(u® + v?)%) du?
+ 2(5utv — 10u2v® + v°)dudv
+ (—u® + 10u*v? — 5uv? + th(u® +v?)%) dv®.
Calculando el discriminante Ay, de esta isotopia tenemos

A = —4(u? + D)2k (u? +0?)° - 1).
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Queremos que la isotopia preserve el signo del discriminante en una vecindad
de infinito, es decir que A; tenga el mismo signo para una vecindad de (u,v) =
(0,0) para toda t € [0,1]. Observemos que si t = 0, Ag = 4(u? + v?)% > 0.
De esta manera, queremos que A; > 0 para toda ¢t € [0,1]. Si ¢ € [0,1] la
desigualdad

t2k,2(u2 +’U2)5 < kJQ(’U,Q +U2)5,
se satisface, asi

1
B +0?)° —1<0, s u®+0? <o

1
Si consideramos un disco alrededor de (u,v) = (0,0) de radio menor que ———

|k|2/5
se preserva el signo del discriminante de la isotopia. De esta manera el indice
en infinito del campo wy, es 5/2. O

Figura 4.2: Lineas asintdticas en cero y en infinito de la silla de mono para k = 0

Observacion 4.4.7 El indice en infinito del campo de lineas asintoticas de
la familia f, es 5/2.
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4.4.3. Polinomios de grado 6.

Forma diferencial cuadratica con coeficientes de grado 4.

Los coeficientes de la segunda forma fundamental de un polinomio de grado
6 son de grado < 4. Consideremos la forma wy, cuyos coeficientes son de grado
4 dada por:

walz,y) = (a40:174 + a31x3y + a22x2y2 + algzy3 + a04y4)dx2
+ 2(()40.134 + b31.133y + b22$2y2 + b13$y3 + b04y4)dl‘ dy
+  (caor™ + 312y + c202?Y” + c132y” + coay’)dy?.

Asi, w4 no tiene buena multiplicidad si satisface las siguientes ecuaciones.

—Q40 + Q22 — Qo4 — 2b13 + 2b31 —cao + a9+ Cos = 0
—a31 + a13 + 2bap — 2bgg — 2oy —c13+c31 = 0

Los siguientes polinomios son interesantes, el cambio de coordenadas de la
segunda forma fundamental de uno de ellos no satisface la condicién de buena
multiplicidad, hip6tesis del Teorema 4.3.1, por lo cual, ambos polinomios a pesar
de tener el mismo grado, muestran indices diferentes en el punto al infinito.

Ejemplo 4.4.4 Consideremos el polinomio f(z,y) = x®—15x%y?+15 22y*—y5,
cuya sequnda forma fundamental es:

ITp = 30(z* — 62%y® + y")da® + 2(120)(—2®y + 2y®) dx dy
— 30(z — 62%y% + y*)dy?.

f es un polinomio 6-hiperbolico cuyo campo de lineas asintdticas en el origen de
acuerdo con [4] tiene indice indf(0) = —2 . La forma asociada a 11§ en infinito
es:

ﬁf = 30(u® — 28u®v? + TOutv* — 280?003 + v®) du?
+  2(240uv(u® — Tutv? + Tuv? — 0°)) du dv
— 30(u® — 28uv? + T0utv? — 28u%° + v¥)dv? = 0.

Sea g(x,y) = 2% — 5aty? — 52yt + 5. Su sequnda forma fundamental es:

I1, = 10(3z* — 62%y* — y*)da?® + 2(—40)(z*y + zy*)dz dy
10(z* + 62%y% — 3y*)dy?,
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el campo de lineas asintdticas de g en el origen tiene indice indy(0) = —1 . La
forma asociada a 11, en infinito es

I1, = 10(u® +v?)[(3u® — 35u*v? + 25uv* — v°) du?
+  2(4(3u’v — 10u3v® + 3un®))du dv
- (u® = 25ut0? + 35uvt — 30°%)dv?).
El indice en infinito de la forma ﬁg es indg(00) = 3. Observemos que la

ecuacion cuadrdtica ﬁg no satisface la condicion de buena multiplicidad, (es
decir, en este caso (u? +v?) es factor de I1,) en tanto que I11¢ si la satisface.
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