(ONAL AUTOKDA
R NAON THa
=S =

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FacuLtap DE CIENCIAS

Primeros resultados sobre las digraficas
localmente multipartitas semicompletas

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICA
PRESENTA:

ROSALIA ALEJANDRA TORRES CRUZ

DIRECTORES DE TESIS:
DRA. HORTENSIA GALEANA SANCHEZ
MAT. ILAN ABRAHAM GOLDFEDER ORTIZ

2011




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de datos del jurado

. Datos del alumno

Torres

Cruz

Rosalia Alejandra

56 35 41 79

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Mateméticas

304589931

. Datos del tutor
Dra

Hortensia
Galeana
Sénchez

. Datos del cotutor
Mat

Il4n Abraham
Goldfeder

Ortiz

. Datos del sinodal 1
Dr

Bernardo

Llano

Pérez

. Datos del sinodal 2

Dra

Mucuy Kak del Carmen
Guevara

Aguirre

. Datos del sinodal 3
Dr

Hugo Alberto
Rincén

Mejia

. Datos del trabajo escrito

Primeros resultados sobre las digraficas localmente multipartitas semicomple-
tas

46 p

2011



Agradecimientos

A mis padres por ser mi pilar, por estar conmigo a todo momento. A ellos por
que sin su dedicaciéon y amor no habria llegado hasta donde estoy.

A mi hermana por ser mi companera de vida.

A mi abuelita por sus consejos y ternura.

A mis tios, primos y sobrinos porque sin su apoyo y carifio habria desvanecido
muchas veces, por las sonrisas y las lagrimas que pasamos juntos.

A mis amigos de la vida, a mis perrus, mates, pandilla y patosos.

A la Dra. Hortensia e Ilan por su paciencia, apoyo y carifno.

A la Universidad Nacional Auténoma de México, mi orgullo, por su saber
cientifico y artistico.

A todos los que me tendieron la mano, en especial a Miguel Lara, el amigo,
Patricia Pellicer, el ejemplo, Oscar Palmas, la paciencia, y de nuevo Hortensia
Galeana, por su ensefianza.

A ti por tu carino.



A MI ABUELITA
CON AMOR



Indice

Introducciéon

1. Conceptos basicos
1.1. Primeras definiciones . . . . . . . . . . ...
1.2. Caminos, trayectorias y ciclos . . . . . . . . ... ...

1.3. Comexidad . . . . . . . . . e
2. Digraficas localmente semicompletas
3. Digraficas localmente multipartitas semicompletas
4. Conclusiones

Bibliografia

17

43

45



Introducciéon

Este trabajo esta orientado a una de las ramas de la matématicas mas tangibles que
a mi parecer podemos encontrar: la teoria de las graficas. El tema en realidad no es muy
conocido, pero tampoco desconocido para los estudiosos de esta gran materia, pues se
trata de una de las tantas generalizaciones de los torneos, la clase de las digréficas que

mejor conocemos segin Bang-Jensen, Gutin y Volkmann.

Al hablar de las generalizaciones de torneos podemos mencionar las digraficas semi-
completas, las cuasitransitivas, las localmente semicompletas en flechas y las digraficas
localmente semicompletas; asi como a los torneos multipartitos. El trabajo mas préximo
que tenemos es el de las digréficas localmente semicompletas en flechas pues fueron ca-
racterizadas parcialmente por J. Bang-Jensen y mas tarde lo hicieron Galeana-Sanchez
y Goldfeder totalmente. Justamente Ilan A. Goldfeder es el resposable del tema de este
trabajo, pues al centrarse en la idea de extender las digraficas localmente semicompletas y
los torneos multipartitos en una misma clase surge nuestro tema de trabajo: las digraficas

localmente multipartitas semicompletas.

Esta nueva clase de digraficas pretende, como lo hizo en su momento Bang-Jensen al
proponer las digraficas semicompletas, preservar las caracteristicas o propiedades de las

digraficas que generalizan.

Nosotros nos centraremos en ver qué sucede con vértices y ciclos dados, qué tanto

podemos extender dichos ciclos y cuando dicho vértice esté en un ciclo de longitud maxima,
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y si no lo esté, qué tan cerca de ¢l se encuentra. El analisis lo hemos basado en el articulo

On cycles throught a given vertex in multipartite tournaments.



Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo introduciremos las definiciones y la notaciéon que usaremos durante
todo el trabajo. Consideraremos las nociones basicas de la teoria de los conjuntos de
las cuales supondremos que se tiene una idea, pero también puede revisarse en el primer
capitulo de los siguientes libros (7; 9). Asi, entremos en materia para precisar los conceptos
de la teoria de las grdficas que emplearemos, sin olvidar que los conceptos fundamentales

de esta materia los podemos consultar en (7; 8).

1.1. Primeras definiciones

Una grafica dirigida (digrdfica) D consiste en un conjunto finito no vacio de elementos
V(D) llamados vértices y un conjunto A(D) de pares ordenados de distintos vértices
llamados flechas de D; usualmente se denota como D = (V, A). Notemos que el conjunto
de flechas es finito por ser un subconjunto del producto cartesiano de los vértices. En
nuestra definicion de digrafica no permitimos varias flechas en la misma direcciéon, es
decir, no hay flechas multiples y tampoco se aceptan lazos (que es la flecha de un vértice

a si mismo). Un ejemplo de una digrafica D es el siguiente:
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V(D) = {U17U27U37U47U57U67U77U8}
A(D) = {fl = (01,02)>f2 = (02,03),f3 = (03704)>f4 = (04,02),
f5 = (U47U5)7f6 = <U57U6)7f7 = <U57U7)7f8 = (U67U7)7

fo= (U7,Us),f10 = (116,118)}

U7
(o

U3 Ug

V2

Dadas D y H digraficas, H es una subdigrafica de la digrafica D si V(H) C V(D),
AH) CAD)N(V(H) x V(H)). Si A(H) = A(D)N (V(H) x V(H)), H es una subdi-
grafica inducida de D y lo denotamos por H = D[V (H)]. Si H es la siguiente digrafica,

notamos que H es una subdigrafica inducida de la digrafica D.

V(H> = {U47 Us, Vg, U?}
U7

Us

(%3

Para cualquier subconjunto A de (V(D) U A(D)), D — A denotara la subdigrafica

obtenida de quitar todos los vértices que estén en el conjunto A y todas las flechas de D

tales que alguno de sus vértices haya sido eliminado, asi como las flechas de A.
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Si (u,v) € A(D), es decir, si (u,v) es una (u, v)-flecha de D, decimos que u domina a
v y escribiremos u — v 0 v < u; aunque en algunas ocasiones escribiremos wv. Asimismo
diremos que dos vértices u y v son adyacentes si u — v o0 v — u; de lo contrario diremos
que u y v no son adyacentes. Cuando hagamos uso de varias flechas cuyos vértices se
repiten, las encadenaremos; es decir, siempre que a — b, b — ¢y d — ¢ escribiremos

a—b—c+d.

Dada D una digrafica, definimos la digrafica reciproca de D, la digrafica D’ obtenida
de cambiar la direccion las flechas de la digrafica D. Es decir, V(D') = V(D) y A(D’) =
{yz : z,y € V(D),zy € A(D)}. La digrafica reciproca de la digrafica D es la que se

presenta a continuacion.

D/

U7

V4

U3 Ug
Us

(%
Ve

Definimos también la grafica subyacente! a D denotada por UG(D), donde
V(UG(D)) = V(D) y xzy € A(UG(D)) si y solo si zy € A(D) o yzr € A(D); es de-
cir, ignoramos las orientaciones de la digréfica D y borramos las posibles flechas multiples

y lazos de D. La siguiente grafica es la grafica subyacente a la digrafica D.

1Una gréfica es un conjunto finito no vacio de objetos llamados vértices junto con conjunto (posible-
mente vacio) de pares no ordenados de distintos vértices llamados aristas de la grafica.
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UG(D)
Cird

V4

U3 Ug
Us

(%
Ve

(%1

En una digrafica D definimos como invecindad de un vértice v, Nj(v) = N~ (v), al
conjunto de vértices que dominan a v y como exvecindad N} (v) = N*(v) al conjunto
de vértices que son dominados por v. A la cardinalidad de la invecindad (respectivamente
exvecindad) de v en D la llamaremos el ingrado (respectivamente exgrado) de v en
D y lo denotaremos como d,(v) = d~(v) (d5(v) = d"(v)). En la digrafica D dada, los

exvecinos del vértice vy son los vértices {vq, v} v el invecino del mismo vértice es el {vs}.

Para cualquier vértice v, si A es un subconjunto de vértices de D y queremos expresar
que existe una flecha de dicho vértice a un elemento del conjunto A o viceversa, escri-
biremos vA-flecha o Av-flecha. Si A y B son subconjuntos de vértices de D y queremos

expresar que existe a — b para algunas a € Ay b € B escribiremos AB-flecha.

1.2. Caminos, trayectorias y ciclos

En una digrafica D un camino es una sucesion alternada de vértices y flechas de
D, C = (vy, f1,v9, fo, ..., Un_1, fa_1,Vn), tales que f; = v;v;41 0 fi = viqv; para toda
i €{l,...,n—1}. Un camino cerrado es un camino donde v; = v,. Denotaremos por
V(C) al conjunto de vértices {v; : i € {1,...,n}} y por A(C) al conjunto de flechas
{fi i€ {l,...,n—1}}. Notemos que (V(C), A(C)) es una subdigrafica de D. Diremos

que C' es un camino desde v; hasta v,, o también que es un v;v,-camino.
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La longitud de C, denotada por ¢(C), es el numero de sus flechas, en este caso ((C) =
n—1. Silos vértices de C son distintos, diremos que es una trayectoria y si los vértices son
distintos excepto por v; = v,, diremos que es un ciclo. Notemos que toda u — v puede
ser considerada como un camino de longitud uno, a saber, es una trayectoria. Cuando
una trayectoria sea de longitud minima, muchas veces s6lo diremos que es una trayectoria

minima.

A continuacién presentamos un v;yvg-camino en la digrafica D.

U7

V4

U3 Us
Us

V2
Ve

(%1

Definimos como camino dirigido (respectivamente trayectoria dirigida) a una su-

cesion de vértices y flechas (vq, f1,ve, fo, .-+, Un_1, fu_1,Vs) tal que f; = v;u;41 en D para
cadai € {1,...,n— 1}. En color azul esta indicado un camino dirigido de la digrafica D.
U7
Uy
(% Ug
Us
U2
Vs
U1

Un ciclo dirigido se define como una trayectoria dirigida con la tnica diferencia que

v1 = v,,. Notemos que esta bien definida la longitud de un camino dirigido (resp. trayecto-
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ria dirigida). Podemos denotarlo por v;v,-camino dirigido (resp. trayectoria dirigida). Si
consideremos un ciclo de longitud n bastara llamarlo n-ciclo. Diremos que un ciclo (resp.
trayectoria) C' se puede extender si existe un ciclo (resp. una trayectoria) C’ tal que

V(C) CV(C) y L(C) < L(C)2

En este texto, sdlo emplearemos caminos dirigidos (resp. trayectorias dirigidas, ciclos
dirigidos) por lo que, en lo que resta del trabajo, viv,-camino (resp. trayectoria) significa-
rd un camino dirigido (resp. trayectoria dirigida) desde vy hasta v,. Asi también diremos
ciclo en lugar de ciclo dirigido. Por esta razoén, como no habré posibilidad de confusion so-
bre que flecha tomar, el camino (vy, f1, va, fo, ..., Vn_1, fn_1,Vn) se escribird de la siguiente

manera: (U1, Vs, ..., Un_1,Up)-

Dado un camino C en D, diremos que C' es un camino inducido (resp. trayec-
toria, ciclo)(no dirigidos y dirigidos) si y solo si D[V(C)] = (V(C), A(C)). Dado un
camino (resp. trayectoria) 7' = (vp, v1,...,v,—1) denotaremos por T'[v;, v;] al segmento
de camino v;, T, v; (resp. subtrayectoria) (v;, viy1,...,vj_1,v;) de T. Una uv-trayectoria
T es minimal si ningtn subconjunto propio de V(7T') induce una digrafica con una uv-
subtrayectoria. Un camino (resp. trayectoria, ciclo) C' es hamiltoniano si V(C) = V(D).

Una digrafica D es hamiltoniana si contiene un ciclo hamiltoniano.

2En el sentido estricto de extensién, en este caso no es claro pues algunas veces no se estaran usando
todas las flechas del primer ciclo en el segundo. Sin embargo, lo que se pretende es encontrar un conjunto
de veértices C’ tal que sean los vértices de un nuevo ciclo y V(C) C C".
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Dados dos vértices u y v, la distancia de u a v en D, denotada por dp(u,v), es la
minima de las longitudes todos los uv-caminos®. Cuando no haya posibilidad de confusion
de donde se toman las trayectorias escribiremos d(u,v). Bajo esta definicion, dp(v,v) =
0 para todo v € V(D). Si A C V(D) y v € V(D) definimos la distancia de v a A

(respectivamente de A a v) como la min{dp(v,a):a € A}.

Si hay un camino C' = uv-camino y v — w en D que no pertenece a C', podemos incluir
dicha flecha en C' como sigue: C'U (v, w); en el caso de existir w — u en D fuera de C,
podemos incluir la flecha de la siguiente manera (w, u)UC. Si se tienen un C} = uv-camino
y un Cy = vw-camino, podemos concatenar dichos caminos, denotandolo por C; U Cs
donde C; UCy = (u,...,v,...,w) y dandonos como resultado un nuevo camino en todos

los casos.

El siguiente teorema seré utilizado en varias ocasiones en el trabajo, por lo que hemos

decidido enunciarlo y demostrarlo.

Teorema 1.1. Sean D una digrdfica y u,v dos vértices distintos de D. Si D tiene un

uv-camino C' entonces C' posee una uv-subtrayectoria T

Demostracion. Sea C' = (u = xg,1,...,Tp_1,T, = v) un uv-camino de D. Proceda-
mos por inducciéon sobre la longitud de C. Si ¢(C) = 0,1 tenemos que C' = (u = v)
0 C = (u = xp,xy = v) donde claramente tales caminos son una wv-trayectoria. Su-
pongamos que si C’ es un camino cuya longitud es menor que n entonces C’ contiene
una uv-subtrayectoria. Sea C' = (u = xg,x1,...,Tp_1,T, = v) un uv-camino de lon-
gitud n. Tenemos dos casos, el primero si x; # x; para toda i # j entonces C es
en si misma una wuv-trayectoria. El segundo si existe ¢ # j con x; = z;, supongamos
sin pérdida de generalidad que ¢ < j, luego el camino C' se ve de la siguiente mane-
ra (U = Zo, X1, .oy Tiy Tig1y - s Tjy Tl -0y Tne1, Ty = 0) y C' = (u = x,21,...,2; =

Tj, Tjt1,- - Tpo1, Ty = U) €8 UN UV-camino porque es una sucesion de vértices y flechas

3Recordemos que estos caminos deberan ser dirigidos.
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de D y ¢(C") < n, por hipotesis de induccion C’ posee una uwv-subtrayectoria y asi C'

también. O

1.3. Conexidad

Una digrafica D es conexa si su grafica subyacente UG(D) es conexa. Una compo-
nente fuertemente conexa D’ de D es una subdigrafica maxima por contencion en los
vértices tal que para cualesquiera dos vértices u, v de D', D’ contiene un uv-camino. Dire-
mos que D es fuertemente conexa si y solo si D tiene s6lo una componente fuertemente

conexa.

Dada una digrafica D definimos la digrafica de condensacion Dx como V(Dx) =
{C; : C; es una componente fuertemente conexa de D } y C;C; € A(Dx) siy sélo si existe
una C;Cj-flecha en D. Una componente terminal de D es una componente fuertemente
conexa de D que en Dx tiene exgrado cero. En la siguiente figura se muestra la digréfica
de condensacion de la digrafica D que presentamos al inicio del presenta capitulo, pri-
meramente se marcan en color rosa las componentes fuertemente conexas y a un lado se

muestra Dx.

D Dx

Cs

. O/O\

OCy

Ch




Capitulo 2

Digraficas localmente semicompletas

En este capitulo introducimos los objetos que seran la base para el desarrollo de este
trabajo: los torneos y sus generalizaciones, llegando a las digraficas localmente semi-
completas. Primero daremos la generalizaciéon de un teorema bien conocido para torneos
verdadero para las digraficas semicompletas y para las localmente semicompletas, para
dar una idea de lo que seré el siguiente capitulo.

Debemos recordar que las digraficas localmente semicompletas fueron introducidas por
Jorgen Bang-Jensen en 1990 de quien hemos tomado los primeros resultados, a saber, las
primeras propiedades descritas de las componentes fuertemente conexas de estas digraficas

que dan la guia para generalizar el teorema de torneos mencionado.

Definicion 2.1. Un torneo es una digrdfica tal que entre cualesquiera dos vértices hay

exactamente una flecha.

Definicion 2.2. Una digrdfica D es semicompleta si para cualesquiera dos vértices
distintos hay al menos una flecha entre ellos, es decir, se cumple que para cualesquiera

u,v € V(D) tenemos u — v 0 v — u.

Definicion 2.3. Diremos que una digrdfica D es localmente semicompleta si para todo

vértice tanto su invecindad y su exvecindad inducen una digrifica semicompleta.
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Como podemos darnos cuenta, los torneos estan contenidos en la familia de las digra-
ficas semicompletas y éstas a su vez contenidas en la familia de las digraficas localmente

semicompletas como lo muestra la siguiente figura.

Teorema 2.1 (Rédei, (16)). Toda digrdfica semicompleta D contiene una trayectoria

hamiltoniana.

Demostracion. Sea T' = (zg,x1, ..., %,) una trayectoria de longitud méxima en D. Note-
mos que si V(T') = V(D) entonces dicha trayectoria es hamiltoniana, asi podemos suponer
que existe y € V(D)\V(T'). Como D es semicompleta existe y — x 6 9 — y. Si existiese
y — o, T no serfa de longitud méxima por lo tanto existe zog — y.

Definamos A := {i : x; — y}, notemos que A # () porque 0 € A. Podemos suponer que
xn, — y no existe, pues si dicha flecha existiera, podriamos extender la trayectoria T', asi
podemos suponer que n ¢ A. Supongamos que ig es el menor de los indices que no estan
en A. Como D es semicompleta, los vértices z;, y y son adyacentes, pero como iy ¢ A se
tiene y — x;,. Por otro lado notamos que ip — 1 € A lo que significa que x;, — y. Ahora,

consideremos la trayectoria 7" = (2o, X1, .., Tig—1,Y, Tigs - -  » Tn—1, Tp) ¥ ObServemos que
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¢(T") > ¢(T) lo cual es una contradiccion. Por lo tanto el conjunto A es vacio, es decir, la

trayectoria 1" es hamiltoniana.

X0 xr1 o Tig—1 L4y
O—>0— ®)

O

Definicion 2.4. Sean A y B conjuntos ajenos de V(D). Si para todo a € A y para todo

b € B existe a — b, diremos que A domina a B.
Notacion 2.1. Para decir que A domina B escribiremos A — B.

Definicién 2.5. Sean A y B conjuntos de V (D), definimos como (A, B)p = {ab € A(D) :
a € Abe B}.

Notacion 2.2. Sean A y B conjuntos ajenos de V(D), si (B,A)p = 0 escribiremos
A = B. FEsto serd muy util cuando queramos decir que no hay BA-flechas o que las

flechas van en una sola direccion.

Definiciéon 2.6. Si A, B C V(D) ajenos son tales que A — B y A = B, diremos que

A domina fuertemente a B. FEste hecho lo denotaremos por A — B.

Lema 2.1. Sea D una digrifica coneza localmente semicompleta (no fuertemente conezxa).

Si A y B son componentes de D tal que al menos hay una AB-flecha entonces A — B.

Demostracion. Sean a € A, b € B tales que a — b y supongamos que existen a’ € A
y b € B tales que existe b’ — a'. Para cualesquiera x € Ay y € B, como Ay B son

fuertemente conexas, existen xa-, by-, yb'- y a’z-trayectorias dirigidas.
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Consideremos los xy- y yx-caminos dirigidos, C' = (z,a) U (a,b) U (b,y) y C" = (y,b') U
(0',a’) U (d/, ) respectivamente. Asi se tiene que A U B es fuertemente conexa, lo que es
una contradiccion. Por lo tanto, todas las flechas van de A hacia B, es decir, (B, A)p = 0.

O
Lema 2.2. Sean A y B dos componentes fuertes de una digrifica D localmente semi-

completa conexa pero no fuertemente conexa entonces hay dominacion fuerte entre ellas

o0 bien (A,B)p =0y (B,A)p = 0.

Demostracion. Sino existiesen flechas entre A y B, se cumpliria el enunciado. Asi podemos
suponer que existe al menos una, podemos suponer sin pérdida de generalidad que es
a — bcona€ A be B. Basta probar que A — B pues por el lema anterior se sigue
que A = B.

Sea x un vértice arbitrario en A , consideremos una az-trayectoria dirigida de longitud
minima en A, T' = (a = xg, 1, . . ., Tx = ). Demostramos por induccién sobre la longitud
de T" que todos los vértices de T dominan a b. Si k = 1 se tienen a — by a — z, por
la definicién 2.3 y por el lema 2.1, x — b. Supongamos valido el resultado si la longitud
de la trayectoria es n — 1, es decir, si existe una AB-flecha, existe x; — b para todo
i€{l,...n—1}. Sea T' = (a = xg, 71, ..., 7 = x) la trayectoria de longitud n. Notemos

que 7" = (a = xg, 1, ..., T,_1) es una trayectoria de longitud n — 1, luego por la hipotesis
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de induccion existe x,_1 — b. Asi se tienen z,_1 — by x,_1 — x y por la definicién 2.3

y el lema 2.1 se tiene x — b. Asi todos los vértices de A dominan a b.

Ahora consideremos y € B, existe una yb-trayectoria dirigida de longitud minima
U= (y=vyo,v1,---,Yyn = b) porque B es una componente fuerte de D. Por inducciéon
sobre la longitud de U veamos que x domina a todo vértice de U. Sin = 1 se tiene z — b
y y — b, de manera analoga al argumento anterior existe x — y. Ahora supongamos
vélido el resultado si la longitud de la trayectoria es k — 1. Si consideramos la trayectoria
(y = Yo, Y1, - - -, Yr = b) se tiene que la trayectoria (yq,...,yr = b) es de longitud k& — 1 por
lo que existe x — y;. Ahora notemos que dicha flecha, + — ¥, y la flecha y — 1, por la
definicion 2.3 y el lema 2.1, implican la existencia de x — y. Con esto hemos demostrado

que r — B.
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Recordemos que si existe una AB-flecha se tienen todas las flechas entre los vértices
de A y los vértices de B, por otro lado por el lema 2.1 se sigue que todas estas flechas van

dirigidas de la componente A hacia la componente B y asi tenemos A —> B.

O

Lema 2.3. Sea D una digrifica localmente semicompleta conexa. Si A y B son compo-
nentes fuertemente conexas de D tales que A — B entonces A y B inducen digrdficas

semicompletas.

Demostracion. Como A — B para cadaa € Ay b € B se tiene a — b, luego para un
vértice cualquiera x € A la componente B esta contenida en la exvecindad de z, asi B es
semicompleta. Por otro lado, para cualquier vértice en B como A = B, la componente
A esta contenida en la invecindad de dicho vértice siendo asi una digrafica semicompleta.

O

Lema 2.4. Las componentes de una digrafica D localmente semicompleta conexa pueden
ser ordenadas de manera unica, Dy, Dy, ..., Dy, de forma tal que no haya flechas de D,

aD;sij>iyDi— Diq siie{l,...;k—1}.

Demostracion. Sean Dy, Do, ..., Dy las componentes de D. Hagamos la prueba por in-
duccién sobre la cantidad de componentes. Si n = 2, sean D; y D5 las dos componentes,
luego hay un orden entre ellas; esto al ser D es conexa hay al menos una flecha entre
ellas lo que implica que todas las flechas tienen la misma direccién por el lema 2.1. Asi
D, sera la componente que tiene los vértices que dominan a los vértices de Ds; es decir,
D, es la componente de donde salen las flechas y D5 la que las recibe cumpliéndose asi el
resultado. Supongamos valido el resultado para una digrafica con n — 1 componentes. Sea
D una digrafica con Dy, Ds, ..., D, componentes, consideremos una componente terminal
D; y la digrafica inducida por D — D,. Asi se tiene un orden entre las componentes de di-
cha digrafica, llamémosles D/, D), ..., D! ;. Tomando en cuenta la digrafica original y el

hecho de que D; es una componente terminal existe ¢ € {1,...,n—1} tal que D, — Dj.
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Por la definicién 2.3 y del hecho de que D, es terminal se tiene D; — D; para cada
i+1 <1 <n-—1. Asi se tiene el orden deseado, a saber: D} — D} +— ...— D! | —>

D;. 0

Teorema 2.2. Toda digrdfica conezxa localmente semicompleta D tiene una trayectoria

hamiltoniana.

Demostracion. Por el lema 2.4, las componentes de D tienen un orden tnico
Dy, Dy, ...,Dy tal que no hay flechas de D; a D; si 7 > iy D; = D;jq si
1 =1,...,k — 1. Asi por el teorema 2.1 en cada D; podemos considerar una trayec-

toria hamiltoniana 7% = (z},x%, ... ,:17;2) Ademas se tiene por el lema 2.2 que entre

cualesquiera componentes hay dominacién fuerte, por lo que existe % — x’1+1. sea,

T =T'U(z) ,2) UT? U (22 ,23) U ... U (25! 2F) U T" Notamos que el resultado

ny’ Ng—17

se cumple pues = Uz, ,x7)U U(xz ,x7)U...U(x, "~ ,x7)U = .
ple pues V(T') = V(T U (2, 27) UT? U (27, x7) (b2 )UT*) = V(D)

ng? Ng—1"
]
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CAPITULO 2. DIGRAFICAS LOCALMENTE SEMICOMPLETAS



Capitulo 3

Digraficas localmente multipartitas

semicompletas

Este es el capitulo central de la tesis, en él probaremos los primeros resultados sobre las
digraficas localmente multipartitas semicompletas. Estas digraficas son una generalizacion
de los torneos multipartitos estudiados en (17) y que son una de las tantas generalizaciones
de torneos; ademas esta clase contiene a la clase de las digraficas localmente semicomple-
tas estudiadas en (1). Lo que pretendemos hacer en este trabajo es generalizar algunos
resultados de las digraficas multipartitas semicompletas, otra generalizacion de los bien

conocidos torneos, a una clase atin mas amplia.

Definicion 3.1. Una digrdfica D es localmente multipartita semicompleta si es
multipartita y toda trayectoria minimal entre vértices no adyacentes en partes distintas

en UG(D) induce una trayectoria dirigida en D.

Un ejemplo que muestra que la clase de digraficas que presentamos es sensiblemente
més grande que la de los torneos multipartitos son los ciclos, pues considerando una colo-

racion propia! del mismo, para cualquier par de vértices de color distinto, toda trayectoria

IToda particién puede verse como una coloracién propia asignando a cada parte un color diferente.

17
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minimal entre ellos en UG(D) induce una dirigida en el ciclo, por lo que es localmente

multipartita semicompleta pero no es un torneo multipartito.

Nos detendremos para hacer una observacion cuando se tenga una trayectoria (a, b, ¢, d)
en UG(D). Consideremos a los vértices a y d en partes distintas, si la trayectoria es dirigida
notamos que no podemos deducir mas flechas. Asi que analizaremos el caso cuando la
trayectoria no es dirigida, por lo que hay varias orientaciones posibles de las flechas;

haremos el analisis de tres casos pues los demas se obtienen bajo reciprocos.
a\ov/d
b c
Las direcciones que analizaremos son las siguientes:
l.a—=b+—c—d

En este caso las opciones para que exista una trayectoria dirigida entre los vértices

a 'y d son las siguientes: (i) a — ¢, (ii) b — d o (iii) a y d son adyacentes.

2.a—=b—=c+d
Para esta segunda orientacion las opciones entre los vértices a y d son: (i) ¢ — a,

(ii) b — d o (iil) a y d son adyacentes.
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3. a — b < c < d En esta ultima orientacion entre los vértices a y d puede darse una

de las siguientes opciones: (i) ¢ — a, (ii) b — d o (iii) a y d son adyacentes.

En cada uno de los casos, las opciones (i) y (ii) estan condicionadas a saber en qué
parte estan los vértices b y c. Esto es: si los vértices a y ¢ pertenecen a la misma parte la
opcion (i) es imposible y si los vértices by d lo estan, la opcion (ii) tampoco es posible.
De existir alguna de éstas opciones no tiene porque existir flecha entre los vértices a y d.
De manera anéloga, si existe la opcion (iii) en cualquier direccion, las opciones (i) y (ii)

no estan obligadas.

Hagamos aqui una aclaracion, entenderemos como digrafica n-partita (multipartita)

lo siguiente:

Definicion 3.2. Decimos que una digrdfica D es m-partita si y solo si existe una n-
particion Ay, As, ..., Ay del conjunto de vértices de D, es decir, se satisface que A;NA; = ()
para toda 1 < @ # j < n, U, A = V(D) y cada A; es un conjunto independiente no

vacio. Si D es n-partita, p(D) = (Ay, As, ..., A,) denota una n-particion ordenada de D.

En la basqueda de generalizar los resultados ya conocidos para las digraficas local-
mente semicompletas y las digraficas multipartitas semicompletas nos enfrentamos al
problema de decir cuando un vértice domina a un conjunto de vértices o un conjunto
domina a otro. Es claro que en una digrafica multipartita no hay flechas entre vérti-

ces que estan en la misma parte por lo que hay que hacer una distincion con esta situacion.

La definiciéon que presentamos de dominacién es la siguiente.
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Definicion 3.3. Considérese una digrdfica D con particion ordenada (Uy,Us, ..., Uy).
Dados A, B C V(D) diremos que A P-domina a B si para todo a € ANU; y para todo

b e BNU; entonces a — b, siempre que 1 # j.

Notacién 3.1. Escribiremos que A P-domina B como A 5 B.

Hagamos una observacion: Si dos conjuntos de vértices A y B pertenecen a la misma
. ) . P
parte U; como no hay flecha entre los vértices de los mismos, se tiene que A — By

B A

Siguiendo la linea de extender resultados ya conocidos a las digréaficas localmente mul-
tipartitas semicompletas, el lema 2.1 quedaria enunciado de la siguiente manera en caso
de poderlo generalizar: Sea D una digrafica localmente multipartita semicompleta, si A, B
son dos componentes fuertemente conexas de D y existe una AB-flecha entonces A 5 B.
Este resultado es falso si consideramos la siguiente digrafica, donde los colores representan

la particiéon ordenada.

Otro resultado obtenido por Goddard, Kubicki, Oellermann y Tian en 1991 (13) es el
siguiente: Sea D un torneo n-partito (n > 3). Si v € V(D) pertenece a un ciclo entonces v
esté contenido en un 3-ciclo o un 4-ciclo de D. Dicho resultado resulta falso si tratamos de
extenderlo la clase de las digraficas localmente multipartitas semicompletas. Un ejemplo

muy sencillo son los ciclos C,, con n > 5 y n impar.
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Comencemos el material definiendo una clase de vértices que juegan un papel impor-

tante en el desarrollo del trabajo.

Definiciéon 3.4. Sean D una digrifica y C' un ciclo de D. Sea v € V(D) \ V(C), se dice
que v es un exsingular (insingular) con respecto a C si v — C (C —— v).Decimos

que v es singular si es exsingular o insingular.

El siguiente teorema muestra formalmente como si D es una digrafica localmente
multipartita semicompleta al cambiar de direcciéon todas sus flechas lo seguira siendo,

este resultado es til en observaciones posteriores.

Teorema 3.1. Toda digrdfica reciproca de una digrifica localmente multipartita semicom-

pleta es localmente multipartita semicompleta.

Demostracion. Sean D una digrafica localmente multipartita semicompleta y
(U1, Us, ..., U,) una particiéon ordenada de V(D). Llamemos D’ a la digrafica reciproca
de D. Veamos que la particion de V(D) induce una particion en V(D') pues dos vértices
son adyacentes en D’ si y s6lo si lo son en D.

Por otro lado notemos que UG(D') coincide con UG(D) pues solo estamos cambiando el
sentido de las flechas.

Sean u,v € V(D') tales que estan en partes distintas, digamos v € U, y v € Uy con

r # s. Sea T una trayectoria minimal entre u y v en UG(D'). Como UG(D’) coincide con
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UG(D) y D es localmente multipartita semicompleta, por la definicion 3.1 7" induce una
trayectoria dirigida en D pero como D’ es el resultado de cambiar las flechas de direccion,
T también induce una trayectoria dirigida en D’ pero en sentido contrario. Si la longitud
de la trayectoria en UG(D) tiene longitud uno o dos, por definicion la trayectoria inducida
en D contiene una trayectoria dirigida y puede tener una o sus dos flechas simétricas, por
lo que en D’ pasa lo mismo por la misma razon que solo las flechas cambian de direccion.

Con esto se verifica que D’ es localmente multipartita semicompleta. O

Uno de los primeros resultados que si se pueden extender para las digraficas localmente
multipartitas semicompletas habla de extender en longitud uno o dos un ciclo dado, para

una mejor lectura de la prueba la dividimos en dos lemas que seran de gran utilidad.

Lema 3.1. Sea D una digrdfica localmente multipartita semicompleta fuertemente coneza
y sea C' un m-ciclo de D. Supongamos que D no tiene vértices exsingulares con respecto
a C. Sean v un vértice no adyacente a C yT = (v = vy, v1,...,v,) una vC-trayectoria

de longitud minima entonces existe Cv,,_1-flecha o Cv, _o-flecha.

Demostracion. Primero notemos que n > 2 porque v no es adyacente a C. Sea C' =
(xo, 1, ..., Tm_1,To) un m-ciclo de D. Supongamos sin pérdida de generalidad que v, =
xg. Sea X = {x; € V(C) : v,_1x; € F(D)}. Notemos que X # () porque zg € X; también
puede suceder que ¥ = V(C), esto porque puede darse el caso que exista v,,_1 — z; para
cada j € {0,1,...,m — 1} y que exista z; — v,_1 para alguna j € {0,1,...,m — 1}. Es
necesario notar que de darse este caso, el resultado se cumple pues tendriamos una C'v,,_;-
flecha. Como v,,_1 no es un vértice singular y ya analizamos el caso donde un vértice puede
dominar al ciclo pero no fuertemente, sélo resta analizar el caso donde v,,_; no domina al
ciclo, es decir, existe un vértice x en el ciclo tal que no existe v,_; — x. Sea 7y el mayor
indice tal que no existe v,,_; — z;,, asi podemos notar que v,_; — T +1.

Por otro lado tenemos z;, — x;,1+1 ¢ v,—_1, COMO nNO existe v,_1 — x;, y por la definicién
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3.1, se sigue que z;, — v,_1 O T;, Y U,—1 estan en la misma parte.

Si pasa la primera se sigue el resultado pues hay una Cv,_;-flecha.

V=1

U1

Un—1
Ty Tig+1 Ty = Un

Si pasa la segunda, notamos primero que v, 5 no esté en la misma parte que v,_1 y
T;,, Se tiene ;, — T +1 ¢ Un—1 < U2 por la definicién 3.1 debe existir v,,_; — x;, 0
Zig+1 — Un—2. La primera flecha no es posible porque iy es el mayor indice para el cual
no existe v,_1 — x;, por lo que si se da la segunda flecha,se cumple el resultado. Dado el
caso que T;,+1 Y Un—2 0o sean adyacentes, por la minimalidad de 7"y la definicién 3.1 se

tiene z;, — v,_2 que es una Cv,,_»s-flecha.
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Lema 3.2. Sea D una digrdfica localmente multipartita semicompleta. Sean v,x;,z;-1 €
V(D) tal que d(v,z;) > 3 y existe xj_1 — xj. Sea T' = (U =00, V1, ..., Vp_iy-..,Vp = Tj)
una vx;-trayectoria minimal de v a xj. Si se tiene x; — V,_o entonces Tj_; 2, {v; :
0<I<n-3}yua L {vp, + 0 < k < n— 3} Sise tiene xj_; — v,_o entonces

xj_lg{vlzoglgn—Q}yxjg{vk:OSkgn—%.

Tj—1Tj = Un

Demostracion. Sea (Uy, ..., U,) una particion ordenada de D. Sea r € {1,...,«a} tal que
xj € Uy, ast ;1 € Ug con s # r. Siendo T' = (v = vy, V1, ..., Vp_i, ..., V) la trayectoria

de las hipoétesis, procederemos por inducciéon sobre 7.

Si ¢ = 3. Consideramos el vértice v,_3 de la trayectoria dada T'.

Caso 1 v,,_3 € U,
Se tiene v,—3 — Vp_2 < x; < x;_1. Recordemos que la flecha z; — v,,_, existe
por hipoétesis. Por la definicion 3.1 hay tres posibilidades: x; — v,,—3 0 Vp—2 — ;1
0 Tj—1 Y Uy—3 son adyacentes. La primera flecha no se cumple pues z;, v,_3 estan
en la misma parte y la segunda porque contradice la minimalidad de 7', por lo
que x;_; y v,—3 son adyacentes pero por la misma minimalidad de la trayectoria,

Tj—1 —7 Up—3. Por lo tanto Tj-1 £> {Ug} Y Z; £> {’03}.
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Un—3

Un—2

Caso 2 v,_3 ¢ U,
En este caso se tiene que v,_3 — v,_9 < x;, por la definicién 3.1 y la minimalidad
de T" existe x; — v,—3. Por otro lado notamos la trayectoria z;,_; — x; — v,,_3; si
vn—3 ¢ U, por ser localmente multipartita semicompleta se cumple z;_1 — v,,_3;
por lo que z;_; L {vs} v z; L {vs}.
Este resultado se satisface atn cuando v,,_3 € U pues no hay flecha entre vértices
que estan en la misma parte lo que nos dice que la P-dominaciéon se cumple porque

xj_1 domina a los vértices v,,—; con 0 < ¢ < n — 3 que no estan en Us.

1 L . . P
Supongamos valido el resultado para los vértices v,,_; tales 0 < j < ¢ es decir, z;_; —

{vn_l:3<l<i}yxj£>{vn_k:3<k<i}

Ahora, consideremos el vértice v,,_;.

Caso 1 v,_i—1) € Us

Notemos que v,_; ¢ U, y por hipétesis de induccion se tiene z; — Un—(i—1)
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Caso 1.1 v,,_; € U,
Consideremos las flechas x;_1 — x; — v,_(;—1) ¢ v,—;. Por la deficinién
3.1 hay tres opciones posibles: vy,_i_1) — T;_1, Tj —> Up— 0 Tj_1 Y Vp—;
son adyacentes. La primera flecha no es posible por la minimalidad de
T, la segunda tampoco se da porque x; y v,—; estdn en la misma parte;
asi por la minimalidad de 7" se da x;_; — v,—;. De lo que se sigue el

resultado z,_4 it {vp_1 :3< 1< i}y Lt {vn_k : 3 < k <i}.

Un—i

Un—(i—1)
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Caso 1.2 v,_; ¢ U,
En este caso se tiene v,_; — v,_2 < x;, por la definicion 3.1 y la
minimalidad de 7" se tiene x; — v,_,;. Por otro lado, se tiene x;_; —
Tj — Up_(i—1) & Un—j, asi x;_1 — v,_; por ser D localmente multipartita

semicompleta. Dandose asi el resultado.

Caso 2 Un—(i-1) ¢ Us
Por hipétesis de induccion se tiene z;_; — v,_(i—1)

Un—i

Un—(i—1)
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Caso 2.1 v,,_; € U,
Consideremos las flechas v,,—; — vp—(i—1) ¢ j_1 — x;. Por la definicién
3.1 v,—; — xj_; lo cual no pasa pues estan en la misma parte. De igual
forma, puede existir v,,_;—1) — @, la cual tampoco se da pues contradice
la minimalidad de 7T'. Por ser D localmente multipartita semicompleta
y por la misma minimalidad de 7" existe x; — v,—;. Asi se tiene el

resultado z,;_4 Lt {1 13 <1<}y o i {Vp_r :3< k <i}.

Caso 2.2 v,_; ¢ U,
Como se tiene v,_; — Vp_(i—1) ¢ Tj_1, existe x;_; — v,_; por ser D
localmente multipartita semicompleta (definicion 3.1) y la minimalidad
de T. Si v,—; ¢ U,, como existen z; < x;_1 — v,_; por la minimalidad
de T'y la definicién 3.1, existe x; — v,—;. De lo que se sigue el resultado
xj_li{vn_l:Béléi}yzji{vn_k:Bék‘éi}.

De igual forma si v,,—; € U, se tiene el resultado pues no existe z; — v,,_;.
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Tj-1 Tj =

Porlotanto,xj_lﬂ){w:Oélén—B}yxji{vk:OSkén—B}.

Notemos que al considerar x;_; — v,_2 en lugar de x; — v,_o como se tiene v,y ¢
xj_1 — xj, por la definicién 3.1 deberia existir flecha entre v,,_s y ; excepto si estan en la
misma parte. Por la minimalidad de T, si existiera flecha serfa la z; — v,_9, implicando

el resultado. De hecho, x;_; L {v:0<l<n—-2}yux, it {vp: 0 < k<n—2}

Tj—1T5 = Un

O

A continuacién presentamos el teorema para el cual los lemas anteriores juegan un

papel muy importante y son de gran utilidad.
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Teorema 3.2. Sean D una digrdfica localmente multipartita semicompleta fuertemente
conexa y C = (zo,21,...,Zj, ..., Tm_1,%o) un m-ciclo de D. Supongamos que existe un
vértice v no adyacente a C' y sea T = (v = vy, V1,...,Uy_1,0,) una trayectoria dirigida
de longitud minima de v al ciclo C'. Supongamos que v,_1 es un vértice no singular con

respecto a C' entonces existe un (m+1)- o (m+2)-ciclo que contiene a los vértices de C.

Demostracion. Sea (Uy,Us,...,U;) una particion ordenada de D. Sea C =
(o, Z1,...,%j,...,Tm_1,To) €l m-ciclo de las hipotesis. Como T' = (v = v, v1,...,Up)
es una trayectoria dirigida de longitud minima de v al ciclo C', y v no es adyacente a C'
entonces n > 2. Tenemos que x; = v, para alguna j € {0,1,...,n}. Recordemos que
si dos vértices son adyacentes entonces estan en partes distintas. Asi, supongamos que

xz; € Uy que x4 € Uy con k # L.

T’Un—2

Un—1
O—0——0——@0——0——0——0——0
JC]‘,1 x] = Un

Como v,—1 — xj, v,—1 debe estar en una parte diferente de z;, se tienen dos casos:

Up—1 € Up 0 v,,_1 Q_f U,.

Caso 1 v,_1 ¢ Uy
Notemos que se tiene x;_; — x; < v,,_1, por la definiciéon 3.1 existe z;_1 — vy

O Up—1 — Tj-1.
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Caso 1 .1 Si existe z;_1 — vp—1

o
T’Un—Q
Un—1
o—o0—0— ~ 0—0
Tj—1 Lj = Un
J
El ciclo buscado es (xg, %1, ..., %j_1,Un_1,Zj, .., Tm—1, L) Cuya longi-

tud es m + 1 y contiene a los vértices de C'.

Caso 1 .2 Si se tiene v,_; — xj_;

Por el lema 3.1 existe [ € {0,...,m} tal que z; = v,_1 0 T = V,_o.
Asi el ciclo buscado es (xg,Z1,..., T, V1,111, -+, Tm_1,To) CUya
longitud es m + 1 0 (o, T1, .-, T, Vn2, Un1, Tyt1y - « - s Tin1, To) que

tiene longitud m + 2 y ambos contienen a los vértices de C.
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Caso 2 v,_1 € U,

En este caso notamos que v, o ¢ Uy, por lo que se tiene v, o — v,_1 — U,
xj_1, por la definicién 3.1 debe existir alguna de las siguientes: (i) v, — v,_2, (ii)
Up—1 — ;1 0 (iil) v,—2 ¥y z;_1 son adyacentes. La primera flecha no es posible pues
por el lema 3.2 se contradice que v no es adyacente a C, la opcion (ii) tampoco se
da porque dichos vértices estan en la misma parte; por lo que tenemos (iii), pero
por minimalidad de 7" se tiene z;_; — v,_2. Por lo tanto, el ciclo buscado es el
(0, X1, -y Tj—1, Un—2, Un—1, U = Tj, Tj_1, ..., Tm_1,Tp) cuya longitud es m + 2y

contiene a los vértices de C.

O

Corolario 3.1. Sean D una digrdfica localmente multipartita semicompleta fuertemente
coneza y C = (xg,x1,...,%j, ..., Tm_1,Z0) un m-ciclo de D. Supongamos que existe un
vértice v no adyacente a C y sea T = (v, v1,...,0n_1,U, = v) la trayectoria dirigida
minimal de C' a v. Supongamos que vy es un vértice no singular con respecto a C' entonces

existe un (m + 1)- o (m + 2)-ciclo que contiene a los vértices de C'.

Demostracion. Este resultado es consecuencia directa de los teoremas 3.1 y 3.2. O

Ahora busquemos un ciclo a partir de un vértice dado.
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Proposicion 3.1. Sea D una digrifica localmente multipartita semicompleta fuertemente
conexa y C un m-ciclo de D. Supongamos que D tiene un vértice ex-singular v con respecto
a C entonces V(C) estd contenido en un ciclo de longitud al menos m + 2 que pasa por

V.

Demostracion. Sea C = (xg,Z1,...,Tm-1,%0) €l m-ciclo de la hipotesis. Como D es
fuertemente conexa, existe una Cwv-trayectoria T = (a:j = Yo,Y1,---,Yn = V) pa-
ra alguna j € {0,...,m — 1}. Luego el ciclo buscado es (z; = Yo,¥1,...,Yn =
U, Tjtr1, Tjg2, - -y Tm—1, To, - - ., ;) ¥ ademas notemos que el nuevo ciclo pasa por el vértice
v y tiene longitud mayor o igual a m + 2 pues la C'v-trayectoria tiene al menos longitud

dos.

o—o—>
Tj-1 T =Yo Tjtl

O

Corolario 3.2. Sean D una digrdfica localmente multipartita semicompleta fuertemente
conexa y C' un m-ciclo de D. Supongamos que D tiene un vértice insingular u con respecto
a C entonces V(C) estd contenido en un ciclo de longitud al menos m + 2 que pasa por

u.

Demostracion. El resultado se sigue del teorema 3.1 y la proposiciéon 3.1.

Tji-1 Tj;=Yo Tjt1
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Lema 3.3. Sean D una digrdfica localmente multipartita fuertemente conexa con n partes
(n=3) y C un m-ciclo de D tal que contiene vértices de a lo mds n — 1 partes entonces

dicho ciclo se puede extender.

Demostracion. Podemos suponer que D no tiene vértices singulares con respecto a C' pues
si los tuviera, el ciclo se puede extender por la proposicién 3.1 o el corolario 3.2.

Sea (U, Us, ..., U,) la particion ordenada de V(D) que satisface la hipotesis y sin pérdida
de generalidad supongamos que C' = (xg,Z1,...,%j,...,Tm_1,%o) N0 pasa por U,. Sea
ve (V(D)\V(C))NU,, esto lo podemos hacer pues los conjuntos de la particion son no
vacios. Hay dos posibilidades, que v sea o no adyacente a C.

Si v no es adyacente al ciclo, consideremos la vC-trayectoria dirigida minimal 7' = (v =
Vo, U1, - -+, Un—1, U, = 2;) para alguna j € {0,1,...,m—1}. Por lo anterior y por el teorema
3.2 se tiene el resultado.

Ahora supongamos que v es adyacente a C'. Analicemos primero el caso en el que existe
v — x; para alguna j € {0,...,m—1}, supongamos sin pérdida de generalidad que j = 0.
Como v es un vértice no singular podemos considerar dos casos: (i) v — C'y (C,{v}) # 0
y (ii) No pasa que v — C, es decir, existe un vértice x; € C' tal que no hay (v, zx)-flecha.
En el primer caso, sea jo = max{i : existe z;, — v}. Asi, se tiene v — .41 por lo que el
ciclo buscado es (xg, Z1, ..., Zjy, U, Tjo+1, - - -, Tm—1, To). En el segundo caso, de existir un
vértice x, € C para alguna k € {1,...,m — 1} tal que no existe v — xj, como se tiene
Tk — Try1 < v T v v deberian ser adyacentes pero como no lo son implica que ambos
vértices estan en la misma parte lo cual es una contradiccion. El caso en el que existe

x; — v el resultado se tiene por el teorema 3.1 y un analisis analogo al anterior.
O

Lema 3.4. Sea D una digrdfica localmente multipartita semicompleta fuertemente coneza
y sea C'" un m-ciclo de D. Supongamos que D tiene al menos un vértice singular con
respecto a C' entonces V(C) estd contenido en un ciclo de longitud al menos m + 2 que

pasa por algun vértice singular.
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Demostracion. Sea C' = (xg,x1, ..., Tm_1, %) el m-ciclo de las hipotesis, si existe al menos
un vértice v exsingular con respecto a C, por la proposicion 3.1 tenemos el resultado y
si existiese al menos un vértice u insingular con respecto a C, el lema se cumple por el
corolario 3.2. Ahora supongamos que existen ambos vértices insingular y exsingular con
respecto a C' u y v, respectivamente, como D es fuertemente conexa podemos considerar
una uv-trayectoria de longitud méaxima? T' = (u = o, Y1, - - -, Yn_1, Yn = v). Tenemos dos

Cas0os:

Caso 1 V(T)NV(C) =10, i.e., T no pasa por C

Tm—4 Tm—-3 Tm—-2 Tm-—1 zo z1 z2 x3 T4

En este caso es sencillo notar que el ciclo C' puede ser extendido al ciclo (g, u =

Yos YLy -+« s Yn1,Yn = U, T1,. .., Tm_1,To) ¥ Pasa por ambos vértices v y u.

Caso 2 V(T)NV(C)#10

Este caso se reduce a tener sélo un de los vértices singulares, es decir, se sigue de

la proposicién 3.1 o el corolario 3.2.

En ambos casos se extiende el ciclo C' y al menos uno de los vértices sigulares esta en

dicha extension, ademas de cumplirse que la longitud del ciclo es al menos m + 2. O

Al querer extender cualquier ciclo, es necesario centrar nuestra atencion a los vértices

del mismo. Dichos vértices de alguna manera son los vértices de una trayectoria si

2Considaremos la trayectoria de longitud maxima pues asi el ciclo C puede ser extendido en mayor
longitud.
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eliminamos cualquier flecha del ciclo, por lo que nos interesa clasificarlos, objetivo de la

siguiente proposicion. Pero primero veamos que entendemos por clasificacion:

Definicion 3.5. Decimos que un conjunto de vértices T admite una clasificacion si
y solo si existe una asignacion de los mismos vértices en conjuntos Ay, As, ..., A,, que
satisfacen que \J;_; A; =T, AiNA; =0 para toda 1 < i # j <ny cada A; es un conjun-

to independiente. Notamos que A; puede ser un conjunto vacio para algunai € {1,... n}.

Proposicion 3.2. Dados D una digrdfica localmente semicompleta multipartita, T =
(vo, V1, ..., Uk) una trayectoria, un vértice u fuera de la trayectoria tal que u — v y
u =T entonces existe una clasificacion de los vértices de T en tres conjuntos Ty, Ty y T

que satisfacen las siguiente condiciones:
1. Ty es el conjunto de los vértices en T que son dominados por u, i.e., To = {v; €
V(T) : u— v}
2. Ty y Ty forman una clasificacion del conjunto {v; € V(T') : no existe u — v;}.
3. Siv; & Ty y vx, — v; entonces v; € Ty, i.e., Ty = {v; € V(T)\ Tp : v — v;}).
4. Stv; ¢ Ty y no pasa que vy — v; entonces v; — v, y v; € Ty, i.e., Ty = {v; €
V(T) \ (T(] U Tl) U — ’Uk})
Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre ¢ en el segmento de trayectoria
T[vg—i, v]. Notemos que vy, € Tp.

Para el caso © = 1.
Consideramos T'[vg_1, vx]. Analicemos dos casos: v,_1 esta o no en la misma parte que u.
Si no estan en la misma parte, vy_1 — vi < u, por lo tanto v,_; y u son adyacentes. Ya

que v = T entonces u — v,_1 v asi v,_1; € Tj. Si estan en la misma parte, en caso de
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no existir la flecha simétrica entre v,_1 y v, vp_1 € T3; de darse la existencia de la flecha
simétrica, vy_1 € T}.

u

Vk—1 Vk

Analicemos el caso i = 2.
En este caso consideramos T'[vy_a, vk], asi tenemos vg_o — vx_1 — V) < u. Observemos
las posibles flechas ya que tenemos una trayectoria de longitud tres: (i) vp_1 — wu, (ii)
Up — Ug_g 0 (iil) vp_o y u son adyacentes. En el caso (iii), como u = T se tiene u — vg_o
y por tanto vp_s € Ty. De no darse este caso, notemos que el caso (i) no es posible por
hipotesis y si se da (ii), vx—o € T7. (Observemos que si no se da el caso (iii) podria ser

porque vy_o v u estan en la misma parte).

V-2 Vk—1 Vg Vf = V-1 k

Supongamos que podemos clasificar los vértices de la trayectoria T'[vgy_(;—1), vx] como
en las hipotesis y la extendamosla a una clasificacion de T'[vg_;, vy]. Dividamos la prueba

en tres casos:

Caso 1 Si vy—(i—1) € Tp, t.e., existe u — vp_(i—1)

Vk—i  Vp—(i-1) Uk

Hay dos posibilidades: v;_; estd o no en la misma parte que wu.
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Caso 1.1

Caso 1.2

DIGRAFICAS LOCALMENTE MULTIPARTITAS SEMICOMPLETAS

Ur_; Nno esta en la misma parte que wu.

O——0-++ 0—0
Vk—i Vk—(i—1) Vg
Por definiciéon, vp_; y u son adyacentes, pero por hipotesis u = T,

entonces se tiene u — vi_;. Por lo tanto, v,_; € Tj.

Vr_; Y u estan en la misma parte.

Primero notemos que vy estd en una parte distinta a u, por lo que
tenemos: vy_; — Vp_(i—1) < U — Vg, por lo que: (i) vp—; — w, (ii)
Ug—(i—1) —> Uk O (iii) vg—; v v son adyacentes.

La primera opcién no es posible pues ambos vértices estan en la misma
parte y porque u = T'. Supongamos que pasa la tercera opcién entonces

Vi—; € 11 sl existe v — Vp_; ¥ Vp—; € T si existe vg_; — V.

Si se da la segunda opcion, tenemos la siguiente trayectoria de longitud
tres: vg_1 — UVk_(i—1) — Uk < U, asi tenemos otras tres opciones: (a)
U, — Vp—i, (b) Vg—(i—1) = w0 (c) vp—; ¥y u son adyacentes.

Las opciones (b) y (c¢) son imposibles, la primera porque por hipétesis
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u = T y la segunda porque v;_; y u estan en la misma parte. Luego se

da la opcion (a), por lo que vy, — vg_;. Asi vp_; € T.

Caso 2 Si vy_i—1) € 11, t.e., existe vy — vVyp_(i—1)

Vk—i Vk— (1)

E

Consideremos la trayectoria vy_; — vp_(i—1) ¢ v < u de donde se sigue por la
definicion de digrafica localmente multipartita semicompleta que: (i) vi_u—1) = u,
(i) vp — wvg_; o (iii) vg—; y u son adyacentes. Notamos que la opcion (i) es
imposible porque w = T. Si se da (iii), por hipotesis u — vp_;; asi vp_; € Ty (en

este caso, u y vg_; estan en partes distintas).

Notemos que si no pasa la opcion (iii), es porque vy_; y u estan en la misma parte,

luego se tiene el caso (ii) y por lo tanto vy_; € T3.
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Caso 3 Si Vg—(i—1) S Tg, 1.e., existe Vg—(i—1) —7 Uk

Consideremos ahora la trayectoria vy_; — vx—(i—1) — v <= u de donde se sigue
que puede pasar que: (i) vg_—1) — u, (ii) vy — vp—; o (iil) ve—; y u son adyacentes.
Si se da (iii), por hipotesis u — vp_;; asi vp_; € Ty. De igual manera si no se da
(iii), vk—; ¥y u estan en la misma parte; ademés no se puede dar (i) y asi se tiene

(i), por lo que vy_; € T3.

Vk—i

Por otro lado, podemos afirmar que U?:o T; = V(T) porque si v € V(T') hemos probado
que pasa una de las siguientes: (i) u — v, (ii) v — vy o (iil) vy, — v asi v € T; para alguna
i€ {0,1,2}.

Con esto hemos demostrado el lema, pues existe una clasificacion de V(7T') en los conjuntos
mencionados y que cumplen las condiciones pedidas. Solo recalquemos que los conjuntos
Ty, T1 y Ts estan definidos de tal manera que tiene prioridad Ty sobre los otros dos y T

sobre Tj.
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El siguiente teorema es parte esencial de este trabajo junto con la clasificacion anterior;
pensamos que seran de gran importancia para obtener nuevos resultados sobre la clase

de las digréficas localmente multipartitas semicompletas.

Teorema 3.3. Todo vértice de una digrdfica localmente multipartita semicompleta fuer-

temente conexa pertenece o es adyacente a un ciclo de longitud mdxima.

Demostracion. Sean D digrafica localmente multipartita semicompleta fuertemente cone-
xa y v un vértice de D. Sea C' = (xg,x1, ..., Tm_1,To) un ciclo de longitud maxima de D.
Si v € V(C) el teorema se cumple, por lo que podemos suponer que v € V(D) \ V(C).
Notemos que en D no existen vértices singulares pues si los hubiese el ciclo se podria
extender por la proposiciéon 3.1 o el corolario 3.2.

Por otro lado si v no fuera adyacente a C', por la observaciéon anterior y el teorema 3.2

podriamos extender el ciclo, por lo tanto v es adyacente al ciclo. O
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Capitulo 4

Conclusiones

El presente trabajo es un tema de interés pues con esta clase de digraficas podremos
entender un poco maés la estructura de los torneos. Hasta este punto lo que sabemos es
que Todo vértice en una digrdfica localmente multipartita semicompleta pertenece o es

adyacente a un ciclo de longitud mdxima, lo que nos queda por responder es:

Conjetura 4.1. Todo vértice en una digrdafica localmente multipartita semicompleta fuer-

temente conexa pertenece a un ciclo de longitud mdxima.

Aunque el teorema 3.3 la responde de manera parcial. Otras preguntas se han formado
gracias a los juicios y sospechas que desprende esta nueva clase de digréficas, algunas de

ellas son:

Conjetura 4.2. Sea D una digrifica localmente multipartita semicompleta, todo ciclo de

longitud mdzxima C' en D interseca a cualquier otro ciclo C' en D.

Conjetura 4.3. Dada una digrdfica localmente multipartita semicompleta fuertemente
conexa con n partes (n = 4) y cada una de las partes con al menos dos vértices entonces

hay un m-ciclo con m > n.

43
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La siguiente conjetura hace referencia a la condiciéon de no poder hablar en general de

hamiltonicidad en esta clase de digraficas.

Conjetura 4.4. Toda digrdfica localmente multipartita semicompleta reqular es hamilto-

nianda.

Conjetura 4.5. Dada una digrdfica D localmente multipartita semicompleta, si C' es un
trayectoria de longitud mdzxima e I C V(D) es un conjunto independiente de cardinalidad

mdzima entonces I NV (C) # 0.

Esta tltima es la conjetura de J.-M. Laborde, C. Payan, N.H. Xuong (15) y que ya ha

sido probada para varias clases de las generalizaciones de torneos (11; 18).
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