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INTRODUCCION

Mi inquietud por elaborar esta tesis es consecuencia de la experiencia adquirida
durante el tiempo empleado en la realizacion del servicio social en el Departamento de
Matematicas de la Facultad de Quimica, bajo la supervision del Matematico Alberto

Rosas Pérez responsable de dicha actividad.

Una de las actividades que desarrolla el Departamento de Mateméticas es la de
organizar y coordinar programas de asesorias, tanto de manera individual como
grupal, segun lo requieran las necesidades de los alumnos, esta labor representa un
gran compromiso para el Departamento, dado que al alumno se le proporcionan las
bases necesarias de algebra, geometria, trigopnometria entre otras, para lograr un
buen razonamiento logico matematico util y necesario en las distintas carreras

impartidas en la Facultad de Quimica.

La idea de impartir asesorias de matematicas surge debido a que los conocimientos
con los que ingresan los estudiantes a la facultad son heterogéneos. Los resultados
de este proyecto han sido favorables, tanto para los alumnos como para el prestador
de servicio social que asesora, a este ultimo le beneficia porque la experiencia
adquirida en dicho trabajo le ayuda a reafirmar y combinar el binomio contenido-

didactica, y muchos de ellos se inclinan por la docencia.

El programa de asesorias en el cual desarrollé el servicio social en 1996 continua
vigente, y con grandes logros porque actualmente he observado que cuentan con un
buen equipo de asesores (basicamente de los Ultimos semestres) seleccionados por
profesores del departamento de matematicas, quienes ademas coordinan durante
todo el semestre dicho trabajo. Se tienen horarios: de lunes a viernes de 8:00 a.m. a
7:00 p.m., con la finalidad de que todo alumno tenga la posibilidad de recibir apoyo
cuando lo solicite. Los asesores se encargan de brindar a los jévenes la ayuda
necesaria para encontrar la soluciéon a diversos problemas relacionados con las
diferentes materias impartidas en la facultad. Este proyecto no es obligatorio para los
alumnos, no es necesaria una inscripcién para participar y por lo tanto no se percibe
ninguna calificacion. Cabe mencionar que desde 1996 a la fecha los cambios que ha

tenido el programa de asesorias, o han hecho mas exitoso.



Durante mi estancia en el Departamento de Matematicas, observé en los alumnos la
carencia del razonamiento logico matematico porque después de haberles
proporcionado las herramientas matematicas necesarias para emprender el curso de
calculo, les es dificil introducirlas en un proceso como lo es el calculo diferencial e
integral. Esto es lo que me ha motivado a darle un seguimiento al Programa de
Asesorias, enfocAndome principalmente en el tema de Integracion y con la finalidad
de involucrar aun mas a los jovenes en el campo de las matematicas, ya que estas

nos facilitan el razonamiento.

Célculo | es una asignatura del tronco comun de las licenciaturas que se imparten en
la Facultad de Quimica. Es una materia obligatoria con clave 1111 y que lleva una
seriacion con Célculo Il y Ecuaciones Diferenciales; y cuyos objetivos de esta

asignatura son:

» Conocer los conceptos de limite y continuidad.

A\

Comprender la relacion entre derivada y limite de una funcion.

» Aplicar el concepto de derivada en la construccion de modelos matematicos
donde se den razones de cambio.

» Aplicar la derivada en la resolucion de problemas de quimica, fisica,

matematicas, entre otras

» Comprender la relacion entre derivada e integral.

Y

Interpretar los conceptos de integral definida e indefinida.
» Aplicar el céalculo diferencial e integral en la resolucién de problemas de

quimica, fisica, matematicas, entre otras.

Dicha asignatura esta constituida por las siguientes unidades:

1.- El campo de los nimeros reales.

2.- Funciones (dominio, conjunto de imagenes, regla de correspondencia)
3.- El concepto de limite

4.- La derivada

5.- Algunas aplicaciones de la derivada

6.- La integral definida



7.- Funciones trigonométricas
8.- Métodos y técnicas de integracion

9.- Algunas aplicaciones de la integral

En la elaboracion de este trabajo me dedicaré basicamente a las técnicas de
integracion, desarrolladas en las unidades 6, 7, 8 y concluyendo la tesis con la
unidad 9.

El tema de integracion suele crear algunos conflictos en los alumnos, para algunos
que tienen los conocimientos basicos de matematicas les es complicado
introducirlos en la resolucion de ciertas integrales, para otros que son capaces de
identificar el integrando surge la duda sobre cudl es la técnica de integracion a
utilizar, y para otros mas que poseen conocimiento y habilidad en las técnicas de
integracion, les causa dificultad interpretar y representar, mediante una relacion
matematica que involucre una integral, los enunciados que describen a un

problema de aplicacion de la integral.



CAPITULO I. EVOLUCION HISTORICA DEL PROCESO DE INTEGRACION

1.1 Breve resefia historica acerca del origen del calculo integral, desde

Demacrito hasta Cauchy.

El calculo surge de la geometria griega, siendo Demacrito (370 a. C.) quien utilizd
esta herramienta para calcular el volumen de piramides y conos a través de un
namero infinito de secciones cuyo espesor era muy pequefio. Eudoxo y Arquimedes
determinaron el area circunscrita por una curva con la exactitud requerida mediante el
método de exhaucidén, que consistia en aproximar la figura curva con poligonos
inscritos y circunscritos, considerando la curva como la frontera fija a la que se
aproximan los poligonos, intentando llenarla completamente cada vez que
aumentaban el nimero de sus lados®. Sin embargo, fue dificil estructurar una teoria
enfocada al calculo porque carecian de la herramienta necesaria para hacerlo, tenian
dificultades con los numeros irracionales. En el siglo XVII, Cavalieri precursor del
célculo integral, desarrollé el método de los indivisibles® y apoyandose en este calcul6
areas y volimenes, junto con Torricelli ampliaron el uso de los infinitesimales®.
Descartes y Fermat hicieron uso del algebra para encontrar el “area bajo una curva’”;
asi como la tangente a una curva, lo que en la actualidad se conoce como integracion

y diferenciacion.

A partir de la segunda mitad del siglo XVII, Newton y Leibniz quienes trabajaron
individualmente, resumieron los conceptos conocidos actualmente como la derivada y
la integral y presentaron reglas de gran utilidad para el manejo de éstos (reglas de
diferenciacion); asi como también presentaron el Teorema Fundamental del Célculo.
Gracias a estas aportaciones de Newton y Leibniz surge el célculo diferencial e
integral, cuyo principal objetivo son las propiedades de algunas funciones reales de
variables reales. Los métodos anteriores a Newton y Leibniz estaban basados en
teorias aplicadas a la resolucion de problemas individuales y no en teorias generales
gue apoyaran en la resolucion de problemas universales de calculo. Newton y Leibniz
se encargaron de recopilar y perfeccionar toda la informacion que habian obtenido
anteriormente algunos matematicos y es asi como de esta manera logran encontrar
algoritmos aplicables a los problemas, a lo cual se le conoce como el descubrimiento
“final” del calculo. Mas tarde se le atribuye a Cauchy y sus continuadores otro hecho

fundamental: la aportacion de un orden logico del calculo.



CAPITULO Il. Conceptos basicos de célculo integral

2.1 Calculo integral

El calculo integral es una rama de las matematicas con aplicaciones que van desde
el calculo de area y volumen en geometria hasta aplicaciones practicas en quimica,
fisica e ingenieria, tales como el céalculo de trabajo, volumen de un sdlido de
revolucién, longitud de arco, momento, centro de masa, presion de fluidos, fuerzas de
fluidos; asi como en diversas areas de las matematicas (estadistica, ecuaciones

diferenciales, métodos numéricos, entre otras).

Del célculo integral vamos a comentar sobre:

Integral definida
Integral indefinida
Teorema Fundamental del Célculo

Algunas técnicas de integracion

YV V. V VYV V

Algunas aplicaciones de la integral

gue son algunos puntos fundamentales del célculo integral, ya que su campo es

mucho mas amplio.

2.2 Integral definida

Es comun determinar areas de figuras geométricas regulares tales como
cuadrado, circulo, elipse, etc., a través de formulas ya establecidas, pero ahora
gueremos determinar el area (A) de una region acotada por las rectas x = a, x = b, el

eje X, y la grafica de una funcion f continua, siendo f(x) >0 V x € [a, b] (fig. 2.2.1).
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Fig.2.2.1

Si A existe, esta area suele representarse como la integral de f, donde f tiene como

dominio el intervalo cerrado [a, b].

Si consideramos una particion P del intervalo [a, b] como un subconjunto finito de
nameros {Xo, X1, ..., Xn} de dicho intervalo, tales que a=Xg < X; < X2 < ...<Xp1< X, =by
si el intervalo [a, b] se divide en n subintervalos: [Xo, X1], [X1, Xols-+.y [Xi1, Xi] 5--s [Xn-1, Xn]
donde la amplitud (el ancho) de cada uno de estos no necesariamente es del mismo

tamafo. Si el intervalo de mayor amplitud tiende a cero, los demas también.

Por el Teorema de Bolzano Weierstrass; toda f continua en [a, b] lo es en cada

[Xi-1, Xi], por lo tanto si f(x;) es la altura maxima (M;) de f sobre [Xo, X1], Y sabiendo que
la longitud del primer subintervalo est4 dada por Ax = (X1 — Xp), entonces el area del
primer rectangulo inscrito (figura 2.2.2) estara dada por Mi(X1 — Xo), de igual manera
se tiene para los siguientes subintervalos. El area total S se determina sumando las

areas de los rectangulos circunscritos de la region A, esto es:



¥ &
f(xn) = M,
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/ [ —
a=xp x Xni  Xn=b
Fig. 2.2.2

S=M; (Xl— Xo) + M- (X2— X]_) + ...+ M, (Xn— Xn.]_) = ZMi(Xi 'Xi-l)
=1

Por otra parte, si utilizamos alturas minimas (m;), tenemos que para el primer
subintervalo [Xo, X1], la altura minima es f(xo) = mp y la longitud esta dada por (X1 — Xo),
por lo tanto la suma de las areas de los rectangulos inscritos de la region A

(figura 2.2.3) queda definida como la suma total s, y esta dada por:
S=mMmg (X]_— Xo) + M (X2— X]_) + ...+ My (Xn— Xn-l) = Zmi(xi 'Xi-l)

i=1

f{x n—i:l = My

e v

=Y

a=xp X Xpn1 Xn=

Fig.2.2.3



siendo S(f, P) = > M(x;-x,,) la suma superiory s(f, P)) = > m,(x;-x,,) la suma

i=1 i=1
inferior de la funcion f para la particion P;. Para cada particion diferente P; podemos

formar los conjuntos
[S] = { Sl) 821 83)---}
[S] = { S1, S2, 531---}

donde [S] es el conjunto de sumas superiores y [s] es el de sumas inferiores.

De lo anterior cabe mencionar que

s(f, P) <A<S(, P)

para cualquier particion P;.

Si el nimero de subintervalos aumenta, cada vez que definamos una nueva particion
P, sy S se aproximaran aun mas a A porque los valores que vayamos obteniendo de
s aumentaran mientras que los valores de S disminuirdn siempre que se trabaje con

una P mas fina, cada P subsecuente contendra a la anterior, esto es
P]_C Pz c P3C

Por definicién de supremo e infimo se tiene lo siguiente:

Supremo

Sea S un conjunto no vacio de nameros reales que esta acotado superiormente.
Un namero M es el supremo de S si
(1) M es una cota superior de S.

(i) M < K, donde K es cualquier cota superior de S.



infimo

Si un conjunto no vacio S esta acotado inferiormente, entonces un nimero m es el

infimo de S si

(1) m es una cota inferior de S

(i) m > k, donde k es cualquier cota inferior de S.

Entonces cuando

inf [S] = sup [S]

habremos encontrado un numero Gnico A que llamaremos integral definida o

simplemente integral de f sobre [a, b], a este nimero se le simboliza como
b
j f(x) dx
a

El simbolo J es una s alargada (s de suma), a y b son los limites de integraciéon
inferior y superior respectivamente y f(x) representa a la funcion.
. . b . . .
Finalmente concluimos que I f(x) dx se interpreta como el area de una region A,
a

acotada por la funcion f: R > R, lasrectas x=a y x = b, y el eje x cuando se tiene

que f(x) >0 V x € [a, b].

Es conveniente mencionar que una funcién f es integrable en un intervalo [a, b], si es

continua y esta acotada en dicho intervalo.

2.3 Integral indefinida

Ahora nos toca hablar del proceso inverso de la diferenciacion: la antidiferenciacion

0 integracion indefinida.
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Se dice que una funcion F continua en [a, b] es una antiderivada de f continua
también sobre [a, b], si

F(x)=f(x) Vxela,b]
donde F’(x) denota la derivada de F.

A la familia de todas las antiderivadas de una funcion f se le conoce como integral

indefinida de f y se representa como
j f(x) dx =F(x) + C

donde C es la constante de integracion y puede sustituirse por cualquier valor real.
Si se desea encontrar una antiderivada especifica, Unicamente se le asigna un valor

real a la constante de integracion.

2.4 Primer Teorema Fundamental del Célculo

Sea f una funcién integrable sobre el intervalo [a, b], si F es una funcion

continua sobre ese mismo intervalo, entonces F queda definida como
F(x)=[f(x) dx
a

Si f es una funcién continua en el punto c del intervalo [a,b], entonces F

sera derivable en c, y por lo tanto

Si deseamos demostrar que F’(c)= Llrrg F(e +hr3 F(e) =f(c), consideremos que

c € (a, b) y que h >0 (Gnicamente se realizara la demostracion para el caso en el que

el limite superior de integracion varia), entonces

F(c+h)-F(c)=] "f(x dx



Definiendo a My y my, (figura 2.4.1), tenemos que

M = altura maxima de fen [c, ¢ + h]

mp = altura minima de f en [c, ¢ + h]

y F'
/\
My
My
¥ =
a c ct+h X
Fig. 2.4.1

y dado que la longitud del intervalo [c, ¢ + h] esta dada por
(c+h)—c=h
tenemos que

M « h = suma superior de fen [c, ¢ + h]

my « h = suma inferior de f en [c, ¢ + h]

Por teorema*: m(b - a) < Lb f(x)dx < M(b — a), tenemos que

my+h < [ dx < M« h

por lo tanto
mp < w <M
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Puesto que f es continua en c,
limm, = f(c) = limM
h—0 h ( ) h—0 h
Por el teorema de la funcién intermedia” queda demostrado que

F(e)=lim ) o)

h—0

El hecho de que la funcién sea continua en el punto ¢, nos garantiza que la funcion F
sea derivable en ese mismo punto y de manera general se garantiza que si f es
continua x € [a,b], entonces F es derivable en cualquier x que pertenece al intervalo

[a,b] y por lo tanto f es la derivada de alguna funcién, para este caso, la funcién

F(x) =_[:f(x) dx

2.5 Segundo Teorema Fundamental del Calculo

Sea f una funcion integrable sobre el intervalo [a, b] y dada la funcién g cuya derivada

g’ (x) = f(x), entonces

I:f(x) dx=g(b)-g(a)

El proceso para la demostracion de este teorema es el siguiente

Sea P = { X, X,,...,X, } una particion de intervalo [a, b] y dado ¢ un punto del intervalo

[X.,,X ], tal que

g(x) - g(xi1) = g°(c)(Xi — Xi-1) = f(c) (Xi — Xi-1)
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Si M; es el supremo de la funcidon sobre el intervalo [x; — Xi.1] Y m; es el infimo de f

sobre el intervalo [X; — Xi.1]

entonces

m; (Xi — Xi-l) < f(C) (Xi — Xi-l) < M (Xi — Xi_]_)

sabiendo que

f(c)(Xi-%i1) =9(x)-9(Xi)

tenemos

mi (Xi — Xi-1) < 9(X;) — 9(Xi-1) < M; (Xi — Xi.1)

sumando parai=1, 2,...., n obtenemos

n n

zm;(x -x,) < g(b)-g(a) < M (X -x;,)

i=1

n n
Si S :ZMi(xn -X,,) €slasuma superiory s :Zmi(xn -X,4) la suma inferior de la
i=1 i=1

funcién f para la particion P, entonces
s<g(b)-g(a)<S para toda particién P.

De lo anterior se deduce que

[ 109 dx=g(b)-g(a)
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CAPITULO Ill. Algunas técnicas de integracion

3.1 Integrales directas

La integracidbn es un proceso no tan sencillo o tan directo como lo es la
diferenciacion, puesto que no hay reglas que nos ayuden de forma general a

integrar una funcién continua.

En los textos de calculo generalmente se prueban algunas integrales para usarlas

como modelos o reglas, unas de estas son:

1) .|.dx:x+C
2) jkdx:kjdx:kxw, dondek =cte

3) j [(x) + g(x)] dx = j f(x) dx + j g(x) dx

n+l

4) Ix”dx= X

+C, n#-1
n+1

5) J'dTlen|x|+C

6) Isenxdx:-cosx+C
7) Icosxdx:senx+C
8) Iseczxdx:tanx+C

9) jcsczxdx:-cotx+C

10) Isecxtanxdx=secx+C

11) Icscxcotxdx:-cscx+C



12) jtanxdx:-ln|cosx|+C:In|secx|+C
13) Icotxdlen|senx|+C:-In|csc x| +C
14) Iexdx:eX+C

X

a
Ina

15) Iaxdx: +C, cona>0y a=l

1 4lU

—sec”|—-{+C
a a

du _
18) IU /u2_a2 a

los siguientes ejemplos.

RESOLUCION DE ALGUNAS INTEGRALES DIRECTAS

En la resolucion de los cinco primeros ejemplos se aplicara la regla 2.

1) [} dx= 5x], =5(1)-5(2) =5 +10=15

2) [(-20)dx = -20x, =-20(7) - (-20)(-3) =-140 - 60 = - 200

3) jj(-160) dx = -160x|. =-160(3) - (-160)(0) = - 480

4) I:é}d ) g=

g

15

Cuando aplicamos una o0 mas de una de estas reglas de integracion, estamos

encontrando de forma directa el resultado de la integral. Esto se puede observar en
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5) (V2 dr= Va1 =2 (J18)-V2(J2) =36 -4 =4

Se recomienda utilizar la regla 2 y 4 para integrar los ejemplos 6y 7

4

2
6) I_z(§+3) dx = %sz dx+j_13 dx:{%+3x}

-2

= {4?2 + 3(4)} - {% + 3(-2)} =21

302 _ e 302 o o
L Il’z (-2x+4)dx = .[1/2 (-2x) dx + .[1/2 4dx= [_X * 4X]

1/2

ERHIIOREIE

En los ejemplos 8 y 9 es conveniente utilizar la regla 4 para integrar

(Trj3

o 3 2 — 3 3

8) o/Zdé= 631|_ g (%) 12T4
0

9) I5X4 dx=x>+C

Para integrar los siguientes ejemplos se aplican las reglas 2 y 4, y ademas se tienen
que aplicar a los ejemplos del 13 al 16 las leyes de los exponentes y/o leyes de los

radicales.

5
-x3+3x?-x+C

4 2 _4x
10) '|.(4x - 3X +6x-1)dx— c
11) J(3-2x+x2)dx=3x-x2+§+c

3 2
12) J.(ax2+bx+c)dx:%+b%+cx+c



13) j %+%+5jdx=j(2x'2 +3x'3+5)dx=%-23?+5X+C

14) J. x* +j;2 +1j dx :J‘(sz +2x32 X-1/2) dx

nglz+‘51)(5/2+2X1/2+C=§\/X_9+g\/x_5+2\/;+c

1 dx:«/§fxl’2dx-—fxl’2dx

19) (V8- ox= B[ - 2

J3x
3
23w 6 e 293K 6 o
3 J3 3 3

16) _[(27)( jdx 27I — dx J. = —27_|'x8’3 dx - Ix'm dx

:%W- %%/XT+C

17

Algunos funciones requieren de una herramienta algebraica (leyes de los exponentes,

leyes de los radicales, factorizacion, etc.) para encontrar un integrando equivalente al

gue se tiene inicialmente y asi poderlo integrar a través de las reglas citadas

anteriormente.

3.2 Integracion por cambio de variable

Este método consiste en reescribir el integrando en forma mas accesible mediante un

cambio de variable, en términos de u y du, de tal manera que la integral resultante

sea mas facil de obtener. Para ello se le recomienda al alumno, siempre que tenga

una integral de la forma

jf(g(x))g'(x)dx
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hacer u=g(x) y du = g'(x) dx y escribir a la integral en términos de uy du de la

siguiente manera

j f(u) du
Finalmente logramos encontrar una integral méas facil de resolver, cuya solucion es:

[f(uydu = Fu)+C = F(gex)+C

Este procedimiento “integracion por cambio de variable” es apropiado para integrales
compuestas. Es necesario que el alumno domine el proceso de diferenciacion, puesto

gue esto le ayudara a definir a u y determinar du adecuadamente.

Sugerencias para la aplicacién de este método de integracién

» Hacer u =g(x)

A\

Obtén la derivada de u

A\

Justifica que la derivada de u sea igual o muy parecida, excepto por una
constante o una variable en algunos casos, a la otra parte del integrando
Reescribe la integral inicial en términos de u y de du.

Evalla la integral resultante

Sustituye u por g(x) en el resultado obtenido

YV V V V

Si deseas corroborar el resultado, derivalo y compéaralo con el integrando, estos

tienen que ser iguales.
Para ello, los ejemplos siguientes:

RESOLUCION DE ALGUNAS INTEGRALES POR CAMBIO DE VARIABLE.

1) '[xlex3 -1dx

Notese que x* dx es la diferencial de: x* — 1, salvo por una constante, para ello,

sea;u=x>-1
du=3x’dx = %du= X2 dx

realizando el cambio de variable e integrando (reglas basicas de integracion,

pagina 14).



:%jul’z du :gu?”z +C:§«/(x3 -1 +C

2) Jx?’/(4-x2)2 dx =[x 4-x2)2/3 dx

En este ejeinplo x es la diferencial de 4 — x?, excepto por una constante, por lo
que se sugiere que

sea u=4-x°

du = -2x dx
-ldu = xdx
2
realizar el cambio de variable e integrar
:-ifum du=-— +C:-i3(4-x2)5 +C
2 10 10

i
3) [——2—dz
'[\/322+1

sea u=3z°+1

du=6zdz

1du = zdz
6

=1J.li—,li=%ju'l’2 du:%u”2 +C:%\/322 +1+C

4) IXZ\/4—X3 dx
sea u=4-x°
du = -3x? dx

Lu= @ dx
3

:_éj'ul/z du:-§u3’2+C:-§ (4-X3)3 +C

19
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y+3
5) J—mdy
(3-y)
seau=3-y = y=3-u
dU:-dy
-du = dy

:_Ji;?du:'J(6”ﬂ3'Um)dU:-GJuWSdu+IU”3du

= -18u1/3 +%u4/3 +C= -18(3 _ y)1/3 +%(3 } y)4/3 +C

6) I(Zz2 +1)1/3 7% dz

u-1
seau=27z2+1 = Zz?=

du =4z dz

ldu: zdz
4

= %J.ulls (UT‘]-jdu = %J‘(um _ u1’3)du — %J'umdu _ %J‘ul/sdu

:iuws _iuzt/a +C=i(222 +1)7/3 _1(222 +1)4/3 c
G 56 32

:é%ﬁﬂ55;157-§%#655125f+c

(21/3 + 2)4
N e
seau=2z"+2

du = 12-2/3 dz
3

3du = z2° dx



= I(z”3 + 2)4 (2'2’3)dz = 3J.u“du =§u5 +C= %(21’3 + 2)5 +C

8) _[x4\/2- x° dx

seau=2-x

du = - 5x* dx

Ldu=x"dx

5

=-1J.U1/2 du:_iualz+C:_£(2_X5)3/2+C
5 15 15

9) I(x+1]3/2(xzz_1]dx
X X

1
seau=x+ —
X

du = (1 - x?) dx
du = (1-%jdx
X

5/2 5
:ju3/2du:§u5/2+C:§(x+ij +C:§ (X+1) +C
X X

10) j\/5x +1dx

seau=5x+1
du =5 dx

1du:dx
5

:iJ‘ullzdu :£u3/2 +C :i
5

2
5x+1)* +C=--Bx+1+C
15 15( ) 15

21



11) J.x2 (4 - xz)3 dx

seau=4-x> = x=+/4-u
du = -2x dx

-ldu=x dx
2

= 1J'u?’\/4 -udu :%jvl’z (4- v)3 dv

2
seav=4-u = u=4-v = u3:(4-v)3

dv =-du
-dv=du

:%IV1/2(64- 48v +12v? -V3)dV :32J'V1/2 dv - 24J'V3/2 dv +

+ 6Iv5’2dv _%vaz dv :63_4\/3/2 _4?8\/5/2 +%V7/2 _%Vg/z +C

a7 Pl o o]

2a-(a-x)"+c=2he B By Lo sc
9 3 5 7 9

12) [ax+3(x* +1)dx

u-3Y
seau=4x+3 = X2=(—j
du =4 dx

Lau = dx
4

22
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- 2 2—
:ljullz (ﬁ] +1 du:lj.ul/2 w+l du
4 4 4 16

:ijul’z(uz -6uU+25

4 16 jdu:6i4'|'u1/2(u2_6u+25)du: 6_14_'-U5/2du

_ij‘uslzdu_l_éj‘ul/zdu: 1 u7/2_iu5/2+2u3/2+c
32 64 224 80 192

=L (ax+3)7 - 2 (ax+3) 4 22 (ax+3)" +C
224 80 192

13) j 5x+/2 + 3x? dx

seau=2+3x°
du = 6x dx

Sdu= 2(6)x dx
6 6
Edu = bx dx
6
3/2

:%Iu1/2du:§us/2 +C:%(2+3X2) "'C:g (2+3XZ)3 tC

14) [(x*-ax+a)" dx=[[(x-2) | dx

seau=x-2
du = dx

= [[0x-2 ] ax= (o) u=uau
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1 dx
seau=1+ — = = 1
X 2u-2
du=- > dx
2X
_2du:d_)2(
X

=- 2J‘u1’2 (2u-2)du=- 4“‘(u3’2 - ul’z)du =- 4ju3’2du +4Ju1’2du

512 312
:-§u5/2+§u3’2+C:-§(1+i] +§(1+ij +C
5 3 5 2X 3 2X

5 3
=8 (1+ij +8 (1+ij +C
5 2X 3 2X

16) [V3+x(x+1) dx

seaU=3+X = X=u-3
du = dx

- IUl/Z(U-3+1)2du:IU1/2(U-2)2du

= [u” (U - 4u+ 4)du= [u*"du - 4[u**du + 4 u*du = %u"z - %um

+§u3/2 +C:§(3+X)7/2 _§(3+ X)5/2 +§(3+ X)3/2 +C
3 7 5 3
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3.3 Integracion por partes

Este método consiste en determinar una segunda integral que sea menos complicada
de integrar que la “integral dada”, se utiliza basicamente para resolver integrales en
donde el integrando, en algunos casos, esta constituido por una funcion trascendente
o algebraica, o por el producto de funciones polinomiales y/o trascendentes, de la
forma f(x).q(x) dx en donde f(x) es un polinomio con coeficientes reales y q(x) es una

funcién trascendente, como el caso 1, 2, 3y 4 entre otros. También

1) [x senx dx
2) J'xezxdx
3) [xInxdx

4) '[secsx dx

Una regla nemotécnica util para obtener el modelo de integracion por partes es:

seau =1f(x) y v=g9g(x)y se desea obtener la d(uv), entonces
[FO) 9O =T(x) 9" () +9(X) 7 (X) ....cc. 1
integrando cada miembro de la ecuacién 1, obtenemos
j [F() g(X) dx = j f(x) g~ (x) dx + j g(x) f (x) dx
Notese que el integrando del primer miembro es f(x)g(x), por lo tanto

f(x) g0) = [0 g () dx + [g() F (x) dx

despejando la primera integral del segundo miembro, encontramos que

[0 97 (x) dx = (x) () - [ 90 T ()dx
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Siu=f(x)y v=g(x), entonces du =f(x) dx y dv =g'(x) dx. Finalmente el modelo

de integracion por partes queda:

Judv=uv -jvdu

En el proceso de integracién por partes se expresa ju dv en términos de otra

integral Jv du y de uv. Es muy importante la eleccion de u y dv porque de ello

depende que la integral del segundo miembro de la férmula sea mas facil de

obtener que la integral inicial, para ello se procede de la siguiente manera.

1) Se sustituye una parte de la funcién por u y se halla la diferencial de u. Al
mismo tiempo, se sustituye por la diferencial dv la otra parte de la funcion
incluyendo la diferencial de la variable independiente, y se integra

obteniendo el valor de v.

Nota: se recomienda que la parte que se sustituye por dv sea la parte mas facil
de integrar, en algunos casos sera necesario utilizar integracion por cambio de

variable.

2) Se reemplazan los datos obtenidos en el paso anterior, en la formula de

integracion por partes.

3) Se efectla el producto indicado y se halla la nueva integral eligiendo un
método adecuado.

4) En algunos ejercicios se tendra que repetir el mismo proceso (pasos del 1
al 3) cuando el nuevo integrando resulte ser un producto menos accesible
de integrar con la ayuda de métodos mas simples como el integrar
directamente o por cambio de variable.



RESOLUCION DE ALGUNAS INTEGRALES UTILIZANDO EL METODO DE
INTEGRACION POR PARTES.

Modelo basico para la resolucion de los siguientes ejemplos

_[udv:uv -Ivdu

1) J'xdx
seau=x dv = dx
du = dx V=X

sustituyendo u, du, dv y v en el modelo de integracion por partes, tenemos

J.xdx:xz-J.xdx

2J'xdx:x2 +2C

X2

jxdx:?+C

2) J'xsenxdx

Definiendo a u, du, dv y v de la siguiente manera
seau =X dv = sen x dx
du =dx V = -COS X
y sustituyéndolas en el modelo basico de integracién por partes, tenemos

que

:-xcosx+jcosxdx

finalmente nos apoyamos en las reglas basicas de integracion (pagina 14)

para integrar cos X, y obtenemos como resultado final

=-Xcosx+senx+C

27



3) J'x COS X dx

seau=x dv = cos x dx
du = dx V =Ssen x

:xsenx-Isenxdx:xsenx+cosx+C

4) J' x? e¥ dx
sea u = x dv = e dx

du=2xdx v= %esx

:lxz e EIX e dx
3 3

En este ejemplo se hace una doble integracion por partes, porque la integral

Jxe"’X dx no es directa, seguimos teniendo un producto de dos funciones
(algebraica por trascendente). Por lo tanto, sea
u=x dv=e*

integrando e* por cambio de variable

du=dx v= L™
3
y por lo tanto

'[xz e dx == x2e¥ -2 1xe3X-£J'e3de e 2yer s Ly
3 313 3 3 9 27

5) _[xz sen 3x dx

sea u = X’ dv = sen 3x dx

du=2x dx J.dv:jsenSde

Integrando por cambio de variable

:ljsenudu:-lcos?,x
3 3

28



:-lx2 cos 3x+gj'x cos 3x dx
3 3

Integrando por partes

u=x dv = cos 3x dx

du =dx Idv=jc033xdx
J.dvzljcosudu
3
v=isen3x
3
:-Exz cosSx+E(1xsen3x-£jsen3xdxj
3 3.3 3
:-lx20053x+gxsenBX-E(-lcos3xj+C
3 9 9\ 3

:-lx2 cosSx+£xsen3x+£cos3x+C
3 9 27

6) '[x COsS 4x dx

sea uU=x dv = cos 4x dx

du=dx jdv=jcos4xdx
Integrando por cambio de variable

Idv :%J.cos udu
:%sen 4x

:lx sen 4x-1J'sen 4x dx :ix sen 4x+icos 4x +C
4 4 4 16

29



7) _|.x e¥dx
sea U=Xx dv = e® dx
du=dx jdv = Ie'zxdx

=Ly +1_|'e'2X dx= -Lxe? - te>4c
2 2 2 4

8) _[x sec x tan x dx

seau=x dv = sec x tan x dx

du = dx V =Ssec X

=X sec x-J.secxdxzxsec x-In|sec x +tan x|+C

9) jx csc?x dx

seau =X dv = csc? x dx

du =dx V =-cot X

--xcotx+jcotxdx=-xcotx+|n|sen x|+C

30



10) J.xzsen x dx

sea u = x? dv = sen x dx

du = 2x dx V = -COS X

=-x%cos x + 2J'x cos x dx

u=x dv = cos x dx

du = dx V =Ssen x

=-x°cos X + ZIX cos x dx = -x°cos X+2(X sen X-J.SGI"I X dX)

=-x?cos x+2xsenx+2cos x+C

11) J.xse'xdx
seau=x dv = eXdx

du = 3x?dx v=-e*

=x3e™ + 3[ xZe™dx
u=x? dv = e*dx

du = 2x dx v=-e*

=-x3e™-3x%™ +6 Ixe'*
seau=x dv=e™dx
du=dx v=-e*

=-x%e™ -3x%e™ + 6(-xe'X + J'e'xdx)

=-x%e™ -3x%e™ -6xe™ -6e*+C

12) J'arctan x dx

sea u = arctan x dv = dx

du= lzdx V=X
1+x

31
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X
1+ x?

1,du
:xarctanx-j dx=xarctanx-§j—
u

sea u=1+x°
du = 2x dx

idu:xdx
2

= x arctan x-%ln|u|+C:xarctanx-%ln|1+ x2|+C

13) J.Inxdx
sea u=Inx dv = dx

duzldx V=X
X

:xlnx-jdx:xlnx-x+C:x(Inx-1)+C

14) jarccos x dx

sea U = arccos X dv = dx
-1
du= dx V=X
1- x?

X
1-x2

seau=1-x
du = -2x dx

=X arccos x + _[ dx

-ldu =x dx
2

1¢du 1¢
:xarccosx-—J'szarccosx-—J'u du
2°u 2

=x arccos x -u? +C =xarccos x-+1-x? +C



15) _|.\/§In X dx

seau=Inx dv=x"?dx

duzldx v:§x3’2
X 3

=2y |nx -zjxl’zdx —2x2nx-2y 4
3 3 9

16) _fxz In x dx

sea u=Inx dv = x? dx
duzldx vzlx3
X 3

=1x3 Inx-ij‘xzdx:lx3 Inx-ix3 +C
3 3

17) _fsen X sen 3x dx

sea u = sen 3x dv = sen x dx

du = 3 cos 3x dx v=-cosx+C

=-sen3xcosx+3j‘cosx0053x dx

sea u = cos 3x dv = cos x dx

du = -3 sen 3x V =sen x

=-sen 3X cos X +3(sen X COS 3x+3jsen 3x sen x dx)

J'sen X sen 3x dx =-sen 3x cos X+ 3 sen x cos 3x+9j.(sen x sen 3x)dx
_[sen X sen3x dx - 9I(sen X sen 3x)dx =-5en 3X cos X+ 3 sen x cos 3x

-8j(sen x sen 3x)dx = -sen 3x cos x +3 sen x cos 3x

sen 3X €oS X -3 Sen X cos 3x N

J.(senxsen 3x)dx = 8

C

33
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18) J'e'xsen X dx

e dv = sen x dx

sea u

du = -e™* dx V = -COS X

=-e”cos X - Ie'xcos X dx

e dv = cos x dx

sea u

du = -e™ V = sen X

je'xsen Xxdx=-e*cosx-e*senx - fe'x sen x dx
je‘xsen X dx + je'xsen Xxdx=-e™ cos x -e™sen x
2[ e”’senxdx=-e*cosx-e*senx+C

-e™cos X - e sen X -e™(cos x +sen x)
2 res 2

+C

je‘xsen xdx =

19) _[sen Jx dx

sea U®=x
2u du = dx
:2ju senudu

seaz=u dv =sen u du

dz =du V=-cosu

:-2ucosu+2Icosudu:-2ucosu+25enu+C

=-2JxcosVx + 2 senx + C

20) _[cos Jx dx
sea u® =x

2u du = dx
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=2J'ucosudu

seaz=u dv =cos u du

dz =du v=senu

:2usenu-2J'senudu:=2usenu+2005u+C

= 2./x sen/x + 2cos+/x +C

21) _[sen xIn(cos x)dx

sea u = In(cos x) dv = sen x dx
-sen X
du= dx V =-COS X
COS X

cos Xxsenx

=-cos x In(cos x) j -~

dx =-cos xIn(cos x) -'[sen X dx

=-cos xIn(cos x)+cosx +C

22) J'cos xIn(sen x)dx

u =In(sen x) dv = cos x dx
COS X

du= dx vV =sen X
sen x

cos Xsenx

=senxIn(sen x)J' ~on

dx =sen xIn(sen x)-J.cos X dx

=senxIn(senx)-senx+C

23) J.csc:‘x dx

U = CSC X dv = csc? x dx

du = -csc x cot x dx V = -Ccot X

=-cot X cSC X -jcsc X COt?x dx = -cot X CSC X - Jcsc x(csczx - 1)dx
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J'csc:*x dx =-cot X csC X - jcsc3x dx + _[csc x dx

ZICSCSX dx =-cot x csc x+jcsc X dx

1 1
J'csc3x dxz-Ecot X CSC x+§ln|csc x-cotx|+C

24) J'sec”x dx con nZ yn 2
jsec“x dx = Isec“‘zx sec’x dx =
sea u=sec"?x dv = sec?®x dx

du=(n-2)sec™xsec xtanxdx v=tanx
du=(n-2)sec™x tan x dx

J'sec”x dx =sec™*x tanx - (n - 2).|' sec™?x tan®x dx

Isec”x dx = sec™?x tan x - (n - Z)J'sec”'zx(seczx -1)dx

_fsec”x dx =sec™x tanx - (n - 2)jsec“x dx +(n- Z)I sec"?x dx
jsec“x dx+(n- Z)I sec"x dx =sec™?x tan x + (n - Z)J' sec™?x dx

(n -1)] sec"x dx =sec™*x tan x + (n - 2)] sec™?x dx

1 n-2
jsec“x dx = —15ec“'2x tan x + —1jsec”'2x dx
n_

25) jsen”xdx con n& donn 2

Isen”x dx = Isen”'lx sen x dx

seau=sen"'x dv =sen x dx
du=(n-1)sen"®xcosxdx Vv =-coS X



J'sen“x dx =-sen™x cos x +(n -1)I sen™?x cos®x dx
Isen“x dx =-sen™x cos x +(n -1)Isen”'2x (1- sen’x) dx

jsen“x dx =-sen™x cos x +(n -l)jsen”'zx dx-(n-1) Isen“x dx
J.sen”x dx +(n -1).|'sen”x dx =-sen™xcos x +(n -1)J' sen™?x dx

nj sen"x dx =-sen™'x cos x + (n—l)_[sen”‘zx dx

1 . n-1 .
jsen”x dx =-=sen"*x cos x + —_[senn 2y dx
n n

26) jcos”x dx connz édonn 2
_[cos”x dx = '[ cos™'x cos x dx =cos"'x sen x + (n -1).[ cos™?x sen’x dx

seau=cos"'x dv =cos x dx
du=-(n-1)cos"?xsenxdx Vv=senx

I cos"x dx =cos"*x sen x +(n-1) I cos™*x sen’x dx

j cos"x dx =cos"'x sen x + (n-1) I cos"?x (1- cos®x) dx

Icos”x dx =cos"*x sen x +(n -1)] cos"*x dx-(n-1) jcos“x dx
jcos“x dx +(n -1)I cos"x dx =cos™'x sen x +(n -1)f cos™?x dx

n I cos"x dx =cos"'x sen x + (n -1)fcos“'2x dx

1 i n-1 .
jcos”x dx ==cos"'x sen x + —J'cos” 2x dx
n n

37
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3.4 Integracién por sustitucion trigonométrica

La integracion por sustitucion trigopnométrica es una técnica que se utiliza para

determinar integrales que contienen expresiones como: Va2 - x?, a2+ x2
6 +/x?-a’. Esta técnica consiste en prescindir del contenido de la raiz mediante una
sustitucién de una funcién trigonométrica adecuada que nos permita hacerlo. Para ello
a>_0.

> Si el integrando es de la forma +a®-x?, hacer x = a sen 0, donde

-1255 Sg’y manejar la identidad cos®® = 1-sen 0 para llevar a cabo la

racionalizacion. Esto es

Ja?-x? =\/a’- &#=en’(1-s¢n’ 8) = 4 cosy 6= acos | 8=acos®

Ahora bien, sabemos que va®*-x®> =acos 0, que x =asen 0 y por lo tanto dx =

a cos 0 d6, esta informacion nos ayudara a realizar la siguiente sustitucion

J\/az-xzdx:Iaceacosede=a c?gfs e’ de

El resultado de esta integral quedara en funcién de la variable 0, y para dejarla en
términos de la variable original x es conveniente recurrir al Teorema de Pitdgoras,
sabemos que c¢® = a* + b?, si como parte del integrando tenemos a® — x?, entonces

del Teorema deducimos que ¢ = a%, a®> = x* y b? = a? — x?, entonces b = vVa?-x?.
Asi el siguiente triangulo rectangulo nos ayudara para representar el resultado
final de la integral en términos de la variable deseada.

H 6

Figura 3.4.1
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De la figura 3.4.1 sabemos que sen 0 = i, entonces @=sen* (ij y
a

a
2 2
a -Xx
cosg=—
a
: . . : : 1+cos2u
Para integrar se sugiere utilizar la identidad cos®u = —

2

a’[cesf0 =a 2][“"4"5%8): §q+ —2écj529de

2
Integrando %jc@sﬂ) por cambiodeva  riable

2 2 2 2
:$fd c%sjudu= 0 sdhop+C
5 a 2 o4

De la figura 3.4.1 se deduce que 0= sen’ (ij y aplicando la identidad
a

sen 20 = 2 sen 0 cos 0, sustituimos en el resultado obtenido, con la finalidad de

que este quede en funcién de la variable x, se tiene

2 2 2 2 2_ 2
= a—(sen'lij GgeéBserC = sén a, 1 (fj a_(ﬁj X
2 a) 4 2 a) 4\ a a

> Si el integrando es de la forma va® + x* , es conveniente utilizar la sustitucion

x =atan 0, donde ;% g y utilizar la identidad sec®® = 1+tan 0 .

Asi

Ja?+x? =/a? +@=ta@’ (1+tarf 6)= 3 secy = ade | c@=asecH
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Si x =atan 6, dx = a sec? ® d® y sabiendo que va’+x?> = a sec 6,
obtenemos la siguiente integral mediante la sustitucién de estos datos, asi

J'\/a2+x2 dx:jasetasec 0He = a szqc 0° de

Es necesario que la solucion de la integral quede en funcién de la variable
original x, para ello se sugiere utilizar el Teorema de Pitagoras, a saber

c? = a? + b? esto es si el radicando es a? + x?, entonces resulta que

c>=a’+x% a*=a’y b*=x%

Es conveniente apoyarnos en el siguiente triangulo porque nos ayudara a
presentar el resultado final en términos de la variable x.

Figura 3.4.2

Del triangulo podemos deducir que tan 0 =X y secO=
a a

Resolviendo la integral azfseﬁzae , utilizando la técnica de integracion
por partes (ejemplo 24, pagina 36).

Isec39 d6 = sech tand - ﬁan 8 secO dd =sech tand- I(secze - 1)sece de

u=sed® dv=sec B
du=se®tanbddé v=tan6+C

J.secged9=secetane- .&ec 8do+ ﬁeced 4]
J.secged9=secetane- ﬁec ®de+IngecOd +tan §

2Iseﬁde=secetane+ln sgcO+tan® |

jsec39d9= —;secetane+ —;ln gecO+tand | ...... *
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Multiplicando ambos miembros de la ecuacién * por a® queda

2 2
a2jsa;ae= §a<é:~€etane+ l%z—sed;eﬂane |+C

/az +x2
* +
a a

azj.seﬁ:?je =

2 2 2 2
S 4
a

a2jse9;ae= %(a X +2) A

> Sielintegrando es vx*-a® (donde x es la variable y a es una constante), se

sugiere utilizar la sustitucion x = a sec 0, donde 0<© =m, si 6 ¢%, y

emplear tan’@ =sec “0-1 . Esto es

Jx?-a? =\/aBsec’= a¥se¢ B-1)= a tan/ 6=al | anf=tatan®

Sabiendo que Vx*-a° = a tan 0, que x = a sec ® mediante la derivada de x

encontramos que dx = a sec 0 tan 6 d6, y con ello podemos realizar la
sustitucién en la expresién original, de esta manera obtenemos:

.[x/xz-az dx:.[atﬁrasecetanede =a 2J.tanzesece de

Debido a que el resultado de esta integral quedara en funcién de la variable 0,
es necesario utilizar el Teorema de Pitdgoras para que el resultado final quede
en términos de x, sabemos que ¢ = a* + b?, si en el integrando tenemos x° - a2,
entonces del Teorema deducimos que b? = x? - &,

a®=a’y c®=x%

Se sugiere utilizar el siguiente triangulo rectangulo para realizar el cambio de
variable en el resultado.

X -4

Figura 3.4.3
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) . x* +a’ X
Apoyandonos en la figura 3.4.3, tenemos que tan@=—— y secB=—
a a

Integrando

azj tehéec 6 dO

Itanzesecede= Isece éec B-1 }ie= jsec ) de-Isecede

Por * de la pagina 40,

Itanzeseced9= %secetane+ %ln $ecB+ tan d -Injsec6+tanf +C

Itanzeseced9= %secetane- %m $ecB+ tanfg +C

Multiplicando por a*> ambos miembros de la ecuacién, tenemos que

2 2
az'[ta(héecede= &cotano- L%—se¢6+ tan6|+C
2 2

azjtaméecede= ol

azjtaﬁ1§eced9= xl(x 3 -2) =
2 2

RESOLUCION DE ALGUNAS INTEGRALES POR SUSTITUCION
TRIGONOMETRICA.

Para la resolucion de los siguientes ejemplos utilizar lo mencionado en la seccion 3.4

2
X
dx
- X2

1)]\/4_



. X
Del triangulo obtenemos: sen 6 =§

x=2sen 8 — X =4send
dx=2cos 6d6 + 4-X =2coP

j J.(4sen@)Qcose)d ".,(43en9 @cos6 )

_ (é_sen@)(Zcose)d §4s_en6 !gcose)

_J.U J4 cos?0 j 2cos 6 I 2

:4j—19_22£2d8d2 chZGdBI=29-sen2 6+C

sabiendoquesen28=2sen0Bcos B

1X XV4-x }_C

:29-23enecose+C=2(e-senecose)+C=2{sen > 2

2 2

2) j\/4_zxéd:xezj(zcof§ﬂ )(ZCose)d J-cos
X 0 4 sesdn 0O

X =2 sen O x* = 4 s’

dx=2cos 6d6 J4-X =2cos 6

4-x?
X

=[coBde = -c ot6 -6+ C = - -sen‘1§+C

43



3sec’ se
) '[(Stan 6)( secze)dC I

J I (3tan e)(\/ sec’ 9)

x\/9+x

. . X
Del triangulo determinamos que tan 6 =§ y por lo tanto

x =3 tand x> =9tan®
dx =3 sec’06d6 V9 + x2=3 se®

1. B&ec? 1. sec 1 1 1
=—Pi- dde =— dd =—|—eseB6dB6 —
37 taBsecH 3 {an® 3 senb 3 I

J9+x? 3 c
N X

= %In|cse-cot9 tC =

2) J- _6de 3sec? secO _ J-
2\/x +9 9tan29 @sece) 9’ ta@?®

x=3tan 0 x? =9 tah’
dx =3 sec®db Vx?+9=3sec 0

S6c t%g }iﬂé f cscO +C = ; — 2(\/4?+C

tfan 9x

44
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5) .[ : n B5sec 1 (] L
25 25 sec® )ﬁtane ) 257 se@

x=5sec 0 x* = 25 se@?
dx =3 sec®db Wx?+9=3 sec B

X“+9
9x

=-icsé)+C = -
9

tan & sec 1 de

cos B

1 2
R x\/x (1253ec )(5“%5?19”)d® 125I se@? 125 J

x=5sec 6 x® = 125 sed
dx=5sec 6tan6do JX-25 =5tan 6

== [oszio=) éeéeg[Zﬁde+ o [ ]

114
=—|686n2C= se s6+6 +C
uenzc= | soppst

2_ 2_
1 {\/x ZSJP)*S@C%]*C: x-25 1 Sec.lgm

250 X X 50x2 250

X dx 2 sen (_2 os @
g Iﬁ% I 2cos 6 I c

x=2sen B x* =4 s’
dx=2cos 6d6 \J 4 x*=2cob

2
=-2 “42"‘ +C=/4-x2+C



3tan 0)( 3sec’O
8) I%%i%%@—d@——)lg—;eeelﬁ: | I

9sec
x=3tan 0 x? =9 tah?
dx =3 sec®db X *+9= 9sec’®
2
= In‘ X +9 +C
3

gé_ _9%_ Isce secB, 1
9) J.x-l _J( tan0 d J.tane J.tane tan 6

X =secO X% = séc?

dx =sec 6tan®de (x2 -1)3/2 =@n’

X
=|csdBcot0dOb=-cscO+C=- ——=C
-[ [XZ_l

d At 1
10) Iﬁ%%%gﬁ%ﬁmef e ang +C

X = gsee NG =%5%e02

dx:gseetanede 4dx 225 =5tan 6

2

dx_ 8 6 [ séc” do 1 L
1) I(36IX2)Z 1296Ise64 8C°231%d24c92216 J

x=6tan 0 (36+ x2)2 =12968ec*
dx=6sec® db

46



= .QL{_lsenzé +C =} 243%{ +24én 0 cos e} +C
2 4 864 6

_ 1 a1 X X 6
= ——|tan" =+ +C
432 6 | /36 +x% )\ /36 + x>

X 6 4 dos 0
12) j g 5= j = cgec—&di — [
(16_ X2) 1024 ° coB 256 s 6% 256
X =4 send (16 - X2 )5/2 =10246:0s°
dx=4cos 6d6

=i{91—taecz g +2 j sec?0 de}c
256/ 3 3

:i%ia?eeﬁ tan® =l2=C }
256 3 3

25w e ) e )

! 2x ( 8 +1j o
256 316 - x2 \16-x°

13) Ix/9 -4x% dx = %fiﬁ)sz 0 %%e;r(e c 0s e)} +C

x:gselﬁ) x =2 se?

dx :%coﬁ g-x =3 cos6



_9 sen'lﬁ+sen sen‘l(z—xj cos sen'l(%j +C
4 3 3 3

14) J-«/—la m%?\/tan 855§ 0

tan© -[ 2

_ ﬁgé sec | (1+p}gn 9 sec Js
.[ J. tan©

tan 6 “tan @

51 c& y 1
=J.cosesene =j Isenede+Jsecede

:J.csed9+ §ecede=ln cbc 6-cot|+In|sec6+tanB|+C

X dX
16 - x*

15) |

x=4sen 6 x? =16 sel?

V16 - X2
4

dx=4cos 6d6 cos b=

_éfﬂéec__%edﬁﬂgecj | e+C=

16 cos“BO cos O

16) '[x\/xz -9 dx

x =3 sech x*> =9 sech
dx=3sec Btan6d6 Jx%?-9=3@an

:J.(B se® Htan® HsecOtand )de=27J.sec2 0 tan®0 d6 =27 j.: “du

(X2 ] 9)3/2
3

3
3 2 _
=27%+C:9ta®|3+0=9 (X 9% C= +C

In
V16 - X2

48

+C



17)_'. x3dx
VOx? +49

3x

tan=— — x=ztan6
7 3

dx = gsecze de

9x* +49
7

sec 9=

81 Bsec

- 343§mede-

= 3%%sec® sSeB+C=
243 81

2
tzﬁ‘éeg 3] . Ic3é?ée—

W B

81 81
séo’é?é- 3 s§£
243

81
1 3 49
=—.J(9x* +49) - —/9x*+49+C
243 ( ) 81
dx
18) | x+/25x* +16
X = itare X% = . tan?
5 25
dngsecéde 26x 2+16 = 4sec O
__J' s@:de 1 se 0 de = EICSCGde
ta@sec 6 tan 6 4
= Linjcs6-cote 4C = i V25X +16 4
4 5x 5x

sec 6d6

6+C

+C

49



dx
19) Ix4\/x2 -3

sec f=—— x=+/3sec®O x*=3sec’® x*=9sec’d
J3
_Vx%-3 _
sen 6= dx —\/5 secO tan6do
X

:Ie_ﬁsecetan_e dcoslj 46 1f %6 db
9sech B tand séc® 9

:éj(l-seam?ogede): césjede -éj@mﬁsede

Jx2-3 \/(x2 -3)3+ c

:lseﬂ- —15en g+C=
9 27

9x 27x3
20) J‘ )3/2
x:isere xzzls@n2
3 9
dx =%co§ de - 9x% = cosB

271-:86916039 g 1_571 6° e=2—17jtan29d6

B gos® 27 cos’8 “?
:i(&ale +C) = A 3x n 3xt+ C
27 27\ \/ 1-9x2

2

sec?

_ e’abkec e_djaeX dx _ tan
21) J.\/ezx+2€ +1 j\/(ex+1)2 T e+ _92.[
e’ = tarff sec 6=e +1

2 sec’0do

dx =
tan 6

=2[1a8d6 = 2Inspc® 4C = 2In |d *+1[+C

50
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sen x dx
22) '[\/coszx -2cosx+3

cos?x - 2 cosx + 3 =(cos x - 1)° + 2

senx

du
dX = -|—
\/(cosx-1)2+2 Ix/u2+2

u JUu? +2

u=cosx-1 tan8=— secO=

2 V2
du=-sen x dx J2 ta® =u J2sed= i %2
J2 se@ 88 =du

:-I%%e—decegie=-ln sec®Htan® + | C

sec 6
3 In| u2+2+ u |+C— In‘\/(cosx-l)2+2 + cosx-l‘+
R 7 |
sec?x dx sec?x dx du
23) [-— =] — =]
\/tan Xx+3tanx+4 (tanx+ j +7 u2+z
2) 4 4

3
u=tanx + =
2

du =sec?x dx

Integrando por sustitucion trigonométrica

J- du
wel
2u
tan8=—
J7
u=gﬂan



7&&:2

‘/—tan6+ —

= %ﬁsaﬁc 0 + tan]

sec 0

7 fs cedg® 7

‘/Z(tan 8+1)

7 sr gde?

1[%60

6] +C

ek e
tanx+—| +— tanx+ =
“In 2) 4 2

‘/u2+z
4 4
!

=In + + C
N7 N7
2 2
X dx X dx X dX X dx
24) =
J.\/4-x2+3x IJ-x2+3x+4 '[\/(x -3x-4) I 3\? o5
- X_i -
34
3 _ 3
U=x-— X=U+—
2 2
du =dx
s ) o
'[ _1¢ 2u+3 2 2
I +2£ 2 25 gcose
25_u2
sene=L cos 6= 4
5/2 5/2
sten'l(ﬂ) egcos—u 2
5 2
u:Eseﬁ
2

du :gcoﬁ doe

52
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(5sen B+ 3)(2 cos ej

_1le
_Eq )

é sen 6 cos O +125 cos ej

d %I(Qn

A" AV

§ cos 6 cos
2

:§jseme+ %@:- Rs0+ 63C
2 5 S >

3
1x3)
2)|,3
5 2

5 1
=-=cos|sen
2

3.5 Integrales de laformasen™ ucos"u,conmyneZ’

Existen algunas formas comunes de integrales trigonométricas, en las cuales es

necesario hacer uso de las siguientes identidades

sen®x +cos’x =1 Identidad Pitagérica

1-cos 2x

sen®x = Identidad del &ngulo medio para sen? x

1+ cos 2x

cos®x = Identidad del angulo medio para cos® x

con la finalidad de obtener las antiderivadas de integrales de la forma sen™ u cos" u.

Para ello se parte de los siguientes casos representados en forma general en donde

myneZ.
1) jsenmu du y/o Icosmu du
2) Isenmu cos"udu

3) jtanmu du 6 Icotmu du

4) jtanmu sec'udu 6 Icotmu csc"udu
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Se analiza cada una de estas expresiones y se indica el proceso a seguir para

resolver integrales que se apeguen a estos modelos matematicos.
Para integrales de la forma
Jsenm udu 6 jcosm udu simeZ*

se sugiere:
1) Representar al integrando como

J.(sen2 u)n senudu 6 '[(cosz u)n cosudu

2) Sustituir la funcién sen’u 6 cos?u por la identidad trigonométrica

conveniente.
3) Elevar el binomio a la potencia indicada.

4) Integrar término a término, en algunos de éstos tal vez sea necesario integrar

por sustitucion.

NOTA: Si m=2, no es necesario descomponer el integrando como un producto
de dos factores, Gnicamente sustituir la funcién sen®u 6 cos?® u por la

identidad del &ngulo medio correspondiente.

Para el caso

I sen™ xcos" xdx, con mon entero positivoimpar

escribir sen™x = sen™x sen x, como sen™'x es par considerar
sen’x=1-cos’x y hacer u=cosx, du=-senxdx. Sin es entero positivo

impar, proseguir de forma anéaloga.

Si la integral es de la forma

J' sen™ xcos" xdx, con myn pares
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se recomienda sustituir cada funcioén trigonométrica por

,_1-cos2x 5 1+ cos 2x
sen’X=——— Yy COS" X=—

2 2

De forma repetida segun lo indique el ejercicio. En algunos casos se obtendran
potencias impares del seno o del coseno, de ser asi, retomar el proceso descrito

anteriormente para obtener finalmente la solucion de la integral.

3.6 Integrales de laformatan™usec"u conmyneZ’

Existen integrales cuyo integrando esta constituido por potencias de funciones
tangente, cotangente, secante,... y que para resolverlas es necesario tener como
base las siguientes identidades trigopnométricas, asi como también algunas formas

basicas de integrales trigonométricas, a saber
Identidades trigonométricas:
1 + tan® x = sec® x

1+ cot?x =csc?x

Algunas formas basicas de integrales trigonométricas:

1) jtanuduz-ln|cos u[+C 2) J'cotudu:In|sen u/+C

3) jsecuduzln|secu+tanu|+C 4) jcscudu:-ln|cscu-cotu|+C
5) jseczudu:tanu+C 6) jcsczudu=-cotu+C

7) jsecutanudu:secu+C 8) jcscucotudu=-cscu+C

Reglas establecidas para evaluar este tipo de integrales.

Si la integral a evaluar corresponde a uno de estos modelos

jtann udu 6 J'cotn udu conneZ" ynpar
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se reescribe la integral de la siguiente manera
Itann udu =jtan“'2 utan®udu= _[tan”'2 u(sec® u-1)du
0
Icot” udu :_|‘cot”'2 ucot’udu= '[cot”'2 u(csc® u-1)du
El proceso es similar para integrales de la forma:

J'sec“ udu 6 J'csc” udu conneZ, ynpar

En integrales de la forma

J'tanm usec"udu 0 Jcot’“u csc"udu conm,neZ", ynpar

Es conveniente:

1) representar J‘tanm usec" udu= Itanm usec™” usec®udu

2) utilizar la identidad trigonométrica sec® x = tan® x + 1 y sustituirla en el
integral, al realizar la sustitucion, quedan integrales en términos de

tan x y sec? x, cuya solucién es “inmediata”.
3) para integrales de la forma jcot”‘u csc"udu, es conveniente
reescribirla como Icotmu csc™?ucsc’udu y como csc™? u es par,

sustituir cot® x + 1 por csc® x para obtener integrandos en términos de
cotangentes y csc® x, de esta manera llegaremos a la solucién en

forma mas accesible.

Si se tienen integrales

Jtanm usec"udu conm,n e Z", ymimpar

Es recomendable lo siguiente:

1) reescribir la integral como jtan”"l usec" usec utanudu

2) puesto que tan™u es par, utilizar tan®u = sec® u - 1 y sustituirla en el
integrando
3) dejar el integrando en términos de la potencia de secante y sec u tan u,

de esta manera, podremos llegar a un resultado sin mayor dificultad.
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3.7 Integrales de laformacot™u csc"u conm,neZ yn es par

Si trabajamos con expresiones como J‘cotm ucsc” udu

1) Es correcto factorizar la cosecante para obtener una nueva integral
cuyo modelo sea Icot’“ ucsc™ ucsc®udu

2) Como csc™ u es par, es conveniente utilizar la identidad trigonométrica
csc?u=cot?u+1

3) Finalmente los integrandos quedaran en términos de cotangentes y

csc? u, lo que nos facilitara la evaluacién respectiva.

RESOLUCION DE ALGUNAS INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

Utilizar lo descrito en las secciones 3.5, 3.6 y 3.7 en la resolucion de los siguientes

ejemplos.

1) Jsen“ x dx

Representar el integrando como (sen® x)? y utilizar la identidad

1-cos 2x
2

sen®x =
= j(senzx)2 dx = j(#]z dx = %Idx - %Icos 2x dx + %ICOSZZX dx

Integrar por cambio de variable cos 2x, y utilizar la identidad

cos? 2x = % para integrar cos® 2x
:lx-lsen 2x+—IMd ——x-lsen 2X
4 4 2 4 4

+1Idx+ljcos4xdx=§x-isen 2x+isen4x+C
8 8 8 4 32



2
2) jcos“xdx:j(mj dx :ljdx+£jc052x dx+1j00522xdx
2 4 2 4

1+ cos 4x

dx = 2 x + Lsen 2x +1J'dx
2 4 4 8

:1x+isen2x+lj
4 4 4

+1Icos 4x dx = lx+lsen 2x+1x+isen 4x +C
8 8 32

+ §x+lsen 2x+isen4x+C
8 32

3) Isenz 2X dx:'[(%]dx:%jdx -%J'cos 4x dx:%jdx -%Icosu du

lx-%senu+C:1x-%sen4x+C

1-cos2x jz (1+ costj
dx

4) Isen4 X cos? x dx = j(senzx)zcoszxdx = j( > >

= %_[(1 cos2x)’ (1+cos2x)dx = %j(l COS2X - c0s”2x +cos® 2x) dx

=éjdx - %jcos 2x dx - %J'cosZZx dx + %j(cos%x)(cos 2x) dx

=lx - isen 2X -lj[mjdx + 1J'(l sen22x)(cos 2x) dx
8 16 8 2 8

=1 Leen 2x-ijdx-i_|.cos4x dx+£'[cos 2x dx
8 16 16 16 8

-EJSQHZZX cos 2x dx = 1x - isen 2X - ix - isen 4x
8 8 16 16 64

-isen 2X -ijuz du :ix -isen 4x -isen32x +C
16 16 16 04 48
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5) [cos” xdx = [(cos’x) cos x dx = [(1- sen’x)’ cos x dx

= J|1-3sen®x+ 3(sen)" - (sen?x)’ |cos x dx = [ cos x dx

-3[sen®x cos x dx + 3[(sen’x )" cos x dx - [(sen’x )" cosx dx

= [cos x dx - 3['sen’x cos x dx + 3[ (sen x)" cos x dx

- [(senx)’ cos xdx =senx-3[u? du+3[u du- [u° du

+ 3 sen°x - 1 sen’x +C
5 7

2 2
6) J'sen5 x cos® x dx = I(senzx) sen x cos*x dx = I(l cos’x)” sen x cos’x dx

integrando por cambio de variable,sea u=cosx y du=-senXxdx

2\, 3 3 5 . gt 2u® u®
=-[(1-v*) v® du=-[u* du+2 v’ du- [u'du=-——+=—-=+C
4 6 8

1 1
cos’x + = cos®x - —cos®x +C

1
4

7) Isenﬁ X dx :J.(senzx)gdx :J-(l-cstdex
:lj(l-Bcos2x+300522x-cos32x)dx :lfdx-ifcos 2x dx
8 8 8
+§I00522x dx - %'[cos32x dx = %J.dx - %jcos 2x dx
+ EjcosZZX dx - ljc0322x cos 2x dx = iIdx- E'[cos 2x dx
8 8 8 8

+ gJ.COSZZX dx - %I(l sen22x)cos 2% dx :%J'dx - %J.cos 2x dx



+§J'00522x dx-ljcos 2x dx + 1Isen22x cos 2x dx :lx -ljcosu du
8 8 8 8 4

+i‘|'coszu du + ijuz du :lx - 1sen 2X +i(x + 1sen 4x
16 16 8 4 16 4

1 sen®2x
+

— +C:1x-lsen2x+ix+isen4x
16 3 8 6

4isen32x+C:i6x -lsen2x+isen 4x+i85en32x+ C

2
8) Isen“x cos’x dx = I(Senzx)2 cos’x dx = J(l =8 2xj (1+ cos 2dex

2

_1 2 1 1

——I(l-ZCOS 2X + COS 2x)(1+ CcoS 2x)dx-—_[dx+—_[cos 2x dx
8 8 8

-ij.cos 2X dx-l.[00522x+1I00522x dx +1J'cos32x dx :ljdx
4 4 8 8 8

-lj.cos 2x dx -ECOSZZX dx+lcos3 2X dlefdx -ljcos 2x dx
8 8 8 8 8

-EJ.COSZZX+1J.COS 2X dx+£jsen22x cos 2X dx:ix
8 8 8 8

isen32x N 1

1 x+isen4x + C:—x-isen4x+isen32x+c
16 4 16 3 16 4 48

9) _[tanS x sec* x dx = Itan5 x sec’x sec’x dx = J‘(tansx)(tan2 +1)sec2x dx

tan®x N tan®x

6

=tan’x sec?x dx + J.tan5x sec’x dx = Iu7du + IuSdu = +C

10) J.secﬁ x dx = J'sec“x sec’x dx = J'(1+ tanzx)2 sec’x dx

= I(1+ 2 tan®x + tan“x)seczx dx = Iseczx dx
+2Itan2x sec’x dx +jtan4x sec’x dx =tan x

2tan®x  tan®x
+ - +

C

+2J'u2du + Iu“ du=tanx +

60
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11) J'tan3 x sec® x dx = jtanzx tanx sec’x secx dx

J'(seczx -1) tanx sec’x secx dx :J'sec“x secx tan x dx

5 3
sec®x sec’x
J' sec?x secx tanx dx :ju4 du - qu du= 3 +C

2
12) J'tanS X sec X dx = J.tan“x tan x sec X dx = J.(seczx -1) tan x sec x dx
= j(sec“x -2sec?x +1) tanx secx dx = Isec“x tanx secx dx

= -steczx tanx secx dx+Jtanx secx dx = J'u“ du- Zj‘u2 du

sec’x 2sec?®x
5

+secx+C

+secx+C =

13) ItanG x dx = _[tan“x tan®x dx = I(seczx - 1) tan*x dx
= jseczx tan*x dx - J.tan“x dx = Iseczx tan*x dx - J'(seczx - 1)tan2x dx
= jseczx tan*x dx - Jseczx tan?x dx + Itanzx dx = _[u“ du - fuz du

tan®x tan®x

+tanx-x+C

+ Itanzx dx =

14).- .[cot“ x dx = '|'cot2x cot?x dx = Icotzx(csczx -1)dx = jcotzx csc?x dx -

3%
+cotx+x+C

-Icotzx dx:-J‘u2 du-jcotzx dx =-

3
cos®x
dx = J.senl’zx COSX COS°X dX = .[senl’zx COSX (1- senzx)dx

15) J. vsen x

= J'sen”zx cosx dx - J'senS’zx cosx dx = J'ul’2 du - J'u5’2 du

:éue"z - Eu”2 +C = E\/sen3x -%x/sen7x +C
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cos®x cos? XCOSX o _ (1- Senzx)cosx
16) '[\/sen X a _j Jsen x -[ Jsen x o

12 172
= j(senx) (1- senzx)cosx dx = J(senx) cosx dx - Jsen”x cosx dx

:_[u'l’z du - .|'u3’2 du = 2u*? -§u5’2 +C=2+/senx -éx/senSX +C

17) I(tan X + cot x)2 dx = I(tan2 X + 2 tan x cot X + cotzx) dx

= Itan2 x dx + than X cot X dx + jcotzx dx

_[(sec X - l dx+2J‘(CO Xjcotxdx+'[cot2x dx

:J'seczx dx-Idx+2J'dx+jcot2x dx
:Iseczxdx+jdx+jcot2xdx:tanx+x-x-cotx+C

=tanx-cotx+C

18) J.cot3 x cscd x dx = J'csczx CScx cot?x cotx dx

= j(csczx - 1)csc2x csc X cot x dx :J csc* x csc x cot xdx

5 u3

-_[csczx CSCX cotx dx:-J'u4 du +Iu2 du=-—+% 4¢
5 3

csc®x  cscx
=- + +C
5 3

4 3 4 2 4 2 4
19) J'o sen xdx:jo sen?x senx dx :jo (1- cos®x)senx dx:J'O senx dx

4 2 4 4 2
-IO senx cos“x dx = _[0 senx dx +_[O u- du

4

3
u  CoS3x
-cos x|g + =0.077



20) _[ltanz (Trxjdx = Il{sec2 (Ej -1}dx = Ilsecz (Trxjdx - Ildx
0 4 0 4 0 4 0
= i_[lseczu du- J'ldx -2 tan ('ITX) -X =0.273
oo 0 L 4
1 1 1
21) J.sen 3x cos 2x dx = —J'(sen 5x +senx)dx = —Isen 5x dx + —fsenx dx
2 2 2

=ijsenu du -lcosx=-icos 5x -lcosx+C
10 2 10 2

22) '[tanS x dx = Itanx tan®x dx = Jtan(seczx - 1)dx = Itanx sec’x dx

tan®x

-.ftanxdxzfudu-jtanxdx: +In|cosx|+C

23) J.cscﬁ x dx = j(cs.czx)2 csc’x dx = J.(1+ COtZX)Z csc’x dx = Icsczx dx

+2 J'cotzx cscix dx + J'cot“x csc’x dx=-cot x - ZJ' u? du - J'u“ du

3 5

5
:-cotX-L-u—+C:-cotx-gcot3x-COt X
3 5 3

+C

24) [tan® x sec’ x dx = [(tan’x)" (sec®)sec x tan x dx
[(sec? - 1)2 sec’xsecxtanxdx =
[ (secx - 2sec’x +1)sec®xsecxtanxdx = [ sec'’xsecxtanxdx
-2[ sec’x sec x tan x dx + [ sec®x sec x tan x dx = [u'°du- 2[u’du

60 _ U 2u° u _ sec™x  2sec’x sec’x
+Iudu——-—+_+c_ - + +
11 9 7 11 9 7

C




24) J.tanS x sec’ x dx = I(tanzx)2 (sec®x)sec x tan x dx
j(sec2 - 1)2 sec?xsecxtanxdx =
j(sec“x - 2sec?x + 1)secﬁxsecxtanxdx = j sec®xsecxtanxdx

- 2J' sec®x sec x tan x dx + Isecex sec xtan x dx = Iulodu - ZI utdu

u 2u° U’ sec’x  2secx N sec’x N

+[uldu = — - T—+=—+C = -
11 9 7 11 9 7

C

25) _[tanﬁ x sec* x dx = Itanﬁx sec’x(1+tan’x)dx = Itanﬁx sec2x dx M

7 Ug

+jtan8xseczxdxzju6 du+_|'u8 du = u7 +3+C

7 9
:tanx_tanx+c
7 9

26) j(sec 5X +csc 5x)* dx = fsecz5x dx + 2_[ sec 5x csc 5x dx + J'cscsz dx

= 1Jsec2 udu+ 2jsec 5X csc 5x dx + Ejcsczu du
5 5

:%tan5x+ ZIsec 5x ¢sc 5x dx-%coth

2I3e05xcsc 5xdx:2f 1 1 dx:ZI;
Cc0s5x senb5x sen5x cos5x

sen 2a =2 sen acos a

1
—senZa=senacosa

%sen 2(5x) = sen 5x cos 5x

csc 10x (csc 10x - cot 10x)
csc 10x - cot 10x

1
:4fsenloxdx:4jcscloxdx:4I
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_ . rcsc’10x-csc10xcot10x . 4 rcsc’u-cscucotu
4 I dx

= =— du
csc 10x - cot 10x 10 cscu-cotu
u = 10x dx V=CcScu-cotu
%du=dx dv = -csc u cot u + ¢sc? u du
2¢cdv 2

== —=—In|cscu-cotu|+C=EIn|csclox-cot10x|+C
5¢v b 5

y por lo tanto

(sec 5x +csc 5x)% dx = 1 tan 5x + 2 Injcsc 10x - cot 10x| - 1 cot5x +C
5 5 5

tan®+/x
J x

27) J. dx = 2J' tan®u du = ZItanzu tanu du = Zj(seczu -1)tanudu
= steczu tanu du :-thanu du = Zju du-thanu du

=u? - 2In|sec u|+C = tan®J/x - 2In‘sec&‘+c

3 4

sec°x 1 cos™x COS X )

28) I ; dx:_[ . ; dx:J' - dx:Isen“xcosxdx
tan”x COS°X sen”x sen“x

+C

-3
:J'u'4du:u—+C:- 13
-3 3sen°x

29) jex tan® e* dx = J'ex (tan’e* )(tan’e” Jdx = jex (tan’e* )(sec’e” - 1)dx Z

J.eX (tanzex)(seczex)dx = J' e (tanzex)dx = qudu - Itanzu du

3

u tan’e*
? - tanu+u+C =

- tane*+e*+C
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3.8 Integracion de funciones racionales por fracciones parciales

Otra de las técnicas de integracion que se utiliza para integrar algunas funciones
racionales es la de “integracion por fracciones parciales”, que consiste en la
descomposicion del integrando en fracciones parciales, es decir, en una suma mas

simple de funciones racionales y cuyo proceso de integracién es el siguiente.

Las funciones racionales propias se caracterizan porque el grado del polinomio del
numerador es menor que el grado del polinomio del denominador. Cuando se desea

P(X)

integrar funciones racionales impropias como )
X

dx con P(x) > Q(x), se sugiere

dividir el polinomio del numerador por el polinomio del denominador, de tal manera

P()

que m quede representado como la suma de un polinomio C(x) y una fraccion
X

R(X)

propia ——, esto es: residuo _ R(X)
Q(x)

PeY =cociente+ ——=C(X) + ——
Q(x) divisor Q(x)

Para integrales con expresiones propias, se sugiere expresarlas como una suma de
fracciones parciales que seran de gran utilidad en la solucion de integrales mediante

esta técnica de integracién, a saber

Fraccion propia Suma de fracciones parciales Descripcion
numerador A A Denominador. con
a) ————~ 1 4 2 factores lineales
(X-rl)(x-rz) (x—rl) (x—rz) diferentes
numerador A A A Denominador  con
b) — 1 4 2 5t n factores lineales
X-r (X -T ) ; 2\ repetidos
( 1) ! (X rl) (X rl)
numerador Ax+B A x+B Denominador con
) 5 1 1y _2 2 factores cuadraticos
(X + rl)(x + r2) (x2 + rl) (x2 + r2) diferentes
numerador A X+B A_x+B A x+B Denominador  con
d ———5 R 2 2 At n n__ | factores cuadraticos
(ax2 +bx+c) ax” +bx+c (ax2 +bx+c) (ax2 +bx+c) repetidos
numerador A X+B A X+B A x+B Denominador  con
e) - AL, 21 1y 27 72 —— n n factores lineales, y
n 24
(x-rl)(ax2 +bx+c) X-h  ax” +bx+c (ax2 +bx+c) (ax2 +bx+c) factores cuadraticos
repetidos

Tabla 1. Representacion de algunas fracciones propias

Nota: | = b?- 4ac <O paraelcasoc,dye
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Para integrar funciones racionales por medio de facciones parciales se sugiere lo

siguiente:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Dado el integrando, factorizar el polinomio del denominador, en caso
necesario.

Utilizar la tabla 1 para representar el integrando como una suma de fracciones
parciales, en donde el numerador de cada fraccion estara representado por
letra(s) mayusculas que llamaremos coeficientes indeterminados, mientras no
se determine su valor especifico.

Sumar las fracciones e igualar el resultado con el integrando.

Multiplicar ambos miembros de la ecuacion por el minimo comun
denominador obtenido en la suma de fracciones, hasta encontrar una
ecuacion bésica.

Encontrar cada uno de los valores de los coeficientes indeterminados
asignandole a x un valor especifico para cada determinacion. En algunos
casos se obtiene un sistema de ecuaciones que se sugiere resolver por
matrices.

Una vez definidos los coeficientes de la suma de fracciones, se sustituyen

resultados y se integra término a término.

Para llevar a cabo el proceso de integracion, una vez proporcionada la informacion

anterior, se consideran los siguientes casos.

Dada la fraccion

P(X)

——~=donde elgradoP(x)<grado Q(x) y Q(x)=0
Q(x)

Caso a) Denominador con factores lineales y diferentes.

Reescribir

PO__ A A A

ax) (x-r) (x-r,) (x-r,)

n

donde r; es la raiz de q(x), esto es q(x) = 'I'I'l(X—I”i) y los valores de las A; se

determinan parai=1,2, ..., n
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Caso b) Denominador con factores lineales y repetidos

Para este caso escribimos

PO__ A A A A,
q(x) (x-rl)k (x-rl)k'1 (x-rl)k'2 (x-rl)2 X-T,

Caso c) Denominador con factores cuadraticos diferentes

El denominador es de la forma: ax?+c,conxeR el<0

P(X) _ Ax+B,  AX+B, . L AX+B,
q(x) ax®+c, a,x’+c, ax’+c,

Noétese que cada factor de g(x) es cuadratico

Caso d) Denominador con factores cuadraticos repetidos

El denominador es de la forma: ax*+bx+c,conxeR el<0

p(X) — A1X+Bl + A2X+BZ + + An-1X+Bn-l + AnX+Bn
qx) (ax*+bx+c,)" (an_lxz +bn_1X+Cn_l)n_l (@,x* +b,x+c,)*  ax*+bx+c,

Caso e) Denominador con factores lineales y factores cuadraticos repetidos

El denominador es de laforma: x-r. y ax’+bx+c,conxe®R el<0

px) _ A, A,x+B, A,x+B, A X+B. A x+B,
= + + + ... +
q(x) (X'rl) (anx2 +an+Cn )n (an-lX2 +bn-1X+Cn-l)n-l (a2x2 +b2X+Cz)2 alxz +b1X+C1
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RESOLUCION DE ALGUNAS INTEGRALES DE FUNCIONES RACIONALES POR
FRACCIONES PARCIALES

Para la resolucion de los siguientes ejemplos utiliza lo descrito en la seccion 3.8

Caso a. Los factores del denominador son lineales y diferentes

3x-8
b -[x(x-6)

dx

3x-8=A(x-6)+Bx

Six=6 Six=0
10=6B -8=-6A

dx=—|= dx _4 njx|+= j———ln|x| —In|x 6|+ C

X+32
2) J.(x-6)(x+2) X

x+32 _ A . B _A(X+2)+B(x-6)
(x-6)(x+2) x-6 x+2 (x-6)(x+2)

X+32=A(x+2)+B(x-6)

Si x=-2 Si x=6
30=-8B 38=8A
15 19

B=-— A=
4 4
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J- X+ 32 dx = 19 dx 15, dx d_uE_
(x-6)(x+2) x-6 4 x+2

=D injx-6)- Linjx+2[+C
4 4

3) I 32-11x «
(x+1)(x+2)(x+3)

32-11x A B C
= + + =

(x+1)(x+2)(x+3)_(x+1) (x+2) (x+3)

32-11x=A(x+2)(x+3)+B(x+1)(x+3)+C(x+1)(x+2)

A(x+2)(x+3)+B(x+1)(x+3)+C(x+1)(x+2)
(x+1)(x+2)(x+3)

Si x=-2 Si x=-1 Si x=-3

-54=B 43 =2A 65=2C
A_4_3 C:E
2 2

32-11x 43 ¢ dx dx 65, dx
[ dx=—— -54f +— =
(x+1)(x+2)(x+3) 2 'x+1 Xx+2 27x+3

43 pdu du
7J.T_54IT I— =—I n|x +1 - 54In|x+2|+—|n|x+3|+C

2) I 4x* +54x +134
(x-1)(x+5)(x+3)

4x* +54x+134 _ A N B N C _
(x-1)(x+5)(x+3) (x-1) (x+5) (x+3)

_AX+5)(x+3)+B(x-1)(x+3)+C(x-1)(x+5)
- (x-1)(x +5)(x +3)

4X* +54x+134 = A(X+5)(x +3)+B(x-1)(x +3) + C(x-1)(x +5)
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Si x=-5 Si x=-3 Si x=1
-36=12B 8=-8C 192 =24A
B=-3 C=-1 A=8

2
J~ 4x“+54x +134 dX:8J.d—u-3J.d—u- du
(X-1)(x+5)(x+3)

=8In|x-1-3In|x+5|-In[x+3|+C

Caso b. Los factores del denominador son lineales y algunos se repiten

6x - 11
)J( 1)

6x-11_ A B _A(x-1)+B
(x-1)* (x-1) (x-1)°  (x-2)

6x-11=A(x-1)+B=Ax+(B-A)

Igualar los términos lineales del primer miembro con los del segundo miembro
de la ecuacion y realizar el mismo proceso con los términos independientes, esto es

Si x=1 entonces 6x=Ax — A=6
-11=B-A sabiendo que A =6,entonces B=-5

I6X_11dx :6.[ dx dx

- _q.5[9Y_ 2
1) X_1-5j(x_1)2_6|n|x 1 5ju2 61n|x 14+X_1+c

- 2 -
6) J- 19x° +50x - 25 dx

x*(3x - 5)
19x*+50x-25_A B C _A(X)(3x-5)+B(3x-5)+C(x’)
x*(3x-5) x x* 3x-5 x*(3x-5)

-19x* +50x - 25 = A(x)(3x-5)+B(3x-5)+C(x’)
Si x=0 Sing Six=1,B=5y C=2

-25=-5B 59—0—§C 6=-2A-10+2

B=5 C=2 A=-7



dx dx dx 5 2
:'7.’.74‘5]74'2'[3)(_5:'7|n|X|';+§|n|3X'5|+C

X+6 X+6
-  dx=|—  d
x?+2x-8 X j(x+4)(x-2) X
Xx+6 _ A B _A(x-2)+B(x+4)

(+4)(x-2) (x+4) (x-2)  (x+4)(x-2)
X+6=A(x-2)+B(x+4)

Si x=2 Si x=-4

8=6B 2=-6A
i:B A:-l
3 3
ILG —-—J _:__d_u du
x2+2x-8 x+4 3 37 u 3l

=-1|n|x+4|+iln|x-2|+C
3 3

11x+2 dx:'[ 11x+2 dx

2
2x%-5x -3 (2x-6)(x+;j

1
1x+2 A 5 _A(x+2j+B(2x-6)

(2X'6)(X+;j_zx_6+x+;_ (2x-6)(x+;j

11x+2:A(x+%j+B(2x-6)

De la ecuacién anterior se deduce:
six =-1/2, entonces B =%
six =3, entonces A=10
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== —I——5In|2x 6| In

5x?-10x - 8 5x° -10x - 8
9 —  —dx=
) I x3 - 4x X J-x(x+2)(x-2) X

5x*-10x - 8 _A B _C :A(x+2)(x-

1
X+ —

+C

2)+Bx(x-2)+Cx(x+2)

x(x+2)(x-2)_; X+2 Xx-2

X(x+2)(x-2)

5x? -10x — 8 = A(x+2)(x-2) + B X(x-2) + C x(x+2)

De la ecuacion anterior se deduce:
six=-2, B= 4

six=2, C=

six=0, A= 2

5x*-10x-8 , _
-[ X3 - 4x dX_ZJ. Ix+2 x2

:2In|x|+4ln|x+2|-In|x-2|+C

4x? -5x-15 X:J- 4x? -5x -15 «
X3 - 4x? - 5x X(x-5)(x+1)

10) |

4x*-5x-15 _A_ B C _A(x-5)(x+1)+Bx(x+1)+Cx(x-5)

x(x-5)(x+1)_y X-5 x+1

X(x-5)(x+1)

4x* —5x — 15 = A(x = 5)(x + 1) + B x(x + 1) + C X(x - 5)

De la ecuacion anterior se deduce:
six=0, A=3
six=5, B=2
six=-1, C=-1

J‘dezgj' J’

x3 - 4x? - Bx x+1

:3In|x|+2ln|x-5|-In|x+]1+C
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2x? - 25x - 23
[ dx
(x+1)"(x-5)

2x*-25x-23__ A, B _  C _ A(x+1)(x-5)+B(x-5)+C(x+1)

(x+2"(x-5) x*+1 (x+1)’ X-5 (x+1)"(x-5)

2x? - 25x - 23 = A(x + 1)(x - 5) + B(x - 5) + C(x + 1)*

De la ecuacion anterior se deduce:
six=-1, B=-2/3

six=5, C=-49/18

six=0, A=85/18

IZXZ_ZSX_ZBd _85rdx 2 dx 49 dx
(x+2)*(x-5)  187x+1 37(x+1)° 18°x-5

:_ 2 %_4_9 du
_85 2
—Eln|x+]1 30D 1 —n|x 5+C
12) J-5x +30;<)+43d
X+
5x2+30x+43_ A B C _A(x+3)+B(x+3)+C
(x+3)°  x*3 (x+3)° (x+3) (x+3)°

5x? + 30X + 43 = A(X + 3) + B(x + 3) + C
De la ecuacién anterior se deduce:
six=-3, C=-2

six=-1, 20=4A + 2B

six=0, 45=9A+ 3B

Resolviendo el sistema de ecuaciones

20=4A+2B
45 =9A + 3B

obtenemos que A=5 y porlotanto B=0



5x*+30x+43 | _p dx
I (x+3)3 dX_SIX+3_ -[

+3 _5'[ j_

X

1
x+3)2

=51In|x + 3|+ +C

Caso c) Factores cuadraticos diferentes

5 _ 4 _9y3 2 _
13) J-x X" - 2X° +4x 15x+5dx

(v

x®-x*-2x*+4x*-15x+5 _ Ax+B L Cx+D _ Ex+F
(+1f(x+4)  (+1) X+l X +4

_(AX+B)(X* +4)+(Cx+D) (x* +1)(x* +4) + (Ex+F)(x* +1)°
(x* +1) (x* +4)

X° - x* - 2x3 +4x% -15x + 5= Ax® + 4Ax + Bx? + 4B + Cx° + 5Cx® + 4Cx

+Dx* +5Dx* + 4D +Ex® + 2Ex® + Ex + Fx* + 2Fx* +F
Resolviendo la ecuacién anterior

X°=Cx>+Ex° six=1 tenemosque E=1-C
x*=Dx*+Fx* six=1 tenemos que F=-1-D
-2x% = AX® + 5Cx° + 2EX®
4x* = Bx® + 5Dx? + 2Fx*
-15x = 4Ax + 4Cx + EX
5=4B+4D + F

Resolviendo el sistema de ecuaciones

A=-4, B=0, C=0, D=2, E=1 vy F=-3

Ix5-x4-2x3+4x2-15x+5
(x* +1)"(x* +4)

du sec? tan -3
- 2‘[ \v, 2
tan? +ﬂ+ 4 ‘4tan

X-3 q

o __4-[ x*+1 -[x2+4 X

dx
x +1) +2I
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-2 2t
= T

-u

g -31 2 tan [
X7 +1 2 E-[ sec do )

:)(2_2+1e++2jmnegie- de%j " thanj 6.do

2 1. (X 4 X
+=tan™| = |-In|cos| tan| =
Cx2+1 2 2 2

Caso d) Algunos factores cuadraticos repetidos. En cada factor b® — 4ac < 0.

+C

14) j7x +16x> +20x+5dx

x +2x+2)

7x® +16x*+20x+5 _ Ax+B ,_Cx+D
(x2+2x+2)2 (x2+2x+2)2 X*+2x+2

_ AX+B+(Cx+D)(X* +2x+2)
(x? +2x+2)2

7x2 +16X% +20x +5= Ax + B + Cx° + 2Cx? + 2Cx + Dx?>+ 2Dx + 2D

De la ecuacién anterior, se tiene que
7x3 = Cx®
16x? = 2Cx? + Dx?
20x = Ax + 2Cx + 2Dx
5=B+2D

Del siguiente sistema se deduce que:A=2, B=1, C=7 y D=2

J»7x3+16x2+20x+5 J- 2x+1 dx+J X+ 2

; 7 X = | — 3 S io0i5
(x +2x+2) (x +2x+2) X" +2x+2

:J- 2X+2-1 dX_I_J-( X+ 2 dx

(x? +2x+2) x+1)" +1
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2X+2 dx X +2
= dx - d
'[(x +2x+2) ’ '[(x2+2x+2)2+'[(X+1)2+1 ”
:'[ 2X+2 _dx- dx 2+j 7x+22 dx
(x* +2x+2) [(X+1)2+1} (x+1)"+1
Integrando J% dx por cambio de variable e integrando
X°+2x+2
.[[d—XzT y J'( 7X1J)r22 ldx por sustitucion trigonomeétrica, se tiene:
(x+1) +1 X+l) +
d Ot 7(tarB-1 2
I
:_1 Bsec? Jtal] 2 )
u @ec@ sec
1 d
:-a-?ﬁd@7§tadﬂ |
=-%-je@£+9 tanpde-5 dof- - - j“cosz 6+7 [tan©de-5[de

-%-e?z-jdco%:fedew tand  d0-5[de

%éz‘jdco%zjedew tan [ ©do

01%1n doso | |+C
(x§+2x+2i 4

= ()(Tlx-l-z) - %tan (x+1)- %sen (Z(tan‘l(x+1)))

-71n |cos (tan'l(x +1))| +C
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Caso e) Algunos factores lineales y cuadraticos. En cada factor b® — 4ac < 0.

6X° +22x - 23

15) J.(2x-1)(x2 +x+6) o

6x*+22x-23 _ A Bx+C _A(X+x+6)+(Bx+C)(2x-1)
(2x-1)(x2+x+6) 2x-1 x*+x+6 (2X-1)(X2+x+6)

6x> +22x-23=A (X* + X + 6) + (Bx + C)(2x - 1) ecuacionk
BX2 + 22X - 23= Ax? + AX + 6A + 2Bx?> — Bx + 2Cx - C

., . 1
De la ecuacion® six = > entonces

Despejando a A, tenemos

A=—
9

6x° = Ax? + 2Bx?

6:£+ZB
9

Despejando a B, tenemos

B:3_4
9

'[ 6x% +22x - 23
(2x -1)(x2 + X+ 6)

-23=6A-C

-23=6(ﬂJ-C
9

Despejando a C, tenemos
C :ﬂ'
3

dx
2x -1

_ 14

9

(34/9)x + (41/3)
> dx
X“+X+6

|

14
9

dx 34
+

2x-1 9

dx
X>+X+6

x dx

41
2—+_
X“+X+6

3

14 (du , 34
+ —

x dx +4_1 dx
18u9(1)2233( 23
X+=| +— +
2 4

—
s
2 4



4 @secé 7
+§]ej— In-2x24 a3 |
(ane-3ed] o

+% Gsec 6 00 41 23/ I sec 6 d0
9 / 2 6 / 2
ﬁtan e +§ ﬁ tane +§
2 4 2 4

:-—In|2x %3634 téh ©_sec 89@7]
+1 9 tantan 6 +1

secbdd 7 34 tanBsec 6d6
+5.69[ =20 =/ jn[2x -1 F—

J‘tan€+1 9 | ]4 9 f sec B

secbdg 7

+4.9( _-—|n|2x-14+3;—jtan 6.de +4.9[ do

sech

:-g|n|2x-]j- 3?A'In|cos e| +490+C

ol (%)

:-gln|2x-]j-%ln

+4.9 tan'l(zx—ﬂ}c

V23

3.9 Algunos tépicos

Para las siguientes integrales cuyo integrando es una expresion racional de

senos y cosenos, hacer la sustitucion

sen x = 2z . cosx—1 y
1+ 22’ 1+ 22 1+ 22



d
2dz 2(1+22)

Loz’ _ —o[ 92 [ 02
1) J'secxdx Icosx 1-22_1(1+22)(1-22)dz'2.|-1-22 —21(1_2)(1+z)

1+ z°

2 _ A, B _A(l+2)+B(1-2)
(1-z)(1+z) 1-z 1+z (1-z)(1+2)

2=A(1+2)+B(1-2)

Siz=1 Siz=-1
2=2A 2=-2B
A 1 B=1

jsecxdx j I:Ez QE %%— In[L- |+ In[1+z|+C

1-tan (ij 1+tan (5j
2 2

=-In +1In +C

2dz 2dz
2)_[ dx  _ ¢ 1477 _ 1+ 22 :J. (1+z)dz
l+senx <., 27 1+ 22 +27 (1+z)(z +22+1)
1+ 22 1+ 72

-1

2(1+2%)d _ jd—;’:ZIu'zdu:Z_ul

:'[(1+z z+1)° '[ (z+1)° e

u=z+1
du=dz

-24c=24c=— 2 ¢

u z+1 tan(;j+1
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dz dz ,
3)J‘ dx  _ 1+z _J‘ 1+72 _J.(1+z)dz
1-cOS X 1+27%-1+2° (1+22)(222)
1+z 1+ 72
_¢dz _dz ¢, ' 1. 1
_ZI?—I?—JZZdz—_—1+C—-;+C—-m+C
2
dz dz dz
dx 1+ _ 1+72 1+ 7
4 Jl-senx_z-[ =2 1+zzz-22_2 22-2§+1
1+72 1+ Z? 1+ 72
_ (1+22)d2 _ dz du 2 B 2
_2'[(1+22)(Z-1)_ I(z-l)z_z-[? _z_-1+C__tan(x]_1+C
2
u=z-1
du=dz
St N ST S e
> J2+cosx_ 1-7° j2+222+1-22_ 22+3 I(1+22)(22+3)
2+1+22 1+ 722 1+ 72

Integrando por sustitucion trigopnométrica

d
:2-[2242-3

z=J3ta® = z*=3tand
dz =+/3 se#?

1 Z

Mg

O=tan

tenemos que:

_2\/—'[ sec@d —2\/2_&{8860 6 do _2 ffecé \'é_J-

3(ta62+1 sec ® 3
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X
3o- W (40 W Sl
3 3 73,6 3 J3
2dz 2dz
O [y S it
1+sen x+cos x 1+ 27 1-z 1+z°+2z+1-2
1+2° 1+Z72 1+2°

2dz

1+7% _ (1+22) dz = dz _rdu
2z+2 (1+z)(z+1) Jz+1 )y
1+2°

tm{gj+4+c

:In|z+]4+ C=In

2dz 2dz

7 J dx _ 1+z _I 1+27°
sen x - cos X 2z 2 +2z-1

1+2° 1+z 1+2°

B 1+z _ dz _
_ZI(1+22)(22 +22-1)0|Z_ZIZZ +22'1_2I(Z+1)2'2

Integrando por cambio de variable

du du

e @) )

Integrando por fracciones parciales

du 1j du dV 1 ‘ \/—‘ —In‘u+\/_‘
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Sl

|NZ+1-Jﬂ-j%"ﬂZ+l+Jﬂ+C:

Nl

+C

X 1
Inltan| = |+1-/2]-—=—1In
KZJ ‘ J2

tan (gj +1442

2dz 2dz
dX 1+ Z _ 1+ ZZ
8 J-senx+tanx_I 27 senx_J- 57
1+7%  cosx 22 1+7°
1+7%2 1-7°
1+ 72

2dz 2dz 2dz

=I 1+z _J' 1+22 =J' 1+z
27 27(1+2%) 2z 2z 27-27°+2z2+27°
1+22+(1+22)(1 z*) 142" 1-2° (1+2°)(2-2°)

2dz

=_|. 1:’1222 =%J.1_22dz——jd—z-lj dz——In|z| —z +C

X 1
tan| — || -=
(Zj‘ 4

+C

tan? (5)
2

2dz 2dz 2dz
9 dx  _ 1+7> [ _A+7> _[_1+7° _ 1+2° dz
) _[ - J‘ 2 - 47 2 - J. 2 2
1+2senx 7., ,( 2z 1+ 42 1+7°+4z (1+z )(z +4z+1)
1+2° 1+2° 1+2?

_ dz  _ dz _Af du _ du
_ZIZZ+4Z+1_Zj(z+2)z-S_ZIUZ-B_ZJ.(U-\@)(U+«/§)

u=z+2
du=dz
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) _ A, B :A(u+\/§)+B(u-\/§)
(u-v3)(u++3) u-v/3 u+3 (u-v3)(u++3)

2=A(u+3)+8(u-3)

si u=+/3, entonces A=_L

V3

si u=-+/3, entonces B=._L

J3
1 du dv dv
e e e LR

Integrando por cambio de variable

v=u-4/3 v=u+3
dv=du dv=du

Inv-TInv—\/_ ‘u-ﬁ‘-%ln‘u+\/§‘

ol

ol

In z+2-«/§‘-%ln‘z+2+\/§‘

&l

+C

X 1
Inltan| = |+2-/3]-——1In
(3)+2-a-4

tan(§j+ 2+4/3

10) jxi_xldxzz

u? B 1
7 _1du —2'[(1+ e

w?=x - u=+/x

2udu=dx

por fracciones parciales

_ _ dv 1
=2faus 5[ 28-S = 2o dus S [T 2

=2u+Zinv|-ZIn|v|=2u+ > Inju- q-%|n|u+q +C



:2\/§+%In‘&-]{-%ln‘\/§+]{+c

~fon5) 3 ff(3) -4 Sofn(3)

X u6 l
o e
x=u’

dx =6u°

Ull u2
——=u+u +U HU AU A U U I ——
u’-u u’-u

2
u

:j[u8+u7+u6+u5+u4+u3+u2+u+1+ - szu
u®-u

_6u’ 6u® 6u’ 6u° 6U° 6u* 6u’ 6u’ 2
=Sttt et ettt +6u+6Iu3

u
9 8 7 6 5 4 3
2
2u +3u +6u +u +6u +3u +2u® +3u? +6u+6J‘—du
3 7 5 2 (u 1)
2

=

e +3u +6u +u® +6u +3u +2u° +3u? +6u+6j—+|n|u-
3 4 7 5 2

=24 245 S+ Sl 24 w2t

+3%/x% +68/x +In[%/x

+c=% X3/2+3 43 4 $X7/6+X

+gx5/6 +gx2/3 +2xY2 +3x¥° + 6xY° +6In|x]/6 -]4+C
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2dz 2dz 2dz
da - 1+27° — 1+27° — 1+27?
2 jcosa+sena Il'zz +3( - j '[1-22 s J4<1‘22)+62
4 1+2° 4\1+2°) 1+2° 4(1+2%) T4z
2dz .
—I 1+22 —I 8(1+Z )dZ —4‘[ dz _4'[ dz
J4-472+62 J(1+42%)2(3z-222+2) 2+8z-22 TV (2-2)(1+22)
4(1+2%)
z . .
Integrando 4.[(2_2)(1+ 22) por fracciones parciales

4A B A(1+2z)+B(2-2)

(2-2)(1+22) 2-z 1+2z (2-2)(1+22)

4= A(1+2z) +B(2-2

Siz=2, A:i
5

Siz:—i, B:§
2 5

4J‘ dz :ij' dz +§J‘ dz :__J~d_u+_ %
(2-z)(1+2z) 572-z 571+2z 5°u 107 u

2 -tan (5j 1+ 2tan (5j
2 2

:-£In|2-z|+ﬁln|1+22|+C:-ﬂln +£In +C
5 5 5 5




_ dx . pzdz _ -3
13) I3+J;:§_I3+J;:§_ZIB+Z_21&5:2+qd2

Z=~/X+2
22 =x+2
2z dz =dx

=6j3d+zz+2jdz=-6jd—u“+2jdz=-6|n|3+z|+2z+c

=3+z
du=dz

=-6In‘3+\/x+2|+2\/x+2+c

14) I2&+f J > 1 X:/z:qz(uﬁ)l;:iu(ue)vz:6I23§iuu3:
Dividiendo
agggagzu2-2u+4-a;%£ag
:eju2-2u+4-%du:6j 120 | o au- 48[u +22u du
2 3

=20° - 6U2 + 24u- 48]T2)

du=2(%x) - (ﬂ—) +248/x - 48[

u+2

= 2x¥2 - 6x¥° +24x¥° - 48jE =2x¥2 - 6x"° + 24x¥° - 48Inju+ 2|+ C
Y4

= 2x¥2 - Y3 + 24xY6 - 48 In‘ﬁ/; + 2‘ +C
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3.10 Recomendaciones para el proceso de integracion

En la asignatura de Célculo | impartida en la Facultad de Quimica, es basico
que el alumno tenga conocimientos de algebra, trigonometria, geometria
analitica y principalmente de la derivada, entre otros; cuyo objetivo es el de
poder distinguir el integrando respectivo y asi aplicar la técnica adecuada para
gue el proceso de integracion le sea mas accesible.

Se le sugiere ademas dominar cada una de las técnicas de integracion, y para
ello debe analizar el integrando y determinar que técnica aplicar en la

resolucién del ejercicio, esto es:

» Si el integrando esta constituido por un polinomio, se sugiere aplicar las
reglas béasicas de integracion.

» Si lo que se va a integrar es una funcion compuesta, entonces es
conveniente utilizar integracion por cambio de variable.

» En la mayoria de los casos en los que el integrando sea un producto de
dos funciones (polinomiales y/o trascendentes) es recomendable la
integracion por partes.

» Se aplica integracion por sustitucion trigonomeétrica cuando el

integrando presenta expresiones de la forma a2 - x* , /a2 +x?, 6 bien

\Jx? - a?: donde a > 0.

» Si el integrando estd compuesto por una funcidbn que presenta
potencias trigonométricas, es decir, funciones como sen™ u, cos™ u,
sen™ u cos" u, tan™ u, cot™ u, sec™ u, csc™ u, tan™ u sec" u, cot™ u csc"
u, es conveniente aplicar integracion de potencias de las funciones
trigonométricas.

» La integracion por fracciones parciales se aplica cuando el integrando
es una funcion racional. Las funciones racionales propias se integran
aplicando directamente esta técnica y en caso de tener funciones
racionales impropias, es conveniente representarlas como una suma de

una funcién polinomial y una funcion racional propia.
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Se le recomienda al alumno no perder de vista el concepto de integral,
recuerda que en matematicas no se trata inicamente de mecanizar, también es
muy importante analizar. En el caso de las aplicaciones de la integral se
sugiere leer el problema, representar a través de un dibujo el proceso indicado

en el enunciado, analizar y resolver.
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CAPITULO IV. ALGUNAS APLICACIONES DE LA INTEGRAL EN EL AREA
DE LA QUIMICA.
4.1 Pasos a seguir para laresolucién de problemas de aplicacion de la
integral.

Una vez que se ha repasado y ejercitado las técnicas de integracion, pasamos a la

aplicacion de la integral en el area de la Quimica.

Para la primera parte de este capitulo, se presentan una serie de pasos
necesarios para la resolucion de las aplicaciones de la integral en el area de la

Quimica, considerando los siguientes problemas como ejemplos.

Una vez que se ha proporcionado el enunciado del problema

Mediante una reaccién quimica se lleva a cabo la precipitacion de
una determinada sustancia con una rapidez de y gramos por segundo,
donde y varia con el tiempo t. ¢ Cudl es la precipitacion total desde t = 0
hasta t = 10 segundos?

Se sugiere:

1. Leer y analizar el enunciado, comprender el proceso descrito en el

problema y representarlo a través de un diagrama.

==y Sl
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2. Representacion matematica.
Este problema nos pide determinar la precipitacion total de la sustancia
durante los 10 primeros segundos, lo cual se obtiene integrando la funcién

y(t), esto es

["y®

3. Solucion del problema
Para este paso, se recomienda retomar el capitulo Ill, referido a las

diferentes técnicas de integracién, localizando la técnica adecuada para la
resoluciébn de la integral de acuerdo al integrando que se tiene o

simplemente haciendo uso de las formas basicas de integracion.

[y dt=F(10)- F(0)

4. Comprobacion del resultado

Diferenciar el resultado obtenido y posteriormente evaluar la integral.

El otro ejemplo es:

Una particula se desplaza por una recta, que sera el eje de las y, cuya
velocidad en el tiempo t es v(t) (en metros por segundo). ¢Cual sera el

desplazamiento total de la particula desde el instante t = a hasta t=b?

1. Leyendo este enunciado, se hace el siguiente analisis

Una particula se desplaza por una recta, que sera el eje de las y, si nos

imaginamos la particula, podemos pensar a la vez en sus posibles

desplazamientos, de momento podemos imaginar que la particula puede
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desplazarse hacia arriba, hacia abajo o en ambos sentidos. Se recomienda

hacer un diagrama del proceso descrito en el problema.

"y

El enunciado continua con, cuya velocidad en el tiempo t esta dada por v(t),
en esta parte del enunciado ya podemos imaginar y considerar algunos
aspectos, primeramente, que si la particula se desplaza hacia arriba la
velocidad sera positiva, y si se desplaza hacia abajo, la velocidad sera
negativa, y si se desplaza en ambos sentidos (aumentos y disminuciones
en y) tendremos que v podrad ser positiva 0 negativa, en momentos
distintos. Por otro lado, se tiene la idea de que mientras el tiempo transcurre

la velocidad cambia.

2. Representacion matematica.

En este problema se tiene como referencia que la derivada de la funcion de
desplazamiento es la velocidad, entonces si lo que deseamos determinar es
el desplazamiento total de la particula desde el instante t = a hastat = b,
integramos la funcion v(t).

jb v(t) dt
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3. Solucion del problema

Se sugiere consultar el capitulo Ill, en caso de que se le presente alguna

dificultad al integrar.

[ v dt=s(b) - s(a)

4. Comprobacion del resultado

Se recomienda al alumno, antes de evaluar el resultado obtenido en la
integral, corroborarlo a través del proceso de diferenciacion y una vez que
esté seguro de haber obtenido un resultado correcto, evaluar la integral en

t=byt=a

Con estos dos ejemplos enfocados en el area de la Quimica, se pretendid
mostrar en forma generalizada el proceso a seguir en la resolucién de

problemas de aplicaciones de la integral.

4.2 Algunas aplicaciones de la integral en el area de la Quimica.

Este apartado es el tema medular de este trabajo, dado que es aqui donde

se hace el enlace entre las matematicas y la quimica.

Considerando la comprensién y utilizacion de los pasos antes mencionados,
proseguimos con algunas aplicaciones de la integral en algunos problemas
planteados, donde vamos a poder ver con mayor claridad la aplicacion de

algunas de las técnicas de integracion.
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4.2.1 Ecuacion de Clapeyron

La ecuacién de Clapeyron se utiliza en el andlisis del equilibrio entre dos fases de una
sustancia pura y representa la dependencia cuantitativa de la temperatura (T) de equilibrio

con la presion (p)

dTAV

dpAS
o la variacion de la presién de equilibrio con la temperatura

dpAS

dTAV

. L . AH, ..
donde AS es la entropia molar de la fusién a una temperatura T y es igual a % y

AV es el cambio en el volumen molar que se lleva a cabo durante la fusion. Para el

equilibrio sélido-liquido la ecuacién es

% - ASfusién - AHfusién
dTAV fusion AV fusion
dp — AHfusién d_T
AVfusi()n T
Si
entonces,

2 AH usion_ | 2 dT
J.r: dp = A\/f J"Z T

fusion T
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AH AV,

rusion Y rusien  SE consideran constantes debido a que el cambio con la temperatura

y la presién es minimo.

Integrando, obtenemos

P2 » Tz
p - AHfusmn |n-|-
Py AVfusién g
AH

P,-P1= AVfUSién (InTz 'InTl)

fusién

P, -p,= M |n£
? ' AVfusién Tl

Donde T, es la temperatura de fusion con p,, y T; es la temperatura de fusion con p;.
Debido a que la diferencia T, — T, es muy pequefia, el logaritmo obtenido en la ecuacién
anterior puede desarrollarse como

InT—:In[l+ LE _le: -y
1 1 Tl

Asi obtenemos que

AHfusic’)n
AV

fusion

T2'T1 +p
1

P = T

Finalmente la expresion obtenida representa la ecuacion de una recta con

. AH, , ., ,
pendiente —% = donde p, estd en funciéon de T,. Cuando el sistema se
fusion
encuentra en equilibrio, se tiene una presion (p1) y una temperatura (T1), si T

cambia a T,, entonces hay una perturbacion en el equilibrio que para
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reestablecerlo es necesario llevarlo hasta una presion (p,). Graficamente queda
representada de la siguiente manera (figura 4.2.1).

P&

solido

liquido

Fig. 4.2.1

e : , AH, . _
En la gréafica se tiene una recta con pendiente — " constituida por todos los

fusién
puntos (T, p) en los cuales el sdlido y el liquido estan en equilibrio. A la izquierda
de la recta, la fase solida se mantiene estable y todos los puntos (T, p) que se
encuentran en esta zona presentan temperaturas menores a la temperatura de
fusién. Los puntos (T, p) que se encuentran a la derecha de la recta presentan
temperaturas mayores a la de fusion, estos presentan las condiciones necesarias

para que la fase liquida permanezca estable.

4.2.2 Principio de incertidumbre de Heisenberg

Los electrones se comportan en algunas ocasiones como particulas y en otras
como ondas, dependiendo del experimento que se vaya a realizar para observar
estas caracteristicas (de onda o de particula).

Al tratar de medir simultaneamente la posicion y el momento de una particula
microscopica, ocurre durante el proceso de medicion una perturbacion
incontrolable en el sistema sobre el que se realiza la medida, provocando una
incertidumbre inevitable entre el equipo de medicion y el sistema cuantico. Cuanto

mayor sea la precisibn con la que se determine la posicion, menor sera la
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precision que se obtenga para el momento. La limitacion presente en la medicion

es la que establece el Principio de incertidumbre de Heisenberg.

Uno de los postulados fundamentales de la formulacion matematica de la
mecanica cuantica hace mencion al Principio de incertidumbre de Heisenberg:

para el caso de las variables tipicas de posicion (x) y momento (px) se tiene que:

h
Ax Ap, > —
Py 5
0
h
Ax Ap, >—
P 41T

Donde % =2L, siendo h la constante de Planck = 6.6260693 x 107>* J/s,
TT

Ax y Ap, las incertidumbres representadas por la raiz cuadrada de la varianza,

esto es:

2

Bp, = \(p?)- (p.)

(x)y(p,) son los valores esperados (valores medios) que proporcionan la

probabilidad de encontrar a la particula en un punto especifico y la probabilidad
que existe de que la particula se mueva en la direccion +x o0 —x respectivamente.

En mecénica cuéntica (X) :Lfo X kK x [dx, donde y es la funcion de onday

g es el conjugado de la funcion de onda que se obtiene de resolver la ecuacion
de Schrodinger. Por ejemplo, las funciones de onda para una caja unidimensional

estan dadas por
2 1TIxX(n
X)=,—sen|— |, n=1,2,3,..
voo=2 =)



98

donde L es la longitud de la caja y n es el nimero cuantico. Cada valor de n
diferente proporciona una funcion de onda y un estado diferente. Si tomamos
n=1, tenemos

2

5 1- cos(znxj
<x2> = [T)XXZ seng(Tj dx = ELL NG L) dx

= 1J‘“{sz - X2 cgs(z—ﬂ ?jx = —ILXZ(}-{(X- —Ixzcos (—j dx
Lo L Lo L L

Integrando por partes

l 1;r<)‘(cos(2—jdx
L L
seau=x? dv =cos (Zl_ﬂjdx

du = 2x dx '[dv = jcos(?jdx

jdvz%jcosudu
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u=x dv:sen(?)dx

du=dx Idv :Isen(?jdx

L mrx (2 j
V=-—C0s| —
21 L

_x3 ™ 1(2Lx mx L 21X
=—-—sen| — |[+— -—cosL— ér_ cos| — |dx

[x® ™ L>E2 j221'rx L( )211)% f Lj'_ 2 2
=|—-—sen| — |- cos| — |+ senf] — || =—-
3L ™ L m 2 L 4 3 L 3 2w 2

u=x dv = sen® X gy
du = dx
) TTX T L
siu=——, du=—dx = —du=dx
L 1T L

jdvz%jsenz udu
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Evaluando obtenemos

CUS(FZ)-—E— L.ttt

L L
=L-—sen(21)- —- - —
21T ) A4 2 2 41 *4m 22

2™’

, L , . . .
Y por lo tanto si <x> :E entonces para el nivel de energia mas baja (n = 1), existe una

mayor probabilidad de encontrar a la particula en el centro de la caja.

2 L?
X) =—
() =2
Para el caso del operador de momento py definido por py = - iha—, y para el valor
X

esperado o valor medio se tiene que:

oW (x.t)
0

(p,)=-in _[OL (%jéen [T) g)s(en(Tf(ijx =- Th :Ds(enKTTE)éos (“TD (fj dx

(p,) =, t)
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El hecho de que <px> = Osignifica que existe la misma probabilidad de que la particula se

mueva en la direcciéon +x o en la —x.

Si

e (£ BLEL o wiTe, [ W[
3 1™ %4 121 2 121 2 12m 2 T V2
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2.2
Ap, f 12T =h_1'r’ sabiendo que h=L, tenemos que
L~ mL 2
h
A =
P 2L
entonces
Ax Ap, = L“,/i — Q—“,/i=5.98850x10'35
my 12 2L) 2w\ 12
Si 4L: 5.27285x10, entonces se cumple que
T

Ax Ap, _4L
m

4.2.3 Rapidez de reaccioén

En el area de la quimica, es muy comun involucrarnos en el tema de cinética
guimica porque es la que se encarga de estudiar la rapidez con la que ocurren las
reacciones quimicas. La rapidez de las reacciones puede verse afectada por
factores tales como la concentracion de reactivos, la temperatura a la cual se lleva
a cabo la reaccion, la presencia de catalizadores y el area superficial de los

reactivos o catalizadores.

Las colisiones que se llevan a cabo entre las particulas, dependen de la
concentracion de los reactivos (moles/l). Al inicio de una reaccion, se tiene una
mayor concentracion en los reactivos, esto hace que la rapidez de la reaccion sea
mayor porque las colisiones entre las moléculas es mayor. A medida que la
concentracion de reactivos disminuye conforme avanza la reaccion, las colisiones
entre moléculas también disminuye, y por lo tanto la rapidez también. Las
unidades en las que se mide la rapidez de una reaccion estan dadas en moles/I-s

(unidades de concentracién/tiempo).
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Orden de reaccion

El orden de las reacciones depende del reactivo que se analice y se determina
experimentalmente. Cada reaccidon esta representada por una ecuacion
caracteristica que describe el numero de particulas del reactivo que reaccionan

entre si mismas, para formar una cierta cantidad de particulas del producto.
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En este trabajo de investigacion se ha seleccionado una ecuacion de segundo

orden, representada por la reaccion
A+B P
de la cual se tiene que la rapidez de reaccion esta dada por

dla] __d[b] _d[x]

e

con la finalidad de determinar una ecuacion que nos proporcione la rapidez con

la que se lleva a cabo la reaccion, en cualquier instante t.

La rapidez se puede expresar como:

dfa-x dlb-x| d[x
T [dt L-. [dt - (Elt] =Kla-x][b-x]

Donde:

[a] es la concentracion inicial del reactivo A

[b] es la concentracion inicial del reactivo B

[a - X] es la concentracion del reactivo A, en el instante de tiempo t.

[b - X] es la concentracion inicial del reactivo B, en el instante de tiempo t.
[X] es la concentracion del producto P, en el instante de tiempo t.

Entonces se tiene la siguiente ecuacion diferencial

d[x]
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Integrando, obtenemos

on d ]:kjotdt

[a-x][b-x

Resolviendo la integral por fracciones parciales, tenemos que

1 A B _ A[b-x]+B[a-x]

[@-x]b-x] [a-x] [b-x] _ [a-x][b-x]

1=A[b-x]+B[a-x]

Six = b, entonces B =
[a-b]

Si x = a, entonces A =

1
[b-2]

x| =kt

X 1 X 1
b aqp=a) M o ooy O

x d[x]
-[0 [a-x][b-X]

1 x 1 1 x 1
-]l fa-x D faby o ooy A1 =H

Integrando por cambio de variable

1 (xdu 1 (xdu
- —- — =kt
[b-a]J-0 u [a-b]J.0 u
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Evaluando

1 1 ]
[b_a]{ln[a-X]-In[a]} - [a_b]{ln[b- x]-In[b]} =kt

Considerando que [a] < [b], se tiene que

[
InM [b- a]kt+|n{] . %

[a-x] a]
La ecuacion resultante es caracteristica de una funcién lineal (figura 4.2.3),
cuya pendiente es [b-a]k.

'

/

Fig. 4.2.3

o o=l
"=

a8 |
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De la ecuacion % se puede determinar la constante cinética K, puesto que [a] y
[b] se conocen y [a - X] y [b - X] se determinan por cromatografia para
cualquier instante t. Una vez que se ha calculado el valor de k, se determina la
rapidez de reaccion mediante la ecuacion

r=k[a] [0]

4.2.4 Determinacion de la velocidad media de un flujo en tubos
circulares

El siguiente problema representa una de las tantas aplicaciones de la integral que
existen en el area de la Quimica. El ejemplo hace referencia a un flujo laminar en

tubos circulares, del cual podemos determinar la velocidad media.

Para ello vamos a considerar un fluido de densidad constante a través de un tubo
circular horizontal de radio R y longitud L, se considera un tubo “muy largo” lo cual
implica que no se tendran efectos finales. Se utilizardn coordenadas cilindricas porque

son las coordenadas adecuadas para describir las posiciones en una tuberia circular.

Cuando el fluido fluye en una tuberia circular (figura 4.2.2), al medir las velocidades a
diferentes distancias de la pared al centro se demuestra que en el flujo laminar el fluido
gue esta en el centro del tubo se desplaza con mayor rapidez que el que esta cercano
a las paredes. Estas mediciones se efectlan a una distancia razonable de la entrada a

la tuberia.

Warnix

o]

Fig. 4.2.2

Si r es el radio del tubo, la velocidad méxima se presenta cuando r = 0, y esta dada
por la ecuacion
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Si la distribucién de velocidad esta representada de la siguiente manera

P,-P)R? ?
v (1= B Hﬁﬂ

la cual nos indica que la distribucion de velocidad para el flujo laminar de un fluido
incomprensible es parabdlica (v, aumenta cuando R disminuye), entonces la velocidad
media <v,> se puede determinar sumando todas las velocidades en una seccién
transversal (figura 4.2.3) y dividiendo por el area de la misma seccion, asi <v,> esta

dada por

Fig. 4.2.3

an R APR? rY
“jOR v,(f)r dr & b I AL [B(Rj }drd

joz“j:r dr de joz"j:r dr de

AP R? c2r (R r3 APR? (2n| (R rs
i IO IO {r-Rz}Sdrd m IO DO {r-RZ dr |d

joz“ j:r dr do ) joz”j:r dr do

J-Z
<vy,>==0

APR? fzn{r;”é:Td APR? .FZT[RZ dgir

apL o | 2 4R? |

R 1 eom
a1 = [("R®
Jo { } de 2




R

APR? on| R? ﬁ} APR2 c2n 1 APR* c2n
- d *RZ /I
_ 4uL IO {2 4 | _ 4pL J.o 4 ® _ 16uL ode
R RB[T R[]

APR“[ ]211 APR*2m
_depl = © _ 16pL

_2APR*2m _ APR?

1., "~ 16uLR?2m  8uL
SRR ] B op ] OMLRZM B

Finalmente la velocidad media <v,> queda representada como

L (R-P)R?

<VZ
8uL

De lo anterior se deduce que V; max = 2 (V).

108
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CONCLUSIONES

Este proceso de investigacion me ha llevado a descubrir ciertas
limitaciones del material bibliografico porque las personas dedicadas al
area de la quimica introducen el proceso de integracion en problemas
relacionados con esta area, proporcionan el planteamiento del problema
y el resultado esperado, pero no desarrollan la parte matematica. El
objetivo principal de este trabajo ha sido el de conjuntar las
matematicas con la quimica a través del calculo integral por medio de
problemas de aplicacion de la integral, en los que se vieran involucradas

las diferentes técnicas de integracion.

El tema de integracion representa un conflicto en los alumnos,
principalmente en las aplicaciones de las técnicas de integracion, asi
como también en las aplicaciones de la integral. Los capitulos (I, 111y
IV) tienen una insoluble secuencia, el segundo es consecuencia del
anterior y antecedente del posterior, de tal manera que el alumno pueda
llevar el desarrollo légico matematico, de un nivel general a lo
particular, de un nivel de repaso y comprensién a uno de conocimiento y
aplicacion, es asi como este trabajo fue elaborado para facilitar el
proceso de comprension de la integral, dominar las técnicas de
integracion y la aplicacion de la integral. ElI haber participado en el
programa de asesorias en el Departamento de Matematicas, motivo a
abordar este tema, este proyecto fue elaborado pensando en que fuera
de gran apoyo para los alumnos de la Facultad de Quimica y con la
finalidad de que comprendan el proceso de integraciéon lo cual les
permitirA entender con mayor facilidad temas en los que intervenga
dicho proceso, se pretende ademas que sirva como material de consulta
para los alumnos, y a la vez como material de apoyo en las materias de

calculo, fisica, termodinamica, estadistica, entre otras.
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Previo a este trabajo, los conocimientos que habia adquirido de
matematicas aplicadas al area de la quimica, habian sido, los suficientes
para comprender y acreditar una materia, gracias a este proceso, he
conocido y comprendido con mayor profundidad el enlace entre el area
de la quimica con las matematicas, por lo que debo reconocer la
oportunidad brindada por los especialistas del Departamento de
Matematicas, por permitirme colaborar con ellos en el programa de
asesorias, sus enriquecedores dialogos, sus amplios conocimientos y
constante actualizacion, que me han permitido llegar hasta este
momento; en conclusion, la atencion en las asesorias, no solo me ha
beneficiado profesionalmente, sino también ha sido una excelente

estrategia para brindar a los alumnos el apoyo que ellos requieren.

Este trabajo surge de la idea de cumplir con el proceso de titulacion,
sin embargo logré adquirir una experiencia significativa al momento de
elaborar cada uno de los capitulos como si fueran una guia que lleva al

alumno al conocimiento y a la aplicacion de un tema.



Tabla de derivadas

1) d—(i([c]:o

d

3
)dx

un] =n Un+1 u’

d . .
5) —[uv]=uv +
) o [uv]=uv +vu
d 1
7) “[inul==u
) dx[ nu] ~u
9) i[sen u]=(cosu)u’
dx
11) i[tan u]=(sec’ uyu’
dx
d ,
13) &[sec u]=(secu tanu)u
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APENDICE

d
2) —|x|=1
) dx ]
d
4) —[uxv]=u=+
) dx[u v]=u+v
6) i{g}:vu -2uvi n!
dx| v v ri(n-r)!
dr 7. .-
8) &[e ]—e u
10) i[cosu]:-(senu)u’
dx
12) i[cotu]:-(cs.c2 u)u’
dx
d .
14) &[csc u]=-(cscu cotu)u



Tabla de integrales

Potencias

n+l

u
n+1

1) '[u” du= +C, ntl

Exponenciales

3) je” du=e"+C

Senos y Cosenos

5) jsenudu:-cosu+C

7) J'sen2 udu=2u-Lsenzu+c
2 4

Tangentes y Secantes

9) jtanu du=In[secu[+C

11) J.tanzudu:tanu-u+C

Cotangentes y Cosecantes

13) jcot udu=Injsenu|+C

15) J.cotzudu:-cotu-u+C
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2) J%zln|u|+C

4) jue“du:ue”-e“+C

6) fcosudu:senu+C

8) jcosz udu:£u+lsenu+C
2 4

10) jsecuduzln|sec u+tanu+C

12) Isec2 udu=tanu+C

14) J'csc udu=Injcscu-cotu|+C

16) Jcsczuduz-cotu+C



Trigonometria

Identidades reciprocas

Sen x= SeC X =

CSC X COS X

COS X =
senx SecC X

CSC X =

Identidades de tangente y cotangente

Identidades pitagoéricas

sen’x + cos’x =1 1 + tan® x = sec?® x

Formulas de angulos dobles

sSen 2u =2 sen ucos u
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tanx =
cot x

cotx =

tan x

1 + cot® x = csc? X

cos2u=cos’u—senu=2cos’u—1=1-2sen’u

2tanu

tan 2u = —
1-tan“u

Formulas para reducir la potencia

2 1-cos2u

senu= ———
2

2 1+cos2u

cos“ u = — 5

2= 1-cos2u
1+cos2u

tan
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