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Introduccion

Muchas veces al pensar en el caso andlogo al Movimiento Browniano en

tiempo discreto, surge la idea de las caminatas aleatorias, las cuales han sido
estudiadas por sus aplicaciones y por ser uno de los ejemplos mas sencillos de
Cadenas de Markov. Al condicionar el Movimiento Browniano a ser positivo,
obtenemos un proceso de Bessel en tres dimensiones, que no es mas que la nor-
ma euclideana del Movimiento Browniano en tres dimensiones. Por ello y la
relacién de las caminatas aleatorias con el Movimiento Browniano, resulta na-
tural el interés en las caminatas aleatorias condicionadas a ser positivas. Es
curioso, que a pesar de que las caminatas aleatorias parecen mucho maés sim-
ples al ser comparadas con el Movimiento Browniano, el Movimiento Browniano
condicionado a ser positivo se describe y conoce antes que la caminata aleatoria
condicionada a ser positiva. Uno de los primeros en estudiarla es Pitman en 1975,
quien trabaja condicionando una caminata aleatoria simple S = {5}, } >0, con los
eventos A, = (S llega a [n,00) antes de llegar a(—00,0)) y estudia el limite de
P(S,|A,) cuando n tiende a infinito. M4s tarde, en 1992, Keener en su articulo
Limit theorems for random walks conditioned to stay positive, define los eventos
A, como A, = (S >0 para 0 <k <n), y estudia el limite de P(S,|A,), cuando
n tiende a infinito para S = {S,, }ns0, también una caminata aleatoria simple.
Asi, los trabajos de Pitman y Keener difieren en la forma de definir los eventos
con los que se condiciona S.
Al condicionar con los eventos A,, Keener demuestra que las distribuciones
finito dimensionales de una caminata aleatoria simple, condicionada a ser pos-
itiva tienden a las de un proceso de Markov {Y,},>0, con espacio de estados
{0,1,2,...}, y probabilidades de transicién

T+ 2 x

r(m,x+1):m:1—r(x,x—l):m.

En el tercer capitulo de esta tesis hacemos un estudio cuidadoso de esta de-
mostracién. Para ello, fue necesario usar algunas propiedades de caminatas
aleatorias en general, y algunas otras més especificas de caminatas aleatorias
simples. Por ello, dedicamos las primeras paginas de este trabajo a estudiar
algunas de las propiedades més importantes de las caminatas aleatorias en gen-
eral, como lo son su homogeneidad, la propiedad de Markov y la propiedad de
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INTRODUCCION

Markov fuerte. También aparecen, en la primera parte resultados de combina-
toria que nos muestran como contar ciertos tipos de caminos que puede seguir
una caminata aleatoria simple y la probabilidad de que ésta lo haga. Estos re-
sultados son la herramienta principal en la demostracién de Keener y pueden
ser encontrados en [7].

Dos importantes construcciones para las trayectorias de una caminata aleato-
ria condicionada a ser positiva son las que hacen Bertoin [2] y Tanaka [11]. En
el altimo capitulo revisamos esta tltima, para el caso de una caminata aleatoria
S que toma valores en los niimeros enteros. La construcciéon que hace Tanaka en
su articulo Time reversal of random walks in one-dimension, consiste en invertir
y pegar una a una las trayectorias entre dos nuevos minimos de una caminata
aleatoria S. El proceso que resulta de hacer esto lo denotaremos como {W,} y
estudiaremos su funcién de transicién ng. Aunque nosotros hacemos esto para
el caso particular de una caminata aleatoria en los enteros, Tanaka en el mismo
articulo extiende la demostracion al caso general basdndose en el caso particular
que nosotros tratamos.
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Figura 1: En esta figura se muestra una trayectoria de S y la trayectoria de
{W,} que resulta de seguir el procedimiento que describe Tanaka.

La construccién del proceso {W,,}, como ya mencionamos, estd basada en
invertir las trayectorias de {S,} entre los puntos donde dos nuevos minimos se
alcanzan. Los procesos asociados a estos puntos y a los puntos donde nuevos
maximos se alcanzan los llamaremos puntos de escalera y dedicamos el cuar-
to capitulo de la tesis a su estudio. En este capitulo veremos que los procesos
de escalera son procesos de renovacién, por lo que hacemos un repaso breve
sobre este tipo de procesos en el Capitulo 2. Algunos resultados de este capitu-
lo, los usaremos en el capitulo de procesos de escalera para conocer la funciéon
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INTRODUCCION

de renovacién de dichos procesos, la cual estd muy relacionada con la funcién
de transicién del proceso {W,,}. En el capitulo de procesos de escalera, tam-
bién veremos el Lema combinatorio de Feller, que aunque a simple vista parece
un resultado muy sencillo, nos ayuda a demostrar importantes resultados que
muestran como se relaciona una caminata aleatoria con los procesos de escalera
asociados a ella. El Lema de Feller y los resultados sobre procesos de escalera
se encuentran en [6].

Por ultimo, al final de esta tesis vemos un ejemplo en el que calculamos la
funcién he para el proceso {W,,} asociado a una camianata aleatoria simple.
Para el caso de la caminata aleatoria simple simétrica, esta funcién se relaciona
con la funcién de transicién del proceso {Y,} que aparece en el trabajo de
Keener, de la siguiente manera

r(z,y) = he(z + 1,y +1).

Asi, en este ejemplo podemos ver que en el caso para una caminata aleatoria
simple simétrica, salvo una traslacién, las construcciones de Keener y Tanaka
coinciden. Es decir, tenemos que {Y,,,n > 0} = {W,,,n > 0}. Donde la igualdad,
se refiere a igualdad en distribucién, y el proceso {W,,,n >0}, se define como

— O =
W, = para n O.
1+W, paran>1
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Capitulo 1

Caminatas aleatorias.

En este capitulo daremos una introduccién al concepto de caminatas aleato-
rias. Las definiremos y demostraremos algunas de sus propiedades méas impor-
tantes. Ademaés de estas propiedades veremos algunos resultados para un caso
particular de caminata aleatoria. Los resultados sobre este tipo de caminatas
aleatorias seran necesarios, pues es para este caso que aparece mas adelante el
primer resultado sobre caminatas aleatorias condicionadas a ser positivas. Las
cuales son el principal objeto de estudio en este trabajo.

1.1. Caminatas aleatorias

Empecemos pensando en el movimiento de una particula en la recta real, y
en que ésta se mueva cada cierto tiempo, pensemos que esto ocurre cada unidad
de tiempo. Asf al tiempo 1 la particula se encuentra en una posicién, al tiempo
2 en otra y asi sucesivamente. Al graficar las posiciones de la particula en cada
momento en el plano zy donde el eje x representa el tiempo y el eje y la posicion,
obtenemos una trayectoria como la que se ve en la Figura|l.1

Si la posicién de la particula en un momento especifico es una funcién aleato-
ria que depende del tiempo. Bajo ciertas condiciones que veremos en la siguien-
te definicion, el proceso de las posiciones de la particula forman una caminata
aleatoria.

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, con F = P(Q2), el conjunto po-
tencia de Q y X, X4, Xo,... variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con F' como su funcién de distribucién comun.

Definicién 1.1. Definimos a la caminata aleatoria S = {Sp}ns0 que empieza



1.1. CAMINATAS ALEATORIAS

Figura 1.1: Trayectoria de una particula en una dimension.

en a y con funcion de salto F' como:

Sn =80+ ZXZ-. ConSp = a

i=1

Para una caminata aleatoria {5, },>0 llamaremos a las variables aleatorias
X1, Xs,... variables de salto, y a F, la llamaremos la ley de salto de {Sy, }nso-
Ademais, denotaremos por L el espacio de estados de la caminata aleatoria S,
que es el conjunto donde éste toma valores.

Volviendo al ejemplo del movimiento de una particula, podemos pensar que
lo que avanza la particula al momento n estd dado por la variable aleatoria X,.
Asfi la particula se encontrard al momento n, en la posicién S,,.

Los siguientes ejemplos son de caminatas aleatorias donde las variables de
salto tienen diferentes distribuciones.

Ejemplo 1.2. Cuando las variables de salto X1, Xs, ... se distribuyen Bernou-
i (-1,1), donde P(X; =1) =p con0<p<1yP(X;=-1)=¢q=1-p se
tiene una caminata aleatoria simple. Un caso especial de ellas es la caminata
aleatoria simple simétrica, donde p = q = 1/2. Las caminatas aleatorias simples
solo pueden subir o bajar una unidad y toman valores en los enteros.

Ejemplo 1.3. Sean R; y Ro wvariables aleatorias independientes que se dis-
tribuyen exponencial, con pardmetros a y b respectivamente, y sea Y una vari-
ablea aleatoria independiente de Ry y Ro, con distribucion Bernoulli de pardmetro



1. CAMINATAS ALEATORIAS.

%b' Definamos a X; como X; = Rallyy_1y — Rilyy_gy, por lo que la funcion
a
de densidad de las variables de salto estd dada por

ba(lj
ave st x <0
a+b

f(z) = \
b*fl’
ave stx>0
a+

Notemos que en este caso la caminata aleatoria toma valores en los reales.

Ejemplo 1.4. Cuando las variables de salto tienen distribucion normal de
pardmetro o y pu tenemos una caminata aleatoria Gaussiana.

Ejemplo 1.5. La caminata aleatoria con distribucion de salto Poisson de pardmetro
A, es la caminata aleatoria {Sy }nso para la cual

e ANk
k!
para cada una de las variables de salto. Por lo que
e—(n)\)(n)\)k
k!

P(X; = k) =

, k>0

P(S, = k) = k>0

Con los siguientes lemas veremos que las caminatas aleatorias son cadenas
de Markov homogéneaﬂ

Nota 1.6. En los siguientes lemas se enuncia y demuestra para caminatas
aleatorias con espacio de estados discreto. Pero los lemas son vdlidos y sus
demostraciones son casi idénticas para una caminata aleatoria con espacio de
estados continuo.

Lema 1.7. La caminata aleatoria { Sy }ns0 €s homogénea respecto al espacio, es

decir

P(Sn=jlSo=a)=P(Sy=j+bSo=a+b).

Demostracion. Demostraremos que ambos lados de la igualdad son iguales a

[P(ZXi =j —a) usando la definicién de que S, = Sy + Z X;.
i=1

i=1

[P(Sn :j|So=a) = [P(Q+ZX7ZJ)
=1

[P(ZH;XZ :j—a).

1Todas las definiciones referentes a Cadenas de Markov, pueden ser encontradas en el
Apéndice A
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Por otro lado

P(Sn =7 +blSg=a+b)

Pla+b+ > X;=j+b)

i=1

[P(Z Xz = ] - a).
i=1
Por lo tanto

P(S,=4]So=a) = P(S,=7+b/So=a+b).

O

Lema 1.8. La caminata aleatoria {Sy, }ns0 €5 homogénea respecto al tiempo, es
decir

P(S, =150 = @) = P(Sn+m = j|Sm =a).
Demostracion. Veremos nuevamente que los dos lados de la igualdad son iguales
aP().Xi=j-a).

i=1

P(S,=jlSo=a) = Pla+) X;=j)
=1

[P(iXi:j—a)

y por otro lado tenemos que

n+m

F(Sn+m = ]|Sm = a) = IP(SO + Z Xl = ]|SO + ZXi = a)

=1 =1

m n+m m
= [P(S()-FZXZ‘-F ZXi:j|SO+ZXi:a)
i=1 m+1 i=1

debido a la independencia de las variables X7, X5, ...

n+m
= [P(a+ Z Xz :j)
m+1
n+m
= |P( Z X,L :j— a)
m+1

= I]D(Zn;XZZJ—CL)

La ultima igualdad se debe a que las variables X7, X5, ... tienen todas la misma
distribucién. O



1. CAMINATAS ALEATORIAS.

Ademés de las propiedades que nos muestran el Lema y el Lema
nos encontramos con que las caminatas aleatorias tienen la propiedad de que el
futuro s6lo depende del presente y no del pasado.

Lema 1.9. La caminata aleatoria {S,}ns0 tiene la propiedad de Markov, es
decir, para toda m,n € N y cualesquiera ag,ay,...,am € R y j € R se cumple que

[P(Sm+n :j|SO =a,S1=0a1,...,5m = am) = [P(Sm+n :j|Sm = am)

Demostracion. Notemos primero que, debido a la independencia de las variables

de salto,
n+m

IP(Sn+m :]|Sm = CLrn) = lP( Z X; :j_am)'

i=m+1

Por otro lado, usando la definicién de probabilidad condicional y la indepen-
dencia de las variables de salto en la cuarta igualdad, se obtiene:

[P(Sm+n :j‘SO :aOaSI :a17-~-aSm :am)

_ P(Smin =3,8m = @m; Sm-1 = am-1,-.-,51 = a1, S = ap)
- [P(Sm:amasm—lzamflw"vsl:alaSO:aO)

P(Sm+n = Sm =7 = @ms Sm = Sm-1 = @m — Qm—1,...,,51 = So = a1 — ap, So = aop)
P(Sm = Sm-1=0m = m-1,...,5 =51 =as—a1,S51 — So = a1 —ag, Sy = ap)

m+n

P( Y Xi=j—am, Xm=am —am-1,...,X2 = a2 —a1, X1 = a1 —ag, Xo = ag)
_ i=m+1
[P(Xm = Um ~ Om-1, Xm-1 = Gm-1 — Qm-2, ..., X2 = a2 — a1, X1 = a1 — ag, Xo = ao)
m+n
lP( Z Xz :j— am)[P(Xm = Qm —am,l)-an(Xz =ag — al)[P(Xl =ay — a(])[P(X() = a())
i=m+1

- [P(Xm = Qm — am,l)[P(Xm,l = Am-1 — am,g)'“[P(XQ =ag — al)[P(Xl =ay — ao)[P(XO = ao)

m+n

=P( Z Xi=j—am)

i=m+1

= [P(Sm+n = ]|Sm = am)~



1.2. ALGUNOS RESULTADOS PARA CAMINATAS ALEATORIAS SIMPLES.

De los Lemas[I.7] [I.8]y [[.9) tenemos que cualquier caminata aleatoria es una
cadena de Markov homogénea.

Veamos para acabar esta secciéon que las caminatas aleatorias tienen la
propiedad de Markov fuerte.

Teorema 1.10. Las caminatas aleatorias tienen la propiead de Markov fuerte.
Para 7 un tiempo de paro (ver Deﬁm’cién respecto a la filtracion natural
{Fnlns1, donde F,, = 0(X1,Xs,...,X,), se tiene que {Srin — Sr}nso €s una
caminata aleatoria con ley de salto F, independiente de F.

Demostracion. Sea A € F.. Para todo ay,as,...,a, € R, tenemos que:

[P(Aﬂ {ST+1 -5 = al)ST+2 -5 = az, . . '7ST+7l -S;= an})

= Z[P({T:k}mAm{STJrl_ST:al,S‘r+2_S‘r:a23"-7ST+n_ST:an})

ke
I
[}

PHU{r=k}nAn{Xi1=a1,..., Xps1+ + Xpyn = an})

Nk

i}
<

PHr=k}nAn{Xp1=a1,Xp2=0a2-0a1,...,Xpen = Gp = Gpo1})

Il
{agk:

8

= Y PUr=k}n AP Xp1=0a1,Xpr2=0a2—a1,..., Xpsn = an — an-1})
k=0

3

= Z [P({T = k/’} n A)[P(Xk+1 = a/l)[P(XkH_Q =a9 — a1)---[P(Xk+n =Qan — an_l)
k=0

= P(APH{X1=a1)P(Xa=as—-a1)P(X,=an,-an-1})

La cuarta igualdad se debe a que An{7 = k} € Fy, y por tanto son independientes
de Xgi1, Xg+o,-... Las dos ultimas igualdades se deben a que X7, Xs5,... son
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. O

1.2. Algunos resultados para caminatas aleato-
rias simples.

A diferencia de los resultados de la seccién anterior, los siguientes resultados
que pueden ser encontrados en |7], no son para caminatas aleatorias en general,
pero nos ayudaran a demostrar los teoremas del siguiente capitulo, en el cual
trabajaremos con el que tal vez sea el caso mas simple para una caminata
aleatoria. A partir de ahora y hasta el final de esta seccién trabajaremos con la
caminata aleatoria simple que empieza en a € Z. Ver Ejemplo

6



1. CAMINATAS ALEATORIAS.

Nota 1.11. Si A c N, denotaremos a la cardinalidad de A como |A].

Definimos un camino C de longitud k£ como la sucesién de k puntos en el
plano (0,s0),(1,81),...,(k,sx) vy lo denotaremos como (s1,82,...,5k) -

Ya que sabemos lo que es un camino, veamos cuél es la probabilidad de que
una caminata aleatoria siga en sus primeros k pasos un camino dado, es decir
que al tiempo 0 esté en sp, al tiempo 1 esté en s1, y asi hasta que al tiempo k
esté en s

Lema 1.12. P(Sy = 50,51 = 81,..., Sk = 51) = p"q" con

So=a, sip1—8; € {-1,1}, yr=[{i: 841 —-5; =1}, =|{i : 8541 — 8, = =1},
0<i<k-1.

Es decir r es el nimero de saltos positivos que hace la caminata en sus primeros
k pasos, y 1 es el numero de saltos negativos que hace la caminata aleatoria en
sus primeros k pasos.

Demostracion. La probabilidad de que la caminata aleatoria {S, },»0 siga el
camino (sg, 1, .-, Sk ), estd dada por P(Sy = s0,S51 = $1,...,5% = ;). Notemos
que si existe 0 <4 < k para la cual |s;,1 — s1]| # 1, la tltima probabilidad es cero.
De otro modo, usando la independencia de X1, X5,... tenemos que

P(So = 80,51 = 81,0, Sk = Sk)
= P(Sk - Sk-1= Sk —Sk-1,--.,51 = S0 =51 — 80,5 = S0)
= P(Xy=81-50,X0=82—81,...,Xp =8k —Sk-1))
= P(Xy=51-50)P(Xo=52-51),...,P(Xp =8k —Sp-1)

r k-r

= pqg

donde 7 = |{i:8;41 —8; =1}], con 0<i <k y como p+¢q =1 entonces | =k —r.

O

Ahora veamos la probabilidad de que la caminata aleatoria que empieza en
a se encuentre en b al tiempo n.

Teorema 1.13. Para Sy =a

n n+b-ay (n=bta
Fa(Sn:b):((n+b_a))p( o) (aee).
2

donde (1/2)(n+b—a) es un entero que toma valores en el conjunto {0,1,...,n}.
En otro caso P,(S, =b) =0.



1.2. ALGUNOS RESULTADOS PARA CAMINATAS ALEATORIAS SIMPLES.

Demostracion. La probabilidad de que S,, sea igual a b es la probabilidad de
que la caminata aleatoria siga alguno de los caminos de longitud n que empiezan
en a y terminan en b. Notemos que si la caminata aleatoria sigue un camino de
longitud n, (sg,S1,---,8,) que empieza en a y termina en b, es decir s = a y
Sp = b, y definimos a r y a [ como en el lema anterior. Entonces, como en cada
uno de los n pasos sélo puede subir o bajar una unidad, el niimero de veces que
baja una unidad ma&s el niimero de veces que sube una unidad es igual a n, es
decir r + [ = n. También notemos que si el camino de longitud n empieza en a
y termina en b, luego de subir r unidades y bajar [ unidades a partir de a, la
caminata habra avanzado n pasos y se encontrara en la posicién s, = b, por lo
que a + 1 — 1 =b. De lo anterior tenemos que

r = b-a+l

A,.\
—_ =
N =
~—

r = n-1

Sumando las ecuaciones anteriores, se tiene que

n+b-a
R
n+a->b
I = (——5——)

Por lo anterior, si queremos que la caminata aleatoria siga un camino de
longitud n que empiece en a y termine en b, éste tendra que tener (%b_“) saltos
positivos y ("‘Tb”) saltos negativos. Usando ésto y el Lema 1' la caminata
aleatoria seguird un camino (sg,...,s,) donde sg =a y s, = b con probabilidad
p(2=) g ("),

Si hacemos M, (a,b) el nimero de caminos (sg,S1,...,5,) CON Sg = @, Sp, = by
r={i:si1—8; =1}y I=|{i:s1—5; =—1}|, entonces

n+b—a
M, 2 (a,b)p"/?(n+b=a) ¢1/2(n=b%a) o5 15 probabilidad de que la caminata aleato-
ria empiece en a y termine en b en n pasos. Por lo que se tiene que

n+b-a
2

Po(Sp =b) = MS2 ) (a,b) pl™5) g(" %),

Tomando en cuenta que cualquier camino que vaya de a a b en n pasos
tiene que tener (%b_“) saltos positivos y ("‘Tbm) negativos, la tnica diferencia

que puede haber entre cada uno de ellos es el orden en el que se dan los saltos
(n+b—a)

positivos, por lo que M,, 2 ’ esel nimero que resulta de escoger de los n pasos,
n+b-a n
(242=2) positivos, es decir M) - ((n+b_a)). Por lo tanto
n+bea

n n+b—a n+a=b
Pa(Sn=b)=((n+b_a))p( =g,
2

8



1. CAMINATAS ALEATORIAS.

donde r = (%b’“) eN y 0<r<n para que ( ) tenga sentido. O

n
(n+g—a)

Los siguientes resultados tratan de caminos mas especificos que los ante-
riores, por lo cual es necesario introducir las siguientes definiciones.

Definicién 1.14. Definimos a N, (a,b) como el nimero de caminos de longitud
n que empiezan en a y terminan en b.

Definicién 1.15. Definimos a N2(a,b) como el niimero de caminos de longitud
n, de a a b para los cuales existe k € N tal que 0 <k <n y Si =0.

En el siguiente teorema veremos que el nimero de caminos que existen de
a a b, de longitud n, que tocan en algiin momento a cero, N'(a,b) es igual al
nimero de caminos que existen de —a a b, de longitud n. Donde a,b > 0.

y

-a ¢ o’

Figura 1.2: Camino de a a b de longitud n que toca a 0, y su camino reflejado
hasta 0.



1.2. ALGUNOS RESULTADOS PARA CAMINATAS ALEATORIAS SIMPLES.

Teorema 1.16 (Principio de reflexién). Sia,b > 0 entonces N°(a,b) = N,,(-a,b).

Demostracion. Sean A = {(Sq, 81, ...y Sky---»Sn)|S0 = @, s, = by tal que existe
kEe{l,...,n—-1}, tal que sy = 0} y B = {(s0,.--,5n)|50 = —a,s, = b}. Como
—a <0y b>0, para todo camino (-a, si,...,b) € B existe 0 < k < n para el cual
Sk = 0.

Sea f:B — A tal que al camino (-a, s, ..., Sk-1,0, Sk+1, ---, Sn-1,0) le asocia el
camino en A (a, =51, ..., =8k-1,0, Sg+1, ..., Sn_1,b).(Véase Figura[L.2). La funcién
f definida de esta manera resulta ser una funcién biyectiva, por lo que |A| =
|B|. O

De este teorema tenemos el siguiente resultado.

b

Corolario 1.17. Sib>0, y — € N, entonces el numero de caminos de 0 a b que
n

no regresan al 0 es (b/n)N,(0,b).

Demostracion. Notemos primero que si b+n es impar N,,(0,b) = 0= N2(0,b). Si
b+n es par, cualquier camino que empieza en cero, que no toca al 0 nuevamente
y llega a b, estara en el primer paso en 1. Por lo que el niimero de caminos
deseado es el mismo que el nimero de caminos de 1 a b en n-1 pasos que no
tocan al 0. Este niimero podemos escribirlo por el Teorema como:

N,o1(1,b) = N2 (1,b) = Npy1(1,b) = N,,_1(~1,b)

Y recordemos que en la demostraciéon del Teorema [1.13] vimos que el nimero

de caminos de longitud n que van de a a b, es (1/2(7::17_@)). Por ello

Np-1(1,0) = Npa (-1,0) = ((fmcz: ; + b2)) - ((n”;*bl))

(n-1)! (n-1)!
= - 1.3)
n-2+b,, n->b n+b,, n-2-b (

| | | |

e e ]
(1.4)

Notemos que
n->b n-b,,n-2-0 n+b n+b, n-2+0

( )(

)= (

) Ny (=)= (

2 2 2 2 2 2

10



1. CAMINATAS ALEATORIAS.

Por lo que tenemos que (1.3) es igual a

(n-1)! (n-1)!
(n 2+b)(n 2 - b)( 2b) (n—2—b n—22+b)!(n;-b

(n H! n+b n-b

- n + [( h

oy 2
b(n 1)!

oy

n

n+b

(2l

)
i E(USZ’))
- %Nn(o,b).

b
n

O

Con este resultado podemos encontrar la probabilidad de que una caminata
aleatoria {Sp }n>0 que empieza en 0 siga un camino de longitud n que termina
en b # 0 y que nunca regresa a 0.

Teorema 1.18. 5@ Sy =0, entonces para todon>1 yb#0

1
P(S1, 2,0 Sn £ 0,80 = ) = \AP(S, = b) 4 P(S1, S, .0, S % 0) = LEIS, .
n n

Demostracion. Casol:
Supongamos b > 0.

P(Sy,..., S, # 0,5, =b) es la probabilidad de todos los caminos que empiezan
en 0, no regresan a 0 y terminan en b, por el Corolario tenemos que

P(S1,...,Sp #0,S, = b)

b n n—
ﬁ n(07b)p1/2( +b)q1/2( b)

- %[P(Sn:b)
- |Z|[P(S _p).

11



1.2. ALGUNOS RESULTADOS PARA CAMINATAS ALEATORIAS SIMPLES.

Caso 2: Supongamos b < 0.

Sea By, (a,b) el ntimero de caminos que empiezan en a, terminan en b y no
regresan a a. Entonces

P(S1,.es Sn # 0,8, = b) = B (0,b)p 8¢5,

Sean A = {Caminos de 0 a b que no tocan el cero}, B = {Caminos de 0 a —b
que no tocan el cero}, entonces (sg = 0,51,...,8, = b) = (0,-81,...,—S,, = =b) es
una biyeccién entre A y B, as{ |A| = |B|. De donde concluimos que B, (0,b) =
B, (0,-b). Por lo tanto P(Si,..., S, £0, 5, =b) = B, (0, -b)p("z)q("2").

Como —b > 0, nuevamente, por el Corolario tenemos que
B, (0, -b)p g = U, (0, b)pE) g2,
n

Ademés N, (0,-b) = N,(0,b), de lo cual

P(S1, ..., S %0, S, =b)

n-b

= N, (0,b)pF g
n

~ ps, <)
n

_ s, 2.
n

Por lo que para toda b0y n>1

1o

[P(Sl,SQ, ,Sn * O,Sn = b) = f[P(Sn = b)
n

1
Ahora veremos que P(S1,Ss, ..., Sp, # 0) = =E|S,,|. Por lo anterior
n

Z [P(S1 +0,8 #0,...,5,#0,5, = b)
b+0

= > Ups, v
bz0 T

= LS pP(S, = b) + BIP(S, = -b)
oy

12



1. CAMINATAS ALEATORIAS.

Por lo tanto,
D)(ShSQ, Sy * 0)
1 o0
= — Z |b| P(Sy =b) + 0| P(S,, = =b)
np=1

1 oo
= — > [pIP(|S.| = [o])
Ny

- 2E(S.).

13
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Capitulo 2

Procesos de renovacion

En el capitulo anterior dimos una introduccién a las caminatas a aleatorias
y pusimos las bases necesarias para demostrar el primer resultado sobre cami-
natas aleatorias condicionadas a ser positivas en este trabajo. Ahora, en este
capitulo reunimos los conocimientos sobre procesos de renovaciéon que serdan
necesarios cuando trabajemos més adelante con todo tipo de caminatas aleato-
rias, no sélo simples. Empezaremos definiendo los procesos de renovaciéon para
posteriormente definir su funcién de renovacion. Esta jugard un papel muy im-
portante en la construccion de las trayectorias de una caminata condicionada a
ser positiva. Veremos también algunos resultados importantes sobre los procesos
de renovacion.

2.1. Procesos de renovacion

Pensemos en la llegada de clientes de manera aleatoria a una tienda en un
dia. Supongamos que éstos no tienen ningin tipo de interaccién, por lo que el
tiempo en el que llega cada cliente a la tienda es independiente del tiempo en
el que llegan los demas clientes. Pensemos también que la funcién que nos dice
cuanto tiempo hay entre la llegada de un cliente a la tienda y el siguiente, es
la misma para cada pareja de éstos que llega de manera consecutiva. Por la
forma en la que llegan los clientes a la tienda, se tiene que una vez que llega un
cliente, la probabilidad de que llegue un siguiente es la misma probabilidad de
que llegue un cliente por primera vez en el dia, por lo que podemos pensar que el
proceso de la llegada de los clientes se estd renovando constantemente con cada
llegada de un cliente a la tienda. El proceso de los tiempos en los que llegan los
clientes a la tienda es un proceso de renovacion. Este tipo de procesos reciben
su nombre por la dltima caracteristica que mencionamos en este ejemplo.

15



2.1. PROCESOS DE RENOVACION

En esta seccién definiremos lo que es un proceso de renovacién y veremos al-
gunas propiedades generales de esta clase de procesos, las cuales pueden ser
encontradas en [7].

Definicién 2.1. Sean T1,T5,... una sucesion de variables aleatorias no nega-
tivas, independientes e idénticamente distribuidas con F(x) = P(Ty < x) como
funcion de distribucion. Definimos al proceso de renovacion asociado a la suce-
sion {T;}i > 1 como:

Wo=0yW,=T1+-+T,.

A las variables aleatorias Ty, Ts, ... las llamaremos tiempos interarribo, y al
proceso { Ny }is0 definido como:

Ny =méx{n>0: W, <t}

lo llamaremos el proceso de conteo asociado a {W, }nso-

Dentro de los procesos de renovaciéon nos encontramos con los procesos de
renovacién defectivos, para los cuales la funcién de distribucién de los tiempos
interarribo es defectiva, esto es :

lim F(z) <1,
€T —>00
por lo que P(7y = o0) > 0. Para un proceso defectivo ¢ = 1 — lim F(x) es
Tr—>00
interpretada como la probabilidad de terminacion del proceso.

Notemos que en un proceso de renovacién el n-ésimo evento ocurre en el
tiempo W,, =T} + Ty + --- + T},. Si el n-ésimo evento ocurre antes del tiempo ¢,
entonces al tiempo ¢t han ocurrido por lo menos n eventos. Reciprocamente si
al tiempo ¢t han ocurrido al menos n eventos, entonces el n-ésimo evento ocurre
antes del tiempo ¢, por lo que se da la siguiente igualdad de eventos:

(Ne2n)= (W, <t)

Con esto presente veremos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.

P(N; < 00) =1 para toda t si y sélo si E(Ty) > 0.

Demostracion.

Supongamos que E(T}) <0, como T} es no negativa, tenemos que E(T}) =0,
y por ello P(T} = j) = 0 para toda j > 0, pues de otra manera, al ser T} no
negativa

E(T) = S P(Ty = ) > 0,
3=0

16



2. PROCESOS DE RENOVACION

lo cual es una contradiccién, por lo que efectivamente P(77 = j) = 0 para todo
j>0y P(Ty =0) = 1. Por lo que

1=P(méx{n:T;+To+-+T, <t} =00) =P(Ny = 0).
Ahora, supongamos que E(T7) > 0, asf existe € > 0 tal que P(T; >¢) =d > 0.

Sea A; ={T;>e} y A=) |J Am =limsupA;, evento en el cual para una

n=1m=n

infinidad de indices T; > €. Y P(A) =P(|J () 4n) < >, P(() An°). Ahora
n=1m=n n=1 m=n
bien, por ser los tiempos inter-arribo independientes y ya que P(T; <e)=1-4¢

oo

i P(() An®)

m=n

lim (1-6)™™

m— 00

M8

3
I
-

0=0.

Ngk

i
H

Por lo tanto, P(A€) = 0.

Por otro lado, como € > 0 existe r € N para el cual re > t. Y si existen una
infinidad de indices para los cuales T; es mayor que €. Entonces existe r € N,
para el cual Ty + -+ T, > t, por lo que el evento (W, < ¢, VneN) ¢ A®y
P(W, <t,VneN) < P(A®) =0, de donde

P(Ny=00)=P(N;>n, VneN)=P(W, <tVneN)=0.
O

Recordemos que la funcién de distribucién de la suma de dos variables aleato-
rias independientes con distribuciéon H y G esta dada por la convolucion de H
y G, la cual denotamos como H*G, con esta idea denotaremos a F(™* la con-
volucién de F' consigo misma n veces, por lo que

P(W, <t)=P(Ty +-+T, <t) = F™*(¢).

En el siguiente lema veremos que la probabilidad de que hayan ocurrido n
eventos hasta el tiempo t estd dada en términos de las funciones de distribucién
para W, y W41

17



2.1.

PROCESOS DE RENOVACION

Lema 2.3. P(N;=k) = F’“*(t) —Fk”*(t)

Demostracion.
(Nt = ]{1) = (Nt > k)\(Nt >k+ 1)
= (Wi <t)\(Wie1 < 1)
por lo que,
P(Ny=k) = P(Wg<t)=P(Wpet <t)

FR () = FF1(p).

O

Ademiés de la funcién de distribucién para los tiempos de incidencia de los
eventos, es de mucha importancia en el estudio de los procesos de renovacion,
la esperanza del niimero de eventos ocurridos al tiempo ¢.

Definicién 2.4. Definimos a la funcion de renovacion U(t) asociada al proceso
{N¢}s0 como la esperanza de éste.

U(t)=E(Ny), t>0

Podemos escribir a U(t) en términos de la funcién de distribucién de los
tiempos interarribo.

Lema 2.5.

Ut) = 3 F* (1)
k=1

Demostracion. Empecemos definiendo la siguiente funcion indicadora

1 1 siWi <t
(Wist} = 0 en otro caso

Asf podemos escribir con el uso de 1y, <;; a Ny como Ny = Z Liw,<tys ¥
k=1

18



2. PROCESOS DE RENOVACION

U(t) = E(N,) = E( ki L wier) = gm{mgu - ki F* (1),

O

A la siguiente ecuacion la llamaremos ecuacion de renovacioén y veremos que
U(t) es solucién de ésta.

Teorema 2.6. U(t) = F(t) +f0tU(t—1:)dF(x)

Demostracion. La esperanza de Ny podemos escribirla como E(E(N¢|T1)).

Ahora fijémonos en el valor para E(N|T} = x) en los siguientes casos:
Sit<z, E(NyT) =x) =0, pues el primer evento ocurre después del tiempo .
Si x <t, una vez que ocurre el primer evento en el tiempo z, el proceso a partir
de ese momento es una replica del proceso original:

E(N,|Ty =) =1+ E(N;_y).

U(t) E(E(NTy = x))

/Ooo E(NJ|T, = 2)dF ()

ftE(Nt\Tl = 2)dF(z) + fooE(Nt|T1 - 2)dF ()
0 t
[Ot1+E(Nt,x)dF(:r)

F(t) + fo Ut - 2)dF (2)

O

El siguiente resultado involucra una ecuacién del mismo tipo que la ecuaciéon
de renovacién.

Teorema 2.7. La funcion p dada por

u(t) = H(t) + fo " H(t - 2)dU (2),

con H uniformemente acotada, es una solucion de la ecuacion de tipo renovacion

p(t) = H@) + [ (e - 2)dF ()
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2.1. PROCESOS DE RENOVACION

Veremos que i de esta forma cumple la ecuacién de renovaciéon dada.

Demostracion. Denotemos para dos funciones h y g de variacién acotada a

hoxg(t) = fot h(t - z)dg(z), t >0,

de esta forma u=H+H U y U =F+U = F, por lo que

(H+H+U)*xF=H+F+Hx*UxF
HxF+H+»({Ux*F)=Hx*(F+UxF)
H+U-=u-H,

u*F

Por lo que p=H +p* F.

Teorema 2.8. Sea p=[E(T1), entonces

cast sequramente.

Demostracion. Notemos que Wi () <t < Wiy ()41 para toda t.
Si N(t)>0
W, t W, 1
N VN (1+ ).
N(t) ~ N(t) N(t)+1 N(t)
Y recordemos que la ley fuerte de los grandes nimeros nos dice que si tenemos
variables aleatorias {7;}, indepedientes e identicamente distribuidas, el prome-
dio de n de estas variables tiende a la esperanza de 17 cuando n tiende a infinito
casi seguramente,

P( l{im

n— oo

T+ +T,
% =E(Th))=1

Como N(t) — oo cuando t — oo, entonces

W T 1
i =20 i L < i O,
tooo N(t) ~ t—oo N(t) t=oo N (1) +1 N(t)
De aqui,
< lim o <
pslim ooy <

20
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por lo tanto

N
CNw 1
t—ooo 7
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Capitulo 3

Procesos de escalera.

Definiremos en este capitulo los procesos estocéasticos de escalera asociados a

una caminata aleatoria. Estos nos facilitardn el estudio de las caminatas aleato-
rias y nos ayudaran a encontrar una clasificacion muy importante de ellas. El
motivo principal por el cual dedicamos este capitulo al estudio de los procesos
de escalera, es que estos jugaran un papel muy importante en el estudio de las
caminatas condicionadas a ser positivas.
En este capitulo veremos los diferentes tipos de procesos de escalera que exis-
ten y veremos también que todos ellos son procesos de renovacion. Por lo cual
podemos asociar a los procesos de escalera, su correspondiente funcién de reno-
vacién. Estudiaremos esta funcion y veremos intepretaciones que ésta puede ten-
er. Al final de éste capitulo veremos como se relaciona una caminata aleatoria
con sus procesos de escalera. Estos y otros resultados sobre procesos de escalera
pueden ser encontrados en [6].

3.1. Definicién de los procesos de escalera.

Para una caminata aleatoria {Sy, }ns0, con Sg = 0, nos fijamos en los puntos
de ésta que resultan ser nuevos maximos, es decir cuando la caminata aleatoria
alcanza un valor mayor a todos los que habia tomado antes.

Definicién 3.1. Sean Ty =0, Hy =0, Tp,41 = inf{r e N: S, > H,} y H,
St . Los puntos de la forma (T,,, Hp)nso son los puntos de nuevos mdximos, a
estos los llamaremos puntos de escalera ascendentes, y a los procesos {Ty, }nso Y
{Hy,}nso los llamaremos procesos de tiempos de escalera ascendentes y alturas
de escalera ascendentes respectivamente.

Asi como para los procesos de escalera ascendentes nos fijamos en los nuevos
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3.1. DEFINICION DE LOS PROCESOS DE ESCALERA.

maximos de la caminata aleatoria, nos fijaremos en los puntos donde nuevos
minimos se alcanzan y los llamaremos puntos de escalera descendentes.

Definicién 3.2. Los tiempos y los valores donde nuevos minimos se alcanzan
los denotaremos como T,, y H, y estdn dados por:

Ty =0, Hy =0, T,y =f{reN:S, < H,} y H, = Sr-.

Los procesos {T,, } ns0 y {H,, }ns0 son los procesos de tiempos y alturas de escalera
descendentes. Los puntos de escalera descendentes son las parejas formadas por
estos dos procesos (T, , H}, )n0-

Nota 3.3. Los procesos de escalera pueden ser defectivos, es decir

lim F(z) <1,

T—00

y en este caso, la probabilidad de que estos se terminen es

P(T, =o00)=1- lim F(x)>0.

En el caso en el que no tenemos la restriccién de tener nuevos maximos
o nuevos minimos, sino simplemente méximos y minimos, se dan los procesos
débiles de escalera, ya sean ascendentes o descendentes.

Definicién 3.4. Denotaremos por (Ty, Hp)nso ¥ (T, H; )nso a los puntos de
escalera débiles ascendentes y descendentes respectivamente. Los procesos débiles
ascendentes se definen como:

To=0, Hy=0, Ty =if{reN:S,>H,} y H, =S, .
Andlogamente se definen los procesos de escalera débiles desendentes como:
Ty =0, Hy =0, T, =inf{reN:S.<H,} y H, =S¢
Los procesos de escalera, ya sean crecientes o decrecientes, débiles o normales

son procesos de renovacion.

Teorema 3.5. Las variables aleatorias {(Tn, Hn),n>1}, con T =T —Tho1 y
H,=H,—-H,1 paran=1,2,..., forman una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas.

Demostracion. Usando el Teorema tenemos que

P(Tn=j,Hnedx) = P(T,-Th-1=4,Hy,-Hpq€dx)

HD(STk,1+1 - ST,C?1 <0,..., STk,1+j—1 - STk+1 <0,
St 1+i = ST, > 0,871 1+ — S, €dx)

P(S1<0,58,<0,...,5-1<0,5;>0,5; e dz)

P(T1 =7, H1 edx).
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3. PROCESOS DE ESCALERA.

-2 1

-3 1

-4 1

Figura 3.1: Trayectoria de una caminata aleatoria con sus puntos de escalera
ascendentes, y débiles ascendentes. Los puntos de escalera ascendentes estan
marcados con un circulo negro, y con un circulo blanco los puntos débiles as-
cendentes.

Por lo que la sucesién {(7,,H,)} es una sucesién de variables aleatorias idénti-
camente distribuidas.
También por el Teorema [1.10] se tiene que:

P(Tn =k, Hp €dx, Tne1 = J, Hne1 € dy)
= P(T,-Th1=k,Hy—Hy1€de, Ty — Ty = j, Hye1 — Hpindy)
= P(Sp,_,+1-S57, ,<0,....87, ,+k-1—-57, ,<0,87 4k —S7,_, >0,
ST"_1+]€ - ST‘n,—l € dd), ST",+1 - STn <0,..., STW,+j—1 - ST,,, <0, STnJ,j - STn >0,
St,+j — ST, €dr)
= P(St,_,+1-S71,_, <0,...,87,_1+k-1 = S1,_, 0,57, _ 4k — S1,,_, >0,
STn_1+k - STn—l € dCU)
x  P(Sr,+1-S7, <0,...,87,+j-1 - S1, <0,87,+; — S1, >0, 57,45 — ST, € d)
= P(Tn=k,Hnedr)P(Ths1 = J, Hne1 € dy)

Ya que hemos visto que los procesos de escalera son procesos de renovacion,
buscaremos para los procesos de alturas de escalera su funcién de renovacién
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(Definicién [2.4).

Para el primer tiempo de escalera y la primer altura de escalera denotaremos
a su funcion de distribucién conjunta como

G(n,z)=P(Ty =n,H| <x),

y las distribuciones marginales para T y H; estan dadas por

P(Ty =n) = lim P(Ty =n,H, <x) = G(n, )

P(Hy<z)=) P(Ty=nH <z)=) G(n,x).
n=1 n=1

Definimos a G(z) = P(H; < ), es decir G es la funcién de distribucién de Hj.

Como vimos en el Lema [2.5] la funcién de renovacién asociada a un proceso de

renovacién estda dada por la suma infinita de las funciones de distribucién de

cada uno de los tiempos interarribo, por lo que la funcién de renovacién para el

proceso {H,} es:

() = i G (x), 2 2 0.

Ya que hemos encontrado la funcién de renovacion para el proceso de alturas
de escalera ascendentes 1 (x), trataremos de expresar, en términos de ésta, a la
funcién de distribucién para la primera altura de escalera débil.

Lema 3.6. La funcién de distribucion de la primera altura de escalera débil G,
puede ser escrita como:

G =&y +(1-6)G,
donde & =P(H; =0), y ¢{(z) = Lfzery-

Demostracion. Recordemos que T} es el primer tiempo en el que la caminata
toma un valor mayor o igual a cero, y H; el valor que se toma en este primer
momento. Es claro que H; puede ser igual o menor que H;. Si la caminata
aleatoria regresa al 0 sin haber tomado valores positivos, H; = 0. Si H; # 0, la
caminata aleatoria alcanza un valor positivo antes de volver a 0, y en este caso
H1 = Hl.

Sea ¢ = P(H; = 0), por lo que

£= Z[P(51<O,...,Sn,1<(),Sn=0).

n=1

26



3. PROCESOS DE ESCALERA.

Y como H; # 0 si X; >0, etonces 0 < € < 1. En el caso en el que H; # 0, la
caminata aleatoria alcanza un valor positivo antes de volver al cero, por lo que
H, = Hy. Entonces P(Hy = H;) =1-¢.

Si denotamos como G la funcién de distribucién de H,, y definimos para I un
intervalo fijo la funcién vy como:

¢é(z):{1 sixel,

0 en otro caso,

entonces

G(z) = P(Hi<x)
ﬂ)(ﬁl < ]}|H1 = Hl)ﬂ)(ﬁl = Hl) + [P(Hl < $|ﬁ1 * Hl)[P(ﬁl * ]‘11)7

y recordemos que en el caso en el que H; # H;, H; toma el valor 0, por lo que
I]D(Hl S[E|H1 = Hl)[P(ﬁl = Hl) + I]D(Hl SCE|H1 * Hl)IP(Hl * Hl)

=(1-¢P(H, <z) +&P(H, <x|Hy # Hy).

En el caso en que H, # Hy, se tiene que H; = 0, por lo que H; < x para toda
x€[0,00) y Hy >z para z € (—00,0), asi

P(H, < z|H, # Hy) = ") ().

Por lo tanto,

G(z)=(1-8G(x) +&Yo(x), ©>0.

Aunque hemos encontrado G, no expresaremos a 1, la funcién de renovaciéon
para el proceso débil ascendente en términos de G. Resulta mas facil, expresar
a 1 en términos de .

Lema 3.7. Sea ¢ la funcién de renovacion del proceso de escalera ascendente
y & =P(H; =0). Entonces para la funcién de renovacidn del proceso de escalera
débil ascendente, se tiene que

- 1
1/1:@1/%
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DEFINICION DE LOS PROCESOS DE ESCALERA.

Demostracion. Sea N el nimero de veces que la caminata aleatoria regresa al
0 antes de tomar el primer valor positivo y definamos

I =

1, si H;=0,1€{1,2...,5},
0, en otro caso.

Si la caminata aleatoria no ha tomado valores positivos, entonces cada vez que
regresa al cero se alcanza un maximo por lo que

E(N)

SE(L) = S P = 1)
=0 j=0

oo
= Z [P(Hl =01« ])
J=0
o0
= Z ¢l = ¢ 1
j=0 -

. , - - 1
Asi el nimero esperado de maximos que hay entre dos nuevos maximos es ¢
Por lo que se esperan tener por cada nuevo maximo entonces, el niimero

i - 1
esperado de maximos es ¢ = Tgw.

O

Notemos que P(S1 >0,...,5,-1>0,5,=0)=P(S; <0,...,S5,-1 <0,5, =0)
pues el nimero de caminos que permanecen positivos hasta el momento n — 1
y al momento n estdn en cero es igual al niimero de caminos que permanecen
negativos hasta el momento n—1 y al momento n estan en cero. Y para alcanzar
el cero en el momento n se tiene que haber ascendido lo mismo que se descendié.
Por esto

¢ = P(H1=0)

= Y P(8 <0,...,5,1<0,5,=0)

n=1

- P(S;>0,...,5,.1>0,8, =0)
n=1

= P(H; =0)

donde Hy =0 el es primer tiempo de escalera débil decreciente.

Asi el argumento que usamos para los procesos débiles crecientes es el mismo
para los decrecientes y si 1~ es la funcion de renovacién para el proceso de
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3. PROCESOS DE ESCALERA.

escalera creciente y 1~ es la funcién de renovacién para el proceso de escalera
débil decreciente, entonces

Ahora que ya hemos calculado la funcién de renovacién para los procesos de
escalera, veamos que nos dice ésta y con ello poder ver una 1util clasificacién de
las caminatas aleatorias.

3.2. Dualidad

Llamaremos a (Sk,Sk+1,---,5n-1,5n), k < m una seccion de la caminata
aleatoria {S,}. Para k = 0, la seccién (S, S1,-..,5,) queda definida por n
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas X1, Xs, ..., X,,.

Definicién 3.8. Sean X7,X5,..., X} las cuales estan dadas de la siguiente
manera, X7 = Xy, X5 = Xn-1,..., X1 = Xo, X)) = X1. Definimos a la seccion

k
dual de (So, S1,...,Sn) como (S;5,S7...,Sy), donde S =0y S; = ZX;.
j=1

Podemos ver que la grifica de la seccién dual de (Sp,...,.S,) es una rotacién
de 180 grados de ésta. Por ello, podemos ver facilmente que las veces que sube
la caminata aleatoria en la seccién (Sp,...,Sy), es igual a las mismas veces
que lo hace su seccién dual (S§,...,Sy). Lo mismo ocurre con las veces que
bajan (So,...,S.) y (S§,5%,..-,55), por lo que intuitivamente (Sp,...,S,) v
(S5s---,Sy) tienen las mismas distribuciones conjuntas.

Lema 3.9. La seccion de la caminata aleatoria (So,...,S,) tiene las mismas
distribuciones conjuntas que su seccion dual, esto es

P(S1=a1,...,5, =ay) =P(Sy =a1,...,S; =ay)
Demostracion. Para la seccién (S, ...,S,) tenemos que

P(S1=a1,...,5, =ay)
= P(Xy=a1,.... X1+ Xo++X,=ap)
= P(Xy=a1,Xo=a2-0a1,...,Xp =Qp — Gn_1)
= P(X1=a1)P(Xz=as—-a1)P(X, =an,—an1)
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y

Figura 3.2: Trayectoria de una caminata aleatoria y su trayectoria dual.

Por otro lado

P(S] =a1,...,S; =ay)
= P(Sn—Sp-1=01,8, - Sn2=az,...,5 =an)
= P(Xp=a1,....,. X1+ Xo++ X, =ay,)
= P(Xpn=a1,Xn1=0a2-0a1,..., X1 =0p— Q1)
= P(Xp=a1)P(Xpo1=a2-ay)P(Xy =a, - an_1)
= P(X1=a1)P(Xa2=as-a1)P(X, =an—an1)

O

Hemos probado el Lema para caminatas aleatorias discretas, pero para cami-
anatas aleatorias continuas la prueba es casi idéntica.

Con este resultado podemos demostrar que la funcién de renovacién para el
proceso de alturas crecientes tiene dos diferentes interpretaciones.

Lema 3.10. Para un intervalo I € R, la funcién (1) puede ser interpretada
como:
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3. PROCESOS DE ESCALERA.

(i) El nimero esperado de puntos de escalera con la sequnda coordenada en
1.

(ii) El nimero esperado de visitas de la caminata aleatoria {Sy,} al intervalo
I hasta antes del primer momento en que la caminata aleatoria deja de ser
positiva.

Demostracion. Para un evento A que depende de Sy, S1,...,S,, por el Lema
la probabilidad de A es igual a la probabilidad del evento A*, el cual es el
evento andlogo a A reemplazando Sy por S}. De esta manera el evento

(Spn > Sk para toda 0 < k < n) tiene la misma probabilidad que el evento (S >
Sy _ppara 1 <k<n)=(S, >S5, - Skgpara toda 1 <k <n), que es igual al evento
(Sk >0 para 1 <k <n). Por lo que para un intervalo I:

P(S, > Sk para0<k<n,S,el) = P(Sp>0paral<k<n,S,el),

lo que quiere decir que la probabilidad de que (n, S,,) sea un punto de escalera
con ordenada en I es igual a la probabilidad de que al momento n esté en el
intervalo I, y nunca haber pasado antes por una altura negativa. Si sumamos
la igualdad anterior tenemos

P(S, > Sk para0<k<n,S,el) = Z[P(Sk>0para1§k§n,5nel)
0 n=0

NgE

n

donde del lado derecho tenemos la esperanza del ntimero de veces que la cami-
nata aleatoria estd en I y siendo hasta ese momento positiva. Del lado izquierdo
tenemos el numero esperado de puntos de escalera en el intervalo I, es decir del
lado izquierdo tenemos ¥ ([I). O

Con este lema veremos que podemos clasficar las caminatas aleatorias en
tres diferentes tipos.

Teorema 3.11. Ezisten solo 3 tipos de caminatas aleatorias:

(i)Las oscilantes, en las que los procesos de renovacion de escalera creciente y
decreciente son persistentes. Sy, oscila con probablidad 1 entre —oo e oo, es decir
limsup,,_, o Sn = 00 y liminf,,_, . = —co, ademds

E(T3) = 00 y E(T7) = o0

(ii)La caminata tiende a —oo. El proceso de escalera creciente es terminante
y el decreciente es propio. Con probabilidad 1, limsup,,_, ., Sn = —00 y alcanza
un mdximo finito M > 0. Ademdas
1 1
E(T1) = 7 ¥(o0) =
1-¢ (1-6)(1-G(e0))

(iii)La caminata tiende a oo. El proceso de escalera decreciente es terminante
y el creciente es propio. Con probabilidad 1, limsup,,_,., Sp = o y alcanza un
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minimo finito m <0. Ademds

E(T7) = 0 () - 1

(1-6)(1 -G (o))

Demostracion. En la demostracién del lema anterior vimos que

P(Sn > Sk para0<k<n,S,el)=P(Sy>0paral<k<n,S,el).

Por el mismo argumento usado para ver esta igualdad y tomando I = (0, c0), se
tiene que

P(S, > Sk para 0 <k <n) =P(Sg >0 para 1 <k <n).

La probabilidad del lado izquierdo de esta ultima igualdad equivale a la prob-
abilidad de que n sea un tiempo débil de escalera ascendente, mientras que la
probabilidad del lado derecho equivale a la probabilidad de que el primer tiem-
po de escalera descendente sea mayor que n. Asi para la funcién de renovacion
del proceso débil descendente v, la esperanza del niimero de puntos débiles de
escalera, es:

Y(o0) = Y P(S,>S para0<k<n,S,el)
n=0
= P(Sp>20paral<k<n)
= Y [1-P(Ty <n)].
n=0

De aqui y del Teorema [3.7]

oo

iw(m - S [1-B(T} <n)].

n=0

Por ello, si T] es defectiva la serie diverge y ¢(o0) = oo, por lo que {T}} no
puede ser un proceso defectivo. Con lo cual demostramos que no puede ser que
los procesos de escalera ascendente y descendente, ambos terminen. Asi tenemos
que los dos procesos son persistentes o sélo uno de los dos termina.

Por ser T; una variable positiva, E(T7) = Y. P(T7 > n), por lo que
n=0

1
(1-8)(1-G(e0))’

debido a que si {T;} es un proceso defectivo entonces ¢(c0) = » G"(o0) =
n=0

1
1-G(o0)
el proceso {11} es defectivo. Por lo que alguno de los procesos {T}}, {I} } es
defectivo, o E(T7) = E(T) = oo.

E(T7) = () -

. Por lo que E(T7) < oo si y s6lo si G(o0) < 1, es decir si y sélo si,
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3. PROCESOS DE ESCALERA.

Supongamos que Ty es terminante, entonces E(7]) = oo, por lo que el pro-
ceso {T}} es defectivo, entonces la probabilidad de que el proceso sobreviva al
tiempo n, es igual a (1 - G(00))™. Y esta probabilidad tiende a 0 cuando n
tiende a infinito, por lo que la probabilidad de que el proceso termine en un
tiempo finito es igual a 1. Por ello, la probabilidad de que el exista un ultimo
punto de escalera es igual a uno y M = max{S7,Ss, ...} < co. Andlogamente con
probabilidad uno m = min{S;,Ss,...} > —oco si el proceso {I},} es defectivo.

3.3. Lema combinatorio de Feller y otros resul-
tados.

Empezaremos esta seccién con el lema combinatorio de Feller que nos dice
cémo calcular el niimero de puntos de escalera de un camino de manera senci-
lla. Para después con este resultado relacionar las ditribuciones de la caminata
aleatoria {S,} con las de los procesos de escalera asociados a ella.

Sea pg = (21,2, ...,%,) una sucesiéon de n ndmeros, diremos que
k
sV =(s9,89,...,5%) es el camino generado por po, si s = le Definamos a p;

i=1
como la i-ésima permutacién ciclica de pg, por lo que

Di = (Tiy1,Tir2, -, T, 21, T2,...,x;). De igual manera que para s
camino generado por la i-ésima permutacién ciclica de pg.

Decimos que v > 0 es un tiempo de escalera si s, > s; para 0 < j <v—1.

O s es el

Lema 3.12 (Lema combinatorio de Feller). Sea (s1,s2,...,5,) un camino
donde s, >0 y x, = 8, — 8,1, 7 = 1,2,...,n, donde s° = (s1,52,...,5,) es el
camino generado por pg = (x1,...,%,). Entonces existe una permutacion ciclica

de pg, py y s¥ el camino generado por ella, de tal manera que n en s¥ es un tiem-
po de escalera. Ademds si existen r permutaciones ciclicas de py que cumplen
ésto, entonces cada uno de los caminos generados por ellas tienen exactamente
r tiempos de escalera.
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Demostracion. Notemos que st lo podemos escribir en terminos de s° como:
k

0 0 _ ;

i o Spei = S; parak=1,2,...,n—1 (3.1)

E=140_ 0,0 _ ; )
Sp—8; ¥+ 84, DParak=n-i+1,....n

Si tomamos v = nf{i : s? > s¥, paral <j<i-1,s) > s?, para i < j < n},
0

s
K2

podemos escribir utilizando (3.1) a s% como s¥ = s — s + 5% = 5%, Por la

definicién de v, s, -s% <Opara0<k<n-vy s}, ,—s)<O0paran-v<k<n

por lo que

v 0 0 0 v
S =Syep — S, <0<s, =5, parak=1,....,.n-vy

0

v o_ 0 0 0 _ v —
SE=8p =Sy F Skavn <Sp =S, barak=n-v+1,....n

Por lo tanto s;, > s} para k <n por lo que n es un tiempo de escalera en s*.

De esta forma, tenemos que dada pg existe una permutacién ciclica de pg,
en la que el camino generado por ella tiene a n como tiempo de escalera.
Ahora supongamos, sin pérdida de generalidad que pg es tal que s° tiene a n
como tiempo de escalera. Veamos que si existen r permutaciones ciclicas de py,
todas ellas distintas, para las cuales n es un tiempo de escalera, entoces s tiene
exactamente r tiempos de escalera. Para ello veamos que n es tiempo de escalera

en 7 siy sélo si j es un tiempo de escalera en s°.

Sea p;, permutacién ciclica de pg, para la cual s’ tiene a n como tiempo de
escalera. Supongamos que j no es un tiempo de escalera en s°, por lo que existe

m < jtal que s2 > s?. Recordemos que para k€ {n—j+1,...,n—1} podemos
escribir a 5] como

J_ 0 _ 0,0 ; ;
83 =Sp = 8j +Sp i conk+j-ne{l,....j-1}

por lo que para cierta kg tal que m = kg +j —n y m <n, se tiene que

J _ 0 _ 0 0 0 _ oj o _

81, = 8p = 8j + 8y, 28, =5}, conkge{n—-j+1,...,n-1}

lo cual es una contradicciéon pues n es un tiempo de escalera para s’, por lo

tanto j es tiempo de escalera en s°.

Ahora veamos que si j es tiempo de escalera en s°, entonces n es tiempo de
escalera en s’.
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Como j es tiempo de escalera en 5%, s >0, se tiene que para k € {1,...,n - j}
j_ .0 0.0 _0_.0_ j
8% = Spyj —5j S8, —5; <8, =85,
y parak e {n—j+1,...,n—1}tenemos quek < n, por lo que
k-n<0 =k+j—-n<j por ser j un tiempo de escalera para s’, 52+j_n < sg
0, .0
entonces —$; + Sp, i, <0
con lo que podemos concluir que parake{n-j+1,...,n-1}s] = s - s(; + sgﬂ-,n <50 =5

Por lo tanto parak <n - 131 <sl

Por lo tanto, n es tiempo de escalera para s*.

Asi tenemos que s¥ tiene exactamente r caminos sjl,...,sjrpara los cuales n
es tiempo de escalera, cada uno de los 7;, i € {1,...,r} es tiempo de escalera
de s° y si j es tiempo de escalera para s°, entonces s/ tiene a n como tiempo
de escalera y por lo tanto si s” tiene r caminos para los cuales n es tiempo de
escalera, entonces s tiene exactamente r tiempos de escalera. O
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Ahora usando el lema anterior, veamos que

(S edr)

Teorema 3.13. Para x >0 tenemos que Z [P(Tk =n, Hy € dz)

Demostracion. Sea A el conjunto de todos los caminos de longitud n que ter-
minan en x, y By el conjunto de todos los caminos de longitud n que terminan
en x, donde n es el k-ésimo tiempo de escalera y S,, toma el valor x.

Ahora definamos las siguiente relacién de equivalencia para caminos de longitud
n:

a ~ b siy sélo si a estd generado por una potencia de la sucecién de variables
que genera a b, notemos que en cada clase de equivalencia hay exactamente n
elementos, ahora definamos a A, By, los conjuntos de las clases de equivalencia
bajo ~, asi:

[P(S =x) _ lIP(Ua)

n T geA

N0

N geA

= > P@)

acA

- Z,zm
P PNI0

k=1 eB
= EBk

W \

P(T# =n,H; = 1)

i
A

I
Mg T
| =

De este teorema tenemos consecuencias importantes.

Corolario 3.14. 1-E(r™ ¢H1) = exp[- > (&5 : 8, >0)]

rn
n=1 Tl

Demostracion. Por el teorema anterior, paran >1y j >0 tenemos que
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P(Sn =4) S :
n kz::l Lk ( k=M, j)
P Sn >0 1
por lo que M nettd = > —P(Ty =n,Hy = j)r"e
n i1k
P(Sn =745, >0 ” & &1
sumando sobre n y j Z Z Mr"e”ﬂ =YYy
n=1;j=1 n n=1j=1k=1 k
oo oo oo 1
por ello Z E(e™)S, > 0)— = Y3 Y —P(Tp=n,Hy =
n=1 o o B B
= > %[E(enH’“?”kT)
k=1
= 3 plEE DY

i
A

= —log(1 - E(e™pTrY)

Por lo tanto 1 - [E(rTfe“Hl ) =exp[- Y, E(e™ : S, >0)]

rn
n=1 T

Corolario 3.15. 1-E(r™") = exp[- > T—[P(Sn >0)]
n=1 n

Demostracion. Usando el Corolario[3.14]con ¢ = 0, la demostracién es inmediata.
O
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Capitulo 4

Primeros resultados.

En este cuarto capitulo tendremos nuestro primer encuentro con las cami-
natas aleatorias condicionadas a ser positivas, caminatas que permanecen en la
parte superior del plano. En esta parte, los resultados que aparecen son para
caminatas aleatorias simples. El objetivo de esta parte de la tesis serd mostrar
que el limite de las distribuciones finito dimensionales de una caminata aleatoria
simple, condicionada a ser positiva tienden a las distribuciones finito dimension-
ales de un proceso de Markov que veremos méds adelante.

De acuerdo a lo que vimos en el capitulo anterior, una caminata aleatoria
presenta uno y sélo uno de los siguientes comportamientos: tiende a menos
infinito, tiende a infinito o ésta oscila entre infinito y menos infinito. Si una
caminata aleatoria S,, tiende a infinito, ésta alcanza un minimo m > 0 casi
seguramente (Teorema . Por ello condicionar a S,, a ser positiva en el caso
en el que ésta tiende a infinito, no presenta dificultades técnicas. Debido a ésto
ponemos atencién en los casos en los que la caminata aleatoria S, oscila o tiende
a menos infinito. En este capitulo nos concentraremos en este iltimo caso.

En un primer intento de condicionar una caminata aleatoria a ser positiva
podriamos pensar simplemente en condicionar con el evento

A = (Sk > 0 para toda k).

El problema con seguir esta idea es que P(A) = 0, para caminatas que tien-
den a menos infinito o que son oscilantes. Entonces condicionar con A no tiene
sentido si se hace directamente. Podemos ver que en [9] Pitman resuelve este
problema para una caminata aleatoria simple {S,} tomando el limite de los
eventos A, = (S llega a [n,00) antes de llegar a (-c0,0)) que claramente tien-
den a A cuando n tiende a oo. Este mismo problema es resuelto por Keener
en [8], también tomando el limite de eventos que tienden a A. Estos even-
tos estan definidos de manera distinta a la que lo hace Pitman. Keener define
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los eventos para una caminata simple {S,} que tiende a menos infinito como
Ay = (Sk 20 para 0 < k <n). El limite de las distribuciones finito dimensionales
condicionando con estas dos familias distintas de eventos coincide sélo en el caso
de la camianta aleatoria simple simétrica [8]. Nosotros estudiaremos el limite de
las distribuciones finito dimensionales de una camianta aleatoria condicionada
con los eventos A,. Esto lo haremos siguiendo el articulo [8] de Keener, quien
considera por primera vez condicionar con estos eventos.

4.1. Primeros resultados

Como ya mencionamos, en este capitulo consideraremos caminatas aleato-
rias simples que tienden a menos infinito. Trabajaremos condicionando con los
eventos A,,, para los cuales lim A, = A.

n—oo

Sea {S,} una caminata aleatoria simple para la cual P(S, - —o0) = 1
n

y al igual que en el primer capitulo, S, = a + ZXu donde {X,} es una
i=1

sucesion de variables aleatorias independientes cozn respecto a la medida de
probabilidad P, y tal que P(X; = 1) = py P(X; = -1) =q =1-p, con
0 < p < 1/2, ademds P(S, = blSy = 0) = P(S, = b). También introduciremos
nuevas medidas de probabilidad P¢, Py y Py para las cuales X;, X5,... son
también variables aleatorias independientes, Py(X; =1) =1/2=Py(X; =-1) y
Py(Sy, =b|So =0) = Py(S, = ).

Y para P§ y P® se tienen las mismas distribuciones marginales que Fy y P
respectivamente, es decir Py (S, =b) = Py(Sy, =b|So =a) y P*(S, =b) = P(S, =
b|SQ = CL).

Empecemos viendo como se relacionan P* y Fy.

Lema 4.1. P(S, = j) = P§(Sn = j)(4pq)"*(p/a)""*(q/p)""*

Demostracion. Por el Teorema (|1.13) del primer capitulo, y reagrupando cor-
rectamente tenemos que

Pa(Sn:j) = ((n+J a)) "“ =) ("”“)

(n’n ) (n+] a) (n J+a)(1/2)n4n/2

+7—a

i ) (1/2)" ()" (p/a Y (afp)
P (Sn = ) (4pa)"" (pla)"* (afp) .
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O

Sea 7 = {nf{n : S, < 0}. Para 7 definido de esta manera podemos escribir al
evento A,, = {S; >0, para 0<k<n} como A, = (7 >n).

Lema 4.2. P*(7 >n|S, =j) = P§(7 >n|S, =7)

Demostracion. Sea W el nimero de caminos para los cuales Sop = a5, = j y
Sk # 0 para 1< k <n, por lo que

Pa(,]_ >n, Sn _ ]) _ Wpl/Z(n+jfa)q1/2(n—j+a). (41)

Por el Lema [4.1] y (4.1))

Po(r>n,S, =)
Pa(Sn = .7)
P*(t>n,S,=7)
P§ (S = §)(4pg)™*(p/a)'"* (a/p)*?
Wpl/Q(n+j—a)q1/2(n—j+a)
P§(Sn = §)(4pa)™*(p/a)'"* (a/p)*"?
W (1/2)" (4p0)""*(p/a)""* (a/p)*?
P§ (S = §)(4pg)™* (p/a)'"* (a/p)*?
P{(7 > 0,5, = 5) (4pa)" (p)a)'* (a/p)
P§(Sn = §)(4pa)"* (p/a)'"* (a/p)*?

P(r>n, 8, = j)
POa(Sn :])

Pi(r>n|S,=j) =

Py (1 >n|Sn =17).

El siguiente lema nos da una 1til relacion para poder llegar a la demostracién
de nuestro primer teorema.
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4.1. PRIMEROS RESULTADOS

. 2
Lema 4.3. Para z y ¢ en los enteros no negativos,cuando z - oo y < — 0

(zZ+Zc')‘ 1+ c(c+1) ( )

Demostracion. Para ¢ >0

(z+c)! 2N z+1)-(2+c)
z¢z! - zlz¢
(z+D)(z+2)(2+ c).

Usando las propiedades de logaritmo

(z+c) (z+1)(z+2)-~~(z+c))

) = log( p
= log((z+1)(z+2)(z+¢)) -log(z°)
= Sltog(= ) -too(2)

log(

= Zlog(l+ )

j =1

Usando la expansiéon de Taylor de la funcién logaritmo alrededor del 1

(z+0)! ¢ j
l = log(1+ =
0g(*— ) ]Z:iog( +2)
) Zc:i (_1)i+1£
joiisi 1 Z
j © (_1 i+1 jz
- SdLFE
j=1 % =2 ¢ z




4. PRIMEROS RESULTADOS.

2
Como & >0y c(c+1) < 2¢? usando la identidad €€ = 1+ € + o(€) cuando € - 0,

tenemos que

(z+¢e)!

z¢z!

) ec(c;;l) +0(c(cz+ 1))

14 0(62:1) +0(c(c;- 1))+0(c(c24z-1))
1+C(CT;1) +o(5)

El caso ¢ < 0 es similar.

O

Después de los pasados lemas tenemos lo necesario para demostrar el primer
teorema de la seccién.

Teorema 4.4. Para a >0 fijoy j=7j(n) >0,
2(7+1 1
Poo o s, - gy 20 D@D,

cuando n — oo, con j+n—a pary lim j(n)?/n - 0.
Demostracion. Notemos que S; = -1y Po(a)(X =1) = Po(a)(X =-1) = 1/2.
Definamos al tiempo de paro 7 como 73 = min{n >1:S, < 1}.

Por el Lema (|1.7))

P (50,8, =) = B (r > n, S, = j+1) = PET(81£0,...,8, #0,8, = j+1),
y por el Principio de reflexién (|1.16]) y la simetria bajo P

P (8, %0,...,5,%0,8, =j+1)

No(a+1,j+1)(1/2)"
= Nn(_a_la]+1)(1/2)n
= BTI(Su =+ 1)
= Py(Sp,=j+1+a+1)
= Py(Shn=j+a+2)
= PO(Sn:_j_a'_z)
= P(Su=i-2)
= PO(Sn:_j_a_2)
= PS5, =-j-2).
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4.1. PRIMEROS RESULTADOS

Por lo tanto Po(a)(’l' >n,8,=7j)= Po(a)(Sn =-j-2)
P >n, S, =j)
P§?(Sy = )
_P(Su=-j-2)

PSS =7)

entonces P (7> n|S), = j) =

Por el Teorema (|1.13])

P (Sn==j-2)
P (S, = )

(1o )"

1/2(n-2-j-a)

(1o 12"

1/2(n+j-a)

P{r>nlS,=j) =

(1/2(n—Z—j —a))

(1/2(n +7- a))
(n=-1/2(n+j-a)(1/2(n+j -a))!

(n-1/2(n-2-j-a)!(1/2(n-2-j - a))!
n-j+a,, n+j—-a

! !
S e
n+2+j+a, n-2-j-a,,’
! !
e [
por el Lema (4.3) y con
j—a -2-j-a n 9 9
‘= 702=fyz:§ycom03/n—>0entoncesc1/n—>0y
c3/n — 0.
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4. PRIMEROS RESULTADOS.

B (7 <nlSy=j) = 1-P"(r>nlS, =)

n—j+a'n+j—a|
G S
n+2+j+a,, ,n-2-j-a

| |
(IR,
n—j+a'n+j—a'
()

R s e
()
(n/2)(n)2) "5 (n)2))(n2) "5
. 1_(“01(1,;01))(1—01(17501))
(1+02(027+1))(1_@)

Ln+ea+e?)(n+reo-?)-Hh+a’+a)(n+ra’-c)

#(77,4-622 +02)(n+022 - 62)

4

(n? +2nc? + cat - c?) = (n? + 2ncy 2 + o1 - ¢1?)

n? + 2nca? + cot — co?
(022 - 612)(2n -1+ 022 + 612)

n? +2ncg? + e — co?

Ademss c? - ;2 =4(j +1)(a+ 1), por lo que

(22 -c1?)(2n -1+ +¢1?)

n? + 2ncs? + cot — o2
8n(j+1)(a+1)+4(a+1)(G+1)(c2® +c12-1)
n? + 2ncy?ep? — cp?

. 2(a+1)(j+1)(c2’+c1~1)
4(j+1)(a+1) + o

% +C22(1 + CQQ%)

- co’+c1?-1
4+ D) (a+1)(1+ =2+2=)

C22*1
n

5 +e?(1+
4(j+1)(a+1)

n 2

2+CQ

Como
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4.1. PRIMEROS RESULTADOS

4(j+1)(a+1)

n/2 + co? B n/2
G+ D)) n2re?
n/2
1
= 2622 —)]_7
1+ ——
n

Entonces
4(5 + 1)(a +1) 2(j + 1)(a + 1)
n 2 " n '
— +
5 Co

O

Queremos ver que las distribuciones finito dimensionales de una caminata
aleatoria condicionada a ser positiva tienden a las distribuciones finito dimen-
sionales de un proceso de Markov {Y,,} estacionario con probabiliades de tran-
sicion
1Y, +2
2Y, +1

IP(KHl = Z/n+1|Yn) = 1- IP(Y;L + 1|5/n)

Para poder demostrarlo nos hacen falta los siguientes lemas. El primero de
ellos nos da una nueva relacién entre Py Fy.

Lema 4.5. Para P y Py como las definimos anteriormente se tiene que
P(Sy = j) = Po(Sn = 1) (4pa)"* (p/a)’"*.

Demostracion. Por el Lema (1.13)) y reagrupando adecuadamente
n ntjy (n=j

(mj)p( )45

2

. (nﬁj)(l/g)un/zp(%f)q(%j)

2

n n n j

(s, ) 72" Capa) 2oy "
2

Po(Sy = §)(4pa)" (p]a)*!*.
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4. PRIMEROS RESULTADOS.

Lema 4.6. Sea B = (y1,...,yx) un camino. Entonces

P((So,-..,Sn) € B,7>n|Sy = §) = Po((So,-.., Sn) € B,7>n|S, = j)

Demostracion. Sea N el nimero de caminos en los cuales Sy = 0,51 =y1,...,S5; =

Yk, 9n =7y S; #0V 0 < i< n, entonces

P((SQ,...,SH)EB,T>7’Z,SH:j) = P(Slzyl,...,Sk:yk,SlZFO,...,Sk:FO,...,Sn¢O,Sn:j)

n+j

= Np( 2

nz—y )

= Np(%j)q("%j)(l/g)mln/?

= N(4pq)"*(p/q)'"

= P(S1=91,--,Sk =9k, S1%0,...,5: #0,...,5,#0,5, =7)
x (4pg)"(p/q)’"?

= Po((Sos---,50) € B,7 >n, 8, = j) (4pa) " (p/a)’"*.

,Sn) € B,T>nS, =74)

,Sn) € B, >n, Sy, = j)(4pq)"?(p/q)’/?

Po(Sn = 7)(4pg)™?(p/q)i/?
,Sn) € B,T>n,S, =7)

Por el Lema (4.5))

P((So,...“gn)GB’7—>n|Sn:j) _ P((S()7
_ PO((SQ,...
_ PO((SQ,...
= PO((SQ,...

PO(Sn :])
,Sp) € B,T>n|S, =7).

Lema 4.7. Se tiene que cuando n — oo, |j| = o(\/n) y n—j par.

. [ 2
PO(Sn:j)N E

Demostracion. Por el teorema de limite central de De Moivre Laplace para la

distribucién binomial [6]
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PRIMEROS RESULTADOS

1
ﬂ%”:m:(zyﬁyhk: 2mmffwmmme (+2)

por (4.2), el Lema (1.13) y teniendo en cuenta que j2/n -0

n—oo n—00

|
—
5
—
SN—
[
-
[\)
—~
3
t\:‘+
<.
—
—
Ry
[\V)
-~
o]
<.
N

Demostremos finalmente que las probabilidades finito dimensionales de una
caminata aleatoria condicionada a ser positiva tienden a las del proceso {Y,,},
un proceso de Markov con probabilidades de transicién

1Y, +2

IP(Yn+1 = yn+1|Yn) = §Y 1

1-P(Y, +1]Y,)

Teorema 4.8. Para todo B c ZF

lim P[(St,...,Sk) € B|An] = P[(Y4,...,Y3) € B].

n— oo

Demostracion. Sean yi, ...,y enteros no negativos con y; = 1y |y;+1 — | = 1

para 1 <i<k-1ysea B={S1=y1,...,5 =yr}. Por los Lemas (4.5) y (4.6) y
usando la definicién de probabilidad condicional tenemos que
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4. PRIMEROS RESULTADOS.

P(B,7>n,8,=j) = P(B,7>n|Sn=35)P(Sn =j)
= Po(B,7>n|Sn =5)Po(Sn = j)(4pg)"* (p/q)’*
= Py(B,7>n,5, = j)(4pg)"* (p/q)’"?
= Py(7>n, 8, = j|B)Po(B)(4pg)"*(p/q)’"*.

Notemos que la probabilidad de B para una caminata simple simétrica que em-
pieza en 0 estd dada por Py(Sk = yr,Sk-1 = Yr-1,---,52 = S1 = y1), la cual
equivale a

Po(Sk = Sk-1 = Yk = Yk-1,---,52 =51 = 2 —y1,51 = 1) = Po(X1 = 41, X2 =
Yo = Y15 Xk = Yk — Y1)

Debido a la independencia de las variables de salto, a que |y;41 —v:| =1y a que
bajo Po, Po(Xl = 1) = 1/2 = Po()(Z = —1),

Po(Sk = Sk-1 = Yk = Yr-1,---,52 =51 = y2 = y1,51 = y1) = Po(X1 = y1) Po(X2 =
Yo —y1)—Po(Xk = yr —yx_1) = 27%, por lo que usando la propiedad de Markov y
la homogeneidad en el tiempo y en el espacio de las caminatas aleatorias

Po(r > n, Sy = j|B)Po(B) (4pg)"*(p/q)’"?

- 2K Py(7 > 1,8, = 4181 = y1,- -, Sk = y) (4pg) " (p/q)’"*
= 27 Po(7 > 1, Sy = jISk = ¥) (4pg)"* (p/q)?"?
_ 27F P (7 > n— k, S, = 1) (4pa) " (p)q) "
2P (75 n = K|Sk = )P (Sn_r = 7)(4pg)"*(p/q)'"?

= 2P (7 > n = K|S = 5)Po(Su-r = j — ¥) (4pg)"*(p)q)’"?

Por lo tanto P(B,7 > n,S, = j) = 2"“Péy)(7' >n—kSn—k = J)Po(Sn-k = j -
y)(4pa)""* (p/q)’"

Debido a ésta tltima igualdad, si multiplicamos de ambos lados por (4;2;?1/2 y
sumamos sobre todos los posibles valores de j tenemos que
n32P(B,T >n) n32P(B,7>n,8, =)
(4pq)n/? ) jZO,nz—:jpar (4pq)n/?
=X wPrFeey PP (> n-KSuok = ))Po(Su-k = ~y)
§20,n—jpar
= X /ey R (7> n= kS = DVAP(Snk = ).
320,n~jpar

Para j < n'/* se tiene que |j| € o(\/n) y tenemos como hipétesis que j2/n — 0
cuando n — oo, debido a esto, por el Lema [£.7]y el Teorema4.4]

27 (p)q)? PP (7 > 1~ KSn-i. = 1)V Po(Sn-r = 5~ y) (4.3)
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4.1. PRIMEROS RESULTADOS

N 2—k(p/q)j/2n3/22(j+1)(y+1) [ 2

- 2-’€<p/q>ﬂ‘/22<j+1><y+1)\/3

Por lo que

S 27%pfe) PP (7> n - K| Spk = VAP (Snk =G -y)  (44)

j<nl/4 n—jpar

~ Y 2Rl P2+ ) (y + 1)\/2.

j<nt/4 n—jpar

Para j > n'/4, por ser Péy) y Py medidas de probabilidad, podemos acotar
25 (p/g) *n Py (7 > 1 = K|Sn-k = )RR (Sn-k = j ~y) < 27 (p/q) 20?2,

Como p/q < 1 tenemos que Z 2_’““(p/q)j/2n?’/2 converge y también lo hace la
720
serie

> 2M/ay PP (7> n = k|Suok = ))ViPo(Su-k = 5 ).
7=0,n—jpar
Por lo que las colas de esta tltima serie tienden a 0, y entonces

S 2% (plq)PnPo(T > n— k|Sp-k = VP (Sy —k=j-y) >0

j>nl/4 n—jpar
De este ultimo limite y de (4.4]) tenemos que

n?P(B, >n)

(4pq)""? (+5)

Z 27" (p/Q)j/ZnPéw (t>n- k|Snfk = j)\/EPO(Snfk =j-v)

j20,(n—j)par

_ > 2Ry PP (7> n= KISu ok = ))VAPo (S =5 - y)

j<nl/4 (n—j)par

+ > 2Ry PP (7> = KISu ok = ))VAP(Snok = - y)

g>nt/t (n=j)par

— > 2"“(1?/(1)]‘/22(‘741)(y+1)\/5, cuando 1 — oo
s

j<nl/4 (n—j) par
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4. PRIMEROS RESULTADOS.

Por otro lado, por el Lema [4.5]
P(T>’I7,|Sn :])P(Sn :.7)
Po(7 > ISy = j)Po(Sn = ) (4pa)"* (pa)""*,

P(r>n,S,=7J)

3/2
multiplicando por JW y sumando sobre los posibles valores de j
Pa
P(r>n,S,=j . . .
> ”3/2((4),L/2) = > (p/q)?*nPo(7 > n|S, = §)V/nPo(Sy = 7)
320,(n—j)par Pq 720,(n—j)par

por lo que

n32P(r>n 4 . |
«4pq()"/2) = ¥ (pleynPo(r > nlS, = j)V/nPo(S, = ).
720,(n—j)par

Al igual que en (4.4) cuando j < n'/*, por el Teorema y el Lema se
tiene que,

(pla)*nPo(1 > 1S, = j)VnPo(Sn =5) ~ (p/q)j/22(j+1)\/z

por lo tanto 5 P >nSn=3) S (pl)P2( + 1)\/5.
Y

jsnl/t (n—j)par (417‘])”/2 jznl/4, (n-j)par

Para j > n'/* por ser Py una medida de probabilidad

(pla)’*nPy(1 > 1S, = j)VnPo(Sn = 5) < (p/g)"*n?/2.

Como p/q < 1, entonces Z(p/q)j/Qng/2 converge y por lo tanto, también lo
320

> (/@) *nPo(1 > 1S, = §)v/nPo(Sn = j).

320

hace

De aqui se sigue que

> (p/a)’PnPy(r > nlS, = j)V/nPo(S, = ) < (p/a)*n** — 0

j>n1/4

n32P(r>n ;
D) (p/q)fﬂz(wl)\/f»o (16)

(4pa)"? (o jypar 20
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4.1. PRIMEROS RESULTADOS

De (4.5)) y (4.6) tenemos que

P(B,7>n)
P(t>n)

> 2 ey Ay )G+ 1>\/§

(n-j)par,j>0

> (pla)?2(5 + 1)\/3
(n-j)par,j>0
2Fy+1) Y (pl)P2(i+ 1)\/3
720

(n-j)par

o 2
S (pla)*2( + 1)\/7
(n—j)par,j20 &

= 27%(y+1).

P(B|r>n)

Luego P(S1 =y1,...,S =yl >n) - 27F(y + 1).
Si {Y,,} es un proceso para el cual

P(leyl,...,ykzy) = limP(Slzyl,...,Sk:y|T>n)

n—00

27F(y+1)

entonces,

P(Yesi=yp+1Y1=v1,..., Y = yi)

PYi=y1,....Yer1 =yp +1)
P(Yi=y1,..., Y =yx)

- lim P((S1=y1,--,Sks1 =yx + 1)|T >n)
n—>00 P(Slzyl,...75k :yk\7>n)
(V3 +2)27k1
(Yi+1)27*
1Y, +2
§Yk+1'

(4.8)
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4. PRIMEROS RESULTADOS.

Y, +2
Por lo tanto I]D(Yn+1 =Yn+1|Y1,...,Yn) = %Yil

De esta manera Keener construye una caminata aleatoria condicionada a ser
positiva. Mas adelante veremos otra construccion para caminatas aleatorias mas
generales.
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Capitulo 5

Construccion de Tanaka
para las trayectorias de una
caminata aleatoria
condicionada a ser positiva.

En este tltimo capitulo veremos la construccién que hace Tanaka en [11]

para las trayectorias de una caminata aleatoria condicionada a ser positiva. Us-
aremos para ello los procesos de escalera y algunas propiedades de estos procesos
que vimos en el capitulo anterior.
En la primera seccién definiremos al proceso {W,,} que consistird en pegar una a
una las trayectorias, recorridas en sentido contrario entre dos puntos de escalera
decrecientes consecutivos. En la segunda seccién demostraremos para una cami-
nata aleatoria con distribucién discreta, que el proceso {W,, } tiene a Bg (definida
mds adelante), como funcién de transicién. Para terminar el capitulo veremos
la construccién de Tanaka para algunas caminatas aleatorias con distribuciones
de salto especificas. Veremos que para la caminata aleatoria simple simétrica,
ésta coincide con la construccién que vimos de Keener [8] en el tercer capitulo
de esta tesis.

5.1. Construccién del proceso {IV,}.

Sea {S,} una caminata aleatoria que empieza en cero y pensemos en el
tiempo en el cual {S,} entra por primera vez en la parte negativa del plano.
Supongamos que el tiempo de esta entrada a (—oo,0) es finito casi seguramente,
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5.1. CONSTRUCCION DEL PROCESO {Wy}.

es decir, 77 no es defectiva, esto es:

P(Ty <o) =1.

Recordemos que 77 es el primer tiempo de escalera decreciente y se define como
Ty ={r>0:S5, <0}.

El camino que sigue la caminata aleatoria {S,,} hasta el primer momento en
que ésta se vuelve negativa estd dada por (0,51, Sz, ..., S7-). Si pensamos en
una particula que sigue este camino pero con el tiempo invertido, ésta estaria
al momento inicial de su recorrido en el punto (07ST;) y al primer paso se
encontraria en el punto (l,STl—,l) y asi sucesivamente hasta llegar al punto
(T7,0). Es decir la particula seguiria el camino (STf’ Sr-1,57- -2, .., 51, 0).
Para la construccién del proceso {W,,} que haremos mds adelante usaremos
este camino pero trasladado Sr- unidades hacia arriba. Para ello definimos las
siguientes dos transformaciones para las secciones de un camino.

Definicién 5.1. Sea R(j, k), con j <k tal que

R(]7k)(y]7yj+1a7yk) = (ykayk—la"'7yj)7 para Yji,Yj+i,-- -5 Yk eR.

Sea también V(a)(Yj, Yj+1,-- - Yk), PATa a,Y;, Yj+1,- - -, Yk € R, definida como

V(@) (¥, Yje1s - Yk) = (@ + Y5, 0+ Yjats -, 0+ Y ).

R(T1,T3) y V(Y) se definen andlogamente para Ty y Ty tiempos de paro y'Y
una variable aleatoria.

Asi el camino inverso y trasladado de (0,5,..., STf)’ es la composicién de
R con T, aplicada a (0, 51,...,57-):

V(_STI_) OR(O’TI_)(Ovsh .. 'aSTl_) = (O)STl_fl - STl_a .. '751 - STI_7_ST1_)‘

A la seccién resultante de aplicar la transformacién Vo R a (y1,y2,---,Yk)
la llamaremos la seccién invertida trasladada de (yi, 9o, ...,yx). Para abreviar
un poco la notaciéon denotaremos por R a la seccién invertida trasladada de
(0,51,...,S7-). R también puede ser escrita como
(0, ~Xp-, =Xp- = Xy, X = Xpo 1 = Xpe 0y oo, =X = X == X).
Las variables de salto que determinan este camino son las mismas que determi-
nan el camino (0,S57,5s,..., STf) pero con signo contrario y ademads el orden
en el que cada uno de estos dos caminos estd determinado por estas variables
es el contrario.

Como ya hemos visto, en el capitulo anterior los puntos de escalera de-
crecientes (T}, H; ) forman un proceso de renovacién bivariado, por lo que la
seccion de la caminata aleatoria después del primer tiempo de escalera es una
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5. CONSTRUCCION DE TANAKA PARA LAS TRAYECTORIAS DE UNA
CAMINATA ALEATORIA CONDICIONADA A SER POSITIVA.

VAR ,
a N L’ .. o

V(@)(C) NN . h

;?(1,k)(C)

Figura 5.1: La seccién de un camino C = (yi,...

R(1,k)(C) y V(a)(C) aplicadas a éste.

V(=5r;) e R(0,T7)

,Ur) v las transformaciones

Figura 5.2: (0,51,52,...,57;) y V(=S7;) o R(0,77)(0, 51,52,

o7



5.1. CONSTRUCCION DEL PROCESO {Wy}.

réplica probabilistica de toda la caminata aleatoria, y el segundo punto de es-
calera de la caminata original corresponde con el primer punto de escalera de
esta copia. Por ello (O,ST2—_1 - S7;,87; 2= Sty S = STZ—) es una copia
de (0, Sr-1 = Sr-, S = Sy, 51 - STf’_STf)‘ Lo mismo sucede para to-
do punto de escalera (T}, H; ). La seccién de la caminata aleatoria entre dos
puntos de escalera consecutivos y trasladada al origen, es una copia independi-
ente de (0, S1,..., STI)' También, las secciones recorridas en sentido contrario y
trasladadas a (0,0) entre dos puntos de escalera decrecientes consecutivos, son
copias de R = (O,STl—,l -T7,...,%1 —ST1—7—S’T1—).

Notemos que ST{ < 0, por lo que _STf > 0, ademas STI—,;C > 0, por lo que
St-— = S1: 2 =S7- para 1 <k <T7. De lo cual tenemos que R toma sus valores
en el conjunto

W = JW,, donde
1

W, ={w = (w(0),w(1),...,w(l)) :w(0) =0, y0<w(l) = glérsll w(k)}.

Sean wi,ws,Ws,--- € W copias independientes de R. Con base en estas
copias Wi, Wa, ..., con Wy = (wg(0),wg(1),...,we(lx)),
k=1,2,..., definiremos al proceso {W,, }. Este proceso consistird en aplicar para
k=1,2,..., la funcién V(T ) o R(T}_,,T;) a cada una de las secciones entre

dos puntos consecutivos de escalera decrecientes de la caminata aleatoria {S,},
T, , v T, vy pegar cada una de las secciones transformadas. Construido de esta
manera, el proceso {W,} primero recorre la seccién de la caminata aleatoria
que va de T7 a 0 y luego a partir de ese punto recorre la seccién inversa que
comprende del segundo al primer tiempo de escalera decreciente, empezando
por T y terminando en 77, y asi sucesivamente. Figura.

Notemos que en el camino (0,951, ..., STf) la caminata aleatoria baja maés
de lo que sube, pues en este camino la posicién final estd en la parte negativa
del plano, por lo que su camino inverso, sube mas de lo que baja debido a
que éste consiste en cambiar el sentido de los saltos de (0, S1,...,S7-). Por lo
tanto, para el camino (O,ST;_l - ST{""’_STf) se tiene que —Sp- > 0 y por

ser —Sp- = ngli'r%i St — St resulta que Sp-_; > 0. Entonces tenemos que
=v="1

todo punto en el camino R tiene una altura positiva. Por lo que al pegar las
trayectorias wy, ws, ... todos los puntos tienen un altura positiva y {W,,} resulta
ser un proceso que toma valores en [0, 00).

Como ya hemos dicho el proceso {W,, } consiste en invertir, trasladar al origen
y pegar una a una las secciones entre dos puntos consecutivos de escalera decre-
cientes. Por ello, si trasladamos al punto (0,0) cada uno de los caminos inversos
entre dos puntos consecutivos de escalera decrecientes (T}, ST;E) v (T 1, St ),
estos deben coincidir con wy, = (wg(0), wx (1), ..., wk(lx)). De esta manera defin-

imos el proceso {W,,} como:
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y
7 ’ \\\ /(/ \\\ N
~ N , N “ h
/// N 4 ; ’
N W;/ ~
( \T~". - T T T,
0 \/\/ | X
S
Figura 5.3: Trayectoria del proceso {W,,}
wy(n) para 0 <n <1y,
wi(ly) +wa(n-17) para 17 <n<T;,
Wy =

k-1
Y wi(ly) +wp(n-T,_,) para T <n<T},
j=1

Esto también podemos escribirlo respecto a las alturas decrecientes de es-
calera y a las variables de salto como:

T
Wo=0, W, =-Hj - > X;,

J=Tk+1+Th+1-n

para T <n < Thyq-

Ya que hemos definido al proceso {W,,} veremos que este tiene como funcién
de transicion a he, la cual se define como

he (z,dy) = 5(711)“)(58 - X1 €dy)1(0,00)(y)

£(x)
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donde £(z) estd dada por

1

para z =0

_ i
§(@) = E ( Z Il[o_’z)(Sn)) para x >0
n=0

Esta funcién coincide con la funcién de renovacién del proceso de escalera
decreciente, pues por el Teorema sabemos que la funcién de renovacién
asociada al proceso de escalera decreciente puede ser interpretada como la es-
peranza del niimero de veces que la caminata aleatoria estd en el intervalo [0, z)

antes de ser negativa por primera vez.

Para ver que {W,} es un proceso que tiene como funcién de transicién a he,
veremos que esta funcién es realmente una funcién de transiciérﬂ Para ello

enunciamos primero el siguiente lema.

Lema 5.2. Para A€ B[0, )

Ty oo
[E(Z 1A(Sn)): S P(T; >n+1,8, € A)
n=0 n=0

Demostracion. Cambiando los limites de la suma en la segunda igualdad y

usando el lema de convergencia mondtona en la tercerca igualdad tenemos que:

4y
[E( Z;) I]-A(Sn))

Nk
M=

E( La(Sn)L{rr=1})

El
Il
—
3

g
8
I} Il
8 :[MJ8 =

1A(Sn)Lir--1})
1

Il
(=)

k

E( Y 1a(Sn)lir—ky)
0 k=n+1

E(La(Sn)Lir-=ns1))

NGLIN

S
I

M8

0

g i

P(T;y =n+1,S, € A).
0

S
I

O

Ahora regresaremos a demostrar que la funcién iLg (z,dy) es funcién de tran-

sicién.

Véase Apéndice de Cadenas de Markov.
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Lema 5.3. [ .., he(z,dy) =1

Demostracion. Para x € R escribimos S% = x+.5,, y sea T7® = inf{n > 1:S* <0},
x > 0. Definimos para x>0y A€ B[0,00) a

TI®

G(x,A) =E( Z 14(S5)).

Notemos que G(0,[0,2)) = £(z). También definimos a las funciones de transi-
cion p(x,dy) = P(x + X1 € dy), p(z,dy) = P(x - X7 € dy).
Ya que hemos definido todo lo necesario veremos primero que

f G(0, da)P(~X; € (2,00)) = 1 (5.1)
[0.2)

)

Por hipétesis tenemos que P(7] < o0) = 1.
Por otro lado usando el Lema [5.2]

f G(0, dz)P(~X; € (x,00))
[0,00)

s

- f[ G(0,dz)P(z + X, <0)

Z[P Ty >n+1,8, edr)P(z+ X1 <0)

n=0

= Z/ P(Ty >n+1,S, edx)P(x+ X; <0)

oo

8 I -

8

- Z/ P(S1 20,5 >0,...,5, 20,5, ¢ de)P(z + X; <0)

observemos que
f[ P(5120,8 20,5, 20,5, ¢ dr)P(r + X <0)
0,00
= [P(Sl >0,...,5,2>0,5,.41 <0) :[P(Tl_:n+ 1)7

por lo que

Zf[ JP(5120,5:20,..,5, 20,5, € dr)P(r + X, <0)
0,00

n=0 )

= Y P(Iy=n+1)
n=0

= Y P(Ty =n)
n=1

= 1
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5.1. CONSTRUCCION DEL PROCESO {Wy}.

Ty
Por otro lado podemos escribir a £(y) = E( ) 1[o,,)(Sn)) como
n=0

N
ECS 14,(S, :f G(0, dz).
f[oﬁy) (X 1) = [, G0.d2)

De esta ultima igualdad y cambiando los limites de integracién:

Plz-X,cd f
f(o f(o,oo) (w=Xyedy) [0,

f G(O,dz)/ P(x - X € dy).
[0,00) (z,00)

- p(x,dy)é(y) ” G(0,dz)

)

Ya que P(z - X; € (2,00)) =P(-X; € (2,00)) + P(-X; € (2 -z, 2]), podemos
escribir la tltima igualdad como:

f[oﬁm)G(O,dz)[P(—Xl ¢ (z,oo))+f[0 G(0.d2)P(-Xy € (= - .2)).

)

Por (5.1)) tenemos que el sumando del lado izquierdo es igual a 1, entonces:

f[o’m)ﬁ(x,dy)f(y)=l+ f[

Si = 0 la integral del lado derecho de la igualdad se anula y £(0) = 1, por lo
que

- G(0,d2)P(-X; € (z — z, 2]).

)

f(o,m) Pe(0,dy) = f(om)ﬁ(o,dy)g(y) = 1.

Y si z > 0, entonces, por el Lema [5.2)
[ e dy)w)
(0,00)
- 1+[[ G0, d2)P(- X € (z-,2])
0,00
= 1+f[ )G(O,dz)[P(erX1E[07$))
0,00

- 1+[[ Y P(Ty 20+ 1,5, € dz)P(z+ Xy € [0,2)
0,00) =0
=1+ Y f[ JP(TT 20+ 1,5 € d2)P (2 + Xa € [0,2)),
n=0 (0,00
ahora observemos que

f[ PIT 20+ 1, Sy € d2)P(z+ X € [0,2)) = P(IY 24 1, S0 € [0,2)),
0,00
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por lo que
1+Z/[ )[P(Tf2n+1,5nedz)[P(z+Xle[0,x))
n=0 (0,00
= 1+ Y P(Ty 2n+1,5,.1 €[0,2))
n=0

= 1+ Y P(Ty 2n+1,5,41 €[0,2))
n=0

= P(Ty 20,50 €[0,2)) + >, P(Ty 2n+1,8,.1 €[0,2))
n=0

= i[P(Tl_Zn,SnE[Oax))

n=0

= G(0,[0,2))

S petedn = [ )fgyi( dy)=1.

por lo tanto

O

Ahora veamos que la funcién fzg cumple las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.
Las definiciones y resultados que utilizaremos para demostrarlo pueden ser en-
contradas en el Apéndice de Cambios de tiempo.

Lema 5.4. La funcion iAzg cumple las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Demostracion.
f07 )ﬁg(x,dz)izg(z,dy) = f )gg ;p( ,d2) 1.0y * 52 gp(z dy)Liy>0
gézi (O’M)ﬁ(xvdz)]]-{z>0}ﬁ(zady)1]'{y>0}'

Definimos al funcional aditivo asociado al proceso {S,}, como el proceso
{A,,n >0} tal que :

Ap=0, A, =Y 1 (5;).

i=1
Para el funcional aditivo {A,} definimos el cambio de tiempo {Cy,k > 0} tal
que :

CO = 0, Ck = inf{m >0: Z 1gr- (Sn)}

i=1
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Definidos de esta manera, {Cy} v {A,}, el proceso {S¢,} es una cadena de
Markov con espacio de estados R™ (ver Teorema ??7) y funcién de transicién
g(x, dy) = ]l{yelR*}p(;m dy)

Si una cadena de Markov con espacio de estados £ € R tiene a f(z,dy) como
funcién de transicién, entonces la funcién f~(z,dy) = f(-z,—dy) definida en el
conjunto —€ = {r e R: r = —s para algiin s € £} es una funcién de transicién en
-&, porque:

[, F@ay

y
[ F @) (dy)

[ #(a-ay)
L

[ F(a-a)f (=2, -ay)
f(—.’IJ, _dy)
[ (2, dy)

De lo anterior tenemos que la funcién g(z, dy) = g(-z, ~dy) = 1{_yer-p(-2, ~dy) =
Tiyere1P(7,dy) es funcién de transicién en R*, por lo que

fo P(2,d2) L p(2,dy)liysoy = P(2,dy)Liys0

De aqui

Aoo iL§(‘T7 dZ)iLg(Z, dy) = ggﬂyiiﬁ(x7 dy)l{y>0}

= ﬁg(x,dy)

De los dos lemas anteriores tenemos que:

Teorema 5.5. ]A”Lg es funcion de transicion de Markov en [0, 00).

5.2. Caso especial en el que {S,} toma valores
en los enteros.

Ya que sabemos que h¢ es una funcién de transicién, vamos a demostrar el
siguiente Teorema.
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Teorema 5.6. El proceso {W,} es una cadena de Markov con funcién de tran-
sicion he, que toma valores en [0, 00).

Demostraremos esto para el caso en el que {S,} es una caminata aleatoria
que toma valores en los nimeros enteros. En este caso WV consiste en todos
los caminos w = (w(0),...,w(l))) donde w(k) € Z, w(0) = 0y 0 < w(l) =

%nlinl w(k) con ! > 1. Denotaremos por  a a ley de probabilidad para (0, Sp-_1 -
<k< 1

STl—7 e, 51 - STf’_STf)’ donde p es una medida de probabilidad en W. En
este caso de caminatas aleatorias en los enteros, las probabilidades de transicién
para {S,} las escribiremos como p(z,y) = P(x+ X1 =y) y p(z,y) = p(y,z) para
r,y€el.

En el siguiente lema veremos que la probabilidad de que
R = (O,S’Tl—,l - ST{""’_STf) siga el camino (0,a1,as,...,a;), es igual a la
probabilidad de que la caminata aleatoria vaya de a; a a;—1 en un paso, por la
probabilidad de ir de a;-; a a;—2 en un paso y asi hasta la probabilidad de ir de
aj a 0 en un paso.

Lema 5.7. Siay,...,a; €Z,l>1 satisfacen que m]}:nl ar = a; >0, entonces
1<ks

w(w =((0,a1,as,...,a;)) =p(0,a1)p(ar,az)plai-1,a;)

Demostracion. SeaT'={w eW:Ty =1,5,_ -S| = a, para 1 <k <1} y notemos
que si S;_p —S; =a, para 1 < k <[, entonces S;_p -S> -5 >0y Si_x > 5
para toda k < [. Por lo tanto [ es un tiempo de escalera decreciente y ademés
como S;_ >0, I no sélo es un tiempo de escalera si no que ademas es el primer
tiempo de escalera. De esto podemos concluir que si S;_;—.5; = a, para 1 < k <,
entonces 17 = [, por lo que para toda w € (w € W : w(k) = a; para 1 <k <),
se tiene que w € I, y por tanto I' € (w € W : w(k) = a para 1 < k < [). Es
evidente que (w e W:w(k) = ay para 1 <k <) cT . Entonces I = (S;_, - S) =
ag para 1 <k <1). Por lo tanto pu(w e W:w(k) = ay para 1 <k <) =P(T"). Por
la independencia de las variables de salto tenemos que

P(T) P(Ty =1,S,-1-S1=0a1,82-S=a2,...,51 - S =a;-1,-5, = ;)
= P(Iy =,-X1=a1,-X1-1 - X1 =ag,...,-X1.Xo- - X, =)

= P(Iy =1, X;=-a1, Xi-1=a1—ag,..., X1 =a1-1 — @)

= P(X;=-a1,X;-1=a1-as,..., X1 =a;-1 —a;)

= P(X;=-a1)P(Xj-1 =a1 —a2)P(X1 =aj-1 —a;)

= Pla1+X;=0)P(ag + X;-1 =a1)P(a; + X1 =a;-1)

= p(a1,0)p(az,a1)p(as,az)--p(ai-1,a-2)p(a, ai-1)

= p(0,a1)p(ar,a2)p(az, az)-plai-2, ai-1)p(ai-1, ar).
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O

Ya que conocemos la probabilidad de un camino en W, usaremos ésto para
encontrar la probabilidad de que R siga en sus primeros m pasos un camino dado
(0,a1,as,...,a,), sin importar el valor que tome T . S6lo pediremos que m >
17 . Para ello definiremos una nueva funcién en Wy un nuevo subconjunto de W.
Para w € W definimos la funcién L(w) = (w(0),w(1),...,w(l))), como L(w) =
1.'Y para enteros positivos a1, as, ..., am,a, al evento A, (a1,as,...,an;a) como
el conjunto:

{weW:w(0)=0,w(k) =ar 1 <k<m,l(w) =m+n,w(m+n) =a}.

Es decir no importard la trayectoria de {S,} para n =1,2,...,n. Sélo va a ser
importante la trayectoria desde el instante n + 1 hasta n + m =[. Es claro que
T =n+my ST{ = —a. Antes de conocer la probabilidad de que ésto suceda,
es necesario definir nuevas funciones g,(x,y), go(2,y) y conocer algunas de sus
propiedades.

y

Figura 5.4: Ultimos m pasos de S.

Sean g,(z,y) v ga(x,y) definidas como:

ga(z,y) = Guy+ . p(xo,x1)p(z1,20)p(n,y)
n=0 To=T
T1yeeey T 2Q
g(l(z7y) = 6.’16,1/ + Z Z ﬁ(x(bxl)ﬁ(gthQ)”'ﬁ('rTHy)'
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Figura 5.5: Primeros m pasos de R.

En el siguiente lema veremos algunas propiedades sobre estas funciones que
mas adelante nos serdn de mucha ayuda.

Lema 5.8. Para g,(z,y) v §o(x,y) como se definieron arriba, se cumple que :

(a) ga(2,y) = Ja(y,x)p para z,y > a
(b) ga(x,y) = garp(xz + b,y +b) para x,y > a y para toda beZ

(c) &(x) = G(0,[0,2)) = Z ga(a,x) para > 1.

O<a<z

Demostracion. Para (a) basta con notar que dg =0y, ¥ p(2,y) = p(y, x).
Como z es igual a y si y sélo si x +b es igual a y + b, para (b) basta demostrar

que

SO plaoa)p(en ) p@mny)

Podemos escribir a cada z} > a + b como x; = x; + b para x; > a, por lo que la
cardinalidad de los conjuntos A={zeZ:x>a} y B={2'e€Z:2' >a+b} esla
misma. Gracias a esto y a la homogeneidad de las caminatas aleatorias se tiene

que:

p(xi, ) = p(a; + b,z +b) = p(a, ©)
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la igualdad

S pleoen)p(en @) peny)

= Z Z p(xg,x'l)p(x'l,x;)---p(x;,y+b)

se cumple. Lo cual demuestra (b).
Finalmente para demostrar (c), sabemos que £(z) = G(0,[0,z)). El lado derecho
de esta igualdad podemos escribirla, por el Lema [5.2] como:

G(0,10,2))

Y P(Ty 2,8, €[0,2))
n=0

= 1+ P(Ty >n,5,€[0,2))

n=1
= 1+ Z P(Ty 2n+1,S,41 €[0,2))
n=0
Por otro lado
Y. Ya(a,z)
O<a<x
= Y daet XY X plaox)p(erwn) .. p(an, )
O<a<z O<a<x n=0 To=a

= 1+i Z Z p(0,21 - a)p(z1 —a,z2 —a)...p(z, —a,z —a)

n=00<a<zx xo=0
L1, 20

= 1+i > P(IT 2n+1,81 =2 -a)

n=00<a<gx

= 1+ ) P(Ty >n+1,5,41 €[0,2))

n=0

O

Después de este lema regresemos a encontrar la probabilidad de que el camino

inverso trasladado de (0,5,..., ST;) siga en sus primeros m pasos el camino
(ar,a2,...,am), que STI = —a, sin importar el valor de 77. Este evento lo
denotaremos por A(ay,as,...,an;a), y puede ser escrito como:

oo
A(ar,az,...,am;a) = |J An(ar,a, ... an;a).
n=0
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Lema 5.9. Para enteros positivos a,aq,as,...,am,m conm>1y0<a<a” con
a* = min ag, se tiene que
1<k<m

w(A(ar,...,am;a)) = H]ﬁ(aj,l,aj)ga(a,am) con ag =0

Demostracion. Primero encontremos la probabilidad del evento Ag(ay, ..., am;a).
Este evento consiste en que el camino inverso trasladado de (0,51,...,S7-)
sea igual a (0,a1,as,...,a,,) donde Ty = m y S, = —a, = —a, por lo que

w(Ao(a,...,am;a)) = p(w = (0,a1,a2,...,a,)). Y por el Lema tenemos
que:

m

H[)(aj_l,aj) siam=a
w(Ao(ar, ..., am;a)) =1 -1

0 en otro caso
Ahora para n > 1, la probabiliad de que A, (a1, ...,amn;a) suceda, corresponde a
la probabilidad de que el camino inverso de (0, Sy, ..., ST{ ), donde T7 =n+my
Sn+m = —a, siga en sus primeros m pasos el camino (0,aq,...,a,,), sin importar
el camino que siga desde el tiempo m + 1 hasta el momento n +m cuando toma
el valor —a. Por lo que la probabilidad de A, (a1, ..., an;a) podemos escribirla
como:
w(An(ar,...,am;a))
= Z w(w =(0,a1,a2, ..., Qm, Gmels- - Gmin))
Am+1y--3Am+n-120
= > p(0,a1)p(ar, az)-p(amn-1,a)
A4l Gman—120
m
= > (T18(aj-1,a;)10(am, ams1)D(@m+1,a,42) P(msn-1, @)
Amalye s @man-12a j=1
m
= [Hﬁ(aj—laaj)] Z ﬁ(am;am+1)ﬁ(am-f—l,am-#Q)‘”ﬁ(am+n—1;a)
7=1 AmtlseyGmin-120

En la segunda igualdad se usé el Lema(5.7)). Si definimos la funcién g,, como

plam,a) sin=1
gn = R R R )
> D@y Gmr1)D(@ms1,a,+2)  D(Amen-1,a)  sin>2
Am41,-,Amtn-120
m

tenemos que p(Ay(ai,...,am;a)) = Hﬁ(aj,haj)gn para n > 1.

Notemos ademds que dg,, o + Z In = Ga(am,a) = ga(a,an) pues
n=1

69



5.2. CASO ESPECIAL EN EL QUE {Sy} TOMA VALORES EN LOS ENTEROS.

Ga(@m,a) =64, a+ Y. > Blwo,z1)p(z1,22)p(Tn,a).

De todo lo anterior tenemos que

w(A(ag,...,am;a))

u( QOAn(al, ce A a))

Nk

w(An(ay,...,am;a))

S
I
(=]

p(aj-1,a;)l4=q,, + Z p(An(a,...,am;a))

1z

7=1 n=1
m (e o] m

= [I#(aj-1,05)Naza,, + D [15(aj-1,a5)9n
j=1 n=1j=1

1z

ﬁ(aj—luaj)[éa,am + Z gn]
j n=1

<
Il
—_

3

= ﬁ(a’j—laaj)ga(a’a am)

<
Il
[

Después de este tltimo resultado tenemos todo lo necesario para demostrar
que h¢ es la funcién de transicién del proceso {W),, }.

Teorema 5.10. Sean wi,ws,--- € W wvariables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con distribucion comin p. Sea {Wy,} el proceso que
se definio en la primera seccion de este capitulo. Dados enteros ag =0,

a1 >0,...,a;, >0 para m > 1 tenemos que

[P(Wo = O,Wl =dai,.. .,Wm = am) = H Pg(ak_l,ak)
k=1

Demostracion. Sean Ay A, definidos como:

A:{szak,lgkﬁm}
Ay ={Wg=ar,1<k<m, W} =a}, donde 0 < W}, =min W,

n2m

por lo que

A= U A, (5.2)

O<a<am,
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Para 0 < a < ay, definimos m(0) >m(1) >m(2) > - >m(a) >0 como

m(0) = m
m(l) = méx{n<m:a,<a}
m(2) = max{n<m(l):a, <an)}
m(a) = méx{n<m(a-1):a, < ama-1)}-
Véase Figurdp.0|
y
a Lo -
Qi (1) fommmmmmmmmmmm e
Am(2) | .
Am(a-2) | A N/ =
Am(a-1) [/
T T T T T x
0 m(a-1) m(a-2) m(2) m(1) m(0)
Figura 5.6: m(0),m(1),...,m(«)
Veamos que para 0 < k < a— 2,
(Oa Am(a-k)+1 ~ Am(a—k)) Om(a-k)+2 ~ C(a-k)s - - Am(a-k-1) ~ am(a—k)) eEW.

SeajeZ, talque 1 <j<m(a-k—-1)-m(a—k)-1. Por la definicién de m(a-k),
como m(a—k)+j >m(a-k),y m(a-k) = méx{n <m(a-k-1): ap < ama-k-1)}
se tiene que

Um(a-k)+j 2 Om(a-k-1)
lo cual implica que
Um(a-k)+j ~ Am(a-k) 2  Gm(a-k-1) ~ Gm(a-k)
por lo que

Um(a-k-1) ~ Am(a-k) = 15j5m(a—rl?—1{1)7m(o¢7k) Am(a-k)+j ~ Om(a-k)
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5.2. CASO ESPECIAL EN EL QUE {Sy} TOMA VALORES EN LOS ENTEROS.

Ademds como G, (a-k) < Gm(a-k-1), tenemos que

0< Am(a-k-1) ~ Am(a-k) = 1§jsm(a—1£—l,{l)—m((x—k) Am(a-k)+j ~ Am(a-k)-
Por lo tanto (07 Am(a-k)+1 = Cm(a-k)) Am(a-k)+2~A(a-k)s - - - am(a—k—l)_am(a—k)) €
W.

Con ayuda de estos caminos en W podemos escribir al evento A, como:

a-1
Ao = [ m (wk: = (Oa Um(a-k+1)+1 ~ Am(a-k+1)s - -+ dm(a-k) — a7n(a—k+1)))] (53)
k=1
m(wa € A(am(l)+1 ~Qm(1)y- -+ Am — Am(1); A = am)~

Esto porque al definir m(i), para 0 < 7 < «, de la manera que lo hicimos
encontramos los tiempos de escalera que deben haber en el intervalo de tiempo
[0,m], para que que Wy = ag, con 1 < k < m. Los tiempos de escalera ocurren
cada vez que la caminata aleatoria baja mas de lo que sube desde el anterior
tiempo de escalera . Por lo que en el proceso {W,,}, el cual invierte los saltos
de {S,}, los tiempos de escalera de {5, } corresponden a los tiempos en los que
el proceso ha subido mas de lo que ha bajado a partir del dltimo tiempo de
escalera. Podemos ver que los tiempos en los que esto ocurre coinciden con los
tiempos m(k), para 1 < k < . Para dos tiempos m(k) y m(k + 1), se tiene que
Am(k+1) < Qm(k), POT lo que el camino (am(k+1)7a7rn(k+1)+1» .- ~7a7n(k)) sube mas
de lo que baja. Ademds para m(k +1) < j < m(k), aj 2 ap(x) por lo que el
camino (@, a1, - ., Gm(k)) baja mas de lo que sube, o lo que sube es igual a lo
que baja. Por ello j no puede ser un tiempo de escalera de {S,}. Por ésto, los
tiempos m(k), con 1 < k < «, tienen que coincidir con los tiempos de escalera
de la camianta aleatoria {S,,} hasta el tiempo m , para que Wy = ax, 1 <k <m.
Entonces W; = a; con 1< j<m, si wi =(0,a1,02,...,0n-1)),

Am(a-1) T W2 = (am(a)7 Am(a)+1s Am(a)+25 s am(oz72))7 es decir si

W2 = (0, Grm(a)+1 = Cm(a)s m(a)+2 = Gm(a)s - - - » Gm(a=2) ~ Gm(a))- En general si
Am(a-k-1) +wg = (am(a—k—l)vam(a—k—1)+l7 cee 7am(a—k:—2)) para 1<k<a-1.Y
param(1) < j < m tenemos que tener que los primeros m-m(1) pasos del camino
Wa, sean (0, Gpy(1)41 = Gm(1)s - - - > Gm = G(1)), y ademds que wq (o) = a = @y (1).

Por todo esto podemos escribir realmente a A, segin[5.3] Al escribir de esta

manera a 4, utilizando la independecia de las variables w1, ws,..., el Lema
y el Lema tenemos que:
a-1
P(As) = P (wk=(0,am(a-k+1)41 = Gm(aki1)s- -+ Emlak) = Gm(a—k+1)))]
k=1
N (Wa € A(Gm(1)+1 = Gm(1)s -+ Gm = Qm(1); @ — A (1))
a-1m(a-k)-m(a-k+1) m-m(1)

ﬁkj * H ﬁkjga—am(l)(a_am,(l)vam _am(l))
j=1 j=1
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5. CONSTRUCCION DE TANAKA PARA LAS TRAYECTORIAS DE UNA
CAMINATA ALEATORIA CONDICIONADA A SER POSITIVA.

donde

ﬁkj = ﬁ(am(a—kJrl)Jrj—l ~ Am(a-k+1)) Am(a-k+1)+j — am(a—k:Jrl))

Usando el inciso (b) del Lema y desarrollando la dltima igualdad obtenemos
que

1 m(a—k)-m(a—k+1) m-m(1)
Pej* [ Prigala,am)
j=1

[e3

P(Aa)

>
Il

1 j=1
a m(a—k)-m(a—k+1)

= (H H ﬁkj)ga(aﬂam)
k=1

J=1

1=

Pk1Dk2" Drm(a—k)-m(a-k+1)

=
Il
[u

m

= ( ﬁ(ajflvaj))ga(aaam)'
k=1

Por lo tanto, con ayuda de (¢) y del Lema

P(A)

PC U Ad)

0<a<gam

>, P(Ad)

O<a<gam,

=Y ([T A0k 1 a))ga(ar an)

O<a<a.m, k=1

= (Iﬁﬁ(akhak)) > gala,am)

0<a<am

= ([T Ak, a)ECam)

Se puede demostrar que el proceso W,, es una cadena de Markov con funcién
de transicién he, para una caminata {S,} con valores en R, utilizando una
sucesién de caminatas aleatorias {Sy n,n > 0} con valores en 27NZ, N >1 que

se aproximan a {5, }. Esta demostracién de forma detallada se puede encontrar
en [11].
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5.3. EJEMPLO

5.3. Ejemplo

Calcularemos para una caminata aleatoria simple {S,, }, las probabilidades de
transicién he(x,y) del proceso {W,} asociado a ella. Mediante algunos célculos

obtenemos que

,rI

90(0,2) = —, para z >0, donde r = B,
4 q
De ésto y el Lema [5.8] tenemos que
£(x) = Z ga(a,x)

O<a<z
= > g0(0,z-a)
a=1
iraa—a
B a=1 4
,rw x 1 a
Sip:q:%,entoncesrzl. Por ello
r* & 1%
f0-=% ) =%
q =1 T q
SiO<p<%,tenernos que
,rZIJ xT 1 a
f(x) = ;az::l(;)
1 1
7:37 (7)x+1_7
— 7[ T 7”]
q 1
--1
r
,,,x ,,,.x
_ 1[(71934—1)_ 7.]
q 1
--1
T
1 _
| ()=
= 7[ 1 ]
T -
r
1.1-7r"
- [
q 1l-r

Ya que tenemos calculada la funcién £(z), podemos obtener explicitamente

a iLg(!&y) = 22;15(1‘720
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5. CONSTRUCCION DE TANAKA PARA LAS TRAYECTORIAS DE UNA
CAMINATA ALEATORIA CONDICIONADA A SER POSITIVA.

Recordemos que:

p(y, ) =1{p

, ent

N[

Sip=q-=

§(x)

he (z,y)

SiO<p< %7 entonces

Ei(xvy)

Y

onces —/— = —.

T

§(y) _
§(x)

qg siy=x+1
siy=x-1

0 en otro caso

Por los tanto, para x > 2

siy=x+1,x>2

siy=x-1,x>2

0
r+1
2z

siyzx+l,z-1,x>2

siy=x+1,x>2

siy=x-1,x2>2

y+rx+l,z-1,2>2

. Por los tanto, para = > 2

siy=z+1,x>2

sty=xz-1,x2>2

siysrr+l,z-1,z>2

siy=x+1,x2>2

siy=x-1,z>2

y+rrx+l,z-1,2>2
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5.3. EJEMPLO

Ahora sélo nos falta calcular ﬁg(x,y) para0<x <1. Parax =0

he(0,y) = €(y)p(y, 0)L (01

Notemos que ésta funcién es distinta de cero siy sélo si y = 1. Por lo tanto

R 1 siy=1
hf(O,y)={

0 en otro caso

Para z = 1, la funcién ﬁg(l,y) = @p(y, 1)11y0y, es distinta de cero si y sélo

¢(1)
si y = 2. Por lo tanto

1 siy=2
0 en otro caso

ilf(Ly) = {

Recordemos que en el Teorema del Capitulo 3 vimos que las distribu-
ciones finito dimensionales de una caminata aleatoria simple condicionada a ser
positiva, tienden a las de un proceso de Markov {Y},,> 0} con espacio de estados
{0,1,...} y con probabilidades de transicién

T+2 x
r(r,e+1)=——=1-7r(z,2-1) = ———.
(&, ) 2(z+1) ( ) 2(x+1)
Ya que hemos calculado las funciones de transicién fzg (z,y) del proceso {W,}
asociado a una caminata aleatoria simple, podemos ver que en el caso en el ue
p=q =3, el proceso {Y,}, coincide con el proceso trasladado {W,}, definido
como

_ 0 =0
W, = para n
1+W, paran>1.

Es decir, para las probabilidades de transicién r(x,y) del proceso {Y,,}, se tiene

que )
r(z,y) =he(z+1,y+1).
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Apéndice A

Cadenas de Markov

Sea (Q,F,P), un espacio de probabilidad y £, un conjunto no vacio, finito
o numerable.

Definiciéon A.1. Una cadena de Markov es una coleccion de variables aleatorias
{X,: Q2> En=0,1,2,...}, que cumple que para toda n > 1, y toda sucesion
TQ,T1y-..,Tn,Tps1 S€ cumple que

[P(Xn-H = xn+1|Xn =T, Xpn-1=2Tp-1,...,X0 = ‘TO) = [P(Xn-H = $n+1|Xn = xn)
Esta propiedad podemos entenderla, como que el futuro es independiente

del pasado, sdlo depende del presente. En el Lema vimos que las caminatas
aleatorias tienen esta propiedad.

La evolucién de una cadena de Markov estd descrita por sus probabilidades
de transicién, pp,m(z,y) = P(X,, = y|X,, = z). Estas, cumplen con ser funciones

de transicién, esto es que py, ., (z,Q2) = 1, para toda z € 2, y ademds que cumpla
las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, es decir que:

pn,m(xa Z/) = fﬂpn,r(l‘a Z)pr,m(zvy)dz
para enteros no negativos tales que 0<n <r < m.

Cuando las funciones de transicién de una cadena de Markov dependen sélo
de x y y, se tiene una cadena de Markov homogénea.

Definiciéon A.2. Decimos que una cadena de Markov es homogénea si

[P(Xn+1 :.7|Xn = a) = [P(Xl :j|XO = a)
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Definicién A.3. Decimos que una variable T que toma valores en 0,1,2,... es
un tiempo de paro respecto a {X,,n > 0} si la ocurrencia del evento {T = k}
puede ser determinada por las variables X1, Xa, ..., X.

Veremos en el siguiente Teorema, que la propiedad de Markov se cumple
tabién para tiempos aleatorios.

Teorema A.4. Las cadenas de Markov cumplen la propiedad de Markov fuerte.
Esto es, para un tiempo de paro finito T, respecto a {X,,n >0} una cadena de
Markov, se tiene que:

[P(XT+1 = x|Xk =y para 0< k<7, X, = y) = [P(X‘r+1 = $|XT = y)

para yi, ..., Yk, y, T €2

Demostracion.
P(Xri1 =2, Xy =y para0< k<7, X, =y)
= Y P(Xr=2,Xp=yppara 0<k<7,X; =y,7=n)
n=0
= Z[P(Xnﬂzx,Xk:ykparaOSk<n,Xn:y,7-:n)
n=0
= Z P(Xns1 =2/ Xn =y)P(Xg =yr para 0< k<n, X, =y, 7=n)
n=0
= Z P(X1=z|Xo=y)P(Xr =yr para 0<k<n,X,, =y, 7 =n)
n=0
= po1(y,x) Y P(Xp=yr para 0<k<n, X, =y, 7=n)
n=0
= pon(y@)P(Xe = gy para 0< k<7, X, = ,)
por lo que

P(X 41 =2|Xg =y para 0< k<7, X, =y)
P(Xri1=2,Xp =y para0< k<7, X; =y)
P(Xk =y para0<k <7, X, =y)
= po,1(z,y)
= P(X'r+1 = y|X7’ = y)

78



Bibliografia

(1]
(2]

(3]

4

(5]
(6]

[7

8

(9]
(10]

(11]

J. Bertoin and R.A. Doney, On conditioning a random walk to stay nonnegative, Annals
of Probability 22 (1994), no. 4, 2152-2167.

J. Bertoin, Splitting at the infimum and excursions in half-lines for random walks and
Levy processes., Stoch. Process, Appl. 47 (1993), 1735.

Maria E. Caballero, Carlos Velarde, Gerénimo Uribe, and Victor M. Rivero, Cadenas de
Markov, un enfoque elemental, Aportaciones Matemcas: Textos [Mathematical Contri-
butions: Texts], vol. 29, Sociedad Matemética Mexicana, México, México, 2004.

Ronald A. Doney, Fluctuation theory for Lévy Processes, Lecture Notes in Math, Ecole
d’ eté probabilités de Saint-Flour XXXV-2005, vol. 1897, Springer, Berlin, 2007.

R. Durrett, Probability: Theory and Examples, Cambridge U Press, Cambridge, 2010.

William Feller, An introduction tu Probability theory and its applications Vol. II, Jhon
Wiley,Segunda edicién, New York, 1971.

Geoffrey Grimmet and David Stirzaker, Probability and Random Processes, Oxford Uni-
versity Press, United States, 2001.

Robert W. Keener, Limit theorems for random walks conditioned to stay positive, Annals
of Probability 20 (1992), no. 2, 801-824.

J.W. Pitman, One dimensional Brownian motion and the three dimensional Bessel Pro-
cess, Advances in applied Probability 7 (1975), 511-526.

Victor M. Rivero, Curso: Procesos de Lévy, cambios de tiempo y procesos de Markov
auto-similares, IIMAS, Mexico (2010).

Hiroshi Tanaka, Time reversal of random walks in one-dimension, Tokyo J. Math 12
(1989), 159-174.

79



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Caminatas Aleatorias
	Capítulo 2. Procesos de Renovación
	Capítulo 3. Procesos de Escalera
	Capítulo 4. Primeros Resultados
	Capítulo 5. Construcción de Tanaka Para las Trayectorias de una Caminata Aleatoria Condicionada a ser Positiva
	Apéndice
	Bibliografía

