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Introducción

El objetivo de este trabajo es relacionar dos áreas de la combinatoria: las

geometrías �nitas y la teoría de grá�cas. Concretamente estudiaremos como

las grá�cas de incidencia de algunas geometrías �nitas resultan ser ciertas

grá�cas regulares de cuello �jo y orden mínimo llamadas jaulas.

Las geometrías �nitas son con�guraciones �nitas de puntos y líneas.

Existen relaciones de incidencia que vinculan a los puntos con las líneas, éstas

son llamadas estucturas de incidencia. Un tipo de estructuras de incidencia

son los denominados Polígonos Generalizados.

Los planos proyectivos �nitos fueron los primeros polígonos que se dieron

a a conocer y surgieron dentro del área designada como "geometría proyec-

tiva �nita", la cual fue abordada en sus comienzos por Von Staudt (1798-

1867).

Una grá�ca (k; g)-jaula es una grá�ca k-regular con cuello g de orden

mínimo. La primera vez que surge esta de�nición de modo formal fue en el

artículo de Tutte llamado A Family of Cubical Graphs.

En el primer capítulo introducimos conceptos básicos de la teoría de

grá�cas que serán utilizados a lo largo del desarrollo de la tesis.

En el segundo capítulo estudiamos distintos tipos de geometrías �nitas,

las de�nimos y observamos algunas propiedades.
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En el tercer capítulo de�nimos las grá�cas de incidencia de las geometrías

�nitas de�nidas en el capítulo dos. Además estudiamos sus propiedades fun-

damentales: regularidad, orden, cuello y diámetro.

Finalmente, en el cuarto capítulo de�nimos el concepto de jaula, obte-

nemos cotas inferiores en el orden de las mismas y describimos determi-

nadas familias conocidas de jaulas para varios parámetros de grado y cuello.

Además, relacionamos a las grá�cas de incidencia mencionadas en el capítulo

tercero con las jaulas.



CAPíTULO 1

Conceptos Básicos

En este capítulo a manera de introducción daremos de�niciones y ejem-

plos de algunos conceptos básicos en la teoría de grá�cas que son necesarios

para el desarrollo de la tesis.

De�nici�on : Una gr�afica finita es un par ordenado G = (V (G); A(G))

donde V (G) es un conjunto �nito no vacío de elementos llamados vértices

y A(G) es un conjunto �nito de pares no ordenados de elementos de V (G)

llamados aristas.

Por ejemplo en la �gura 1, se representa la grá�ca conocida como Pe-

tersen. El conjunto de vértices está dado por V (G) = fa; b; c; d; e; f; g; h; i; jg

y el conjunto de aristas está conformado por A(G) = fab; bc; cd; de; ea; af; bg;

ch; di; ej; fh; hj; jg; gi; ifg:

f

a

i h

e

d

bj

c

g

Figura 1
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De�nici�on : Una grá�ca G es llamada simple si en A(G) todos los pares

no ordenados son distintos y cada par está formado por dos elementos dis-

tintos de V (G), es decir, no existen aristas múltiples ni lazos.

Por ejemplo la grá�ca de Petersen es una grá�ca simple, en cambio en

la �gura 2 damos un ejemplo de una grá�ca que tiene aristas múltiples y

lazos.

a

c

b

Figura 2

d

De�nici�on : Un vértice v incide con una arista e si v 2 e.

Además e es una arista incidente a v: Una arista fx; yg puede ser escrita

como xy ó yx.

De�nici�on : En una grá�ca G el número de vértices es el orden y el

número de aristas es el tama~no:

Observando el ejemplo de la grá�ca de Petersen, tenemos que es de orden

10 y tamaño 15.

Una grá�ca con un sólo vértice y sin aristas se llama trivial:

De�nici�on : Dos vértices x, y de G son adyacentes o vecinos, si existe

la arista xy en G:
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De�nici�on : Dos aristas son adyacentes cuando ambas inciden en un

mismo vértice.

En nuestro ejemplo anterior los vértices a; b son adyacentes ya que existe

la arista ab. Y las aristas cd y de son adyacentes, ya que inciden en el vértice

d.

De�nici�on : El conjunto de vértices de G que son adyacentes a un vér-

tice x se denomina vecindad de x en G y se denota como NG(x).

De�nici�on : El grado o valencia de un vértice x en G es el número

jNG(x)j y se denota como grG(x).

A un vértice de grado cero se le denomina v�ertice aislado. El número

�(G) := m�{nfgrG(x)jx 2 V (G)g es el mínimo grado en G, el número

4(G) := m�axf grG(x)jx 2 V (G)g es el máximo grado en G: Por ejem-

plo, en la grá�ca de la �gura 3 claramente �(G) = 3 y 4(G) = 5.

a b

c d

e f
Figura 3

De�nici�on : Cuando todos los vértices de G tienen el mismo grado

decimos que G es una grá�ca regular.

Si el grado de todos los vértices es igual a k entonces G es k-regular:

Además si k = 3, G se denomina grá�ca c�ubica.
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En nuestro ejemplo de la grá�ca de Petersen,NG(a) = fb; e; fg, jNG(a)j =

3 y además nuestra grá�ca es 3-regular.

Un conjunto de vértices o aristas de G es llamado independiente si

ningún par de ellos es adyacente. Es decir, es un conjunto V de vértices

(aristas, respectivamente) tal que para ningún par de ellos existe alguna

arista que los conecte (vértice en común). En otras palabras, cada arista

(vértice) en la subgrá�ca contiene a lo más un vértice en V (arista en A).

Un conjunto independiente maximal es un conjunto independiente tal

que añadiendo cualquier otro vértice al conjunto, éste deja de ser indepen-

diente.

En nuestro ejemplo de la grá�ca de Petersen, sea V1(G) = fa; c; i; jg,

V2(G) = fb; f; eg y V3(G) = fd; h; gg decimos que el conjunto V1 es un con-

junto independiente maximal y que los conjuntos V2 y V3 son independientes

no maximales.

De�nici�on : Una grá�ca completa G es aquella en la que cada uno de

los vértices es adyacente a todos los demás.

Si G es completa y tiene n vértices la denotamos por Kn:

A continuación mostramos en la �gura 4 el ejemplo de la K2- grá�ca y

la K4-grá�ca.
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Figura 4

a

d

b

c

b´a´

Una grá�ca de orden n y sin aristas es una grá�ca vacía y se denotada

por On: Por ejemplo en las grá�cas de la �gura 5 se representan O1; O3 y

O4:

Figura 5

O1 O3 O4

Dada una grá�ca G, decimos que una subgr�afica H de G; es una grá�ca

H tal que V (H) � V (G) y A(H) � A(G): Cuando V (H) = V (G), H es una

subgrá�ca generadora de G.

De�nici�on : Un camino W en una grá�ca G es una sucesión �nita de

vértices y aristas de G de manera alternada W = (v0;a1;v1;:::; an;vn) en la

cual la arista ai es igual a vi�1vi para cada i = 1; :::; n ó simplemente

escribimos W = (v0;v1;:::; vn):

De�nici�on : Un paseo es un camino en el que no se repiten aristas.

De�nici�on :A un caminoW = (v0; a1; v1; :::; vn) se le denomina trayectoria

si todos sus vértices son distintos.
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Además, se le llama xy-trayectoria si es una trayectoria con v0 = x y

vn = y.

Por ejemplo para laK4-grá�ca de nuestra �gura 4 un caminoW quedaría

de la siguiente maneraW = (a; b; c; d; a; c; b; d; a). Un paseo es (a; c; b; d; a; b).

Y una ac-trayectoria sería (a; b; c):

De�nici�on : Un circuito es un paseo en el cual el vértice inicial y �nal

son el mismo.

De�nici�on : Un ciclo es un camino en el que todos sus vértices son

distintos exceptuando el primero y último.

En la grá�ca de la �gura 6 un circuito es (a; c; b; d; a; b; e; a) y un ciclo

es (a; c; b; d; a):

Figura 6

a

b

c d e

De�nici�on : El número de aristas de un camino es la longitud del camino.

Si la longitud del camino es k se denota por Wk: Notemos que si k es

cero; entonces, W0e=K1:
De�nici�on : La longitud de un ciclo C = (v0;a1;v1; :::; an;vn) es el

número de aristas (o vértices) que aparece en el ciclo.
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Un ciclo de longitud k es llamado k-ciclo y es denotado por Ck: Cuando

n = 3 también se llama tri�angulo: Una grá�ca sin ciclos es llamada acíclica.

Por ejemplo la grá�ca de la �gura 7 es acíclica.

a b dc e

f g ih

k

j

ml n

Figura 7

De�nici�on : La mínima longitud de un ciclo (contenido) en una grá�ca

G es el cuello g(G) de G.

El cuello de una grá�ca acíclica es in�nito. La máxima longitud de un

ciclo en G es la circunferencia:

Por ejemplo, en la �gura 3 el cuello g(G) = 3 con el ciclo C = fa; b; cg y

la circunferencia de G es igual a 5 con el ciclo C = fa; b; d; e; c; ag:

De�nici�on : La distancia entre dos vértices x, y deG es lam�{nima longitud

de todas las xy-trayectorias en G y se denota como dG(x; y).

Si entre dos vértices x, y de G no existen xy-trayectorias, entonces

dG(x; y) =1:

De�nici�on : La excentricidad de un vértice x 2 V (G) es de�nida por:

e(x) = m�ax fdG(x; y); y 2 V (G)g:

De�nici�on : El máximo entre las excentricidades de los vértices de una

grá�ca G es el di�ametro de G, denotado por diam(G).
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De�nici�on : El mínimo entre las excentricidades de los vértices de una

grá�ca G es llamado el radio de G y se denota por rad(G):

Cuando e(x) = rad(G) el vértice x es llamado v�ertice central de G. El

conjunto ZG de todos los vértices centrales de una grá�ca G es llamado el

centro de G .

A continuación mostramos otra �gura para ejempli�car todos las de�ni-

ciones anteriormente expuestas.

a

b c d

e

f g h

Figura 8

En la �gura 8, tenemos que los vértices deG son V (G) = fa; b; c; d; e; f; g; hg,

las aristas son A(G) = fab; ac; ad; bc; cd; ce; de; ef; eg; ehg: Por lo que esta

grá�ca es de orden 8 y tamaño 10. Donde el grado de cada uno de sus

vértices son:

grG(a) = 3 grG(e) = 5

grG(b) = 2 grG(f) = 1

grG(c) = 4 grG(g) = 1

grG(d) = 3 grG(h) = 1
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De esta manera �(G) := 1 y 4(H) := 5. Ahora tomemos los conjuntos

V1(G) = fb; d; f; hg, V2(G) = fa; eg y V3(G) = fc; gg: Entonces V1(G) es un

conjunto independiente maximal y V2 y V3 son conjuntos independientes no

maximales.

En nuestra grá�ca tenemos el ejemplo de un camino W = (a; d; c; e; f),

un paseo (g; e; c; a; b; c). Y una ah�trayectoria es (a; b; c; e; h). De igual

manera damos ejemplos de un circuito en G dado por (a; b; c; e; d; c; a) y de

un ciclo en G dado por (a; b; c; e; d; a).

Por otra parte, tenemos que el cuello de G es g(G) = 3 con el ciclo

(c; d; e). La circunferencia de G es 5, con el ciclo (d; a; b; c; e; d).

Veamos ahora las excentricidades de los vértices en G:

e(a) = 3 e(e) = 2

e(b) = 3 e(f) = 3

e(c) = 3 e(g) = 3

e(d) = 2 e(h) = 3

Por lo que los vértices d y e son vértices centrales en G: De esta manera

tenemos que el diam(G) = 3 y el rad(G) = 2:

La distancia entre una arista xy y un vértice z en G se de�ne como

min fdG(x; z); dG(y; z)g y la distancia entre un vértice x y un subconjunto

S � V (G) se denota como dG(S; x) y se de�ne como minfd(x; y)j y 2 Sg:

Dado S � V (G), NG(S) denotará el conjunto de vértices en V (G)nS

que son adyacentes a algún vértice en S. La subgrá�ca M de G tal que
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V (M) = S y A(M) es el conjunto de aristas de G contenidas en S se

le denomina subgrá�ca inducida y se le denota como G[S]. Si M es una

subgrá�ca de G; NM (S) = V (M)\NG(S): GnS denota a la subgrá�ca de G

resultante de eliminar de G los vértices de S y las aristas de G que contengan

algún elemento de S. Si S = fxg, escribimos Gnx en lugar de Gnfxg. Dado

A � A(G), GnA denota la subgrá�ca de G resultante de eliminar de G las

aristas de A. Si A = fag, escribimos Gna en lugar de Gnfag. Dado A un

conjunto de pares no ordenados de V (G), G+A denota la grá�ca resultante

de añadir a G las aristas de�nidas por los pares en A. Si A = fag, escribimos

G+ a en lugar de G+ fag. Dadas dos grá�cas G0 y G00, la unión de G0 y G00

denotada por G0 [ G00 es una grá�ca G tal que V (G) = V (G0) [ V (G00) y

A(G) = A(G0) [A(G00):

De�nici�on : Una grá�ca G se dice que es conexa si para todo par de

vértices x y y de G existe una xy-trayectoria en G.

Dada una grá�ca G cualquiera entonces las componentes conexas de G

son las subgrá�cas conexas maximales de G.

De�nici�on : Una grá�ca G es bipartita si el conjunto de sus vértices se

puede partir en dos subconjuntos cada uno independiente, es decir, V (G) =

X [ Y , X y Y independientes y A(G) � fxyjx 2 X; y 2 Y g.

Una grá�ca bipartita G es completa si A(G) = fxyjx 2 X; y 2 Y g: Si

jXj = n y jY j = m; denotamos a G como Kn;m; por lo que Kn;m tiene n+m

vértices y mn aristas.

De�nici�on : Un �arbol es una grá�ca conexa y sin ciclos.
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Un árbol de orden n tiene tamaño n� 1:

En la �gura 9 tenemos dos ejemplos de grá�cas bipartitas. En la primera

�gura observamos la grá�ca bipartita completa K3;3: Con bipartición X =

fa; b; cg y Y = fd; f; eg: Mientras que en la segunda �gura vemos un árbol

de orden 5 y tamaño 4 con bipartición X = fb0; d0; f 0g y Y = fa0; c0g:

a

b

c

d

f

e c´

d´

a´

f´

b´

Figura 9



CAPíTULO 2

Geometrías Finitas

En este capítulo conoceremos a las geometrías �nitas. Estaremos dando

de�niciones, lemas, proposiciones y un teorema interesante para conocer

como están estructuradas. También hablaremos de la dualidad. Y en todos

los casos nos referiremos a conjuntos �nitos de puntos y líneas.

De�nici�on : Un espacio S = (P;L) es un sistema de puntos P y líneas

L donde cada l 2 L está formada por elementos de P.

De�nici�on : Un espacio parcialmente lineal es un espacio S = (P;L)

de puntos P y líneas L tal que satisface los siguientes axiomas:

PL1 Toda línea tiene al menos dos puntos.

PL2 Cualesquiera dos puntos determinan a lo más una línea.

En la Figura 10 tenemos 2 ejemplos de espacios, el primero es un espacio

parcialmente lineal ya que satisface ambos axiomas. En cambio en el segundo

ejemplo, vemos claramente que no satisfacen el segundo axioma, por lo tanto

no es un espacio parcialmente lineal.

Observemos que si p y q son puntos distintos que están en una línea,

entonces PL2 nos dice que esa línea es única . Denotaremos esa única línea

por pq: Además, si r y s son cualesquiera puntos distintos de la línea pq,

entonces pq = rs:

19
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La de�nición de espacio parcialmente lineal no asume que existan puntos,

en este caso por PL1 tampoco hay líneas; el espacio parcialmente lineal es

vacío y lo denotamos por ;. Observemos que también puede darse el caso

en el cual un espacio parcialmente lineal contenga puntos pero L = ;: Este

espacio es distinto al espacio parcialmente lineal ;:

Lema 1. Sea S = (P;L) un espacio parcialmente lineal. Dos líneas

distintas en S se intersectan en a lo más un punto.

Demostración. Sean l1 y l2 dos líneas distintas de S, si jl1 \ l2j � 2,

entonces dos o más puntos estarían determinando más de una línea, lo que

contradice a PL2.�

Lema 2: Sean l1 y l2 dos líneas de un espacio parcialmente lineal S tales

que l1 � l2, entonces l1 = l2.
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Demostración. Sea l1 = pq y l2 = rs:Como l1 � l2; p y q son puntos

distintos de la línea l2 asi que l1 = l2�.

De�nici�on : Un espacio lineal es un espacio �S = (P;L) de puntos P y

líneas L tal que satisface los siguientes axiomas:

L1 Toda línea tiene al menos dos puntos.

L2 Por cualesquiera dos puntos pasa una única línea.

La �gura 11 es un ejemplo de espacio lineal.

l2

l1 l3

l4

l5 l6

Figura 11

De�nici�on : Un plano proyectivo finito es un espacio lineal � = (P;L)

que satisface los siguientes axiomas:

P1 Cualesquiera dos líneas se intersectan en exactamente un punto.

P2 Existe un conjunto de cuatro puntos de los cuales cualesquiera tres

no son colineales.

Nótese que P2 es equivalente a decir que existe un conjunto de cuatro

elementos P � P; tal que j L \ P j � 2 para todo elemento L 2 L:
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Observemos que todo plano proyectivo es un espacio lineal y por lo tanto

es un espacio parcialmente lineal, ya que los axiomas de un plano proyectivo

cumplen los axiomas de estos dos espacios.

La �gura 11 no es ejemplo de plano proyectivo �nito ya que existen líneas

que no se intersectan, por ejemplo l2 y l4, contradiciendo el axioma P1.

El plano proyectivo �nito más pequeño que existe por construcción se

conoce como el Plano de Fano (ver �gura 12). Tiene 7 puntos y 7 líneas,

cada línea tiene 3 puntos y por cada punto pasan 3 líneas y es único salvo

isomor�smo; es decir, existe una funcion biyectiva que preserva incidencias

entre cualquier otro plano proyectivo con los mismos parámetros y el plano

de Fano. Esto no lo probaremos en esta tesis porque nuestro trabajo tiene

otros objetivos, la prueba de esto la podemos encontrar en [2].
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Proposici�on 1: Sea � = (P;L) un plano proyectivo �nito. Entonces

todas las líneas tienen el mismo número de puntos. Esto es, jlj = jl0j para

cualesquiera dos líneas l; l0 2 L:

Para probar la proposición anterior es necesario probar antes el siguiente

lema:

Lema 3: Dadas dos líneas cualesquiera l y l0 existe un punto z 2 P tal

que z no está ni en l ni en l�:

Demostración. Consideremos un conjunto P = fa; b; c; dg � P que

satisface las condiciones del axioma P2, entonces tenemos que j l \ P j� 2

y j l�\ P j� 2: Si existe un punto en P que no esta contenido en l [ l�ya

terminamos.

Supongamos que P � l [ l�. Entonces l intersecta a P en dos puntos,

porque si lo intersecta en un punto entonces l� lo intersecta en tres puntos

y esto no es posible por el axioma P2, por lo tanto podemos suponer sin

pérdida de generalidad que l \ P = fa; bg y de la misma manera l�\ P =

fc; dg:

Consideremos las líneas l1 = ac y l2 = bd. Sea z la intersección de l1

y l2: Podemos a�rmar que z =2 l [ l� ya que si suponemos, sin pérdida de

generalidad, que z 2 l entonces z 2 l \ l1 y sabemos que a 2 l \ l1 entonces

z = a; porque cualesquiera dos líneas se intersectan en un sólo punto y

entonces l2 contiene a los puntos z = a; b y d; contradiciendo la elección de

P: (ver �gura 13)

Por lo tanto z =2 l [ l�:�
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l2
l1

l’

l a
b

z

dc

Figura 13

Ahora sí estamos en condiciones de probar la Proposición 1. Demostraremos

que para todo l, l�2 L entonces j l j = j l0 j, es decir l y l0 tienen el mismo

número de puntos.

Sea z un punto �jo tal que z =2 l [ l0 y sea ' : l ! l0 una función tal

que la imagen '(x) de un punto x 2 l es el punto donde se intersectan las

líneas zx y l0. El punto '(x) está bien de�nido ya que el axioma P1 dice que

cualesquiera dos líneas se intersectan en exactamente un punto.

Probaremos que ' es una biyección. Sea y 2 l0 un punto arbitrario,

consideremos la línea zy y sea x la intersección de esta línea l: Como las

líneas zy y zx coinciden, tenemos que '(x) = y: Por lo que la función ' es

una función suprayectiva� (ver �gura 14)

Claramente ' es una función inyectiva porque si '(x) = '(y) como por

dos puntos pasa una única línea z'(x) entonces l\z'(x) = fxg = l\z'(y) =

fyg; entonces x = y. Por lo tanto ' es biyectiva y j l j = j l0 j:

De�nici�on : El orden de un plano proyectivo �nito � = (P;L) es igual

a j l j �1; donde l es cualquier línea en L.
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l’ l

x
ϕ (x)=yz

Figura 14

Por ejemplo el Plano de Fano es de orden 2 ya que j l j = 3 para todo

l 2 L. En adelante denotaremos un plano proyectivo �nito de orden n por

�n:

Proposici�on 2. Sea �n = (P;L) un plano proyectivo �nito de orden n,

entonces se cumple que:

i) Por cada punto pasan exactamente n+ 1 líneas.

ii) jP j = n2 + n+ 1:

iii) jL j = n2 + n+ 1:

Demostración

(i)Probaremos que siempre existe una línea l y un punto x tal que x =2 l:

Sea x 2 P y P = fa; b; c; dg el conjunto en �n que satisface el axioma P2.

Entonces analizaremos dos casos distintos que x 2 P y que x =2 P. El caso

dos se subdividira en dos subcasos.

Caso 1) Si x 2 P. Supongamos que P = fx; a; b; cg: Observemos que

existe una línea l que no contiene a x ya que si P = fx; a; b; cg es un conjunto

que satisface el axioma P2, entonces xa y xb son dos líneas distintas y
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entonces la línea ab no contiene a x ya que si x 2 ab tenemos que xa = xb

lo cual es falso.

Caso 2) Si xa 6= xb; x no es un punto del conjunto P = fa; b; c; dg,

entonces de la misma manera x =2 ab y se analiza como en el caso 1.

Caso 2.2) Si xa = xb; entonces x 2 ab y x =2 bc; ya que a =2 bc: Y en

este caso es bc la línea l que no contiene a x:

Sea l una línea �ja tal que x =2 l: Por cada punto y 2 l consideremos la

línea xy; como jl j = n + 1; estas son n + 1 líneas pasando por x. Por otra

parte, cualquier línea l0 que pasa por x intersecta a l en un cierto punto y y

por lo tanto es una de las n+1 líneas anteriores. Entonces, hay exactamente

n+ 1 líneas que pasan por x:

(ii) Elijamos cierta l = fx0; x1; x2; ::::; xng 2 L y sea a un punto tal

que a =2 l: Sea li la línea axi, i = 0; 1; :::; n. De acuerdo con el axioma P1

cualesquiera de estas dos líneas, li y lj , se intersectan en un sólo punto, el

punto a. Las líneas l0; l1; :::; ln tienen n puntos además de a; y por lo tanto

tenemos en total (n+1)n+1 = n2+n+1 puntos distintos. Demostraremos

que cualquier punto x 2 P nfa [ lg pertenece a alguna de las líneas li:

Sabemos, por el axioma P1, que la línea ax intersecta a la línea l en algún

punto, xi; y entonces la línea ax coincide con li quedando demostrado (ii).

Para demostrar (iii) necesitamos introducir el concepto de dualidad, el

cual es básico en el estudio de los planos proyectivos.
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DUALIDAD

El concepto de dualidad en planos proyectivos se re�ere al intercambio

del conjunto de puntos por el de líneas, preservando las propiedades de

incidencia.

Sea �n = (P;L) un plano proyectivo de orden n: Entonces el dual de �n

es �0n := (P 0;L0) donde P 0 := L y L0 := P.

Proposici�on 3: El dual de un plano proyectivo �nito es un plano proyec-

tivo �nito.

Demostración: Sea �n = (P;L) un plano proyectivo �nito y sea �0n =

(P 0;L0) su dual.

Vamos a demostrar ahora que �0n es un espacio lineal, es decir, que

cumple L1 y L2.

L1) Tenemos que demostrar que por cada línea p 2 L0 pasan dos puntos

l; l0 2 P 0.

Como p 2 P y �n es un plano proyectivo entonces por cada punto pasan

al menos tres líneas probando lo anterior.

L2) Demostraremos que por cada dos puntos l; l0 2 P 0 pasa una única

línea p 2 L0, nuevamente como l; l0 2 L aplicando el axioma P1, el punto

l \ l0 2 L0 y pasa por l y l0:

Ahora debemos demostrar que las condiciones P1 y P2 se cumplen para

�0n = (P 0;L0):

P1) Tenemos que demostrar que para cualesquiera dos líneas p, p�2 L0

existe un único punto l 2 P 0 tal que p \ p�= l:
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Sean p; p�2 L0, entonces p; p�2 P. Pero sabemos que �n = (P;L) es un

espacio lineal, por lo tanto se cumple que para cualesquiera dos puntos pasa

una única línea, es decir, pp�= l: Esto implica que existe un único punto

l 2 P 0 tal que l = p \ p�.

P2) Tenemos que demostrar que en �0n = (P 0;L0) existe un conjunto

P � P�de cuatro puntos en los que cualesquiera tres son no colineales. Es

decir, encontrar un conjunto P � L de cuatro líneas en los que cualesquiera

tres de ellas no concurran en un mismo punto.

Sea P = fa; b; c; dg tal que P � P como en la condición P2, ahora

de�namos L1 = ab; L2 = bc; L3 = cd; L4 = da: En la �gura 15 se ve

que estas líneas forman un cuadrángulo y por lo tanto no hay 3 colineales.

Entonces, si seleccionamos cualesquiera 3 de estas 4 líneas, tenemos que dos

de ellas parten de un punto P y este punto no esta contenido en la tercera

línea.

a b

cd

Figura 15
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De esta manera cualesquiera 3 de las líneas L1, L2, L3 ó L4 tienen una

intersección vacía, y así a�rmamos la validez de la condición P2 para el

conjunto dual.

Por lo tanto �0n = (P 0;L0) es un plano proyectivo �nito.�

Además �0n es de orden n ya que fue por cada punto l 2 P 0 pasan n+ 1

líneas en L0 (ya que en cada línea l 2 L hay n+1 puntos en P).

Ahora bien, con la proposición 3 que acabamos de demostrar vamos a

probar el inciso (iii) de la proposición 2.

Proposici�on 4. Sea �n = (P;L) un plano proyectivo �nito de orden n,

entonces se cumple que:

iii) jL j = n2 + n+ 1:

Demostración:

Sea �0n = (P 0;L0):

Como �0n es un plano proyectivo �nito entonces por el inciso ii) de la

proposición 2 tenemos que jP 0j = n2 + n+ 1 entonces jL j = n2 + n+ 1:�

De�nici�on : Un cuadr�angulo generalizado S = (P;L) es un espacio

parcialmente lineal que satisface los siguientes axiomas:

CG1 Dada cualquier línea l y un punto p que no está en l hay un único

punto p0 en l tal que p y p0 son colineales.

CG2 Existen puntos no colineales y líneas no paralelas.

Notemos que el dual de un cuadrángulo generalizado también es un

cuadrángulo generalizado ya que el axioma CG1 en el dual a�rma que dado

cualquier punto p y cualquier línea l no incidente a p existe una única línea
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l0 en p con l y l0 concurrentes. Usando el axioma CG1 esta línea es la línea

pp0 la cual es única y el dual GC2 es inmediato.

Dos ejemplos simples de cuadrángulos generalizados son la conocida

�malla� y su dual; en la malla por cada punto pasan dos líneas, mientras

que en su dual cada línea contiene dos puntos. (ver �gura 16)

Una malla  y su dual

Figura 16

A continuación enunciaremos un teorema importante de los

cuadrángulos generalizados, el cual no probaremos ya que en esta tesis no

estamos interesados en clasi�car a los cuadrángulos generalizados (puede

verse en [1]) sino en estudiar una clase especifíca de estos, la clase de los que

se enuncian en el inciso (iii) de este teorema.

Teorema 1 : Sea S = (P;L) un cuadrángulo generalizado. Entonces

uno de los siguientes enunciados es verdadero:

i) S es una �malla� (P 6= ;) donde cada punto está en dos líneas y

el conjunto de líneas las podemos dividir en dos conjuntos, L1 y L2, para

los cuales cada línea en uno de los dos subconjuntos intersecta a una y sólo
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una línea del otro conjunto en un sólo punto. Además, las líneas de cada Li

tienen el mismo número de puntos, para i = 1; 2:

ii) S es el dual de una �malla�.

iii) Existen enteros s � 1 y t � 1 tales que cada línea tiene s+1 puntos

y por cada punto pasan t+ 1 líneas.

Algunas observaciones de este teorema son las siguientes:

Sea si el número de puntos que hay en las líneas de Li: Notemos que si

S es una malla de los descritos en (i) en la cual s1 = s2 = s + 1, entonces

es un cuadrángulo generalizado descrito también en (iii) y cada línea tiene

s + 1 puntos y por cada punto pasan t + 1 líneas con t = 1: Si S es una

malla dual con la bipartición P1 y P2 en los cuales jP1j = jP2j, entonces S

también cae dentro del caso (iii).

Si S es del tipo (iii) diremos que tiene parámetros s y t. Utilizaremos

las letras t(= 1) para una malla, y s(= 1) para el dual de la malla, indistin-

tamente.

A continuación daremos algunas propiedades de los cuadrángulos

generalizados enunciados en el inciso (iii):

Lema 4: Sean p y q puntos no colineales. Entonces existen exactamente

t+ 1 puntos colineales tanto con p como con q.

Demostración: Por CG1, q es colineal a un único punto en cada una

de las t+ 1 líneas de p: Así obtenemos t+ 1 puntos colineales con p y q.�

Lema 5: En cualquier cuadrángulo generalizado S con parámetros s y

t, tenemos que
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jP j = (s+ 1)(st+ 1) y

jLj = (t+ 1)(st+ 1)

donde P = total de puntos en S y L = total de líneas en S.

Demostración: Fijemos una línea l. Existen P � (s+1) puntos que no

están en l. Cada punto que no está en l está en una única línea que toca a l.

Por lo tanto, una alternativa para contar todos los puntos que no están en

l es contar todos los puntos que están en las líneas que tocan a l. Existen

(s + 1)t de estas líneas (usando el Teorema 1) y cada línea tiene s puntos

que no están en l.

Entonces,

jP j � (s+ 1) = st(s+ 1)

jP j = st(s+ 1) + (s+ 1)

jP j = (s+ 1)(st+ 1):

De manera análoga obtenemos que jLj = (t+ 1)(st+ 1):�

En este trabajo estudiaremos cuadrángulos generalizados en los que s =

t; es decir, el número de puntos en una línea es igual al número de líneas por

cada punto. Entonces si l es una línea y jlj es el número de puntos en ella,

tenemos que jlj = s+1 = t+1 y el orden del cuadrángulo generalizado será

denotado por n y n = s = t. Como en los planos proyectivos, llamaremos al

número n = j l j � 1 al orden del cuadrángulo generalizado con parámetros

s = t, denotaremos a este cuadrángulo generalizado de orden n por CG(n).
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Notemos que el número de puntos de CG(n) es jP j = (n+ 1)(n2 + 1) =

n3 + n2 + n+ 1:

A continuación daremos un ejemplo de un cuadrángulo generalizado en

el que s = t = 2 y por lo tanto jP j = jLj = 15:

En CG(2) cada línea tiene 3 puntos y por cada punto pasan 3 líneas y

utilizando el resultado del Lema 5 sabemos que jP j =15 y jLj =15.

Ahora construiremos CG(2) a partir de la grá�ca completa K6 de la

siguiente manera.

El conjunto de puntos de CG(2) será el conjunto de aristas de K6, que

son

P (CG(2)) = A(K6) = f(12); (13); (14); (15); (16);

(23); (24); (25); (26); (34);

(35); (36); (45); (46); (56)g:

Y el conjunto de líneas de CG(2) será el conjunto de 1-factores de K6,

es decir,

L(CG(2)) = ff12; 36; 45g; f12; 34; 56g; f12; 35; 46g;

f13; 25; 46g; f13; 24; 56g; f13; 26; 45g;

f14; 23; 56g; f14; 25; 36g; f14; 26; 35g;

f15; 23; 46g; f15; 24; 36g; f15; 26; 34g;

f16; 23; 45g; f16; 24; 35g; f16; 25; 34gg:

Por ejemplo, en la �gura 17 tenemos el punto (35) y la línea f14; 26; 35g

en CG(2) a partir de la K6:
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punto línea
Figura 17
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Ahora bien, para demostrar que este es un ejemplo de cuadrángulo

generalizado es necesario probar los axiomas CG1 y CG2. Es fácil ver que se

cumple el CG2 ya que hay puntos no colineales que corresponden a aristas de

K6 incidentes en un punto (ya que aristas incidentes en un punto pertenecen

a 1-factores distintos). Por ejemplo, en la primera grá�ca de la �gura 18, el

punto 12 y el punto 13 no son colineales porque no están contenidos ambos

en 1-factor.

Y hay líneas no paralelas (1-factores que no tienen aristas en común).

Como se muestra en la segunda grá�ca de la �gura 18, con la línea (12,36,45)

y la línea (16,25,34).

Para probar CG1 mostraremos que dada una línea F de CG(2) (un 1-

factor) y un punto e fuera de esta (una arista e en K6 que no pertenece a

F ) existe una única línea F 0 (un único 1-factor) por e que intersecta a F en

un sólo punto (en una sola arista). Claramente existe un único 1-factor F 0

que contiene a e y a una arista de F y esta es la línea buscada.
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Puntos no colineales

Figura 18
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Líneas no paralelas

Por ejemplo, sea F = f(12); (36); (45)g y sea e = (16); entonces tenemos

que F 0 = f(16); (23); (45)g: (ver �gura 19)

Figura 19
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Por lo tanto la grá�ca completa K6 construida como se describió ante-

riormente es un CG(2):

De�nici�on : Un hex�agono generalizado S = (P;L) es un espacio par-

cialmente lineal que satisface los siguientes axiomas:

HG1 Existen puntos no concurrentes y líneas no paralelas.

HG2 No contiene k-gonos para 2 � k < 6:
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HG3 Cualesquiera dos elementos de P [ L están contenidos en algún

hexágono.

Ahora bien, para concluir los conceptos en geometrías �nitas vamos a

dar la de�nición de pol�{gono generalizado.

De�nici�on : Sea n � 1 un número natural. Un n � gono generalizado

PG es una estructura de incidencia � = (P;L; I) con P 6= ; y L 6= ; tal

que cumple los siguientes axiomas:

PG1 Existen puntos no concurrentes y líneas no paralelas.

PG2 PG no contiene s-gonos para 2 � s < n:

PG3 Cualesquiera dos elementos de P [ L están contenidos en algún

n-gono en PG:

Al no especi�car el valor de n, estamos hablando de polígonos

generalizados. De otra manera, nos referiremos a los 3-gonos como los trián-

gulos generalizados, también conocidos como planos proyectivos; a los 4-

gonos como los cuadrángulos generalizados y a los 6-gonos como los hexá-

gonos generalizados.

Ahora vamos a dar algunos resultados para polígonos generalizados que

utilizaremos más adelante.

1. El dual de un n-gono generalizado � es también un n-gono

generalizado �0.

2. Todo n-gono generalizado � cumple que por cada punto pasan s+ 1

líneas y cada línea tiene t+ 1 puntos.
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3. Los enteros s y t también son llamados los parámetros de los n-gonos

generalizados. Cuando s es igual a t, � es de orden s.

Al igual que en los cuadrángulos generalizados, nosotros estamos intere-

sados en el estudio especí�co de los n-gonos generalizados simétricos (en

los que s = t): A continuación damos un par de ejemplos y damos algunos

valores de n y s en los cuales éstos existen:

i) Para s = t = 1 y cualquier n se tienen polígonos con n vértices los

cuales son ejemplos de n-gonos.

ii) Para s potencia de primo y n = f3; 4; 6g:

Los polígonos generalizados han sido estudiados ampliamente (ver [1,2,3,4]),

sin embargo por el tema que abordamos en esta tesis no es apropiado aden-

trarse al estudio detallado de los mismos, es su�ciente con decir que exis-

ten cuando n = f3; 4; 6; 12g y los simétricos existen cuando n = f3; 4; 6g.

Además se construyen a partir de cónicas en diferentes espacios proyectivos

de orden igual al orden del polígono.

Una de las propiedades fundamentales de estos polígonos, que usaremos

a lo largo de esta tesis, es que el número de puntos y líneas de los polígonos

simétricos coincide y es:

n�1P
i=0

si:

Observemos que esta a�rmación con�rma los resultados que teníamos:

i) Para los planos proyectivos de orden n los cuales tienen n2 + n + 1

puntos y n2 + n+ 1 líneas.
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ii) Para los cuadrángulos generalizados de orden n los cuales tienen n3+

n2 + n+ 1 puntos y n3 + n2 + n+ 1 líneas.

Y �nalmente notemos que los hexágonos generalizados de orden n tienen

n5 + n4 + n3 + n2 + n+ 1 puntos y el mismo número de líneas.



CAPíTULO 3

Grá�cas de Incidencia de las Geometrías Finitas

En este capítulo vamos a de�nir las grá�cas de incidencia para las

geometrías �nitas vistas en el capítulo anterior. Estaremos dando teoremas

y ejemplos, concluiremos con una tabla en la cual resumimos los parámetros

de las grá�cas de incidencia con las geometrías �nitas.

De�nici�on : La grá�ca de incidencia de un espacio parcialmente lineal

S = (P;L) es una grá�ca simple y bipartita denotada por Ys = (V (Ys); A(Ys))

en la cual V (Ys) = P [ L y A(Ys) = fpljp 2 lg: Es decir, dos vértices

p; l 2 V (Ys) son adyacentes si el punto p está contenido en la recta l (ó l

contiene a p).

Teorema 1 : Sea S = (P;L) un espacio parcialmente lineal y Ys su

grá�ca de incidencia. Entonces, el cuello de Ys es mayor o igual que 6, es

decir, g(Ys) � 6:

Demostración. Como Ys es bipartita los ciclos de Ys son de longitud

par, pero además Ys es una grá�ca simple, por lo que el cuello debe ser

mayor a dos.

Demostraremos que g(Ys) > 4:

Supongamos que g(Ys) = 4, es decir, existe C = fpi ls pj ltg: Esto

implica que pi; pj 2 ls y que pi; pj 2 lt, para ls 6= lt lo cual no es posible

39
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ya que S = (P;L) es un espacio parcialmente lineal y por el axioma PL 2

tenemos que dos puntos determinan a lo más una línea.

Entonces g(Ys) � 6:�

A continuación vamos a ejempli�car el teorema anterior con la grá�ca de

incidencia de un cuadrángulo generalizado débil.

Sea S = (P;L) una malla. Donde los puntos son P = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g

y sean las líneas L = f1; 4; 7g; f2; 5; 8g; f3; 6; 9g; f1; 2; 3g; f4; 5; 6g; f7; 8; 9gg.

No es dí�cil ver que su grá�ca de incidencia está representada a la derecha

de la �gura 20.

CG y su gráfica de incidencia

Figura 20

1
2 3

4 5 6

7
8 9

1

2

3

4

5

6

7

8

9

147

258

369

123

456

789

De esta manera vemos como g(Ys) = 8; por ejemplo, tomemos el ciclo

(1; 123; 3; 369; 6; 456; 4; 147; 1).

Teorema 2 : Sea S = (P;L) un espacio lineal y Ys su grá�ca de in-

cidencia, entonces, el cuello de Ys es 6 ó in�nito, es decir, g(Ys) = 6 ó

g(Ys) =1:
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Demostración.

Caso 1) Sea S = (P;L) y jLj = 1 sea P = fx1; x2; :::; xng

y l= fx1x2:::xng

entonces g(Ys) =1:(ver �gura 21)

x1 x2 xn
S espacio lineal

x1

x2

xn
Gráfica de

Incidencia de S

l

l

Figura 21

Caso 2) Sea S = (P;L) con jLj � 2:

Sean l1; l2 2 L dividiremos este caso en dos, cuando l1 \ l2 6= ; y cuando

l1 \ l2 = ;

i) Sean l1; l2 2 L y p = l1 \ l2:

Sean q1 2 l1 y q2 2 l2 tales que p 6= q1 y p 6= q2: De�namos l = q1q2:

Y notemos que l 6= l1 y l 6= l2.

Consideremos C = (p; l1; q1; l; q2; l2; p), como C es un ciclo de longitud

6, entonces C realiza el cuello y por lo tanto g(Ys) = 6:(ver �gura 22)

ii) Sean l1; l2 2 L y l1 \ l2 = ;:
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p l1

q1 q2

l2
l

Figura 22

Sean q1 2 l1 y q2 2 l2:

Por de�nición de espacio lineal, existe un punto p 2 l1 y además existe

l� tal que pq2 = l� y existe l tal que q1q2 = l:

Sea C = (pl�q2lq1l1p) un ciclo, C es un cuello de Ys y g(Ys) = 6:(ver

�gura 23)

p

l1q1

q2

l l2

l*

Figura 23

Por lo tanto, g(Ys) = 6:�

Ahora vamos a enunciar una proposición para los l-gonos generalizados en

la que conoceremos de manera general sus parámetros.

Proposici�on : Dado un l-gono generalizado de orden n, su grá�ca de

incidencia tiene los siguientes parámetros:

i) Es bipartita.

ii) Grado n+ 1:
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iii) Orden 2
l�1P
i=0
ni:

iv) Cuello es 2l:

v) Diámetro es l:

Demostración:

i) El primer parámetro se sigue directamente de la de�nición de la grá�ca

de incidencia.

ii) Para demostrar el segundo parámetro recordemos que el orden de un

l-gono generalizado está dado por

jnj = jlj � 1 =) jlj = jnj+ 1:

Con lo que queda demostrado, ya que estamos hablando de l-gonos

generalizados símetricos.

iii) El tercer parámetro lo conseguimos a partir de una de las propiedades

de los polígonos generalizados mencionada en el capítulo anterior, la cual dice

que el número de puntos y líneas de los polígonos símetricos coincide y es

l�1P
i=0
si

y del hecho de que n = jP j+ jLj así obtenemos que

n =
l�1P
i=0
ni +

l�1P
i=0
ni = 2(

l�1P
i=0
ni):

iv) Por de�nición de grá�ca de incidencia, de un lado tenemos los puntos

P del l-gono y del otro las líneas L y por el axioma PG2 de polígonos

generalizados cualesquiera dos elementos de P [ L están contenidos en un

l-gono que en la grá�ca de incidencia corresponde a un ciclo de tamaño 2l.

Por otro lado por el axioma PG1, sea PG un polígono generalizado, PG no
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contiene s-gonos para 2 � s < l y por lo tanto la grá�ca de incidencia no

contiene ciclos de tamaño menor que 2l, por lo tanto el cuello es 2l.

v) Por el axioma PG2 tenemos que cualquier par de vértices en la grá�ca

de incidencia están contenidos en un 2l ciclo, entonces la distancia entre dos

vértices de la grá�ca de incidencia es a lo más l, por lo que el diámetro es l.

Finalmente, a manera de resumen en este capítulo mostraremos una

tabla con los parámetros de las grá�cas de incidencia de las geometrías

�nitas vistas.

PARÁMETROS DE LAS GRÁFICAS DE INCIDENCIA

Nombre del polígono Grado Orden Cuello Diámetro

Plano proyectivo n+ 1 2(n2 + n+ 1) 6 3

Cuadrángulo Generalizado n+ 1 2(n3 + n2 + n+ 1) 8 4

Hexágono Generalizado n+ 1 2(n5 + n4 + n3 + n2 + n+ 1) 12 6



CAPíTULO 4

Jaulas

El objetivo de este capítulo es introducir el concepto de jaulas y demostrar

el teorema de cotas inferiores. De�niremos a las jaulas minimales y expon-

dremos algunas familias conocidas de éstas para describir cómo están rela-

cionadas con las grá�cas de incidencia de las geometrías �nitas Por último

estaremos dando otros ejemplos de jaulas que no son minimales.

Dados dos enteros k y g con k � 2 y g � 3; una (k; g)�grá�ca es una grá�-

ca k-regular con cuello g: Una (k; g)�jaula es una (k; g)�grá�ca con el menor

número posible de vértices. Como ejemplos de grá�cas (3; 4)�regulares ten-

emos a k3;3 y al cubo (ver �gura 24), más adelante veremos que k3;3 es jaula

y obviamente el cubo no: Ahora bien, denotemos por f(k; g) el entero más

pequeño tal que existe una (k; g)-grá�ca con f(k; g) vértices. En nuestro

ejemplo de la grá�ca bipartita k3;3 y del cubo, tenemos que f(3; 4) = 6:

45
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Cotas inferiores para las (k; g)�jaulas.

Denotaremos por f0(k; g) la cota inferior de una (k; g)� jaula. Tenemos

así el siguiente teorema.

Teorema : Sea G una (k; g)�grá�ca con k, g � 3:

Dados k, g � 3 se tiene que f0(k; g) � f(k; g), donde

f0(k; g) =

8>>>>><>>>>>:
k(k � 1)

g�1
2 � 2

k � 2 si g = 2n+ 1;

2(k � 1)
g
2 � 2

k � 2 si g = 2n:

Demostración. Sea G una (k; g)�grá�ca con k, g � 3:

Caso 1) g = 2n+ 1:

Sea x 2 V (G): Introduciremos los vértices de G en función de su distan-

cia a x y denotaremos por

Ni(x) = fy 2 V (G)jd(x; y) = ig:

Notemos que como el cuello es g = 2n+ 1 tenemos las siguientes condi-

ciones:

a) No existen aristas yz entre dos vértices y 2 Ni(x); z 2 Nj(x) para

i � j � n (cuando j = n entonces i < j) porque en este caso se formaría un

ciclo de tamaño menor o igual que 2i+ 1 < 2n+ 1 lo cual no es posible.

b) No existen dos vértices y, z 2 Ni(x) tal que N(y)\N(z)\Ni+1(x) 6= ;

con i � n� 1 ya que en este caso se generaría un ciclo de tamaño menor o

igual que 2i+ 2 � 2(n� 1) + 2 = 2n < 2n+ 1:

Además cuando i = 0; N0(x) = fxg; jN0(x)j = 1 y cuando tenemos que

i = 1; jN1(x)j = k:
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Por lo anterior podemos a�rmar que para todo z 2 Ni(x) con 2 < i < n;

jN(z) \Ni+1(x)j = k � 1, entonces

jNi(x)j = k(k � 1)i�1:

De esta manera el mínimo número de vértices necesario para construir

una (k; g)�jaula de cuello g = 2n+ 1.

Es decir, la cota inferior de una (k; g)-jaula de cuello g = 2n+ 1 es

f0(k; g) = 1 + k + k(k � 1) + :::+ k(k � 1)n�1

= 1 + k
n�1P
i=0
(k � 1)i = k(k�1)n�2

k�2 : [ver �gura 25]

No(x)
x

Figura 25

N

N

N

(x)

(x)

(x)

1

2

n

Caso 2) g = 2n:

Sea e = fxyg; e 2 A(G): Haremos la construcción de los vértices de G

en función de su distancia a e; es decir denotaremos por

Ni(e) = fz 2 V (G)jd(e; z) = ig

donde

d(e; z) = m�{nfd(x; z); d(y; z)g:
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En otras palabras, Ni(e) = fz 2 V (G)jd(z; x) = i y d(z; y) = i + 1 ó

d(z; x) = i+ 1 y d(z; y) = ig:

Notemos que como el cuello es g = 2n tenemos las siguientes condiciones:

a) No existen aristas yz entre dos vértices y 2 Ni(e), z 2 Nj(e) para

i � j � n � 1 (también en este caso si j = n � 1 entonces i < j) porque

entonces se formaría un ciclo de menor tamaño que 2i+2 < 2(n�1)+2 = 2n:

b) No existen dos vértices w, z 2 Ni(e) tal que N(w)\N(z)\Ni+1(e) 6= ;

con i � n� 1 ya que en este caso se generaría un ciclo de tamaño menor o

igual que 2i+ 1 � 2(n� 1) + 1 = 2n� 1 < 2n:

Observemos que para todo 0 � i � n � 1 se cumple que jNi(e)j =

2(k � 1)i:

De esta manera el mínimo número de vértices necesario para construir

una (k; g)�jaula de cuello g = 2n, es decir, la cota inferior de una (k; g)-jaula

de cuello g = 2n es

f0(k; g) = 2(k � 1)0 + 2(k � 1)1 + 2(k � 1)2 + :::+ 2(k � 1)n�1 =

2
n�1P
i=0
(k � 1)i = 2(k�1)n�2

k�2 :� [ver �gura 26]

e

Figura 26

x y
N0(e)

N1(e)

N2(e)

Nn(e)
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De�nici�on : Una (k; g)�jaula de orden mínimo es una (k; g)�jaula de

orden f0(k; g) mínimo.

A continuación mostraremos las cotas inferiores para las jaulas.

Tabla de Cotas Inferiores

k/g 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

3 10 14 22 30 46 62 94 126 190 254 382

4 17 26 53 80 161 242 485 728 1457 2186 4373

5 26 42 106 170 426 682 1706 2730 6826 10922 27306

6 37 62 187 312 937 1562 4687 7812 23437 39062 117187

7 50 86 302 518 1814 3110 10886 18662 65318 111974 391910

8 65 114 457 800 3201 5602 22409 39216 156865 274514 1098057

9 82 146 658 1170 5266 9362 42130 74898 337042 599186 2696338

10 101 182 911 1640 8201 14762 73811 132860 664301 1195742 5978711

11 122 222 1222 2222 12222 22222 122222 222222 1222222 2222222 12222222

12 145 266 1597 2928 17569 32210 193261 354312 2125873 3897434 23384605

13 170 314 2042 3770 24506 45242 294074 542906 3528890 6514874 42346682

14 197 366 2563 4760 33321 61882 433175 804468 5631277 10458086 73206603

15 226 422 3166 5910 44326 82742 620566 1158390 8687926 16217462 121630966

Familias de jaulas minimales:

1. Las (2; g)-jaulas son los ciclos de longitud g, así que f(2; g) = g:

2. La única (k; 3)-jaula es la grá�ca completa Kk+1; entonces f(k; 3) =

k + 1:
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3. f(k; 4) = 2k y la única (k; 4)-jaula es la grá�ca bipartita Kk;k como

se ve en la siguiente proposición:

Proposici�on : Para k � 2 tenemos que f(k; 4) = 2k y la única (k; 4)-

jaula es Kk;k:

Demostración. Supongamos que G es una (k; 4)-jaula. Sea u1 2 V (G) y

denotemos por v1; v2; :::; vk el conjunto de vértices de G que son adyacentes

a u1: Como g � 4 sabemos que G no tiene triángulos y por lo tanto el

conjunto v1; v2; :::; vk es un conjunto independiente, en particular, v1 no es

adyacente a ninguno de los vértices vi con 2 � i � k. Entonces G contiene

al menos k � 1 vértices adicionales, adyacentes a v1, a los que llamaremos

u2; u3; :::; uk. Se sigue así que f(k; 4) � 2k y como G no tiene triángulos,

entonces u1; u2; :::; uk es un conjunto independiente. Por lo tanto la grá�ca

G contiene dos conjuntos independientes ajenos, cada uno de orden k, cada

vértice tiene grado k y tiene orden al menos 2k. Como Kk;k es una (k; 4)-

grá�ca de orden 2k, G tiene orden a lo más 2k y el resultado se sigue.

4. Proposici�on : La gr�afica de Petersen es la única (3; 5)-jaula.

Demostración. Sea G una (3; 5)-jaula, sea u 2 V (G) y sean v1; v2 y v3

los tres vecinos de u. Como el cuello de G es 5, vi no puede ser adyacente a

vj para i; j = 1; 2; 3: Para i = 1; 2; 3; sean xi y yi los vértices adyacentes a vi

(distintos a u).(ver �gura 27). Notemos que todos estos vértices son distintos

entre si, ya que de otra forma G tendría un ciclo de longitud 4 y cada uno

de ellos es adyacente a uno de los vértices vi



4. JAULAS 51

Como la grá�ca G es 3-regular, con 10 vértices y cuello 5, el vértice x1

tiene que ser adyacente a uno de los vértices x2 ó y2 y a uno de los vértices

x3 ó y3. De otra manera G tendría un ciclo de longitud 3. Supongamos, sin

pérdida de generalidad, que x1 es adyacente a x2 y a x3. Forzando de esta

manera a y1 ser adyacente con y2 y con y3, lo que implica que las aristas

x2y3 y y2x3 están en G:

u

v1 v2 v3

x1 x2 x3y1 y2 y3

Figura 27

La grá�ca G resultante es isomorfa a la grá�ca de Petersen (ver �gura

28), como lo mostramos mediante la siguiente función de isomor�smo:

f(u) = a; f(v1) = b;

f(v2) = c; f(v3) = d;

f(x1) = e; f(x2) = f;

f(x3) = g; f(y1) = h;

f(y2) = i; f(y3) = j:

Por lo tanto, la grá�ca de Petersen es la única (3; 5)-jaula, de orden 10.�

A continuación enlistaremos una serie de resultados sobre jaulas de orden

par que no serán demostrados. (Ver [7],[9])
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a

b

c d

e

f

hg

j

i

Figura 28

5. Si k = q+1 para q potencia de un primo, entonces una (k; 6)-jaula es la

grá�ca de incidencia de un plano proyectivo PG(2; q) y f(k; 6) = 2(q2+q+1):

La (3; 6)-jaula es también conocida como la grá�ca de Heawood (ver

�gura 29) de orden 14, que es a su vez la grá�ca de incidencia del Plano de

Fano.

Figura 29

6. Si k = q + 1 para q potencia de primo, entonces una (k; 8)-jaula es

la grá�ca de incidencia de un cuadrángulo generalizado CG(q) y f(k; 8) =

2(q3 + q2 + q + 1):

El ejemplo del cuadrángulo generalizado de orden 2 que exhibimos en el

capítulo de Geometrías Finitas es una (3; 8)-jaula conocida también como la

Grá�ca de Tutte-Coxeter, de orden 30. Esta grá�ca puede dibujarse usando
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un árbol que emerge de una arista, sin embargo el dibujo que se muestra en

la Figura 30 es mucho más claro y elegante.

Figura 30

7. Si k = q + 1 para q potencia de primo, entonces una (k; 12)-jaula es

la grá�ca de incidencia de un hexágono generalizado HG(q) y f(k; 12) =

2(q5 + q4 + q3 + q2 + 1): La (3; 12)�jaula es también conocida como la

grá�ca Benson con 126 vértices y es la grá�ca de incidencia de un hexágono

generalizado de orden 2.

Otros ejemplos de jaulas.

A continuación daremos una tabla con algunas jaulas conocidas que no

son minimales salvo la de Ho¤man-Singleton. A pesar de que estas jaulas no

son minimales se sabe que efectivamente son jaulas porque se ha probado en

diversos artículos de investigación (Ver [7])que no existen grá�cas k-regulares

de cuello g de orden menor que las que aparecen en la tabla para los valores

correspondientes de k y de g.
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(k;g) Núm de Jaulas Nombre o Referencia Orden Tamaño

(3;7) 1 Grá�ca Mc Gee. 24 36

(3;9) 18 Biggs y Hoare, Brinkmann, Mc Kay y Saager. 58 87

(3;10) 3 10-jaula de Balaban, Grá�ca Harries,Grá�ca Harries-Wong. 70 105

(3;11) 1 Grá�ca Balaban. 112 168

(4;5) 1 Grá�ca Robertson. 19 38

(4;7) 1 Exoo, Mc Kay y Myrvold. 67 134

(5;5) 4 Grá�ca Wong, Jaula Foster, Grá�ca Meringer, Grá�ca Robertson-Wegner. 30 75

(7;5) 1 Grá�ca Ho¤man-Singleton. 50 175

Ahora presentamos algunas jaulas de la tabla anterior, que se pueden

encontrar en la referencia (11)

(3;7) Gra�ca McGee
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(3;11) Grá�ca Balaban

(4;5) Grá�ca Robertson
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(5;5) Grá�ca Wong

(5;5)-Jaula Foster
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(5;5) Grá�ca Robertson-Wegner

(7;5) Grá�ca Ho¤man-Singleton
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