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Prefacio

Los sistemas dinamicos estudian lo que sucede con los elementos de un es-
pacio métrico, por lo general compacto, X bajo sucesivas aplicaciones de una
funciéon continua f: X — X. Una de las direcciones que ha tomado el estudio
de sistemas dinamicos discretos en los tltimos anos, consiste en construir, a
partir de (X, f), un nuevo sistema dindmico, considerando subconjuntos de
X, y sus sucesivas imagenes bajo la funcion f.

Podria decirse coloquialmente que el estudio de lo que sucede con los pun-
tos de un espacio X, bajo sucesivas aplicaciones de la funcion f, es estudiar
la dinamica individual y, en cambio, estudiar lo que sucede con las sucesivas
imagenes bajo f de subconjuntos de X es estudiar la dindmica colectiva. Fl
interés principal al considerar estas dos dinamicas es encontrar las relaciones
entre ambas. Es decir, cuando la presencia de una propiedad dindamica en la
funcién f implica la presencia de la misma (u otra) propiedad dindmica en
la nueva funcién y viceversa.

La busqueda de conjuntos invariantes, es decir, conjuntos tales que f(A) =
A, es importante cuando se estudia la dinamica de una funcién. Estos conjun-
tos, desde el punto de vista de la dinamica colectiva resultan ser los puntos
fijos de la nueva funcion.

El estudio de las relaciones entre ambas dindmicas no tiene mucho de
haberse iniciado. Es aceptado que el primer trabajo que abordé este tema
de manera explicita fue el articulo Topological Dynamics of Transformations
Induced on the Space of Probability Measures, escrito por W. Bauer y K.
Sigmund en el ano de 1975, ver [6]. A este evento sigui6é un silencio de un
poco mas de 27 anos. Es s6lo hasta los primeros anos del nuevo siglo en los
que el tema es retomado. Del ano 2003 al presente se han publicado un poco



mas de 20 articulos al respecto en distintas revistas.

A los espacios formados por los subconjuntos de un espacio métrico X
se les llama hiperespacios de X. Dado un espacio métrico compacto X, se
suelen estudiar varios de sus hiperespacios. Por ejemplo el espacio de todos
los subconjuntos compactos, conexos y no vacios de X; el espacio formado
por todos los subconjuntos no vacios de cardinalidad menor o igual que cierto
ndmero entero positivo n, etc.

En esta tesis nuestro interés es estudiar lo que sucede en el hiperespacio
de todos los subconjuntos compactos no vacios de X. A este hiperespacio se
le denota 2%. En 2% se definen la métrica de Hausdorff H y la topologia de
Vietoris. Ambas son compatibles.

A la funcién definida en el hiperespacio 2¥ que consiste en tomar un
subconjunto compacto de X y obtener su imagen bajo la funcién f se le

llama la funcién inducida por f en el hiperespacio. Esta funcion se denota
2/ 2% & 92X,

Dado un elemento z del espacio X, al conjunto {z, f(z), f(f(x)),...} se
le conoce como la orbita de x bajo f.

La propiedad dindamica que mas nos interesan en este trabajo, es la tran-
sitividad topolégica. Una funcién f es topoldgicamente transitiva, si dada
cualquier pareja de conjuntos abiertos y no vacios U y V, existe un punto en
U que bajo alguna iteracion de la funcién f cae en V. Lo que nos interesa son
las condiciones que tenemos que pedir a una funciéon f para garantizar que la
funcién inducida 2/ es topolégicamente transitiva. Es un teorema conocido
que esto se cumple si la funcion f es débilmente mezclante. Esto es, que dadas
cualesquiera dos parejas de conjuntos abiertos no vacios (Uy,Us) y (Vi, V2)
hay un punto en U; y un punto en U, que bajo la misma iteracién de f caen
en V) y en V; respectivamente.

A primera vista puede parecer que estas dos propiedades son equivalentes,
pero por ejemplo, si tenemos el espacio S! y o un niimero irracional, entonces
ro definida como la rotacién de S* en un 4ngulo o, resulta ser topolégicamente
transitiva pero no débilmente mezclante.



Se sabe que si una funcién f es topologicamente transitiva, en un espacio
X sin puntos aislados, existe x € X tal que su érbita bajo f es un conjunto
denso en X. Si sabemos entonces que la funcién inducida 27: 2% — 2% es
topolégicamente transitiva, tenemos que existe A € 2%, es decir un subcon-
junto compacto de X, que bajo sucesivas aplicaciones de la funcién 2/ se
acerca tanto como queramos a todos los subconjuntos compactos de X.

Las caracteristicas de este conjunto A han sido poco estudiadas. En esen-
cia lo unico que se sabe es que para toda n > 0 se tiene que int(f"(A)) = O
y que la cardinalidad de f"(A) no es finita.

El objetivo central de este trabajo es encontrar explicitamente un sub-
conjunto compacto de X cuya drbita bajo 2/ sea densa en 2.

En el Capitulo 1, se dan los elementos basicos para plantear el problema
de la relacion entre dinamica individual y dindmica colectiva de manera mas
formal.

En el Capitulo 2 se estudian las relaciones entre las propiedades dindmicas
de una funcién f: [0,1] — [0,1] y las propiedades dindmicas de la funcién
inducida en el hiperespacio 2[%1.

En el Capitulo 3 se estudian las condiciones que es necesario pedir a la
funcién original para garantizar que la funcién inducida tiene transitividad
topoldgica. Como dijimos esto se cumple si la funcién f es débilmente mez-
clante. Al final del capitulo se estudian también otras propiedades dindmicas
de la funcién 2/ y sus relaciones con el hecho de que la funcién f sea débil-
mente mezclante.

En el Capitulo 4, Enunciamos y demostramos los siguientes resultados

Por un lado, utilizando el espacio generado por dos simbolos, X5, y la
funcién corrimiento, o: ¥y — g, construimos explicitamente un conjunto
compacto A C Y5 que tiene érbita densa bajo 2°. Hacemos esta construccion
de tal manera que A tiene un solo punto de acumulacién. Es decir, A resulta
ser una sucesion convergente.

Teorema 4.1.2 Ezxisten un espacio X, una funcion f: X — X, y un



conjunto A € 2% de la forma A = {a,}°°, U {ag},con lim, ,..a, = ag. tales
que o(A,27) es un conjunto denso en 2.

Este Teorema, muestra que conjuntos compactos muy sencillos pueden,
aplicando iteraciones de o, pasar cerca de todo subconjunto compacto de .

Por otro lado en el Teorema 4.1.4 se generaliza lo hecho en el Teorema
4.1.2. Demostramos que si X no tiene puntos aislados y 27: 2X — 2% es
topolégicamente transitiva entonces existe una sucesién convergente A € 2%
tal que su érbita bajo 2/ es un conjunto denso en el hiperespacio 2%.

Teorema 4.1.4 Sea f: X — X tal que 2/: 2% — 2% es transitiva.
Entonces eziste A € 2% de la forma A = {ap}U{an }nen, donde lim,,_,oa, =
ao, tal que su drbita bajo 27 es un conjunto denso en 2.

Una de las funciones mas estudiadas en sistemas dindamicos, la funcion
tienda T': [0, 1] — [0, 1] es débilmente mezclante. Esto implica que la funcién
inducida por la tienda, a la que llamamos hipertienda, 27: 2001 — 201
es topologicamente transitiva. El Teorema 4.1.4 nos dice que existe en el
intervalo [0, 1] una sucesién convergente {a,}>2 ; tal que junto con su punto
limite, A = {a, }°2,U{ag}, forma un conjunto compacto cuya érbita bajo 27
es de lo més interesante. Resulta que para todo E € 201 y para toda € > 0,

existe n € N tal que
H(E,(2")"(A) <e.

Esta propiedad de ninguna manera es evidente cuando uno inicia el estu-
dio de la funcién T'.

Supongamos que tenemos un conjunto A € 2% con érbita densa bajo la
funcién inducida 2/: 2% — 2%, Mencionamos ya que la cardinalidad de A no
puede ser finita. Como A es un conjunto compacto, entonces tiene al menos
un punto de acumulaciéon. Tomando como criterio la cantidad de puntos de
acumulacién, el Teorema 4.1.4 nos dice que si 2/ es transitiva, entonces existe
en X un conjunto compacto muy sencillo (un solo punto de acumulacién) tal
que su érbita bajo 2/ es un conjunto denso en 2%,



Capitulo 1

Definiciones basicas

Estudiaremos cémo se relaciona lo que sucede a los elementos de un es-
pacio métrico X bajo sucesivas aplicaciones de una funcién f: X — X, con
lo que sucede a subconjuntos de X al tomar sus sucesivas imagenes bajo
la funcién f. Para plantear el problema mas formalmente necesitamos las
definiciones que revisamos en este capitulo.

1.1. Funciones cadticas

Un sistema dinamico consta de un espacio métrico compacto X y una
funcién continua f, definida del espacio X en si mismo.

Dado x € X, se define la drbita de x bajo f, como la sucesién

o(z, f) = A{z, f(x), [(f (), f(f(f(2))), ...}

Abreviaremos la notacién llamando f™ a la composicién de f consigo
misma n veces y escribiremos la érbita de x bajo f como sigue

o(x, ) ={z, f(x), f*(2), f*(2),.. . }.

Cuando se analiza un sistema dinamico (X, f), lo que interesa estudiar
es el desarrollo de las drbitas de todos los elementos del espacio X bajo la
funcion f.



En adelante X serda un espacio métrico, compacto y no vacio. Conside-
raremos ademas que X es no degenerado, es decir que X tiene mas de un
punto. Representaremos por d la métrica en X. Y la funcién f: X — X
sera siempre una funcién continua en X. La letra N representara al conjunto
de los ntimeros naturales, es decir, de los enteros positivos.

Con Intx(A) representaremos el interior del conjunto A en X, y con
Clx(A) representaremos la cerradura de A en X. Si no hay ambigiiedad acer-

ca del espacio en el que estamos trabajando, Intx(A) = Int(A) y Clx(A) =
Cl(A) = A.

Dados un elemento x € X y un numero positivo €, denotaremos por
Bx (e, ) a la bola en el espacio métrico X, con centro en x y radio &,

Bx(e,z) ={y € X| d(x,y) < e}.

Segiin su comportamiento, las érbitas se clasifican dependiendo de si son
0 no sucesiones convergentes, de si constan sélo de un nimero finito de e-
lementos diferentes del espacio X, de si tienen un nimero finito de puntos
limite, etc.

Se dice que un punto p es un punto periodico de la funcion f, si su érbita
después de pasar por un cierto nimero de elementos de X regresa al valor
original, es decir si existe un nimero entero positivo N, tal que f¥(p) = p.
En este caso, al menor numero entero positivo N para el cual f¥(p) = p se le
llama el periodo de p. Los puntos fijos de la funcién f son, desde este punto
de vista, los puntos periddicos de periodo 1. El conjunto formado por todos
los puntos periddicos de f se denota Per(f).

Dados p v z en X, decimos que x es un punto limite de la érbita de p
si existe una sucesion n; < ny < ng < --- de ntmeros naturales tales que
f™(p) tiende a x cuando ¢ tiende a infinito. Todos los puntos limite de la
6rbita de p forman el omega conjunto limite. Lo denotamos w(p, f).

Los puntos peridédicos de f juegan un papel importante para el estudio
del sistema dindmico (X, f) debido a la siguiente proposicién.



Proposicién 1.1.1. Si la orbita de un punto x € X bajo la funcion f: X —
X es una sucesion que converge a xog € X, entonces xy es un punto fijo de f.

Demostracion. Supongamos que lim,, ., f™ () = zo. Como f es una funcién
continua y lim,, ., [ ! (x) = 20, entonces

f(xg) = f (im0 [771 (2)) = limy, 0o [T (2) = 20,
por lo que xy es punto fijo de f. O

En vista de la proposicién anterior si la érbita bajo la funcién fV, de
un punto o converge, lo hace a un punto fijo de la funcién fV. Es decir
a un punto p € X tal que f¥(p) = p. En otras palabras, la érbita de p
bajo f, o(p, f) = {p, f(p),..., f¥"Hp)} es el conjunto de puntos limite de
la 6rbita de xg, o(p, f) = w(zo, f). En este caso decimos que el punto xg es
asintoticamente periodico.

Existen funciones, con reglas de correspondencia muy sencillas, para las
cuales las drbitas tienen un comportamiento extremadamente complicado.
Es decir, hay orbitas periédicas de una infinidad de periodos diferentes, hay
también orbitas que forman un conjunto denso en el espacio X, algunas
orbitas convergen, otras son asintéticamente periddicas, etc.

La variedad de comportamientos de las 6rbitas puede ser tan grande que
el problema de estudiar dicho sistema dinamico, en el sentido de caracterizar
el comportamiento de las orbitas de todos los puntos del espacio bajo la
funcién, se convierte en un problema muy dificil.

En 1985 R. Devaney (ver [8]) propuso una forma de caracterizar a las fun-
ciones que tienen el comportamiento complicado de que hablamos, conocidas
como funciones cadticas. Cabe mencionar que ésta no es la inica definicién de
funcién cadtica, aunque si, quizd, la mas popular. Antes de escribir la defini-
cién propuesta por Devaney, necesitamos las siguientes dos definiciones:

Definicién 1.1.2. Se dice que una funcion f: X — X tiene senstbilidad
con respecto a las condiciones iniciales, si eriste un numero 6 mayor
que cero, tal que para todo x € X y para todo conjunto abierto U C X tal que
x € U, existen z en U y un numero entero positivo n tales que la distancia



entre f"(z) y f"(2) es mayor o igual que §. Al nimero § se le suele llamar
una constante de sensibilidad.

Definicién 1.1.3. Se dice que una funcion f: X — X tiene transitividad
topologica, o bien que es topolégicamente transitiva, si para todo par de
conjuntos abiertos U y V de X, distintos del vacio, existe un numero entero

positivo n tal que f*(U)NV # Q.

Contando con las definiciones anteriores, estamos listos para escribir la
definicion de funcién cadtica.

Definicién 1.1.4. Una funcion f: X — X se dice que es caotica en X si:
1) el conjunto de puntos periddicos de f es denso en X; y

2) f es topoldgicamente transitiva.

Originalmente la definicién propuesta por R. Devaney pedia, ademés de
las dos condiciones anteriores, que la funcion f tuviera sensibilidad con res-
pecto a las condiciones iniciales. En este trabajo utilizaremos la definicién
anterior debido a la siguiente observacion.

Observacién 1.1.5. En 1990 se demostrd (ver [3]), que las tres condiciones
propuestas por Devaney no son independientes. Si el espacio X no tiene pun-
tos aislados, es suficiente pedir que la funcion f: X — X tenga un conjunto
de puntos periodicos denso en X, y que sea topologicamente transitiva, para
garantizar que tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales, es
decir, que es cactica segun la definicion de R. Devaney.

En vista de lo anterior es natural preguntarse si es posible elegir algin
otro par de las condiciones propuestas en la definicion original de Devaney y
demostrar a partir de ellas la tercera condicion. La respuesta es negativa, hay
ejemplos de sistemas dinamicos que tienen densidad de puntos periddicos y
sensibilidad pero no transitividad topoldgica. Y hay también ejemplos que
tienen transitividad topoldgica y sensibilidad con respecto a las condiciones



iniciales, pero no un conjunto denso de puntos periédicos, ver [13, Ejemplos
2.3.2y2.3.3]y [3]

En relacién a la presencia de transitividad topoldgica, en el libro de L.S.
Block y W. A. Coppel (ver [7, Proposicién 39]), se puede encontrar el siguiente
resultado que cobrara gran importancia en el Capitulo 4.

Observacién 1.1.6. Sea X un espacio métrico compacto sin puntos aislados.
Entonces f: X — X es topologicamente transitiva si y solo si existe un
elemento xo de X cuya drbita o(xg, f) es un conjunto denso en X .

1.2. La funcion tienda

A continuaciéon veremos una funcién cadtica segin la definicion de R.
Devaney. Se llama funcién tienda y es famosa por ser un ejemplo de una
funciéon muy sencilla, cuya dinamica es cadtica.

Sea T': [0,1] — [0, 1] la funcién definida por

2z, si z € [0,1];

(@) :{ 2—2zx, sizel;,1].

La siguiente es la gréfica de la funcién tienda.

T

Y las siguientes dos graficas, son las de las funciones T2 y T respectivamente.

10



No es dificil imaginar cémo son las graficas de las iteraciones T" para n >
3. El siguiente lema (ver [2, Lema 9]), nos permitird demostrar propiedades
interesantes de la funcién tienda.

Lema 1.2.1. Para todo n € N y para cada ¢ € {0,1,2,...,2" — 1} se tiene

que:
¢ (+1

2 2n

es un homeomorfismo.

Demostracion. Demostraremos el resultado utilizando inducciéon matemaética.

Veamos que la afirmacion es cierta para n = 1. En este caso, ¢ € {0, 1}.

Es inmediato que T': [0, %} — [0, 1] es homeomorfismo, ya que en este
intervalo 7' (z) = 2x. De manera analoga, es inmediato que 7": [1 1} — 10, 1]

2
es homeomorfismo ya que en este conjunto, 7' (x) = 2 — 2.

11



Supogamos valida la afirmacion para n = k, y demostremos el caso n =
kE+1.

Sea ¢ € {0,1,2,...,25*1 —1} . Observemos que [z, 5] C [0,1] si

(<2F 1y [55. 5] C [3.1] sie > 28, :

Si ¢ < 2% — 1, entonces la funcién T**! se puede expresar asi:

9k+17 9k+1 ok’ 9k

{ ¢ e+1]i>{f “_1}1%[0,1].

Ambas funciones son homeomorfismos (la segunda de ellas, T*, por hipétesis
de induccién). Por lo tanto

k+1
T ‘[ 14 £+1
k417 9k+1

][6 (+1

W’W] —[0,1]

es un homeomorfismo.

Si ¢ > 2% entonces

[f £+1] T [2’”1—6—1 okt _y
—

Tk
ATy CTRT: ]—WOJ]-

Es inmediato que la primera funcién es un homeomorfismo. Y como

)

entonces

_2k > .y >1— 2/€+17
kL 9k 1 > 2kl _yp_1>0,
2k —1 > 2kl _y_1>0.

Asfi la segunda funcién, por hipdtesis de induccién, también es un home-
omorfismo.
O

12



Definicién 1.2.2. Una funcion f: X — X se dice que es exacta si para
todo conjunto abierto mo vacio A de X, existe un entero positivo n tal que

f(A) = X.

Observacién 1.2.3. Si f: X — X es exacta entonces es suprayectiva.

Demostracion. Sea y € X. Como X es un conjunto abierto en X, existe
un natural n tal que f"(X) = X. Esto implica que existe x € X tal que
f™(z) = y. Entonces f(f"!(x)) =y. Por lo que f es suprayectiva.

U

El siguiente resultado es un corolario del Lema 1.2.1.

Proposicién 1.2.4. La funcion T: [0,1] — [0, 1] es exacta.

Demostracién. Sea A un conjunto abierto no vacio, A C [0,1]. Entonces
existe un intervalo abierto (a,b) C A. Como a < b, existe un entero po-
sitivo N tal que 5% < b;—“ Por lo que existe un valor ¢ en el conjunto
{0,1,2,...,2N — 12} tal que [2%,4;—]“ C (a,b). Ahora, por el Lema 1.2.1,
tenemos que T (a,b) = [0, 1]. Por lo que T es exacta.

O

Y como corolarios de esta ultima propiedad, tenemos que la funcién
T:[0,1] — [0,1] tiene un conjunto de puntos periédicos denso en [0, 1], y
que es topolégicamente transitiva. Es decir que es cadtica. Asi la siguiente
proposicién estAj demostrada.

Proposicién 1.2.5. La funcion T: [0,1] — [0,1] es cadtica.

Observaciéon 1.2.6. Si f: [0,1] — [0, 1] es exacta, entonces Per(f) es denso
en [0, 1].

Demostracién. Dado (a,b) C [0,1], a < b, Existe N € N tal que f~((a,b))
[0, 1]. Por tanto existe zo € (a,b) tal que fV(xq) = z.

cl
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1.3. Hiperespacios

Dado un espacio métrico compacto X, sus hiperespacios son familias de
subconjuntos de X. Es decir, subconjuntos del conjunto potencia de X.

Dado un subconjunto A # ) de X. La nube de radio € con centro en A
se define como la union de todas las bolas de radio € con centro en cada uno
de los elementos de A, es decir,

N(e, A) = Bx(e,z).

€A

Dados dos subconjuntos A y B de X, es decir entre dos elementos del
hiperespacio, consideramos el infimo de los valores de € que necesitamos para
que la nube de radio € con centro en A contenga a B y para que, al mismo
tiempo, la nube de radio € con centro en B contenga a A,

H(A,B) =inf{e >0 ACN(e,B)y BCN(c,A)}.

Notemos que si A = {a} y B = {b} entonces H(A, B) = d(a,b).

Observemos que la funcién H asi definida no es una métrica para el
conjunto potencia de X pues, por ejemplo, si X es el intervalo [0,1] y A =
12

[5, g] , entonces la distancia entre A y el interior de A, seria cero, aun cuando

A # Int(A).

No es dificil demostrar (ver [15, Proposicién 2.1]), que H resulta ser una
métrica para el conjunto

2% = {A C X| A es un cerrado no vacio}.

La métrica H es conocida como la métrica de Hausdorff. Con la métrica de
Hausdorff el conjunto 2% es un espacio métrico compacto (ver [15, Teorema

4.2)).

A lo largo de la tesis haremos uso del siguiente resultado.

14



Lema 1.3.1. Sean A, B € 2, entonces H(A, B) < € si y sélo si,
ACN(e,B) y BCN(e, A)

Demostracion. Supongamos primero que H(A, B) < ¢, entonces existe g >
0 tal que H(A,B) < g9 < ¢y tal que A C N(gp,B) C N(e,B)y B C
N(&o, A) - N(E, A)

Supongamos que A C N (e, B) y B C N (g, A). Para cada elemento a € A
existe b € B tal que d(a,b) < €. y existe d, > 0 tal que d(a,b) < J, < ¢.

Como a € N (84, B), la familia {N'(0,, B) | a € A} es una cubierta de
A. Entonces existen ay, ..., a, tales que {N(d4,, B),...,N(d,,, B)} es una
cubierta de A. Sea dp = madx{d,, } < . Entonces A C N (0p, B).

De manera andloga podemos encontrar 64 < ¢ tal que B C N (94, A).

max{ds, dp} < €. Como A C N(d5,B) C N(0,B) y B C

Sea § =
A) CN(6,A). Esto implica que H(A, B) <6 < .

(5A7
]

Sea {Uy,Us,...,U,} una familia finita de conjuntos no vacios en X. De-
finimos (Uy, Us, ..., U,) como el conjunto de todos los conjuntos cerrados no
vacios de X, contenidos en la unién de los conjuntos U; y que intersectan a
cada uno de ellos, es decir,

(U, Up, ..., Up) ={A€ 2| AC|JU; y ANU; # 0, parai € {1,...,n}}.
i=1
La familia de subconjuntos
B={(Uy,...,U,) | né€Nylos conjuntos U; son abiertos de X}

es una base para una topologia del hiperespacio 2% conocida como la topologia
de Vietoris ver [14, Teorema 1.2]. A los elementos bésicos de esta topologia
se les conoce como wietoricos.

Sea U = (Uy,Us, ..., U,) un vietérico. A los conjuntos U;, 1 < i < n, los
llamaremos las entradas de U.
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Observacién 1.3.2. Dados dos conjuntos abiertos bdsicos, U y V' podemos
escribirlos de manera que ambos tengan el mismo numero de entradas.

En efecto, el conjunto (Uy,U,,...,U,_1,U,) es igual que el conjunto
(Uy,Us, ..., Up1,Up,, ..., Uy,), donde la entrada U, se repite un nimero finito
de veces.

Probaremos que la topologia de Vietoris coincide con la topologia inducida
por la métrica de Hausdorff. Esto implica, que los vietéricos son una base

para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff.

Proposicién 1.3.3. La topologia de Vietoris es equivalente a la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff.

Demostracién. Sea U un conjunto abierto no vacio en 2% con la topologia
inducida por la métrica de Haussdorff. Demostraremos primero que U es un
conjunto abierto con la topologia de Vietoris.

Sea A€ U yseae>0tal que V=DByx(e, A) CU.

__ Basta encontrar un conjunto abierto basico de la topologia de Vietoris,
U,talque AcUyUCYV.

La coleccion {Bx(5,a)|a € A} es una cubierta abierta de A. Como A es
un conjunto compacto, existen ay, as, ..., a; elementos de A tales que

k
AcJBx(5 ).
i=1

Como ademds Bx(%,a;) N A # O para todo i € {1,..., k}, tenemos que:
€
Ae <Bx(1, al), .. ’BX(Z’ ak))

Demostraremos que U = (Bx (%, a1), ..., Bx(5,ax)) es el conjunto abierto
béasico que buscamos, es decir, que esta contenido en V.

Sea C € (Bx(5,a1),...,Bx(5, ax)).
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Queremos demostrar que H(C, A) < e.
Sabemos que C' C [V, Bx(5,a;) CN (5, A).
Por otro lado C'N Bx(5,a;) # © para todo i € {1,...,k}.

Paracadai € {1,..., k} tomemos ¢; € CNBx(£, a;). Entonces la distancia
[

entre ¢; y a; cumple, d(c;, a;) < 5.
Para cualquier elemento a € A, ya que A C Ule Bx (5, a;), existe j €
{1,...,k} tal que d(a,a;) < %, lo que implica que
e €

£
d(a,c;) < d(a,a;) +d(aj, c;) < iT1<3%

Por lo tanto A C N'(§,C). Lo que implica que H(A,C) < § <e.
Por lo tanto C € Byx (e, A).
Es decir (Bx(5,a1),...,Bx(5,ar)) C V.

Tomemos ahora U = (Ui, ...,U,) un conjunto abierto basico no vacio de
la topologia de Vietoris. Demostraremos que es un conjunto abierto con la
topologia inducida por la métrica de Hausdorff.

Sea A € (Uy,...,U,). Esto implica por un lado que A C |J_, U;. Como
Ay X\ U, U son dos conjuntos compactos ajenos, existen un elemento
a € Ay un elemento x € X \ U;_, U; tales que la distancia d(a,z) = m es
minima.

Por otro lado, tenemos que ANU; # O paratodo i € {1,...,n}. Tomemos
para cada i € {1,...,n} un elemento a; € ANU;. Ya que U; es un conjunto
abierto, existe un nimero positivo ¢; tal que Bx (d;, a;) C U;.

Sea § = min{{d;|1 <i <n}U{%}}. Demostraremos que Byx (9, A) C U.

Sea B € Byx (9, A). Entonces B C N (6, A) y ya que § < % tenemos que

siy € X\ U}, U; entonces d(y,a) > m > % para todo a € A, lo que implica
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que y € X \ N(6, A) Por lo tanto

NQMQOM

i=1

Por lo que B C |J_, U;.

Por otro lado tenemos que A C N(, B) entonces para a; € U; existe
b; € B tal que d(a;, b;) < d < 9;, lo que implica que b; € Bx(9;,a;) € U;. Con
lo que tenemos que BN U; # O para cada i € {1,...,n}.

Por lo que Byx (5, A) C U.

Con lo que tenemos demostrada la proposicion. O

Demostraremos ademas, el siguiente resultado que nos serd muy ttil en
el Capitulo 4.

Lema 1.3.4. Sea ¢ > 0 y Sean Uy, ..., U, conjuntos abiertos bdsicos no
vacios, tales que diam(U;) < € para todo 1 < i < n. Entonces para cualquier
par de conjuntos A, B € (Uy,...,U,).

H(A,B) <e.
FEsto implica ademds que diam({Uy,...,U,)) <e.

Demostracion. Sean € > 0y Uy, ..., U; conjuntos abiertos bésicos no vacios
con diam(U;) < e. Sean A, B € (Uy,...,U,).

Como A C |J;_, U; tenemos que A = (ANU)U(ANU)U---U(ANT,).

Ya que BNU; # O para todo i € {1,...,n} podemos tomar b; € B
tales que b; € U;. Entonces (ANU;) C U; C B(e,b;) lo que implica que
Ae, B(e,b;) CN(e, B).

Analogamente B C N (e, A) y por lo tanto H(A, B) < .
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Observacién 1.3.5. Si cada U; es cerrado y diam(U;) < e, entonces con
argumentos andlogos a los de la demostracion anterior se tiene que

diam({Uy,...,Uy,)) < e.

En algunos casos pediremos que el conjunto X sea conexo, ademas de ser
un espacio métrico compacto y no degenerado. Es decir, pediremos que sea
un continuo no degenerado. En ese caso puede probarse (ver [15, Teorema
6.10 y Corolarios 6.11 y 6.12]), que el hiperespacio 2% es también un continuo
no degenerado.

Otros hiperespacios muy estudiados son los siguientes:
C(X)={A € 2| A es conexo}.

Cn(X) = {A € 2%| A estd formado por a lo mds n componentes}.
F,(X) = {A € 2X| A consta de a lo més n elementos}.

Probaremos, ya que nos serda muy tutil mas adelante, el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.6. El espacio F(X) = | J,cy Fi(X) de los subconjuntos fini-
tos de X es un conjunto denso en 2%,

Demostracién. Sea U = (Uy,...,U,) un conjunto abierto bésico no vacio
cualquiera en 2%. Si tomamos un punto z; € U; para cada i € {1,...,n},
entonces el conjunto {zy,...,x,} es un elemento de U. Lo que demuestra
que F(X) es denso en 2%,

O

1.4. Funciones inducidas

A partir de una funcién continua f: X — X se puede definir de manera
natural una funcién 27: 2% — 2% asociando a cada A € 2% su imagen bajo
la funcién f. Es decir, 2/(A4) = f(A).

Como la funcién f es continua, la funcién 2/ asf definida estd bien defini-
da, pues la imagen bajo f de un elemento en 2% es nuevamente un elemento

en 2.
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Probaremos que entonces que la funcién 2/, a la que llamaremos la funcién
inducida, resulta ser también una funcién continua.

Proposicién 1.4.1. La funcion inducida 27 : 2% — 2% es continua.

Demostracion. Sea V = (Vi,..., V) un conjunto abierto basico y no vacio

en 2%. Queremos demostrar que (29)7(V) = (f~1(V1),..., [ (V;n)).

Si A e (27)"Y(V), entonces 2/ (A) € V. Es decir 2/ (A) = f(4) € U, Vi.
Lo que implica que

O (VI RIVIE
Como ademas 2f(A) NV, = f(A) NV, # O para toda i € {1,...,m},

tenemos que A N f1(V;) # O para todo i € {1,...,m}. Por lo que A €

(D), Vi)

Por tanto

2N V) C (W), (Vi)

Ahorasi A € (f~'(V1),..., f1(V,,)) implica que

vy =1t (_Uv;).

cUv

Ademds como AN f~HV;) # @ implica que f(A) N'V; # O, tenemos que
f(A) € V, lo que implica que A € f~1(V)

AC

ECS

Entonces

Como f es continua f~1(V}) es un abierto en X para toda i € {1,...,m},
lo que implica que (2/)71(V) es un abierto en 2%. Y por lo tanto la fun(nén

inducida 2/ es continua.
O
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En vista de las definiciones anteriores la teméatica en la que estda inmerso
este trabajo, puede describirse como el estudio de las relaciones entre las
propiedades de la funcién f: X — X y las propiedades de la funciéon inducida
por f, 2/: 2% — 2% en el hiperespacio 2¥.
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Capitulo 2

Dinamica colectiva en el
intervalo

Como dijimos en el capitulo anterior, estudiaremos ahora las relaciones
entre la dindmica de una funcién continua f: X — X, y la dindmica de la
funcién inducida 27: 2% — 2%,

Consideraremos principalmente las propiedades involucradas en la defini-
cién de funcién cadtica propuesta por R. Devaney (ver Definicién 1.1.4).

Una primera observacion, que resulta muy natural, es la siguiente:

Observaciéon 2.0.2. Si la funcion f: X — X tiene puntos periddicos de
todos los periodos, entonces la funcion inducida 2 : 2% — 2% tiene puntos
periodicos de todos los periodos.

En efecto, ya que la funcién g: X — 2% definida por g(z) = {2} es una
isometria, entonces el hiperespacio Fj(X) que consta de los subconjuntos de
X con cardinalidad exactamente 1, es un subespacio de 2% y la dindmica de
la funcién 2/ restringida a F;(X) es la misma que la de la funcién f, por lo
que se sigue la observacion.

En este capitulo demostraremos que si tenemos una funcién f: [0,1] —
[0, 1], y sabemos que la funcién inducida 27 : 2[%1 — 2001 satisface alguna de
las propiedades dinamicas de la definicién de R. Devaney, entonces la funcion
f satisface esa misma propiedad. Esto no sucede para funciones definidas
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en otros espacios métricos, en particular veremos en el Capitulo 3 que la
densidad de puntos periédicos en el sistema (2%, 2/) no siempre se hereda al
sistema dindamico (X, f).

Lo anterior nos motiva a tratar en este capitulo el caso en que el con-
junto X es el intervalo [0, 1], para en capitulos posteriores, analizar posibles
generalizaciones de los resultados estudiados aqui.

2.1. La funciéon hipertienda

Para iniciar el andlisis partiremos del ejemplo ya conocido de la funcién
tienda que presentamos en el capitulo anterior.

Conocemos ya algunas de las propiedades dindmicas de 7', queremos
ver qué propiedades dinamicas satisface la funcién inducida por 7', en el
hiperespacio 2% a la que llamaremos la hipertienda, 27: 2191 — 2001 De-
mostraremos que la funcién 27 satisface las siguientes propiedades:

Proposicién 2.1.1. El conjunto Per(2T) es denso en 201,

[0,1]

Proposicién 2.1.2. La funcion 27 : 2001 — 2001 es topoldgicamente transi-

tiva.

Y con esto el siguiente teorema:

Teorema 2.1.3. La funcién hipertienda, 27 : 2101 — 2001 " es cadtica segin
la definicion de Devaney.

Ya que las demostraciones de los siguientes resultados més generales son
andlogas, en lugar de demostrar las proposiciones 2.1.1 y 2.1.2 demostraremos
los dos siguientes teoremas.

Teorema 2.1.4. Si el conjunto de puntos periddicos de f: [0,1] — [0,1] es

denso en [0,1], entonces el conjunto de puntos periédicos de 27 : 2001 — 21011
es denso en 201,
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Demostracion. Consideremos U un conjunto abierto béasico no vacio de 2001,
Como sabemos U puede escribirse de la siguiente manera: U = (Uy, Us, . .., Uy),
donde cada U; es un conjunto abierto no vacio de [0, 1].

Encontraremos un punto periédico de la funcién 2/ en el conjunto U.
Como la funcién f tiene densidad de puntos periddicos, para cada i €
{1,2,...,k}, existe p; € U; un punto periédico bajo f de periodo n;, es-
to es f"(pi) = pi-

Consideremos N el minimo comtn multiplo de {n;| i € {1,2,...,k}}.
Entonces fV(p;) = p; para toda i € {1,2,...,k}.

El conjunto A = {p1, pa, . .., px } es un elemento de (U1, Us, ..., Ug) y es un
punto periddico que tiene periodo N bajo la funcién 27, es decir, (2/)N(A) =
A.

Por lo tanto los puntos periddicos de la funcién 2/ forman un conjunto
denso en 2[%1,
O

Teorema 2.1.5. Si la funcién f: [0,1] — [0, 1] es exacta, entonces la funcion
inducida 27 201 — 2001 ¢s topoldgicamente transitiva.

Demostracion. Sean U y V dos conjuntos abiertos basicos no vacios en 201,
Por la Observacion 1.3.2 podemos escribirlos de manera que ambos tengan

el mismo niimero de entradas U = (U, Ug,y ..., Up) y V= Vi, Vo, oo Vi)

Como cada U; es un conjunto abierto de [0, 1] y la funcién f es exacta, para
cada i € {1,2,...,k} existe un entero positivo N; tal que fVi(U;) = [0, 1].

Consideremos N el maximo de {N;| i € {1,2,...,k}}. Entonces f¥(U;) =
[0,1] para toda i € {1,2,...,k}, pues f es suprayectiva.

Lo anterior implica que para cada i € {1,2,...,k}, existe ¢; € U; tal que
(@) € Vi

Entonces el conjunto A = {g;, ..., qx} es un elemento de (U, Us, ..., Uy),
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tal que bajo (27)" cae en (Vi, Vs, ..., V4). Es decir,

2N"{ar - ad) = @), (@)} € (VL Ve, V).

Por lo tanto (2H)N(U)NV # @y, asi, 2/ es topolégicamente transitiva.
]

Dado que T': [0,1] — [0, 1] es exacta, entonces 27: 2001 — 2001 e tran-
sitiva.

Como 2% es un continuo no degenerado, no tiene puntos aislados. Por
la Observacién 1.1.5 los dos teoremas anteriores implican que 27: 201 —
2001 también tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales. Sin
embargo, ya que nuestra buisqueda es estudiar las propiedades dindmicas de la
funcion inducida, a partir de las de la funcién f, a continuacion demostramos
el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Si la funcién f: [0,1] — [0, 1] es exacta, entonces la funcion
inducida 27: 200U — 2001 tiene sensibilidad con respecto a las condiciones
iniciales.

Demostracién. Sean C € 2001 y U = (Ui, ..., Us) un conjunto abierto basico
en 2191 tal que C' € U. Encontraremos F en U y un nimero natural N tales
que

H(2)V(C), 1) (F) > 5.

Como cada U; es un conjunto abierto de [0, 1] y la funcién f es exacta,
paracadai € {1,..., k} existe un niimero entero positivo N; tal que fVi(U;) =

0, 1].

Sea N el maximo de {N;| i € {1,...,k}}. Entonces fY(U;) = [0,1] para
todo i € {1,...,k}.

Entonces para cada i € {1,...,k} existen dos puntos p; y ¢; en U; tales
que
) =0y fY(a) =1

De aqui tenemos que {p1,...,pr} € Uy {1, qx} € U. Ademds
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H({p o) [ (as - an}) = 1

Lo que implica que se cumple al menos una de las dos siguientes desigual-
dades

H e om) S5O) 2 5, 0 HO (g saih), £(C)) 2

N | —

Por lo tanto 27 tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales
con constante de sensibilidad 6 = %

O

Con lo que queda demostrado el teorema 2.1.3. Y con la Observacion 1.3.5
tenemos el siguiente resultado mas general.

Teorema 2.1.7. Si f: [0,1] — [0, 1] es exacta, entonces la funcion inducida
2/ 204 — 2101 ¢ cagtica.

2.2. Dinamica en el intervalo

En vista del Teorema 2.1.3 es natural preguntarnos si sera cierto que
siempre que la funcién f: [0,1] — [0, 1] es cadtica en [0, 1], la funcién inducida
2/ 2001 5 2[0.1) resulta ser también cadtica en 2101,

También resulta interesante estudiar cada propiedad dindmica por se-
parado. Es decir, preguntarnos si siempre que la funcién f: [0,1] — [0, 1]
satisface alguna de las propiedades de la definicion de caos propuesta por
Devaney, la funcién inducida 27: 2[01 — 2001 13 satisface también.

A continuacién veremos qué podemos decir sobre estas preguntas. El si-
guiente resultado muestra que no es suficiente pedir que la funcién f: [0,1] —
0, 1] sea topol6gicamente transitiva para garantizar que la funcién inducida
2/ 201 5 9[0.1] 1 sea también.

Ejemplo 2.2.1. Considermos f: [0,1] — [0,1] la funcion lineal a pedazos
definida por:

20+ 1, sizel0,1];
f(z) = %—21’, sz’xe[i,%];
1—z, sizel;1].
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La grafica de esta funcién es la siguiente:

Y la siguiente es la grafica de la funcién f2.

Demostraremos primero que la funcién f es topoldgicamente transitiva
en [0, 1]. Para ello observemos que:

I
—
=
—_
—

L f2([0,3]) = [0.5] v f2([3.1])

2. Para cada conjunto abierto no vacio U C [%, 1], existe N € N tal que

FARU) =[5, 1.

Ahora, sean U y V dos conjuntos abiertos no vacios en [0, 1]. Supongamos
primero que U N [3,1] # . Entonces, hay un conjunto abierto (a,b) C
Un [%, 1], a < b, y por la Observacién 2, para (a, b), existe N € N tal que

PR 2 ) = |51
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Ademas
@) = 21 ([5]) = og]
Por lo tanto sucede que f*M(U) NV # @, o bien que f2NTH(U)NV # Q.

Si, por el contrario, U N [, 1] = @ entonces U C [0, 1], lo que implica
que f(U) es un conjunto abierto, no vacio, contenido en [%, 1]. Y siguien-
do el mismo razonamiento que antes, tenemos que existe N € N tal que
PNFU)) NV # D, o bien fANTLY(f(U)) NV # @. Lo que también implica
que fANTLU) NV # @, o bien que f2YT2(U) NV # @. Por lo tanto f es

topologicamente transitiva.

Sin embargo, como demostraremos a continuacién, la funciéon inducida
2/ 2011 5 9l01] 1o es topoldgicamente transitiva.

Los conjuntos Uy = [0, 1) y Us = (3, 1] son abiertos en [0, 1]. Entonces los
conjuntos (U;) y (Uy, Us) son abiertos en 2/,

Veremos que ningun elemento de (U;) cae bajo alguna iteracién en (Uy, Us).

Sea A € (Uj), esto implica que A C U;. Para cada n € N se tiene que
(27)"(A) = f*(A) C [0, 3] si n es par, y entonces (27)"(A) N Us = @. O bien
(27)"(A) = f"(A) C [3,1] si n es impar, y entonces (2/)"(A) N U; = @. Por
lo que no existe n € N tal que (2/)"(A) € (U, Us). Esto implica que 2/ no

es topoldgicamente transitiva.

Del ejemplo anterior podemos concluir que el hecho de que f: [0,1] —
[0,1] sea topoldgicamente transitiva, no implica que la funcién inducida
2/ 2001 5 2[01] o sea

Todavia més en [19, pagina 353] se demuestra que si una funcién f: [0, 1] —
0, 1], es transitiva automéaticamente es caética por lo que la funcién del ejem-

plo anterior es cadtica. Esto muestra que el siguiente resultado es valido.

Teorema 2.2.2. El hecho de que f:[0,1] — [0,1] sea cadtica, no implica
que la funcion inducida 27 : 2191 — 2091 seq topoldgicamente transitiva.
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Por otro lado, sin embargo, en el Teorema 2.1.5, pudimos demostrar que
la funcién 2/ es topolégicamente transitiva siempre y cuando la funcién f
sea exacta. La funcién del ejemplo anterior no lo es.

Otro resultado que demostramos con base en la hipdtesis de que la fun-
cién f:[0,1] — [0,1] es exacta, es que la funcién 27: 200U — 2001 tiene
sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales.

En [16, Teorema 3.10] se demuestra que la sola presencia de sensibilidad
con respecto a las condiciones iniciales para el sistema dindmico ([0, 1], f),
implica la presencia de sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales
para el sistema dinamico inducido (2[0’”, 27). No incluiremos la demostracién
de dicho resultado en este trabajo ya nos desviaria mucho de nuestro objetivo.

Es importante mencionar sin embargo que, en general, la sensibilidad con
respecto a las condiciones iniciales de una funcién f: X — X no implica la
sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales de la funcién inducida
2/: 2% — 2% En [16, Proposiciones 2.1 y 2.2] y en [18, Ejemplo 2.11] se
pueden encontrar ejemplos que lo muestran.

2.3. Implicaciones de la dinamica colectiva so-
bre la dinamica individual

En esta seccién analizaremos las consecuencias que tienen sobre la dindmi-
ca de la funcién original, las propiedades dinamicas de la funcién inducida.

Teorema 2.3.1. Sea f: [0,1] — [0,1]. Si la funcién inducida 27: 2001 —
2001 tiene un conjunto de puntos periddicos denso en 2191, entonces el con-
gunto de puntos periddicos de f, es denso en [0, 1].

Demostracion. Sean xy € [0,1] y € > 0. El conjunto B.(zq) N[0, 1] es abierto
y no vacio en [0, 1], por lo que el conjunto (B.(z¢) N[0, 1]) es abierto en 2[%!,

Como 2/ tiene un conjunto de puntos periédicos denso en 2% en el
conjunto (B.(zo) N [0,1]) hay un punto periddico de la funcién 2/. Es de-
cir, existen A € (B.(z) N [0,1]) y un nimero entero positivo N tales que
(27)N(A) = A. Esto es, tales que fV(A) = A.
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Como A es un conjunto compacto y
A C B.(x9)N[0,1] = (xg — £, 20 +£) N[0, 1],

existen o = minA y 8 = mdxA. Y como fV(A) = A, entonces fN(a) > ay
fY(B) < B. Lo que implica, por el Teorema del Valor Intermedio, que existe
ce [aaﬁ] - (‘TO — & %o +€) A [07 1] tal que fN(C) =C.

Por lo tanto la funcién f tiene un conjunto de puntos periédicos denso
en [0, 1].
O

Notemos que, como senalamos al inicio de este capitulo, la demostracion
anterior depende fuertemente del hecho de que la funcion f estd definida en
el intervalo, pues utilizamos el teorema del valor intermedio.

Teorema 2.3.2. Sea f: [0,1] — [0,1]. Si la funcidn inducida 27: 2001 —
20041 s topoldgicamente transitiva, entonces la funcion f: [0,1] — [0,1] tam-
bién lo es.

Demostracion. Sean U y V dos conjuntos abiertos no vacios en [0, 1]. Quere-
mos demostrar que existen un niimero entero positivo N y un elemento x € U
tales que fN(z) € V.

Los conjuntos (U) y (V) son abiertos basicos de 2/%!. Como 2/ es topoldgi-
camente transitiva, existen A € (U) y un ntimero entero positivo N tales que
(21N (A) € (V). Esto es, la imagen de A bajo la funcién fV estd contenida
en V. Por lo que para cualquier x en A, A C U, f¥(z) estd en V. Por lo
tanto la funcion f es topolégicamente transitiva.

O

Teorema 2.3.3. Sea f: [0,1] — [0,1]. Si la funcién inducida 27: 2001 —
201 ¢s sensible con respecto a las condiciones iniciales, entonces la funcion
f:[0,1] = [0, 1] también lo es.

Demostracion. Sea § > 0 una constante de sensibilidad de 2/. Sean a € [0, 1]
y € > 0. Consideremos el conjunto {a} que es un elemento de 2!, Como
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27 es sensible con respecto a las condiciones iniciales, existen un elemento
B € BH({a}) y un ntimero entero positivo N tales que

H((2)™(B),(2")"({a})) = 8

De aqui tenemos que existen y € (2/)Y(B) = f¥(B) y 2 € (2/)N({a}) =
{fN(a)} tales que d(y, z) > 6. Asi, por un lado, z = fN(a) y, por otro, existe
r € B C B.(a) tal que f¥(z) = y. Es decir d(fN( ), fN(a)) >0

Por lo tanto la funcién f es sensible con respecto a las condiciones iniciales
con la misma constante de sensibilidad ¢.
O

Teorema 2.3.4. Sea f: [0,1] — [0,1]. Si la funcién inducida 27: 2001 —
2041 es caética, entonces la funcién f: [0,1] — [0, 1] también lo es.

2.4. Comentarios

Como puede verse, cuando tenemos una funcién f: [0, 1] — [0, 1], aunque
no siempre las propiedades del sistema dindmico ([0, 1], f) se heredan al
sistema dindmico inducido (2[%,27). Las propiedades dindmicas del sis-
tema (2% 27) si implican las mismas propiedades dindmicas en el sistema

([0,1], )-

En los siguientes capitulos, abordaremos las posibles generalizaciones de
estos resultados a otros espacios métricos compactos. En particular veremos
que la densidad de puntos periédicos en el sistema (2%,2/) no siempre se
hereda al sistema dinamico (X, f).

Los resultados contenidos en este capitulo son conocidos, el lector puede
encontrar demostraciones de ellos en [2, paginas 59-67]. Aqui presentamos
demostraciones ligeramente diferentes.

En relacion al ejemplo que usamos para demostrar el Teorema 2.2.2, dare-
mos a continuacion un ejemplo de un sistema dindmico mas sencillo definido
en S, con transitividad topoldgica y que induce un sistema dindmico que
carece de esta propiedad.
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Ejemplo 2.4.1. Sean S' la circunferencia unitaria contenida en R?, o un
dngulo irracional y ro : S* — SY, la rotacion de S* en un dngulo .

El sistema dindmico (S',r,) tiene transitividad topolégica ver [8, Teo-
rema 3.13]. Sin embargo, como veremos a continuacién el sistema inducido
(25", 27) no tiene esta propiedad.

Demostracién. Consideremos en S! la métrica inducida por la métrica usual
en R2. Tomemos A = {(0,1)}. Observemos que para todo B € (B(v/2, A))
se tiene que B C S'N{(x,y) | = >0} =C. Como r, es una isometria, se
tiene que para todo B € (B(v/2, A)),

H((2)"(B),8") > H((2)"(C), S") = H(C,S") = V2.

Por lo tanto, para todo B € (B(v/2,A)) y para toda n € N, (2)*(B) ¢
B(v2,S"). Es decir, (29)*(B) ¢ (B(v/2,S")).

Por lo tanto 27 no es topolégicamente transitiva.
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Capitulo 3

Transitividad topolégica

En este capitulo y el siguiente, trataremos de dar un panorama de las
relaciones entre las propiedades dindamicas de una funcion f: X — X y las
propiedades dindmicas de la funcién inducida 27: 2% — 2% desde un punto de
vista mas general. Es decir, consideraremos X, un espacio métrico compacto
y no degenerado cualquiera.

Concentraremos nuestra atencion en la transitividad topoldgica, ya que
serda muy importante para los resultados que discutiremos en el Capitulo 4.
Presentaremos sin embargo al final del capitulo algunos resultados relaciona-
dos con la sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales y la densidad
de puntos periodicos.

3.1. Funciones exactas

En el capitulo anterior, mostramos ejemplos de funciones que tienen tran-
sitividad topoldgica y tales que la funcién inducida no tiene esta propiedad.
Nuestro objetivo ahora consiste en encontrar qué propiedades debemos pedir
a la funcion f: X — X para garantizar que la funcién inducida es topologi-
camente transitiva.

Observemos que la demostracién que hicimos para el Teorema 2.1.5, puede
generalizarse para demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.1.1. Si la funcion f: X — X es exacta, entonces la funcion
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inducida 27 : 2% — 2% es topoldgicamente transitiva.

Pero a continuacion demostraremos un resultado mas fuerte, probaremos
que si f: X — X es exacta, entonces 2/: 2% — 2% es también exacta. De
hecho demostraremos que es equivalente que la funciéon f sea exacta en X a
que la funcién inducida 2/ sea exacta en 2%.

Teorema 3.1.2. La funcion f: X — X es exacta si y solamente si la funcion
inducida 27: 2% — 2% es ezacta.

Demostracion. Supongamos primero que f es exacta y demostraremos que
2/ es también exacta.

Sea U = (Uy,...,U,) un conjunto abierto bdsico no vacio en 2. Para
cada i € {1,...,n}, consideremos un conjunto abierto, no vacio, V; C U; tal
que V; C U;.

Como f es exacta, para cada 7, existe un nimero entero positivo N; tal
que fNi(V;) = X.

Sea N el mdximo de {Ni,..., N,}. Entonces f¥(V;) = X para toda 1,
pues f es suprayectiva.

Sean A € Qi ei € {1,2,...,n}. Como A C X = fN(V;), entonces
B; = [7M(A) NV} es un conjunto cerrado, no vacfo, tal que f¥(B;) = A.

Sea B = By UBy; U---U B,. Entonces B es un conjunto cerrado, no
vacio, que es elemento de (Uy,...,U,) y tal que f¥(B) = A. Por lo tanto
2f. 2% 5 2X e5 exacta.

Supongamos ahora que 2/ es exacta y demostraremos que f es también
una funcién exacta.

Sea U un subconjunto abierto de X. Entonces (U) es un subconjunto
abierto de 2%. Como 2/ es exacta, existe un ntimero entero positivo N tal
que (2H)N((U)) = 2¥X. Ya que X € 2%, esto implica que existe A € (U) tal
que (27)N(A) = X. Tenemos entonces que A C U y que fV(A) = X. Por lo
tanto, f¥(U) = X. Luego f es exacta.
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O

Si pedimos entonces que f: X — X sea exacta, garantizamos no sélo que
2/ 2% — 2% es topolégicamente transitiva, sino que ademas es una funcién
exacta. El hecho de que existen funciones topolégicamente transitivas que no
son exactas, como lo mencionamos para la funciéon del Ejemplo 2.2.2, hace
pensar que no es necesario pedir tanto, y que quizé pueda encontrarse una
propiedad mas débil para f que garantice la transitividad topolégica de la
funcién 27: 2X — 2%, Buscaremos entonces tal propiedad.

3.2. Funciones débilmente mezclantes

La transitividad topoldgica no obliga a que las érbitas de los puntos de X
se mezclen, por ejemplo, una rotacion irracional de la circunferencia unitaria,
es topoldgicamente transitiva y las érbitas no se mezclan bajo esta funcion,
ya que dados dos elementos distintos en S!, al aplicar la rotacién, sus posi-
ciones relativas siguen siendo las mismas no importando cuantas veces la
apliquemos.

Veremos ahora una propiedad que si hace que las érbitas se mezclen.

Definicién 3.2.1. Sea f : X — X wuna funcion en X. Decimos que f es
débilmente mezclante si dadas dos parejas (Uy, Us) y (Vi, Va) de subcon-
jJuntos abiertos y no vacios de X, existe un numero entero positivo n tal que

simultdneamente f"(Uy) NV # O y f"(Us) N Vy # Q.
De las definiciones correspondientes se desprende la relacion dada por el
siguiente esquema:
f exacta = f débilmente mezclante = f transitiva .

El ejemplo usado para demostrar el Teorema 2.2.2 muestra que hay fun-
ciones transitivas que no son débilmente mezclantes. Ademés en [17, Ejemplo
2.1.25] se muestra que el hecho de que f sea exacta, no implica que sea débil-
mente mezclante. De manera que las implicaciones reciprocas no son validas.
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Demostraremos ahora que pedir que la funcion f: X — X sea débilmente
mezclante, garantiza que la funcién inducida 2/: 2¥ — 2% es topoldgica-
mente transitiva. Mas aun, demostraremos que esta propiedad es lo menos
que podemos pedirle a la funcién f para que 2/ sea topolégicamente transi-
tiva. Para hacerlo necesitamos algunos resultados previos.

El siguiente resultado es conocido como Teorema de Furstenberg.

Teorema 3.2.2. Sean f: X — X una funcion débilmente mezclante, k un
numero entero mayor o igual que 2, y (Uy,...,Ux), (V1,..., Vi) dos colec-
ctones de conjuntos abiertos no vacios en X. Entonces existe un entero po-
sitivo n tal que f"(U;) N'V; # O para todo i € {1,...,k}.

Demostracion. Sea f: X — X una funcién débilmente mezclante.

Sean (Uy,...,Ug) vy (Vi,..., Vi) dos colecciones de conjuntos abiertos, no
vacios en X. Procederemos por induccion sobre k.

Si k = 2, la definiciéon de que f es débilmente mezclante, nos garantiza
que se cumple el resultado.

Supondremos el resultado para k y lo demostraremos para k + 1.
Sean (Uy,...,Uxs1)y (V1, ..., Viki1) dos colecciones de conjuntos abiertos,

no vacios en X. Ya que la funcién f es débilmente mezclante, existe un
numero entero positivo m tal que f™(Uy) NUpy1 # Dy f (Vi) N Vir1 # O.

U U,
fné fné
v, v,

Entonces los conjuntos

U=UN (") Upsr) v V=Vin(f™) " (Vis1)
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son abiertos y no vacios. Por lo que (Uy,...,Ux_1,U) y (V4,...,Vi_1,V) son
dos colecciones de conjuntos abiertos y no vacios con k elementos cada una.
Aplicando la hipotesis de induccién, tenemos que existe un ntmero entero
positivo n tal que f*(U;) NV; # @ para cada i € {1,...,k — 1} y ademads
fMU)ynvVv #£0Q.

Como f"(U)NV # @, entonces f"(Uy) NV, # O.

Consideremos ahora un elemento x € U, tal que f"(z) € V. Por la
construccién de los conjuntos U y V', sabemos que f™(f™(z)) € Vii1 y que
f™(x) € Ugy1. Como ademads

frT @) = () € Vi,

tenemos que f™(z) es un elemento de Uy,1 que bajo la funcién f" cae en
Vir1. De manera que f™"(Ugy1)N Vi1 # O,y asi se tiene el resultado deseado.
]

Lema 3.2.3. Una funcion f: X — X es débilmente mezclante si y solo si,

para cualesquiera tres conjuntos abiertos no vacios U, V. y W de X, existe
un nimero entero positivo n tal que f"(U)NV £ Q@ y f(U)NW # Q.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante.

Sean U, V' y W tres subconjuntos abiertos no vacios de X. Consideremos
las parejas (U,U) y (V, W). Entonces existe un niimero entero positivo n tal
que fr(U)NV £y fA(U)NW #£ Q.

Veamos ahora la afirmacion reciproca.

Consideremos (U, Us) y (Vi, Vs) dos parejas de conjuntos abiertos y no
vacios de X. Para Uy, Us y V5 por hipdtesis, tenemos que existe un entero
positivo m tal que

ffU)NU#0 y  [f"(Un)NVa# 0.

Sean S = Uy N f~™(Uy) y T = Uy N f~™(V3). Como ambos conjuntos son
abiertos no vacios, aplicando nuevamente la hipétesis a S, Ty V; tenemos
que existe un numero positivo k tal que

AENT£0 vy f{S)NVi#0.
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Como S C U, tenemos que f*(U;) N'V; # @.

Por otro lado el conjunto W = SN f~%(T) es un abierto no vacfo.

Sea x € W. Entonces como W C S C f~™(U,) tenemos que f™(z) € Us.
Ademsas como x € W C f~K(T), entonces f*(z) € T. Pero T C f~™(V5)
lo que implica que f™(f*(x)) = f*(f™(z)) € V4 por lo que tenemos que
fFU)NVa # 0.

Por lo tanto f es débilmente mezclante.
O

Teorema 3.2.4. Sea f: X — X. Entonces las siguientes tres condiciones
son equivalentes:

a) f es débilmente mezclante.

b) 2/ es débilmente mezclante.

c) 27 es transitiva.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente mezclante. Queremos de-
mostrar que 2/ es también débilmente mezclante.

Sean ((71, (72) y (\71, 172) dos parejas de conjuntos abiertos basicos no vacios
en 2%. Por la Observacién 1.3.2 podemos escribirlos de manera que todos
tengan el mismo numero de entradas.

U= (UL,...,Ub,  Uy,=(U?... U,
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Vi= (V) oy = ()

Queremos demostrar que existe un nimero entero positivo N tal que

NN £0 vy @)NO)nTe#£0

Consideremos las colecciones de conjuntos abiertos

(UL, ULUR U y (V. VL VE V).

Como f es débilmente mezclante, por el teorema de Furstenberg, existe un
numero entero positivo N tal que fN(Uij)ﬂVij # O paratodoi € {1,2,...,k}
y para todo j € {1,2}. Para cada i y j, sean ¢/ € U/ N (fV)~1(V/). Entonces
{qi,...,q}} es un elemento de U, que bajo (21)N cae en Vi y {¢2, ..., g} es
un elemento de ﬁg tal que bajo (2/)V cae en 172 Lo que implica que 2/ es
débilmente mezclante.

La afirmacién b) implica ¢) es inmediata. Como 2/ es débilmente mez-
clante, automaticamente 2/ es topoldgicamente transitiva.

Falta demostrar que c) implica a), es decir, que 2/ transitiva implica que
f es débilmente mezclante.

Sean U, V y W tres conjuntos abiertos no vacios de X. Por el Lema
3.2.3, basta demostrar que existe un ntmero entero positivo N tal que

NNV £0 vy NUNW £0.

Los conjuntos (U) y (V, W) son abiertos no vacios en 2%. Como 2/ es
transitiva, existe un nimero entero positivo N tal que

@YU NV W) # ©.

Sea B € (U)N((27)Y)~1((V,W)). Entonces B es un conjunto que esté con-
tenido en U tal que fN(B)NV # Oy fN(B)NW # @. Lo que implica que
NOYNV £Qy fNU)NW # Q. Ast f es débilmente mezclante.

]
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3.3. Mezclado débil y sensibilidad

También en el capitulo anterior probamos que si una funcién f: [0, 1] —
[0,1] es exacta, entonces la funcién inducida 2/: 201 — 201 (Teorema
2.1.6), tiene sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales. Con ar-
gumentos similares podriamos probar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Si la funcion f: X — X es exacta, entonces la funcion
inducida 27 : 2% — 2% tiene sensibilidad con respecto a las condiciones ini-
ciales.

La sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales de 2/ es una
propiedad que también estd relacionada con que la funcién f sea débilmente
mezclante. En lugar del resultado anterior, probaremos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. 5@ f: X — X es una funcion débilmente mezclante, en-
tonces la funcidn inducida 27 : 2% — 2% tiene sensibilidad con respecto a las
condiciones iniciales.

Para demostrarlo, probaremos primero que si f: X — X es débilmente
mezclante, entonces también es sensible con respecto a las condiciones ini-
ciales.

Teorema 3.3.3. Si f: X — X es débilmente mezclante, entonces f es sen-
sible con respecto a las condiciones iniciales.

Demostracion. Sea f: X — X una funcién débilmente mezclante. Sea § =
diam(X). Veremos que g es una constante de sensibilidad. Tomemos z € X y
un subconjunto abierto U de X tal que z € U. Como X es compacto, existen
ay b elementos de X, tales que d(a,b) = 4. Sean V = B(£,a) y W = B(Z,b).

Como f es débilmente mezclante, aplicando el Lema 3.2.3 a los conjuntos
abiertos y no vacios U, V' y W, tenemos que existe un niimero entero positivo

N tal que
NNV £0 v NUNW 0.

Sean y € UN (fN)"Y(V)y ze Un(fN)"(W). Tenemos que fN(y) € V
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y fN(z) € W. Ademés
0 = d(a,b) < d(a, f*(y)) +d(f"(y), [ (2)) + d(f¥(2),b).

Lo que implica que

003
8

d(fN(y), fN(2)) = 6 —d(a, fN(y) — d(fN(2),b) > 6 — = —

3
8 1

Por lo tanto d(f™(y), f¥(2)) > &.

Y como d(f¥(y), F¥(2)) < d(F¥(y), £¥(2) + d(f¥ (), F¥(2)), tenemos
que d(fN(z), fN(y)) > & o bien d(fN(z), f¥(z) > 4. Por lo que [ tiene
sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales es, en efecto, una
constante de sensibilidad.

[

)

v §
]

Ahora, si tenemos que la funcién f: X — X es débilmente mezclante,
por el Teorema 3.2.4 sabemos que la funcién 2/: 2% — 2% lo es también. Lo
que implica, por el resultado anterior, que 27 tiene sensibilidad con respecto
a las condiciones iniciales. Con lo que queda demostrado el Teorema 3.3.2.

3.4. Comentarios

Observemos que del Teorema 3.2.4 podemos decir que, aun cuando exis-
ten funciones transitivas que no son débilmente mezclantes, esto no puede
pasar si se trata de una funcién inducida en el hiperespacio 2%. Es decir,
toda funcién inducida 2f: 2¥ — 2% que es transitiva es, simultdneamente,
débilmente mezclante.

En el capitulo anterior probamos que si una funcién f: [0,1] — [0, 1] es
tal que el conjunto Per(f) es denso en [0, 1], entonces el conjunto de puntos
periédicos de la funcién inducida Per(2/) es denso en 2[%!. Siguiendo paso
a paso la demostracion de este resultado podemos demostrar el siguiente
resultado.

Teorema 3.4.1. Si el conjunto de puntos periddicos de f: X — X es denso
en X, entonces el conjunto de puntos periddicos de 25 : 2% — 2% es denso

en 2.

41



Con lo que hasta ahora hemos visto, si la funciéon f es débilmente mez-
clante, la funcién inducida 27 es topolégicamente transitiva, de hecho débil-
mente mezclante. De modo que tomando en cuenta el resultado anterior
tenemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 3.4.2. Si f: X — X es débilmente mezclante y tiene ademds
un congunto de puntos periddicos denso en X, entonces la funcion inducida
27 2% — 2% es cadtica seqin la definicion de Devaney.

En el capitulo anterior también mostramos que si tenemos una funcién
f:10,1] = [0,1] y sabemos que la funcién inducida 27: 2001 — 201 tiene
transitividad topoldgica, podemos concluir que la funcién f tiene también es-
ta propiedad (Teorema 2.3.2). Y que si sabemos que 27 tiene sensibilidad con
respecto a las condiciones iniciales entonces f también es también sensible
con respecto a las condiciones iniciales (Teorema 2.3.3). Como puede obser-
varse, las demostraciones que hicimos para esos dos teoremas no dependen
de que la funcién f esté definida en el intervalo y, de hecho, con los mismos
argumentos podemos demostrar los siguientes resultados.

Teorema 3.4.3. Sea f: X — X una funcion. Si la funcion inducida 27 : 2% —
2% es topoldgicamente transitiva, entonces la funcion f: X — X también lo
es.

Teorema 3.4.4. Sea f: X — X. Si la funcién inducida 27: 2%X — 2% es
sensible con respecto a las condiciones iniciales, entonces la funcion f: X —
X también lo es.

A diferencia de las dos demostraciones mencionadas, la del Teorema 2.3.1
depende fuertemente de que la funcion f esté definida en un intervalo, pues se
basa en el Teorema del Valor Intemedio, por lo que no puede generalizarse a
funciones definidas en otros espacios métricos compactos. De hecho, daremos
a continuacion un ejemplo de una funcién f: X — X que induce una funcion
con un conjunto de puntos periédicos denso en el hiperespacio 2%, pero que
ella mismas no tiene puntos periédicos.

Este hecho no deja de ser sorprendente, pues dado un elemento de X,
digamos x(, en cualquier vecindad de él hay un conjunto cerrado que regresa
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a sf mismo bajo alguna iteracién de 2/. Con esto todos los elementos de
dicho conjunto regresan a la vecindad. Sin embargo eso no es suficiente para
garantizar que hay un punto que regresa en si mismo.

Ejemplo 3.4.5. Sea S' la circunferencia unitaria, S' = {z € C| |z| = 1} v,
para cada n €N, sea f,: S* — S la funcién definida por f,(¢"?) = O+
Es decir cada funcion f, es una rotacion de dngulo %’r Observemos que
entonces cada elemento t € S tiene periodo n bajo f,.

Sea X =1[2, S*. Es decir
X ={t = (t1,ts,...)|tn € S*, para toda n € N}.

Definimos una métrica d en X de la siguiente manera:

.5 =y Wwon)

n=1

donde d es la métrica usual en S*. Sea f: X — X la funcion definida por:

f(t) = ftr,ta,..) = (fi(th), falta), .. ).

Puede demostrarse que X es un compacto y que la funciéon f es una fun-
cién continua. Demostraremos primero que la funcion f: X — X asi definida
no tiene puntos periédicos.

Demostracién. Supongamos que existe un punto ¢ € X y un ntimero N € N
tales que fV(f) = t. Esto implica que fN(t,) = t, para cada n € N. Es claro
que f*(t,) =t, y, sin > 2, fi(t,) #t, para 1 < j < n. Por lo que n divide
a N para toda n € N, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f no tiene
puntos periédicos.

O

Demostraremos ahora que a pesar de que la funcién f no tiene puntos
periédicos, la funcién inducida 2/ tiene un conjunto de puntos periédicos
denso en 2X.
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Demostracién. Empezaremos por demostrar que si A € 2% es un conjunto
de cardinalidad 1, entonces existe un conjunto B € 2%, cercano a A, que es
periédico bajo 2.

Sean t = (t1,ts,...) € X, A = {t} y £ un ndmero positivo. Tomemos
M € N tal que

i 1 €
n=M+1 2n 2

Sea N el minimo comtn miltiplo de {1,2,3,..., M}. Recordemos que t;

es un punto periédico de periodo 7 bajo f;. Asisi 1 < i < M, tenemos que

() =t

Entonces para cualquier j € N las primeras M coordenadas de ¢ y de
fIN(#) coinciden lo que implica que
@, PPN @) < i 1. e
’ - 2n 2
n=M+1
Dado lo anterior si consideramos los elementos de la érbita de ¢ bajo
I, o(t, fV), estaremos siempre dentro de la bola B(5,t). De esta manera el

conjunto B = w(Z, fV) estd dentro de la cerradura de esa bola y por lo tanto
en la bola B(e, t).

Sabemos que B es invariante bajo f y es cerrado, ver [7, Lema 4.2], por
lo que cumple las condiciones que necesitamos. Es decir,

Be2X 2HN(B)=By H(B,{t}) <e.

Tomemos ahora A, un elemento cualquiera de 2%, y un ntimero positivo
e. Como A es un conjunto compacto, existe un conjunto finito {ag,...,a;}
contenido en A, tal que:

!
€ _
A Q UBQX <§,ai> .
i=1
Aplicando lo que hicimos en la primera parte de esta demostracion para
cada conjunto {@;} encontramos un conjunto cerrado B; y un nimero natural

N; tales que B; € Box (5, {@}) v f*(B;) = B:.
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Sea N el minimo comun multiplo de {Ny, ..., N;}. Entonces el conjunto
B = Uli:1 B; cumple lo siguiente: H(B,{@a1,...,a}) < 5. Y como

H({a,...,@m}, A) <

I

NN RO

tenemos que
H(B,A) <e.

Ademés B es un punto periédico de periodo N bajo 27.

Por lo tanto el conjunto Per(2/) es denso en 2%.
0

Los resultados contenidos en este capitulo son ya conocidos y el lec-
tor puede encontrar sus demostraciones en los siguiente articulos: Una de-
mostracién del Teorema 3.1.2 puede consultarse en [10, Lema 5]. El Teorema
3.2.2 puede consultarse en [11, Lema 1.3] y el Lema 3.2.3 en [4, Lema 5].
Demostraciones del Teorema 3.2.4 pueden encontrarse en [5, Teorema 2], en
[11, Corolario 2.1] y en [1, Teorema 3.2]. El ejemplo 3.4.5 puede encontrarse

en [2, paginas 66-67].
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Capitulo 4

Un conjunto muy maleable

En este capitulo supondremos que la funcién f: X — X es débilmente
mezclante. Como ya vimos esto implica que la funcién 27/ : 2% — 2% es tam-
bién débilmente mezclante y por lo tanto transitiva. Consideraremos también
que X es un espacio métrico compacto sin puntos aislados. Lo que implica
que 2% no tiene puntos aislados.

4.1. Un ejemplo en >

El hecho de que la funcién inducida sea transitiva en un espacio métrico
compacto sin puntos aislados, llama nuestra atencion pues esto implica que
existe un conjunto A € 2% que tiene 6rbita densa bajo 2/, (Observacién
1.1.6). Es decir hay un subconjunto compacto de X cuya imagen bajo ite-
raciones de f pasa tan cerca como queramos de cualquier otro subconjunto
compacto de X.

No deja de sorprender el hecho de que exista un conjunto tan maleable,
es decir, que pueda parecerse mucho a conjuntos tan diferentes unos de otros
como pueden ser todos los subconjuntos compactos de X.

Nos surge entonces la pregunta, ;como es tal compacto A7, ;jqué carac-
teristicas deberia tener para poder aproximarse a todos los subconjuntos

compactos de X7

Es inmediato que A no puede ser finito y que las orbitas de todos los
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elementos de A deben acercarse bajo iteraciones de f a todos los elementos de
X, es decir las orbitas de los elementos de A deben ser densas en X. Ademas
en [1, Teorema 4.7| se demuestra que A tiene interior vacio. Aqui presentamos
una demsotracion un poco diferente.

Teorema 4.1.1. Si A € 2% es tal que w(A,27) = 2%, entonces Intx(A) = @.

Demostracion. Sea A € 2% tal que w(A,2/) = 2X.
Supongamos que Intx(A) # . Sean = € Intx(A) y € > 0 tal que
Bx<€, SL’) - A.

Ya que {7} € w(A,2/), existe k € N tal que H(f*(A), {x}) < . Entonces
fH(A) € Bx(e,z) C A.

Para toda n € N tenemos que

FE(HA)) € A,
es decir

FROEDA) C F(A).

Por lo tanto {f**(A)},cn es una sucesién decreciente que converge a
C =, f*(A). Esto implica por la Proposicién 1.1.1, que f*(C) = C'y
por lo tanto w(A,2/) = o(C,2/). Lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto Intx(A) = .
U

Para ver qué informacién adicional podemos obtener del conjunto A, en-
contraremos primero un conjunto con orbita densa en un sistema dinamico
sencillo.

Teorema 4.1.2. Existen un espacio X, una funcion f: X — X, y un con-
Junto A € 2% de la forma A = {a,}5°, U{ag},con lim, o, = ag. tales que
0(A,27) es un conjunto denso en 2%.

Demostracion. El espacio

Yo = {T = (21,29, 23,...)| 7; € {0,1} para todo i € N},
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es un espacio métrico compacto (de hecho es un conjunto de Cantor), con la
distancia definida de la siguiente manera:

Sean T = (x1,%2,%3,...) VY = (Y1,Y2,Ys, ...) dos elementos de 5. Su-
pongamos que x; = y; para todo ¢ < k 'y que zj # yi. Entonces la distancia
entre T y 7 estd dada por d(Z,7) = 1. Si para todo k € N, 2, = ), entonces
d(z,7) = 0.

La funcién o: ¥ — Yo definida por o(xq, 22, x3,...) = (22, 3,24, ...),
conocida como el corrimiento, es continua. Demostraremos que o es exacta
y por lo tanto débilmente mezclate. Asi 27: 2¥2 — 2>2 resulta ser transitiva.

= Demostraremos que la funcién o: ¥y — Yy es exacta.

Sea U un conjunto abierto no vacio, sea © € U y tomemos ¢ > 0 tal que
B(e,7) C U. Existe k € N tal que < e.

Entonces

W={yey | yy=u; paratodoiec {1,...,k}} C B(e,z) CU.

Es claro que entonces o*(W) = % v, por lo tanto, o*(U) = ¥

Por ser 27 transitiva y debido a la Observacién 1.1.6, sabemos entonces
que existe un conjunto compacto A € 2*2, cuya érbita bajo 2 es un conjunto
denso en 2*2.

Construiremos ahora uno de tales conjuntos. De hecho construiremos un
conjunto compacto A € 2*2 de la forma

A= {ao} U{@}nen,

donde lim,,_,o, @, = ag. Es decir A es una sucesién convergente junto con su
limite, tal que o(A,27) es un conjunto denso en 2*2.

Para construir tal sucesiéon {@,} procederemos de la siguiente forma:
Construiremos una matriz con un nimero infinito de renglones y un niimero
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infinito de columnas, y definiremos los términos de nuestra sucesién como los
renglones de dicha matriz.

M = (a;j) donde i,j € N.
Es decir haremos @, = (a,;) con j € N
El primer paso para constrir dicha matriz, consiste en determinar como
0 y 1 las dos primeras entradas del primer renglén,
aj; =0y ap=1
Copiamos este bloque para todos los siguientes renglones de la matriz, es

decir, hacemos a;; = 0y a;2 = 1 para toda ¢ € N.

Con esto logramos que bajo alguna iteracion de o la sucesion completa
se acerque con precisiéon de una cifra a todos los subconjuntos de ¥, de
cardinalidad 1.

El segundo paso es agregar un segundo bloque que construimos como
sigue:

Con elementos del conjunto {0, 1} se pueden formar cuatro parejas dife-

rentes,
00, 01, 10, 11.

Construimos ahora todas las parejas que se pueden formar usando los
cuatro elementos anteriores. Obtenemos 16 arreglos de 2 x 2:

o O
o O
o O
)
)

Reuniendo todos estos arreglos de 2 x 2 formamos el segundo bloque:

00 00 00O 00 01 01 o1 O1 10 10 10 10 11 11 11 11
0o 01 10 11 00 O1 10 11 00 O1 10 11 OO O1 10 11
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Las entradas (a;;) con i € {1,2} y j € {3, ..., 34} las definimos agregando
este segundo bloque.

En el primer paso ya habiamos definido las dos primeras coordenadas
de @y y ay al agregar el segundo bloque, definimos ahora sus siguientes 32
coordenadas.

a; =01 00000000010101011010101011 1111 11...
a;=0100011011000110110001101100011011...
Para terminar el segundo paso, para cada ¢ > 3 hacemos las entradas

de la matriz a;; = ag; para j € {1,...,2+ 2 x 2* = 34}. Con lo que hemos
determinado las primeras 34 coordenadas de todos los términos de la sucesion.

En este paso logramos que toda la sucesién se acerque bajo alguna ite-
raciéon de o con precision de dos cifras a todos los subconjuntos de ¥, de

cardinalidad menor o igual que 2.

El tercer paso consiste en agregar un tercer bloque construido de la si-
guiente manera:

Formamos las 23 ternas posibles usando los elementos del conjunto {0, 1}:

000, 001, 010, O11,..., 111.

Con ellas, tomadas de 3 en 3, formamos todos los posibles 23*3 arreglos
de 3 x 3:
0 00 0 00 000 1 11
0 0 0, 00 0, 00 0, , 1 11
0 00 0 01 010 1 11

Reuniendo todos estos arreglos de 3 x 3 formamos el tercer bloque, este
bloque tiene tres filas y 3 x 233 columnas:

20



000 000 000 000 000 ... 111
000 000 000 000 000 ... 111
000 001 010 011 100 ... 111

Para cada i € {1, 2,3}, determinamos las entradas a;; con
Je{242x222 41, ...,242x 222 4 3 x 233

agregando este tercer bloque.

Hasta ahora hemos determinado 3 x 23*3 entradas adicionales a las 34 ya
definidas en el paso anterior para los primeros tres términos de la sucesion.

Para terminar este paso, para cada ¢ > 4 hacemos a;; = as; para toda
J <242 x22%2 4 3 x 23%3

Con este tercer paso logramos que toda la sucesion se acerque bajo alguna
iteracion de o con precisién de tres cifras a todos los subconjuntos de >y de
cardinalidad menor o igual que 3.

Siguiendo este proceso indefinidamente. En el n-ésimo paso agregamos un
bloque formado por todos los posibles arreglos de n x n contruidos con los

elementos de {0, 1}. Determinamos asi las siguientes n x 2"*™ entradas a;;
conie{l,....,n}y

Je{242x27243x 2304 4 (n—1)x 2Ty 94 9%0P 2135 2% 5 2™

Y, finalmente, para ¢ > n + 1 hacemos a;; = a,; para toda

FL24+2 %272 43 x 2% 4 x 2
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= 01 0000---11 000 000---111 0000 0000---1111 00000 00000 ---11111
01 0001---11 000 000---111 0000 0000---1111 00000 00000 ---11111
01 0001---11 000001---111 0000 0000---1111 00000 00000 ---11111
01 0001---11 000001---111 0000 0001---1111 00000 00000 ---11111
= 01 0001---11 000 001---111 0000 0001---1111 00000 00001 ---11111

sl 218l 8l 8l
I

Al agregar este n-ésimo bloque nos aseguramos de que toda la sucesién,
bajo alguna iteracion de o se acerque con precision de n cifras a los subcon-
juntos de Y5 de cardinalidad menor o igual que n.

Observacién 4.1.3. La sucesion definida por los renglones de la matriz
construida converge.

Efectivamente, como a partir del enésimo paso se tiene que las primeras
n cifras (de hecho muchas mds) de los términos @ con k£ > n, coinciden,
la sucesion construida es convergente. Tomamos entonces la cerradura de
{@x }ren y ese serd nuestro conjunto A.

A = Cl({@ }ren)-

Debido a la forma en que construimos A, sabemos que el espacio de todos
los subconjuntos finitos de 35, F(X5), estd contenido en la cerradura de
0(A,279). De aqui que o(A4,2%) es un conjunto denso en 22,

O

Es quiza mas sorprendente el hecho de que se puede demostrar el siguiente
resultado general.

Teorema 4.1.4. Sea f: X — X tal que 27 : 2% — 2% es transitiva. Entonces

existe A € 2% de la forma A = {ao} U {a, }nen, donde lim,_,oa, = ag, tal
que su orbita bajo 2/ es un conjunto denso en 2%.
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Para demostrarlo seguiremos una idea muy parecida a lo que hicimos para
Y9, probaremos primero el siguiente lema.

Lema 4.1.5. Sea f: X — X una funcion débilmente mezclante. Dada

una coleccion de conjuntos abiertos no vacios Wi, ..., Wy, en X y dados
Ui, ..., U, conjuntos abiertos bdsicos de 2% de la forma U; = (U{,... UL),
existen m conjuntos abiertos no vacios de X, V; C W;, y un niumero entero
positivo N tales que si A € 2% es tal que A € (Vi,...,Vy,), entonces para

cadal <i<n

(A, f(A),....fNA}NT; £ 0.

Demostracion. Sea (Wy, ..., W,,) una coleccion de m conjuntos abiertos no

—~

vacios en X y consideremos n conjuntos abiertos basicos no vacios Uy, ..., U,
de 2% de la forma U; = (U}, ..., U! ). Procederemos por induccién sobre n.

Para n = 1, tenemos el conjunto U; = (UL, ..., UL).

Las colecciones (Wy,...,W,,) v (Ul,...,U}) constan de m conjuntos
abiertos en X cada una.

Como f es débilmente mezclante, por el teorema de Furstenberg, existe un
niimero entero positivo N, tal que f¥(W;)NU} # @ paratodoi € {1,...,m}.
Entonces V; = W; N f~™(U}) es un conjunto abierto no vacio contenido en
Wi.

Sea A € (Vi,...,V,,). Entonces ya que A C | J;*, V;, tenemos que

YA C Y (U W) = mNw) clyut
i=1 i=1 i=1
y va que ANV, # ) para todo i € {1,...,m} tenemos que
O # fNANV) € fAA) N W) C AN T
Lo que implica que fV(A) € U,

Supongamos ahora que la propiedad se cumple para cada coleccion de n
conjuntos abiertos basicos y no vacios de 2% de m entradas cada uno.
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Sean Uy, ...,U,,1 conjuntos abiertos basicos y no vacios en 2%, donde
cada U; puede escribirse como U; = (U7, ..., U}).

Usando nuevamente el Teorema de Furstenberg, tenemos que existe un
nimero entero positivo Nj tal que

N- n n+1
U NUT £ 0
para cada j € {1,...,m}.

Sea V' = UP N f‘Nl(UfH) para cada j € {1,...,m}.

El conjunto V* = (V/*, ..., V.*) es un abierto no vacio y estd contenido en
U,. Ademas Uy, ...,U,_1, V* son n conjuntos abiertos basicos y no vacios en

2% que pueden escribirse con m entradas. Por hipétesis de induccién, existen
un entero positivo M y conjuntos abiertos no vacios V; C W;, 1 < i < m,
tales que si A € (V4,...,V,,), entonces

{A, F(A), ..., fMANNT; £ 0

para j € {1,...,n— 1} y, ademas,

(A, f(A), ..., A} NV* £ 0.

Esto tltimo implica que f/(A) es un elemento de 2% tal que f7/(A) €
V* C U, para alguna 0 < J < M. Ademas

n—1 n—1

SR A) = (U(AﬂVi)) = L_J (P anv) c | o

i=1 i=1

Por otro lado, f/*M(ANV;) C UM y como ademds ANV; # O en-
tonces f/N(ANV,) NUM! # @ para toda i € {4,...,m}. Esto implica
que f7N(A)Y N UM #£ @ y por lo tanto f/HN(A) € U,4y.

Por lo tanto N
[AS(A), . PN AN T £ 0
para cada i € {1,...,n+ 1}.
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Demostraremos ahora el resultado prometido, el Teorema 4.1.4, es decir
que para cualquier funciéon f débilmente mezclante, existe un elemento de
2% con érbita densa bajo 27, que es la cerradura de una sucesién convergente
en X.

La idea es la siguiente: si el diametro de X es gy, construiremos una
sucesién cuya 6rbita bajo la funcién 27, pase a una distancia menor que 5
de todos los conjuntos de cardinalidad 1; que pase a una distancia menor que
=5 de todos los conjuntos de cardinalidad menor o igual que 2 y, en general,
que pase a distancia menor que ££ de todos los conjuntos de cardinalidad
menor o igual que n. De esta manera la érbita de dicha sucesién pasard tan
cerca como queramos de todos los subconjuntos finitos de X y dado que F'(X)
es denso en 2%, entonces la érbita pasard también tan cerca como queramos

de todos los elementos de 2.

Demostracion. (Teorema 4.1.4)

Sea g9 = diam(X) y, para cada n € N, sea ¢, = 2.

Como probamos en la Proposicién 1.3.6, el conjunto F'(X), de los subcon-
juntos finitos de X, es un conjunto denso en 2. Por lo que basta encontrar
un conjunto A que sea la cerradura de una sucesion convergente y que, bajo
la funcién 2/, tenga una érbita cuya cerradura contenga a F'(X).

Construiremos entonces tal conjunto A. Consideremos primero una colec-
cién numerable de cubiertas abiertas finitas de X. Para cada n € N sea

ﬁn - {Unla ey UnT’n}7

una cubierta abierta de X tal que, para toda i € {1,...,r,}, Uy es no vacio
y diam(Uy;) < &p.

Consideremos la cubierta (71.
Por el Lema 4.1.5 aplicado al abierto U;; de X y a los r; abiertos bésicos

y no vacfos (Uyy),. .. (Ury,) de 2% existen un conjunto abierto no vacio U; C
U1 y un nimero entero positivo N; tal que si A € (Uy), entonces

{A, f(A), ..., AN (Uy) # 0
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para todo i € {1,...,7}.
Sea W7 un conjunto abierto no vacio de X tal que

W, CW, CU.
Hagamos C; = W, y C; = (Cy).
Observemos que para todo A € 2% contenido en W, se tiene que, dado
{a} € Fi(X) existe Uy, € U; tal que {a} € (Uy). Sabemos que existe

je{l,...,Ni} tal que f/(A) € (Uy) y por el Lema 1.3.4 esto implica que
H({a}, f7(A)) <er.

o Seﬁn Viy VWV, cormmtos abiertos no vacios contenidos en (', tales que
ViNnVy, =0y diam(V;) < ey para cada j € {1,2}.

Aplicando el Lema 4.1.5 para la pareja de conjuntos Vi y V5 y todos los
abiertos bésicos y no vacios de la forma (Uss, , Uss,) con s1,89 € {1,2,..., 72},
tenemos que existen conjuntos abiertos no vacios Vi* C Vi y V C Vv
existe un ndmero entero positivo N, tales que, para todo A € 2% tal que
A e (Vi V), se tiene que

{A7 f(A)7 SRR fN2<A>} N <U2817 U282> 7£ @7

para toda pareja (sq,s2) € {1,...,r2} X {1,...,m}.
Sean Wy, y Wi, conjuntos abiertos no vacios de X tales que

Wi CWy CVy Wi, CWi, C VS

Sean C; = W—n s Cr = W—m y Cy = (Cn, C12>-

Asf para todo A € 2% tal que A € (Cy;,C,) se tiene que, si tomamos
un elemento E de Fy(X), existen Usy,, Usg, € (72, no necesariamente distin-
tos, tales que E € (U, Uak,). Sabemos que existe j € {1,..., No} tal que
f7(A) € (Uak,, Uap,) y por el Lema 1.3.4 esto implica que H(FE, f/(A)) < ea.
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Sea V111 un conjunto abierto no vacio contenido en C1y y sean Vig; v Vigo
conjuntos abiertos no vacios contenidos en Cis, tales que los conjuntos V,, p,ps
sean ajenos dos a dos y tengan didmetro menor que 3.

Por el Lema 4.1.5 existen, un numero entero positivo N3 y conjuntos
abiertos no vacios
* * *
Vin € Vi, Vigg © Viar y Vigy € Vi

tales que si A € (Vii;, Vi5, Vih,) entonces

{A7 f(A>7 R fN3<A)} N <U3317 U3S27 U383> 7£ %

para toda terna (s1,se,83) € {1,...,r3} x {1,...,r3} x {1,...,7r3}.

Sean Wi11, Wis1, Wigs conjuntos abiertos no vacios tales que

Wit CTWin €V, Wion CTWigy TV vy Wigg © Wigg C Vi,

Hagamos

Clll = W1117 Cl21 = W1217 Cl22 = W1227 y C3 = <Cllla Cl217 C(122>-
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C
C11 12

Hasta aqui tenemos lo siguiente: para todo A € (C111, Cia1, Cia2), vy para
todo E de F3(X), existen Usy,, Usk,, Usg, € (73, no necesariamente distin-
tos, tales que E € (Usy,, Usk,, Usk,). Sabemos que existe j € {1,2,..., N3}
tal que fI(A) € (Usgy, Usky, Usps) v, por el Lema 1.3.4, esto implica que
H(f'(A),E) < es.

En general, para construir el conjunto C, a partir de C,,_;, tomamos un
conjunto abierto no vacio V,,,,.. », .1 contenido en cada entrada C,, ,, , de
Cn_1. Y, si el ultimo digito de py...p,_1 €s p,_1 = 2, tomamos ademdas un
abierto no vacio Vp,p,.p, 12 € Cp, 5., de forma que los conjuntos V,,p,. p.
sean ajenos dos a dos y tengan didmetro menor que &,.

Por el Lema 4.1.5 existen un conjunto abierto no vacio V,; . contenido
en cada Vj,p,. p, ¥ un nimero N,, € N tales que si

* * * *
Ae (Vi Vs 1 Visor 10+ Visg a)s

entonces
{A, f(A), R fN”(A)} N <Un31, R Unsn) £0

para todo (s, Sg,...,8,) € {1,..., 1 }".
Tomemos abiertos

Y7 *
Wp1p2---Pn g Wp1p2---Pn g ‘/;)1})2...])”

y sea Cpips..pn = Wpips..pn-

El conjunto C, se define entonces como

Cn = <Cll...17 CY1211...17 tt Cl22...2>-
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La situacién se ilustra en el siguiente esquema donde las flechas hacia
arriba indican contencion:

G= ( O )

T N

C:= ( Cun Cia )
T T N

C3= ( Cin Cin Craz )
T T N

De manera que si A € C, entonces para todo elemento E de F,(X),
existen Uk, Unky, - - -, Unk,, € Uy, no necesariamente distintos, tales que

FE e <Unk17 Un]@, e Unkn>

Tenemos que existe j € {1,..., N, } tal que f7(A) € (Upniy, Unkys - -+ s Uk, ) Y
por el Lema 1.3.4 esto implica que H(f7(A), E) < &,.

Definimos entonces el conjunto Adela siguiente manera:
o
A= (¢
n=1

Como la sucesién {C,},en es una sucesion anidada de conjuntos com-
pactos, sabemos que A es un conjunto compacto no vacio.

Observemos que cada una de las entradas de C,,
Cui.1, Crorase - ,Choa.2

tiene didmetro menor que &,. Por lo tanto diam(C,) < €,. Entonces, como
e, tiende a cero, A estd formado por un sélo elemento de 2%, A = {A}.
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Demostraremos que el conjunto A, asi definido, es como querfamos: la
cerradura de una sucesion convergente, y es tal que la cerradura de su érbita
bajo 2/ contiene a F(X).

Para demostrar que A es la cerradura de una sucesién convergente defi-
namos una funcion de la siguiente manera:

Dada pips ... p, tal que p; € {1,2}, sea g(p1,...,pn) la cardinalidad del
conjunto {i € {1,...,n}| p; = 2}.

Observemos lo siguiente:

1.- La coleccién {C4, Cy1,Ci1y, ...} forma una sucesién anidada de con-
juntos compactos no vacios cuyo diametro tiende a cero.

2.- Los conjuntos Cplpz,.,pn tales que g(p1p2 .. .pn) es constante, forman
una sucesion anidada de conjuntos compactos no vacios cuyo didmetro tiende

a Cero.

3.- Los conjuntos Cy,,,. p, tales que p, = 2 forman también una sucesion
anidada de compactos no vacios cuyo diametro tiende a cero.

4.- Sean Cpipy pn V Corgo..a tales que g(pipa...pn) # 9(Q1G2- .- qm) y
tales que p, = ¢, = 1, entonces Cy,p,.. 5, N Cpipo..pn = D.

Sea a; la interseccién de la colecciéon {Cq, Ciy, Chi1, - - - }-
Sea a;, la interseccion de todos los conjuntos

Cpips..pn tales que g(pipa...pn) =k — 1

y sea ag la interseccion de todos los conjuntos C,,,,. », tales que p, = 2.
Sea A* = {ay,aq,...} U{ag}.
Observemos que para toda n € N, A* € C,. Lo que implica que A* = A.

= Demostraremos que ag es un punto de acumulacion de A.
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Sea € > 0. Como el didmetro de C),,,,. ,, tiende a cero cuando n tiende a
infinito, existen N € Ny Cpp,..pn con py = 2, tal que Cp,p,. o € Ble, ap).
Como Cy,p,.. py1 €sta contenido en Cy,p, py v ademas

Cplm---pz\rl N Cp1p2---p1\r2 =0,

entonces ay es un elemento de A diferente de ay que estd en B(e, ag). Por lo
tanto ag es un punto de acumulacion de A.

= Demostraremos ahora que ay es un punto aislado de A para todo k # 0.

Sea k # 0. Existen N € Ny Cp,p,.py tales que g(p1pa2...pn) =k —1y
py = 1. Sabemos que a; € Cp,p,. py- Como las entradas de Cy son ajenas
dos a dos, existe € > 0 tal que siempre que (q1q2...qn) # (pP1D2...PN) s€
tiene que B(e, ar) N Cyrgp..qn = D Esto implica que

6(6, ak) N .A = {ak}

Por lo tanto para k # 0, a; es un punto aislado.

Los dos puntos anteriores implican que A es un conjunto compacto de la
forma

A = {an}nen U {ao}

donde a,, tiende a ag cuando n tiende a infinito.

= Demostraremos ahora que la cerradura de la 6rbita de A bajo la funcion
2/ contiene a F(X).

Sean B = {by,...,bs} € F(X) y € > 0. Supongamos que L es un niimero
natural tal que ¢, < ¢ y s < L. Consideremos la cubierta UL y tome-
mos elementos de la cubierta que contengan a los elementos de B, es decir,
ULk, .-, ULk, tales que b; € Ury,. Por la construcciéon que hicimos, tenemos
que ya que A € Cp, entonces existe un numero entero 1 < M < N, tal que

H(fY(A),B) = H((2")"(A), B) <e.
Por lo que F(X) estd contenido en la cerradura de la érbita de A bajo 27.

Asf 0(A,27) es un conjunto denso en 2.
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4.2. Comentarios

Cuando emprendimos la bisqueda de un conjunto que tuviera érbita den-
sa bajo la funcién 2/, tenfamos la idea de que este tendria por fuerza una
topologia complicada, pensabamos que probablemente tendria que ser un
conjunto de Cantor. La sorpresa fue entonces encontrar que dicho conjunto
con Orbita densa podia ser un conjunto mas sencillo.

Con argumentos parecidos a los de la demostracion del teorema 4.1.4
puede demostrarse que existe también un conjunto de Cantor E € 2¥ tal
que bajo 2/ tiene érbita densa en 2%. Mds aun, puede demostrarse que hay
un conjunto de Cantor en 2% que tiene la propiedad de que todos sus sub-

conjuntos infinitos y cerrados, tienen érbita densa bajo la funcién 2/. Ver
[12].
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