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Introduccion

La técnica de forcing fue inventada por Paul Cohen en 1963 para probar la independencia de
la hipdtesis del continuo de los axiomas de Zermelo—Fraenkel con eleccién. La idea de esta técnica
es semejante, pero mas elaborada, a la construccién de C. En la construcciéon de C empezamos con
un modelo de los axiomas de campo, R y consideramos un nuevo ntimero i que cumple 2 = —1 y
cerramos a RU {i} bajo las operaciones algebraicas de tal forma que obtenemos otro modelo de los
axiomas de campo, C, donde todos los polinomios tienen raices. En el caso de forcing haremos algo
muy parecido: empezaremos con un modelo de ZFC' (al que llamaremos modelo base), anadiremos
un nuevo conjunto (es decir, un conjunto que no esta en el modelo base) y lo cerraremos bajo las ope-
raciones conjuntistas para obtener un nuevo modelo de ZFC' (que serd llamado extensién genérica).

Los objetivos de este trabajo son, mostrar como a partir de un modelo de ZF'C' y un conjunto
nuevo, construir otro modelo de ZFC; y hacer ver un poco del gran potencial de esta técnica,
haciendo algunos ejemplos sencillos de pruebas de consistencia relativa.

Pero ese no es todo el potencial que tiene forcing, pues ha tenido modificaciones bastante in-
teresantes. Una de ellas serd vista muy brevemente es éste trabajo, el producto de forcings, que es
como una forma débil de iterar forcing. Otra variante es hacer forcing con una clase propia (noso-
tros veremos como hacer forcing a partir de un orden parcial, que es un conjunto). También, en el
camino del modelo base al modelo genérico es posible que se pierdan propiedades “buenas” y tratar
de preservarlas dio origen al proper forcing.

En fin, desde su nacimiento forcing se ha ido haciendo més importante, no sélo en teoria de con-
juntos sino en otras areas como algebra o topologia. Al ver su rapido crecimiento cabe preguntarse
si forcing puede resolver todos los problemas de la matematica clasica.

Para desarrollar la técnica de forcing lo haremos con una generalizacion del concepto de modelo
llamado modelos booleano-valuados, que (a mi parecer) es la forma més intuitiva de construir el
nuevo modelo de ZFC. También a lo largo de todo el trabajo haremos uso de un abuso de notacién,
ya que hablar de la existencia del “conjunto nuevo” del que habiamos hablado arriba no es algo
facil y veremos que si el modelo base es numerable entonces si podemos asegurar la existencia de
este conjunto. En cambio, usaremos como modelo base al universo V, pues al tomar un modelo
numerable de ZFC' y trabajar dentro de €l las cosas se verian igual que si estuviéramos en V', pues
al ser modelo de ZFC él cree que es el universo V. Con esto no hay problemas en suponer que
estamos en V' y aun asi dar un conjunto nuevo.

Debido a que el enfoque que le daremos al forcing es con modelos booleano-valuados, el primer
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VIIT INTRODUCCION

capitulo estard destinado a ver los resultados que necesitamos de algebras de Boole.

En el segundo capitulo nos encargaremos de dar las nociones bésicas del forcing y ver como es
posible trasladarlas a dlgebras de Boole. Luego sera necesario generalizar el concepto de estructura
para definir lo que es una estructura booleano-valuada y como pasar de una de estas estructuras a
una estructura bivaluada. Una vez hecho esto construiremos una estructura booleano-valuada que
sea modelo de ZFC y diremos qué es la relacién de forcing, para que a través de esta relacién
podamos dar un modelo bivaluado de ZFC que cumpla lo que queremos.

En el tercer capitulo veremos un poco del potencial de la técnica de forcing haciendo algunas
pruebas de consistencia relativa. Aqui no sélo veremos que una eleccién adecuada de un conjunto
nuevo (a partir de un orden parcial) genera modelos de enunciados como la hipétesis del continuo,
0 su negacién, o el axioma diamante, entre otros. Ademds veremos como hacer un cambio en la
construccién de la extension genérica para obtener un modelo de la negacién del axioma de eleccidn.

Finalmente haremos notar el parecido entre el forcing y los ultraproductos (especificamente con
el teorema de Lo$, uno de los resultados més importantes para los ultraproductos), mediante el uso
de estructuras booleano-valuadas.



Capitulo 1

Algebras de Boole

Aqui daremos una introduccion a las algebras de Boole, que son una herramienta fundamental
para el desarrollo de la técnica de forcing como la veremos en este trabajo.

1.1. Latices

Definicién 1.1. Una latiz (L, <) es un conjunto L # () con una relacién < reflexiva, transitiva y
antisimétrica sobre L (es decir (L, <) es un orden parcial reflexivo) en la cual cada par de elementos
x,y € L tiene infimo y supremo, denotados por x Ay y x V y respectivamente

L abreviard a (L, <) y diremos que L es una latiz.

Observacién 1.2. Sea L una latiz, entonces, todo subconjunto finito de L tiene supremo e infimo.
Prueba. Se sigue de la definicién y un procedimiento inductivo. O

Definicién 1.3. Sea x un cardinal infinito. Decimos que una latiz L es k-completa siy s6lo si para
cualquier subconjunto A de L tal que |A| < k, A tiene supremo e infimo, denotados por \/ Ay A A
respectivamente. Diremos que una latiz L es completa si y solo si es k-completa para todo cardinal
K.

Proposiciéon 1.4. Sea L una latiz y x,y,z € L, entonces:

xVy=yVa TAYy=yAzx (1.1)
zV(yVz)=(zVy Vz cA(YAz)=(xAy) Az (1.2)
@Vy)rhy=y  (zAy)Vy=y (1.3)

Prueba. Solo se probaran las identidades de la izquierda. Las de la derecha son anélogas.

(1.1) e <yVa,y<yVzycomozVy es el supremo de z y y, entonces z Vy <y V z y de igual
formayVvae<zVy.

(1.2) Se sigue de la definicién de supremo.

(1.3) (zVy) Ay <y es clara, para la otra desigualdad basta notar que y < (zVy) y y < y.
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2 CAPITULO 1. ALGEBRAS DE BOOLE

O

Ahora veamos que si una latiz tiene un elemento maximal, entonces es tunico, es decir, este
maximal es médximo y se denota 1 y si tiene minimo este minimo se denota 0, es decir:

Lema 1.5. Si una latiz L tiene un mazimal,entonces es unico.

Prueba. Supongamos que x y y son elementos maximales de L, entonces z <z Vyyy<zxVyy
por nuestra suposicion se tiene que t =xVyy y=x Vy, por lo tanto x =y O

Definicién 1.6. Sea L una latiz, entonces:

(i) L se llama complementada si y sélo si L tiene 1y 0 y:

Paracadax € Lhayye LtalquezVy=1yxzAy=0 (1.4)
(ii) L se llama distributiva si y sélo si para cualesquiera x,y,z € L
(xVyY)ANz=(xAz)V(yAz) (1.5)

Proposiciéon 1.7. Sea L una latiz distributiva, entonces para cualesquiera x,y,z € L, se cumple
(xAy)Vz=(zVz)A(yVz).

Prueba. Sean z,y,z € L y supongamos que (x Vy) Az = (xAz)V (yAz), asi se tiene que:

(xVy)A(evz)=[zA(zV2)]|V[yA(zVz)
=zV[yAz)V(yAz)
=[zVvynrz)VvyAz)
=z V(yAz)
Esto termina la demostracién O]

Lema 1.8. En una latiz L complementada y distributiva todo elemento tiene un inico complemento.

Prueba. Supongamos que y y z son complementos de x en L, entonces:

y=yAnl
=yA(zVzx) z es complemento de x
=(yAz)V(yAz) distributividad
=(WyAz)VO0 y es complemento de x
=(yAz)V(zAz) z es complemento de
=(yVz)Az distributicidad
=z y es complemento de x

O

Con esto ya podemos dar una notacién al complemento, si z € L, entonces —x o x* denotaran
al complemento de z.



1.2. ALGEBRAS DE BOOLE 3
Lema 1.9. Sea L una latiz distributiva y complementada y x,y € L, entonces —~(x Vy) = -z A —y
y~(zAy)=-zV-y.

Prueba. Solo probaremos la primer identidad pues la otra se prueba de forma anéloga. Entonces:

(xVy) Az A-y) =[(zVy) Azl Ay
=[(x A-z) V (y A—x)] Ay
=(yA-2)A-y=0

Y (xVy)V (—x A-y) =1 se prueba de forma andloga, por lo tanto —x A =y es el complemento de
2 Vy y por 1.8 los complementos son tnicos, entonces —(z V y) = -z A —y O

1.2. Algebras de Boole

Definicién 1.10. B se llama dlgebra de Boole siy s6lo si B es una latiz distributiva y complemen-
tada.

Hemos introducido la nocién de algebra de Boole dando un orden parcial y construyendo gra-
dualmente su estructura. Pero ahora veremos otra forma de definir un dlgebra de Boole, que es
como una estructura algebraica y es de aqui de donde se toma el nombre de ‘dlgebra’ de Boole.

Definicién 1.11. Un dlgebra de Boole es una estructura & = (B,V,A,—,0,1) que satisface las
propiedades (1.1)-(1.5).

Para ver que el objeto que se definié en 1.10 y en 1.11 es el mismo lo que debemos hacer por un
lado es, por un lado, dada una estructura definir un orden parcial reflexivo que cumpla (1.1)-(1.5)
y, por otro lado, definir las operaciones por medio del orden, que es la construccién que ya hicimos.
Entonces definamos un orden para la estructura %, diremos que x < y si y s6lo si x Ay = z. Es
facil ver que un orden definido asi hace que B sea una latiz complementada y distributiva donde
el infimo, supremo y complemento coinciden con las operaciones algebraicas con las que habiamos
empezado.

Ahora veamos otra forma de definir un orden equivalente a la nuestra.

Proposicién 1.12. Sea B un dlgebra de Boole y x,y € B, entonces x <y si y solo si x A -y = 0.
Prueba.
(=) Como x < y entonces x = z Ay y asi tenemos que z A -~y = (x Ay) A—y =0
(<) y=yVvOo=yV(@A-y) =yVz>z.
O
Observaciéon 1.13. Sea B un édlgebra de Boole y x,y € B, entonces x < y si y sélo si ~x Vy = 1.
Ahora definiremos una operacién en un dlgebra de Boole ya que nos abreviard la escritura.

Definicién 1.14. Sean B un dlgebra de Boole y z,y € B, definimos (z = y) (la implicacion de x
con y) como —x V y.
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Otra forma de describir esta operacién es diciendo que el elemento (x = y) es el mds grande

que al hacer infimo con z es menor o igual que y, como lo afirma el siguiente lema.

Lema 1.15. Sean x,y,z € B, entonces:
z<(x=vy) siysdlosi zANx<y
Prueba. (=)

z<(z=y)<=z<-xVy
= 2Nz < (-zVy Az
= zAxz<zxTAYy
—zANxz <y

zhe<y= (zAz)V-z<-zVy
= zV-uz<(z=y)
= z2< (z=y)

Proposicion 1.16. Sean B un dlgebra de Boole y x,y,z € B, entonces:

(i) Six <y, entonces ~y < —ux.

(i) Six <y, entonces (z = ) < (2 = y).
(iii) Six <y, entonces (y = z) < (x = 2).
(v) (x=1y)=1 siysdlo siz<y.

Prueba. (i) Se sigue de 1.12

(ii) Sea a € B, entonces a < (z = ) siy sélosiaAz <z <y, por lo que a < (z = y).

(iii) Sea a € B, entonces a < (y = 2) siy sélosi aAy < z, asf aAz < z, por lo tanto a < (x = 2).

(iv) Se sigue de la observacién 1.13

1.3. Filtros y Ultrafiltros

O

Definicién 1.17. Un filtro sobre una latiz L, es un subconjunto F de L, propio y no vacio que

satisface:
(a) paratodoz,y € F,x Ay e F

(b) paratodoxz € Fyye€ L,si x <y entonces y € F
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Un ideal en una latiz L es un subconjunto I de L, propio y no vacio que satisface:
(a) paratodoz,y e [,zVyel
(b) paratodox € I yy € L, si y < x entonces y € |

Siz € L, el conjunto {y € L|x < y} es un filtro llamado el filtro principal generado por z, y
{y € Lly < z} es un ideal llamado el ideal principal generado por z.

Si L es una latiz complementada y F' es un filtro sobre L, entonces {z € L|-z € F'} es un ideal.
Y si I es un ideal, {z € L|—z € I} es un filtro.

Definicién 1.18. Un subconjunto A de un algebra de Boole tiene la propiedad de la interseccion
finita (pif) si y sblo si el infimo de cualquier subconjunto finito de A no es 0.

Observacion 1.19. Si A tiene la pif, entonces para cualquier elemento x del algebra de Boole,
AU{z} o AU {—z} tiene la pif.

Prueba. Para esto primero veamos que (A X) A (AY) = A(X UY). Una desigualdad es porque
AXUY) < AX y AXUY) < AY, ylaotra se da porque Vo € X UY (A X) A (AY) < z).
Ahora supongamos que AU {z} y AU {—z} no tienen la pif, as{ hay b,c C A finitos tales que
ABU{z}) =0y A(cU{—z}) =0, entonces por lo que acabamos de ver, se tiene que (Ab) Az =0
y (A¢) A—x =0y como los complementos son tnicos, entonces Ab = -z y A c = z, as{ tenemos
que bUc C Aes finitoy A(bUc) = (Ab) A (Ac) =2 A -z =0 que es una contradiccion. O

Observacién 1.20. Si F es un filtro, entonces F' tiene la pif.

Prueba. Es ficil probar por inducciéon que para cualquier subconjunto finito de F' su infimo esta
en F, y con esto tenemos que el infimo de cualquier subconjunto finito de F' no es 0. O

Definicién 1.21. Sea A un subconjunto de un dlgebra de Boole B. Entonces definimos:
(i) A° = {z € B|para alguna a € A, a < z}
(i) A°={AX|X € Z,(A)}, donde P (A) ={z € P(A): |z| < K}
Notemos que A C A¢ C (A°)°.

Lema 1.22. Para cualquier subconjunto A de un dlgebra de Boole, (A€)° es un filtro si y sélo si A
tiene la pif.

Prueba. (<) Notemos primero que = € (A°)° si y sélo si para algin X € Z,(4), AX < .
Ahora supongamos que z,y € (A°)Y asf hay X,Y € £, (A) tales que AX <xy AY <y,
ademds X UY € Z,(A) y sabemos que A(XUY) = (AX)A(AY) <z Ay, por lo tanto
x Ay € (A)°. Es facil ver que si € (A°)? y 2 < y entonces y € (A°)° y como A tiene la pif
no hay X € S,(A) tal que A X = 0, es decir, 0 ¢ (A°)°. Con esto tenemos que (A¢)° es un
filtro.

(=) Supongamos que (A°)° es un filtro y como A C (A¢)?, entonces todo subconjunto finito de A
es un subconjunto finito del filtro (A¢)° y por 1.20 el infimo de este subconjunto es distinto
de 0, por lo que A tiene la pif

O
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Lema 1.23. Sea A un subconjunto de un dlgebra de Boole tal que A tiene la pif, entonces (A°)° es
el filtro mdas chico que contiene a A.

Prueba. Supongamos que F es un filtro tal que A C F, entonces sea x € (A°)°, asf hay X € S,,(A)
tal que A X < z y ademds para este X se tiene que A\ X € F y usando que F es filtro tenemos que
x € F lo cual termina la prueba O

Los filtros se definieron como subconjuntos de un algebra de Boole que cumplen ciertas propieda-
des, y como tales pueden ser parcialmente ordenados por C, con esta idea pasamos a una definicién
que serd muy importante en los siguientes capitulos, y como veremos pueden ser caracterizados por
otra condicion.

Definicién 1.24. Un wltrafiltro es un filtro maximal con respecto a la contencién.

Lema 1.25. Si F' es un filtro en un dlgebra de Boole B, entonces F es un ultrafiltro si y sélo si
para cada x € B se tiene que x € F' 0 ~x € F pero no los dos.

Prueba. (<) Supongamos que hay un filtro G tal que F' C G, entonces hay z € G\ F' y por
nuestra suposicion se tiene que —x € F' y asi z,~x € G que es una contradiccién.

(=) Es claro que = y —a no pueden estar ambos en F, ya que si estuvieran tendriamos que
0 = x A -z € F obteniendo una contradiccién. Sea F un filtro que cumple que hay = € B tal
que z,—~x ¢ Fysea G =FU{z} y asi G tiene la pif ya que si y € F entonces x Ay # 0
(de otra forma tendriamos que y < —x y asi que ~x € F que no es posible), entonces si
A C G es finito, entonces B = A\ {z} es un subconjunto finito de F por lo tanto AB € F y
asi A A = (A B) Ax que como habfamos visto no puede ser 0. Entonces por 1.22 hay un filtro
F’ tal que G C F' y ademds x € F' \ F por lo que F no es ultrafiltro
O

Ahora haremos uso del Axioma de Eleccién para establecer la existencia de una familia bastante
rica de ultrafiltros en un algebra de Boole arbitraria.

Teorema 1.26 (TEOREMA DEL ULTRAFILTRO). Todo filtro en un dlgebra de Boole puede ser ex-
tendido a un ultrafiltro.

Prueba. Sea F un filtro sobre un dlgebra de Boole B. Sea .# el conjunto de todos los filtros sobre
B que contienen a F, y notamos que .% # () pues F' € . y ordenamos parcialmente a .% con la
inclusién, ahora veamos que toda cadena en .# esta acotada superiormente.

Sea 9 = {D;]i € I} una cadena en .#, y sea D = J;,c; D;. Entonces, sean x,y € D asi hay
i,j € Italesquex € D; yy € Dj, y como 2 es una cadena supongamos que D; C D;, asi z,y € D;,
y como D; es un filtro entonces x Ay € D; C D, si z € Bes tal que z < z entonces z€ D; C Dy
como 0 ¢ D; para toda i € I, entonces 0 ¢ D. As{ hemos probado que D es un filtro y como F' C D
entonces D € %, por lo tanto D es una cota superior de 2 en .%. Entonces por el lema de Zorn .
tiene elemento maximal, digamos G. Asi G es un ultrafiltro que extiende a F'. O

Corolario 1.27. Cada subconjunto de un dlgebra de Boole que tiene la pif puede ser extendido a
un ultrafiltro.

Prueba. Es inmediato de 1.22 y 1.26 O

Corolario 1.28. Cada elemento no 0 de un dlgebra de Boole estd en un ultrafiltro.
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Prueba. Sea x € B con x # 0y sea F = {y € Blx < y}, veamos que F es un filtro. Como x # 0
entonces 0 ¢ F, si y,z € F entonces © <y y a < z, por lo tanto x <y Az yasiyAz € Fy por
altimo si y € F' y y < z entonces x < y < 2z y entonces z € F.

Ahora como ya tenemos que F' es un filtro y es claro que x € F, por el teorema del ultrafiltro
F se puede extender a un ultrafiltro U y asi x € U O

Corolario 1.29. Sea B un dlgebra de Boole, si x,y € B (x # y), entonces hay un ultrafiltro que
tiene a uno de estos elementos y no al otro.

Prueba. Siz # y entonces no es cierto que x < y o0 no es cierto que y < z. Supongamos que no es
cierto que z < y, asi & A =y # 0 por lo tanto {x, -y} tiene la pif y por 1.27 puede ser extendido a
un ultrafiltro F' que tiene a x y no tiene a y pues -y € F O

1.4. Homomorfismos de algebras

Definicién 1.30. Sea B un algebra de Boole, una subdlgebra de B es un subconjunto no vacio que
es cerrado bajo supremos, infimos y complementos de B.

Dado que una subélgebra es cerrada bajo supremos e infimos un argumento sencillo nos da el
siguiente resultado

Observacién 1.31. (i) Si B’ es una subélgebra de B, entonces 0,1 € B’.
(ii) Si B es un algebra de Boole, entonces {0,1} es una subélgebra de B.

Ahora entonces veamos el concepto principal de esta seccién

Definicién 1.32. Sean B, Bs dlgebras de Boole y una funcién h : By — Bs

(i) h se llama homomorfismo si y s6lo si preserva la estructura algebraica, es decir:

(0p,) =0p, y h(1p,) = 15,.
(x Ay) = h(x) A h(y).

(@ Vy)=h(x)Vhy).

(mz) = ~h(z).

(a)
(b)
(c)
(d)

> T

(ii) h se llama monomorfismo si y s6lo si h es un homomorfismo inyectivo.

(iii) h se llama epimorfismo si y sélo si h es un homomorfismo suprayectivo.

(iv) h se llama isomorfismo siy s6lo si h es un homomorfismo biyectivo.
Observacién 1.33. Si h: B; — Bs es un homomorfismo, entonces h[B;] es una subélgebra de Bsy

Proposicién 1.34. Si h: By — By es un monomorfismo entonces, x <y si y sélo si h(z) < h(y).
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Prueba.

T<p Y= rNy==x
< h(z Ay) = h(x) aqui se usa que h es monomorfismo
< h(z) Ah(y) = h(z)
> h(z) <p, h(y).
O

Ahora veamos que si B es un dlgebra de Boole completa y {a} U {b;|i € I} C B entonces
aANVierbi = V,er(aAb;). Pero para esto veamos algunas nociones y resultados previos.

Definicién 1.35. Sean f: By — Bs y g: Bo — B; homomorfismos, decimos que f es adjunto
derecho de g, o que g es adjunto izquierdo de f (g - f) siy sélo si se cumple:

f(b1) < by siy solosiby < g(by) (1.7)

Lema 1.36. Sean By y By dlgebras de Boole y f: By — Bs un homomorfismo, si f tiene adjunto
izquierdo, entonces es unico.

Prueba. Supongamos que g,¢g’: By — By son adjuntos izquierdos de f, entonces

by < g(bg) <= f(b1) < b2
<— bl < gl(bg).

O

Lema 1.37. Sean B, Bs dlgebras de Boole completas y f : B; — Bs un homomorfismo, si f tiene
adjunto izquierdo entonces f preserva supremos.

Prueba. Sea g: Bs — B; adjunto izquierdo de f y sean {b;|i € I} C By y a € Bs, entonces:

f(\/bi)ga@\/bigg(a) pues f g
iel icl
<~ Vielb <gla)) definicién de supremo
= Viel(f(b)<a) fg
— \/ fb) <a definicién de supremo
icl
Por lo tanto, f(V;c;0:) = Ve f(bi). O

Teorema 1.38. Sea B un dlgebra de Boole completa y ¢ € B, entonces la funcion ¢\ _: B — B
tal que a — ¢ A a tiene adjunto izquierdo.

Prueba. El adjunto izquierdo de ¢A _es la funcién ¢ = _, pues por (1.6), esta dltima se definié justo
como adjunto izquierdo de c A _. O

Con esto la distributividad es un corolario facil de lo anterior.
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Corolario 1.39. Si B es un dlgebra de Boole completa y {a} U {b;|i € I} C B entonces

a/\\/biz\/(a/\bi) (18)

i€l i€l

Corolario 1.40. Si B es un dlgebra de Boole completa y {a} U {b;|i € I} C B entonces

av \bi= N\(aVvb) (1.9)

el el

Prueba. Como {a} U {b;|i € I'} C B, entonces {—a} U {-b;|i € I} C By asi por (1.8) se tiene que

—a N \/ _|bi = \/("LL A\ ﬁbl)

i€l i€l

de donde se tiene que

(g ) = (o)
el el
a\/—|\/—\bi = /\ﬁ(ﬂa/\_‘bi)

iel i€l
aV /\ b, = /\(a vV b;)
el iel

O

Hay que notar que en esta prueba se usa una generalizacién de 1.9 la cual es muy facil de probar
usando las propiedades de supremos (e {nfimos) y el inciso (i) de 1.16.






Capitulo 2

Forcing

2.1. Forcing y Conjuntos Genéricos

Definicién 2.1. Un orden parcial con mdzimo es una tripleta (P, <,1) donde < es una relacién
reflexiva, transitiva y antisimétrica sobre P y el 1 es el <-méximo de P.

Nota: P abreviard a (P, <,1) y diremos que P es una nocién de forcing o sélo forcing, y a sus
elementos los llamaremos condiciones de forcing.

Definicién 2.2. G es un filtro sobre P siy sélo si G C P, G # () y ademds:
(i) Vp,qe GIre Gr<pAr<gq)y
(ii) Vpe GVge P(p < q¢— q € G).

Definicién 2.3. Sea P una nocién de forcing.
(i) Una cadena en P es un conjunto C' C P tal que Vp,q € C(p < qV q < p).

(ii) py ¢ son compatibles en P (p||q) siy sélo si tienen una extensién comin, es decir, Ir € P(r <
pAr < q). En caso contrario diremos que p y ¢ son incompatibles (p L q).

(iii) Una anticadena en P es un conjunto A C P tal que Vp,q € A(p#£q—p L q).
(iv) D es denso en Psiysdlosi D C PyVpe P3ge D(qg<p).
(v) SiEC Pype P,entonces E es denso bajo p siy sélo si Vg < pIr € E(r < q).

Observacién 2.4. Si A C P es una anticadena, entonces A es maximal (con respecto a C) siy
s6lo si para todo b € P hay a € A tal que allb.

Prueba. Ambas implicaciones las haremos por contrapuesta.

(=) Supongamos que hay b € P tal que para a L b para todo a € A (con esto es claro que b ¢ A),
asi AU {b} es una anticadena, por lo que A no es maximal.

11
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(<) Supongamos que A no es maximal, es decir, que hay una anticadena B tal que A C B. Sea
be B\ A, como B es anticadena se tiene que para todo ¢ € B si ¢ # b entonces b L ¢, por lo
que b L a para toda a € A.

O

Definicién 2.5. Sea D una familia de subconjuntos de P. G C P es D-genérico si y sélo si para
todo D € D tal que D es denso se tiene que G N D # (). También decimos que G C P es genérico
si y s6lo si para todo D C P denso, GN D # (.

Una observacién a esta tltima definicién es que en este trabajo la familia D de densos sera la
familia que tiene a todos los subconjuntos densos del orden parcial, por lo que diremos que G es un
genérico a secas y entenderemos por genérico un filtro genérico, pues estos son los tinicos conjuntos
genéricos que nos interesan.

Ademas es posible hablar de genericidad en términos de anticadenas.

Lema 2.6. Sea G C P un filtro. G es genérico si y solo si para toda A anticadena mazximal,

GNA#(.
Prueba.

(=) Sea A una anticadena maximal y consideramos el conjunto Dy = {z € P|3a € A(z < a)},
entonces afirmamos que Dy es denso. Para esto sea p € P, entonces como A es maximal hay
a € A tal que p|la y entonces hay r < p,a con lo cual r € D4 y asi tenemos que D 4 es denso,
por lo tanto hay g € GN D4 y como q € Dy hay a € A tal que g < ay asi a € GN A.

(<) Sea D C P denso. Usando AF sea A C D una anticadena maximal en D. Primero veamos que
esta anticadena es una anticadena maximal en P. Para esto sea p € P, como D es denso hay
d € D tal que d < py como A es anticadena maximal en D entonces hay a € A tal que d||a,
es decir, p|la por lo que A es una anticadena maximal en P. Por lo tanto ) # GNA C GN D.

O

Observacion 2.7. Si P es un orden parcial y G C P es un filtro genérico, entonces es un ultrafiltro
(es decir, un filtro maximal con respecto a C).

Prueba. La prueba es facil. Sélo hay que suponer que hay un filtro H tal que G C H, es decir,
hay p € H\ G y notar que D = {q € P|lg <p o q L p} es denso. O

Esta nocién de genérico también depende del universo de la teoria de conjuntos. Por ejemplo si
M es un modelo transitivo de ZFE (a este M lo llamaremos un modelo base), P € M y G C P es
un filtro podemos hablar de genericidad en M diciendo que G es genérico sobre M si GND # ()
para cualquier denso D C P tal que D € M.

Algo que podemos notar acerca de los genéricos sobre M es que si el orden parcial es suficien-
temente interesante no hay genéricos en M.

Definicién 2.8. Sea P un orden parcial. Decimos que P es frondoso si para todo p € P hay
q,r€ Ptalesqueg<p,r<pyqlr

Proposicién 2.9. Sea M un modelo base y P € M. Si P es frondoso y G es P-genérico sobre M
entonces G ¢ M.
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Prueba. Supongamos que G € M, entonces por separacién en M tendriamos que D = P\ G € M.
Entonces basta ver que este D es denso, ya que de serlo tendriamos que G N D # () obteniendo
asi una contradiccion. Para ver que es denso sea p € P y por nuestra suposicién tenemos que hay
q,7 € P tales que ¢ < p,r <pygqLr. Asiqyrnopueden estar simultdneamente en G, pues G
es filtro por lo que uno de los dos estd en D y es menor o igual a p. O

Ya hemos visto que los genéricos intersecan a los densos y a las anticadenas maximales, ahora
veamos qué pasa con los densos bajo alguien, pero para esto necesitaremos antes un lema.

Lema 2.10. Sea P una nocion de forcing y E C P no vacio. Si G C P es un genérico, entonces
GNE#D 6 JgeGVre E(gLr) (2.1)

Prueba. Sea D ={pe P|3r € E(p <r)}U{p € P|Vr € E(r L p)} y veamos que es denso. Sea
p € Py supongamos que p ¢ D, por lo que hay r € F tal que r||p, sea entonces d < p,r asi d € D
y d < p. Con esto podemos tomar g € G N D, por lo que o bien hay r € E tal que g < r, lo cual
implica que r € GNE,oVr € E(g L ). O

Y ahora si veamos bajo qué condiciones un genérico interseca a los densos bajo alguien.

Proposicién 2.11. Sean P un forcing, G C P un genérico y E C P denso bajo p € G, entonces
GNE#0.

Prueba. Supongamos que GN E = ), entonces por (2.1) hay g € G tal que g L r para todo r € E.
Entonces tomando ¢ € G tal que g < g,p y usando que E es denso bajo p se tiene que hay s € F
tal que s < ¢ lo cual es una contradiccion. O

Otra equivalencia de filtro genérico es la siguiente
Lema 2.12. Sea P un forcing. G C P es genérico si y solo si:
(a) Sipe G yq<p, entonces ¢ € G
(b) Sip,q € G, entonces hay r € P tal que r < p,q, es decir, p||q
(c) Si D C P es denso, entonces GN D # )

Prueba. Es claro que si G es un filtro genérico cumple (a), (b) y (c). Para el regreso el tinico punto
que es distinto a la definicién original es (b). Sean p,q € G y veamos que (b) implica la existencia
de alguien en G menor o igual que p y g. Consideramos

D={r<pr<qorlgq}

y veamos que D es denso bajo p. Sea s < p y supongamos que s ¢ D, entonces s|/q por lo que hay
r<s,q,asire Dyr<s.

Como D es denso bajo py p € G por 2.11 hay r € GN D, entonces r € G, r < py como q € G
no puede pasar que 7 L ¢, por lo que r < q. O

Una pregunta importante es si existen o no estos filtros genéricos y si existen, bajo qué condi-
ciones se da su existencia y la respuesta estd en el tamano de las familias de densos.
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Proposicion 2.13. Si P es una nocion de forcing y D es una coleccion contable de subconjuntos
densos en P, entonces hay un filtro D-genérico sobre P. Ademds, si pg € P hay un filtro D-genérico
G sobre P tal que pg € G.

Prueba. Consideremos una enumeracion de todos los subconjuntos densos de P que pertenecen a
D, sea {D,|n € w} dicha enumeracién. Definamos recursivamente la siguiente sucesién qo = po y
Gn+1 € Dy tal que gni1 < qy.

Sea G = {p € P|3n € w(g, < p)}, asi, es ficil ver que pyg € G, solo falta ver que G C P es
D-genérico.

(i) Sean p,q € G entonces hay n,m € w tales que ¢, < py ¢m < ¢ y supongamos que m < n,
entonces Gn+1 <Py qn+1 < ¢y ademis g,+1 € Dy, C P, por lo tanto ¢,11 € G.

(ii) Sean p € G y g € P tales que p < ¢, entonces hay n € w tal que ¢, <p<gq,asiqe G

(iii) Sea D denso en P tal que D € D, entonces hay n € w tal que D = D,,, as{ g,41 € Dy y
Gns1 € G, por lo tanto D, NG # ()

Con esto tenemos que G es D-genérico y py € G lo cual termina la prueba O
Ahora veamos uno de los objetivos de este trabajo

Teorema 2.14 (EL TEOREMA DEL MODELO GENERICO). Sea M un modelo transitivo de ZFC' y
sea P una nocion de forcing en el modelo base M. Si G C P es P-genérico sobre M, entonces hay
un modelo transitivo M[G] tal que:

(i) M[G] es modelo de ZFC,
(ii) M C M[G] y G € M[G],
(iii) OrdMIG = OrdM,
(iv) Si N es un modelo transitivo de ZF tal que M C N y G € N, entonces M[G] C N.

El modelo M[G] es llamado una extension genérica de M, y sus elementos son definibles desde
G por una cantidad finita de elementos de M. Cada elemento de M[G] tiene un nombre en M
describiendo cémo fue construido.

La relaciéon de forcing es una relacién entre condiciones de forcing y enunciados del lenguaje de
forcing: p I+ o (p fuerza o). La relacién de forcing es definida en M y es una generalizacién de la
nocién de satisfaccién. Es decir, si p I o y si 0’ es consecuencia légica de o, entonces p IF o”.

Entonces el segundo teorema importante de modelos genéricos establece la relacién entre forzar
y verdad en M[G].

Teorema 2.15 (EL TEOREMA DE FORCING). Sea P € M una nocidn de forcing en el modelo base.
Si o es un enunciado del lenguaje de forcing, entonces si G C P genérico sobre M,

M[GlEo siysdlosi IJpeGplko)

Y el tercer teorema de forcing, que habla de algunas de las propiedades mas importantes de esta
relacion.
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Teorema 2.16 (PROPIEDADES DE FORCING). Sea P € M una nocidn de forcing en el modelo base
y sea MT la clase (en M) de todos los nombres'.
(i) (a) Siplko yq<p, entonces ql-o.
(b) No hay p tal que pl- @ y p - —p.
(¢) Para cadap € P hay q < p tal que q decide a @, es decir, ¢ IF ¢ o qIF —p.
(i) (a) plF -y siy sdlo si no hay g < p tal que q I .

(b) plFoAY siysdlosipl-pypl-
p -V siy solo sipl- p(a) para todo a € MF.

(c) plF oV siy sélo siVg<pIr <q(ri-o orl-).

(iii) p IF 3w si y sélo si hay a € MY, p - p(a).

2.2. Cocientes Separativos

Como la relacién de forcing se define a partir de un orden parcial arbitrario, nosotros intentare-
mos definir un orden parcial con més propiedades a partir de él, a saber, un dlgebra de Boole en la
cual el orden parcial se verd como un subconjunto denso. Para lograr esto necesitamos notar cierto
comportamiento de estas algebras con respecto al orden.

Definicién 2.17. Sea B un algebra de Boole, definimos BT = B\ {0}

Proposicién 2.18. Sea B un dlgebra de Boole, si a £ b, entonces hay ¢ € BT tal que ¢ < a y
cANb=0.

Prueba. Sean a,b € B tales que a £ b, entonces a A —b # 0, es decir, a A ~b € BT y ademas se
cumple que a A—b <ay (aAN-b)Ab=0. O

Ademas esto mismo sucede en los subconjuntos densos de el algebra.

Definicién 2.19. Diremos que D C B es denso en B si y sélo si D\ {0} es denso en BT como
orden parcial.

Proposicion 2.20. Si D es un subconjunto denso de un dlgebra de Boole B, entonces en D se
tiene que si a % b, entonces hay ¢ € D tal que c < a ycAb=0

Prueba. Sean a,b € D C B tales que a £ b, entonces por 2.18 hay ¢ € Bt tal que c < ay cAb =0,
y como D es denso, hay d € D tal que d<c,asid<c<aydAb=0. O

Entonces si B es un algebra de Boole y D C B es denso entonces D es un orden parcial que
cumple que si a,b € D y si a £ b, entonces hay ¢ € D tal que ¢ < a'y ¢ Ab = 0. Como un
orden parcial no necesariamente tiene infimos, entonces podemos traducir esta propiedad a decir
que ¢ L b, dando como resultado la siguiente definicion.

Definicién 2.21. Un conjunto parcialmente ordenado P es separativo siy sélo si para toda p,q € P,
si p £ g entonces hay r < p tal que r L g.

1Mas adelante se definiré lo que es un nombre
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Aqui no se pidi6 explicitamente que P sea no vacio, pero todos los 6rdenes que estemos consi-
derando seran no vacios. Ademas seran este tipo de érdenes los que intentaremos completar para
obtener un algebra de Boole.

Teorema 2.22. Sea P un orden parcial separativo, entonces hay un dlgebra de Boole completa B
y una funcion f: P — B tales que:

(i) fI[P]C B yV¥p,q€ P(p<q< f(p) < f(a),
(ii) f[P] es denso en BT,

(iii) ¥p,q € P(p L q < f(p) A f(q) =0).

Prueba. Sea P un orden parcial separativo. Decimos que U C P es una cortadura si y sélo si
Vp e UVg € P(¢q <p— q € U). Asi para cada p € P, U, = {z|r < p} es una cortadura. Decimos
que una cortadura U es regular si y sélo si para cualquier p € P tal que p ¢ U hay ¢ < p tal que
U,NU = 0, entonces es claro que cada U, es regular y que toda cortadura no vacia contiene a algin
U,. Sea B el conjunto de todas las cortaduras regulares en P ordenado por la inclusién y afirmamos
que B es un édlgebra de Boole completa.

Primero veamos que toda cortadura no vacia U esta contenida en una cortadura regular U =
{pIVq < p(UNU,; #0)}. Sea p € U y supongamos que g < p, entonces ¢ € U y ¢q € U, por lo tanto
U C U. Ahora sea p tal que p ¢ U, entonces hay ¢ < p tal que UNU, =0 y asi U, N U = (), pues
siU,NU # 0, sear € U,NU entonces r < qy Vs <r(UNUs # ) y ademds UNU, C UNU; para
toda t > r por lo tanto U N U, # 0 lo cual es una contradiccion.

Veamos que la interseccion de cualquier familia de cortaduras regulares es una cortadura regular,
sea A una familia de cortaduras regulares, es claro que la interseccién es una cortadura, entonces
veamos que es regular. Sea p ¢ [ A, entonces hay a € A tal que p ¢ a y como a es una cortadura
regular hay ¢ < p tal que U;Na = 0, por lo tanto U, N ([ A) = 0, asi () A es una cortadura regular.

Ahora para ver que (B, C) es un &lgebra de Boole, para cualesquiera a,b € B definimos a A b =
anb,aVb=aUby —a={p|U,Na =0}, ademés el minimo de B es () y el maximo es P. Entonces
hay que ver que el infimo, el supremo y el complemento asi definidos son cortaduras regulares, es
claro que los tres conjuntos son cortaduras, entonces solo hay que ver que son regulares. Para el
caso del infimo lo anterior muestra que a Ab = aNb es regular y en el caso del supremo no hace falta
hacer algo. Para ver que el complemento de una cortadura regular a es una cortadura regular, sea
p tal que U,Na # 0, asi sea ¢ € UpNa 'y como a es una cortadura U, C a, por lo tanto U, N—a = 0,
asi -a € B.

Para ver que es algebra de Boole tenemos que ver las propiedades (1.1)-(1.5). Para (1.4) basta
notar que aN—a =0y que aU—a = 1. La propiedad (1.3) es ficil al igual que las propiedades que
s6lo hablan de infimos y (1.1) también es facil. Para (1.5) hay que notar que a < a V b por lo que
cANa<cA(aVbd), andlogamente tenemos cAb < cA (aVb),asi (cAa)V (cAb) <cA(aVb), para
la otra desigualdad hay que hacer lo siguiente:

cA(aVb)=cnNaUb
Cen(aUb)
=(cna)U(cnb)
=(cAha)V(cADb)

Para ver que es completa sea A C B entonces A A = (| A que como ya vimos es una cortadura
regular, por lo tanto A\ A € B. Con esto no es necesario ver que tiene supremo, pues un supremo es el
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infimo de las cotas superiores. Ademads es claro que el orden inducido por la operaciones algebraicas
es la contencion, pues diremos que a < bsiy sélosiaAb=asiysélosianNb=asiysoélosiaCb.

Sea f: P — B* dada por f(p) = U, para toda p € P. Entonces es claro que f[P] C Bt y que
p < gsiysélosiU, CU,,esdecir, f(p) < f(q). Ademés f[P] es denso en B ya que como habiamos
visto toda cortadura no vacfa contiene a algin U, por lo tanto si a € BT entonces hay p € P tal
que U, C a lo cual prueba que f[P] es denso en B*t. Para ver el punto (iii) primero supongamos
que pllg y sea r una extensién comin, es decir, r < p,q por lo tanto f(r) < f(p), f(q), es decir,
f(p) A f(g) # 0. Ahora supongamos que p L g, entonces U, N\U, = 0 por lo que f(p) A f(g) =0. O

Lo que hicimos en esta prueba fue, a partir de un orden parcial definir un espacio topoldgico
(a través de la topologfa del orden) y luego tomar las cortaduras regulares o abiertos regulares? de
este espacio y observar que éstos forman un dlgebra de Boole completa.

Con esto tenemos que si empezamos con un orden parcial separativo, entonces es posible cons-
truir un 4lgebra de Boole completa tal que se cumplen las condiciones (i)-(iii) de 2.22. Entonces lo
que hace falta ver es cémo definir un orden parcial separativo a partir de un orden parcial cualquie-
ra. Para esto hay que notar que si P es un orden parcial arbitrario, si no es separativo es porque hay
p,q € P tales que p £ q y todos los elementos de P menores o iguales que p son compatibles con g,
entonces en este sentido lo que “estorba” es la compatibilidad de ciertos elementos de P. Para tratar
de evitar esto definamos la funcién comp: P — P(P) dada por: sip € P, comp(p) = {x € P : z||p}.

Con esto definimos un orden parcial (@, <), donde @ = comp[P] y “=x"=“C” y afirmamos que
este nuevo orden parcial es separativo.

Lema 2.23. Sea P un orden parcial, entonces hay un orden parcial separativo @ y una funcion h
de P sobre @ tal que:

(a) h es suprayectiva,
(b) Six <y, entonces h(z) < h(y),
(c) xlly, sivy solo si h(z)|[h(y).

Prueba. Sean h = comp, Q = comp[P] y 3=C. Es claro que h es suprayectiva, si p < q y r|p
entonces r||q, por lo que comp(p) C comp(q), es decir, comp(p) =< comp(q) por lo que solo hace falta
ver el punto (c). La implicacién de izquierda a derecha se tiene por el inciso (b), para el regreso
supongamos que h(z)||h(y), entonces hay h(z) < h(z),h(y), es decir, {a : al|z} C {b: b||z} y
{a : a|lz} C {c: c|ly}, asi tenemos que z||z y tomando w < z,z se tiene que w||y con lo cual
concluimos que z||y. O

A este orden parcial Q que definimos a partir de P lo llamaremos cociente separativo.

Corolario 2.24. Para cada orden parcial P hay un dlgebra de Boole completa B = B(P) y una
funcién e : P — BT tal que:

(i) Six <y, entonces e(x) < e(y)
(i) x Ly siysdlo sie(x)Ne(y) =0
(1ii) e[P)] es denso en BT

2Si (X, T) es un espacio topolégico y A C X, decimos que A es un abierto regular si el interior de la cerradura de

c
A es igual a A que en simbolos es (4)° = A
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Prueba. Sea P un orden parcial, por 2.23 hay () un orden parcial separativo y una funcién h de
P sobre @ tal que:
(a) Siz <y, entonces h(z) =< h(y),
(b) Six <y, entonces h(x) < h(y),
(c) z|ly siy sélo si h(x)||h(y).

Luego, como @ es separativo por 2.22 hay un dlgebra de Boole completa B y una funcién f : P — B
tal que:

1 flQI € BT ysi h(y) = h(x), entonces f(h(z)) < f(h(y)).
2 f[Q] es denso en B.

Entonces, definimos e : P — B como sigue: e(xz) = f(h(x)). Asi es claro que si < y entonces
e(r) <e(y) y que z L y siy sdlosie(x)Ae(y) =0, ademés e[P] = f[h[P]] = f[Q] que es denso en
Bt. O

Como la funcién h de 2.23 sélo preserva el orden, entonces también e sélo preserva el orden,
pero por la propiedad (ii) de 2.24 casi lo refleja, pues se tiene

Observacién 2.25. Sean P un orden parcial y e: P — BT como en 2.24 y sean p, ¢’ € P tales que
e(q¢") < e(p), entonces hay ¢ < p tal que e(q) < e(¢).

Prueba. Como e(q’) < e(p), entonces e(q’') A e(p) # 0 por lo que ¢'||p, as{ hay ¢ < ¢’,p que es la g
que buscabamos. O]

Ademés dado un orden parcial P el dlgebra B = B(P) es tnica salvo isomorfismo. Para probar
esto supongamos que hay dlgebras de Boole B, B’ y funciones e: P — By e’: P — B’ que cumplen
(i)-(iil) de 2.24 y haremos la prueba en una serie de lemas.

Lema 2.26. Para todo b€ B, b=\/,, <, €(p).

Prueba. S6lo veremos b < \/e(p) < €(p), pues la otra desigualdad es facil. Supongamos que b £
Ve < €(p), entonces b A =\ o, e(p) # 0, con lo cual podemos dar ¢ € P tal que e(q) <
b A=V <pe(p) y entonces tenemos que

e@=e@nr-\ e < \/ ewr-\/ e =0

e(p)<b e(p)<b e(p)<b
lo cual es una contradiccion. O

Para dar el isomorfismo daremos h: B — B’ y h': B’ — B tales que el diagrama
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conmuta. Esta conmutatividad y 2.26 nos sugieren como debemos definir a h y h', pues de ya tener
lo anterior tendriamos que

ho)y=h| \/ e | =\ relp)=\ €

e(p)<b e(p)<b e(p)<b

y analogamente
W)=\ eb)
e/ (p) <V’

Asi definidos veremos que h es un homomorfismo de 4lgebras. Andlogamente tendriamos que h’
también es un homomorfismo de algebras.

Lema 2.27. Sia,b € B entonces, a < b si y sdlo si h(a) < h(b).
Prueba. La implicacién de izquierda a derecha es facil. Supongamos que h(a) < h(b), es decir,

V o<V €

e(p)<a e(q)<b

Y supongamos que a £ b, es decir, a A =b # 0. Como e[P] es denso en B hay p € P tal que
e(p) < an-byaste(p) < V,p<p€(q). Ademds si e(q) < b, entonces e(p) A e(g) = 0, que
recordando 2.24, quiere decir que p L ¢ y esto a su vez significa que €’(p) A €/(¢) = 0. Por lo tanto,

tenemos:
dp)=emnr \/ ¢@=\ (€@nrep)=0

e(q)<b e(q)<b

lo cual es una contradiccion. O

Corolario 2.28. h y I/ son homomorfismos de dlgebras.
Algo més que se puede decir de h (y andlogamente de h’) es lo siguiente.
Lema 2.29. hoe=¢'.

Prueba. Sea p € Py veamos que hoe(p) = €'(p). €'(p) < h(e(p)) se sigue de la definicién de h.
Para la otra desigualdad basta ver que si e(q) < e(p) entonces €e’'(q) < €'(p), pues de tener esto
ultimo bastaria notar que
hep) =\ €l <€)
e(g)<e(p)

Entonces para probar la afirmacién supongamos que e(gq) < )y €(q) £ € (p), esto quiere decir
que €'(q) A €' (p) # 0. Asi podemos dar r € P tal que €'(r ) ’(q) ﬁe’(p) lo que por el punto
(ii) de 2.24 nos dice que r||q. Sea s € P tal que s < r, ¢, entonces e(s) < e(q) < e(p) y de nuevo se
tiene que s||p por lo que al dar t € P tal que ¢ < s,p tenemos

e'(t) <e'(r) < —e(p)

e'(t) < e'(p)

lo cual es una contradiccion. O
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Para ver que B y B’ son isomorfas, sélo hace falta ver que ho h’ =idg: y h' o h = idp, lo cual

se basa en el siguiente hecho.

Lema 2.30. Sip e P yb e B, entonces e(p) < b siy sdlo si e (p) < h(b).

Prueba. La definicién de h nos da la implicacién de izquierda a derecha. Para la otra implicacién
supongamos que €’'(p) < h(b) y e(p) £ b, entonces hay g € P tal que e(q) < e(p) A—b y asi p||q. Sea
r € P tal que r < p, q por lo tanto

e(s)<b

Asi hay s € P tal que e(s) < by e (r) Ae'(s) # 0 por lo que r||s y dando t € P tal que t < r, s se
tiene que

lo cual es una contradiccion. O
Corolario 2.31. hoh' =idg y h' o h =idg. En consecuencia B y B’ son isomorfas

Prueba.

O

Ahora veamos como pasamos un filtro genérico desde un orden parcial hasta un dlgebra de
Boole, para esto primero pasemos al genérico de un orden parcial a un orden parcial separativo.

Lema 2.32. En el modelo base M, sea Q el cociente separativo de P y sea h un mapeo de P sobre Q
como en 2.23. Si G C P es filtro P-genérico sobre M, entonces h|G] C Q es filtro Q-genérico sobre
M. Inversamente si H C Q es filtro Q-genérico sobre M, entonces h™1(H) es filtro P-genérico
sobre M .

Prueba. Para ver que h[G] es filtro genérico hay que ver tres cosas:

1. Si h(p), h(q) € h[G], entonces p,q € G asi hay r € G tal que r < p,q por lo que h(r) € h[G] y
h(r) = h(p), h(q)

2. Sih(p) € h|G] y h(p) = h(q), entonces p € G y definimos D = {x € Plz < ¢V z L p}, veamos
que D es denso. Sea r € P, entonces
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a) Sir||q entonces hay d <r,gporloquede Dyd<r
b) Sir L q entonces h(r) L h(q) por lo que h(r) L h(p) y entonces r L p, por lo que r € D.

asi D es denso y entonces sea s € G N D, entonces s € G por lo que h(s) € h[G] y como
s,p € G, entonces s < g, asi ¢ € G por lo que h(q) € h[G].

3. Para ver que es genérico usaremos la equivalencia de 2.6. Dado A C @ una anticadena maximal
en M, entonces usando eleccién podemos dar A’ C h=1(A) tal que A’ es anticadena maximal,
que se obtiene de tomar solo un elemento de h~!(a) para cada a € A, para ver que es maximal
en P sea p € P entonces h(p) € Q y como A es maximal hay a € A tal que h(p)|la y entonces
hay a’ € A’ tal que h(p)||h(a’), es decir p|la’ por lo que A’ es maximal en P. Entonces hay
g € GN A’ por lo tanto h(g) € h[G] N A.

Para el inverso, tenemos que ver que si p € h™'(H) y p < ¢ implica que ¢ € h~!(H) lo cual se
sigue del punto (b) de 2.23. Para ver que si D C P es denso entonces h~'(H) N D # (), basta ver
que h[D] es denso en @ y por tanto H Nh[D] # 0 y de aqui se sigue lo que queremos. Finalmente
por 2.12 basta ver que si p,q € h™(H) entonces pllg. Supongamos que no, es decir, que p L q.
Esto quiere decir que h(p) € H, h(q) € H y por el inciso (c¢) de 2.23 h(p) L h(g) lo cual es una
contradiccién. O

Con esto tenemos que, un filtro genérico en un orden parcial lo podemos llevar a su cociente
separativo preservando la genericidad. Lo que hace falta es llevarlo al dlgebra de Boole y ver que
se preserva su genericidad.

Lema 2.33. Sean @ un orden parcial, P C @ denso y G un filtro genérico sobre @, entonces
H =PnNG es un filtro genérico sobre P

Prueba.
1. Sipe PNGyqe P estal que p < g, entonces g € G por lo que g € PNG.

2. Si D C P es denso, entonces D es un subconjunto denso de Q y por tanto GN D # () y como
D C P, entonces (PNG)N D # 0.

3. Sip,g € PNG, entonces hay » € G tal que r < p,q y como P es denso en @, entonces
{s € P|s < r} es denso bajo r y como r € G, entonces hay s € PN G tal que s <.

O

Ademss algo que serd importante es tener alguna equivalencia de filtros genéricos sobre todo
en dlgebras de Boole que es donde los estaremos usando, ya tenemos que G es genérico si y sélo si
interseca las anticadenas maximales, pero para esto veamos antes un pequeno lema.

Definicién 2.34. Sean B un dlgebra de Boole y A C B. A es una anticadena en B si y sélo si A
es una anticadena en BT,

Lema 2.35. Sea B un dlgebra de Boole completa y A una anticadena en B. A es mazimal si y sélo

siVA=1.

Prueba.
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(=) Supongamos que 1 £ \/ 4, es decir, ~(\/ A) = 1 A—=(\/A) € BT y para toda a € A4, a A
(VA <VAA-(VA) =0y entonces A no es maximal.

(<) Supongamos que A no es maximal, es decir, que hay b € BT tal que b A a = 0 para toda
a € A, entonces

lo cual es una contradiccion.
O

Teorema 2.36. Sea B un dlgebra de Boole completa y G un ultrafiltro en B, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) G es genérico.
(11) St X C B es tal que \| X € G, entonces X NG # ()

Prueba. Usando 2.6 y 2.35 (ii)=(i) es fécil por lo que sélo veremos (i)=-(ii). Sea X C B y por
AE X U{=~V X} = {z¢[¢ < x}, entonces /., x¢ = 1. Y ahora definimos recursivamente ag =
z¢ AV, ¢ Ty, entonces {ag|§ < £} es una anticadena cuyo supremo es 1 por lo que hay £ < & tal
que a¢ € Gy entonces como \/ X € G se tiene que z¢ € X NG. O

2.3. Estructuras booleano-valuadas

Aqui veremos una pequena introduccién a esta generalizacién de la idea de estructura. Si p es
un tipo de semejanza, entonces una p-estructura (2-valuada) es una pareja A = (A, I) donde A es
el universo de interpretacién e I es una funcién con dominio p que cumple:

Si ¢ € p, entonces ¢* =1I(c) € A
Si f* € p, entonces f% = I(f"): A" — A
Si R" € p, entonces R* = I(R") C A"

donde ¢ es una constante individual, f™ una letra funcional de aridad n y R™ una letra predicativa
de aridad n.

De aqui, que si R" es una letra predicativa de aridad n entonces podemos identificar a R® con
su funcién caracteristica xz: A" — 2 que cumple: xg(ay,...,a,) = 1 siy sélosi (ay,...,a,) € R*.
De la misma manera podemos dar una funcién caracteristica para las letras funcionales como sigue:
si f es una letra funcional, entonces podemos ver a f% como una relacién de aridad n + 1, digamos
Rya, donde (a1, ..., 0n, Gnq1) € Rpu siy solo si a1, . an) =ani1yasi xy = XR, Y por tltimo

la funcién caracteristica x.(a) = 1 si y sdlo si ¢* = a.
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Asi la interpretacion del tipo de semejanza queda en términos de funciones cuyo codominio es
el dlgebra de Boole 2, entonces podemos generalizar esta idea cambiando al dlgebra 2 por cualquier
algebra de Boole completa obteniendo una estructura que llamaremos booleano-valuada .

Primero empecemos viendo como deben ser y cémo es la verdad en las estructuras booleano-
valuadas y dejemos a un lado la definicién del valor booleano de verdad de las férmulas atémicas.
Entonces lo que queremos es que las féormulas universalmente vélidas sigan siendo verdaderas en
estas estructuras, entonces necesitamos pedir lo basico para las atémicas. Si 2l es una estructura
booleano valuada y ay,...,a, € A, escribiremos (@) en lugar de ¢(ay,...,a,). Ademds denotare-
mos con ||¢] el valor booleano de ¢, que debe un elemento de algin dlgebra de Boole.

() la=adf =1

(i) la=0b]=b=al

(it)) fla=>bllAllb=c| <lla=c]

(iv) i es atémica [l = b A (@, )] < [lo(b,3)]

(2.2)

Y con esto podemos definir recursivamente el valor booleano de verdad de las férmulas a partir de
una definicién de las férmulas atémicas como sigue:

(i) (=@l = =lle@-
(i) @ A @I = le@] Allp@)]- (2.3)
(i) 3zp(z,a)ll = \/ lle(a,a).

a€A
De esto tiltimo es claro que si ¢ y 1 son férmulas, entonces:
(iv) lle@ Vv y@ll = lle@]| Vv lv@)]-
V) lle@) = v@)| = le@)] = [[v@)]. *
i) lle@) < v(@)| = [[(¢(@) = ¥(@) A (@) = ¢(@))]-
IVa(z, @)l = N\ lle(a.a)l.

acA

(vii)
Entonces con esto ya podemos decir cudndo una férmula es verdadera en una estructura booleano-

valuada.

Definicién 2.37. Sean 2 una estructura booleano-valuada y a1,...,a, € A. ¢(ai,...,a,) es
verdadera en 2 o bien 2A = ¢(ay,...,a,) siy sélo si ||p(a,...,an)| = 1.

Ahora veamos un lema que nos seréd de utilidad para el resto del capitulo

Lema 2.38. Sea 2 una estructura booleano-valuada y ¢, 1 formulas, entonces A = (¢ — ) siy
sdlo si [l < [[¥]].

Prueba. A = (p — ) si y sélo si (|l¢]] = [|¥]]) = 1 si y s6lo si (por el inciso (iv) de 1.16)
llell < [1ll. O

Ya que hemos dicho lo que son las estructuras booleano-valuadas, algo que se ocurre pensar es,
como son sus subestructuras, lo cual haremos explicito en la siguiente definicion.

3Ver 1.14.
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Definicién 2.39. Sean 2 y 2’ estructuras booleano-valuadas, con las 4lgebras completas B y B’
respectivamente. 2’ es subestructura de 2L si y sélo si B’ es una subélgebra completa de B, A’ C A
ysiay,...,a, €Ay ¢ es una férmula atémica, entonces
B’ B
le(ar,...,an)ll” = llplar, ... an)]

Otra cosa importante en qué pensar es, si tenemos B un &lgebra de Boole completa y 2 una
estructura booleano-valuada (con esa édlgebra), cémo encontrar una forma de convertir esta estruc-
tura booleano-valuada en una estructura bivaluada. Para esto usaremos un truco muy comtin, que
consiste en tomar un ultrafiltro F' sobre B y construir una nueva estructura 2(/F donde lo que
queremos es que:

A/FE psiysolosi ||| € F. (2.4)
Para esto empezaremos definiendo la relacién a = b si y sélo si |la = b|| € F y ([a1],...,[an]) €
R¥F iy sélosi |R(ay ..., an)|| € F. Lo primero que hay que ver es que “=” es una relacién de

equivalencia lo cual es una facil consecuencia de que 2 es booleano-valuado y de que F' es filtro.
Como estamos en un cociente también hay que ver que tanto las relaciones como las funciones estén
bien definidas, es decir, que no dependan de representantes, lo cual es una consecuencia de que
2 es booleano-valuado y el hecho de que F es filtro. Con esto tenemos la estructura A/F y para
ver que (2.4) es cierto tendriamos que hacerlo por induccién. Para férmulas atémicas ya se tiene
por definicién. Para la negacién A/F E —p siy s6lo si A/F ¥ ¢ siy sblo si ||¢|| ¢ F siy sélo si
—|l¢|l € F. Para la conjuncién A/F E oA siysolosiA/FEpy A/FEsiysilosi el € Fy
l¥]| € F siy sélosi||p Av| € F. Y por dltimo para ver el caso cuantificado A/F E Jzp(z) siy
s6lo si hay a € A/ = tal que A/F E ¢(a) si y sélo si hay a € A/ = tal que ||¢(a)|| € F, entonces
|I3zp(x)|| € F, pero el regreso de esta ultima implicacién no es necesariamente cierto, lo cual nos
lleva a definir una clase de estructuras booleano-valuadas (las que cumplen el regreso).

Definicién 2.40. Sea 2l estructura booleano-valuada, 2l es lleno si y sélo si para cualquier férmula
o(x,21,...,x,) se tiene que: Para cualesquiera ay,...,a, € A hay a € A tal que

Bzo(z,a1,. .. an)|| = lle(a,a1,...,a)ll (2.5)
Con esto tenemos lo necesario para probar el siguiente teorema

Teorema 2.41. Sean A llena y F un ultrafiltro sobre el dlgebra de Boole B. Para cada féormula
o(z1,...,2n) y cualesquiera ay, .. .,a, € A se tiene que:

A/FE o(ar],...,[an)) siy sdlo si|le(al,...,a,)|| € F. (2.6)

Y por dltimo es importante saber que con modelos booleano-valuados si se esta haciendo una
prueba de consistencia relativa como lo dice el siguiente teorema.

Teorema 2.42. Sean T, T’ dos conjuntos de enunciados que extienden a ZF tales que cons(ZF) =
cons(T") y supongamos que en el lenguaje de la teoria de conjuntos se pueden definir términos B y
A tales que:

(i) T'+ (B es un dlgebra de Boole completa y A es una estructura B-valuada).
(i) Para cadaT €T, T' - (AFET).

Entonces cons(ZF) = cons(T).
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Prueba. Por contrapuesta.

Supongamos que T es inconsistente, entonces hay 7,...,7, € T tales que 7,...,7, F 0 A —o
para algin enunciado o y entonces T - (A E T A...AT,) yasi T+ (A E o A-0o) y |loA—-a| =0.
Por lo tanto T” es inconsistente y entonces ZF es inconsistente. O

2.4. El Modelo booleano-valuado V(&)

La intencién de esta seccién es dar un modelo booleano-valuado de ZFC. Para ello notemos
que cada x € V puede ser visto como una funcién caracteristica x,. tal que z C dom(x.), es decir,
esta funcién toma valores en el dlgebra de Boole 2 = {0,1} y para toda y € dom(x.), Xz(y) =1 si
y s6lo si y € x. Asi V puede ser visto como una clase de funciones 2-valuadas y para que preserve
la homogeneidad (que toda funcién 2-valuada tenga como dominio un conjunto de funciones 2-
valuadas), hacemos una definicién por recursién sobre ordinales de un universo 2-valuado como
sigue:

VO(Q) = @
Voﬁ)l = {z|fun(z) A dom(z) C VD A Im(z) C 2}
v@® =V SiaeLIM
B<a
v — U VOE2)
ac€OR

Asi V) es la clase de todas las funciones homogéneas 2-valuadas, ademés a V() se le llama el
universo de los conjuntos 2-valuados. Analogamente podemos definir el universo de los conjuntos
B-valuados sustituyendo 2 por un élgebra de Boole completa B definiendo recursivamente:

‘/O(B) — @
VOEE% = {z|fun(xz) Adom(xz) C Va(B) A Im(x) C B}

vi® = Jvi? SiaeLiM
B<a

VB — U VCSB)
a€OR

La idea de este universo booleano es que ahora no solo tenemos que = € y 6 ¢ y, sino que dado

[IPee))

x € dom(y) y(z) € B nos dice qué tanto “z” es elemento de “y”, o bien, que tan probable es que
cuando veamos cOmo es y nos encontremos a x como un elemento suyo. Ademas con estéd definicién,
para cada = € V(B es posible hablar de su rango, tomando el minimo ordinal tal que  esta en el

estrato siguiente a ese ordinal, es decir, rank(xz) = min{a € OR|z € Voff}}
Observacién 2.43. (i) Sean x,y € V(B) i x € dom(y) entonces rank(z) < rank(y).
(ii) Si o < B, entonces viB ¢ VB(B).

(iii) Para todo oo € OR, V) es un conjunto.
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Proposicién 2.44. Sean z,y € VB la relacién x € dom(y) (“estar en el dominio de”) es una
relacion bien fundada e izquierda limitada sobre V(B).

Prueba. Sea A un subconjunto de V(B) distinto de 0, asi {rank(x)|z € A} es un conjunto no vacio
de ordinales y por tanto tiene minimo, digamos «, entonces tomando g € A tal que rank(zo) = «
se tiene que zg es minimal de A. Por lo tanto la relacién “estar en el dominio de” es bien fundada
sobre V(B),

Para ver que la relacién “estar en el dominio de” es izquierda limitada hay que notar que dom(y)
es un conjunto para cualquier y € VB pues y es una funcién. O

Teorema 2.45 (INDUCCION PARA V(B)). Sea ¢ una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos,
entonces:
Vo € VB (vy e VB (y € dom(z) = o(y)) = @(z)) = Yz € VB p(x)

Prueba. Como la relacion “estar en el dominio de” es bien fundada e izquierda limitada, este teo-
rema es un corolario del teorema de induccion para relacionales bien fundados e izquierda limitados.
Ver [Ku] seccién IIL.5. O

Para definir el valor booleano de verdad de las férmulas atémicas en V() es decir,z € yyz =y
lo haremos simultdneamente y usando recursién sobre los pares (rank(z),rank(y)) ordenados con
el orden canénico, es decir, supongamos definido ||z € w|| y ||z = w|| para cualesquiera z,w € V(5)
tales que (rank(z),rank(w)) < (rank(z),rank(y)).

Una forma de decir que = € y es diciendo que hay un elemento de y que es igual a z, es decir,
3t € y(t = x). Para decir que = y lo haremos diciendo que x C y y y C x. Con esto tenemos la
siguiente definicién.

Definicién 2.46. Sean z,y € V(B) definimos:

lzeyl=\ wy®)Alz=t (2.7)
tedom(y)

lzcyll= A 2= lteyl (2.8)
tedom(x)

lz =yl = llz S yllAlly € ] (2.9)

Esta definiciéon nos dice para el caso de la pertenencia qué tanto x es igual a un elemento de
dom(y) y qué tanto ese elemento es un elemento de y. Para el caso de la contencién dice qué tanto
todos los posibles elementos de x estan en y.

Entonces lo que resta por hacer es ver que V(5 es un modelo booleano-valuado de ZFC, para
lo cual empezaremos viendo que es un modelo booleano-valuado.

Teorema 2.47. Sean z,y,z € VB entonces:
(i) [lv =zl =1
(it) Sit e dom(z) z(t) < ||t €z
(iii) ||z =yl = lly = =|
(w) [lz =yl Ally = 2] < |lz = z|
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(v) llz =yl Allz ezl < lly € 2]
(vi) llz =yl Az €zl <]z €yl

(vi) [lz =yl A llp@)] < lle@)l

Prueba. (i) La prueba se hard por induccién, supongamos que para todo t € dom(z) ||t = ¢t|| =1
y basta ver que ||z C z|| = 1. Por (2.8) sélo hay que ver que para cada t € dom(z), z(t) =
It € z|| =1y por 1.16 (iv) lo que hay que ver es que z(t) < ||t € z||, entonces:

ltezl= \/ a(s)Allt=s]
sedom(x
@ (2.10)
Zz(t) At =1
= x(t)
(ii) (2.10) y (i) es una prueba de este inciso.
(iii) Se da por simetria.
(iv) Esta prueba se hara por induccién en V(%) Supongamos que para todo t € dom(z)
Vy,z € VO (lt =yl Ally = 2|l < It = =)
por lo tanto si s € dom(y) y r € dom(z) se tiene que
[t = sl Alls =rll Az(r) <t =r Az(r)
y tomando supremo sobre dom(z)
It = sl Alls € 2] < |1t € 2. (2.11)

Ahora, basta ver que ||z C y||Ally C z|| < ||x C z|| pues la otra parte se harfa de forma analoga.
Entonces lo que hay que ver es que si t € dom(z), (z(t) = [t € yl) A lly C 2| < (z(t) = ||t €
z||) lo cual es equivalente a ver que a = (z(t) = ||t € y||) Ally C z|| Az(t) < ||t € z||, entonces:

o<V yE A=Ay <zl por 1.14
sedom(y)
<V y@Alt=slAly(s) = s € z])
sedom(y)
<V lt=slAalsez|
sedom(y)
<|tez| por (2.11)

(v) Hay que ver que para todo r € dom(z), z(r) A ||z = 7| Allz = y|| < 2(r) A||r = y]| lo cual se
tiene por (iv).
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(vi) Si s € dom(y) se tiene que

ly =zl Ay(s) <lly € =l Ay(s)

= A @@ =lpel)ryls)

pEdom(y)

(y(s) = lIs € 2l)) Ay(s)
<lls e

IA

y por (v) se tiene que ||y = z|| A ||z = s]| Ay(s) < ||z € z|| y tomando supremo sobre dom(y)
se tiene que

ly =zl Alle € yll < lz € 2]

(vii) Por induccién sobre la formacién de ¢. Si ¢ es una férmula atémica la prueba esta dada en
los incisos (iv) y (v), ahora supongamos que el resultado es cierto para 1 y x, entonces:

(a)

[ =yl Al (@) Ax(@)]| = llz =yl Allb@)] Allx @)
< [l A lIx@)
= [[¥(y) Ax (@)l

(b) flz =yl All=p@)]| = [l = yll A -[[¥(@)]. Y ademds [lz = y[| Afl¢()] A =lld(@)] <
[ (@)[] A=l ()] = 0, por lo que [z =yl A=l ()] < =l[¢ )]l

(©) lle =yl AlBev(@)l =\ (lz =yl Aol

acV(B)

Corolario 2.48. Si p(z) es una férmula, entonces para todo a € V(B

(i) 1Bz € ap(@) = \/  (al2) Alle(@)]).

zedom(a)

(i) Vo € ap(@)l = N\ (a(z) = lle(@)]).

zedom(a)
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Prueba. (i)

13z € ap(a)]| = [|Fz(z € a A p(2))]|

=\ lyeanewl

yeV(B)

=V V (z=ylnra@)rlel)

yeV(B) ze€dom(a)

=V (a@r V(e =gl Alew)

z€dom(a) yeV(B)

=\ (@) AlFy=yAem)l)

z€dom(a)

Vo (@) Allp@)]).

z€dom(a)

(ii) Este inciso se sigue del anterior y de la definicién de valor booleano de verdad para la negacién.
O

Entonces pasemos a la parte mas importante de esta seccién, que es ver que el modelo booleano-
valuado V) es modelo de ZFC.

Lema 2.49. Sea B un dlgebra de Boole completa. SiW C B es tal que Ve, y e W(x £y — xAy =
0) (es decir, W\ 0 es una anticadena en B) y si {az|x € W} C VB entonces hay a € VB tal
que x < |la = ay|| para todo x € W.

Prueba. Sea D =],y dom(a,) y para cada x € W definimos b, € V(B como sigue:

dom(b,) = D,
ba(t) = {%(t) si t € dom(ay)
0 en otro caso

y con esto definimos a € V(B) como dom(a) = D y a(t) = Vyew (y Aby(t)). Ahora, notemos que
paracadat € Dy xz € W se tiene que

xAa(t) =z A \/ y A by(t)
yeWw

— \/ @Ay Aby0)
yeWw

=2 Aby(t)

< be(t)

Entonces para cualesquiera t € D y @ € W se tiene por lo que acabamos de hacer y (1.6) que
x < (a(t) = by(t)), y por la definicién de a, = A b, (t) < a(t), es decir, x < (b(t) = a(t)).
Entonces con estas dos desigualdades, el inciso (ii) de 2.47, el inciso (ii) de 1.16 y 2.46 se tiene que
x < lla= by
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Sélo falta ve que x < ||b; = a,| para concluir que = < ||la = a.||. Es facil ver que ||a; C b, || = 1.
Para la otra contencién basta ver que x < (by(t) = ||t € a,||) para toda t € dom(b,), es decir,
x Aby(t) < ||t € az|| lo cual se hace por casos:

(i) Sit € dom(ay), entonces z A b, (t) < ax(t) < ||t € agl.

(i) Sit ¢ dom(ay), entonces z A b, (t) =0 < ||t € a.]|.

Lema 2.50. VB) es lleno.

Prueba. Es claro que para todo a € V(B)

le@l <\ lle®)l = 13zp().

beV(B)

Por lo que sélo hace falta encontrar a € V(B tal que || 3zo(x)|| < ||¢(a)||. Como el dlgebra de Boole
B es un conjunto, entonces {||o(z)|| : € VB)} es un conjunto, por lo tanto (usando el Axioma
de Eleccién) hay un ordinal o y un conjunto {a¢|¢ < a} € VB tal que {||p(z)| : 2 € VB)} =
{llp(ag)|l : € < a}. Por lo tanto ||Jzep(z)| = V., [l¥(ag)||; ahora para cada § < a sea

ue = llp(ae)ll A=\ llean)]l)

n<§

Ast {ug]é < a} \ {0} es una anticadena en B pues si § < v < a 'y us # u, entonces |[¢(as)] <
Viey lelan)ll y ast uy < =V, llelan)ll) < =lle(as)|| por lo tanto uy A fo(as)ll < —lle(as)|| A
llp(as)|| = 0y como us < ||¢(as)||, entonces u, A us = 0, y entonces por 2.49 hay a € V(5 tal que
para todo £ < «, ug < ||la = a¢|| y asi

ug < [la = agl| Alp(ag)ll < [l(a)]-

Y por lo tanto

le(@) = \/ ue =\/ llp(ag)ll = |3zp(@)].

(< (<

O

Ahora veamos qué tanto se preserva la verdad en la estructura V(&) es decir, para qué férmulas
si p(x1,...,T,), entonces V(B) £ o(x1,...,x1). Para esto empecemos comparando a V con el
modelo booleano-valuado que més se le parece, es decir, V(?)| entonces empecemos con la siguiente
definicién.

Definiciéon 2.51. Definimos el nombre candnico de cada x € V en el modelo booleano-valuado
V(B) recursivamente como sigue:

(i) 0=0
(ii) Para cada z € V sea & la funcién cuyo dominio es {g|y € x} y para cada y € z, Z(y) =1

Estos nombres canénicos son la representaciéon mas fiel de los conjuntos, por lo que si tomamos
lo nombres canénicos en V(2 debemos tener algo muy parecido a V. Veamos que tanto se parecen.
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Proposicién 2.52. Six,y € V, entonces

(i)x €y siy sdlosi|ieyl|*=1

(i) x =y si y sdlo si || =g|* =1
Prueba. La prueba se hard por induccién simultdneamente sobre los pares (rank(y), rank(zx))

(i) Six €y, entonces

Iz € gl = \/ IIf = &
tey
> |z =z

=1

Y para el otro lado, si V,, |t = Z||? = ||Z € 9||> = 1, entonces, como los valores de verdad
son 0 6 1, hay t € y tal que ||f = &||*> = 1, entonces hay t € y tal que t = x, es decir, © € y.

(i) Basta ver que = C y si y sdlo si || C ||> = 1. La otra contencién es andloga. Supongamos
que y C z, entonces

lg € &> = N\ o) = |l €|
tey
= N\1=|f ez

tey
que es 1 si y sélo si para cualquier t € y, ||f € Z||> = 1 lo cual es cierto por la hipétesis de
induccién y la suposicién.
Y si || C #||* = 1, entonces para todo t € y, §() < ||t € #||?, es decir, 1 < ||f € #||* por lo
que si t € y, entonces ||f € #||? =1,y as{ t € x.

O

Teorema 2.53. f:V — V® dada por f(x) = & es un monomorfismo que cumple que para cada
z€V® hayy eV tal que ||z =g|> = 1.

Prueba. Por 2.52 f es monomorfismo, por lo que solo falta ver la segunda condicién.
Sea z € V) y veamos que hay y € V tal que |z = 9|/ = 1 por induccién. Entonces supongamos
que para todo t € dom(x) hay z € V tal que ||t = #||> = 1. Entonces para ver que

N zw)=lueglPA Nl1=loca>=z=g)*=1
uEdom(z) VEY
basta ver dos cosas:
Si u € dom(x), entonces x(u) < |lu € 7| (2.12)

Si v €y, entonces 1 = ||v € z|* = \/ z(u) Alju = 0|2 (2.13)
uEdom(z)
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de donde definimos y = {v € V|Ju € dom(z)(z(u) = 1 A ||u = 0> = 1)}, asf (2.13) es claro. Para
ver (2.12) tomamos u € dom(z). Si x(u) = 0, entonces es claro que z(u) < ||u € g||; y si z(u) =1,
entonces por la hipétesis de induccién hay z € V tal que |[u = 2||? = 1, asi z € y, por lo que

L= lu=Z|? <V, llu=2]*=[lueg|* 0

Y con esto se tiene el siguiente resultado que nos dice qué tanto se preservan las formulas en la
estructura V(2.

Corolario 2.54. Si p(z1,...,2y,) es una formula de la teoria de conjuntos, entonces:
O(x1, .. xn) & @@L, .| =1 (2.14)

Prueba. La prueba es por induccién sobre la construccién de ¢. Ya hemos visto en 2.52 que pasa
con las atémicas. La negacion y la conjuncién son faciles por lo que sélo veremos el caso cuantificado.
Supongamos que el resultado es cierto para ¥ y entonces

Jzp(x, z1,...,2,) < hay y € V tal que ¥(y, z1,...,25)

<= hay y € V tal que |[¢(¢,&1,...,4,)|]* =1 por H.I.

<« hay a € V@ tal que ||p(a,Z1,...,%,)|> = 1 por 2.53

— \/ lo(a, &1,...,40)[° =1 por 2.50
aeV(B)

O

Asf hasta V() todas las férmulas se preservan y de hecho segiin 2.53 V' v V() son casi isomorfos
y de nuevo cambiemos el algebra 2 por cualquier dlgebra completa, pero antes veamos el siguiente
lema.

Lema 2.55. Sea B’ una subdlgebra completa de B. Entonces
(i) VB cv®B)
(i) Sip(x1,...,x,) es atémica y x1,... 2Ty € V(B entonces

[k

lo(z1, ... zn) = ||g0(x17...,acn)||B (2.15)

Prueba. La prueba de (i) es facil. Para la prueba de (ii) basta notar que como B’ es subdlgebra
completa de B, por lo que supremos e infimos son iguales en cualquiera de las dos y la prueba es
facil por induccién simultdnea sobre (rank(zx),rank(y)). O

Por lo tanto subélgebras completas de B generan subestructuras de V#). Ademds, una vez que
ya tenemos (2.15) para las atémicas, es facil extender el resultado (por induccién) a las férmulas sin
cuantificadores y no sélo a estas, sino a también a férmulas con cuantificadores acotados, es decir,
a férmulas Ag.

Teorema 2.56. Sean B’ una subdlgebra completa de B y ¢ una férmula Ag, entonces

[k

lo(z,. .., zn) = ||ga(m1,...,;vn)||B (2.16)
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Prueba. La prueba es por induccién sobre la construccion de ¢ y cada caso es facil. O

Con esto se tiene el siguiente corolario inmediato.

Corolario 2.57. Si B es un dlgebra de Boole completa y o(x1,...,2Ty) es Ag, entonces
o(x1,...,20) < (@1, . .., 2.)|° = 1.
Prueba. La prueba se sigue de (2.14) y 2.56. O

Entonces si ¢ es una férmula Ag, ésta “sube” y “baja” no importando qué &lgebra de Boole
completa se esté usando. Pero podemos dar un nuevo tipo de férmulas que solo irdn de V a V(B),

Definicién 2.58. Definimos recursivamente las formulas II,, y ¥,, como sigue: Las férmulas Il
y Yo son las que tienen todos sus cuantificadores acotados, es decir, las formulas Ag. Si ¢ es II,,,
entonces Jxp es X, 41 y si ¢ es X, entonces Vap es I, 1. Ademas una férmula es A, si es I1,, y
Y.

Corolario 2.59. Si p es Xy se tiene que:

Si o(x1,...,2n) entonces ||p(&1,...,3,)|| =1
Prueba. Sea ¢ una férmula 4, as{ ¢(x1,...,2,) = Jzp(x,21,...,2,), donde Y(z,x1,...,2,) €s
una férmula Ag. Supongamos que Jx)(x, x1,...,2,), si y s6lo si hay y € V tal que ¥(y, x1,...,%n)

siy s6lo si (por 2.57) hay y € V tal que ||¥(g,Z1,...,%,)|| = 1, por lo tanto

B (@, &1, @)l =\ (e, d,. .. @)l

acV(B)
> \/ ||’l/1(i', Z1,. .. 75%71)”
zeV
Z ||w(g7i‘17 ) ajn)”
=1.
O
Ahora con esto podemos ver cémo son los ordinales en V' (5)
Lema 2.60. Para cada z € V(B)
|z es un ordinal| = \/ |z = & (2.17)

a€OR

Prueba. Como la formula “a es un ordinal” es Ay, entonces por 2.57 se tiene que para todo a € OR
|l =l = ||z = &|| A || es un ordinal|| < ||z es un ordinal|| por lo que

\/ lx = &|| < ||z es un ordinall|.
ac€OR
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Por otro lado si ||z es un ordinal|| = u, notemos que si £ # 7 entonces ||€ = 7| = 0, por lo que si
t € dom(z) entonces la funcién

f:Di— B
FE&) =llt=¢|
donde D; = {¢ : ||t = &|| # 0} es inyectiva, por lo que D; es un conjunto y asi tomando
D= |J D
tedom(z)

tenemos que D es un conjunto de ordinales por lo que podemos tomar un ordinal v ¢ D y entonces
para toda ¢t € dom(x), ||t = 4| =0y asi |§ € z|| = 0. Ademds sabemos que

u<|lzed|Vie=5VIyex
y como ||¥ € z|| = 0, entonces

u<|zeq|viz=7l

Vole=6| vie=4l

o<y

V e =4

<y

V lz=a|

a€OR

IA

Corolario 2.61. Sea ¢ una férmula y o« € OR, entonces

Bag@)ll =/ lle@] (2.18)

a€OR

IMap@)ll = A lle@ (2.19)

acOR

Prueba. Sélo veremos el cuantificador existencial, el universal se prueba de forma andloga y usa-
remos ord(x) para abreviar la férmula que dice “x es un ordinal”

[Bap(a)[l = [[Bz(ord(x) A p(2))]
= \/ llord(a) A (a)l|

acV(B)
-V (\/ |a=07|A||30(a)|>
acV(B) \aceOR

VoV lle@l

acV(B) a€OR

=V le@]

a€OR
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Teorema 2.62. V(B) es modelo de ZFC.
Prueba.

Extensionalidad. Sean a,b € VB, entonces por 1.16 se tiene que para cualquier ¢ € dom(a),
(lc € a|| = |lc € b]|) < (alc) = |lc € b]]) ¥ por lo tanto

IVe(cea—ceb)= /\ lcea|=|ceb|
ceV(B)
< A lecal=eed]
cedom(a)
A ale) = |lceb|
cedom(a)
= [la S ]|

IN

y por simetria ||Ve(c € b — ¢ € a)|| < ||b C a|. Por lo tanto ||Ve(c € a <> ¢ € b)|| < |la =b]|.

c(b) =1,

Par. Sean a,b € V&) y sea ¢ € V(B definido como sigue, dom(c) = {a,b} y c(a) =
xedom(c)(c(x) = ||(£ =

entonces |ja € cAb € ]| =1y por 248 |Vz € c(x =aVz =0b)|| =A
aVe=0>|)=(ca)=|la=aVa=>b|)Alc)=|b=aVb=10|) =1

Separacién. Sean z € VB y o una férmula de la teorfa de conjuntos, veamos que hay y € V(5 tal
que |y C x| =1y ||Vz € 2(p(2) & z € y)|| = 1. Sea y € V(B) definido por dom(y) = dom(x)
v y(t) = z(t) Al|e(t)]], como para cada t € dom(y) se tiene que y(t) < z(t) < ||t € x| entonces
ly C x| = 1. Ademés para cada z € V(B)

lzeyll=\/ () Allw==z])
wedom(y)
=\ (@) Ale@)lAlle=z])
wedom(x)

Vo @) Alle@Allw = z2])

wedom(x)
Iz € 2| Allp(2)]]-

Ahora para ver que ||[Vw € x(p(w) < w € y)|| = 1 basta ver, por 2.48, que para todo
w € dom(z), z(w) < |lp(w) < w € y||, que es lo mismo que ver que z(w) < [Jp(w)| =
lw € yl| y que z(w) < |[w € y|| = ||p(w)|. Para la primer desigualdad basta notar que
[w eyl = llw ez Allew)] = z(w) Alle(w)]. Y para la segunda z(w) < [[w € y[| = [le(w)]
siy sélosi z(w)Aljw € y|| < ||e(w)]| lo cual pasa siy sélo si z(w)Aljw € z||Allp(w)] < ||p(w)]-

Unién. Sea z € VB por Separacién basta ver que hay y € VB tal que ||Vz € z(Vw € z(w €
))|| = 1. Entonces proponemos y € V(B) como sigue:

dom(y) = U dom(z)
z€dom(x)

y(t) = 1 para toda t € dom/(y)
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Potencia. Sea z € V(5 y veamos que hay y € V
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Para ver que A, cjp)(2(2) = [[Vw € z(w € y)||) = 1, sea =z € dom(z) y veamos que
z(2) < [[Vw € z(w € y)|, es decir, 2(2) < A\, cigom(s) (2(w) = [lw € y||) v para esto basta ver
que para todo w € dom(z), z(z) < (z(w) = ||w € y||). Ahora como w € dom(z) y z € dom(z),
entonces w € dom(y) asi ||w € y|| > y(w) = 1, por lo que z(z) A z(w) < ||w € y|| y entonces
por (1.6) z(z) < (z(w) = |lw € y|)).

(B) tal que ||Vz(z C  — 2z € y)|| = 1. Para lo

cual definimos y € V) por, dom(y) = {u € VB |dom(u) = dom(z)} y y(u) = |ju C z||.
Dado z € VP hay que ver que ||z C z|| < ||z € y||. Para esto, dado 2z € V() definimos
2" € VB por dom(z') = dom(x) y 2'(t) = ||t € 2| (asf 2’ € dom(y)) y veamos que ||z C z| <
Iz = 2" Allz" € yll.

Para esto primero notemos que

I czl= A ZO=llte=|
tedom(z’)
= A ltezl=|tez|
tedom(z’)
=1

y ahora veamos que
lzCz||<|lzNzC2Z A CzhnzCx|| <|z=7]
Para ello sélo hace falta ver que ||z Nz C 2'|| = 1.
lwexznz|=|wez|Alw € z|
=V a@®Allt=w|Allwe 2|
tedom(z)

Vo lt=wl At ez

tedom(x)
Vo llt=wlaZ(@)
tedom(x)

= [lwe |

IN

Ya sélo falta ver que ||z C z|| < ||2" € y||-

Iz C z|| = [Vw(w € z = w € )|

= A (lwezl=|wez|)

weV (B)
N\ Fw) = |lwez])
wedom(z')
=2 C x|
=y(z')
<2 eyl

IN
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Infinito. Como ser inductivo es equivalente a una férmula Ag, usando 2.57 se tiene que

| es inductivol| = 1.

Reemplazo. Sea z € VB y o una férmula con dos variables libres como en [Je] pagina 65. Basta
ver que hay y € VB tal que:

[Vu € z(Jvp(u,v) — v € yp(u,v))|| =1

Tomemos y € VP tal que dom(y) = J{Sulu € dom(x)} con y(t) = 1 para todo t € dom(y),
donde S, € V&) es un conjunto que cumple Vieve le(uw )l =V, es, le(u,v)|| (Su es un
conjunto por eleccién en V).

Sea u € dom(x), por 2.48 hay que ver que z(u) < ||Fvp(u,v) = Jv € yo(u,v)|| = (||[Fvp(u,v)|| =
IZv € yo(u,v)|). Entonces si probamos que lo tdltimo es igual a 1, es decir, ||Fve(u,v)|| <
IFv € yp(u,v)| ya habriamos acabado, entonces:

Boe(u, o) =\ e a)l

acV(B)
=V lewa)
a€S,
<V  le(wa)
aedom(y)
=V @@ Allewa)l)
acdom(y)
= [|Fv € yo(u,v)|| por 2.48.

Buena Fundacién. Sea z € V(5 veamos que
|Fu(u € z) » Iy € aVz € y(z ¢ x)|| = 1.
Supongamos que no, es decir:
|IFu(u € ) AVy € 23z € y(z € )| =b # 0.

Sea y € V(B) de rango minimo tal que ||y € x| Ab # 0, entonces ||y € z||Ab < ||3z € y(z € ) ||
y asi hay z € dom(y) tal que ||z € z|]| Ab # 0 y ademds rank(z) < rank(y) lo cual es una
contradiccion.

Eleccion. Por Eleccion en V' y 2.59 sabemos que para cualquier s € V
I3 es bien ordenable|| =1
Por lo que dado z € V(B veamos que hay s € V y una “funcién” f € V(5 tales que
|l f es una funcién sobre § y  C Im(f)|| =1 (2.20)

Entonces sea s = dom(z) y f € V(B) definida como sigue: dom(f) = {(y,y)V(B)

toda t € dom(f), f(t) = 1. Ahora tenemos que ver dos cosas:

|y € s}y para
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1. X C Im(f). Para esto hay que decir quien es I'm(f), lo cual se hace como sigue:

dom(Im(f)) = {yl(g,y) € dom(f)}
Im(f)(y) = f(5:y)

y con esto es facil ver que ||z C Im(f)| = 1.

2. f essobre 3. Para esto hay que usar el corolario 2.57. En efecto, pues si en V' consideramos
una funcién g que cumple g(7) = y para toda y € s, entonces tendriamos que g es sobre
sy entonces podriamos asegurar que ||g es sobre §|| = 1.

O

2.5. La Relacion de Forcing

En esta seccion introduciremos el lenguaje de forcing usando nombres, definiremos la relacién
“IF” y probaremos los tres teoremas de forcing, es decir, los teoremas 2.14, 2.15 y 2.16.

Sea M un modelo transitivo de ZFC, y sea P € M una nocién de forcing, entonces hay un
algebra de Boole completa B = B(P) y una funcién e : P — BT que satisfacen (i)-(iii) del corolario
2.24 v denotaremos M P al modelo booleano-valuado definido en la seccién anterior relativizado a
M.

Definicién 2.63. M = MB®) = MB_ Los elementos de M? se llaman P-nombres o sélo nombres
y se denotaran por letras punteadas. El lenguaje de forcing es el lenguaje de la teoria de conjuntos
anadiendo a los nombres como constantes. La relacion de forcing IFp (o sélo IF cuando sea claro
quién es P) se define como:

plkp(ay,...,a,) siysélosie(p) < |le(dr,...,dn)]

donde ¢ es una férmula de la teoria de conjuntos, ay,...,a, son nombres y e es la funcién descrita
en 2.24.

Prueba del Teorema 2.16. (i) (a) Sipl- ¢y ¢ <p, entonces e(q) < e(p) < ||¢||, por lo que
q - .
(b) Supongamos que p IF ¢ y p |- —p, entonces e(p) < ||| A —|l¢|l = 0 lo cual es una
contradiccion.

(c) Sea p € P, si e(p) A |l¢| # 0 entonces como e[P] C BT es denso hay ¢’ € P tal que
e(q') < e(p) Allell y por 2.25 hay q < p tal que e(q) < ||| El otro caso (e(p) All¢] = 0)
implica e(p) < ]|

(ii) (a) Izquierda-Derecha: si p |- - supongamos que hay ¢ < p tal que ¢ IF ¢, entonces por
(i)(a) ¢ IF ¢y qlF = que por (i)(b) es una contradiccién. Derecha-Izquierda: si p ¥ —,
entonces e(p) £ —/¢l|, entonces e(p) All¢|| # 0 por lo tanto hay ¢ < p tal que e(q) < ||¢||,
es decir, g IF ¢

(b) plF o A% si y s6losi e(p) < loll A llgl si y s6lo si e(p) < llgll y e(p) < [[9]] sty s6lo si
plEeyplE.
p Ik Vzp siy sélo si e(p) < ||Vzpl = /\aeMp lo(a)| siy sélo si para toda a € MT
e(p) < |l¢(a), es decir, para toda a € M¥, p - ¢(a).
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(c) Este inciso se sigue de (ii) (a) y (b).

(iii) Si p IF Jzp, entonces e(p) < ||3zyp|| y por 2.50 y (2.5) M T es lleno, por lo que e(p) < |lo(a)]|
para algtin @ € M. El reciproco es facil , por (ii)(a) y (b).
O

Una aplicacién de estas propiedades es la siguiente.

Proposicién 2.64. Sean P un forcing y ¢ una férmula, entonces D ={p € P|lpl- o o pIF =y} es
denso.

Prueba. Sea g € P por 2.16(i)(c) se tiene que hay p < ¢ tal que p decide a ¢, es decir, p € D. Por
lo tanto D es denso. O

Y ahora empecemos a construir el modelo que nos interesa, es decir, la extensiéon genérica de
nuestro modelo base M y probar los teoremas 2.14 y 2.15.

Definicién 2.65. Sea M un modelo transitivo de ZFC' y B un algebra de Boole completa, B € M
y sea G un ultrafiltro M-genérico sobre B. Para cada x € MP definimos ¢ por recursién sobre
rank(z) y M[G] como sigue:

(i) 09 =0.

(i) =9 = {y“la(y) € G}.

(iii) M[G] = {«%|x € MB}.
Observacién 2.66. M[G] es transitivo.

Prueba. Sea a € M[G] y b € a, como a € M[G] entonces a = 2% = {y%|z(y) € G} para algiin
x € MP y como b € a, entonces b = y“ para algiin y € dom(x) tal que x(y) € G, asi dom(x) C MP
y por lo tanto y € MZ, entonces b € M[G]. O

Ahora podemos dar un nombre G para el filtro genérico, lo que queremos es que G € M|[G], por
lo que dicho nombre debe cumplir G = G por lo que un candidato bastante natural serfa tomar
su nombre candnico, es decir

pero si lo definimos asi, como el dominio de un nombre debe estar en el modelo base, en nuestro
caso M, usando reemplazo en M tendriamos que G € M y una vez que tengamos el teorema 2.14
tendriamos que M = M][G] y no habriamos hecho nada. Por lo que tenemos que definirlo de la
siguiente manera

Definicién 2.67. El nombre “candnico” G para un ultrafiltro genérico es la funcién booleano-
valuada definida por:

dom(G) = {a|u € B}, G(u) = u para todo u € B.

Ademas también es posible definir un nombre para M usando que a € M si y sélo si dz €
M (a = x). Asf es posible decir cudndo una condicién fuerza que alguien esté en M o bien en G.
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Definicién 2.68. (i) pl-a € M siy sélo si Vg < p3r < ¢Fz(r Ik a = ).
(ii) plkg € G siy sélo si Vr < pIs < r(s < q).
Con todo esto ya podemos ver cémo es la verdad en M[G], pero empecemos por las atémicas.
Lema 2.69. Sea G un ultrafiltro M -genérico sobre B, entonces para todo x,y € MP nombres
(i) € € y© siy solo si ||z € y|| € G.
(ii) ¢ = yY si y solo si ||z =y|| € G.
Prueba. Se probard (i) y (ii) simultdneamente por induccién sobre los pares (rank(z),rank(y)).
()

lzeylecG= \/ wHAlz=t])ea

tedom(y)
<~ Jt e dom(y)(y(t) A |lz =t|| € G) por 2.36
<« 3t € dom(y)(y(t) € G y =% =) por H.I.

— 2% e {t%y(t) € G} = y©

(ii) Solo se probard una contencién, la otra es andloga.

lzcylleGe= AN @b)=teyl)ed
tedom(x)

= Vtedom(z)(z(t) e G — |tey|eq)
= Vi(z(t) €G — 19 € yO)

— {t%a(t) € G} Cy°

— 2% CyY

O

Ya que tenemos esto es facil ver que M(B)/G = M|G] y por (2.4) se tiene que si ¢ es una
formula y 1, ..., 2z, € MP) entonces

MG E @z, ..., 28) siy sblo si ||p(z1,...,2,)|| € G (2.21)
Y con este ya es facil ver que
Corolario 2.70. M[G] es modelo de ZFC.

Prueba. Por el teorema 2.62, M? es modelo de ZFC, por lo tanto ||o|| = 1 € G para todo o
axioma de ZFC'y todo filtro G en B por lo tanto M[G] |= o para todo ¢ axioma de ZFC. O
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Por fin podemos ver los teoremas del principio del capitulo que no hemos probado, pero antes
una observacién que nos serd de gran ayuda, ya que los teoremas del principio del capitulo estan
enunciados para dérdenes parciales e hicimos forcing con algebras de Boole. Entonces tenemos que
ver que dar una interpretacién de lo nombres que no dependa del algebra y ver que la extensiones
genéricas que se obtienen son las mismas.

Dado M un modelo base, P € M una nocién de forcing y G C P un filtro genérico sobre M
consideramos B = B(P) y e : P — B como en 2.24. Asi, definimos M = MZBP) y definimos una
G-interpretacién para para los P-nombres como sigue:

(i) 0¢ =9
(i)« = {y“|Fp € Gle(p) < x(y)}
(i1i) MIG] = {xC|z € MT}.

Ahora veamos que usando a la funcién e estas definiciones dicen lo mismo y por tanto las extensiones
genéricas que se obtienen seran las mismas.

Sea H el ultrafiltro genérico sobre B generado por e(G), es decir, H = {u € B|3p € G(e(p) < u)}.
Es facil ver que H es filtro, y para ver que es genérico hay que tomar D C B”+ denso y observar,
usando 2.25, que E = {p € Ple(p) < d para algin d € D} es denso en P. Asi hay p € GN E con lo
que obtenemos que e(p) < d para algin d € Dy p € G, es decir, d € H.

Finalmente veamos que las extensiones genéricas son las mismas. Supongamos que para toda
y € dom(x) y = y©, entonces se tiene que:

yH cafl = 2(y) e H
< Jp € Gle(p) < x(y))
— gy €@
Con lo cual ya podemos probar lo que se habia prometido.

Prueba del Teorema 2.14. (i) Por 2.70 M[G] es modelo de ZFC.

(ii) Para ver que M C M|G] veamos por induccién que £ = x. Supongamos que §“ = y para

todo § € dom(&), por lo tanto &% = {§°|&(y) € G} y como &(y) = 1 € G para todo
y € dom(z), es decir, para todo y € z, entonces 79 = {yly € v} = z. Ademds GY € M[G] y
G = {u%|G(u) € G} = {ulu € G} =G.

(iii) Para ver que Ord™ = OrdM [¢]) sabemos que todo ordinal de M también es un ordinal en
MIG] por lo que sélo hay que ver que si tenemos un ordinal en M[G] éste también estd en M.

M|G] E  es un ordinal <= M[G] E y© es un ordinal cony € MP
<= |ly es un ordinal|| € G por (2.21)
= \/ ly=dall e G por (2.17)
a€ORM
<= Jac ORM(ly = a| € G) por 2.36
= Jac ORM(z =y =a% = a) por 2.69

<z € ORM
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(iv) Si M y N son modelos transitivos de ZFC tales que M C N y G € N entonces toda la
construccién de M[G] se puede hacer dentro de N por lo que M[G] C N.

O
Prueba del Teorema 2.15. Basta notar que
M[|GlFo <= M[H|Eo
<~ |lo||e H por (2.21)
< JpeGlelp) <lal)
<~ IpeG(plo) por definicién de I-
O

Finalmente veamos una interesante equivalencia de la nocién de forzar.

Proposicién 2.71. Sean P una nocion de forcing, p € P y ¢ una formula. p I ¢ si y sdlo si para
todo G P-genérico sobre V tal que p € G se tiene que V|G| E ¢.

Prueba. Seae: P — P(B)comoen2.24y H = {a € B(P)|3p € G(e(p) < a)}. De la misma manera
que en la prueba anterior (la prueba del teorema 2.14) tenemos que V[G] = V[H]. Entonces usando
esto haremos las dos implicaciones.

(=) Sea G un P-genérico sobre V tal que p € G. Esto quiere decir que e(p) € H y como p - ¢,
entonces |||l € H y por (2.21) se tiene que V[H] F .

(<) Supongamos que e(p) £ ||¢||. Entonces hay ¢’ € P tal que e(q’) < e(p) A —||¢l|. Entonces, por
2.25 hay g < p tal que e(q) < e(q’). Si G es un P-genérico tal que ¢ € G, entonces por un lado
tenemos que p € G y por otro lado tenemos que ||[—¢| = —||¢|| € H, con lo cual V[H] E —p.

O



Capitulo 3

Aplicaciones de Forcing

3.1. Reales de Cohen

El primer ejemplo serd cémo anadir un nuevo real en la extension genérica. En esta seccién
introduciremos ideas que seran importantes en los siguientes ejemplos, por lo que empezaremos
dando nombres a lo que haremos.

Definicién 3.1. Sean I y J dos conjuntos, definimos el siguiente forcing, Fun,,(I,J) = {f: I —
J|f es finita}! donde f < g siy sélosigC f.

Proposicién 3.2. Sean I infinito y J # 0. Si G C Funy,(I,J) es un filtro genérico, entonces en
VIG], UG es una funcion suprayectiva de I en J.

Prueba. Como G es filtro, entonces es una familia compatible de funciones, por lo que |JG es
funcién. Para ver que su dominio es I basta notar que para todo i € I, D; = {p € Fun,(I,J)|i €
dom(p)} es denso y para ver que su imagen es todo J hay que observar que para todo j € J,
D; ={p € Fun,(I,J)|j € Im(p)} es denso.

1. D; es denso. Sea p € Funy,(I,J) y supongamos que i ¢ dom(p), como J # @ sea j € Jy
definimos ¢ = pU {(4,4)}, asf es claro que ¢ € D; y ¢ < p.

2. D; es denso. Sea p € Fun,(I,J) y supongamos que j ¢ Im(p) como I es infinito y dom(p)
es finito sea i € T\ dom(p), asi la condicién que buscamos es ¢ = p U {(4,5)}.

O

Si consideramos Fung,(w,2) vy G C Fun,(w,2) un genérico, entonces f = | JG es una funcién
suprayectiva de w en 2, es decir, representa a un subconjunto de w y lo que hace falta ver es que
este subconjunto no esta en el modelo base.

Proposicién 3.3. Para toda g € “2 tal que g € V' se tiene que f # g.

Prueba. Para esto basta ver que D, = {p € Fun,(w,2)|p € g} es denso, ya que si este conjunto
es denso podemos tomar p € G N D, y asi habria n € w tal que p(n) # g(n) concluyendo que
f(n) # g(n) como se quiere. La prueba de que D, es denso es ficil y serd omitida. O

Les decir, dom(f) CI, Im(f) CJy |f| <w

43
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Con esto ya tenemos que Fun,,(w,2) afiade un nuevo subconjunto de w a la extensién genérica,
es decir, un nuevo nimero real al que llamaremos real de Cohen.

Ademss si [ es infinito y J tiene al menos dos elementos es ficil ver que Fun,, (I, J) es frondoso
y por lo tanto las extenciones genéricas con este orden parcial son extensiones propias del universo.

3.2. Hipoétesis del Continuo primera parte

Para este ejemplo generalicemos un poco la idea de antes, es decir, ahora anadamos x reales
de Cohen para algin cardinal k. Pero para esto necesitamos que el forcing preserve cardinales,
pues estamos anadiendo nuevos conjuntos al universo y al hacer esto podriamos anadir una funcién
inyectiva de k en o con a < k y entonces en la extensién genérica el “cardinal” " ya no serfa un
cardinal, entonces empezaremos viendo algunas propiedades de los forcing Fun,, (I, J).

Corolario 3.4. En el modelo base sea k > w, entonces hay una extension genérica en la que K es
un ordinal numerable.

Prueba. Basta tomar Fun,(w, k) que por la proposicién anterior, si G C Fun,,(w, k) es un filtro
genérico, entonces | J G es una funcién suprayectiva de w en &, por lo que en esta extensién k es un
ordinal numerable. O

A esto se le llama colapso de cardinales, ahora veamos como evitar que esto suceda, pues nos

1% [

) s V[G] .
gustaria que tuviéramos wy = w, . Para esto necesitamos la

Definicién 3.5. Un orden parcial P cumple la condicion de la cadena contable (ccc) si toda
anticadena en P es contable.

El objetivo es ver que si un forcing cumple ccc entonces preserva cardinales y como esto se basa
en la existencia de ciertas funciones, entonces empezaremos viendo qué tanto podemos saber de
una funcién en VI[G].

Lema 3.6. Sean P un forcing que cumple ccc, A,B € V y f: A — B una funcidn en V[G].
Entonces hay {B, C Bla € A} € V tal que f(a) € B, y |Ba| < No.

Prueba. Como la funcién f € V|[G] entonces hay p € G tal que p IF f es una funcién de A en B.
Ahora para cada a € A definimos

B, ={be B|3q <plq - f(a) = b)}

y entonces para ver que f(a) € B, sea b = f(a), asf hay r € G tal que r |- f(@) = by tomando
g € G una extensién comuin de p y 7 se tiene que ¢ < py ql- f(a) =b, asi f(a) =b € B,.
Para ver que |B,| < Ry para cada b € B, sea

Qv ={q <plgl- f(a) = b}

y si b # b estdn en B, entonces @, N Qp = 0 y no sélo eso sino que si ¢ € Qp vy ¢ € Qp entonces
g L ¢'. Por lo tanto, usando AF, para cada b € B, sea ¢, € Qp y asi Q = {qo|b € By} es una
anticadena en P por lo que |B,| = |Q] < .

Y para terminar sélo hay que notar que B, es definible para todo a € A por lo que {B, C Bla €
Al eV. O
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Para ver que un forcing que cumple ccc preserva cardinales basta ver que preserva cofinalidades,
ya que si preserva cofinalidades tenemos que si x es regular entonces k¥ = cfV (k) = ¢ fV[G](K),
asi k¥ es un cardinal (regular) en V[G] y si x es singular entonces hay un ordinal limite a tal que
K =N,y asi

1% 1%
(Ra)" = J ()

B<a

Voes el

y por hipétesis cada (Rg)" con 8 < «a es un cardinal en V[G]. Con lo cual, en V[G], &
supremo de un conjunto de cardinales y por tanto un cardinal.

Entonces lo hay que ver es que preserva cofinalidades pero para esto basta ver que preserva
regularidad, es decir, que si en V tenemos que x es regular entonces, en V[G], " es regular. En
efecto, si P preserva la regularidad y v es un ordinal limite? sea (k = cf(7))" entonces hay, en
V', una funcién cofinal y estrictamente creciente de k en v y como esta funcién estd en V' también
estd en V[G] y ademds también es cofinal y creciente pues todo se puede escribir con férmulas Ag.
Ahora como se preserva la regularidad tenemos que en V[G], sV es regular y con esto se tiene que®
en V[G], ¥V = cfVICl(kY) = cfVICl(5). Por lo tanto cfY (y) = cfVIl ().

Entonces sélo hay que ver

Teorema 3.8. Si P satisface ccc entonces preserva reqularidad.

Prueba. Sea k un cardinal regular segiin V' y A < k para ver que & es regular segin V[G] hay que
ver que toda funcién f € V[G] de A en k es acotada. Por 3.6 para cada a < A sea B, C & tal que
f(a) € Ba y |Bal < Ro, como k es regular en V', entonces (J, ., Ba estd acotado por algin v € &
por lo que en V[G] f(a) < v para todo a < A, asi f estd acotada en V[G] y en consecuencia k es
regular en V[G] O

Como ya hemos visto antes los forcing del tipo Fun,, (I, J) son de gran importancia y la siguiente
proposicién los hard mas importantes para violar HC. Pero para esto necesitaremos

Definicién 3.9. Una familia de conjuntos A es llamada un A-sistema si y sélo si hay un conjunto
r llamado la raiz del A-sistema tal que para cualesquiera a,b € A, si a # b entonces aNb = r.

Lema 3.10 (LEMA DEL A-SISTEMA). Si A es una familia incontable de conjuntos finitos, entonces
hay B C A incontable que forma un A-sistema.

Prueba. Como A es incontable y sus elementos son finitos hay C' C A tal que C es incontable y
todos sus elementos tienen el mismo cardinal, digamos n, entonces veamos por induccién sobre n
que hay un A-sistema incontable contenido en C'y por tanto en A.

Si Ve € C(|e| = 1), entonces C' es un A-sistema con raiz ). Si Ve € C(|¢|] = n + 1) lo haremos
por casos:

(i) Si hay a € |JA tal que a € ¢ para una cantidad no numerable de elementos de C, digamos
D, entonces sea C' = {c\ {a}|c € D} y por hipétesis de induccién hay B’ C C’ un A-sistema
con rafz ', asi B={bU {a}|b € B’} C C es un A-sistema con raiz r = ' U {a}.

2basta hacerlo para los ordinales limite pues ser ordinal sucesor es Ag y la cofinalidad de un sucesor es 1.
3Usando el siguiente resultado:

Teorema 3.7. Si F': o — [ es cofinal y creciente entonces cf(a) = cf(B)
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(ii) Sino hay a € |JA tal que a € ¢ para una cantidad no numerable de elementos de C, entonces
definimos D = {z,|a < w1} C C tal que si a # § entonces z, N zg = @ recursivamente como
sigue: supongamos definido zz para todo f < ay sea So = {c € C|3 < alcNzg #0)} y
por nuestra hipdtesis y |z3| = n+ 1 se tiene que |S,| < w y asi basta tomar z, € C'\ S,. Por
construccién si o # 8 entonces z, N 23 = @ por lo tanto D es un A-sistema con rafz ().

O
Proposicién 3.11. Si J es contable entonces Funy,(I,J) cumple ccc.

Prueba. Sea A un subconjunto incontable de Funy,(I,J) y sea W = {dom(p)|p € A}, como J es
contable W debe ser incontable ¢ y entonces por 3.10 hay un A-sistema incontable B C W y sea
r su rafz. Sea A’ = {p € Aldom(p) € B}. Asi como r es finito y J es contable, se tiene que "J y
{p I+ |p € A’} son contables, pues ambos son conjuntos de funciones de un finito en un contable, y
entonces hay X C A’ incontable tal que p .= ¢ [, para todo p,q € X, por lo que X es un conjunto
compatible de funciones. Por lo tanto A contiene un conjunto incontable de funciones compatibles
2 a 2 (a saber, X) por lo que A no puede ser una anticadena. O

Y entonces veamos como anadir “muchos” reales de Cohen, por ejemplo si A € V' y queremos
que los reales de la extension genérica tengan al menos tantos elementos como A, lo que hay que
hacer es construir una funcién inyectiva g: A — “2, que es lo mismo® que construir una funcién
froxA—2.

Teorema 3.12. Si A € V entonces hay un orden parcial que cumple ccc y si G es un genérico,
entonces
A= (w2)VIcls (3.1)

Prueba. Sea P = Fun,(w x A,2), que por 3.11 cumple ccc. Si G C P es un genérico entonces sea
f=UG € V[G]. Por 3.2 f es una funcién de w x A en 2. Lo que falta ver es que gy: A — “2 es
inyectiva, para lo cual dados a # b en A queremos ver que gr(a) # gs(b), es decir, debemos encontrar
n € w tal que gr(a)(n) # gr(b)(n) que recordando quién es g¢ queremos que f(n,a) # f(n,b), para
lo cual basta encontrar p € G que cumpla lo que queremos, y para lograr esto consideramos

D = {p € P|3n € w(p(n,a) # p(n,b))}

y si vemos que D es denso ya habriamos acabado. Sea entonces ¢ € P y como dom(q) C w X A es
finito entonces hay n € w tal que (n,a), (n,b) ¢ dom(q)” y definimos p = q U {((n,a), 1), ((n,b),0)}
y es claro que p < g y que p € D por lo que D es denso. O

4Si W es contable, entonces W = {dn|n € wy3p € A(dn = dom(p))} y asi |A| < 3, c, 19 J| <3, 0, N‘Op"‘ =Rp
que es una contradiccién.
5si f: A x B — C definimos gr: B — AC como sigue

g (b)(a) = f(a,b)
y si g: B — AC definimos fg: AXx B — C como
fg(a,b) = g(b)(a)

6esto significa que V[G] = (vo < “2)[A].
“de lo contrario dom(q) serfa infinito



3.2. HIPOTESIS DEL CONTINUO PRIMERA PARTE 47

Un argumento similar al de 3.3 nos dice que este forcing agrega |A| reales nuevos. En este
Teorema tomando A = k > w1, como se obtiene un orden parcial que cumple cce entonces preserva

cardinales, por lo que se tiene que
(n < 2XoyVIC (3:2)

que esto implica =HC'. Aqui es importante observar que aunque el orden parcial preserva cardinales
no preserva la exponenciacién cardinal ya que como el teorema es para todo A € V, en particular

tomando A = (2%0)* o para A = Ryx,, entonces aunque el teorema sigue siendo cierto tendrfamos
que AV #£ AVIG]

Hasta ahora aunque ya tenemos la consistencia de =~HC, s6lo tenemos una, cota para 28°, pero
si queremos decidir quién es, veamos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.13. Sea A un cardinal en V. Si B es un dlgebra de Boole completa en' V y G es un

ultrafiltro genérico, entonces
@MV < (1B

Prueba. Cada A C X en V[G] tiene un nombre A € V() y cada A determina una funcién
fi: A — B de la siguiente manera: para todo a < A

file) =|la € Al

y es facil ver que diferentes subconjuntos determinan diferentes funciones, por lo que el nimero de
subconjuntos de A en V[G] es menor o igual que el niimero de funciones de A en B en V. O

Entonces gracias a esta proposicién para terminar de decidir el cardinal del continuo debemos
ver qué pasa con el cardinal de un dlgebra de Boole y sus potencias, que el caso cuando A = N
serd el Unico que nos interesard. Ademds el inico caso que nos interesa es cuando el algebra es
infinita y completa, pues son asi las dlgebras que se obtienen de los érdenes parciales que hemos
estado usando (la completud se debe a 2.24 y la infinitud es un resultado f4cil de que nuestro orden
parcial es de la forma Fun,(I,J) con I infinito y J con al menos dos elementos), entonces en
esta parte el algebra de Boole B siempre sera completa e infinita. También introduciremos algo de
notacion, si B es un algebra de Boole y a € B, entonces

a<={be Blb<a}

y haremos dos casos uno en el que el B es atémica en cuyo caso B = P(A) (ver [BA] corolario 2.7)
donde A = {a,|a < k} y entonces |B|Y0 = (2%)®0 = 2% = | B| y el otro es cuando B no es atémica,
para lo cual usaremos.

Lema 3.14. Sea B un dlgebra de Boole completa, si A C B es una anticadena mazximal, entonces
la funcién f: B — [] a< dada por f(b) = (b A a)eca es una biyeccion. En particular se tiene
que

a€A

B = [T la<l (3-3)

acA

Prueba. Si (ba)aca € [[,cna<, sea b = \/,c,bs y entonces f(b) = (ba)aca, pues como A es
anticadena b A a = b, para todo a € A, por lo que f es suprayectiva.

Si f(b) = f(b'), entonces (b A a)gea = (V' Na)aca y como A es maximal su supremo es 1y por
tanto b= \/ ,cs(bAa) =\, (b Aa) =1V, asi f es inyectiva. O
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Ahora en el camino para ver que pasa con |B|X° necesitaremos de una definicién.

Definicién 3.15. Sea B un &lgebra de Boole, un elemento a € B se llama estable si y sélo si para
todo = < a, x # 0 se tiene que |a<| = |z<].

Observacién 3.16. (i) Sia € B es estable y b < a, entonces b es estable.

(ii) Si todos los elementos de un &lgebra de Boole B son estables, entonces B no tiene dtomos y
la<| = |B| para todo a € B

Lema 3.17. Sea B un dlgebra de Boole, si a es estable para todo a € B, entonces B contiene una
anticadena mazimal numerable.

Prueba. Por (ii) de 3.16 B no tiene dtomos, entonces podemos tomar un elemento b € B, con
b # 1 y considerar la anticadena {b, —b} que es maximal pues su supremo es 1 y tomar a,c < —b
tales que a V ¢ = —b, los dos distintos de 0 y tomar {b, a, ¢} como otra anticadena maximal que en
tamano es mas grande y asi ir agrandando la anticadena. Entonces construimos la anticadena por
recursién como sigue, sea ag € B

AO = {ao}
Ay ={ap,a1} donde ag = a1 V ¢;
Api1 = A U{ans1} donde a, = any1 Venit
A=A,
new

Esta construccion nos da una anticadena numerable, pero quizas no sea maximal por lo que tomando
A=A"U{-\ A’} obtenemos una anticadena maximal numerable. O

Entonces con este lema, el inciso (ii) de 3.16 y (3.3) se tiene que si en un algebra de Boole B
todos sus elementos son estables, entonces

Bl =[] la<|= ] IBI=1B[* (3-4)

a€A a€A

donde A es la anticadena encontrada en 3.17. Pero las algebras donde todos sus elementos sean
estables quizas no sean tan comunes por lo que necesitamos resolver esto para un algebra de Boole
arbitraria, para lo cual usaremos el siguiente lema

Lema 3.18. Sea B un dlgebra de Boole entonces D = {a € Bl|a es estable} es denso.

Prueba. Supongamos que no lo es, entonces hay by € B tal que (bg)< N D = () por lo que hay
b1 < by tal que |(b1)<| < |(bo)<|, andlogamente hay by < by tal que |(b2)<| < |(b1)<| y podemos
seguir asi y en w pasos habriamos construido una sucesiéon decreciente de cardinales que es una
contradiccion. O

Proposicién 3.19. Sea B un dlgebra de Boole entonces B contiene una anticadena mazimal A
donde a es estable para todo a € A.
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Prueba. La idea es copiar la construccion de 3.17 usando que el conjunto D de estables es denso.
Primero tomamos b € B tal que 1 # b y no hay atomos menores que b, entonces en el algebra de
Boole b< construimos una anticadena de estables de la misma manera que en 3.17 salvo porque
en cada paso debemos usar que el conjunto D de estables es denso para asegurar que todos los
elementos de la anticadena son estables y a esta anticadena la llamamos Ag. Luego si ya tenemos
A, para definir A,41 hay que hacer lo mismo en el dlgebra (—\/ Ap)< obteniendo una anticadena
Al y hacemos Ay = A, UA! y en el limite hay que tomar la unién de las anteriores. Entonces si
b < a tenemos que ~\/ A, < =\ Ag. De esta manera en a lo més | B| pasos llegamos a que =\/ 4,
es estable o cero. En cualquiera de los dos casos habriamos construido una anticadena maximal de
estables bajo b, digamos A.

Ahora repetimos este proceso en el algebra (—b)<. La diferencia es que ahora podriamos llegar
a un atomo en algin momento de la construccién, pero no es ningin problema ya que un dtomo es
estable y en la construccién empezdbamos tomando ag < —b estable y considerdbamos —ag para dar
un a; estable. Pero en este caso, —ag podria ser 4&tomo, pero eso sélo significa que ya tenemos una
anticadena maximal bajo —b, a saber A’ = {ag, —ag} con lo cual, AUA’ es una anticadena maximal
en B. Entonces la construccién es la misma que antes salvo que esta vez podria detenerse a la mitad
de la construccién de un “A,” y olvidarse de lo anterior. De esta manera hemos construido una
anticadena maximal de estables bajo —b y por tanto una anticadena maximal de estables en B. [J

Para concluir este caso hay que observar que si tomamos a € B estable y le damos estructura, a
a<, de algebra de Boole, como todos los elementos de esta dlgebra serfan estables pues su maximo
es a, entonces por (3.4) se tiene que |a<| = |a<|®. y asf podemos concluir que si B es un dlgebra
de Boole arbitraria y A es una anticadena maximal formada por estables, entonces:

Bl =[] la<l = I] la<l™ = |B™ (3-5)

acA a€A

donde la segunda igualdad se debe a (3.4) y la ltima (al igual que la primera) a (3.3).

Ahora, si tomamos un forcing P que cumple cce y consideramos el dlgebra B(P) que construimos
a partir de P, entonces si tomamos b € B(P), a b lo podemos ver como el supremo de una anticadena
contable de elementos de P pues

Proposicién 3.20. Sea e: P — B(P) como en 2.2/ y b € B, entonces

donde Q» = {p € Ple(p) < b}.
Prueba.
(>) Esta desigualdad es facil.

(<) Supongamos que b % Vyeq, €(p); entonces bA =\ o e(p) # 0 por lo que hay g € P tal que

e(q) <bA=V peq, e(p), ast g € Qv y e(q) < =V g, €(p) Porlo que e(q) = e(q) AV e, €(p) =
0 que es una contradiccién
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Un argumento similar nos da que si tomamos A, C @), una anticadena maximal, entonces b =
\/pe A e(p) y usando que P cumple cce se tiene que Ay es contable y es facil ver que esta asociacién
es inyectiva. Entonces en B(P) hay a lo mds tantos elementos como subconjuntos contables de P,
es decir, |B(P)| < |P|M y ademas (Si P es separativo, como en nuestro caso) la funcién e asegura
que |P| < |B(P)], por lo que usando (3.5) tenemos

[P = |B(P)| (3.6)

Para terminar este ejemplo hay que tomar un cardinal x que en V cumpla &8 = &%, y usar el
forcing Fun,,(w X k,2) para tener, por (3.2), que £ < (28)VIC] como ademds probamos que este
tipo de forcing preserva cardinales, entonces se tiene que

Vi)
)

(k< 20 (3.7)

y el cardinal de este forcing es k, asi el cardinal de su lgebra de Boole asociada B es s que por
nuestra suposicién es xk y tomando A = Ny en 3.13 tenemos

(24)7161 < (1B) = ()Y = 5V = V1) (33

Y juntando (3.7) y (3.8) por fin tenemos

3.3. Diamante

Para poder dar el enunciado al que llamaremos ¢ empezaremos viendo algunas propiedades
combinatorias de las cuales depende este enunciado.

Definicién 3.21. Sea k > w regular®
(i) Un conjunto C' C & se llama no acotado si y sélo si Va € k3y € Cla < 7).

(ii) Un conjunto C' C k es cerrado si y sélo si para cualquier sucesién (5¢|¢ < ) no decreciente
de elementos de C' de longitud v < & se tiene que supg<~ 3¢ € C.

A partir de aqui (hasta el teorema 3.28) supondremos que  es un cardinal regular mayor que
w. Ademsds con esto es posible definir el concepto del cual depende ¢.

Definicién 3.22. Un conjunto S C « se llama estacionario en k siy sélo si para todo C' cerrado
y no acotado de k, SNC # ()

Unos pequenos lemas que seran de utilidad méas adelante son los siguientes:

Lema 3.23. Sean C, D cerrados y no acotados en k, entonces C N D es cerrado y no acotado en
K.

8por ejemplo aceptando HGC' y que  sea tal que cf (k) > w.
9esta definicién podria hacerse en general, es decir, para cualquier ordinal restringiendo la longitud de las sucesiones
a cf(a). Pero para lo que haremos basta con dar una definicién como la nuestra.
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Prueba. Para ver que C'N D es cerrado, sea (B¢|¢ < ) una y-sucesién de elementos de C'N D con
v < K, entonces ésta es una sucesién de elementos de C'y de D, como cada uno de ellos es cerrado,
entonces supg<~B¢ € C N D.

Para ver que es no acotado sea a < k y como C, D son no acotados construimos la siguiente
w-sucesion creciente

ag € C tal que a < ag
Gp < apy1 €C sia, €D
an < apy1 €D sia, € C

y con esto se tiene que los a, con n par estan en C' y los a, con n impar en D. Entonces hemos
construido una sucesién de elementos de C' y otra de elementos de D cuyo supremo es el mismo y
como son cerrados ese supremo esta en C'N D y es mayor que «. O

Una modificacién de esta prueba nos da que si (C¢|€ < ) con v < k es una coleccién de cerrados
y no acotados en k, entonces ﬂg <y C¢ es cerrado y no acotado. Lo tnico que hay que modificar es
la sucesién que prueba que es no acotado. Si a < k definamos recursivamente aj € Cs, para esto
supongamos definido aj € ), para todo 7 < n y n < J. Entonces aj es cualquier elemento de Cj
que sea mayor que supr<na,. Una representacion grafica de esta definicion es la siguiente.
n<o

Co Ct
B < a < ... < ag <
: : (3.9)
supg<af < agt™ < L < a?"'l <

y entonces tomando Supg<~ag, es el elemento de ﬂf < C¢ que es mayor que a.
new

Lema 3.24. Sea E un estacionario en k y C un cerrado y no acotado en k, entonces ENC es
estacionario en K.

Prueba. Sea D un cerrado y no acotado en k, entonces por 3.23 se tiene que C N D es cerrado y
no acotado en k y como E es estacionario, (ENC)ND =EN(CND)#0. O

Ahora si queremos que la propiedad de ser cerrado y no acotado se preserve bajo “interseccién”
de k cerrados y no acotados debemos aceptar a mas elementos en dicha “interseccién” y lo haremos
de la siguiente manera.

Definicién 3.25. Sea a € OR y (C¢|{ < 7) una familia de subconjuntos de «, definimos la
interseccion diagonal de dicha familia como

ACe=4B<alpeCe
£<y &<

Hay que notar que es mucho mas facil que alguien esté en la interseccion diagonal que en la inter-
seccién, por ejemplo si « € LIM, mientras la interseccién ﬂ£ <olé,a) =0, la interseccién diagonal

A €, a) = a, donde [€, o) = {B]|€ < B < a}. Entonces veamos el resultado que anuncidbamos.
(<a
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Proposicién 3.26. Sea (C¢|¢ < k) una familia de cerrados y no acotados en k, entonces A Cg
(<K
es cerrado y no acotado.

Prueba. Para ver que es cerrado, sea (f3,|n < 7) una <y sucesiéon no decreciente de elementos de

A Cg y sea B = supp<~fy. Para probar que g € A C¢ sea £ <  y veamos que 8 € C¢. Como
E<k E<k
& < B hay n < ~ tal que £ < n. Por lo tanto, 85 € C¢ para todo § > 1y como Ck es cerrado tenemos

que S € Ce.
Para ver que es no acotado, sea a € k y definimos por recursién sobre w la siguiente sucesién.

a < By con By € Cy
Bn < Bn+1 con B,41 € n C'y

Y<Bn

sea 3 = suppewBn y afirmamos que § € A C¢. La prueba de esto es muy parecida a lo que hicimos
(<K
para ver que es cerrado y la omitiremos. O

Y ahora para ver el resultado que les da nombre a los conjuntos estacionarios necesitaremos la
siguiente definicién,

Definicién 3.27. Sean f una funcién de ordinales y S C OR, f es regresiva en S si y sélo si

f(&) < & para todo £ € S\ {0}

Teorema 3.28 (LEMA DE FODOR). Sea f una funcidn de ordinales regresiva en un estacionario
S de k. Entonces hay v € OR y un estacionario T tal que

Ve € T(f(§) =)

Prueba. Supongamos que para toda v < k el conjunto {£ < k|f(§) = v} no es estacionario, sea

entonces C,, un cerrado y no acotado de & tal que para toda & € C,, f(§) # 7. Por 3.26, C = A C,
Y<K
es cerrado y no acotado y por 3.24, SNC es estacionario. Sea o« € SNC, entonces o € C'y asi a € C¢

para toda £ < « por lo que f(a) > a que es una contradiccién. O

Definicién 3.29. ¢ es el enunciado: Hay conjuntos S, C « con « < wy tal que para todo A C wy,
{a <wi|ANa=S5,} es estacionario.

A la sucesién (Sy|a < wi) se le llama una sucesién ¢ y ésta “captura” a todos los subconjuntos de
w1 por lo que puede ser usado para construir objetos de tamano w; que tengan ciertas propiedades.
Un ejemplo es el siguiente.

Teorema 3.30. O = HC.

Prueba. Sabemos que R; < 2% por lo que sélo hay que ver la otra desigualdad. Sea (Sq|a < wy)
una sucesion diamante, para cada X C w C w; existe @ > w tal que X = X Na = S,, y como
el conjunto de S,’s que cumplen esto es un estacionario podemos asignar a cada X C w un S, de
manera inyectiva. Por lo tanto 2 (w) C {Sa|a < w1}, es decir, 2% < Xy, Por lo tanto 2% = R;. [

Ahora necesitaremos algunos conceptos més acerca de forcing
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Definicién 3.31. Sea P una nocién de forcing.
(i) D C P es abierto si y solo si cada vez que tengamos ¢ € D y p < ¢, entonces p € D
(ii) P es k-distributivo siy sélo si la interseccion de x subconjuntos abiertos densos de P es denso.

(iii) P es k-cerrado siy s6lo si para toda A-sucesién no creciente de elementos de P, (po|a < \)
con A < k hay p € P tal que para toda oo < A\, p < p,.-

Lema 3.32. Si P es k-cerrado, entonces es k-distributivo.

Prueba. Sea {D,|ac < k} una coleccién de x subconjuntos abiertos densos de P. Veamos que

D =Nyc, Do es denso. Sea p € Py construimos una -sucesion p > pg > p1, ... tal que para toda
a < K, po € Dy v como P es k-cerrado sea q¢ € P tal que g < p,, para toda o < k, como los D,’s
son abiertos se tiene que ¢ € Dy q¢ < p. L]

Ahora veremos cémo estas nuevas propiedades de los 6rdenes parciales aseguran que ciertos
cardinales se preservan.

Teorema 3.33. Sea k un cardinal infinito y supongamos que P es k-cerrado, entonces si f € V|G|
es una funcion de k en V', entonces f € V.

Prueba. Sea f: k — V, con f € V[G] y sea f un nombre para f, entonces como en V[G], f
es funcién hay A € V y po € G tal que po IF f es una funcién de & en A. Para cada a < &
definimos D, = {p < po|3z € A(p IF f(&) = &)}. Veremos que cada D, es abierto denso bajo po,
asi D =) D, es un denso bajo py y por lo tanto hay p € D N G. Ahora en V tenemos que
para cada o < k hay z, tal que p I- f(d) = &,. Entonces definimos ¢g: K — A como g(a) = z,.
Con esto tenemos que g € V' y entonces s6lo hay que ver, en VIG], que f = g. Sea a < K, entonces
gla) =4 siy sélosiplk f(&) =2, sty sélo si en V[G], f(a) = zq4. O

a<k

Prueba D, es denso bajo py. Sear < pg, entonces tenemos que r I+ f es una funcién de % en A
y consideremos H C P un genérico tal que r € H, entonces en V[H] se tiene que f es una funcién
de k en A y por lo tanto en V[H] f(a) = x para algin x € A, por lo que hay ¢ € H tal que
q - f(&) = Z para algin # € A '° y tomando ¢’ € H tal que ¢ < ¢, entonces ¢ € Dy y ¢’ < r
por lo que D, es denso bajo pg. O

Corolario 3.34. Si P es k-cerrado, entonces k no tiene nuevos subconjuntos en V[G.

Ahora como ¢ habla de wy, necesitamos que éste se preserve en la extensién genérica. Entonces
veamos que condiciones debe cumplir un forcing para preservar a ws.

Corolario 3.35. Si P es Ry-cerrado entonces w = wY[G].

Prueba. Supongamos que w} < wY[G]. Entonces en V[G] hay una biyeccién f: w — w} y por 3.33

f € V lo cual es una contradiccién. O

Notemos que lo tnico que se usé de w en esta prueba es que éste se preserva en cualquier
extensién genérica, por lo que podriamos generalizarlo de la siguiente manera. Si k¥ = VI y P
es k-cerrado, entonces (k1)V = (H+)V[G] y la prueba seria una copia de lo que ya se hizo. Pero
qué tan necesario serd pedir que k¥ = £V[E]. Veamos que eso estd de més.

104 también fuerza que f es una funcién de & en A.
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Corolario 3.36. Sea k > w. Si P es k-cerrado, entonces todos los cardinales infinitos menores o
iguales a kT se preservan, es decir,

VA< K,+()\V — )\V[G])

Prueba. Por induccién.Es claro que w se preserva. Supongamos que A se preserva. Como P es
k-cerrado entonces es A-cerrado, por lo que AT se preserva.
Si A < kT es limite entonces hay o € LIM tal que A = X,. Supongamos que Ng se preserva para

todo B < «, entonces
_ U Nﬂ U NV[G] NV[G
B<a n<a

O

Con esto se tiene que si un forcing es k-cerrado, entonces en cualquier extensién genérica se
preservan todos los cardinales hasta s¥.
Con esto ya tenemos lo suficiente para ver la consistencia relativa de ¢.

Teorema 3.37. Con(ZFC) = Con(ZFC + ).

Prueba. Sea P = {p|p es una funcién, dom(p) € w1, Im(p) C 2} y p < g siy sblo si p D g. Veamos
que P es Ng-cerrado, sea (p,|n € w) una sucesién de elementos de P tal que para toda n € w
Pn > Pny1, sea p = [J,c,, Pn cOmo wy es regular se tiene que p € Py ademds para toda n € w
Pn > p. Entonces P es Ry-cerrado y por lo tanto w} = w, viel,

Si G un P genérico sea g = |J G. Entonces para cada o < wy definimos S, = {£ < a|g(a+&) =1}
y afirmamos que (S,|a < w;) es una sucesién diamante en V[G]. Para esto, sean en V[G], X C w;
y C un cerrado y no acotado. Sea py € G tal que py IF X C &1 y C es un club. Sea S = {a <
wi|X Na=5,} y veamos que

D={qePlgracCyXna=>5,}

es denso bajo pg. Si asi fuera ya habriamos acabado, pues habria ¢ € G N D y como estd en G
tendrfamos que en V[G], SN C # (), obteniendo que S es estacionario.
Para ver que D es denso bajo pg sean ag < fg < a3 < B1...¥ pg = p1 > P2 ... sucesiones tales que

(1) dom(pn) = an
(ii) V€ < an(Ppy1 IFEE€ XV pup IFE ¢ X)
(iii) pry1 IF Bn € C

Sea a = sup{an|n € w} = sup{fn|n € w} y sea p = U, c, Pn, asi dom(p) = «, para toda n € w
p<pn,VE<alplFéeXVplFé¢ X)ypl- {Bn|n6w}CC Como p IF C es un cerrado y
no acotado, se tiene que p I- @ € C. Sea ¢ < p tal que dom(q) = a+a y qla+ &) = 1siy sélo si
plF € € X, entonces por la naturaleza de ¢ y la proposicién 2.71 tenemos que g I- XNna=>5,.

Con esto sélo hace falta ver la existencia de sucesiones como las que necesitamos, para esto
definimos ag = dom(pg) y Bo € C tal que ag < Bo. Luego supongamos que ya tenemos definidos
Qp, Bn Yy Pn que cumplen lo que queremos (donde 53, siempre serd tomado en C' usando que es no
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acotado), entonces como 3, € C hay ¢" € G tal que ¢" I+ 3, € C'y usando el inciso (i)(c) de 2.16
definimos recursivamente g7 < ¢" tal que decide 0 € X, es decir

@F0eX 6 pIF0¢ X
para toda { < oy tal que { +1 < a;, tomamos ¢, < ¢ que decida § +1 € X ysi{ € LIM
tomamos ¢’ < qg para todo 3 < ¢ (esto es posible, pues P es Ng-cerrado) y luego tomamos g < q

que decida £ € X. Como P es Ny-cerrado sea p € P tal que p < q¢ para toda £ < a,, y entonces
definimos

apt1 = dom(pny1) = dom(p) U B, + 1
Bry1 € C tal que a1 < Brya

ponn(0) = {p(C) si ¢ € dom(p)

0 en otro caso

y con esto es claro que estos ay, 41, Brt1 ¥ Pnt1 cumplen lo que queremos. O

3.4. Hipotesis del Continuo segunda parte

Ya hemos visto que es consistente ~HC' y mas que eso hemos construido una extensién genérica
en la que el cardinal del continuo es exactamente s para algiin cardinal que cumpla &N = k.
En el capitulo anterior vimos que ¢ = HC y construimos una extensién genérica en la que ¢
es verdadero, asi tenemos que con forcing podemos probar la consistencia de HC', pero hay que
hacer algo intermedio, entonces veamos como la técnica de forcing puede probar la consistencia de
HC directamente. Esto puede hacerse colapsando a 28° a w; y preservando a wy, para lograr esto
combinaremos la técnica usada en 3.4 y lo combinaremos con 3.35. Entonces analogamente a 3.1
tenemos

Definicién 3.38. Sean I y J conjuntos infinitos, definimos el forcing Fun,, (I,J) = {f: I —
J|f es contable} y si f,g € Fun,, (I,J), entonces f < gsiysélosi fDg.

Un argumento similar al de 3.2 nos da el siguiente resultado

Proposicién 3.39. Si I y J son no-numerables y G C Funy, (I, J) es un genérico, entonces |JG
es una funcion suprayectiva de I en J.

Y usando AFE podemos probar que en algunos casos Funy, (I,.J) es Ng-cerrado y por tanto
preserva a wi.

Lema 3.40. Si I es no numerable, entonces Funy,, (I,J) es No-cerrado.

Prueba. Sea pg > p1 > ... > p, > ... una w-sucesién de elementos de Fun,, (I,J), entonces
si p = Upc, Pn s6lo hay que ver que p € Funy, (I,J). Entonces, Im(p) = U, e, Im(pn) € J y
dom(p) = U, ., dom(p,) C I y este 1ltimo es unién numerable de contables que es contable y por
lo tanto p € Funy, (I,J). O

Teorema 3.41. Con(ZFC) = Con(ZFC + HC).

Prueba. Sea P = Fun,, (w;,2%°), entonces por el lema anterior P es Ng-cerrado con lo cual
preserva a w; y no afiade subconjuntos nuevos a w, es decir, 2% también se preserva. Si G C P es
un genérico, por 3.39 tenemos que en V[G], | JG es una funcién suprayectiva de (wy)¥ en (2%0)V y
como estos dos se preservan, entonces (280 = R;)VIG], O
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3.5. Axioma de Eleccién

En esta seccién veremos un interesante uso del forcing, pues hemos visto que empezando con
un modelo base de ZFC la extensién genérica también es modelo de ZFC, entonces debemos
quedarnos en medio de este proceso para encontrar un modelo de ~AFE y para esto necesitaremos
algunas definiciones de teoria de grupos.

Definicién 3.42. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accion de G sobre X es una funcién
a: G x X — X tal que a(g,x) = g - x que satisface

ecx=z y (gh)-z=g-(h-2)

para todo « € X, g,h € G, donde ¢ es el neutro de G. Escribiremos gz en lugar de ¢ - x y diremos
que G actia sobre X.

Por ejemplo, si G < Sx 1, entonces a: G x X — X es la evaluacién a(o,x) = ox = o(x), esto
es, que las acciones son otra forma de ver a las permutaciones, es decir,

Teorema 3.43. Sean G un grupo, X un conjunto y a: G x X — X una accidn, entonces hay un
homomorfismo &: G — Sx dado por ag = ag: x — afg,x) = gx. Y al revés, cada homomorfismo
p: G — Sx define una accidn, dada por gr = o(g)x.

Si B es un algebra de Boole, una accién « de un grupo G sobre B significard una accién de
G por automorfismos, es decir, que para todo g € G, ay: B — B es un automorfismo. Y también
tenemos que Aut(B)'? actia sobre B de manera natural, ob = o(b) con o € Aut(B) y b € B.

Ahora la intencién es extender un automorfismo de un algebra de Boole completa B al modelo
booleano-valuado V) y para hacerlo lo haremos a través de acciones.

Definicién 3.44. Sean B un dlgebra de Boole completa, A = (A, ||- = -||a, |- € -||4) una estructura
B-valuada. Una accién de un grupo G sobre 2l es un par de acciones de G sobre B y A que satisfacen

gz = gylla = gllx = ylla
llgz € gylla = gllz € yl|a

Esta definicién es posible extenderla a férmulas en general.
Proposicién 3.45. Si p(vy...,vy) es una férmula, a1, ...,a, € A y g € G entonces
le(gar, ..., gan)lla = glle(ar,... an)lla (3.10)

Prueba. La prueba es por induccién sobre la formacion férmulas, todos los casos son faciles usando
que la accién de G sobre B es por automorfismos. O

Y veamos que una accion de un grupo G sobre un algebra de Boole completa B se puede extender
a una accién de G sobre V(B),

115y es el grupo de permutaciones de X y G < Sx significa que G es subgrupo de Sx
12 Aut(B) es el grupo de automorfismos de B
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Teorema 3.46. Sea G un grupo que actia sobre un dlgebra de Boole completa B. Definimos la
funcion a: G x VB — VB) por recursion sobre la relacion t € dom(x)

gx = {{gt, gx(t))|t € dom(z)} (3.11)

que define una accion de G sobre VB) tal que:

(i) Paratodox € VB) y g e G se tiene que, dom(gx) = {gt|t € dom(x)} y para cada t € dom(z),
gz (gt) = g (t)
(ii) g% = & para todo x € V.
Prueba. Para ver que (3.11) es una accién de G sobre V(B) | yeamos primero que (con la notacién
de 3.43) para cada g € G, o, es una funcién inyectiva de VB en V(B y para esto veamos por
induccién que
ag [,(» es una funcién inyectiva de VB en V(B (3.12)

supongamos que (3.12) es cierto para todo f < a. Sea z € VOEB), entonces dom(x) C Vﬁ(B) para
algiin 3 < a, por lo que g [gom(s) € una funcién inyectiva de dom(x) en V(B Como gz(t) € B,
entonces ay [, (x) = gz como fue definido en (3.11) es una funcién de {gt|t € dom(z)} en B,
por lo que oy rVCEB) es una funcién de VOEB) en V(B Para ver que es inyectiva supongamos que
g [y () =ay PO (y), es decir, gx = gy, por (3.11) se tiene que

{(gt, gx(t))|t € dom(x)} = {{gs,gy(s))|s € dom(y)}

ademds sabemos que hay f < « tal que Vﬁ(B) contiene a dom(x) y dom(y) y como ay [,5) es
8
inyectiva se tiene que
{(t, x(t))[t € dom(x)} = {(s,y(s))|s € dom(y)}

es decir, x = y y con esto tenemos (3.12).
Para probar que es una accién tenemos que hacer lo siguiente:

1. Veamos por induccién en V(B) que (gh)z = g(hz), supongamos que (gh)t = g(ht) para todo
t € dom(x), entonces

g(hx) = {(gs, g(hx)(s))|s € dom(hz)} B11)ag
= {(g(ht), g(hx)(ht))|t € dom(z)} por la primera parte de (i)
= {(g(ht), g(hz(t)))|t € dom(z)} por la segunda parte de (i)
= {{gh(t), (gh)z(t))|t € dom(z)} por hipétesis de induccién

= (gh)z (3.11) a (gh)
2. Si e es el neutro de GG, veamos por inducciéon que ex = x.

ex = {(et,ex(t))|t € dom(x)}
={{, ()|t € dom(x)}

=Z
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3. Para ver que gz € y|| = [lgz € gyl v gllz = yl| = [|gz = gyl lo haremos por induccién
simultanea. Sélo veremos |gz C gy| = g|lz € yl|, la otra contencién y la pertenencia son
analogas.

lgz Cgyll= /\  gz(gt) = llgt € gy

gtedom(gx)

= A gzlgt) = llgt € gy
tedom(x)

= /\ gz(t) = g||t € y|| por (i) e HI
tedom(x)

=g /\ z(t) = ||t € y| ag es automorfismo

tedom(x)
=glz Syl

Esto implica que a: G x V(B) — V(B) es una accién. Para ver el punto (ii) lo haremos por induccién
sobre la relacién €.

{(gt, g2(t)[t € dom(z)}
{(gt. 91|t € z}
{E, D]t € 2} o es automorfismo e HI

g

Il
K¢

O

Como ya habfamos visto que Aut(B) actia sobre B, entonces con este teorema tenemos que
Aut(B) acttia sobre V(5.

Definicién 3.47. Sean B un algebra de Boole.
(i) Un elemento b € B se llama invariante si y sélo si o(b) = b para todo o € Aut(B).
(ii) B se llama homogénea si y s6lo si sus unicos elementos invariantes son 0 y 1.

Lema 3.48. Supongamos que B es homogénea. Entonces para toda férmula (v1,...,vy) y cuales-
quiera x1,...,T, €V se tiene que

(@1, ... &) =1 o |@(E1,...,3)|| =0

Prueba. Veamos que ||¢(Z1,...,%,)| es invariante, sea g € Aut(B), entonces
gl - Zn)ll = N9, - gZa) | por (3.10)

como B es homogénea entonces ||o(Z1,...,&,)| =10 ||¢(&1,...,Z,)|| = 0. O
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Ya hemos visto que una accién sobre un dlgebra de Boole por automorfismos se puede extender
a una accién sobre una estructura booleano-valuada, entonces para hacer un modelo de no eleccién
lo que haremos es extraer de V) los elementos més “simétricos” para crear una nueva estructura
booleano-valuada, pero la desventaja que tiene esto es que quiza la estructura resultante no sea
transitiva, por lo que hay que anadir ciertos elementos més a esta estructura, es decir, ampliaremos
el concepto de “simétrico” para que la estructura sea transitiva.

Para definir simétrico lo haremos usando acciones pues ya sabemos que si « es una accién de
G sobre X, entonces cada elemento g € G genera una permutaciéon de X, entonces diremos que
alguien es simétrico si para muchos elementos de G la permutacién generada lo deja fijo y todo esto
lo haremos de la siguiente manera.

Definicién 3.49. Sea G un grupo. I es un filtro de subgrupos de G si cumple que para cualesquiera
H,, Hs subgrupos de G se tiene que:

(i) T #0,
(ii) Si Hy € I''y H; es subgrupo de Ho, entonces Hy € I' y
(iii) Si Hy,Hs €T entonces H; N Hy €T
y con esto podemos definir lo que hemos estado llamando simétrico.

Definicién 3.50. (i) Sean G un grupo que actia sobre un &lgebra de Boole B y = € V(5

definimos el estabilizador de x como

stab(x) = {g € Glay(zr) =z}

(ii) SiT es un filtro de subgrupos de G, diremos que = € V5) es simétrico si y sélo si stab(z) € T.

Es fécil ver que stab(z) es un subgrupo de G. Y con la nocién de simétrico podemos construir
la estructura que nos interesa andlogamente a como se definié V(%) es decir

‘/O(F) — @
Vog?l = {z|fun(z) A dom(x) C VD) A stab(x) € T} con o € OR
v = JviD siy e LIM
a<ly
v = U v
ac€OR

También copiamos todas las definiciones de valores de verdad y de ser modelo, lo inico que hay
que cambiar es que en lugar de escribir ||_||® = ||_|| escribiremos ||_||''. Obtenemos asi, que si
Ty, 21, ..., 2, € VI entonces

lz € yl" = llo € ylI”

lz = ylI" = [lz = y||”
"

||<,0(171,...,212n) = H(p(xl,...,xn)HB
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Asi lo que queremos ver es que si G es un grupo que actia sobre un algebra de Boole B y I es
un filtro de subgrupos de G, entonces V(I tiene a todos los nombres canénicos de elementos de V,
G actia sobre VI y que V() es modelo de ZF.

Pero para ver que G acttia sobre V(I) necesitaremos que para todo g € G, stab(gz) = gstab(z)g~"
para lo cual necesitaremos de algo mas.

Definicién 3.51. Sea I' un filtro de subgrupos de G, I' es normal si se cumple que
Hel = gHg 'eT

A partir de aqui G serd un grupo que actia sobre un dlgebra de Boole B por automorfismos y
I serd un filtro normal de subgrupos de G.

Lema 3.52. Sixz €V entonces & € V(D)

Prueba. Por el inciso (ii) de 3.46 se tiene que para todo g € G, gi = Z, es decir, stab(z) =G €T
por lo que & € V(). O]

Lema 3.53. G actia sobre VD)

Prueba. Para ver esto necesitamos que a, mande elementos de V() en elementos de V). Si
z € V) hay que ver que stab(gz) € T'y como I' es normal basta ver que stab(gx) = g stab(z)g~".

(C) Sea h € stab(gx), entonces gr = h(gz) = (hg)z y multiplicando por g~! por la izquierda
se tiene que x = (g 'hg)x, es decir, g thg € stab(x) y asf tenemos h = g(g~'hg)g~* €
g stab(x)g™L.

(D) Sea h € stab(z) y veamos que ghg~! € stab(gx),
ghg™(gz) = (ghg™"g)x

= gh(z)
=gz pues h € stab(x)

y con esto ya solo falta ver que la accién se lleva bien con los valores de verdad de las atémicas, lo
cual se sigue de que la definicién de valor de verdad es la misma para VI y V() pues:

lgz € gyll" = [lgz € gyl|” = gllz € y|” = gllz € y|I"
gz = gy|" = [lgz = gy||® = gllz = y||® = gllz = y||"

Teorema 3.54. V) es modelo de ZF.

Prueba. La prueba de este teorema es igual que la de 2.62 salvo porque ahora tenemos que ver que el
estabilizador de cada elemento de V() que se construyé, esté en I'. Las pruebas de Extensionalidad
y Buena Fundacién son iguales. Por 3.52 también tenemos en axioma de Infinito y la prueba de
Reemplazo es andloga a la de V(5.
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Par. Sean z,y € VI, en 2.62 habfamos definido un z tal que
dom(z) = {z,y}
2(@) = 2(y) =1

entonces veamos que stab(z) Nstab(y) C stab(z). Si g € stab(x)Nstab(y) entonces, dom(gz) =
{9z,9y} = {z,y} = dom(z) y gz(z) = gz(g9z) = g(2(x)) = g1 = 1, la dltima igualdad se debe
a que G actia sobre B por automorfismos y la correspondiente igualdad para y se prueba de
forma andloga. Asf stab(x) N stab(y) C stab(z) y por tanto stab(z) € T.

Separacién. Sea z € V) y ¢ una férmula, recordemos que habfamos definido y tal que
dom(y) = dom(z)
y(t) = z(t) Al

entonces bajo la suposicién de que stab(z) € T lo que hace falta ver es que stab(y) € T', para
lo cual veamos que stab(z) C stab(y). Sea g € stab(x), entonces

dom(gy) = {gt|t € dom(y)}
= {gt|t € dom(x)}
= dom(gx)
= dom(z) = dom(y)

Ademds con esto podemos decir que si t € dom(y), entonces hay s € dom(z) tal que t = gs y
asi

(
= g(z(s) A lle(s)]")
= gx(gs) A lle(gs)]"
= z(t) Alle@)I" = y()
por lo que gy = y, por lo que stab(y) € T.

Unién. Sea z € V) y veamos que stab(x) C stab(y) donde y esta definido por

dom(y) = U dom(t)

tedom(x)
y(s) =1
sea g € stab(x), entonces dom(gy) = dom(y), pues es la misma unién y ademads
g9y(t) = gy(gs)
=9(y(s))
=g(1)
=1
=y(t)

Con esto tenemos que stab(z) C stab(y) por lo que y € VI,
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Potencia. Sea z € V(I) y sea y definido por

dom(y) = {u € VO |dom(u) = dom(x)}
y(u) = lu C ||

si g € stab(x) entonces, es ficil ver que dom(gy) = dom(y) y ademds gy(t) = gy(gs) =
9(y(s)) = llgs € gz||" = It C =" = y(2).

O

Ahora si, demos B, G, I particulares para los cuales podamos probar que V(I E —AE. Pero la

idea para hacer esto es que con axioma de eleccién las nociones de infinito de Cantor y Dedekind
coinciden'® y construiremos un conjunto de reales que en V() es Cantor infinito pero Dedekind
finito, lo que es llamado amorfo.
Entonces pasemos a hacer los detalles de esto. Como queremos “reales extranos” necesitamos usar
un orden parcial que anada reales y debe afiadir una cantidad infinita en el sentido de Cantor,
entonces tomemos P = Fun,(w X w,2) que ya sabemos que anade w reales y como se hizo en 2.22
definimos un espacio topoldgico X a partir de P con la topologia del orden, es decir, {Uy|p € P}
es una base para el espacio, donde U, = {q € Plg < p} y B el dlgebra de Boole de los abiertos
regulares de este espacio. Tomando G = S, y g € G podemos definir una funcién g*: X — X tal
que para cada p € P, g*p € “*“2 esta definida por

dom(g*p) = (id., x g)~*[dom(p)]
g"p(n,m) = p(n, gm)

Con esta definicién tenemos
Proposicién 3.55. Para cada g € G, g* es un homeomorfismo.

Prueba. Para ver que g* es inyectiva supongamos que g*p = g*q, entonces tenemos que dom(p) =
dom(q) y que para cualesquiera n,m € w, p(n,gm) = q(n,gm) y como ¢ es una permutacién de w
es lo mismo que decir que para cualesquiera n,m € w, p(n, m) = g(n, m) por lo que p = q.

Para la suprayectividad dado p € P definimos ¢ € P tal que dom(q) = (id,, x g)[dom(p)] y
q(n,m) = p(n,g~1m), con esto es claro que g*q = p.

Con esto ya tenemos que g* es biyectiva por lo que podemos darle nombre al elemento ¢ de
arriba, que llamaremos p—!.

Para probar que g* es continua basta ver que para todo p € P, g*[U,-1] C U, para lo cual dado
q € g*[Up-1] hay r € U,-1 tal que g*r = ¢, con lo cual se tiene

dom(p) = (id,, x g)~*[dom(p™")] C (idsy x g)™*[dom(r)] = dom(q)
y si (n,m) € dom(p)

q(n,m) = g*r(n,m) = r(n,gm) = p~*(n,gm) = p(n, m)
Con lo cual g* es continua, para ver que g*~! es continua basta ver que g*’l[Up_l] C Up lo cual se
hace de forma andloga a lo que ya hicimos. Por lo tanto ¢* es un homeomorfismo. O

13Cantor define infinito como no ser biyectable con ningtn nimero natural, mientras que Dedekind lo hace diciendo
que es biyectable con un subconjunto propio de si mismo.
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*

Ademas algunas propiedades de _* son las siguientes.

Lema 3.56. Sean g,h € G, entonces
(i) (gh)* =h*g".
(i) (47 =g

Prueba.

(i) Sea p € Py veamos que para todo (n,m) € dom(p), (gh)*p(n,m) = h*g*p(n,m).
(gh)*p(n,m) = p(n, g(hm)) = g"p(n, hm) = h*g*p(n, m)

'p(n,m)

(i) (97" p(n,m) =p(n,g~tm) =p~"(n,m) = g*~
Entonces empecemos a ver lo que nos interesa.
Teorema 3.57. gb = g*~1[b] define una accion de G sobre B.

Prueba. Para ver que eb = b basta notar que e*p = p = e* " 1p. Y g(hb) = (gh)b se sigue de
3.56. O

Observacién 3.58. g*~1[b] = {g*'p|p € b} = {p|g*p € b}.
Definicién 3.59. (i) Para cada n € w definimos G,, = {g € G|gn = n}.
(ii) T es el filtro de subgrupos generado por los G,,.

Si anadimos como notacién que para cada J C w finito

GJ = ﬂ Gn
neJ
entonces I' = {H < G|G; < H para algin J C w finito}.
Observacién 3.60. (i) Para cada n € w, G,, es subgrupo de G.

(ii) T es un filtro normal.

Prueba. La prueba de (i) es facil. El que T es filtro se sigue de (i), por lo que sélo hay que ver que
es normal.

Si He 'y g€ G, entonces hay J C w finito tal que G; < H. Queremos encontrar I C w finito
tal que Gy < gHg™'. La idea para lograrlo es tomar como I el conjunto de naturales que son fijados
por gG g™ y es facil ver que gJ C I lo que implica que Gy < Gy = gG 9~ < H. O

Si vemos a P como si fuera un subconjunto denso de B (para facilitar la notacién, sélo hay que
recordar que cada p € P esta identificado con Up,) tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.61. Sean p € P, J Cw finito yn ¢ J, entonces hay g € G tal que p Agp #0 y gn # n.
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Prueba. Primero notemos que una de las cosas que queremos es que U, N gU, # 0, es decir,
{q € Plg < p}n{q € Plg*q < p} # 0. Entonces lo que estamos buscando es ¢ € P para el cual
si (i.7) € dom(p), entonces q(i,5) = p(i,7) = q(i, gj), pero podria pasar que hubiera un j € w tal
que (i,j) € dom(p) para algin ¢ € w con (i,gj) € dom(p) y que p(i,j) # p(i, gj), situacién en la
cual no habria ¢ € P tal que p(i,7) = q(¢,9j) = p(i, gj). Para evitar esto daremos g € G para todo
(i,4) € dom(p), con gj = j, y esto lo haremos como sigue:

Sean’ ¢ JU{n} tal que (m,n’) ¢ dom(p) para todo m € w, tal n’ existe porque J y dom(p) son
finitos, sea g € G la permutacién que cambia a n por n’ y todo lo demés lo deja igual, asi g € G
y gn # n por lo que sélo hace falta ver que {¢ € P|lq < p} N{q € Plg*q < p} # 0 lo cual ya es
facil. O

Con esto podemos ver quién es el conjunto de reales amorfo.
Definicién 3.62. Para cada m € w definimos u,, € V&) con
dom(uy,) = dom(&)
um (n) ={p € Plp(n,m) =1}
Veamos que todos éstos son reales en V5| es decir
Lema 3.63. VB £, C @ para todo m € w

Prueba. Tenemos que ver que [[um C @[|F = A, o, um(7) = |7 € @[|® = 1. Pero |7 € 0||® =1
por lo que ||u,, C @||? = 1. O

Gracias a este lema ya tenemos que los u) s son reales, entonces lo que sigue es ver cémo se
comportan con la accién de G sobre V(5.

Lema 3.64. Para cualesquiera g € G y m € w se tiene que
Gl = Ugm
Prueba. Veamos primero que dom(gum,) = dom(ugm):
dom(gum,) = {gn|n € w} = {n|n € w} = dom(ugm)
y para terminar hay que ver que gu,, (i) = ugm () lo cual se hace como sigue:

gum(ﬁ) = QUM(gﬁ)
= g(um(n))
= 9" '{q € Plg(n,m) = 1}]
={q € Plg*q(n,m) =1}
= {q € Plg(n,gm) = 1}

= Ugm ()
O
Ademas una consecuencia inmediata de este lema es que si g deja fijo a m, entonces gu,, = U,

es decir, G, C stab(u,,) por lo que u,, € VI para todo m € w. Si queremos que {u,,|m € w} sea
amorfo entonces tenemos que asegurar que es Cantor infinito.
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Lema 3.65. Sim # m’ entonces V) E uy, #
Prueba. Para esto primero veamos que si p € P, entonces

plEn € upy <= pn,m) =1
plkn ¢ uy < p(n,m) =0

Lo cual se hace notando que si p(n, m) = 1 entonces Uy, C 4, () < || € uyy||. Para el otro lado, si
p k7 € u,y,, entonces

pE Uy < 11t € tpll = \/ wm(R) A Ik = 0|
kew

por lo que p estd en el conjunto de funciones g € P tales que q(k,m) = 1 y hacen que k = n, es
decir, p(n,m) = 1. Con esto veamos que si m # m’ entonces ||t = U/ ||' = 0. Supongamos que
no, es decir, que hay m,m’ € wy p € P tales que m # m' y p IF 4, = Uy, entonces tomando
n € w tal que (n, k) ¢ dom(p) para todo k € w y considerando

g=pU {<(n7m)7 1>’ <(n7m/)a0>}

se tiene que ¢ IF Uy, = Uy, qIF 7 E Uy y ¢ IF 72 & upy 1o cual es una contradiccion. O

Lo que falta ver es que {um,|m € w} es Dedekind finito, para lo cual daremos un nombre para
este conjunto.

Definicién 3.66. Definimos a € V(&) de la siguiente manera:

dom(a) = {um|m € w}
a(t)=1

Lema 3.67. G = stab(a) y por lo tanto a € V1),
Prueba. Sea g € G entonces

dom(ga) = {gum|m € w} = {ugm|m € w} = {uy|m € w} = dom(a)
ga(um) = ga(gum) = g(a(um)) = g1 =1 = a(un)

O

Ademsés por 3.63 se tiene que VI E a C p(w) y por 3.65 se tiene que V() E @ es infinito 4.
Entonces veamos como es la relacion de forcing con a.

Lema 3.68. pltr « € a si y sdlo si Vg < pIr < ¢Im € w(r IFr & = uyy,).

14 Aqui es infinito en el sentido de Cantor
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Prueba.

prrzca<=p<|zcal"

—p< \/ llz = wm "

mew

= pA- \/ |z = um|" =0

mew

= pA /\ llz # um|" =0

mew

—=Vg<p (q £ /\ |z # um||F> es facil por contrapuesta

mew
Vg <pImew(qg Lz #um|")
< Vg < pm € wa(qlrr x # upy,)
< Vg <pim € wdr < q(rlr oz =up)

O

Con esto ya podemos ver que en V(') @ es amorfo, que lo haremos viendo que w no entra
inyectivamente en él.

Teorema 3.69. ||fun(f) A f es inyectiva A dom(f) =& A Im(f) Cal' =0
Prueba. Supongamos que no, es decir, que hay pg € P tal que
Do I fun(f) A f es inyectiva A dom(f) =w A Im(f) Ca (3.13)

Como f € V() sea J C w finito tal que Gy C stab(f), digamos que J = {my, ... ,m;}. Por (3.13)
se tiene que

polF 3z € O(f(x) # Umy Ao A f(T) # Umy)
asi hay n € wy p < pg tales que
pl= f(R) # wmy Ao A F(1) # U, (3.14)
como pg I+ f(R) € a también lo hace p y por el lema 3.68 se tiene que hay r < p y m € w tales que
rlk f(R) = um (3.15)

esto junto con (3.14) nos dice que m ¢ J y usando el lema 3.61 hay g € Gy tal que r Agr #0 y
gm # m, ademés como G acttia sobre VI y (3.10) tenemos que gr IF g(f()) = g, es decir

grl- f(R) = ugm (3.16)

y como r A gr # 0 entonces hay ¢ € P tal que ¢ < r,gr. Entonces, por (3.13), (3.15) y (3.16) se
tiene una contradiccion. O
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3.6. Equivalencia Back-and-Forth

En esta seccidon veremos un concepto creado por Fraissé para tratar de mejorar los conceptos
de isomorfismo y equivalencia elemental. En efecto, el primero tiene la desventaja de depender de
un universo para la teoria de conjuntos ya que en la teoria del orden denso sin extremos Q y R no
pueden ser isomorfos porque no son biyectables, pero podria pasar que en una extensién de forcing
que aflada una biyeccién entre estos dos (aqui es importante notar que en la extensién hablamos de
Q y R del modelo base), ellos serén isomorfos. Y la equivalencia elemental depende del lenguaje.

Entonces aqui veremos la nocién que definié Fraissé para comparar estructuras que de hecho
esta entre isomorfismo y equivalencia elemental, pero para ello antes veamos como se define y como
se usa a través de juegos.

Dado un tipo de semejanza p tomemos estructuras 20 y ‘B de tipo p, entonces dos personas,
Jloisa y Vbelardo (que denotaremos 3 y V respectivamente) jugaran un juego para comparar dichas
estructuras, donde V tratara de probar que las estructuras no son isomorfas y 3 tratarda de probar
que si lo son.

El juego se juega de la siguiente manera, dado un ordinal v, se jugard un juego de v pasos,
donde en el a-ésimo paso V escoge un elemento de alguna de las dos estructuras y 3 escoge un
elemento de la otra estructura y ademas cada jugador puede ver y recordar todos los movimientos
anteriores del juego ademds de saber su longitud. Al final se habrén escogido @ = {aq|a <y} C A
y b = {ba|a < v} C B y llamaremos (@, b) al juego. El juego (@, b) cuenta como una victoria para
3 si hay un isomorfismo f: (@)y — (b)es tal que f(@) = b'®, en otro caso cuenta como una victoria
para V. Este juego es el juego de Ehrenfeucht-Fraissé de longitud v que denotaremos EF, (2, B) y
a f se le da el nombre de isomorfismo parcial de 2 en *B.

Un ejemplo donde V gana consiste en tomar a (Z,+,-,0,1) y (Q,+,-,0,1). Ahora V juega ¢ € Q
tal que g # 0, si 3 no quiere perder en el primer movimiento entonces tiene que jugar alguien en Z
distinto de cero, digamos a. Luego hay m € Z tal que m no divide a a y asi V juega r € Q tal que
mr = q, es claro que 3 no puede jugar b € Z tal que mb = a y con esto si v > 2 entonces V gana el
juego EF,(Z,Q).

Ahora, para dar un ejemplo donde 3 gana basta tomar 2 = B, digamos que f es el isomorfismo.
Entonces cada vez que V juegue un a € A, 3 juega f(a) € B y si V juega b € B, 3 juega f~1(b). De
esta manera para cualquier v € OR, 3 gana el juego EF, (2, B).

A este conjunto de reglas para jugar les llamaremos una estrategia ganadora, entonces con base
en estos juegos definimos.

Definicién 3.70. Sean 2, B estructuras de tipo p, diremos que A y B son back-and-forth equiva-
lentes si y solo si 3 tiene una estrategia ganadora en el juego EF,,(2,B) y lo denotaremos 2 ~,, B.

En general podemos ver algunas propiedades de la relaciéon 2 ~. B para cualquier ordinal ~.
Proposicién 3.71. ~. es una relacion de equivalencia para cualquier v € OR.

Prueba. La reflexividad y la simetria son faciles por lo que solo veremos la transitividad. Supon-
gamos que A ~, B y que B ~, €, lo que tenemos que hacer es dar una estrategia ganadora para 3
en el juego EF, (2, €) y lo haremos de la siguiente manera. Supongamos que en el a-ésimo paso V

15 Esto quiere decir que f(aa) = bo para todo a < 7y
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juega an, € A, entonces 3 juega por separado el juego EF, (U, B) para dar b, € B que resulta de la
estrategia ganadora para este juego y luego juega el juego EF, (B, ) para dar ¢, € C de acuerdo
con su estrategia ganadora para este juego y asi la respuesta de 3 al movimiento original de V es ¢,
y andlogamente si V juega alguien en €. De esta manera tenemos una composicion de isomorfismos
parciales que es de nuevo un isomorfismo parcial f y ver que cumple f(a) = ¢ se sigue de la misma
condicién de los isomorfismos parciales de los que generamos a f. Asi 2A ~,, €. O

Para tener otra forma de ver la relaciéon de equivalencia back-and-forth, primero notemos que los
isomorfismos parciales quedan totalmente determinados por dénde mandan a los generadores, por
lo que en lugar de escribir el isomorfismo parcial f: (@)g — (b)ss que cumple f(a) = b, escribiremos
solamente (@, b).

Ahora, si suponemos que 2l ~, B entonces hay un isomorfismo parcial y finito (a,b), y si
ademds damos algin elemento a € A podemos extender este isomorfismo a otro que tenga a a en
su dominio, simplemente haciendo que V juegue @ y como ya sabemos que (a, B) es un isomorfismo
parcial, 3 puede jugar b, despues V juega en todos los turnos siguientes a y 3 juega b (usando su
estrategia ganadora). Asi, hemos extendido (@, b) a otro isomorfismo parcial (aa, bb). Andlogamente
si queremos extender la imagen del isomorfismo, entonces definimos

Definicién 3.72. Un sistema back-and-forth para 2l y 28 es un conjunto I de isomorfismos parciales
con dominio finito que cumple:

(i) I#0.

(i) Si (a,b) € I y a € A, entonces hay un isomorfismo parcial en I que extiende a (a,b) y que
tiene a a en su dominio.

(iii) Si (@,b) € I y b € B, entonces hay un isomorfismo parcial en I que extiende a (a,b) y que
tiene a b en su imagen.

Teorema 3.73. A ~,, B si y solo si hay un sistema back-and-forth para 2 y B.

Prueba. La ida de este teorema ha sido esbozada arriba y los detalles que faltan son faciles, asi que
s6lo veremos el regreso. Dado I un sistema back-and-forth para 2 y 8 podemos dar una estrategia
ganadora para 3 de la siguiente manera, tomamos (a,b) € I (lo podemos hacer por el punto (i) de
la definicién de sistema back-and-forth) y en el n-ésimo paso del juego EF,, (2, B), si V juega a € A,
entonces 3 toma un isomorfismo parcial en I que extiende a (@, E) y tiene a a en su dominio y juega
la imagen de a bajo este isomorfismo parcial, andlogamente si V juega algin b € B. Como en cada
paso se cred un isomorfismo parcial, entonces al final del juego se tiene un isomorfismo parcial, con
lo cual 3 gana el juego. O

Con esta equivalencia ya podemos ver por qué estamos viendo esta relacién entre estructuras y
que realmente se queda entre isomorfismo y equivalencia elemental.

Teorema 3.74. Sean p un tipo de semejanza y A, B € V,. A y B son back-and-forth equivalentes
si y solo si hay una extension de forcing en la que son isomorfas.

Prueba.

(=) Si2Ay B son back-and-forth equivalentes, entonces hay I un sistema back-and-forth para 2
y B. Definimos P = (I,2) y si G C P es un filtro genérico entonces en V[G] se tiene que
f=UG es el isomorfismo buscado, para ver que es un isomorfismo basta ver que:
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(i) D, ={p € Pla € dom(p)} es denso en P, por lo que dom(f) = A.
(ii) Dp = {p € P|b € Im(p)} es denso, y as{ Im(f) = B.

(iii) Siaq,as € A son tales que a; # az, entonces D = {p € P|p(a1) # p(az)} es denso con lo
cual f es inyectiva.

(iv) Si ¢ € p es una constante, entonces D, = {p € P|p(c*) = c¢®} es denso.
(v) Si R € p es una letra predicativa de aridad n, entonces Dg = {p € P|(a1,...,a,) €
R* < (p(a1),...,p(a,)) € R®} es denso.

(vi) Si f € p es una letra funcional de aridad n, entonces Dy = {p € P|f*(a1,...,a,) =
a <~ f% (p(al)v S 7p(an)) = p(a)} es denso.

Ver que en cada caso el correspondiente conjunto es denso es de rutina usando que I es un
sistema back-and-forth.

(<) Si suponemos que hay una extensién de forcing en la que f: 2 = B,digamos que esta
extension es usando a un orden parcial P entonces el sistema compatible para 2 y 9B serd el
conjunto de todos los isomorfismos parciales que podrian extenderse a un isomorfismo total,
es decir, definimos

I={h|3pe P(plF3g: A = ByS C A finito(h = g |(5)5))}
Si S C A es finito entonces usando una cantidad finita de veces los axiomas de par y unién
tendriamos que h = g [s€ V y luego como la relacién IF estd escrita en V| entonces [ € V' y

es un sistema back-and-forth para 2 y B pues:

(i) Como ya tenemos que f: 2 =, B entonces f )
que estd en I.

o Con a € A es un isomorfismo parcial

(ii) Sih € I'ya € A, entonces hay p € P tal que p IF Jg: A = ® y S C Afinito (h =g [(sy4)
y con este isomorfismo y la misma condicién p, tenemos que h U {{a,g(a))} € I, y el
punto (iii) para ver que I es un sistema back-and-forth para 20 y 9B es andlogo a lo que
acabamos de hacer.

O

Con esta equivalencia podemos volver a ver que ~,, es una relacién de equivalencia y veremos
también que esta relacién se queda entre isomorfismo y equivalencia elemental, pero para lo primero
necesitaremos un poco méas de técnica.

Definicién 3.75. Sean Py @ forcings definimos el producto de forcing (P x @, <) como el producto
de Py Q con el siguiente orden, (p1,q1) < (p2,ge) si y sélo si p1 <p p2y q1 <q qa-

Ahora que hemos dado un nuevo orden parcial o forcing, lo que sigue es ver c6mo son sus
genéricos y qué tipo de extensiones generan.

Teorema 3.76. Sean P y QQ ordenes parciales en V. G C P X Q es genérico sobre V' si y sdlo si
G = Gy X Gy con G1 P-genérico sobre V. y Go Q-genérico sobre V[G1].
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Prueba. (=) Es facil ver que G1 = {p|3q((p,q) € G)} y G2 = {q|3p((p, q) € G)} son filtros y que
G = G1 x G4 por lo que sélo veremos que son genéricos. Para G también es facil ver que es
genérico usando que si D es denso en P entonces D x @ es denso en P x Q). Asi, slo veremos
que G es genérico sobre V[Gy].

Sea Dy € V[G;] un subconjunto denso de Q. Entonces sabemos que hay p; € G; tal que
p1 IF Dy es denso en Q. Ahora, lo que queremos es encontrar 1 € Gy y 1y € Gy tales que
rilkry € D27 para lo cual basta ver que si ps € G, entonces

D = {(r1,m2)lr1 <p1, m1lFra € Dz}

es denso bajo (p1,p2). En efecto, si fuera denso bajo (p1,p2) tendriamos, por 2.11, que hay
(ri,m2) € GN D y de aqui es facil ver que, en V[G1], 72 € G2 N Ds. Entonces sea (¢1,¢2) <
(p1,p2) y como g2 € Q y q1 IF D, es denso en @, debe haber r; < ¢ y o < g2 tales que
ri Ik ry € Dy, asi (r1,72) € D, por lo que es denso bajo (p1,p2).

(<) Supongamos que G; es P-genérico sobre V' y que G35 es Q-genérico sobre V[G1]. De nuevo
ver que G1 X G es filtro es facil, entonces veamos su genericidad.
Sea D € M denso en P x Q. Para ver que (G7 x G2) N D # () basta ver que

Dy = {p> € Qlhay p1 € G; tal que (p1,p2) € D}

es denso. Sea entonces ga € @), queremos encontrar ps < g2 y p1 € G tales que (p1,p2) € D.
Para esto es suficiente ver que

D; = {p1 € Plhay p» < ¢ tal que (p1,p2) € D}

es denso. Sea g1 € P, entonces (q1,¢q2) € P X Q y como D es un denso en P x @ hay
(p1,p2) € D tal que (p1,p2) < (q1,42) ¥ asi p1 € D;. Con esto D es denso y esto implica que
(Gy x G2) N D £ (.

O

Ademsds algo que se sigue de la minimalidad de las extensiones genéricas (ver el inciso (iv) de
2.14) es que V[Gy x G3] = V[G1][G2]). No sélo eso sino que G también es genérico en V[Gs] y con
esto tenemos que V[G1][G2] = V[G2][G1].

Con estos resultados por fin es posible ver que la equivalencia back-and-forth es una relacion de
equivalencia.

Proposicién 3.77. ~, es una relacion de equivalencia.

Prueba. Igual que antes es facil ver que esta relacion es reflexiva y simétrica por lo que sé6lo veremos
la transitividad. Supongamos que 2 ~,, B y B ~,, €, entonces hay forcings P y ) con genéricos G
y H (G es P-genérico sobre V' y H es Q-genérico sobre V[G]) respectivamente tales que en V[G]
se tiene que A =B y en V[H], B = €. Digamos que [ y g son los isomorfismos correspondientes,
entonces f,g € V[G x H| y ambos son isomorfismos por lo que en V|G x H] su composicién g o f
es un isomorfismo de 2A es €y asi A ~,, €. O

Algo que es inmediato es que estructuras isomorfas son back-and-forth equivalentes, pues el
isomorfismo va a seguir siendo un isomorfismo es cualquier extensién de forcing.

Otra cosa que hace falta ver es que ~,, implica =, para lo cual solamente hay que observar
que la relacién de equivalencia elemental no depende del universo de la teoria de conjuntos en el
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que se esté trabajando, pues ésta es una nocién que solo hace referencia al lenguaje, entonces un

argumento inductivo nos da como resultado que para cualquier férmula ¢(x1, ..., 2, ) y cualesquiera
ai,...,a, € A, se cumple que:
AE p(a,...,an) en V siysélo si AE p(ay,...,a,) en V[G] (3.17)

Entonces lo que queremos es un resultado inmediato de lo que vimos usando que = implica =.
Corolario 3.78. Si 2 ~,, B, entonces A =B.

Con esto ya hemos visto que & = ~,, = =, para terminar esta seccién veremos que los regresos
no son ciertos. Pero antes veamos bajo que condiciones isomorfismo y back-and-forth equivalencia
son lo mismo.

Proposicién 3.79. Si 2 y B son numerables y A ~,, B, entonces A = B.

Prueba. La forma méas facil de ver esto es construir el isomorfismo a partir de una estrategia
ganadora para 3 en el juego EF, (2, B). Como las estructuras son numerables podemos escribirlas
de la siguiente manera, A = {a,|n € w} y B = {b,|n € w}. Entonces, si V siempre juega elementos
de A y en el n-ésimo paso juega a,, como 3 tiene una estrategia ganadora al final del juego se
obtendria un isomorfismo parcial f: ({an|n € w})y = {bn|n € w})m, pero {an|n € why =Ay
({bn|n € w})s =B, por lo que tenemos un isomorfismo total. O

Proposiciéon 3.80. ~, & =

Prueba. Para esto veremos que (Q, <) ~, (R,<). Como ambos son modelos de TOD y Q es
numerable en cualquier extensiéon de forcing, entonces si tomamos una extensién que anada una
biyeccién entre Q y R (donde estos son los Q y R del modelo base) tendriamos dos modelos de TOD
numerables y por tanto isomorfos. Entonces si tomamos P = Fun,(Q,R) y G C P un genérico,
entonces igual que en secciones anteriores tendriamos que | J G es una funcién de Q sobre R teniendo
el resultado. O

Finalmente para ver que = #- ~,, veremos que Z ~, ZoZ 'y que Z = Z o Z.

Para lo primero sélo hay que notar que V tiene estrategia ganadora en el juego EF,(Z,Z o Z),
pues ZoZ se ve como poner un Z después de otro Z y asi con los pares V juega una sucesion creciente
del primer Z y con los impares una sucesién decreciente del segundo Z, obteniendo una sucesién
creciente y una decreciente de elementos de Z o Z tal que cada elemento de la sucesién de los pares
es menor que cualquier elemento de la sucesién de los impares y viceversa, lo cual es imposible de
lograr en Z por lo que Z ~, Z o Z.

Y la prueba de que Z = Z o Z es algo extensa por lo que sélo serd referida a [Ma] seccién 2.4.

Pero la idea es definir la “profundidad” de una férmula como la cantidad de cuantificadores
anidados que tiene, por ejemplo la profundidad de Vza(z) — JyB(y) es 1, mientras que la férmula
Va3y(R(z,y)) tiene profundidad 2. Entonces lo que se hace es definir una relacién entre estructuras
llamada equivalencia n elemental (que denotaremos con =,), que es que hagan verdaderos a los
mismos enunciados de profundidad a lo més n y ver que 2 =, B si y sélo si A ~,, B. Luego
observar que 2 = B si y s6lo si % =, B para todo n € w y con estas equivalencias lo que se hace
es ver que 7 tiene una estrategia ganadora en el juego EF,(Z,Z o Z) para todo n € w.

16TOD abrevia Teorfa del Orden Denso sin extremos.






Apéndice A
El Teorema de Los

Recordemos que en teoria de modelos uno de los objetivos es como obtener nuevas estructuras a
partir de otras a dadas. Una forma de hacer esto es con los ultraproductos. Estos toman una familia
de estructuras {%4;|i € I'} de tipo p para luego obtener otra estructura 2 de tipo p. El teorema de
Lo$, que es el teorema principal de los ultraproductos, afirma que una férmula es verdadera en el
ultraproducto si es verdadera en muchos de los factores.

Entonces una forma de ver a esta técnica como una aplicacién de estructuras booleano-valuadas,
mas especificamente de estructuras llenas (ver 2.40), es la siguiente.

Sean p un tipo de semejanza e I un conjunto de indices, para cada i € I, ; una estructura
de tipo p, bivaluada entonces definimos la siguiente estructura booleano-valuada, sobre el algebra
P(I), de la siguiente manera.

Consideramos 2 = ], ;2 y como los valores de verdad deben ser subconjuntos de I, entonces
definimos para cualquier férmula ¢(ay, ..., a,) su valor booleano de verdad como

lo(as, ... an)|| ={i € I|A; E w(ati,...,ani)} (A1)
Con esto se tiene
Lema A.1. La estructura 2 que definimos es una estructura booleano-valuada.

Prueba. Hay que ver que se cumplen (2.2) y (2.3). Todos los incisos son féciles por lo que solo
veremos el inciso (iii) de (2.3), para el cual basta ver que

U {i € [|A; F p(a;)} = {i € Ilhay a; € A; tal que 2; E p(a;)}
acA

donde a; € A; es la i-esima proyeccién de a € A. La igualdad la veremos por doble contencién.
€ Uyeali € 11 F @(a;)} siy sélo si hay a € A tal que x € {i € I|%; F ©(a;)} siy solo si hay
a € A tal que A, F p(ay) siy sélo si (usando AFE) hay a, € A, tal que 2, F ¢(ay) siy sélo si
x € {i € Ilhay a; € A; tal que 2; F ¢(a;)} O

Lema A.2. A es llena

73
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Prueba. Sean ay,...,a, € A, entonces ||[Fzp(x,a1,...,a,)| = {i € I|A; F Jzp(x,a14, ..., ani)}-
Definimos a € A de la siguiente manera. Si i € ||[zp(z,aq,...,a,)| tomamos a; € A; tal que
A F p(ai, a1y ... ani) ysii ¢ ||3ze(z,aq,...,a,)| tomamos cualquier elemento de A;.

Con esto si a = {(a;)ier es claro que || Fxp(z, a1,...,a,)| = |l¢(a, a1, ..., an)]- O

Teorema A.3 (L0S). Si F' es un ultrafiltro sobre I, entonces para cualquier férmula ¢ y para
cualesquiera ay, ..., a, elementos de A

A/FE p(ay,...,an) siy solo si{i € I|A; F p(as,...,an)} €F

Prueba. Este teorema es una consecuencia de (2.6) y (A.1). O
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de subgrupos, 59 real de Cohen, 44
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regresiva, H2
simétrico, 59
ultrafiltro, 6

valor booleano de verdad, 23
atémicas en V(B), 26
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