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Introduccion

Las gavillas son una herramienta de la geometria algebraica, topologia y geometria diferencial y son
usadas siempre que se quiere obtener informacién de los datos algebraicos que varian con cada conjunto

abierto del objeto geométrico dado.

Al estudiar objetos que varian localmente (es decir, dependiendo del conjunto abierto) las gavillas per-
miten obtener informacién global. Ademds funcionan como instrumentos naturales para el estudio del com-
portamiento global de entidades que son de naturaleza local, como los conjuntos abiertos, o las funciones

continuas, analiticas, diferenciables, etc.

Las gavillas fueron introducidas por Cartan y Leray con el fin de calcular la cohomologia de varie-
dades algebraicas definidas por funciones de variables complejas. La idea esencial era construir un objeto

algebraico a partir de anillos de funciones analiticas definidas sobre subespacios abiertos de la variedad.

Posteriormente Kodaira y Spencer demuestran una generalizacién del teorema de Riemann-Roch para

superficies de dimensién compleja uno.

En 1955 Serre publica su trabajo “Faisceaux Algébriques Cohérents’en Annals of Mathematics, el cual
desarrolla la teoria de gavillas y su cohomologia con el fin de aplicar los resultados al estudio de variedades

algebraicas definidas sobre cualquier campo y no sélo en los complejos.

En el presente trabajo se hace un estudio de las gavillas basado en el articulo de Serre y esta dividido en

cuatro capitulos cuyos contenidos son los siguientes:

Capitulo 1. En este capitulo estudiamos la estructura de gavilla en un espacio topoldgico, asi como
las propiedades que estas poseen. Posteriormente vemos la equivalencia de la definicién de gavilla con un
homeomorfismo local, el cual es llamado espacio étale. También se dan las condiciones para encontrar la
gavilla asociada a una pregavilla y con esto se definen: subgavilla, gavilla cociente, gavilla imagen y gavilla

cokernel. Finalmente se dan algunas propiedades de una sucesion exacta de gavillas.

Capitulo 2. Se da la definicion de gavillas con estructura algebraica (anillos y médulos), asi como las
propiedades que satisface la suma directa, el producto tensorial, los homomorfismos y las gavilla de gérme-

nes de una gavilla en otra gavilla.

Capitulo 3. Se estudia un tipo especial de gavillas, llamadas gavillas coherentes las cuales poseen la

X



propiedad de ser finitamente generadas. Vemos las operaciones con gavillas coherentes tales como suma
directa, producto tensorial y homomorfismos, asi como cambio de anillo y extensién y restriccién de una

gavilla coherente.

Capitulo 4. Las gavillas guardan informacién local y la informacién global se obtiene a partir de los
grupos de cohomologia. Asi que en este capitulo damos la construccidon de grupos de cohomologia de
gavillas partiendo de la definicién de cocadenas, complejos en cocadenas y refinamiento. Después vemos
los homomorfismos de gavillas en complejos y grupos de cohomologia y con esto hacemos la construccién
de una sucesién exacta de gavillas de tal forma que al considerar la sucesidn exacta de complejos esta sea

exacta y la condicién que damos es que el espacio topoldgico en el que se debe trabajar es paracompacto.



Capitulo 1

Gavillas

1.1. Pregavillas sobre un espacio topolégico

Definicion 1.1.1. Sea X un espacio topoldgico.

Decimos que una pregavilla .% de conjuntos en X es una asignacién de un conjunto .% (U) para cada
abierto U € X, con U # 0y una coleccién de morfismos restriccion p‘L/’ : F(U) — Z(V) tales que para

cada par de conjuntos abiertos V C U de X se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) pf =1zw)

(2) Para W C V C U abiertos, pY, = p¥ o pU, es decir, el diagrama
w = Pw °Py g

ZU) Fw F (W)

k/‘%f

F (V)

es conmutativo.

Los elementos de .% (U) son llamados secciones de .% sobre U y también usamos la notacién T'(U, %).

Los elementos de .% (X) son llamados secciones globales.

Ejemplo 1.1.2. Sea A un conjunto y X un espacio topoldgico. Definimos la pregavilla <7 sobre X como

sigue:
(a) &/ (U) = A para cada abierto U C X

(b) pY =14 : Z(U) > &/ (V) para V C U abierto en X.
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2 CAPITULO 1. GAVILLAS

Ejemplo 1.1.3. Sea M un espacio topolégico y F#(U) := {¢ : M — M| es continua}. Sea p‘lf P F(V) >
Z(U) larestriccion de funciones de V a U. Entonces .# es una pregavilla llamada la pregavilla de funciones

continuas en M.
Ejemplo 1.1.4. Sea X = C. Definimos la pregavilla A en X por
A(U) ={f : C — C: fes analitica compleja definida en U}.

Los morfismos restriccién pg : A(U) = A(V), con V C U, son simplemente la restriccién de funciones. Es

facil ver que A es una pregavilla.

Ejemplo 1.1.5. Sea X una variedad algebraica sobre un campo algebraicamente cerrado K. Definimos O(U)
como el anillo de funciones regulares en U. Un elemento de O(U) es una funcién f : U — K tal que
para cada x € U hay una vecindad V de x tal que f es el cociente de funciones polinomiales en V, y el
denominador no se hace cero en ningin punto de V. Si V C U, entonces el morfismo restriccion pg :
OU) — 0O(V) es simplemente la restricciéon de funciones. Esto nos define una pregavilla O llamada la

pregavilla de funciones regulares en X.

1.2. Tallos de pregavillas

Definicion 1.2.1. Sea .# una pregavilla en un espacio topolégico X. Consideremos un punto x € X. Defini-
mos .# = {s € % (U)|x e U}. Decimos que s € F(U) yt € .F(V) son equivalentes si existe W C UNV
vecindad de x en X tal que p%(s) = p“fv(t). Las clases de equivalencia de .#, bajo esta relacion, son 1lamadas
los gérmenes de .% en x. La clase de equivalencia que contiene s € .% (U) es llamada el germen de s en
xeU.

Proposicion 1.2.2. La relacion definida es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sea s € M, entonces existe U vecindad de x en X tal que pg(s) = 1y por tanto s ~ s, €s
decir, la relacion es reflexiva.

Ahora, sean s € Myt € M tales que s ~ t, entonces existe W C U N V vecindad de x en X tal que
P4 (s) = py, (). Considero W = U NV = V N U vecindad de x en X, entonces p¥,(1) = py,(s), es decir t ~ s
de donde la relacién es simétrica.

Finalmente, sean s,t,u € M tales que s ~ ty ¢t ~ u. Entonces existen o = U NV y 7 = VN W vecindades
de x € X tales que pf,/(s) = pg(t) y pX(t) = pXV(U). Seay = U NV N W vecindad de x en X, entonces

pY(s) = p)) (U). Es decir, la relacién es transitiva. o

Definicion 1.2.3. Sea .# una pregavilla y X un espacio topoldgico. Para x € X definimos el tallo .7, de .%

en x como el limite directo ! de los conjuntos .% (U) sobre todas las vecindades abiertas de x en X, es decir,

! Apéndice A
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F, = lim Z(U) = {|_| F(U)/ ~}

—
xeU U2x

Donde o ~ tsio € F(U)y 1 € % (V) y existe W vecindad abierta de x, donde W C U NV es tal que

pu(o) = py (1)

Luego, dada U vecindad abierta de X, con x € U existe un morfismo que va de las secciones a los tallos,

esto es:
FU) — F

S Sy
donde s, denota la clase de equivalencia de la seccién s.

Proposicion 1.2.4.  (a) Cada germen t € F, puede verse como t = s, para algin s € F(U), U C X

abierto, x € U.

(b) Dos germenes sy, ty € Fycons € F(U),t € F(V)soniguales sy = t, si y sélo si existe una vecindad

W C U NV abierta tal que p%,{,(s) = p“,/v(t).
Demostracion.  (a) Seat e %, =lim % (U), entonces el diagrama
—>xelU

F(U)

¢ Z,
k /

F (V)

conmuta.
Ahora, como %, es un tallo, existe una tnica funcién f : #(V) —» Z,talque ¢ = f o p‘[f y por tanto

existe t € %, tal que ¢ = s,.

(b) Supongamos que s, = t, son germenes de .%,. Considero el diagrama

a7

F
/ T X
%
Pw v
Como cada diagrama conmuta por propiedad del tallo, entonces por la propiedad universal del limite

directo, el dinico morfismo que hace que el diagrama conmute es 1z : #(U) — F#(U) y por lo

tanto pl(s) = Z.



4 CAPITULO 1. GAVILLAS
1.3. Morfismos de pregavillas

Definicion 1.3.1. Sean .%,¥ pregavillas de conjuntos sobre X. Un morfismo de pregavillas f : % — ¥ es
una coleccién de morfismos {f(U) : F(U) — 4(U)|U C X abierto} tal que cuando V C U, el diagrama

7)) L% 9w

pﬁl lplv/

F(V) 0 9G(V)

conmuta, es decir, py f(U) = f(V)pU.

Definicion 1.3.2. Si.%# L g5 , definimos la composicién de morfismos como (go f)(U) = g(U)o f(U).
Definicion 1.3.3. f :.# — ¢ es un isomorfismo de pregavillas si y sélo si existe g : 4 — .% morfismo tal

que fog=1yygof=1z.Ademids 1z : F — Z estal que 12(U) = 14 paratodo U C X abierto.

Proposicion 1.34. f : % — ¥ es un isomorfismo de pregavillas si y sélo si para cada U C X abierto,

f(U) es isomorfismo si'y solo si para cada U C X abierto, f(U) es biyectivo.

Demostracion. f es un isomorfismo & existe g : 4 — F talque fog =1y ygo f = 14 © existe g tal
que para todo U € X, (f 0 )(U) = f(U) 0 g(U) = Ly y (g 0 f)(U) = g(U) 0 f(U) = Lz, & para cada
U C X, f(U) es isomorfismo.

Ahora considero el diagrama

7)) L% g

oy l lplv/

F(V) T 9(V)

Por hipétesis el diagrama conmuta, es decir, ﬁ%,/ o f(U)=f(V)o p"f.

Por demostrar que g(V) oﬁg = pg o g(U): Por hipétesis, para cada U C X, f~(U) = g(U)y f~(V) = g(V),
entonces py o f(U) = f(V) o pl & py = f(V)opll o f ) & f(V)oplogl) & ' (V)opy =
py 0 g(U) & g(V)opy = pi) o g(V). o

Observacion: Veremos que dado un morfismo f : .# — ¥ de pregavillas en X induce un morfismo
fx 1 F — %, enlos tallos para un punto x € X. La construccién del mapeo inducido es como sigue. Dado
x € X definimos f; como sigue: Cada elemento ¢ € %, es de la forma r = s, para algin s € #(U) y
alguna vecindad U > x. Entonces tomo el germen de la imagen de s dado por f(#) = (f(U)(s))x. Ahora,
sit = s, = oy donde o € Z(V), entonces existe W € UNV, x € Uy ph(s) = py(o). Es decir,
PR = FW)py(s) = F(Wpy(0) = py,(f(V)(@). Por lo que (f(U)(s))x = (F(V)(0))x,
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Esto es equivalente a ver que para cualquier vecindad abierta U,V de x € X con V C U, el siguiente
diagrama
Fv) L -gw)

/| I

F(U) T>%(U)

es conmutativo y pasando al limite directo sobre las vecindades de x € X tengo el morfismo inducido en los
tallos
fe: li_r)nga(U) — h_r)n%(U)
xeU xeU

1.4. Gavillas

Definicion 1.4.1. Sea X un espacio topolégico y .# una pregavilla de conjuntos en X, y U C X abierto.

(M) .% es llamada una monopregavilla si dado U abierto en X y U = |J,ea U, cubierta abierta de U y

s,t € F(U) dos secciones de .% tales que para cada A € A se tiene pgl(s) = pgﬁ (¢) entonces s = t.

(G) Z satisface la “condicion de pegado” si dado U abierto en X y U = (J, e U, cubierta abierta de U

A
/[ﬂU;,

se€ Z(U) tal quepgl(s) = sy paracada 1 € A.

y elementos {s; € F(U,)} que satisfacen pg (sp) = pgzmuﬂ(s#) para cada A, u € A entonces existe

(S) % es una gavilla de conjuntos si satisface (M) y (G).

Definicion 1.4.2. Sea .# una gavilla de conjuntos en un espacio topolégico X. Decimos que .% es una

gavilla de grupos abelianos en X si

1. % es una pregavilla de grupos abelianos en X, es decir, para cada U C X abierto, .% (U) tiene una
estructura de grupo abeliano y cada morfismo restriccién p‘lf es un homomorfismo de grupos con

respecto a esas estructuras.
2. La pregavilla de grupos abelianos satisface (M) y (G).
Observacion:

1. La seccidn global s € .#(U) tal que s |y,= s; para cada i € A en la definicion de gavilla es la tnica

con esta propiedad por la condicién (M).

2. Z(0) = 0yaque ® = Uep U; y entonces para cualquier s, s” € 7 () se tiene s |y,= s |y, para cada
i, j € 0 y como es monopregavilla, s = s’, entonces .# tiene un unico elemento ya que para cualquier
i, j € 0, todas las secciones s; € .% (U;) cumplen que s; luinu;= 8; lu;nu;- Entonces por la condicion

de pegado, existe s € .7 (0) tal que s |y,= s;.
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3. Dada una gavilla .#, una seccion s € .#(U) de .% sobre U esta determinada por su imagen en los
tallos .%, para cada x € U. Asi tenemos que s = 0 & s, = 0 para cada x € U, entonces por definicion

de gavilla, para cada x existe una vecindad U, de x en X tal que pgx(s) =0, de donde s = 0 en .Z (V).
Ejemplo 1.4.3. El ejemplo 1.1.3 es una gavilla llamada la gavilla de funciones continuas.

Ejemplo 1.4.4. Pregavilla que no es gavilla.

Sea X = R? y para cada abierto U C R2, defino P(U) = {f : U —> R | fesconstante}. Si U C V defino
pg : P(V) - P(U) como el morfismo restriccion dado por s — s |y. Entonces P es una pregavilla de
grupos abelianos sobre R2, pero no es una gavilla ya que no satisface el axioma de pegado. Por ejemplo,
para U = U; U U,, donde U; y U, son conjuntos abiertos disjuntos no vacios de R2. Defino s, € P(U;) por
s1(uy) = O paratodo u; € Uy y s € P(Uy) por s2(up) = 5 para todo up € Uy. Ahora como Uy N Uy = 0 no
existe una funcién constante s € P(U) tal que s |y,= s; parai = 1,2y por lo tanto no se satisface el axioma

de pegado.

Proposicion 1.4.5. Sea .% una pregavilla, ¢ una monopregavilla y sean f,g : F — 9 dos morfismos de

pregavillas tales que para cada x € X tenemos que f, = g, entonces f = g.

Demostracion. Sea U C X abiertoy s € .#(U), entonces tomar el morfismo en los tallos f, = g, : %y — %
esequivalente a fy = g, : U{FWU) : x e U}/ ~— U{Z(U) : x € V}/ ~. Asi tengo

[t € F(V)lysy — 2= Lfr(t) € G(V)lyan

T

[gv (D) € G(V)]vsx

Ahora como fy(sy) = g.(sy) entonces existe una vecindad abierta donde las clases de equivalencia son
iguales, es decir, existe U, C U tal que pZX( f(s)) = pgx(g(s)) € 9 (U,). Asi considero la cubierta abierta

{Uy} ey de U, luego como ¥ es monopregavilla tengo f(s) = g(s). O

Definicion 1.4.6. Si .#,% son gavillasy f : .# — % es un morfismo de pregavillas, entonces f es un

morfismo de gavillas.

Ejemplo 1.4.7. Si .# es una pregavilla en X, entonces 1 : .# — .# definido como 1, : #(U) — % (U) el

morfismo identidad es un morfismo de gavillas llamado el morfismo identidad.

Proposicion 1.4.8. Sea ¢ : F — & un morfismo de gavillas sobre un espacio topolégico X, entonces ¢ es
un isomorfismo si y sélo si el morfismo inducido en los tallos ¢, : F, — 9, es un isomorfismo para cada
x€eX.

Demostracion. (<) Por hipétesis tengo que ¢y : %, — %, es un isomorfismo para cada x € X

Queremos ver que para cada vecindad abierta U C X, ¢(U) : .#(U) — ¢(U) es un isomorfismo de grupos.
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1. oU): F(U) - 4(U) es inyectiva.
Sea s € .#(U) una seccién con ¢(s) € 9(U) y ¢(s) = 0 entonces para todo x € U, ¢(s), = 0. Pero ¢,
es inyectivo, entonces s, = 0 € .#, y por tanto s = 0. Luego, existe W, C U vecindad de x tal que
pé{,x(s) = 0 para cada x € U, pero U = |J,cy Wy, entonces s = 0 en U por ser .# gavilla y por lo tanto

¢(U) es inyectiva.

2. Veamos ahora que ¢(U) : . (U) — 4(U) es suprayectiva.
Sea t € 4(U), entonces para cada x € U, denotemos por 7, € ¥, su germen. Como ¢, es suprayectiva,
existe s, € %, tal que @,(sy) = t,. Sea s € F(V,), con V, C U, un representante de s, entonces ¢(s) y
p"{x(t) tienen el mismo germen. Asi que puedo suponer que ¢(s) = pgr(t) en¥(Vy).Pero U = J,ex Vi
y én cada V, hay un s € #(V,). Ahora, si x y y son dos puntos ent(;nces pgvm,x(sx) y pgvm,x(sy) son
dos secciones de .7 (V, N V,) tales que bajo ¢ son enviadas a p%/]xmvv(t)’ enténcés por la ihyéctividad
de ¢ son iguales y por ser gavilla existe una tnica seccién global s e F (U) tal que pgx(s) = s(x) para
cadaxe U.
Finalmente veamos que ¢(s) = t € .% (U).
Como p%,’x(go(s)) = p%,]V(U ), entonces como ¥ es gavilla y usando el hecho de que ¢(s) — ¢ = 0 tengo
que ¢(s) =ty por lo fanto, ©(U) es suprayectiva.

(=) Supongamos que ¢ es un isomorfismo. Entonces ¢(U) : .#(U) — 4 (U) tiene un inverso (U )7l
para cada conjunto abierto U.
Sea f, € ker(¢,). Podemos representar a f, por un elemento f en un conjunto abierto U y ¢(f), = 0 implica
que hay un conjunto abierto V C U tal que p‘L/I (¢(f)) = 0. Como ¢(U) es inyectiva, entonces fy = 0y por lo
tanto @, es inyectiva.
Sea ahora g, € ¥, y representamos g, por un elemento g € ¢ (U) para algin conjunto abierto U. Como
¢(U) es suprayectiva, g = o(U)(f) para algtin f € .%(V), entonces g, = ¢(U)(f)x = ¢x(fx) y por lo tanto ¢,
es suprayectiva.

1.5. Gavilla asociada a una pregavilla

Dada una pregavilla .% existe una gavilla .#*, llamada la gavilla asociada a la pregavilla %, y un

morfismo 6 : . — % tal que para cualquier gavilla ¢, y cualquier morfismo ¢ : % — ¥, existe un

a

tnico morfismo ¢ : F" — ¢ tal que ¢ = Y o §. Ademds (Z*, 0) es tnico bajo isomorfismo. Es decir, el

siguiente diagrama conmuta.

7 g+

@ /
E

4
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La construccién de .# ™ es de la siguiente manera. Consideramos la funcién s : U — | J,cy -, tal que

1. s(x) € %, paracadax e U

2. Paratodo x € U existe V C U, vecindad de x, y t € .%(V), tal que para todo y € V se tiene t, = s(y)

Entonces consideramos .# *(U) = {s : U — J,ey Z« | s satisface las condiciones 1 y 2}. Debemos probar

que #* es gavilla y que satisface la propiedad universal.

Demostracion. Sea t € F(U). Definimos s : U — |Jex Fx por x — t, € F,, entonces s € F*y
por tanto .#* # (. Los morfismos restriccién son de la siguiente forma. Para V C U se tiene que p‘L/’ :
FHU) — F*(V)es larestriccion de s|y en s|y. Asi que pg =1ysi WCV C U, entonces tenemos que
Py = Py © Py Por lo tanto .7 es pregavilla.

Falta por probar que satisface las propiedades (M) y (G).

Empecemos por la propiedad (M). Sea {V,},co una cubierta abierta de U. Si s € .Z*(U) es tal que
p%(s) =0, paratoda A € A, entonces por la definicién del morfismo restriccién s(x) = O, para todo x € U.

Pero Oy es el elemento cero de ¢, entonces s = 0 y por tanto se satisface (M).

Ahora probemos la propiedad (G). Supongamos que s, € .#*(V,), para todal € A, satisface que
p“;jmvﬂ(sl) = pgjﬂvﬂ(sﬂ) para V; NV, # 0. Es decir, dado z € V, NV, se tiene s,(z) = s,(z) € #;. En-
tonces, para x € U elegimos V, de tal forma que x € V,. Ahora, consideramos s : U — |J ey % de tal
forma que s(x) = s,(x). Luego como para x € V, tengo s,(x) = s,(x), entonces s estd bien definida. Ahora
bien, como s, € .%*(V,) puedo encontrar una vecindad W C V, que contenga a s y r € .F#(W). Asi que
sa(y) = ty, y € W. Luego, como W C U entonces s € .% *(U) y por la construccién de s tengo p‘% (s) = s,.
Es decir, se satisface (G) y por lo tanto .7 * es gavilla.

Todavia tenemos que ver que satisface la propiedad universal.

+

Sea ¢ : .% — % un morfismo con ¢ gavilla. Para definir un morfismo ¢ : #* — ¢ tenemos que definir

Y(U)(f), para cada U C X y toda f € .Z*(U). Lo haremos usando el axioma de pegado de gavillas.

De la definicién de .# ™", sabemos que existe una cubierta abierta {U,} de U tal que en U, existe s, €
Z(U),) con la propiedad de que f(x) = (s))x, paratodo x € U,. Sea g, = p(U,)(s2) € G(Uy).
Queremos ver que si pgﬂ AU, (g = pg/1 AU, (g.) para cada A y u, entonces existe una tnica g € ¢ (U) tal que
pgA(g) = ga. Ahorabien, si x € U, N Uy, entonces f(x) = (s))x = (su)x, por lo tanto pZmUﬂ(s,l) _pg,mUﬂ(Sﬂ)
tiene tallo cero en cada punto de U, N U,. Aplicando ¢, tenemos que pZmUH(g,l) - pgﬁn U, (gy) tiene tallo
cero en cada punto. Por la aplicacién de tallos tenemos pZmUH (g2) — pZ/{mUy(gﬂ) = (. Ahora, como ¥ es

gavilla, tal g existe.

Finalmente, debemos ver que si definimos ¥(U)(f) = 0, entonces tenemos un morfismo de gavillas,
bien definido, que satisface ¢ = ¥ 0 6. Si f = O(U)(s), entonces ¥(f) = ¢(s). Por lo tanto, si f € .#*(U),
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entonces existe una cubierta abierta {U;} de U y elementos s, € .%(U,) con pgl( f) = 6y, (sa). De donde

Y, g/l(f)) = ¢y,(s2), y por lo tanto yy(f) es el inico elemento que es obtenido por pegado de ¢, (s4).

O

1.6. Espacios con gavilla

Definicion 1.6.1. Sea X un espacio topoldgico. Un espacio, con gavilla, sobre X, es un par (E, ) con E un
espacio topolégico, y 7 : E — X un morfismo continuo tal que 7 es un homeomorfismo local, es decir, para
cada y € E existe una vecindad V 3 y y una vecindad U > n(y) tal que « |y: V — U es un homeomorfismo
de V sobre U

Definicion 1.6.2. Un morfismo de espacios con gavilla f : (E,7) — (E’,n’) es un morfismo continuo
f

N

X

f 1 E — E’tal que el diagrama E E’ conmuta, es decir, 1 =7’ o f

Ejemplo 1.6.3. Sea E una hélice en R parametrizada por r € R - (¢,sint,cos f) € E ¢ R? con la topologia
inducida por R*. Consideremos el morfismo proyeccién p : E — R? dado por (¢, sint, cos f) > (sint, cos ).

Comop: E — S! c R? es un homeomorfismo local, (E, p) induce un espacio con gavilla.

1.7. Gavilla de secciones

Definicion 1.7.1. Sea .# una gavilla sobre el espacio X y sea U C X abierto. Una seccion de .# sobre U es

una funcién continua o : U — % tal que moo = 1y, es decir tal que el siguiente diagrama es conmutativo.

Sean V C U abiertos en X y consideramos el morfismo restricién pg  F(U) » ZF(V). Tenemos que
para todo x € U, o da una eleccién continua de un punto o(x) € 7 1(x) (el tallo de 7 sobre x), es decir,

o(x) € Fyparacadax e U.

Proposicion 1.7.2. Si dos secciones son iguales en un punto x € U, entonces son iguales en todos los puntos

de una vecindad de x.

Demostracion. Sean o : Uy — F y oy : Uy — Z son tales que V; = oi(U;), i = 1,2. Supongamos
que o 1(x) = 02(x) € Z,, entonces o o |y,nv,= T © 02 |y,nu,. Luego como 7 es inyectiva sobre cada V;,

entonces 0| = 0. O
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Construccion de una gavilla .# de secciones de o

Sean X y E espacios topoldgicos y m : E — X un morfismo continuo. Dado U C X abierto, sea

Z(U) = qo : U - E morfismos continuos tales que E conmuta, es decir, ro o =1y

7k

U——X

Si U 2 V son abiertos en X, entonces

oy FU) > F(V)

ooy

1.8. Espacio étalé

Definicion 1.8.1. Dada una pregavilla .% en X, construimos el espacio étalé F de F dela siguiente forma.

Consideremos el conjunto T = Uyrex Zx y €l mapeo proyeccion

- X

3
N

donde n(s) = xsi s € %,

Asi que para cada U C X abierto y para cada s € .# (U) obtengo un morfismo
5:U—> F
X 5y

Este morfismo tiene la propiedad de que 7w o s = 1y, es decir, es una seccion de 7 sobre U y se tiene que el
siguiente diagrama es conmutativo:

—~ 7

7 X
5
S

U
Ahora damos a .7 la topologia mds fuerte de tal forma que todos los morfismos 5 : U — .% sean continuos,

para cada U C X y para cada s € .#(U).

Teorema 1.8.2. Toda gavilla de conjuntos en X es isomorfa a una gavilla de secciones de un espacio étalé en
X.
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Demostracion. Sea (%, ) un espacio étalé en X y sea L;‘;(U ) el conjunto de secciones de 7 en U. Entonces
tenemos un morfismo de gavillas que consta de las aplicaciones canédnicas ¢ : .#(U) — jf((] ). Debemos

probar que ¢ es biyectiva si y sélo si .% es gavilla.

(<) Supongamos que .# es gavilla, entonces

(a) Sean s, s’ € .%(U) tales que definen la misma seccién de .% en U. Como 5(x) = 5'(x), entonces existe
una vecindad de x en la cual las restricciones son iguales. Asi que existe una cubierta abierta para U,
digamos U = [ J,ep U, tal que pgl(s) = pgll(s’) y como % es gavilla, entonces s = s”. Por lo que ¢ es
inyectiva.

(b) Sea f : U — % una secciéon. Como dos secciones que coinciden en un punto coinciden en una
vecindad podemos considerar una cubierta abierta U = U caU, y 53 € F(Uy) tal que 5, = f € U,.
Como s, = E;l e UnU,,y como se cumple (M) de la definicién de gavilla, tenemos que pgj A U#(s D) =

U . .
pU’: v (Su), entonces por el axioma de pegado existe s € .7 (U) tal que pgﬁ(s) = sy paracadad € A,
/ H

es decir, s = f en U. Por lo tanto ¢ es suprayectiva.

Entonces por (a) y (b) ¢ es biyectivo.

(=) Esta implicacién es sencilla. O

Observemos que el teorema muestra que toda pregavilla de conjuntos .% define canénicamente un espa-

cio étalé en X, es decir, una gavilla de conjuntos en X.

Ademads tenemos las siguientes observaciones:

I. Dada la proyeccién 7 : % — X, donde n(f) = xsi f € .%,, entonces m es un homeomorfismo
local, es decir, que para toda f € .% existe una vecindad V de f y una vecindad U de n(f) tal que
7 |y es un homeomorfismo de V sobre U. Denotamos por .# + .% al subconjunto de .# X .# tal que
si (f,g) € # + .Z entonces n(f) = n(g). Aqui estamos definiendo las clases de equivalencia de los

tallos.

II. La operacién de grupo y de inverso son continuas, es decir, ¢ : F — F estalque f — —fy
¢: ¥+ F — Fatisface (f,g)— f+¢

Definicion 1.8.3. Si U C X es un abierto, la coleccién de .%, para x € U, dotada de la topologia inducida

por % es una gavilla sobre U, que se denota como .% (U) y es llamada la gavilla inducida por .% sobre U.

1.9. Homomorfismos

Definicion 1.9.1. Sean .%,¥ gavillas de conjuntos en X. Un homomorfismo de gavillas es un morfismo
de las pregavillas correspondientes f(U) : #(U) — %(U). Se denota por Hom(.%#,%¥) al conjunto de
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homomorfismos de .# a ¥.
Asi, dados f € Hom(#,¥9) y g € Hom(¥, ¢), 1a composicion se define como (g, f) — go f y cumple

1. Dado 1z € Hom(.%#, %)y f € Hom(#,9), folgz = f y para f € Hom(¥, %), 1z o f = f.

2. Dados f € Hom(%#,%9), g € Hom(¥, 5¢), h € Hom(s, %), entonces ho (go f) = (ho g) o f.

Definiremos ahora las pregavillas niicleo, imagen y contdcleo de un homomorfismo y veremos las con-

diciones que garantizan que sean gavillas.

Definicion 1.9.2. Sea f : 4 — 7 un morfismo de gavillas sobre un espacio topoldgico X. Para U C X
abierto sea . # (U) = {s € Y(U) : f(U)(s) = 0}, entonces .% es una gavilla de grupos aditivos sobre X llamada
nicleo y denotada ker(f).

Demostracion. Sea 'V C U abierto en X y sean p‘L,’ 1 G9U)->9V)y ;_)‘lf 1 H(U) - (V) los morfismos

restriccion de las gavillas ¢ y 7. De la definicién de homomorfismo de gavillas, el siguiente diagrama

gy LY )

pgl ipg

(V) o (V)

es conmutativo. Entonces tengo pg(% (F)(U)) € Z (V). Definimos el morfismo restriccion p‘lf 1 F(U) >
(V) como la restriccién p%,/ :9U) - 9(V)a #(U), entonces .# es una pregavilla de grupos aditivos
sobre X.

Veamos que .% satisface (M) y (G).

Como ¥ es una gavilla, entonces .% satisface (M).

Ahora, para U C X abierto, sea U = (J e, U, una cubierta abierta de U. Supongamos que para Uy, =
Upn U, # 0 se tiene pgﬁ“(s/l) = pgiﬂ(s#) paracada 1 € Ay s, € F(U,). Tomando s, € 4(U,) existe
s € 4(U) tal que para cada 1 € A, pgﬂ(s) =s;en¥.Seat = f(U)s)yt) = pgﬂ(t) en .. Entonces
= f(Uﬂ)(pgﬁ (8)) = f(U(sy) =0, (con la restriccién en ). Luego como 57 es gavilla, entonces f = 0 y
por lo tanto s € .% (U) satisface (G). O

Proposicion 1.9.3. Si f : . — & es un morfismo de pregavillas, entonces (kerf), = ker f

Demostracion. t € (kerf), & existe U > x abiertoy s € ker(f)(U) tal que t = s, & existe U > x abierto y
seZW)talquer=s,y f(U)() =0 fi(H) =0 O

Sea ahora f : .# — ¢ un morfismo de gavillas, entonces la pregavilla imagen im f C ¢ no es en general

una gavilla. El siguiente ejemplo muestra un caso en que esto pasa:
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Ejemplo 1.9.4. Sea X = C — 0. Para cada conjunto abierto U sea .#(U) el grupo aditivo de funciones
holomorfas y ¢(U) el grupo multiplicativo de funciones holomorfas que no se anulan en ninguna parte, en
U.Seaexp : .# — ¢ dado por exp(f) = ¢>™/. Entonces im(exp) no es una gavilla. Para ver esto considero
una rama de la funcién logaritmo, exp(log z) = z € im(exp) en el subconjunto abierto de X definido por la
rama. Esos conjuntos abiertos cubren X, pero f(z) = z no tiene preimagen global en todo X, es decir, no
existe f tal que exp(f) |y,= s;. Asi no puedo encontrar una seccion global ¢ € im(exp) tal que 7 |y,= s; y por
tanto im(exp) no es gavilla. En otras palabras, e™/ es localmente invertible, pero no tiene inversa holomorfa

en todo X.

La gavilla asociada a la pregavilla imagen es denotada como J(f) y ésta se dice que es la imagen del
morfismo f : Y — 7.

Con esto puedo definir el contcleo de un homomorfismo como sigue:

Definicion 1.9.5. Sea f : 4 — 7 un homomorfismo. Para cada U C X abierto, definimos C(U) =
coker f(U) = s€U)/If(U).

Afirmacion: coker es una pregavilla de grupos aditivos.

Demostracion. Sean V C U abiertos en X. El morfismo p%,/ 9WU) - 9(V)/If(V)estal quesi s € % (U),
entonces p"{(f]f(U)(s)) = f(V)p%,](s) € Jf(V). Por tanto doy un morfismo inducido pg :CU) - C(V), de
donde C se vuelve pregavilla.

Asi tengo que C(U) es una pregavilla de grupos aditivos. O
Definicion 1.9.6. Sea f : .% — ¢ un morfismo de gavillas.

1. f es monomorfismo si ker f = 0

2. f esepimorfismo siim f ~ ¥

1.10. Subgavilla y gavilla cociente

Definicion 1.10.1. Sean .% y ¢ gavillasen X y f : % — ¢ un monomorfismo. Entonces .% es subgavilla
de 9.

Ejemplo 1.10.2. La gavilla cero es una subgavilla de cada gavilla.

Ejemplo 1.10.3. Si .7 y .#’ son subgavillas de una gavilla G, entonces .# = %’ si y s6lo si tienen los

mismos tallos, es decir, .#, = .%/ para cada x € X.
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Definicion 1.10.4. Sea & subgavilla de .%. Definimos la gavilla cociente como la gavilla asociada a la
pregavilla
U— ZWU)/%2U)

Veamos como se hace la construccion.

Sea Z una subgavilla de conjuntos en X y supongamos que para todo U C X abierto hay una relacion de
equivalencia Z(U) en el conjunto .% (U). Es decir, se satisface la siguiente relacién s = ¢t mod Z(U) si y
s6lo si U = | Jep U, es tal que para todo 4, pgﬁ(s) = pgA (t) mod Z(U,). Si esto pasa doto a la familia
de conjuntos cociente .7 (U)/%(U) de una estructura de pregavilla. Asi para V C U definimos el morfismo
restriccion por:

py + FWU)IRU) - F (V)| RV)

Con esto tengo que pg =1yy p‘L,’V = p{)/v o pg y por lo tanto es una pregavilla.

Ahora veamos que es monopregavilla.

Sea U = [J e U, una cubierta abierta de X y sean s,1 € .%(U)/Z(U) tales que para todo A € A se tiene
pgﬂ(s) = pgl{(t). Esto pasa si y sélo sipgi(s)—pgl(t) =0 pgﬂ(s)—pgﬁ(t) =0mod Z(U,) & pgl{(s—t) =0
mod Z(U,) & s—t=0mod Z(U,) & s =ty por lo tanto se tiene (M).

El axioma (G) no se cumple en general.

Asi, para que la pregavilla cociente sea una gavilla, hacemos lo siguiente:
Dado el morfismo
FU) — F(U)[%WU) = (F[2)U)
<gi’\t — <gt'»c/f%x = %

Dotamos al conjunto .77 = |,y -7, de la topologia cociente, inducida por la topologia de .%. Veamos que
es gavilla.

Sea f, € %,y U C X abierto, con U = |J,ex Uy cubierta abierta de U. Primero observamos que es una
monopregavilla ya que pg (fy) = pg (gx) © fr— g+ =0mod Z, & f = g por la proposicion 1.4.5. Ahora
bien, el axioma de pegado se cumple porque 7 tiene la topologia cociente. Entonces la pregavilla cociente

es una gavilla.

1.11. Suma directa

Definicion 1.11.1. Sean .7 y ¢ gavillas.

Definimos la pregavilla .7 @ ¢ (suma directa) por

Py FU)ed(U) — FV)od(V)
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(s,1) ¥ (P} (5), Y (1)

para V C U abierto en X.

Proposicion 1.11.2. (F & ¥) es una gavilla.

Demostracion. Veamos que satisface los axiomas M y G.
Sea U = (J epa Uy una cubierta abierta de U. Sean (s,1),(s’,t') € Z(U) & 4(U) tales que pgl(s, 1) =
py,(s',1). Entonces (o) (s), py, (1) = oy (5).py, () & p (5) = py, (s') y pyy, (1) = pj (¢'). Pero como
F y ¢ son gavillas, entonces s = 5" y ¢ = ¢’. Por lo tanto es monopregavilla.

Ahora, sea U = | J,ep U, una cubierta abierta de U y sea (s, 1)) € % (U,) & 4(U,) tal que para todo
A € A se tenga pgijH(s/l,t,z) = pg’;ﬁUu(s#,tﬂ). Denotemos a Uy N U, por Uy, donde Uy N U, # 0.
Veamos que existe (s,7) € F(U,) ® 4(U,) tal que para cada A € A se tiene pgl(s, 1) = (sy,t)). Entonces

U U U U, .

(! (s0-py" () = (o (5,04, (1) & Py () = by, (80 Y Py (1) = pyy! (). Como F es gavilla
entonces existe s € .%(U)) tal que para todo 4 € A, pgl(s) = 5,. Andlogamente como ¥ es gavilla,
existe t € ¥(U,) tal que para todo 1 € A, pgl(t) = t,. Es decir, existe (s,¢) € F(U,) & 9(U,) tal que
pgﬁ(s, 1) = (s2,11). Por lo tanto (% & ¥) es gavilla. m|

Ejemplo 1.11.3. Sea .# una gavilla, entonces .#" = . @ ... ® .% es la suma directa de m copias de la

gavilla .Z.

1.12. Sucesiones exactas

. . . . . ¢ Y
Definicion 1.12.1. Sea X un espacio topoldgico y sean .#,¥, .7 gavillas sobre X y . — ¢ — J¢ una
sucesion de morfismos de gavillas, entonces la sucesion es exacta en ¢ si la sucesion inducida en los tallos

Px Yx
Fy > Y > F; es exacta para todo x € X.

Definicion 1.12.2. Una sucesion exacta corta es una sucesion 0 —» % — 4 — # — 0 que es exacta en

F,%9 y s, donde 0 denota la gavilla constante cero.

Observacion La exactitud es una propiedad local ya que una sucesion exacta de pregavillas no necesa-

riamente es una sucesion exacta de gavillas.

Teorema 1.12.3. Sea f, : 4, — ¢ el homomorfismo inducido en los tallos en x de un homorfismo f : 4 —
F€ de gavillas de grupos aditivos. Entonces los tallos (ker f),, (im f)y, (coker f), de ker f,im f, coker f
respectivamente, coinciden en x con el niicleo, imagen y coniicleo de un homomorfismo de grupos aditivos

[ es decir, (ker f), = ker fy, (im f), = im f,, (coker f), = coker f,.
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Demostracion. Para U C X abierto, sea . (U) = ker{f(U): 4U) —» )}, JI(U) = f(VIZ))y
C(U) = 2(U)/I(U). Entonces tengo la siguiente sucesion exacta de grupos aditivos:

0> FU)->%U)—>IU)—>0

0—-IJU) - 2U)—->CU)—0

Como el limite inductivo preserva la exactitud 2 entonces las sucesiones siguientes son exactas.

0 — lim .Z(U) - lim%(U) — limI(U) — 0

xeU xeU xeU
00— IimIJ(U) - lims2(U) - limC(U) - 0
x?U x?U xZU

Ahora, como para una pregavilla ¢ y su gavilla asociada sobre un espacio topoldgico X, sus tallos en x
coinciden, entonces
0 — (ker f)y = % — (im f)y — 0
0 — (im f), — 4 — (coker f), = 0

Como f, es el morfismo ¥, — (im f), — %, que se obtiene de la sucesion exacta anterior, tengo la prueba

del teorema. O

1.13. Extension y restriccion de una gavilla

Definicion 1.13.1. Sea X un espacio topoldgico, Y un subespacio de X, .# una gavilla sobre X. Decimos

que % esta concentrado sobre Y o es nulo fuerade Y si %, = QO paracadaxe X — Y.

Proposicion 1.13.2. Sila gavilla .% estd concentrada sobre Y, el homomorfismo p))f TX, ) > T, 7))

es biyectivo.

Demostracion. Sea .# una gavilla sobre X y sea o € I'(X, .%). Como . esta concentrada en Y, entonces
para todo x ¢ Y tenemos .%, = 0, asi que si p};(O') = 0, se tiene que o = 0 y por lo tanto p)Y( es inyectivo.

Por otra parte, sea o~ € I'(¥, .% (Y)). Entonces tengo dos casos:

1. Six¢ Y, o(x) =0ylaaplicaciéon x — s(x) es continuaen X — Y.

2. Si x € Y entonces existe una seccién de .# en una vecindad U de x, digamos s tal que s(x) = o (x).
Como o es continua sobre Y, entonces existe V C U vecindad de x tal que paratodoy € VN Y se

tiene s(y) = o(y). Nuevamente tengo dos casos:

2Vea el teorema A.0.4
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1 Siy ¢ Y entonces s(y) =0y %, = 0.

2’ Siy € Y entonces s(y) = o(y) en la vecindad V — V N Y, es decir, o y s coinciden en la vecindad V.

Entonces o es continua en una vecindad de Y y por lo tanto es continua en todas partes.

En resumen tengo:

s(x) sixeY
o(x) =
0 six¢gY

Es decir, p’;(O') = sy por lo tanto el homomorfismo es suprayectivo. O

Proposicion 1.13.3. Sea Y un subespacio cerrado de X y sea ¢ una gavilla en Y. Sea

&, I xeY
7. = si x
0 sixg¢Y

y sea F = Uyex Zx. Entonces podemos dotar a % de una unica estructura de gavilla sobre X tal que
F ly=9.
Demostracion. Sea U C X abiertoy sea o € ['(U N Y,%¥) tal que para x € X

0 sixeU-UNY
o(x) =
s(x) sixeUNnYy

Entonces .# estd concentrada sobre U N Y. Luego por la proposicién anterior tengo que el morfismo
oy T(X, Z) > TUNY,9)

es biyectivo. Y por lo tanto .# |y= ¥¢. Asi que los tallos estan dados por:

Y. sixeY
F = * )
0 sixeX-Y

Ahora extendamos o por cero sobre U — U N Y. Entonces para U abierto en Y existe un morfismo inyectivo
v, %) - 1{UnX, %)

o= pan(O')

y una seccion s € I'(U N X,.%) estd en la imagen de este morfismo si y sélo si s es continua cuando es
extendida a U por la definicién s(y) = 0siy e U — (U N X). Esto pasasiy sélosi {xe UNX : s(x) # 0} es
cerrado en U. Esta condicién es independiente de .# (Y) y por lo tanto .% (Y) es Unica bajo isomorfismo.

Para su existencia sea (.#, 1) el espacio con gavilla de .# sobre Xy E = .# [| Y/ ~, donde ~ es la relacion
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de equivalencia més chica tal que x ~ O, para cada x € X, donde O, es el elemento cero del tallo IT~!(x) en
x. Doto a E de la topologia cociente. Sea IT" : E — Y el morfismo natural. Entonces .% (Y) = ¢ es la gavilla
asociada donde .% (Y) es una extensién por cero.

Asi tengo que la gavilla .7 (Y) existe. O

Decimos que .% es la gavilla obtenida al extender & por cero fuera de Y y la denotamos por 47,

Definiciéon 1.13.4. Sean X y Y espacios topoldgicos y ¢ : X — Y un morfismo continuo. Sea .% una

pregavilla en X. La pregavilla ¢..# en Y es llamada la imagen directa de .% por ¢ y para V C U abierto en

Y estd dada por
(@ F)U) =F(g'U)
F =9y _ W)
pV - p(p—l(v)

Ejemplo 1.13.5. Sea Y = R? y X C Y un disco abierto. Sea ¢ : X < Y y sea.Z la gavilla constante en X con
tallo Z. Sea ¢ la gavilla constante Z en Y. Entonces para el conjunto abierto V se tiene I'(V,¢..%) = Z & Z

y [(V,¥4) = Z. El tallo de ¢..7 es
7 sixeX
(puF) = {
0 en otro caso

Por lo tanto ¢..# no es una gavilla constante en Y, es decir, ¢..# no necesariamente es una extension por

Cero.



Capitulo 2

Gavillas de anillos y gavillas de moédulos

En este capitulo estudiaremos gavillas con una estructura algebraica, la cual al ser considerada en los

tallos se preserva topolégicamente en el espacio con gavilla.

2.1. Gavillas de anillos

Definicion 2.1.1. Una gavilla de anillos A es una gavilla de grupos abelianos A, con x € X, donde cada A,

estd dotado de una estructura de anillo tal que la aplicacién

A+A—-A

(f.e) > f-8

es continua. Supondremos siempre que cada A, posee un elemento unidad que varia continuamente con x.
Asi tengo las siguientes observaciones:
1. Si A es una gavilla de anillos en X, entonces para cada U C X abierto, los conjuntos A(U) son anillos.
2. p%,] : A(U) — A(V) es un homomorfismo de anillos paratoda V C U.
3. A, = h_r)ner A(U) estd dotado de una estructura de anillo.

4. Un punto visto desde los espacios étalé en A de la forma

(f,ed— f+g

(.9 fg

definido por 7(«) = 7(v) induce sobre cada tallo A, una estructura de anillo que ademas es continua.

19
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5. Sis,t € I'(U, A), entonces s + t y st son las secciones dadas por x — s(x) + #(x) y x — s(x)t(x).

Ejemplo 2.1.2. La estructura de gavilla de X = S pec(A)

Sea A un anillo conmutativo con 1. Un ideal P # A de A es primo si el anillo A/P es dominio entero.
Sea X = Spec A= {P ideal de A tal que P es primo}.
Defino una topologia en X, (la topologia de Zariski), en la cual los conjuntos cerrados son de la forma:

V() ={P e SpecA: P21} ={P e SpecA: f(P)=0paracada f € I}, donde I es un ideal de A.
Quiero definir una gavilla de anillos sobre X.
Asi que tomo K el campo de fracciones de A. Si P es un ideal primo de A, tomo Ap = {;—‘ eK:x,yeAy¢ P}.
Este anillo tiene como unico ideal maximal pAp, es decir, para todo U C X abierto, no vacio se define:
AU) = Npey Ap.
Ahora, para cada U 2 V defino el mapeo restriccién

oy T AU) = A(V)

que tiene sentido porque A(U) € A(V).

Por otra parte sea (Uj),ca una familia de abiertos no vacios. Sea U = | Jep Ua y 51 € A(U,) tal que para
cualquier A, u se tiene p(sy) = p(s,). Como Uy N U, # 0, entonces s, € K es independiente de A. Luego
s € A(U) = Mea A(U,). Ast que hay un sélo elemento que es inducido por s, en cada U,.

Por lo tanto A(U) es una gavilla de anillos sobre X.

2.2. Gavillas de modulos

Definicion 2.2.1. Sea A una gavilla de anillos sobre un espacio topoldgico X. Decimos que .# es una gavilla

de A-mddulos si para cada x € X, .%, estd dotado de una estructura de A,-mddulo.
De la definicién tengo las siguientes observaciones:

1. Paratodo U C X abierto, el conjunto .% (U) tiene una estructura de médulo sobre el anillo A(U) y es
tal que para V C U,
oY F(U) - F(V)

es un homomorfismo de médulos compatible con el homomorfismo de anillos

Py AU) = AV)

2. Si considero sobre X las gavillas producto .7 X .% y A X .% obtengo los homomorfismos de gavillas
de conjuntos:
FXF > F
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Y paracada x € X

T X Fy — Fy
A X F, — F,

definen sobre .%, una estructura de médulo sobre el anillo A,.

2.3. Subgavilla y gavilla cociente

Definicion 2.3.1. Sea A una gavilla de anillos, .% una gavilla de A-mdédulos. Sea %, C .%, para todo x € X.

Decimos que ¢ = | ex % es una subgavilla de .7 si:

(a) ¥, esun A, submédulo de .%, para cada x € X.

(b) ¢ es un subconjunto abierto de .7 .
La condicién (b) puede expresarse como:

(b’) Six € Xy s eI(U,#)en una vecindad U de x tal que si s(x) € ¥,, entonces s(y) € ¥, para todo y

suficientemente cercano a x.

Definicion 2.3.2. Sea ¢ una subgavilla de .% y defino J%, = .%,/%, para todo x € X. Dotamos 57 =
U rex 7% con la topologia cociente de la topologia de .. Entonces .77 es una gavilla de A-mdédulos llamada
gavilla cociente de .# por ¢ y denotada .% /9.

Demostracion. Para cada U C X abierto sea #2(U) = T'(U, #)/T(U,%). Si V C U defino pg 0 U) —>
F€ (V) por medio de los homomorfismos inducidos en los médulos cociente por los homomorfismos de res-
triccion usuales p%,] : T(U, #) - T(V,.Z). Si dos secciones son equivalentes mod I'(U, ¥), su equivalencia

se preserva al tomar el limite directo. Por lo que la gavilla definida por 57 (U) y pg es . O

2.4. Homomorfismos

Definicion 2.4.1. Sea A una gavilla de anillos, .% y ¢ gavillas de A-mddulos. Un A-homomorfismo de .%
en ¥ es tal que si ¢, : Z, — %, es un A,-homomorfismo para todo x € X, la aplicacién definida por ¢, es
continua.

Esto es equivalente a decir que si s € T'(U, .%), entonces x — ¢,(s(x)) € T'(U,¥) y lo denotamos por ¢(s).
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Proposicion 2.4.2. Sea ¢ : F — & un homomorfismo. Sea Ny, = Kerg, y sea %y la imagen de ¢x.
Entonces N = Ny es una subgavilla de F, .9 =) %, es una subgavilla de 4 y ¢ define un isomorfismo
de F | N sobre & .

Demostracion. Sea ¢, : %y, — 4, un A,-homomorfismo. Entonces para x € X, 4 = ker(py) C %,
y S = im(py) € ¥, son submbdulos de .F y ¢ respectivamente. Entonces ¢, define un isomorfismo
Fo] N = S

Por otra parte, para x € U, si s € I'(U, %) es una seccion local tal que s(x) € .44, entonces ¢ o s(x) =
0 € I'(U,9) y para y suficientemente cercano a x, ¢ o s(y) = 0, de donde s(y) € .4}, entonces ./4/" es una
subgavilla de .7 .

Sea ahora ¢t € T'(U, %) una seccién local tal que #(x) € .7, entonces existe una seccién local s € Z tal
que ¢ o s(x) = #(x). Asi que para y suficientemente cercano a x se tiene ¢ o s(y) = #(y) € .%,, por lo que .%

es una subgavilla de ¢ isomorfa a la gavilla cociente .% /.4, O

Llamamos a la gavilla .4 nicleo de ¢ y lo denotamos ker(yp), a la gavilla .# la llamamos imagen de ¢ y
la denotamos por im(p) y la gavilla ¢/.# es llamada contcleo de ¢ y se denota por coker (¢).

Decimos que un homomorfismo ¢ es inyectivo si cada ¢, es inyectivo, esto es equivalente a ver que
ker(p) = 0, ¢ es suprayectivo si cada ¢, lo es, es decir, coker(¢) = 0 y es biyectivo si es inyectivo y
suprayectivo.

Las propiedades de homomorfismos de médulos se conservan en una gavilla de médulos. Tenemos por
ejemplo que una sucesién de homomorfismos es exacta si la imagen de cada homomorfismo coincide con el
nucleo del siguiente homomorfismo. Ademas si ¢ : .% — ¢ es un homomorfismo, las sucesiones siguientes

son exactas.

0 — ker(¢) > F — im(p) = 0
0 - im(p) > 4 — coker(¢) — 0

2.5. Suma directa de gavillas

Sea A una gavilla de anillos, .# y ¢ gavillas de A-mddulos. Para todo x € X considero la suma directa
de .%, y %, dada por .%, & %,. Entonces la pareja (f, g) € %, ® %, donde f € #,y g € %,.
Definimos J7 = | ex(-Zx ® 9;) y dotamos a ¢ con la topologia inducida por .%# X ¢.

Definicion 2.5.1. 7 es una gavilla de A-md6dulos llamada suma directa de ¥ y ¢ y se denota por ¥ @ 9.

Demostracion. Como %, y ¥, son gavillas de A-mddulos, entonces para todo x € X la suma directa de los

tallos .%, ® ¥, es una gavilla de A-médulos y por tanto lo es 7. O



2.6. PRODUCTO TENSORIAL DE GAVILLAS 23

Observemos que s € T'(U, 77) si x es de la forma (s(x), #(x)) con s € T'(U, #) y t € I'(U,¥). Con esto
tengo que I'(U, % & ¥) = T(U, ) o T(U,9).

2.6. Producto tensorial de gavillas

Definicion 2.6.1. Sea A una gavilla de anillos sobre X, .# una gavilla de A-médulos derechos, ¢ una gavilla
de A-mddulos izquierdos.
Sea U C X abierto. . (U) ® 4(U) es una pregavilla de A-mddulos.

Para V C U, el mapeo restriccidn estd dado por
FU)®Y(U) — F(V)QY(V)

PV (f®8) =pY(f)®py(g)

Entonces para cada x € X sea 7 = .7, Q% y sea I = | ex -

Proposicion 2.6.2. Existe una tinica estructura de gavilla sobre 7 tal que si s € T(U, %) yt € T(U,¥9),

entonces x — s(x) ® H(x) € F¢; es una seccion de I'(U, 7).

Demostracion. Veamos la unicidad:

Sea . dotada de una estructura de gavilla como en el enunciado y para U C X abierto sean s, € ['(U, %),
ty € T(U,¥9). La aplicacion x — Y, 5,(x) ® £,(x) es una seccién de 57 en U. Observemos que todo h € 7,
se puede escribir como & = Y 1ca fa(x) ® ga(x), donde f) € %, y g1 € 9. Entonces para todo h € T'(U, 37),
h =3 ea Sa(x) ® 13(x), donde s, v £, son secciones de .# y ¥ respectivamente sobre un abierto U. Ademds
sa(x) = fay ta(x) = ga. Por lo tanto toda seccién de 7 se puede escribir de la forma anterior y con esto los
grupos de secciones estan determinados de forma tnica.

Ahora probemos la existencia:

Supongamos que A, .#, ¢ estan definidos por
¢y T AWU) — A(Y)

tal que tpg o gog’ = goy, donde la gavilla asi dada es una gavilla de anillos.
vy 1 F(U) — F(V)

donde cada .7 (U) es un A(U)-médulo con ¢ (a - f) = oY (AW (f), cona € A(U), f € Z(U). Entonces
Z es una gavilla de A-mddulos.

Xy 9U) — 94(V)
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donde cada ¢4(U) es un A(U)-médulo con x{)(a - g) = oY (A (g), con a € AU),g € 4(U), entonces &
es una gavilla de A-mddulos.

Sea ' (U) = F(U) ® 4(U) el producto tensorial sobre A(U). Entonces ¢/ y x¥ al pasar al producto
tensorial definen un homomorfismo

ny . AU) — A V)

Por definicion de gavilla asociada:
(#®9)= H_r)nﬂ(U)@%(U)
xeU

Para U > x abierto, el A(U) homomorfismo de médulos

FU)®Y(U) — Z, 0%
induce un homomorfismo de A-mddulos, dado por:

n:(FY), — %, 0%
Asi puedo definir un homomorfismo bilineal de A-mddulos

K: F XY — (F 9,

Luego para fy € %,y g, € % elijo U C X abierto, U xy f € #(U),g € 9(U) tal que los tallos de fy g
en x son fy y g, respectivamente.

Sea k(fx, gx) € (F ® 4), determinado por (f, g) € .F(U) @4 (U).

Como U es arbitrario, entonces «(fy, gx) es independiente de U y de f, g.

Ahora como « es un homomorfismo bilineal, para ay, by € Ay, fx, fix, fox € Fx ¥ &x> &1x> &2x € Y tengo
K(axfix + Dxfaxs 8x) = axk(f1x, &x) + bxk(fax, &x)

K(fxs Ax&1x + bxg2x) = axk(fx, 81x) + bak(f, 82x)

Luego por la propiedad universal para el mapeo de producto tensorial tengo el siguiente diagrama conmuta-

tivo:

F: Y,

e A

(F @YD)

donde A es el A-homomorfismo determinado por la unicidad.

Ahora como n(«(fy, gx)) = fx ® gx, entonces no A = 1.

Luego por definicién de 7, tengo n((f®g),) = fr®gx € F®%, y por ladefinicion de A, A(fx, gx) = (f®Q)x,
es decir, Ao =1.
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Por lo tanto A y 77 son isomorfismos de A-mddulos.
Asi tengo que

: — 11 a7 —
h_r)ner H(U) = h_r)nerJ(U) ®Y(U) = ;.

Por lo tanto 7 es una gavilla que satisface la condicién del enunciado. O

Proposicion 2.6.3. Para una sucesion exacta de A-médulos F, — F» — F3 — 0, la sucesion obtenida

por tensorar con un A-médulo G sobre Ay, 1 @4 Y — Fr @49 — F3 0,49 — 0 es exacta.

Demostracion. Por propiedades del producto tensorial tengo que la siguiente sucesion
(F18A YD) > (F204 YD) > (F3849)x = (0@4 YD)y

es exacta y por la proposicién 2.6.2 para A = 1,2,3, (F1 ®4 9) = F . @4, Y, s decir la sucesion en los
tallos

F1x®a, = F2.:®u, = F3:84, = 0

esexactay porlotanto #1 Q@49 — %049 — #3849 — 0 es exacta. O

En general todas las propiedades del producto tensorial de modulos se preservan en el producto tensorial

de gavillas, con lo que tengo los siguientes isomorfismos canénicos
. Z04@909D=(F 49O (F %)
2. FQuA=F
Si suponemos que A, es conmutativo
3. ¥ QY =9, F,

4. F R4 (G R, K)=(F R,G)®4 K

2.7. Gavilla de gérmenes de homomorfismos de una gavilla en otra gavilla

Definicion 2.7.1. Sea A una gavilla de anillos y sean .#,% gavillas de A-mddulos. Sea U C X abierto y
considero 7 (U) = Hom(.% (U), 4 (U)). Defino la restricccion para U 2 V como 903 c H(U) — FV).
La gavilla definida por 72 (U) y <pg es llamada la gavilla de gérmenes de homomorfismos de .% en ¢ y la
denoto por Hom 4 (%, ¥9).

Con base a la definicion tengo las siguientes observaciones:

1. La pregavilla Hom 4, (% |y,% |v) es una gavilla.
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Demostracion. Sea s€(U) = Homy, (¢ |y,¥ |u). Sea {Ua},en una cubierta abierta de U y sea
f € A(U). Defino la restriccién por

py, » HWU) = H(U))

Con esto, 7 es una pregavilla de A-modulos.

Supongamos que para d € A, f; = pgﬂ(f) =0.ParaV C U abiertoy s e I'(V,.%),sea V) = U, NV,
entonces para A € A, fA(Vﬁ)(p%(s)) = 0. Entonces f(V)(s) = 0y por lo tanto f = 0.

Ahora sea f) € 57(U,), A € A y supongamos que pgjnUﬂ(f/l) = ngmUﬂ(f#)' ParaVC Uyse(V, %),
seat, = fA(V/l)(p“;ﬂ(s)), A € A, entonces pxjm,ﬂ (ty) = px‘;imv,, (t)end.

Por lo tanto existe ¢ € .% (U) tal que p‘\g(l) =1, A €A.

Por lo tanto ¢ estd determinada tinicamente.

Asi defino f(V)(s) = ¢, entonces f(V) € (V).

Como V es arbitrario, tengo la existencia de f € JZ(U) tal que f) = pg/{ (f), 1€ A.

Por lo tanto 7 es gavilla.

. Si los A, son conmutativos, entonces cada 7 (U) es un I'(U, A)-médulo y Hom 4(.#,%) es una

gavilla de A-médulos.

. 1 € Hom4(%#,%9), define un A, homomorfismo de .%, en ¢4,. El homomorfismo canénico esta dado

por p : Homy(#,9), — Homy (#,,%,) que en general no es inyectivo ni suprayectivo, ya que
todo gérmen del homomorfismo en x proviene de una vecindad de x. Veremos en el siguiente capitulo

las condiciones para tener la biyeccion.

Sip: P - Fyy 9 — ¢ son homomorfismos podemos definir un homomorfismo Hom 4(¢, ) :

Hom4(.%,%) —» Homu(F',%’), dado por Hom 4(p, ¥)(f) =¥ o f o ¢.

Proposicion 2.7.2. Toda sucesion exacta

0— 0L 655 75— 0

induce una sucesion exacta de A-modulos

0 — Homu(J4, F) - Homu(/4, F) > Homu(/4, F)

Demostracion. Sea U C X abierto y sea ¢ € Hom 4, (J4 |y, % |y) y supongo que ¢ o g [y=0.Sea V C X

abierto y sea t € J4(V), entonces de la sucesion exacta

0 — Hom (74, %) i*> Hom 4(54, %) L> Hom 4(74, %)
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tengo que para V C U abiertos,

g 1
0 — Homu, (J4 |u, F |v) —— Hom 4, (& |y, F |y) ——= Homu, (S4 |u, F lv)

R R

A
0 —= Hom, (4 lv. . Z Iv) — > Hom, (B lv. . Z lv) —Y > Homu, (JA lv..Z Iy)

el diagrama es conmutativo. Entonces elijo una cubierta abierta {W,},ea y 5, € J€(W,) tal que gwﬂ(sﬂ) =
p%‘ (¢). Entonces

ow, (o, (1) = ow, (gw,(5)) = 0
asi que ¢ = 0y por lo tanto g* es inyectiva.

Ahora veamos si es suprayectiva. Sea ¢ € Homy, (7% |y, #y) tal que Y o f [y= 0. Entonces y asi defi-

nida es el mapeo cero en im f |y, de donde puedo considerar
f € Homg, (43Gm f) v, 7 |v)

Entonces existe ¢ € Hom 4, (74 |y, Z |y) talque ¢ = o f |y.

Por lo tanto im g* = ker f*, es decir, la sucesion es exacta. m]

Proposicion 2.7.3. Para & ,9, 7 A-mdédulos se tiene
Hom(Z & ¥, ) — Hom4(F, ) ® Hom (4, H)

Demostracion. Sea U C X abierto.
Hom 4 (# (U) @ 4 (U), 7 (U)) = Hom 4(¥4 (U), 7 (U)) ® Hom 4(9 (U), °(U)).

Asfi tengo el isomorfismo. m]

Proposicién 2.7.4. Hom4(.Z,9 & /) — Hom(.Z,9) ® Hom4(.Z, )

Demostracion. Sea U C X abierto.
Hom 4 (Z (U), 9 (U) ® 7(U)) = Hom 4 (:F (U), 9 (U)) ® Hom 4/ (F (U), 7°(U))

Con esto tengo el isomorfismo. O



Capitulo 3

Gavillas coherentes

En este capitulo estudiaremos una clase especial de gavillas cuya caracteristica es que son finitamente

generadas. También trataremos sobre sus propiedades y operaciones que se pueden realizar con ellas.

3.1. Definiciones

Sea X un espacio topoldgico, A una gavilla de anillos sobre X y supongamos que para todo x € X, A,

es conmutativo y posee un elemento unidad que varia continuamente con x.

Definicion 3.1.1. Sea A una gavilla de anillos, .% una gavilla de A-médulos y sean si,...s, € I'(U,.%)
secciones de .# sobre U C X abierto. Decimos que .# es de tipo finito si es localmente generada por un

nimero finito de secciones. En otras palabras, tengo un homomorfismo suprayectivo
¢ AP(U)-».Z(U)
donde paracadax e Uy fi,..., f, € Ay

Fisesfp) = ) fisi(x) € T

De la definicién tenemos las siguientes observaciones:

1. ker(g) = R(s1...5p) = Urer{(firs -+ fp) € (AP) ,-pzl fisi = 0} es una subgavilla de A” llamada

gavilla de relaciones entre los s; y im(¢) es la subgavilla de .# generada por los s;(x), con x € U.

2. Todo homomorfismo ¢ : A? — .7 define una familia de p secciones s; ...s, € .# por las férmulas
51(x) = @x(1,0,...,0),...,5,(x) = ¢x(0,...,0,1).

29
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Ejemplo 3.1.2. 1. Todas las gavillas A” con 1 < p < oo son de tipo finito en X. Las secciones ¢; =
0,0,...,0,1,0,...0)con 1 <i < p generan A” sobre X.

2. Sig:.# — ¥ esunepimorfismo y si .# es de tipo finito en x € X, entonces ¢ es de tipo finito en x.

Mas atn, la gavilla de cocientes de gavillas de tipo finito es de tipo finito.

Proposicion 3.1.3. Sea .7 una gavilla de tipo finito. Si sy, .. ., s, son secciones de 7 (U) tales que sy, . .., s,

generan a ., entonces existe una vecindad V C U tal que para todo y € V suficientemente cercano a x,

St,...,8p genera a F,

Demostracion. Como .# es una gavilla de tipo finito, existe un nimero finito de secciones si,...,s, €
I'(U, #) en una vecindad U de x. Y para y suficientemente cercano a x existen secciones 1, .. ., f, tales que
f= Z?zl a; - ti(y), con a; € A,.

Por hipdtesis los s1,..., s, generan a F,, entonces existen secciones f;; de A en una vecindad V de x
tales que #;(x) = Zj:f fij(x) - sj(x). Entonces existe W = U NV tal que para y suficientemente cercano a x se
tiene £;,(y) = Zle fij(x) - 5;(y) para caday € W. Como 11,...,1, generan a .%,, entonces sy, ..., S, generan
a.zy. O

Definicién 3.1.4. Una gavilla de A-médulos es coherente si:

(a) % es de tipo finito.

(b) Si sy,...,s, son secciones de % en un abierto U C X arbitrario, la gavilla de relaciones entre los s;

es una gavilla de tipo finito sobre U.

Observemos que la condicién (b) es equivalente a

(b’) Dados sq,...,s, € #(U)y V C U donde 51 |,,...,s, [,€ Z(V) se tiene el morfismo
vy L z vy
Fieeosfp) o D fiesily
entonces i : A? |y— % |y, donde pedimos que ker(y) sea de tipo finito.

Proposicion 3.1.5. Localmente toda gavilla coherente es isomorfa al coniicleo de un homomorfismo ¢ :
AP — A4

Demostracion. Como .# es una gavilla coherente entonces es de tipo finito y dadas sy,...,s, € I'(U, %),

la gavilla de relaciones R(s1, ..., s,) es de tipo finito, de donde . = A9/R(s1,..., 5p).
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Considero el morfismo suprayectivo ¢ : A” — A9, entonces localmente se induce un isomorfismo de
coker () = A9/p(AP).

Y por la primera observacion tengo . = coker (¢). O

Proposicion 3.1.6. Sea .7 una gavilla coherente de A-mddulos y G una subgavilla de A-mddulos de F,

entonces 4 es coherente.

Demostracion. Como ¢ es subgavillade .#, entonces ¥ es de tipo finito. Falta ver que satisface la condicién
(b) de la definicion.
Sea {s1,...,5,} € [(U,¥). Como & C .# entonces {s1,...,5p} € I'(U, ) para U C X abierto. Entonces

R(s1,...,5,) en ¥ es de tipo finito. Por lo tanto ¢ es coherente. O

3.2. Principales propiedades de las gavillas coherentes

a B .. ;
Teorema 3.2.1. Sea 0 » F — &4 — # — 0 una sucesion exacta de homomorfismos. Si dos de las tres

gavillas %, 9, 7€ son coherentes, entonces la tercera también lo es.
Demostracion. Lo haremos por casos:

Caso 1: Sean .7 y ¢ gavillas coherentes.

Como ¥ es de tipo finito, entonces .77 es de tipo finito. Falta ver que cumple la condicién (b) de la
definicion.

Sean {s1,...,s,} € T(U, #), con x € U. Supongamos que existen {s’l, st e T(U,9) tales que
si = B(s}). Sean {oq,...,0n} € T(U, %) en una vecindad de x, tales que para y suficientemente
cercano a x, {01, ...,0,) = %y. Entonces fi,..., f, € Ayestal que fi,...,fu € R(s1,...,80), 81y
s6lo si existen g1,...,&m € A, tales que 37", f; - 57 = Z;”:l gj - a(t;) en'y. Como .# es coherente, la
gavilla de relaciones entre los s’ y los a(n;) es de tipo finito. Luego, la gavilla R(s1, ..., s,) (imagen

que procede de la proyeccion candnica de A" sobre A) es de tipo finito y por tanto .7 es coherente.

Caso 2: Supongamos que ¢ y 7 son gavillas coherentes, entonces por la proposicion 3.1.5, existe localmente
un homomorfismo sobre y : A" — &4. Sea J = ker(B o y), entonces como .77 es coherente, J es una
gavilla de tipo finito (esto por la condicién b) y en consecuencia y(J) es una gavilla de tipo finito y
por la proposicién 3.1.6 es una gavilla coherente. Ahora, como a es un isomorfismo de .# sobre y(J),

tengo que .# es coherente.

Caso 3: Supongamos que .% y ¢ son coherentes.La cuestion es local, asi que puedo suponer que .# (respec-
tivamente 57°) es generado por un nimero finito de secciones ¢ ..., 1, (respectivamente si ..., §,).

Puedo suponer que existen secciones s, € ¢ tales que s; = B(s}). Entonces las secciones s’ y a(t;)
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generan a ¢ y por tanto ¢ es una gavilla de tipo finito.

Ahora sean T;...,7, un ndmero finito de secciones de ¢ en una vecindad de un punto x, como .77
es coherente, existen secciones fj‘ e A" (1 €i<rl<j<s)definidas en una vecindad de x y que
generan la gavilla de ralaciones entre los 5(7;).

Seau; = 7, f]’f - 7. Como I, f]’f -B(t;) = 0, u; C a(F)y como . es coherente, la gavilla de
relaciones entre los u; es generada en una vecindad de x por un nimero finito de secciones. Sean gljC
1<j<s,1<k<gT).

Afirmacion: Z;zl gi - f J’ genera la gavilla R(r ..., 7,) en una vecindad de x.

Prueba: Si 3/, fi-7i = Oeny, con f; € A,, entonces };_, fi - B(r;) = 0y existe g; € A, con
fi=X 8 f]’ luego 37, fi -7 = 0, de donde 35, g - u; = 0.

Finalmente, por el hecho de que el sistema de g; es combinacion lineal del sistema gi tengo la afir-
macién demostrada.

Por lo tanto ¢ satisface la condicion (b) y asi tengo que ¢ es una gavilla coherente.

Corolario 3.2.2. Si .% y ¥ son gavillas coherentes, entonces .F & 4 es coherente.

Demostracion. Primero veamos que .% @ ¢ es finitamente generada.
Sea x € X, entonces existe una vecindad abierta U de xy 5; € #(U)con1 <i<gyo;e€9U),1<i<p
tal que .%, = Z?:l fisi(y), con f; € Ay y ¥, = Zi.’:l gjoj(y), con g; € A, para todo y € U. Entonces
(F09), = ?: | Jisi(y) @ Z?Zl g0 j(y) paratodo y € U. Por lo tanto .7 @ ¢ es finitamente generada.
Ahora para U € X tomo el homomorfismo
p: AL, = (FeDly

Tomo las proyecciones:

n(FeY) =T lve9lv— F lu

p: (T lw=F lveYdlv—Y v

Entonces por el siguiente diagrama
Al —2(F o9 Iy —Yu
|
Z lu
tengo que ker( o ¢) y ker(p o ¢) son finitamente generados. Pero
ker ¢ = (ker(r o ¢)) N (ker(p o @))

Y por lo tanto ker ¢ es finitamente generado.

Por lo tanto .% @& ¥ es coherente. O
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Teorema 3.2.3. Sea ¢ : % — & un homomorfismo, donde ¥, 9 son gavillas coherentes, entonces ker(y),

coker (), im(p) son gavillas coherentes.

Demostracion. Sea x € X, entonces existe una vecindad abierta U de x tal que el homomorfismo
p: Al — Flu—0
es suprayectivo. Hago la composicion con el homomorfismo suprayectivo
F ly— img |y— 0
para obtener
Al — img |y— 0
que es un homomorfismo suprayectivo de Ay-médulos.
Por lo tanto im ¢ es finitamente generada.
Ahora, sea V C X abierto y tomo
Y A —imely
un Ay-homomorfismo.

Ademas tomo el homomorfismo canénico inyectivo
t:imp — ¥
Entonces
Loz//:fl{;—nmgolv

De donde kery = ker¢ o ¢ es finitamente generado y por lo tanto im ¢ es una gavilla coherente.

Ahora considero la sucesion exacta
0 — ker(p) — F — im(¢) — 0

Como im(¢p) y -# son gavillas coherentes, por el teorema 3.2.1, ker(¢) es coherente.
Por otra parte, sea

0 — im(¢) — ¥ —> coker(¢) — 0

una sucesion exacta, luego como im(y¢) y ¢ son coherentes, nuevamente por el teorema 3.2.1, coker () es

coherente. O

Corolario 3.2.4. Sean .%,9 subgavillas coherentes de una gavilla coherente F, entonces las gavillas

F +9 y F NG son coherentes.

Demostracion. Como % + ¥ es una subgavilla de .77, entonces por la proposicion 3.1.6 es coherente.
Por otro lado, sea ¢ : 4 — S /.7, entonces ker(¢) = .% N'Y que es coherente por el teorema 3.2.3 y por lo

tanto .% N ¥ es coherente. O
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3.3. Operaciones sobre las gavillas coherentes

Proposicion 3.3.1. Si .7 y & son gavillas coherentes, entonces .7 @49 es una gavilla coherente.

Demostracion. Para todo x € X existe una vecindad abierta U de x y secciones s; € % (U), o; € 4(U) con
1<i<qgyl<j<pyelementos f; € Ay, g; € A, tales que #, = 37 | fi- 5i(0)y %, = Zi.’zlgi-a'j(y) para

caday € U. Entonces paracaday € U

(ng ®A g)y

2

1

figi(siy) ® o ;()

1

Il M"c

j=1

2

1

q
Ay(si(y) ® o (y))
1

q

e

1l
—

J

Por lo tanto .% ® ¢ es finitamente generado.
Ahora como . es coherente, entonces para cada x € X existe una vecindad abierta U de x y una sucesion
exacta

4
Ab Lal L 7y —0

Tomando producto tensorial de ¢y con los términos de la sucesion exacta tengo el siguiente diagrama
conmutativo:

¢ ¥
.A‘Z@AU Gy *>-A?J®.AU gUﬂegiU®‘AU Yy —0

d Fu®a, 9v—=0

P ¢ q
Gy 9y

Como .7y @ Yy y (F ® ¥)y son las gavillas asociadas de la pregavilla .7 (V) ® 4, (v) 4(V) para V C U
abierto, entonces #y ® Yy = (F ® ¥)y. De aqui tengo que coker¢’ = (¥ ® ¥)y. Ahora como ¥ es
coherente, entonces %{; y %g son coherentes. Entonces por el teorema 3.2.3, coker ¢’ es coherente. Y por lo

tanto . ® ¥ es coherente. O

1R

Proposicion 3.3.2. Sean .F y 4 gavillas, con ¥ coherente. Entonces para todo x € X, Hom4(F,9),
Hom./lx(yx, gq)c)

Demostracion. Esto es equivalente a probar que el homomorfismo
X - Homﬂ(ﬁ, g)x S Hom./{x(gx’ gx)
es biyectivo.

I. Seax € Xyseay : .# — % un homomorfismo definido en una vecindad U de x con ¥, (f) = 0

para todo f € .#,. Como .# es de tipo finito en x, entonces existen s1,...,s, € I'(U,.#) tales que
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f = Zf: , @i - si(x) con a; € A,. Como ,(si(x)) = 0 para todo i, entonces para y suficientemente
cercano a x, Y,(s;(y)) = 0, de donde y(f) = 0 para todo f € .%,, entonces el germen ¥, : .# — ¥ es
cero, ya que para todo f € %, ¢(f) = 0, por lo tanto ¢ es inyectivo.

2. Sea ¢ : %, — %, un A,-homomorfismo, entonces existe un homomorfismo ¢ : . # — ¥ definido
en una vexindad U de x tal que ¢, = ¢.
Sean my,...,m, € I'(U, %), tales que para todo y suficientemente cercano a x .%, = 2}021 fi - mi(y)
con f; € Ay. Sean 1q,...,1, € 4(U) tales que y(m;y) = t;, para 1 <i < p. Como Z(my,...,m,)es de
tipo finito en x puedo encontrar relaciones ( flj yeens fg) e AP(U), 1 < j < g que generen % sobre U.

Entonces (flj, . ,flf) €Z(,...,tp) paratodo j, donde
4 ) 14 ) P
O gt = Y s = wCY frmie) = 0
i=1 i=1 =1

Entonces existe un homomorfismo bien definido ¢ : % (U) — ¢(U) donde para y en una vecindad de
x, by = Zle aym;y € F,y @(by) = Zf: | diytiy € 9y, y € U. Como ¢, = ¢ por construccion, entonces

X €s suprayectivo.
Por lo tanto Hom4(¥,%), = Homy4 (Fy, 9y). O

Proposicion 3.3.3. Si .% y ¥ son gavillas coherentes, entonces Hom 4(.%,9) es una gavilla coherente.

Demostracion. Como .% es coherente, para cada x € X existe una vecindad abierta U de x y una sucesion

exacta
A Lpe Y 71— 0
U U U
tal que

0— Homﬂu(ﬁy,gy) L HOII’IAU(.A?],%U) i) HOIIIAU(.AP ,g(/)

es una sucesion exacta. Por la proposicion 3.3.2, Hom 4, (Zy, 9y) = Hom 4(%,9)y, ademds Hom 4, (A7, 9y) =

%g y Hom g4, (AZ, Gy) = %g. Asfi tengo la sucesion exacta
0 — Homu(%#,9)y — gg — g{]’

Ahora, para una gavilla coherente ¢, ¢ |y es coherente y por lo tanto gg y %{]7 son coherentes.
Ademas como im(y*) = Hom 4(.%, %)y y por el teorema 3.2.3, im(y/*) es coherente, es decir, Hom 4(.%, 9)y
es coherente.

Por lo tanto Hom 4(.%, %) es coherente. O
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3.4. Gavillas coherentes de anillos

Podemos ver una gavilla de anillos como una gavilla de A-mddulos, y si la gavilla de A-mddulos es

coherente, decimos que A es una gavilla coherente de anillos.

Definicion 3.4.1. Una gavilla A es una gavilla coherente de anillos si la gavilla de relaciones entre un

nimero finito de secciones de A sobre un abierto U es una gavilla de tipo finito sobre U.

Definiremos ahora una variedad algebraica para dar un ejemplo de gavilla coherente de anillos.

Definicion 3.4.2. Llamamos variedad algebraica sobre K a un conjunto X dotado de una topologia y de
una subgavilla Oy de una gavilla .% (X), donde .# (X) es una gavilla de gérmenes de funciones sobre X con

valores en K y satisface las siguientes condiciones:

1. Existe una cubierta abierta finita V = {V;};c; de X tal que cada V;, dotado de la estructura de X
es isomorfo a un subespacio localmente cerrado U; de un espacio afin, dotado de la gavilla Ay;,.
Observemos la topologia en X es la “topologia de Zariski” y la gavilla Ax es la gavilla de anillos

locales de X.
2. La diagonal A de X X X es un cerrado en X X X.

Ejemplo 3.4.3. Sea X una variedad algebraica y O la gavilla de anillos locales de X, entonces O es una
gavilla coherente de anillos.
Para ver que esto es cierto sea x € X y U C X vecindad abierta de x. Sean fi,..., f, € I'(U,0). Si es
necesario reemplazo U por una vecindad mas pequefia para ver que la gavilla de relaciones es de tipo
finito. Sea f; = P;/Q donde P;, Q son polinomios y O no se anulaen U. Seany € Uy g; € O, tales que
Z‘f: 1 &fi = 0 en una vecindad de y. Por otra parte sea g; = R;/S, donde R;, S son polinomios y S no se
anula en y. Supongamos entonces que Zle gifi = 0 en una vecindad V de y’. Esto es equivalente a decir que
le R;P; = 0 en V. Como el anillo de polinomios es noetheriano, entonces el médulo de relaciones entre
los polinomios P; es un médulo de tipo finito, por lo que R(fi, ..., f,) es de tipo finito, en consecuencia O

es una gavilla coherente de anillos.

Proposicion 3.4.4. Sea A una gavilla coherente de anillos.

Una gavilla de A-maodulos es coherente si y solo si localmente es isomorfa a coker (¢), donde ¢ : AP — A4,

Demostracion. = Es la proposicién 3.1.5

& Como A es coherente, A” y A? son coherentes. Luego por el teorema 3.2.3, coker ¢ es coherente. O

Proposicion 3.4.5. Una subgavilla de AP es coherente si y solo si es de tipo finito.
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Demostracion. = Sea AP coherente, entonces por definicion es de tipo finito.

& Sea A una gavilla coherente y A” subgavilla de A, entonces por la proposicién 3.1.6 es coherente. O

Corolario 3.4.6. La gavilla de relaciones entre un niimero finito de secciones de una gavilla coherente es

coherente.

Demostracion. Sea % una gavilla coherente y sea ¢ : AP — % un homomorfismo de A-mddulos, entonces

la gavilla de relaciones ker ¢ = J(s1,. .., s,) es de tipo finito y por 3.4.5, es coherente. ]

Proposicion 3.4.7. Sea .¥ una gavilla coherente de A-mddulos. Sea .#, el ideal de A formado pora € A,
para cada x € X, tal que para cada f € F, se tiene a - f = 0, entonces %, forma una gavilla coherente de

ideales llamada anulador de .7 .

Demostracion. Sea Ann(F) =) S ={F |a- f =0paratodo f € .%,}

Sea ¢, : Ay — Homy (%,,.%,) un homomorfismo. Observemos que ker(¢,) = .#;. Como .# es cohe-
rente, entonces por la proposicién 3.3.2, Hom 4 (Zy, #,) = Homa(#,.%), y por la proposicion 3.3.3,
Hom 4(.%, %) es una gavilla coherente. Asi tengo el homomorfismo ¢ : A — Homu (%, .%). Ahora, como
A,y Hom4(.%, %) son coherentes y ker ¢ = %, entonces por el teorema 3.2.3, .#, es una gavilla coherente

de A-moddulos. O

En forma mas general puedo definir el transportador .% : & de una gavilla coherente ¢ en una subgavilla

como la gavilla coherente de ideales .#, = ker(py), donde ¢, : Ay — Hom g (Fy, (F/9)y).

3.5. Cambio de anillo

Teorema 3.5.1. Sea A una gavilla coherente de anillos, . una gavilla coherente de ideales de A. Sea F
una subgavilla de A|J-mddulos. Entonces F es A| .7 -coherente si'y sélo si es A — coherente. En particular

A/.Z es una gavilla coherente de anillos.

Demostracion. Vemos que .# es de tipo finito sobre A si es de tipo finito sobre A/.%, ya que si .Z es
una gavilla de A/.#-mdédulos, entonces a, b estan en la misma clase de equivalencia si f — g € 7, es
decir, para toda f € %,,a- f = b - g. Entonces existen secciones si, ..., sp que generan localmente a F
como combinacidn lineal con coeficientes en A/.# siy s6lo si generan a .% como combinacién lineal con

coeficientes en A.

Supongamos que .# es A-coherente y sean si,...,s, € I'(U,.%). Entonces la gavilla de relaciones
R(s1,...,sp) con coeficientes en A/.# es de tipo finito sobre A/.7.

Sea ¢ : A? — (A/.Z)P la aplicacion candnica. Entonces im ¢ = #(s1, ..., s,) con coeficientes en A /.9

y por lo tanto es de tipo finito sobre A/.#. Entonces .# es A/.#-coherente.
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En particular, dado el morfismo inclusién ¢ : .# — A, coker (¢) = A/.#, entonces A/.# es A-coherente

y por lo tanto es una gavilla coherente de anillos.

Inversamente, si .% es A/.# -coherente entonces existe un homomorfismo local ¢ : (A/.#)? — (A7)

tal que .# = coker (¢) y como A/.7 es A-coherente, entonces .# es A-coherente por el teorema 3.2.3. O

3.6. Extension de una gavilla coherente

Sea Y un subespacio cerrado de X. Si ¢ es una gavilla sobre Y, denoto por ¢X la gavilla que se obtiene

al prolongar ¢ por 0 fuera de Y. Por la seccidn 1.13, ésta es una gavilla sobre X.

Si A es una gavilla de anillos sobre Y entonces AX es una gavilla de anillos sobre X y si .% es una gavilla

de A-médulos, .# X es una gavilla de AX-médulos.

Proposicién 3.6.1. .Z es de tipo finito sobre A si y sélo si FX es de tipo finito sobre AX.

Demostracion. Sea U C X abierto y sea V = U N Y. Todo homomorfismo ¢ : A" — .% sobre V induce un
homomorfismo sobre U ¢* : (AX)"(U) — .#X(U) y reciprocamente, ¢ es sobreyectivo si y s6lo si ¢* lo es.

De esta observacién tengo la prueba de la proposicion. O

Proposicién 3.6.2. .% es A-coherente siy solo si F* es AX-coherente.

Demostracion. Sea ¢ : A4(U) — AP(U). Por la proposicién 3.6.1, ¢ es sobre si y s6lo si ¥ : (ADX(U) —
(AP)X(U) es sobre. O

Corolario 3.6.3. A es una gavilla coherente de anillos si'y solo si AX lo es.

Demostracion. De la proposicion 3.6.2 tengo el resultado usando .% = A O



Capitulo 4

Cohomologia de un espacio con valores en

gavillas

En este capitulo se dardn las definiciones y propiedades necesarias para la construccién de grupos de
cohomologia con valores en una gavilla. Para ello defino primero los grupos de cocadenas y morfismos
cofrontera. Posteriormente dada una sucesion exacta de gavillas se hace un anélisis para ver cudles son las

caracteristicas que debe satisfacer para tener una sucesion exacta larga.

4.1. Cocadenas de una cubierta abierta

Definicién 4.1.1. Sea I un conjunto totalmente ordenado. Un g-simplejo en I9*! es una sucesién finita de

elementos de 1, s = (ip, . . ., ig).

Definicion 4.1.2. Sea X un espacio topolégico y U = {U,};c; una cubierta abierta de X. Si s = (ip,...,ip) €s

un g-simplejo en 17*1 defino Uy = U, =Ujy,n...nU,. Siempre supondremos que Ui..i, # 0. A este

i0.ip

conjunto le llamamos el nervio N(U) de U.

Definicion 4.1.3. Sea X un espacio topoldgico y sea .# una pregavilla de grupos abelianos en X. Una g-

cocadena de U con valores en .# es una funcién que asocia a cada simplejo s = (ip, . . . , iy) de g+ 1-elementos

.....

..... i

..........
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Definicion 4.1.5. Para g € N, sea

CUU,F) = 1f 1> | )T () f(5) € Z(9))

sel

A este conjunto le llamamos el grupo de g-cocadenas con coeficientes en la gavilla 7.

Ejemplo 4.1.6. Sea .# una gavilla en un espacio topolégico X y U abierto de X.

1. Una 0-cocadena es un arreglo de secciones (s,), donde s, € T'(U, .%). Es decir, f = (f,) € coW(U, #).

2. Una 1-cocadena es un arreglo de secciones (f[7,y]) indexadas por todos los 1-simplejos [U, V] € N(U),
donde fyv) € F(UN V). Estoes, f = (fyp) € cl(u, 7).

Observamos que 0 es alternante y si f es alternante, entonces —f también es alternante. Ademas para
{ﬁou_iq},{gio_"iq} € C4(U, .#) defino para cada componente: {fio_"iq} + {gion_,'q} = fio...i,, * giy...i,» €ntonces
C4(U, .#) se vuelve un grupo aditivo.

Ademas, si .% es una gavilla de R-mddulos, entonces C4(U, .%) se vuelve un R-médulo, es decir, el grupo

de g-cocadenas conserva la estructura algebraica de la gavilla.

4.2. Complejos en cocadenas

Defino un I'(X, A)-homomorfismo aditivo de grupos (llamado morfismo cofrontera):
89 : CI(U, F) — C*(U, F) como sigue:
@11)(s) = L DA s

p+l k R _ .
ObSCrVemOS que Zk:] (_1) fl'()u.ik.‘.iqﬂ - ﬁo...ik...i‘1+1 |Ui0.,.iq+]

oot donde i, indica que este término se excluye.

es larestriccion pi : IT'(U, - F) - T(U;

l()A..lj...iq+1 ’

F).

0~~'ip+l ’

Lema 4.2.1. El morfismo cofrontera 67 : C4(U, F) — C9*\(U, F) es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. Sean f'y g q-cocadenas en C/(U, %)y s = (i, . . ., ig), entonces
gq+1
k
5 + oy = 2D+ 5
k=1
g+1
k
= D DM oy * 8]
k=1
g+1 gq+1
_ k k
= DD iy * 2D i,
k=1 k=1
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Por lo tanto § es un homomorfismo de grupos.

Lema 4.2.2. 67" 067 =0, donde g =0,1,2,...

Demostracion. Sea f € CI(U, F).
Quiero ver que 67*! 0 §7 = 0 € C4**(U, .F).

Sea s = (ig, . . ., ig+1) un subconjunto finito de J de ¢ + 2-elementos. Entonces
q+2
1 k
5 0 6 igiyir = D (=D O P igirioroiges

k=0
q+2 q+2

_ j+k j+k

= Z (_1)] ﬁOsnnik—l,ik+ls~~-sij—l’ij+1 ~~~~~ ig+2 — Z (_I)J ﬁO»-n’ij—lijJrl»~~~’ik—1,ik+l ,,,,, ig+2
Jk=0 Jik=0
k<j k>j

Como los elementos de la primera suma aparecen en la segunda con signos opuestos, se cancelan unos
a otros.

Por lo tanto 691 0 §7 = 0

Defino el grupo de cociclos de U con coeficientes en .% como
79U, F) := (ker8?), qe Z*
y el grupo de cofronteras de U con coeficientes en .# como
BY(U, F) :=im(67Y), qe Z*

Los cuales satisfacen que BY(U, %) C Z4(U, .%) por 4.2.2.

Definicion 4.2.3. Los g-ésimos grupos de cohomologia de .# con respecto a la cubierta abierta U de X son:
HY(U, F) := ker(69)/ im(67™") = 24U, F)/BU(U, F)

parag>1ly
H(U, %) .= Z2°(U, %)

para q=0.

Proposicién 4.2.4. Para una gavilla F sobre X y una cubierta abierta U, H (U, %) = T (X, F).
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Demostracién. El morfismo 6° : CO(U, #) — C'(U, F) estd dado por (su) = (0 —p5ny)- donde pf, ., -
F (V) = Z (U NV) es el morfismo restriccién. Por lo tanto HO(U, .%) = ker(6 : CO(U, F) — CY (U, F)).

Ahora considero el siguiente diagrama:

C(U, #) C'(U, #)

[Tic; Z(U) — [ jerxt F Ui N U))

Para cada (f;) € CO(U,.%), la cocadena 6f € C'(U,.F) esta dada por f(U,) lvinu; =fWU)) lvnu;-
Entonces por definicién de gavilla existe un dnico f € T'(U, .%) tal que pg" (f) = fi,i € I. Por lo tanto kero =
I'(U, %). Luego como .Z es gavilla, para una cubierta abierta U tengo H*(U, #) ~ Z(X) =T(X,.#). O

De la proposicién tengo que para ¢ = 0, los grupos de cohomologia HY(U, .%) recuperan las secciones
globales de .% ya que H(U, %) ~ (X, %).

4.3. Refinamientos

Dado un espacio topolégico X, los grupos de cohomologia dependen de la cubierta abierta U de X.
En esta seccion estudiaremos el comportamiento de los grupos de cohomologia del complejo de cocadenas

C%(U, %) al usar una cubierta abierta mds fina que U.

Definicion 4.3.1. Sean X un espacio topolégico y U = {Uyleea Y V = {Vp)gep cubiertas abiertas de X.
Decimos que V es un refinamiento de U (V < U) si existe una funcién (llamada refinamiento) u : B — A

tal que Vg C Uyp) conf € B.

Lema 4.3.2. Dado el refinamiento u : B — A, entonces u induce un homomorfismo de complejos en

cocadenas

£ CUU,F) - CUV,.F)
Demostracion. El morfismo

£ CUU, F) - CUV, F)
estd dado por

5 = {fiowiy) = {itionsuiy)

donde f,l(io)mﬂ(,-q) =p: (U,-O.,,iq,f) - (Vu(io)'-.ﬂ(iq))- Como V; C uV;, entonces tengo que VoN...NV, C
uWon...nuV,.
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Primero veamos que f;/(f + g) = £1(f) + f(g).

.....

=2
—~
&N
+
oo
~—~
F
=
|
—~
\H
+
&
E
S
E,
E
<

Es decir, f,j’ es un homomorfismo. Ahora considero el siguiente diagrama:

5

CU(U, .F) C1UV, %)

q q
3| la

C‘I+1(U’ g) F) Cq+l(v’ y)

m

Veamos que es conmutativo.
Sea f € CUU,.#)y s = (io, - .., lq+1), ENtONCES

—~
=2
@]
o
[«
o
N
=
N
>
i
|

..... j = (5?]f)(lllo’ cee ’ﬂiq+l)

q+1

Es decir, f;{ 067, = 67 0 f; y por lo tanto { 1 } induce un homomorfismo de grupos de cohomologia dado
por:
w* : HY(U, F) —» HI(V, F)

tal que p*([f]) = [u(/)] para algin [f] € HI(U, 7). O

La siguiente proposicion nos dice que aunque hayan varias formas de refinar la cubierta abierta U por

medio de V, en cohomologia los morfismos inducidos son iguales.

Proposicion 4.3.3. El morfismo u* : HI(U, %) — H1(V, %) sélo depende de U y V y no de la aplicacion
u elegida.

Demostracion. Supongamos que p y T son dos morfismos de refinamiento. Es decir, las funciones y, 7 :

J — Isontalesque V; C Uyiyy V; C Uy
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Quieroverque u =71

Defino el operador de homotopia

ht: CcUU, F) — CT (v, %)

de tal forma que el diagrama sea conmutativo:

-1
- —— YU, Z) 2 o, ) s CH\ (U, F) ——---

f;?—f?l /fl / lf[f—fﬁ

*>Cq—l(v’g‘)(S‘IT)C‘I(VNQZ\)?(I.C(]+1(V,QQ)*>

Es decir, fj — f1 =67 o h? + h?*! 0 87 : CU(U, F) — C4(V,.F). El operador de homotopia estd definido

de la siguiente forma:

1. Si g = 0 entonces el morfismo 4° : CO(U, .#) — CI~1(V, .F) = 0 se define como s = 0

hi(f) € C4~(V,.%) como

Afirmacion: El morfismo 49 es un homomorfismo.
Sean f, g € C1(U, .%), entonces

hq(f + g)lo ----- iqfl

2. Sig > 1, paracada f € C/(U, ), donde U = Upgiy),..utioati)-fiiy1) Wignoi, , ¥ V = Vitgiyr» defino
g+1 .
k U
W Pigigr = DY futiorstioretiy
k=0
gq-1
— k
= > D oyt xtiy ) Wity
k=0
q-1
k
DN + @utio)...utioyei)-atign) Wiy,
k=0
q-1
k
Z(—l) iatio)-wtiye (i) 7Gig1) Wi,y T 8utio)-opstiyetie.xig-1) Wiy i, )
k=0
g-1 g-1
k k
DD futiortirtiontig-) V.. - + D D gttt tig-) Vi -
k=0 k=0

R (Fig...oigr + ()i

Afirmacion: /7 es en efecto una homotopia.
Sea ¢y : N4(V) — N4(U) la funcion dada por ¢ (Vo, ..., Vy) == uVo,...,uVi, Vi, ..., 7V,),donde 0 < k <

qg-—1.
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Por hipétesis tenemos que V; C uV;y V; C7V;. Seaaj = (Vo,..-, Vi, V), entonces
(pro)jr1 si0O<k<j<qg-1
P(oj) = T
(rs10); si0<j<k<gq-2

Para ver que esto es cierto, vemos que cuando 0 < k < j < g—1, el morfismo esta dado de la siguiente forma:

(o) = dVo..... V...,V
= (,UV(),...,qu,TVk,TVj,...,TVq)
= (ko) jr1

Observamos que este morfismo aumenta un lugar al repetir el indice k, dado por u y 7. Ademds por defini-
cion, la homotopia estd dada por: (h?f)(0) := ZZ;(I)(—l)" f(@ro) |-

Sea ahora f € C4(U, %) arbitraria y o € N4(V), entonces tenemos por un lado:

.Q
L

(h? 0 5)(f)(0) < DS (o)

Qo
- o

q
= > DRk

J=0

>~
(=]

Por otra parte

Eoh) o) = Z( Y )y

j=0
q g-1
= D Do)
=0 k=0
-2 4 . q=2 g-1 .
= D )+ Y T DI fgo)
k=0 j=q+2 Jj=0 k=j+1

Entonces sumando tengo:

-1 ¢ 9-2 q q-2 g-1
WS)H(@) + D) = Y S D)) + Y DL DI fgra);+ >0 S (1 fgro)
k=0 j=0 k=0 j=g+2 j=0 k=j+1
g-1
= D D fro); + Z( D/ f(gro),
k=0 k=0
Jj=k Jj=k+1
q-1 q-1
= D f@Vor Vi, Vi V) = Y fWVos otV TV, TV)
k=0 k=0

= f(l,[V(),...,/qu) _f(TVO’-“’TVq)
= HD@) - FD@)
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Y por lo tanto tengo que 9! 0 69 + 697 o h? = f1 - f.

Finalmente, cuando 6(f) = 0, tengo que f;{ — f7 = 670 h?(f), es decir, ] y f7 difieren por la cofrontera
67 o hi(f), de donde representan la misma clase de cohomologia en H?(V, .%). Por lo tanto u*(f) = 7 (f).

O

4.4. Grupos de cohomologia de X con valores en la gavilla .%

Definicion 4.4.1. Sea .# una gavilla sobre un espacio topoldgico X y sean U y V cubiertas abiertas de X.
Decimos U es mads fino V' y lo denotamos U < V si para cada entero g > 0 hay un homomorfismo canénico

o(U, V) : H(V,.%) —» HI(U,.%), el cual es tunico y es independiente del morfismo de refinamiento u.

Proposicion 4.4.2. La relacion < es un orden parcial.

Demostracion. Por la proposicion 4.3.3, [f]ly +— p;([ flu) es independiente de la eleccién del morfismo
de refinamiento, entonces existe un dnico A(X)-morfismo HY(V,.%#) — H4(U,.#) para un morfismo de
refinamiento arbitrario 7 : J — I, dado por ) : HY(U, #) — HY(V,.%) con t{) = uy. Entonces se tiene que
tg =1y t%,/ = tXV o t%,/ para cubiertas abiertas U,V y W de X, con W C V C U. Por tanto < es un orden

parcial. O

Entonces puedo considerar el conjunto dirigido de todas las cubiertas abiertas propias de X.

Definicion 4.4.3. Para dos cubiertas abiertas propias de un espacio topolégico X, digamos U y V existe un
morfismo de refinamiento comin que se define de la siguiente manera:
Dadas U = {U,}ie; y V = {V,} jes cubiertas abiertas de X, existe una cubierta abierta W = {U; NV} jerxs

que es a la vez més fina que U y que V. Decimos entonces que tenemos una relacion filtrante.

Observemos que hay un inconveniente al tener una relacion filtrante, pues dadas dos cubiertas abiertas U
y V existe la posibilidad de que W tenga repeticiones, por ejemplo el conjunto vacio @) puede ocurrir muchas

veces. Para evitar tener este problema defino lo siguiente:

Definicion 4.4.4. Sean U y V dos cubiertas abiertas de X. Decimos que U y V son equivalentes si U < V'y
V<U

Con esto puedo hablar del conjunto de clases de recubrimientos que es un conjunto ordenado filtrante.
Entonces si U es mads fino que V existe para cada gavilla .# de X y para cada ¢ > 0 un homomorfismo
canonico

oU,V): H(V, %) - HI(U,.Z)
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que satisface:
aUU)=1
o(U,V)yoa(V,W) =0c(U,W),donde U < V < W, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

HU(V, F) HU(U, 7)

~.

HYW, .7)

Definicion 4.4.5. Llamamos g-ésimo grupo de cohomologia de X con valores en la gavilla .# al limite di-
recto de grupos H(U,.%), definido siguiendo el orden filtrante de clases de recubrimiento de X por medio
de o(U, V).

q Y =1 g
H (Xstf)_h_n}(U’J)
xeU

Asi, un elemento de H(X,.%) es una pareja (U, x) con x € HY(U, .%). Con esto identifico dos parejas
(U,x)y (V,y) siexiste Wcon W < U, W < Vy oo(W,U)(x) = o(W, V)(y) en HI(W, F).

Para todo recubrimiento U de X estd asociado un homomorfismo canénico
oU): H(U, ) - HI(X, F)

como sigue:

Elijo un recubrimiento W de X mads fino que U y compongo los homomorfismo candénicos:
HY(U, #) - H{((W, %)

HI(W, F) - HI(X, F)

para obtener el homomorfismo de la forma buscada. Falta ver que es independiente de la eleccion de W.
Sea V un recubrimiento de X mds fino que U, entonces existe Y, recubrimiento mds fino que W y que V.

Ahora considero el siguiente diagrama:

HIW, ) <— HI(U, #) — H(V, F)

~ .

HI(Y, )

El diagrama es conmutativo y por tanto tengo el resultado.

Proposicién 4.4.6. H'(X, #) = I'(X, F)



48 CAPITULO 4. COHOMOLOGIA DE UN ESPACIO CON VALORES EN GAVILLAS

Demostracion. Por la proposicion 4.2.4, HU, .Z%) = T'(X, %), entonces aplicando el limite directo tengo
H'X,.7#)=1lim (U .%)=I(X,.%). O
—xeU

4.5. Homomorfismos de gavillas

Sean .# y ¢ gavillas sobre un espacio topoldgico X y sea ¢ : . — % un homomorfismo de gavillas.

Sea U un recubrimiento de X.

Proposicion 4.5.1. Sea ¢ : C1(U, F) — C4(U,9) el homomorfismo de complejos, donde para cada f €

..........

cofrontera.

Demostracion. Primero veamos que ¢ es un homomorfismo de grupos.
Sean f, g € C1(U, ), entonces

O + igyign = S+ &ig,.ignr)
= @(figsmnignr t Givyoniger)
= @(Digyiger T P(&igigis

Abhora considero el siguiente diagrama

©

CYUU, F) CUU,9)

o |

CHNU,.F) —;= CT*\(U, F)

Para ver que es conmutativo sea f € C/(U, #)y s = (io, . . ., ig+1), entonces

g+1

5P ipn = D (~1Ve(f),
j=0

----- l.j""’iq+1

gq+1

= D Vel i)
=0
q+1
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Entonces por la proposicién anterior tengo que cada g > 0 define un homomorfismo en cohomologia
¢*  HI(U, #) - HI(U,9)
Proposicion 4.5.2. Si V es un refinamiento de U entonces el diagrama
HI(Y, F) 5 HI(V. %)

O’(U,V)\L iO'(U;V)
Hq(U,ﬁ)?Hq(U’gZ)

es conmutativo.

Demostracion. Sean U = {U;}ier y V = {V;}jes las respectivas cubiertas abiertas y f € C4(V,.#). Sea

u : I — J el morfismo de refinamiento. Entonces para s = (io, . . ., iy) € I se tiene lo siguiente:

como u* es independiente de la eleccion del morfismo de refinamiento por la proposicién 4.3.3, entonces
g oo(U,V)=0(U,V)o¢" O

De esto tengo que en el limite directo hay un homomorfismo
¢* : HI(X, #) > HI(X,9)

Veamos el comportamiento de ¢*.
Como ¢* estd definido por una relacion filtrante, entonces existe una cubierta abierta W tal que U < W'y
W < U. Entonces dadas [f], [¢] € HY(X, %), las clases de equivalencia (U, [f]) y (U, [g]) son equivalentes si
oW, U)[f] = oW, U)[g] € HI(W, F), asi que si el morfismo estd dado por (U, [f]) — (U, ¢*[f]), entonces

es un homomorfismo.

Demostracion. Sean [f],[g] € HI(X, F) tales que (U, [f]) = (U, [g]) € HY(X, %), entonces

e*(U,[fD +¢*(U. gD O

Por definicién de g-ésimo grupo de cohomologia tengo que o(W, U)[f] = o(W, U)[g] € HY(W, F) ya
que U y W son equivalentes, entonces (W, U)op*[f] = ¢* o (W, U)[f] = ¢*oo"(W, U)[g] = (W, U)p*[g].
Es decir (U, ¢*[f]) = (U, ¢*[g]) € HI(X,¥).

Ademds el morfismo ¢* cumple las siguientes propiedades:

1. Si g = 0 tengo el homomorfismo ¢* : H)(X,.#) —» H(X,9) = T(X,9), es decir, o* = ¢ :
I'X, #) - I'(X,¥), donde el morfismo esta definido por ¢*[f] = ¢ o f
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2. Sip, 1 F — ¢, entonces dada f € HI(X, #)y s = (lp, . .., ig) se tiene

(@+)* =" +y*

3.Sig: ¥ 59 yy:9 — S, entonces

De esto se desprenden los siguientes corolarios:

Corolario 4.5.3. Si ¥ =4 ®%, entonces HI(X, ) = H1(X,%) ® H1(X,%).

Demostracion. Seann| : % — 4G ym : F — % las proyecciones en ¢ y ¢ respectivamente. Entonces
defino el morfismo 7y + 15 : % — 4 & % de forma natural y observemos que (7] & m)* = 711* &) n; :
HY(X, %) > H1(X,% ) ® H1(X, %) es un isomorfismo, es decir, H1(X,.%) = H1(X,%) ® H1(X,%). O

Sea .# una gavilla de A-mddulos, entonces para cada seccion s € I'(X, A) tengo un endomorfismo de

% dado por f + s - f. El cual induce un endomorfismo de H%(X, .%#) en si mismo.

Corolario 4.5.4. H1(X, %) es un mddulo sobre el anillo de secciones I'(X, A).

Demostracion. Sean s,t € (X, A)y f € H1(X,.%), entonces se cumplen las siguientes propiedades:

L (s* +)(f) = s*(f) + " (f)
2. (s*)f = s*(* ()
3.1%(NH =f

Por lo que HY(X, %) es un I'(X, A)-mddulo. O

4.6. Sucesion exacta de gavillas: caso general

En esta seccion estudiaremos las condiciones necesarias para que dada una sucesion exacta de gavillas,
la sucesién de complejos sea exacta y por propiedades de la cohomologia podremos construir una sucesion

exacta larga de grupos de cohomologia.
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Sea
07 %Sag s w0 (4.1)

una sucesion exacta corta de gavillas. Quiero obtener una sucesién exacta corta de complejos
0— CU,.7) -5 cU,9) L cu, #) -0 4.2)

para cada cubierta abierta U de X.

Pero sabemos que para U cubierta abierta de X la sucesion
05 FWU) -5 9WU) 5 #W) >0 4.3)

no es exacta en general.

El siguiente ejemplo muestra un caso en que esto pasa.

Ejemplo 4.6.1. Sea0 - Z — O %, 9¥ - 0 una sucesién exacta de gavillas en el plano X = C — {0},
donde Z es la gavilla constante, O es la gavilla de gérmenes de funciones holomorfas, OX es la gavilla de
funciones holomorfas diferentes de cero y ¢y : O(U) — OX(U) estd dado por f — et

Entonces para cada conjunto abierto U, O(U) es el grupo aditivo de todas las funciones holomorfas f : U —
Cy OX(U) es el grupo multiplicativo de todas las funciones holomorfas f : U — CX que nunca se hacen
cero.

Considero la funcién s(z) = z € I'(X, C¥) que estd en la imagen de ¢*, donde ¢* : T'(©) — ['(O)*. Entonces
tengo z = ¢/, con f(z) = 5-log(z). Esto es una contradiccién, ya que ninguna rama de log(z) tiene un

unico valor. Con esto tengo que ¢y no es suprayectivo.

Recordemos ahora que si U es un recubrimiento de X, la sucesién
0 FU) -5 9 L #w) 4.4)

si es una sucesion exacta en general. Entonces en la sucesion 4.3 lo que falla es la suprayectividad de S.
Entonces, si en vez de .77 (U) tomo las imagenes de 8, 7 (U) := im(B) C 7, entonces tengo sucesiones

exactas cortas

0> FU) -5 9U) L 2WU) -0 (4.5)

Entonces defino Cy(U, 7) := im(B) y considero h € Co(U, 7), entonces para algin g € C(U,%9),
h = B(g) tengo 6(h) = 6(B(g)) = B(6(g)) con lo que Co(U, F) no varia al aplicar el morfismo cofrontera y

por tanto es un subcomplejo de C(U, 7). Entonces tengo una sucesion exacta de complejos

0—-CWU %#)—- CWUY) - Cy(U, ) — 0 (4.6)
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Denoto los grupos de cohomologia por Hg (U, 7). Entonces la sucesion 4.6 induce la sucesion exacta

de cohomologia

59"
> HUU,Y) - B, 5 B U, ) > HNUY) S @.7)
donde el operador cofrontera 7 estd definido de la siguiente forma:

Considero el siguiente diagrama que consiste de cuadrados conmutativos y sucesiones exactas horizontales

por 4.1 y el hecho de que ¢? : CY(U, ) — C4(U,%¥) es un morfismo de cocadenas.

0 — CTU, F) i CTAU, ) d CI2AU, ) —= 0
591 1 591 591

0—— CI*\(U, Z) N CT (U, 9) d CTH\ (U, #)—=0
5 i 6q I aq

0—> C4U,.F) @ CiU, %) d CIUU, ) —= 0

Sea ¢ € HY(X, 7¢) una clase arbitraria de cohomologia. Entonces hay una cubierta abierta U de X y un
g-cociclo f € Z9(U, 7€) tal que ¢ = [f] = ty([f]y). Por la exactitud las sucesiones del diagrama, existe una
cocadena g € C1(U,¥) con B(g) = B4(g) = f. Por la conmutatividad del diagrama III tengo
BIHL(89(g)) = 89(B1(g)) = 89(f) = 0. Por lo tanto 69(g) € ker(8*!) = im(a4*!). Entonces existe h €
C*\(U, Z) tal que o' (h) = §9(g).

Esta igualdad combinada con el diagrama conmutativo I 'y el hecho de que §9*! o §¢ = 0 implica que
@421 () = 6771 (247 (b)) = 6771 (67(g)) = 0.

Pero a“*? es inyectiva y por lo tanto §¢*! (k) = 0. Es decir h € Z4*! (U, .7). De esto se sigue que la construc-
cién anterior define 6* enviando (69)*([f]). Esto es equivalente a (67)*([f]) = [(84*")~1(69(g))] para algtin
g € CY(U,¥) arbitrario, con 8(g) = f.

Veamos ahora que la definicién anterior es independiente de la eleccién de g.

Supongamos que g € C9(U, %) es una cocadena con 8(g) = f, entonces existe un cociclo h e z7a+! (U, %)
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tal que a(Z) = 04(g). Entonces
! (h—h) = 6%(g - 3) (4.8)

En otras palabras 87(g—g) = 0 0 1o que es lo mismo, (g—g) € ker 8¢ = im &?. Por lo tanto existe k € C4(U, ¥)
tal que a9(k) = g — g. Aplicando ¢7 a ambos lados de la dltima igualdad tengo ¢9(a(k)) = 69(g — g), que por
la ecuacion 4.8 y la conmutatividad del diagrama II da o' (69(k)) = a9*!(h - h).
Finalmente como a9*! es inyectiva, entonces 09(k) = h — h. Por lo tanto h — h € BI~Y(U, %), es decir,
[h] = [A].

Ahora sean U = {U}ic; y V = {Vi}jes dos recubrimientos de X y sea u : I — J una aplicacion tal que

U; €V, es decir U < By considero el siguiente diagrama:

0 ——= CI(V, F) —“= CUV, %) —= CY(V. )
ul ﬂi l#
0 ——= CUU, F) —> CUU,9G) —= C(U, H)

Como el diagrama es conmutativo tengo u(Co(V, 7)) = u(im(B)) = uB(C(V,9)) = pu(C(V,9)) C
Co(U, 52, asi que puedo definir la aplicacién

p: CHV, ) — CLU, )
Entonces ¢ induce el A ,-homomorfismo en cohomologia
u*  Hi(V, ) — HI(U, )

Por la proposicién 4.3.3 el homomorfismo u* es independiente de la eleccion de la aplicacién y escogida.
Luegosi f € Cg(V, ), entonces (h f)iyi, i, € Cg_l(U, I0).
Asi tengo un homomorfismo canénico o (U, V) : Hg V, ) — Hg (U, ) y existe una sucesion exacta de

cohomologia que hace el siguiente diagrama conmutativo.

HY(V, H) —> HI7\(V, F)
a(U,V) J/ la-( /A
Hy(U, ) — = HT" (U, F)

Observemos que o (U, V) define para cada g > 0 un sistema inductivo de A,-mddulos con respecto al

conjunto dirigido de cubiertas abiertas propias de X. Entonces

Hy(X, ) = im H(U, )
xeU
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Por lo tanto en el limite directo hay un homomorfismo para cada g > 0
d?: HIY' (X, ) — HP'(X, )

Los dos diagramas anteriores dados por @ y 8 implican que o(U, V) es un homomorfismo de la sucesion
exacta de cohomologia de V correspondiente a la sucesién exacta de cohomologia de U. Es decir, el siguiente

diagrama es conmutativo.

= HI(V, F) — HU(V,9) —= HI(V, ) —"= HI*\(V, F) — - -
io‘(U,V) lo‘(U,V) l(r(U,V) J/O'(U,V)
- —— HU(U, F) — HI(U, %) —> HU(U, #) —> g\ (U, ) — - -

Proposicion 4.6.2. La sucesion
d
.o HYX,9) > HI(X, #) — HI''(X,.F) > HI"' (X, 9)
es exacta.

Demostracion. Por A.0.4, el limite directo de una sucesion exacta es una sucesion exacta, entonces por
el diagrama conmutativo anterior podemos ver que al pasar al limite directo se tiene la sucesién exacta

deseada. ]

Veamos ahora qué sucede con los grupos de cohomologia Hg (U, )y HI(U, 7).
Observemos primero que la inclusién ¢ : Cg(U, J€) — C9(U, 7) conmuta con el operador cofrontera y por
tanto existe el homomorfismo
L2 HJ(U, ) — HU(U, )

y al pasar al limite directo sobre U tengo el homomorfismo candnico
K HY(X, ) = HYX, )
Proposicion 4.6.3. El homomorfismo candnico
L HJ(X, ) - HY(X, )
es biyectivo para g = 0 e inyectivo para q = 1
Primero demostraremos el siguiente lema.

Lema 4.6.4. Sea V = {V;};c; una cubierta abierta de X y sea f = (f;) € COV, #). Entonces existe una
cubierta abierta U = {U}ie; y una aplicacion y : I — J tal que U; C V,; yuf € C8(U, ).
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Demostracion. Sea x € X'y elijo ux € J de tal forma que x € V. Como f,,, € I'(V,,, 7) entonces existe
una vecindad abierta de x, digamos U, C V), y una seccién b, € I'(Uy, %) que satisface S(b,)(y) = fux(y)
paracaday € U,.

Entonces tengo que para x € X, el conjunto {U,},ex forma una cubierta abierta U més fina que V' y (b,) €
CO%U,9). Por tltimo como (uf), = (B(b)), para cada x, entonces Tf € C8(U, ). O

Ahora haremos la demostracién de la proposicion.

Demostracion. Para g = 0, tengo el homomorfismo ¢* : Hg c (X, ) - H'(X, ).

Para ver que es inyectivo sean z, w € Hg(X, J0) tales que *(z) = *(w) € HO(X, ). Resulta entonces que
ZE€ Cg(U, H)ywe Cg(U, ) son 0-cociclos. Entonces para un refinamiento y, z y w coinciden y por tanto
z=w € H)(X, ). Entonces (* es inyectivo.

Sea ahora z € C°(X, #) un O-cociclo. Entonces por el lema 4.6.4 existe una cubierta abierta U y un morfis-
mo de refinamiento u : I — J tales que uz € C8(X, ). Entonces t* (uz) = z. Por lo tanto ¢* es suprayectivo.

Y con esto tengo que ¢* es biyectivo.

Ahora sea (* : H(l)(X, H) — H' (X, ). Sea 7 = (2joj1) € C(l)(V, ) un 1-cociclo, con z € ker(t*).
Entonces existe f = (f}) € Co%V, #) con d f = z. Por el lema 4.6.4 existe una cubierta abierta U y un
morfismo de refinamiento u tal que uf € Cg(U, 7). Entonces al aplicar el morfismo cofrontera duf =
udf = uz, de donde uz es imagen de uf y es cohomologo a 0 en C°(U, 7#). Tomando el limite inductivo,
im*)=0¢€ Hé(X, ) y por tanto (* es inyectivo. i

Corolario 4.6.5. La sucesion
0 - HYX,.7) » H'(X,9) - H'(X, ) N H' (X, %) > H\(X,9) > H\(X, )

es exacta.

Demostracion. Dada una sucesion exacta de complejos tenemos una sucesion exacta de grupos de coho-
mologia. Ademds por la proposicién anterior, HO(X, /) = H8(X, ) y también usando el hecho de que el
morfismo ¢* : Hé(X, H) — HY (X, 7) es inyectivo, entonces ker(8*) = ker(:**). Con esto tengo que la

sucesion
d
0—- HY(X, #) > H'(X,9) - H' (X, #) — H'(X,.Z%) > H\(X,9) > H' (X, #)
es exacta. O

Corolario 4.6.6. Si H' (X, F) = 0, entonces el homomorfismo I'(X,4) — T'(X, ) es suprayectivo.
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Demostracion. Para el caso en que H 1(X,.7) = 0 1a sucesién exacta anterior se convierte en
0- H'X,.Z%) - H'X,9) - H X, ) > 0

que sigue siendo exacta. Sea 8* : H'(X,¥) — H(X, #), como H(X, %) = I'(X, %) para cualquier gavilla
7, entonces el morfismo es equivalente a 8* : I'(X,¥) — I'(X, #) y como S* es suprayectivo ya que la

sucesion es exacta tengo la prueba. O

4.7. Sucesion exacta de gavillas: Caso en que X es paracompacto

En esta seccién veremos las condiciones que permiten que Hg (X, ) ~ H1(X, 7). Esto equivale a ver

que dada una cocadena f € CY(U, 7¢) puedo encontrar un refinamiento . : V. — Uy g € C1(V,%¥) tal que
wf =ps-

Definicion 4.7.1. Sea X un espacio topoldgico y sea U = {U;};e; una familia de subconjuntos. Decimos que
U es localmente finita si para cada x € X existe una vecindad V tal que V N U; # 0 para un nimero finito de

valores de i.

Definicién 4.7.2. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es paracompacto si es Hausdorff! y si toda

cubierta abierta de X admite un refinamiento abierto localmente finito.
Dado X un espacio paracompacto se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Todo espacio paracompacto es normal, es decir, dados dos cerrados ajenos A y B, estos tienen vecin-

dades abiertas ajenas.

2. Dada U una cubierta abierta localmente finita en X, entonces existe una cubierta {W;};c; de X tal que

W; C U, para cada i, es decir, podemos encoger a U.
Proposicion 4.7.3. Si X es paracompacto, entonces el homomorfismo candnico
HJ(X, ) = HU(X, )
es biyectivo para todo g > 0

Probaremos primero el siguiente lema:

Lema 4.74. Sea V = {V}}je; una cubierta abierta y sea [ = (fj,..;,) € CU(V, FC), entonces existe un

refinamiento U = {U,}ie; y una aplicacion y : I — J tal que U; C V; y fu € Cg(U, H).

'Decimos que un espacio topolégico X es HausdorfF si dados dos abiertos x y y de X existen U y V abiertos tales que U NV # 0
yxcU,ycV.
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Demostracion. Como X es paracompacto puedo suponer que V es localmente finito. Entonces existe una
cubierta abierta W = {W;};c; de X tal que W; C V;. Entonces para cada x € X elijo una vecindad abierta U,

de x tal que cumpla con las siguientes condiciones:
(a) Six eV, entonces U, C V;. Andlogamente x € W;, entonces U, C W,.
(b) SiU,NW; # 0, entonces U, C V;

(c) SixeV,yn...Nn Vi, entonces existe una cocadena b = f(i, ...i,) € I'(Uy, %) tal que B(b) = fjo...j,, en
U,.

Las condiciones (a) y (b) se cumplen ya que V' y W son cubiertas abiertas localmente finitas y W; C V;.

Recordemos que dada una sucesion exacta 0 — % BN ix%” — 0, entonces para cada x € X,
la sucesion en los tallos es exacta, asi que dada una cocadena f € CY(U,.7), entonces f(ip,...,i;) €
Q%”Uionmmuiq es tal que (f(ip,...,Iiy))x € %, como B, es suprayectiva entonces existe b, € ¥, tal que
Bx(by) = (f(o,...,ig))x Es decir, existe una vecindad de x, digamos Uy, y b € I'(U,,¥) tal que B(b) =
f(o, - .., ig). Si es necesario, puedo encoger U, de tal forma que cumpla la condicién, es decir, b € ¥(Uy)
es tal que B(b) = f(io, ..., iy lu,-

Ahora veamos como estd dado el refinamiento.

Sea U = {U,} ex una cubierta abierta de X. Sea ux € J tal que x € Wy,,.. Queremos ver que f(ux) € Cg(U, 9),
es decir que fyxou.qu =im@@) eI'(Uy,N...N qu).

Si Uy N...N Uy, = 0 entonces fyy,. ux, =0 € Cp.

Supongamos ahora que Uy, N ... N Uy, # 0, entonces Uy, N Uy, = 0 para 0 < k < g. Luego como
Uy © Wy, entonces Uy, N W, # 0y por (b) Uy, € Wy, de donde xq € Viuxo...ux,- Entonces por (c)
existe b = f(i,...i;) € I'(Uy,9) tal que B(b) = fuxo...uxq en Uy,. Por lo tanto B(b) = f(uxo...ux,) en
UgynN..oon qu m|

Ahora probaremos la proposicién.

Demostracién. Para q=0 tengo el homomorfismo A = 2° : H)(X, ) — H(X, #) = I'(X, /). La dltima
equivalencia se da por la proposicion 4.2.4. Observamos que A es el morfismo inclusién y por lo tanto es 1-1
para cada espacio topoldgico X.

Seaq > 1y [g] € HI(X, ) tal que 19([g]) = 0 en HY(X, 7). Por hipétesis existe una cubierta abierta
U de X tal que g € Zg(U, H) C Z9(U, ) y por lo tanto 19([g]) = [g] = 0 en HY(X, 7). Entonces
g € BU(U, #) = §(CTY(U, 7)), es decir, g = 6(g’) para algiin g’ € CI~1(U, #) y por el lema anterior
u(g’) = PB(h) para algtn h € C97Y(V,%) con V un refinamiento localmente finito de U y ¢ morfismo de

refinamiento. Entonces

p(g) = u(8(g") = 8(u(g")) = 6(B(h) = B(S(h) € BB(CI™(V,4))) € BICU(V, )
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Es decir, u(g) € BV, ) N B(CIU(V,9)) = B}(V, 7). Entonces [g] = 0 en HJ(X, #) y por lo tanto 19 es
1-1.

Ahora veamos si es suprayectivo.

Sea [g] € HY(X, F€), entonces g € Z9(U, ) para una cubierta abierta localmente finita de X. Entonces por
el lema anterior u(g) = B(h) para algin h € C4(V,¥4), de donde 6(u(g)) = u(6(g)) = 6(B(h)) = B(6(h)) = 0 por
hipétesis para g, entonces u(g) € Z4(V, 7) N B(C4(V,9)) = Zg(V, ). De aqui tengo que [g] € HY(X, )

estd en im(A7) y por lo tanto el morfismo es suprayectivo. O

4.8. Ejemplo: El grupo de cohomologia de HO(P}(, OP}()

Sea P}( el espacio proyectivo de dimensién 1 sobre un campo K. Por definicién P}( = Proj K(Xp, X1),

sea OP;( la gavilla estructural de P}(. Queremos calcular el grupo de cohomologia HO(P}{, OP;( ).

Sea U = {Uy = D4(x0),U; = Di(x1)} una cubierta abierta afin. Los complejos estdn dados por:
C(U, 0x) = Ox(Uo) ® Ox(U)
C1(U, 0x) = Ox(Up1) = Ox(Up N U1)
C'(U,Ox) =0paral>?2
Donde
Ox(Uo) = K[5!1, Ox(U1) = k[11y Ox(Uor) = K[3E, 321

X0’ X
1
T
Sea € = {fo, fi} € C%U, Ox) cocadenas, donde Jo=fox) e K[x]y f1 = fi(y) € K[yl
Considero el morfismo cofrontera 6° : C°(U, Ox) — C'(U, Ox) dado por (6°E)o1 = fi — fo = fl(%) - fox) €
K[x,1].
Supongamos que 8% = 0, entonces fl(%) = fo(x) de donde f; = fy = @ € K de donde ker 0 =K y por
tanto HO(Bj, Op1) = K.

Veamos que esto es cierto.

Designemos por x = ity y = 32, para Upr,y =

Las rectas afines Uy = Spec K[x] y U; = Spec K[y] forman una cubierta abierta de ]P}(. Los puntos pg ¥ peo
estdn determinados por ideales homogéneos py = (x1) Y pe = (x0) en K[xop, x1] respectivamente. Entonces
po € Up que es el punto en Spec K[x] determinado por el ideal (x) de K[x], es decir, pg es el origen de la
recta afin Spec K[x]. Andlogamente p., € U es el origen de la recta afin Spec K[y].

Sea .# una subgavilla de OP}( definida de la siguiente manera:

_Jon@  sippegU
s € 0zt (U)  5(po) = 0 = s(pes)para po, pes

Un homomorfismo natural ¢ : .¢ — Op1 estd inducido por S C Op1 . Tenemos de esto las siguientes

obaservaciones:
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1. Para Uy = SpecK[x], .# = (x)

2. Para U; = SpecKl[y], & = (y)

Por la proposicién 4.2.4 HO(PL, OP}() = K es equivalente a ver que F(P}(, OP}() = OP}((Pk) = K. Asi que

1 1
para f € OP}((P}() sea F' = pi’;(f) yG = plz’i(f), entonces F € K[x]y G € K[y]. Sea Uy = UynU' =

SpecK[x, )lc] y pggl (F) = pg(‘n (G). De esto tengo que F(x) = G(i). Como F y G son polinomios en x y y
respectivamente, entonces 'y G son la misma constante, es decir, f € K. Y para el caso en que f = 0,
f € Knose vuelve O en pg y p, por lo que J(P}() =0.

Por lo tanto HO(P}, Op1) = r(p! ,Op) = K



61

Apéndice A
Limite directo

Definicion A.0.1. Un conjunto dirigido I es un preorden < que cumple lo siguiente:

Paracadaa,belexisteceltalquea<cyb<c.

Definicion A.0.2. Un sistema dirigido M de conjuntos indexado por un conjunto dirigido / es una familia
de conjuntos (M;);e; tal que para cada i, j € I existe un morfismo ¢;; : M; — M; tal que para cada i € I,

@i = 1y, y sii < j < kentonces gix = @jk © @jj.

Definicion A.0.3. Dado un grupo aditivo M y un homomorfismo ¢; : M; — M que satisface ¢; = ¢; o ¢;,

entonces decimos que es el limite directo si satisface la siguiente condicion:

Dado un grupo aditivo A 'y un homomorfismo f; : M; — A tal que parai < j, f; = fj o ¢;j, es decir, el

Mi Pij M
NS
M

conmuta, entonces existe un tnico morfismo 4 : M — A tal que el diagrama

siguiente diagrama

MVM

conmuta.

Y lo denotamos
M =lim M;
—

i€l

El limite directo satisface el siguiente teorema:
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Theorem A.0.4. Dadas las gavillas L, M, N, y sea Ly, — M, — N, una sucesion exacta, entonces

imL, 5 lim M, % lim N,
— — —

xel xel xel

es una sucesion exacta.

Demostracion. Para ver que ¢ es inyectiva, sea L = li—n)lxel L, y supongamos que ¢(a) = O paraa € L, asi que
a estd determinado por algin [, € L,. Luego como ¢(a) = 0, entonces m, = ¢,(l,) determina el elemento
neutro en M = li_n)lxd M,.. Entonces existe x’ > x tal que g x(m,) = 0, es decir, gy x(©x(lx)) = @ (frx(ly)).
Con esto tengo que ¢, fr () = 0y como ¢, es inyectiva entonces fy(l,) = 0, es decir, a = 0.

Ahora supongamos que ¥(b) = 0 para algiin b € M. Entonces sea b el elemento en M determinado por
my € M,y sea ny, = y,(m,) el elemento que determina el neutro en N. Entonces existe algin &, que satisface
he,(ny) = 0. Como 0 = hg (Yy(my)) = Ye(ge,(my)) y por el hecho de que la sucesion es exacta para & existe
l¢ € Lg tal que pg(le) = gg,(my). Sea a el elemento de L determinado por /. Entonces ¢(a) = b. Por lo que
kery = im ¢.

Ahora veamos si i es suprayectiva. Sea n, € N, que determina a ¢ € N. Por hipétesis i, es suprayectiva.
Entonces existe m, € M, tal que ¥,(m,) = n,. Sea b el elemento de M determinado por m,. Entonces

¢ = Y(b) y por lo tanto y es suprayectiva.

Por lo tanto el limite directo es preservado bajo sucesiones exactas.
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