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Mr Seki! I have discovered the purpose of mathematics...
To convey things that cannot be conveyed in words.

Noriko (The manga guide to calculus).
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El hombre no puede ganar nada sin dar primero algo a cambio, para crear,
algo de igual valor debe perderse. Esa es la primera ley de la alquimia de la
equivalencia de intercambio. En ese entonces, realmente creiamos que esa era
la unica verdad del universo... Pero el mundo no es perfecto, y la ley esta in-
completa. La equivalencia de intercambio no abarca todo lo que sucede aqui...
pero aun asi, escojo creer en su principio, que todas las cosas tienen un precio,
que hay un porque y un flujo... y un ciclo, que el dolor que sufrimos tiene una
recompensa, y que cualquiera que persevere con determinacion, obtendrd algo
de valor a cambio, incluso si no es lo que esperaba. Ya no pienso que la equiva-
lencia de intercambio sea una ley del mundo, creo que es una promesa entre mi
hermano y yo, una promesa de que algin dia... jnos veremos otra vez!

Una leccion sin dolor no tiene sentido. Eso es por que no se puede ganar
algo sin sacrificar algo a cambio. Sin embargo, una vez que hayas soportado el
dolor y lo hayas superado, ganards un corazon que es mds fuerte que todo lo
demds. Asi es... jun corazon de acero!

Alphonse y Edward Elric
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Introduccion

Los cardinales inaccesibles son aquellos cardinales regulares no numerables
cerrados bajo la exponenciacién cardinal. Esto es equivalente a ser regular y
punto fijo de la funcional Beth. Sin embargo, el primer punto fijo de 3 no es
inaccesible, tampoco lo es el segundo, ni el tercero, ni siquiera el wi-ésimo lo es.
De hecho, si k es inaccesible, entonces es el k-ésimo punto fijo de J. El primer
punto fijo de Beth ya es muy grande, de modo que el primer inaccesible ya debe
ser inmenso.

Los inaccesibles resultan ser tan grandes que es imposible probar su existen-
cia desde ZF'C. Sabemos que la Hipétesis del Continuo tampoco puede probarse
ni refutarse desde ZFC'. Sin embargo, la situaciéon con los inaccesibles es atn
méas impactante que la de la Hipdtesis del Continuo, pues mientras que desde
Z FC podemos probar la consistencia de ésta, no es posible demostrar la con-
sistencia de la existencia de un inaccesible, en cambio es facil mostrar que su
no existencia es consistente. Quiza esto se deba simplemente a que no existen.
En una ocasién uno de mis sinodales, Osvaldo Téllez (que en ese entonces daba
un curso de teorfa de conjuntos junto con Rafael Rojas, al que yo asistia), nos
dejé de tarea probar que existia un inaccesible, yo lo intenté y fallé miserable-
mente.

Hausdorff una vez comenté ([Kanamori] pagina 16) que el primer débilmen-
te inaccesible tendria un tamano tan exorbitante que dificilmente tendria algu-
na utilidad en la teoria de conjuntos (como un pequeno comentario,es sencillo
(usando forcing) probar que 2% puede ser débilmente inaccesible (esto asumien-
do la existencia de un inaccesible) a pesar de esto creo que la observacién de
Hausdorff sigue siendo importante, o podriamos cambiar débilmente inaccesible
por inaccesible).

Actualmente existe toda una jerarquia de cardinales grandes de los cuales
los inaccesibles y los débilmente inaccesibles son los mas pequenos. ;Cudl es
la razon de esto?;Por qué preocuparse por algo de lo que ni siquiera podemos
probar su consistencia?

Existe una cantidad no numerable de razones, una (pero no la unica) que
resalta es que la historia ha mostrado que la creencia de Hausdorff es falsa,pues
varias ramas de las matematicas llevan naturalmente al reino de los cardinales
grandes. Por ejemplo, estudiando teoria de graficas encontramos los cardinales
débilmente compactos, conociendo sobre teoria de la medida, llegamos a los
cardinales medibles, mediante la teoria de modelos no tardamos en encontrar
los cardinales compactos, las dlgebras universales nos conducen a los cardinales
de Jonsson, la teoria de categorias nos guia al principio de Vopénka...

VII



VIII INTRODUCCION

Esta tesis trata principalmente sobre los cardinales compactos, los cuales ya
estan bastante arriba en la jerarquia de los cardinales grandes y es el primero
de los gardinales monstruosamente grandes”, segiin Rafael Rojas y José Alfredo
Amor. La razén por la que escogi este tema estd relacionada con el parrafo
anterior. Cuando estaba buscando un tema para trabajar, Manuel Lara y yo
impartimos un curso de logica en el que vimos el teorema de compacidad y
ultraproductos, y me enteré que una versiéon de compacidad para lenguajes
infinitarios llevaba naturalmente a encontrarse con un nuevo (para mi) tipo de
cardinal grande. Asi traté de encontrar algunas propiedades de estos cardinales
y me parecié un tema muy interesante. En principio queria tratar mas cardinales
grandes pero ya no fue posible.

El objetivo de la tesis es introducir de una manera natural los cardinales
compactos, viéndolos como una consecuencia de querer extender compacidad a
otros lenguajes. Habiendo realizado esto, paso a ver algunas equivalencias de
los compactos que son andlogas a equivalencias del teorema de compacidad. En
parte, la tesis intenta investigar qué resultados ”sobreviven.?l pasar a lenguajes
infinitarios, qué hay que cambiar y qué ya no es cierto.

Esta tesis estd divida en 8 pequenos capitulos , el primero intenta mostrar
que el trabajar con lenguajes con férmulas infinitas puede ser interesante, pero
es necesario tener cuidado. El segundo introduce formalmente estos lenguajes
asi como propiedades sencillas de ellos, este capitulo estd basado principalmente
en el [Dickmann]. El tercero pretende mostrar que estos lenguajes son mucho
mas expresivos que el de primer orden que conocemos, esperando asi que el lec-
tor se dé una idea de lo fuerte que seria tener una versién de compacidad para
ellos. La referencia principal para este capitulo son el [Dickmann] y [Bell].En el
capitulo 4 se introducen los cardinales compactos y se prueba que son inaccesi-
bles, a partir de aqui las referencias principales son [Rafa], [Jech], [Kanamori] y
[Drake]. En el capitulo 5 se empieza a ver la relacién que tienen los cardinales
compactos con filtros y campos de conjuntos, también se introducen los cardi-
nales medibles y se prueba que todo compacto es medible. Para terminar de ver
una equivalencia de los compactos, se requiere obtener una version del teorema
de Los para lenguajes infinitarios, y esto se hace en el capitulo 6, asi como una
equivalencia de medible. En el capitulo 7 se termina la equivalencia empezada
en el capitulo 5 y se definen los filtros buenos, los cuales aparecen mucho en
la teoria de modelos y son fundamentales para quien quisiera estudiar los car-
dinales supercompactos. El teorema de compacidad es equivalente al teorema
de Tychonoff para espacios Hausdorff de modo que pensé que los cardinales
compactos debian tener una equivalencia topolégica. Esto resulté ser cierto y
s6lo habia que buscar una modificacién de las nociones de compacto y producto
para encontrarla, esto es el contenido del capitulo 8. Después se encuentra un
epilogo en el que platico sobre otros cardinales grandes. Al final, se encuentra
un apéndice donde explico la notacién y definiciones bésicas, y apéndices que
describen lo bésico de ultrafiltros, ultraproductos, convergencia de filtros y dos
tablas con equivalencias de compacto y medible.



IX

Los prerequisitos para leer este trabajo son los conocimientos sobre la teoria
de conjuntos para comprender los conceptos de cofinalidad,cardinales regulares,
singulares, inaccesibles... También se requieren conocimientos de teoria de mode-
los que incluya compacidad, ultraproductos e inmersiones elementales. También
es necesario conocer de topologia en particular espacios compactos y conver-
gencia de filtros, asi como un acercamiento a las de algebras de Boole. Algunos
ejemplos son de algebra y teoria de graficas, pero no son esenciales. Sin embar-
go (quizd con excepcién de los temas de conjuntos), no es necesario tener un
conocimiento tan profundo sobre estos temas.

Y asi estamos por comenzar un increible viaje destinado a hayar emocion
interminable, encontraremos terribles enemigos asi como fantasticos amigos y
conoceremos conjuntos mas alla de toda nuestra imaginacién mientras descubri-
mos la magia y los misterios de un lugar maravilloso... {El reino de los cardinales
grandes!



1 La prueba confusa que origina

Uno de los momentos mas emocionantes para todo matemaético es cuando
prueba por primera vez el teorema de compacidad para la légica de primer orden.
Antes de ver aplicaciones interesantes de este teorema (como los naturales no
estdndar o los hiperreales), uno se pregunta por la relacién que tiene éste con el
Axioma de Eleccién. Eleccién se necesité para probar compacidad, pero jseran
equivalentes o compacidad es una versién débil del Axioma de Eleccién? Por el
momento es facil probar con compacidad una de las versiones débiles del Axioma
de Eleccién:

AE(FIN) Axioma de Eleccién para conjuntos de
conjuntos finitos

Todo conjunto de conjuntos finitos tiene una
funcién de eleccién.

Como primer proposicién de la tesis veamos que:

Proposicion 1.1 El teorema de compacidad implica el Axioma de Elec-
cion para conjuntos de conjuntos finitos.

Prueba:

Sea a # () un conjunto de conjuntos finitos tal que {) ¢ a, veamos que tiene
una funcién de eleccién. Es claro que podemos suponer que los elementos de a
son ajenos. Ahora,sea p = {E} U { ¢ | xz€lJa } ,donde E
es un simbolo de relacién de aridad uno y los demés son simbolos de constante.
Definamos el siguiente conjunto de férmulas:

by

{ c#ey | myeclayz#y }

(que todas las constantes se interpreten distinto)

U VbE(Cx) | bea }
x€
(escogemos un elemento)
U { E(Cm)—)—'E(Cy) | bea,z,yebyr#y }

(que sea sélo uno).

Notemos que si b = {z,y}, entonces E(c;) V E(cy) v E(cy) V E(cy) estén en
Y. Bastaria con que sé6lo estuviera una, pero entonces tendriamos que escoger



2 CAPITULO 1. LA PRUEBA CONFUSA QUE ORIGINA TODO

una. Si ¥ fuera satisfacible, podriamos construir una funcién de eleccién, pues
si 2 = ¥ entonces definimos:

f+ a — Ua

fio)y = =z donde = € by es el tnico (en b)
tal que 2A = E(cy).

Asi, es claro que f es una funcion de eleccién. De esta manera, si 3 fuera sa-
tisfacible, ya hubiéramos terminado, pero claramente es finitamente satisfacible,
por lo que por el teorema de compacidad, ¥ es satisfacible.

*

Y ahora... jdénde usamos que los elementos de a eran finitos? Esta hipdtesis

fue necesaria cuando definimos a %, ya que de otra forma la expresién \/ E(c;)
reb
no seria una férmula. En estos momentos la hipotesis de que los elementos de

a sean finitos parece més un tecnicismo que otra cosa. ;Y por qué no aceptar
formulas de longitud infinita? En principio, podriamos; enunciar el siguiente
”teorema”.

STC) Super " Teorema”de compacidad

Si ¥ es un conjunto de enunciados en una légica con férmulas
infinitas, entonces:

Y. es finitamente satisfacible si y solo si ¥ es satisfacible.
Por lo pronto, podemos probar lo siguiente.

Proposicion 1.2 Super Compacidad implica el Axioma de Eleccion.

Prueba:

La prueba es la misma que la de la proposicién; ; (solo borrando las palabras
que estdn en negritas).
*

Sin embargo,hay un problema y es que jel super ”teorema’de compacidad es
falso! Por ejemplo, tomemos p = {d} U { ¢ | n€w } ,donde
d y los ¢, son simbolos de constante y sea:



DI {Vz( V xcn)}

new

U { d#c¢ | new } .

Asi, tenemos que X es finitamente satisfacible, pero no es satisfacible, por lo
que la stuper compacidad resulté ser falsa jaunque tal vez no esté todo perdido!
En el préximo capitulo formalizaremos los lenguajes infinitarios y buscaremos
si hay algin andlogo de compacidad que si sea verdadero.

Por cierto, el Teorema de Compacidad resulta no ser equivalente al Axioma
de Eleccién, como puede verse en [Jechc] pdginas 97-100.






2 Lenguajes Infinitarios

En el capitulo anterior vimos que los lenguajes con formulas infinitas podrian
ser muy interesantes, y en éste vamos a dar una definicién formal de ellos y
veremos algunas de sus propiedades bésicas. A partir de ahora, usaremos el
Axioma de Eleccidn casi a cada instante.

Aunque serfa divertido admitir simbolos funcionales y relacionales de aridad
infinita, esto no lo haremos aqui, asi que la definicién de tipo sigue siendo la
misma, y también la de estructura. A partir de ahora p siempre denotard a un
tipo.

Primero describamos informalmente nuestro lenguaje. Si x y A son cardinales
infinitos, entonces L, (p) serd como el lenguaje de primer orden de p que todos
conocemos, pero podremos formar la conjuncién y disyuncién de menos de k
férmulas, y si tenemos una férmula y menos de A variables, entonces podremos
cuantificarla existencial y universalmente con esas variables.

En el lenguaje de primer orden teniamos una cantidad numerable de varia-
bles, antes esto era suficiente, ya que como nuestras férmulas eran finitas no
necesitdbamos mas. Toda férmula de nuestro nuevo lenguaje tendrd una longi-
tud menor o igual que k + A, asi que basta con tener esta cantidad de variables.
Definimos VAR, = { wve | &£€x+A } yahorasipasemos a de-
finir un lenguaje infinitario rigurosamente.

Definicién 2.1 El lenguaje Ly (p) es un conjunto de simbolos de la formas:

VAR

{V.A - — =}
{3,v}

0.6}

{=}

p

Lex(p)

ccccciu

Cuando no sea necesario hacer referencia al tipo, s6lo hablaremos de L.
Las definiciones de término y férmula atémica son las mismas que antes, asi que
pasemos a definir las férmulas. A diferencia de la l6gica de primer orden, primero
definiremos lo que es una férmula primitiva.

Definicién 2.2 PFORM,(p) es el menor conjunto con respecto a la conten-
cion tal que:



6 CAPITULO 2. LENGUAJES INFINITARIOS

a) contiene al conjunto de las formulas atdmicas;

b) sio,o € PFORMx(p), entonces
(m0), (0 — ) y (0 <= ¢) € PFORM,x(p);

¢) 8% CPFORM.\(p) y|X| < k, entonces
V 0) A 0) € PFORM,x(p);

ceX ceY

d) siX CVARux, |X| <A yoe PFORMx\(p), entonces

V zo |, < 3 :L'O'> € PFORM,»\(p).
xeX xeX

A los elementos de PEFORM,:x(p) los llamamos férmulas primitivas.

Es facil ver que tal conjunto existe, pues basta tomar al conjunto de las
férmulas atomicas y cerrarlo bajo los conectivos y cuantificadores. Es sencillo
ver que esta construccién termina a lo mas en (k 4+ A) T pasos.

De esta manera Ly, (p) es la 16gica que ya conocfamos. En Ly, (p) podemos
hacer menos de x conjunciones y disyunciones pero sélo cuantificar sobre una
cantidad finita de variables, en cambio en L, (p) podemos cuantificar sobre me-
nos de k variables, pero sélo podemos hacer una cantidad finita de conjunciones
y disyunciones.

Haremos los cldsicos abusos de notacion que hacemos siempre como no poner
todos los paréntesis, usar = en vez de =, (sin embargo, en ocasiones sigo usando
el simbolo =, cuando creo que se ve mejor que =), etc. las definiciones de
variable libre y acotada son las mismas que en la logica de primer orden y si
o € PFORM,(p), denotaremos por V L(o) al conjunto de las variables libres
de 0. Como en la logica de primer orden, se puede probar que basta con que
nos quedemos con los simbolos —=,\/ y 3.

Como es de esperarse, hay un principio de induccién y recursién para térmi-
nos y férmulas primitivas los cuales son las obvias generalizaciones de la logica
de primer orden.

Proposicién 2.3 Principio de Induccién para PFORM,(p)

Sea S C PFORMx(p) tal que

a) las férmulas atémicas estdin en S,

b) si o, € S, entonces (—o),(c — @) y (6 +— ) €S;



c) siEQSy|E|<nentonces<\/ o> : </\ O') €S

oEX ceY

d) st X CVAR», |X| <X yo€S entonces < v xa>, < 3 xa) es.
zeX reX

Entonces se tiene que S = PFORM,.»(p).

Antes de llegar a la definicién de férmula, veamos el siguiente ejemplo. Sea
p = { sn | mn€ew } ,donde cada s, es un simbolo de relacién de
aridad 1, la siguiente es una férmula primitiva en Ly, (p) :

o=\ sn(vn)

necw

Notemos que esta féormula primitiva no se puede volver enunciado en Ly, .,
pues tiene mas variables libres de las que podemos cuantificar. Esto es justo lo
que no queremos para una férmula, asi que definimos lo siguiente.

Definicion 2.4

a) Sea 0 € PFORM(p). Decimos que o es una férmula de L,y (p) si y solo
st o tiene menos de A variables libres.

Es decir, siy solo si |VL(o)| < A
b) FORM\(p) = { o€ PFORM(p) | o esformula } .

Afortunadamente, con esta definicién las férmulas atémicas si son férmu-
las. Es claro de la definicién que si k < &' y A < X, entonces se tiene que
FORM,;\(p) € FORM., » (p). Definiremos un enunciado como una férmula sin
variables libres y ENU N (p) serd el conjunto de éstos. Por induccién, se pue-
de ver que una férmula en L, tiene a lo mas k variables libres y si éste es un
cardinal regular, entonces tiene menos de k.

Una férmula en L, (p) tiene sélo una cantidad finita de variables libres pero
podemos cuantificar sobre una cantidad infinita de variables, lo que hace a la
mayoria de los cuantificadores inttiles. Asi, L., (p) no tiene mds expresividad
que Ly, (p). Esto sucede de manera mds general y por eso es que frecuentemente
se pide que A < k.

La definicién de satisfaccién se define de la manera esperada, pero puede
consultarse en [Dickmann] paginas 66-68).



8 CAPITULO 2. LENGUAJES INFINITARIOS

Ahora, daremos otros dos lenguajes més: en el que se puede tomar conjuncio-
nes y disyunciones de cualquier tamano y en el que ademas se puede cuantificar
sobre cualquier cantidad de variables:

Definicion 2.5

a) Definimos el lenguaje Logx(p) como el lenguaje cuyas férmulas son

FORMORA(p): U FORMH)\(p).
KEOR

b) Definimos a Loror como el lenguaje cuyas formulas son

FORMoror(p) = U FORM.x(p).
K,AEOR

Por el comentario de antes, no tiene caso definir L,.or(p). Los conceptos de
teoria de una estructura y de equivalencia elemental son los que se esperan.

Definicién 2.6 Si A, B € V,, entonces:

a) definimos la kX teorfa de 2 como
ThKA(Q[) = { o€ ENUNKA(p) | A ': o } 5
b) decimos que A y B son kA elementalmente equivalentes si y solo si

Tha() = Thea(B) y esto lo denotamos como A =\ B.

Las mismas definiciones aplican para Logx(p) ¥ Loror(p). Debe ser claro
que el teorema del homomorfismo sigue siendo vélido en cualquiera de estos len-
guajes (hay que notar que la definicién de homomorfismo no cambia), la prueba
de [Amorc| paginas 22-25 se generaliza sin problemas a la 16gica infinitaria.

Proposicion 2.7 Teorema del Homomorfismo
Sean h : A — B un homomorfismo, 0 € FORMoror(p) ¥ ao, a1, ..., ae, ...

elementos de A.

a) Si o no tiene =~ ni cuantificadores, entonces:
A =0 (a0, a1, ..ag,..) st y solo st B =o(h(a),h(a1),..h(as),..).

b) Si o no tiene cuantificadores y h es un monomorfismo, entonces:



A =0 (ao, a1, ..ag,..) sty solo si B =o(h(a),h(a1),..h(ae),..).
¢) Si o no tiene =~ y h es un epimorfismo, entonces:

A =0 (ao, a1, ..ag,..) sty solo si B =o(h(ap),h(a1),..h(as),..).
d) Si h es un isomorfismo, entonces:

A = o (ao, a1, ..ag,..) sty solo si B =o(h(ag),h(a1),..h(ae),..).

*

Como un caso particular del inciso d) tenemos que 2 y 8 hacen verdaderos
a los mismos enunciados y asi se tiene lo siguiente.

Corolario 2.8 Si A = B, entonces A =oror'B.

*

Hay muchas estructuras elementalmente equivalentes pero no isomorfas, jy
que pasa con =pgror’! iAhora si sera cierto el reciproco del corolario anterior?
Resulta que si.

Proposicién 2.9 Sean 2A,B € V, tal que |A| = k y sea p = k + |p|. St
A =,+,.+B, entonces A = B.

Prueba:

Supongamos que A = { a, | «@€k } yrecordemos el siguiente
teorema cuya prueba puede verse en [Hodgesc| pdgina 13.

Si f: A— B entonces f es un monomorfismo si y solo si para cualquier
férmula literal (férmula atémica o una negacién de una atémica) y ay, ..., a, € A

si 2 = o (aq,...,an) entonces B = o (f (a1), ..., f (an)).

Asi, para crear un isomorfismo sélo debemos de preocuparnos en encontrar
una funcién que resulte sobre y cumpla lo anterior con respecto a las férmulas
literales. Con esta motivacién, definimos la férmula:

o = Fz.(Vy(V y=za)A A O(Tay - Ta, )
aER Q€K weLllIT

¥ Ap(an; aa,)



10 CAPITULO 2. LENGUAJES INFINITARIOS

donde LIT es el conjunto de literales. Sabemos que hay a lo més |p| +Rg lite-
rales, por lo que la conjuncién tiene tamafio alo mas p, y asioc € FORM .+ .+ (p).
Claramente 2 |= o (pues si interpretamos a z, como a, entonces la férmula es
cierta) por lo que B = 0. Para cada « € &, sea b, tal que .21 sustituir z, por
bo la formula es cierta”. Ahora, es claro lo que tenemos que hacer:

h : A — B

hae) = ba

La féormula o fue construida justamente para que h resulte sobre y suceda
lo buscado para las férmulas literales, por lo que h es un isomorfismo.
*

Con esto podemos concluir lo siguiente:

Corolario 2.10 A =B st y solo st A =pror'B.

*

Sin embargo, como probaremos en el préoximo capitulo, para cualesquiera k y
A hay dos estructuras kA elementalmente equivalentes pero no isomorfas. Tam-
bién tenemos las nociones de kA inmersién, subestructura y extension elemental
que se obtienen al aceptar férmulas de L) en las definiciones de inmersion,
subestructura y extensién elemental (véase el apéndice de notacién).
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Ahora veremos algunas de las sorpresas que nos dan estas nuevas logicas.
En particular, compararemos su poder expresivo con el de la légica clasica de
primer orden. Aunque el objetivo de esta tesis no es profundizar en la logica
infinitaria, si veremos algunas de las caracteristicas que tiene. Este capitulo usa
varios resultados de ultrafiltros y ultraproductos, los cuales pueden consultarse
en los apéndices correspondientes.

Definicién 3.1 Sea K C V,,

a) Decimos que K es ECyy siy solo si hay 0 € ENUN\(p)
tal que K = MOD(o).

b) Decimos que K es ECxx(A) si y solo si hay ¥ C ENUN(p)
tal que K = MOD(X).

Lo que EC abrevia es clase elemental en inglés. Escribiremos EC y EC(A)
en vez de EC,,, v EC,.,(A). En el libro de [Bell] pdginas 92-101 se prueba que
las clases EC(A) son cerradas bajo ultraproducto (es decir, si K es EC (A),
entonces el ultraproducto de elementos de K es un elemento de K) y equivalen-
cia elemental (toda estructura elementalmente equivalente a un elemento de K
pertenece a K) y mds adelante probaremos que estas propiedades las caracte-
riza. Asi, para probar que K no es EC (A) bastard verificar que no es cerrada
bajo ultraproductos o bajo equivalencia elemental. Ademas, si K es EC enton-
ces también lo es V, — K y si tanto K como V, — K son EC (A) entonces ambas
son EC. De manera que una forma de probar que K es EC (A) pero no es EC
es probar que V, — K no es EC (A) .En caso de que K sea ECy», denotaremos
con ok a la férmula de L,y tal que K = MOD(ok).

Tomaremos el tipo p = {0, ,+,*} el cual suele usarse para hablar de
la aritmética. El matematico Dedekind invent6 un conjunto de axiomas para los
numeros naturales (que hoy en dia se conocen como los axiomas de Peano). La
formulacion original de estos axiomas fue en la légica de segundo y con ellos se
puede caracterizar a los numeros naturales salvo isomorfismo. La formulacién
en primer orden serfa:

P = {-3z(zt=0)}
U {Vz,y@t =yt — 2=y}
U {(e0)AVz(p(x) = ¢ (2F))) — Yyp (y) | ¢ € FORMy, (p)}

Llamemos N = (w, +, *,7,0). Obsérvese que A/ = P sin embargo, P no pue-
de caracterizar a NV, pues existen modelos de P no isomorfos a N. En realidad,

11
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por el teorema de Lowenheim Skolem, ningtin conjunto de enunciados de L.,
puede caracterizar a la estructura N (ni a cualquier estructura infinita). Un
modelo de P no isomorfo a A/ se conoce como una interpretacién no estdndar
de P. Sin embargo, en L, ., si podemos caracterizar a esta estructura mediante
un solo enunciado.

Proposicién 3.2 Hay 0 € FORM,,,.(p) tal que para cualquier 2L € V,,
Ao sty solo si A2 N.

Prueba:

La idea de la prueba es encontrar o de forma que dicte el comportamiento

de las operaciones y del elemento distinguido y que suprima las posibilidades de
que una interpretacion no estandar la haga verdadera, asi sea:

o = ~—Jz(zt =0)
A Vx,ylat =yt —x=1y)
AN Vz(x+0=2x)
A Vry(e+yt = (2 +y)T)
A Va(z0=0)
A Vr,yleyt =2y + )
A Vr(z=0vVz=0tVvz=0TtV..)

De esta manera, una estructura es modelo de o si y solo si es isomorfa a N,
la prueba de esta afirmaciéon puede consultarse en [Amor| paginas 50-55.
*

Asi, tenemos una teoria categérica en L, con modelos infinitos, hecho que
es imposible en L. Esto tultimo es consecuencia del teorema de Loweinheim
Skolem, pues éste garantiza que si una teoria tiene un modelo infinito entonces,
tiene modelos de cardinalidad arbitrariamente grande. De esta manera podemos
concluir lo siguiente:

Corolario 3.3 Si k > w, entonces el Teorema de Loweinheim Skolem
es falso en L,y para toda \.

Prueba:

Si k > w entonces toda férmula de L, es una férmula de L,y por lo que
se tiene el resultado.
*

También nuestra capacidad de hablar sobre cardinalidad se incrementa, como
veremos en la siguiente proposicion.
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Proposicion 3.4 Si w < k y k > u donde p es un cardinal finito o
infinito entonces:

a) La clase de las estructuras de tamano a lo mds  es ECy,.
b) La clase de las estructuras de tamano al menos pu es ECy,.
¢) La clase de las estructuras de tamamno pu es ECy,.

Prueba:

Para probar el inciso a), tomamos 01 = 3 vo(Va( V (x = vy)) ). Para el
ac acp
inciso b), consideremos la férmula oo = g Vo /\ va # vg).Para el inciso ¢),
[e3

«
usamos oq A\ 02.

*

De ahora en adelante, U siempre sera un ultrafiltro no principal sobre w.

Proposicién 3.5 La clase FIN = { A | Aesfinito } no es
EC(A).

Prueba:

Para ver que FIN no es EC (A) basta probar que no es cerrado bajo ul-
traproductos. Para cada n > 0, sea 2, una estructura con n elementos y sea
oy, la férmula que dice "Hay al menos n elementos” (la cual fue obtenida en la
proposiciéng 4 en el inciso b)) Asi, tenemos que o, es verdadera en todas las

A, menos en una cantidad finita de ellas. De esta forma, [[ 2/ U E on,
mew
pero entonces [[ 2.,/ U es infinito de manera que FIN no es cerrado bajo
mew
ultraproductos.

Sin embargo, como veremos a continuacion, si es EC,,, .

Proposicion 3.6 La clase FIN si es EC,,,.

Prueba:

Sea o, la férmula que dice "Hay exactamente n elementos” (la cual fue ob-

tenida en la proposiciéng 4 en el inciso ¢)) y definimos opry = \/ op.
new

Corolario 3.7
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a) INFI = { 2 | Aesinfinito } es EC(A), pero no EC.
b) INFI si es EC,,,.

Prueba:

Sihacemos ¥ = { 3zi..z,(Azi#2;) | n€w } tenemosque
i#]

INFI = MOD(X), por lo que es EC(A). No puede ser EC pues FIN noloesy
FIN es el complemento de INFI. El inciso b) se prueba tomando la conjuncién
de las féormulas de X.

*

Ahora tomemos p = {<}. Para la siguiente proposicién debemos recordar
que una estructura estd bien fundada si todo subconjunto no vacio tiene un
minimal. Bajo el Axioma de Eleccién (o bajo el Axioma de Elecciones Depen-
dientes), el ser bien fundado es equivalente a no tener una cadena descendente
de tamano w (esta prueba es sencilla y puede revisarse en [Jech] pdgina 50).

Proposicién 3.8 COBF = { (A,<) | (A,<) es bien fundada }
no es EC(A).

Prueba:

Construiremos a los naturales no estdndar, tomemos a w*/ U (es decir la
ultrapotencia de w médulo U) y consideremos a los siguientes elementos:

a = (1, 2, 3, 4, 5,
ai = ( 0, 1, 2, 3, 4,
aa = (0,0, 1, 2, 3,
as = (0, 0, 0 1, 2
ar = (0, 0, 0 0, I,

Aqui tenemos que todas las entradas de @,,+ son menores o iguales que las de
@, y solo coinciden en una cantidad finita de entradas, por lo que @+ /U < @, /U
. Entonces w* /U ¢ COBF. Asi esta clase no es cerrada bajo ultraproductos.

*

Proposicién 3.9 La clase COBF si es EC,,.,.

Prueba:

Usando la equivalencia de bien fundada antes mencionada, estd claro que la
férmula
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n

ocopr = ngn( (vo > v1) A (v1 > v2) A (v2 > v3) ...))

realizard el trabajo.

*
Por otro lado, tenemos lo siguiente.
Corolario 3.10
a) La clase COBO = { (A,<) | (A4,<) es un buen orden } mno

es EC(A).
b) Pero si es EC,, ., -

Prueba:

El mismo ejemplo de los naturales no estandar muestra que COBO no es ce-
rrado bajo ultraproductos. Denotemos por COTO a la clase de los 6rdenes tota-
les. Obsérvece que COTO es EC pues ocoro = (—3z (x < 2))AVz, g,z (e <yAy <z —x < z).
Ahora, una estructura 2 = (A, <) es un buen orden si y solo si 2 = ocoro A
ocopr por lo que la clase COBO si es EC,, ., -
*

Todavia podemos decir cosas interesantes sobre buenos 6rdenes, pero antes
necesitaremos un sencillo lema.

Lema 3.11 Sea 2 = (A, <) un Jdrden total. Entonces, se tiene lo si-
guiente.

a) Si todos sus segmentos iniciales son buenos drdenes, entonces A
es un buen orden.

b) Si hay o € OR tal que A y « tiene los mismos segmentos iniciales
(salvo isomorfismo) entonces A = .

Prueba:

Para la prueba véase el libro de [Herndndez] en las pdginas 77-87.

Ahora hablaremos de los buenos 6rdenes en L, (p).
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Proposicion 3.12 Sea 2 un orden parcial tal que todos sus segmentos
iniciales son dérdenes totales y a € k. Entonces hay una férmula o, (x)
de L. (p) tal que dada a € A, A |= 0,(a) si y solo si (ac,<) = a.

Prueba:

Por hipdétesis (a<, <) siempre es un orden total. Tomemos « € k y defina-
mos o, (x) por recursiéon. Empezamos haciendo o¢(z) = —3Jy(y < x). Ahora
supongamos que ya tenemos o¢(z) con & € «; de esta forma podemos expresar
el hecho de "tener (salvo isomorfismo) los mismos segmentos iniciales que o”:

oa(z) = 5é\ Jyly <z Noe(y) ANVyly <z — 5\e/ oe(y))-

Entonces usando induccién y la parte b) del lema anterior, obtenemos lo que
queriamos.
*

Previamente vimos que COBO es ECy,,, pero en L, (p) lo que podemos
expresar es "ser COBO de tamano menor que k”. Esto y mas se afirma en el
siguiente corolario.

Corolario 3.13 Sea 2 € V, (seguimos con p = {<})

a) Si |A| < k, entonces hay un conjunto ¥ de férmulas de L, (p) tal
que A =t si y solo si A € COBO.

b) Sea 2l € COBO y « € k. Entonces hay una férmula o de Ly, (p) tal
que A = o si y solo si A = a.

¢) Sean a,f € OR tal que alguno de ellos es menor que k, si o =,
entonces a = f3.

Prueba:

Empecemos probando el inciso a). Un intento serfa decir que 2 sea COTO
vy que todo segmento inicial de 2 sea isomorfo a un ordinal menor que x. Sin
embargo, no podemos hacer esto, pues tendriamos que usar una disyuncién de
tamano k. Afortunadamente podemos darle la vuelta a este problema. Sabemos
que si A fuera COBO, entonces para cada « € k pasaria una y solo una de las
siguientes posibilidades:

%) que 2 sea isomorfo a un segmento inicial de «,
*x)  que 2 sea isomorfo a a,
*% %) que a sea isomorfo a un segmento inicial de 2.
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Definiremos la férmula ¢, de tal forma que exprese la posibilidad de que
suceda *),*%) 6 * x x) pero el que pase la situacién *) o la *x) es equivalente
a que todo segmento inicial de 2 sea isomorfo a un segmento inicial de . Asi,
definimos: (donde o, son las que encontramos en la proposicién previa).

Yo = V96(5\6/ oe(x))VIY(oaly)).

De esta manera consideremos:

Y = A{ocoro}
Ya | a€r } .

Es claro que si 24 € COBO, entonces 2 | 3. Ahora, supongamos que
2 = X. Entonces para todo « € &, sucede la posibilidad de %) de #*) & * x %).
Sin embargo, dado que en un COTO no es posible que los segmentos iniciales
determinados por dos elementos distintos sean isomorfos a un mismo ordinal y
dado que |A| < k, tenemos forzosamente que para algin § € x debe pasar ) o
*x) y de esta forma, A € COBO.

Ahora probemos el inciso b). Sea o = =Jx (o4 (x)) A A Fy(oa(y)) entonces,
fea
o expresa que 2 y « tienen (salvo isomorfismo) los mismos segmentos iniciales,

por lo que 2 | o si y solo si 2 2 a. Para probar el inciso ¢) supongamos que
a < k. Sea o la férmula del inciso anterior.Tenemos que o = 0 y asi 8 = « (por
la equivalencia elemental) de manera que « = 3 y entonces a = .

*

Ahora definimos TranBF como la clase de todas las estructuras que son
isomorfas a un elemento de BF con la pertenencia (en el apéndice de notacién
se definié a la clase BF'). Podemos demostrar lo siguiente respecto a esta nueva
clase:

Proposiciéon 3.14
a) TranBF no es EC (A).
b) Pero si ECy, ., .

Prueba:

Para probar el inciso a), podemos volver a usar el ejemplo de los naturales
no estdndar, para probar el inciso b) sea 0 = ocopr N (Va,y(Vz(z < z +—
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z <y) — x =1y)) asi por el teorema del colapso de Mostowski (ver el libro de
[Kunen] péginas 94-102). 2 |= o si y s6lo 2 pertenece a TranBF.
*

Ahora veamos unos ejemplos de teoria de graficas, por lo que solo tendremos
un simbolo de relacién de aridad 2, el cual serd ~ . Recordemos que una grafica
G es coneza si y solo si para todo z,y € G hay wo,wi,...,w, € G tal que
r=wy~ wy ~ ..~ w, =y donde ~ denota la relacién de adyacencia en la
grafica.

Para cada n > 0, definimos la trayectoria de n vértices como la gréfica
P = ({v1,...,0n},~) donde v; ~ v;41 para cada 1 < ¢ < n. Llamaremos a C =
({v1, ...y on},~) el ciclo de n vértices, siv; ~ vi41 paracadal <i < nywvy ~ vy,.
Es facil ver que cualquier ciclo o trayectoria es conexo.

Si (G, ~) es una gréficay a,b € G, decimos que la distancia de a y b es mayor
que n si no hay zg, zo,...x, € G tales que a = g, b =2, y g ~ T1 ~ ... ~ Tp.
Observemos que la distancia de a y b es mayor que n si y solo si (G,~) =
on (a,b), donde:

on (y,2) = 3xo, @2, .. X (Y=o A2 =T ANTog ~ T1 N cee ANTpp—1 ~ Tp,) .

Noétese que G es disconexa si y solo si hay a,b € G tal que (G, ~) = o, (a,b)
para toda n > 0.

Proposicién 3.15 La clase de las grdficas conexas no es EC (A).
Prueba:

Probaremos que esta no es cerrada bajo ultraproductos. Como se comenté an-

tes, las trayectorias son conexas, pero veremos que P = [[ P, /U no lo es. Sean
n>0
a = (ag,ai,...) y b= (bo, b1, ...) donde a, y by, son el primer y tltimo vértice de
P respectivamente. Podemos notar que para cada n > 0 la fé6rmula oy, (a;, b;)
es verdadera en casi todas las P; por lo que también es verdadera en P y asi el
ultraproducto es disconexo.
*

Sin embargo veremos que si es ECy,,,.

Proposicion 3.16 La clase de las grdficas conexas si es EC,,,,.
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Prueba:

Dada n € w sea y,(x,y) la férmula que dice "z y y pueden unirse por un
camino de tamafo n”, lo cual puede expresarse: @, (z,y) = Jzg...2n(r = 20 Ay =

Zn AN\ Zm ~ Zm+). Entonces la férmula ¢ = Va,y( \/ o,(z,y)) caracteriza a
m<n n>1

las gréficas conexas.

Para progresar necesitaremos una definicién de teoria de graficas.

Definicién 3.17 Sea G una grdfica. Decimos que G es p vértice coloreable si
podemos colorear los vértices de G con u colores de manera que no haya dos

vértices adyacentes del mismo color. Esto lo abreviamos diciendo que G es
COLOR.

De momento, sélo usaremos 2 colores:

Proposiciéon 3.18

a) La clase de las grdficas 2 vértice coloreables es EC (A).
b) Pero no es EC.

¢) Y si es EC,,,.

Prueba:

Sea GG una grafica. Sabemos que G es 2 vértice coloreable si y solo si G no
tiene ciclos impares (el lector puede ver [Bondy] pdgina 14 para esta prueba).
Ahora, si consideramos o, la férmula que diga ”"Hay un ciclo de longitud n”,
entonces tenemos que G es 2 coloreable si y solo si G = -0, para toda n impar.
Con esto hemos probado los incisos a) y ¢).

S6lo nos falta el inciso b). Probaremos que la clase de las graficas que no
son 2 coloreables no es EC (A), y para esto veremos que no es cerrada bajo
ultraproductos. Denotemos por C,, al ciclo de longitud ny sea G = [[ Capy1/U.

new
Para cada n impar o,, es verdadera en sélo uno de los factores, por lo que

G | -0, por el inciso a), concluimos que G es 2 coloreable. Asi, el ultraproducto
de gréficas que no son dos coloreables puede ser dos coloreable.
*

A continuacién veremos algunos ejemplos sobre grupos, por lo que ahora
consideraremos el tipo p = {*,_1 ,e} . Decimos que G es finitamente generado
si hay S C G finito tal que el minimo subgrupo de G que contiene a S es el
mismo G.
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Proposiciéon 3.19 La clase de los grupos finitamente generados no es
EC(A).

Prueba:
Recordemos que todo grupo finitamente generado es contable. Consideremos
al grupo Z con la suma y por Lowenheim Skolem, hay 2 tal que 2 = Z con |A]

= N;. Como A no puede ser finitamente generado,obtenemos el resultado.
*

Proposiciéon 3.20 Pero la clase de los grupos finitamente generados
st es EC,, .
Prueba:

Sea oy, la férmula en Ly, (p) que expresa ”ser generado por n elementos”,

es decir sea, o, = Jx1,...,x,Vy( \/ y = 7(x1,...,2,)). De esta manera
T€TERM
orc = ogrupro N \/ on, testifica que que los grupos finitamente generados son
1<n

una clase ECy,,,.
*

Demostraciones similares pueden hacerse para verificar que las reticulas,
los anillos, las dlgebras de Heyting finitamente generadas no son EC (A) pero
st EC,, -

Un grupo es ciclico si esta generado por un solo elemento y con una demos-
tracion parecida a la anterior podemos verificar lo siguiente.

Proposicion 3.21

a) La clase de los grupos ciclicos no es EC (A).
b) Pero si es EC,, .

*

Recordemos que un grupo G es de torsion si y solo si para todo g € G hay
n > 0 tal que g" = e. Un grupo G es libre de torsion siy solo si para cualquier
g # ey n >0 tenemos que g" # e.

Proposicién 3.22 La clase de los grupos de torsién no es EC (A).
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Prueba:

Veremos que ésta clase no es cerrada bajo ultraproductos. Sean pg, p1, p2, ---

todos los primos y tomemos 20 = [[ Z,, / U . Entonces es un grupo, pero veamos
new
que no es de torsién, incluso resultara libre de torsién. Denotaremos con e, al

neutro de Zj,, y con e al neutro de 2.

Sea a = (ag, a1, ...) tal que a/ U # e (de esta forma podemos suponer a, # e,
para todo r € w) y si n es mayor que 0, entonces (a/U)" = (af,at,...)/U. Si
ay, = em, entonces el orden de a,, divide a n, por lo que p,, | n y, como a n
solo lo dividen una cantidad finita de primos, (a/U)" es el neutro solo en una
cantidad finita de entradas. Asf que, (a/U)" # e.

*

Proposicion 3.23 Pero la clase de los grupos de torsion si es EC,,,.

Prueba:

Sea oy, (z) la férmula que dice ”Si elevas = a la n, obtienes a e”, es decir,

on(z) = 2™ &~ e. Asi, la férmula buscada es oror = ogrupro AVz( \ on(x)).

necw
*

Corolario 3.24
a) La clase de los grupos libres de torsion es EC(A), pero no EC.
b) Pero si es EC,, .

Prueba:

Tomemos el siguiente conjunto de enunciados:

¥ = ogrupO

U { Ve(z#e—2"#e) | n>0 1} .

Se puede ver que los modelos de ¥ son los grupos libres de torsién, por lo
que es EC(A) y al hacer la conjuncién de las férmulas de ¥ obtenemos que es
EC,,,- Sin embargo como el ultraproducto de no libres de torsién puede ser
libre de torsién, esta clase no es EC.

*

Sea G un grupo y H < G, decimos que H es normal si es invariante bajo
conjugacién, es decir, para todo ¢ € G y a € H se tiene que gag™! € H. G
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siempre tiene subgrupos normales, a saber {e} y el mismo G. Decimos que G es
simple si estos son los Unicos. En teoria de grupos, se suele decir que un grupo
es simple si este no puede .?plastarse” de manera no trivial.

Si G es un grupo abeliano (conmutativo), entonces todo subgrupo es normal,
pues gag~' = a. De esta manera, los grupos abelianos simples son aquéllos
cuyos Unicos subgrupos son el unitario del neutro y el total, por lo que deben
ser isomorfos a Z, para algin p primo (esta tltima afirmacién puede consultarse
en el libro de [Rotman] en la pagina 39).

Definicién 3.25 Sea G un grupo y S C G. Definimos la cerradura normal de
S, N(S), como el minimo subgrupo normal que extiende a S.

Es claro que la cerradura normal de S siempre existe, pues basta cerrar a
S bajo las operaciones del grupo y bajo la conjugacién. Como es costumbre,
si a € G, entonces escribimos N(a) en vez de N({a}). Veamos un lema que
nos dice cémo es N(a) y qué caracteriza a los grupos simples (la prueba puede
consultarse en el [Rotman] en las paginas 31 y 32).

Lema 3.26

a) Para toda a € G se tiene que

N(a) = { gla”gflgga”g;l...gmarmg;l | mew, rnez, } .
gla"'ag’mEG

b) Si a es autoinverso, entonces
N@) = { gagi'g2a95 " gmagy' | mew, g1, sgm€CG } .

¢) G es simple si y solo si para toda a € G tal que a # e sucede que
N(a) =G.

Con esto podemos demostrar lo siguiente

Proposicién 3.27 La clase de los grupos simples no es EC (A).

Prueba

Podriamos hacer el ultraproducto de todos los Z, y asi obtendriamos un
grupo abeliano infinito y, por lo tanto, no simple. Pero demostraremos algo més
fuerte, veamos que el ser grupo simple no abeliano no es EC,,, (A).
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En esta prueba usaré libremente los resultados y la notacién del primer
capitulo del libro de [Rotman]. Veremos que el ultraproducto de grupos simples

puede no ser simple. Sea I = { mec€w | n>4 } , D un ultrafiltro
no principal en I y construyamos G = [[ A,/D (recordemos que para n > 4
nel

los A, son simples). Ahora para cada n € I, definimos:

(1..n) st n es impar
(I.n—=2)(n—1n) st n es par

Para esto recordemos que un ciclo de longitud n es producto de n + 1 trans-
posiciones. Quiza la definicién de b,, parezca un poco extrana, pero lo tUnico
que importa es que b, € A, y mueve a n elementos, llamemos = (as, ag, ...) y
b= (bs,be,...) .

Supongamos que G es simple. El lema anterior nos dice que b € N (a), por
lo que hay, por ejemplo, z,y,z € G tales que b = zax 'yay 'zaz~'. De esta
forma, para casi toda n € I tenemos que b, = Tpanz;, *ynany, ‘znanz, ' ...pero
la conjugacién preserva la estructura ciclica, por lo que z,a,z, ynany, ' y
Znanz,; t son producto de dos transposiciones. Asf el producto de los 3 mueve a
lo més a 12 elementos. Como b,, mueve a n elementos, si n > 12, no se puede
dar la igualdad anterior, lo cual es una contradiccion.

*

De esta forma, un subgrupo elemental de un grupo simple no tiene por
qué ser simple... Sin embargo, esto si es cierto como puede verse en [Hodgesc]
pagina 72.

Proposicion 3.28 Pero la clase de los grupos simples si es EC,,, .

Prueba:

Definiremos la férmula o(z,y) que dice "z € N(y)”, es decir, sea o(z,y) =
V 391, e g (= 919" g7 L gmy™ 9t v la férmula que sirve para

(T17~~~7Tm)€Z<“’
ver que la clase de los grupos simples si es EC,,, , es,

¢ =ogruro NVY(y # e — Ya(o(z,y)).

*

Ahora veremos unos ejemplos sobre campos y anillos, de manera que toma-
mos p = {+,0,1,*}. Decimos que un campo K tiene caracteristica r > 0 si r
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s
es el primero tal que 1 T ...+ 1 =0.Sino existe algun r con esa propiedad,
decimos que K tiene caracteristica 0. Se puede probar que si la caracteristica
no es cero, entonces es un primo, lo cual puede consultarse en [Jacobson] en la
pagina 109.

Haciendo pruebas similares a las que hicimos con los grupos de torsién po-
demos verificar que:

Proposicion 3.29

a) La clase de los campos de caracteristica p es EC.

b) La clase de los campos de caracteristica 0 es EC (A) y EC,,. pero
no es EC.

*

Para la siguiente proposicién necesitaremos varias definiciones y resultados
sobre dominios enteros, los cuales pueden consultarse en [Jacobson| paginas 140-
155. Decimos que un anillo D es un Dominio de Factorizacion Uniica si es un
dominio entero y todo elemento distinto de 0 que no es unidad puede descom-
poner de manera ”tnicacomo producto de irreducibles, donde ”tnica”significa

salvo el orden y asociados. A la clase de estos anillos la llamamos DFU.

Proposicién 3.30 La clase DFU no es EC (A), pero si es EC,, ..

Prueba:

Se sabe que Z es un DFU, pero veremos que Z*/U no lo es, con lo que
tendremos que esta clase no es EC (A). Tomemos { ¢ | r€Z } un
conjunto de constantes y para cada n € w definamos ©,, como la expansién de
Z, donde ¢_p,c1_p, ..., Cyp S€ interpretan como enteros mayores que 1 tales que
AP | @ (es decir, forman una cadena ascendente con la divisibi-
lidad) y las demds constantes se interpretan arbitrariamente. Ahora definamos
D =][9,/U y por la construccién tenemos que:

e el el e ul e

Lo cual implica que ® no es DFU (pues en un DFU no hay cadenas ascen-
dentes de ideales, lo cual puede consultarse en [Jacobson]). Ahora veremos que
la clase DFU es EC,,,. Primero definamos las férmulas o, (z) , 05 (z) , 04 (2, )
que expresen respectivamente ”ser unidad”,”ser irreduciblez ”ser asociados”.
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*) o) =3y (zy =1).
xk) 0 (1) = -0y () AT £ 0Nz, y (T =2y — 04 (2) V ou (Y)) -
*kx)  0q(z,y) =Tz (x = 2y).

<

Por comodidad, definamos la férmula o} (21, ..., x,) que exprese "1, ..., Tp,
son irreducibles.®s decir, o (1, ...,2n) = 0;(x1) A ... A 0; (25,). Todas estas
férmulas son enunciados de L. Llamemos S,, al grupo de las permutaciones
de {1,...,n}. Con esto, podemos obtener una férmula enL,, , que exprese la
unicidad de la descomposicién en irreducibles .

U!l _ /\ VELs oo Ty ULy oo U (U?er (zl,___,zn,yl,...,ym)—)zl...zn7éy1...ym).
n#Em
| Ui2n (zl,___,ll'n,yl,---,yn)Al'l...l'n:yl---ym
09y = /\ VlCl, ey Ty Y1y ooy Yn — v (1‘1 = Y1) Ao Nin = yg(n))
n>0 gESn
o = 0'!1/\0!2.

La existencia de la descomposicién en primos queda expresada por la férmu-
la:

o3 = Vz (x# 0N =0y () — V Y1,y Yn (o7 (yl,...,yn)/\xyl,...,yn)) .
n>0

De esta manera, tenemos que opry = Tdominio entero /\ 01 N\ 3.
*

Como la clase de los dominios enteros si es EC, entonces arriba hemos cons-
truido un dominio entero que no es DFU (este es el ejemplo més sencillo que
conozco). Para los que han estudiado estas cuestiones del Algebra, es interesante
comentar que ® es un anillo que no es Noetheriano ni Artiniano pero, de una
manera bonita, pues Z se encaja en su reticula de submaédulos.

Recordemos que F' es un campo arquimediano si y solo si para todo a € F
hay n tal que a < n (donde n es el resultado de sumar el 1 del campo n veces).

Proposicién 3.31 La clase de los campos arquimedianos no es EC,,, (A).

Prueba:

Sea F' un campo arquimediano: Veamos que una ultrapotencia de él no lo es.
Consideremos 24 = F¥ /U y definamos N = (0,1,2,3,4,...)/ U. Es ficil ver que
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N es mayor que todos los "naturales” (los elementos que se obtienen de sumar
1 una cantidad finita de veces) de 2(. Asi, 2 no es arquimediano.
*

Proposicion 3.32 Pero la clase de los campos arquimedianos si es
EC,, -

Prueba:

Tomemos la férmula o =Vz(x < 1Vz <2Va <3V..)ysea ¢ la férmula
que dice ”"ser campo ordenado”. Se puede verificar que los modelos de o A ¢ son
precisamente los campos arquimedianos.

*

Decimos que F' es algebraicamente cerrado si todo polinomio no constante
de F' tiene todas sus raices en F. Naturalmente esto es equivalente a que todo
polinomio tenga al menos una raiz en F.

Proposicion 3.33 La clase de los campos algebraicamente cerrados es
EC(A) y EC,,4-

Prueba:

Para cada n > 0 podemos formar el enunciado que dice ”todo polinomio de
grado n tiene una raiz” (lo cual se expresa como
o =VYay,...,a0 (an, # 0 — 3z (anz™ + ...ap = 0))). De aqui se desprende que
esta clase sea EC (A) y EC,, 0.
*

Ahora, probaremos que esta clase no es EC, pero antes necesitamos recordar
un concepto importante. El campo primo de un campo F es la interseccion
de todos los subcampos contenidos en F. Si F' tiene caracteristica 0, entonces
su campo primo es Q y si tiene caracteristica p es Z,. Estos hechos pueden
consultarse en [Jacobson] en la pagina 109.

El siguiente lema usa conceptos y resultados sobre teoria de Galois, los cuales
pueden revisarse en el primer capitulo de [Morandi].

Lema 3.34 Sea K =Q o K =Z, con p primo. Entonces para cadan > 1
hay un campo K, cuyo campo primo es K que no es algebraicamente
cerrado, pero todo polinomio no constante de grado a lo mds n tiene
una raiz.
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Prueba:

Llamemos K a la cegadura algebraica de K. Para cada K < L < K sea
Rz, (L) = { a€K | haypelLz]degradoalomdsnyp(a)=0 1} .
Ahora definimos:

My = K
M+ = My (Rz, (My))
K, = M,,

Se puede verificar que K < K,, < K y que todo polinomio no constante
de grado a lo méas n tiene sus raices en K,. Sélo falta probar que K, no es
algebraicamente cerrado. Para esto, notemos que si a € K,, entonces por la
construccién, su polinomio irreducible sobre K tiene grado my ---m, donde m; <
n. Ahora tomemos un primo ¢ tal que ¢ > n. Como ¢ no puede escribirse como
producto de enteros menores o iguales que n, cualquier raiz de un polinomio
irreducible de K de grado ¢ no estd en K,.

*

De esta manera, tenemos lo siguiente

Corolario 3.35
a) La clase de los campos algebraicamente cerrados no es EC.

b) La clase de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica
0 no es EC.

¢) La clase de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica
p no es EC.

Prueba:

Se puede ver que [ [ K, /U es un campo algebraicamente cerrado, pero ningin
K, lo es, por lo que la clase de los campos que no son algebraicamente cerrados
no es cerrada bajo ultraproductos.

*

Como discutimos anteriormente, no es de gran utilidad tener A > x en los
lenguajes Lyy. Ahora veremos que también podriamos suponer siempre que k
es un cardinal regular. Probaremos que si k es singular, entonces Ly v Lo+
tienen el mismo poder expresivo. Es claro que todo lo que podamos escribir
en L) lo podemos hacer en L, +), lo sorprendente es que también es posible
hacerlo al revés, siempre que k sea singular:



28 CAPITULO 3. jA ESTRENAR LA NUEVA LOGICA!

Proposicion 3.36 Teorema del poder expresivo de los lenguajes de cardinali-
dad singular

Sea k un cardinal singular y sea \ < k, entonces para toda o €
FORM,+5(p) tal que VL(o) C { wve | €€k } ,hayo € FORM\(p)
con las mismas variables libres que es léogicamente equivalente a o.
Es decir, para cualquier 2 € V,, sucede que 2 = 0 +— 7.

Prueba:

Observemos que toda férmula en L.+,(p) tiene a lo més k variables libres,
por lo que realmente no estamos perdiendo nada al pedir que las variables libres
de o estén en ese conjunto.

Se define & por recursién sobre las férmulas, el tinico problema es en el paso
de una conjuncién o disyuncién de x elementos, y aqui usamos que un conjunto
de tamafio k se puede ver como la unién de cof (k) conjuntos cada unos de
tamano menor que k, por lo que podemos hacer la conjuncién (o disyuncién) de
cada pedazo y luego formar una conjuncién (disyuncién) de tamano cof (k).

*

Esto podria llevarnos a sospechar que si A es singular, entonces Lyx(p) v
L,.x+(p) tienen el mismo poder expresivo pero esto no es cierto.

Si tuviéramos X € VAR con |X| = A y ¢ una férmula, entonces VXxJ es
zE

una férmula de Lyy+(p). Ahora, podemos tomar una particion {ba},eqor(x) de
X con |by| < Ay podemos considerar Vbgo, Vb1Vboo, VoV Vbgo...pero nunca
llegariamos a lo que queremos. Es como pensar que si tenemos og, 01, ... férmulas
en L (p) entonces podemos formar o¢ Vo1 Voa V... sélo porque podemos formar
00,00V0o1, 00Vo1Voe... y pronto veremos un teorema que aplasta todas nuestras
expectativas de poder cambiar L,y (p) por L.y+(p).

Ahora examinaremos como se comporta la satisfacibilidad de enunciados
bajo extensiones de forcing. El lector puede consultar los libros de [Jech] y
[Kunen] para los principales resultados y la notacién que ocuparé.

Definicién 3.37 Sea P un drden parcial y o un enunciado de L. Decimos
que P preserva a o si para todo G filtro genérico y A € V, se tiene que

VE®EOQ) siysolosiVI[GlE R E o).

Esta definicién merece un poco de explicaciéon. Si A es una estructura en
V, entonces sigue siendo una estructura en la extensién genérica. El que V' =
(A E o) significa que en V, o es verdadera en 2, (de esta manera, V = (2 = o)
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es equivalente a 2 = o pero en ocasiones el agregar "V = 7 evita alguna con-
fusién que podria presentarse). Por otro lado, V' [G] = (2 |= o) significa que en
en V [G], o es verdadera en 2. El que P preserve a o significa que la verdad de
o en una estructura no cambia al tomar extensiones genéricas. Por induccién,
podemos probar que hay muchas férmulas que siempre se preservan.

Proposicion 3.38 Si P es un drden parcial y 0 es un enunciado de
L., entonces P preserva a o.

*

Ahora, veamos un ejemplo que muestra que no podemos cambiar a w por
wy en la proposicién previa. Si A, B son dos conjuntos, llamaré Fun, (A, B)
al conjunto de las funciones cuyo dominio es un subconjunto de A de tamafo
menor que /i, y su imagen esta contenida en B. Pensaremos a Fun,, (A, B) con la
contencioén al revés, es decir, f < g siysolosi f C g. En lo que sigue, ¢,, serd el
enunciado en L,+,+ que expresa "tener tamafio a lo mas u”, este enunciado
existe por la proposiciéns 4.

Proposicién 3.39 El érden Fun, (w,w1) mo preserva a p,,.

Prueba:

Es claro que w; = =g, pero en el nuevo mundo w} ha sido colapsado, de
modo que w} es numerable en V' [G], por lo que V [G] = (w} o).
*

Decimos que el érden P es A distributivo, si para todo A € V con |A] < A
yf:A—V € V][G] se tiene que f € V . De esta manera, obtenemos que

O (A)V = Py (A)V[G] . Con esta observacién es posible probar lo siguiente.

Proposicion 3.40 Si A\ es regular y P es )\ distributivo, entonces P
preserva a todos los enunciados de L,).

De nuevo, se prueba por induccién. La A distributividad se usa en los cuan-
tificadores.
*

Ahora veremos una proposicién muy bonita, y ademas, es un ejemplo de un
teorema ”del mundo real” (que no habla sobre consistencia) que puede probarse
usando forcing.



30 CAPITULO 3. jA ESTRENAR LA NUEVA LOGICA!

Proposicién 3.41 Si p = 0 y A\ es regular, entonces cualesquiera dos
estructuras de tamano al menos \ son k) elementalmente equivalen-
tes.

Prueba:

Sean A y 9B dos estructuras con A < |A|,|B| veamos que 2A =,,%B. Sin
perdida de la generalidad, podemos suponer que |A| < |B|. En [Kunen] se
prueba que Funy (A, B) es A distributivo, y ademds, A y B son biyectables en
el nuevo mundo.

De esta manera, V [G] = A =B por lo que si o es un enunciado de L
entonces V [G] = (A }= o) siy solosi V[G] = (B |= o), y usando la proposicién
anterior, tenemos que 2 = o si y solo si B |= 0.

*

El lector puede ver [Dickmann] en la pdgina 139 para una prueba de la
proposicién previa sin utilizar forcing. Ahora, podemos concluir el siguiente
corolario.

Corolario 3.42 Si « es regular y 2,8 son dos estructuras con tipo
vacio y de tamano al menos k, entonces A =,.+,.°B.

*

Y de esta manera, podemos concluir que L.+, y L,+,+ no tienen el mismo
poder expresivo.

Corolario 3.43 St k es regular entonces hay una formula en L, +,.+ que
no es léogicamente equivalente a una de L, +,..

Sea A de tamano x y B de tamafio kT. De esta manera, A 2,18 pero
2% ., B pues @, es un enunciado de L, +,+ tal que 2 |= ¢, pero B |= .
Como 2 y B cumplen los mismos enunciados de L.+, entonces ¢, no puede ser
equivalente a un enunciado de L +,.
*

También podemos concluir que en general, la K\ equivalencia elemental no
implica la isomorfia.

Corolario 3.44 El hecho de que 2 =B no implica que A = B.
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*

Hemos visto muchos ejemplos de clases que no son EC (A), pero si son
EC,). Sin embargo, no hemos visto ningiin ejemplo de una clase que no sea
EC,» (A) para ningtin £ y \. La siguiente proposicién nos muestra un ejemplo.

Proposicién 3.45 Laclase { A€V, | cof(JA)=w } noesEC.x(A)
para ningun k y A.

Prueba:

Por lo visto antes, esta clase no es cerrada bajo equivalencia elemental para
ningin x, A (puesto que hay cardinales de cofinalidad w arbitrariamente gran-
des). De modo, que no puede ser ECy (A).

*

Sin embargo, encuentro el ejemplo anterior poco emocionante. Seria intere-
sante encontrar un ejemplo que no apele a la incapacidad del lenguaje de carac-
terizar cardinalidades muy grandes. Estoy casi seguro que la clase de los 6rdenes
totales densos y completos es un ejemplo de una clase que no es ECy) (A) pa-
ra ningun k, A. En lo que queda del capitulo expondré como creo que puede
probarse y que es lo que no me ha salido de la prueba.

Lema 3.46 Si A = (A,<) es un orden denso y completo, entonces hay
un orden parcial P tal que, st G es un filtro genérico de P, entonces
VIG] &= 2 no es completo. Es decir, la completud de cualquier orden
total puede ”destruirse”mediante extensiones de forcing.

Si a,b € A entonces definimos al conjunto (a,b), como los elementos de P
que son mayores que a y menores que b. Sea P = { (a,b) | a<bd }
y ordenemoslo con la contencién. Notemos que si (a1,b1) y (az,b2) son compa-
tibles, entonces a; < bs, pues de lo contrario su interseccién seria vacia.

Ahora, sea G = { (@a,ba) | a€x } un filtro genérico. Defi-
namos S = { an | a€k } esclaroque S esun subconjunto de A
en V [G]. Ademads, por la observacién anterior, S esta acotado, pues cada b, es
una cota superior. Probaremos, que S no tiene supremo.

Coneste fin, paracadaz € Asea D, = { (a,b) | z<aob<z }
es facil ver que D, es denso, pues A es denso. Ya podemos ver que S no tiene
supremo. Tomemos x € A, entonces hay (a,b) € GN D, yasiz < aob < zx.
Si ocurre la primer posibilidad, = no es cota superior, y si ocurre la segunda,
entonces no es la minima.
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*

Asi, usaremos forcing como lo hicimos antes para probar que la clase de los
ordenes totales completos y densos no es FCyy (A). Sin embargo necesitamos
un tipo especial de ordenes completos, que defino a continuacién.

Definicién 3.47 Sea A un orden total. Decimos que A es k hiperdenso, si para
cualesquiera Sy, S2 C A tales que,

a) |51| s |SQ| < K;
b) S1 no tiene mdximo y Se no tiene minimo;
c) Six e Sy yy € Sy entonces x < y.

Existen a,b € A tales que a < b, a es mayor que todos los elementos de Sy
y b es menor que todos los elementos de Ss.

Ahora yo me imagino que:
Hipdétesis O) Para todo k, hay un orden x hiperdenso y completo.

No creo que la conjetura sea dificil de probar, pero no he podido probarla
por el momento.

Proposicién 3.48 Si O) es cierta, entonces la clase de los ordenes
completos y densos no es ECy) (A) para ningin k y .

Basta que veamos que no es EC\,; (A) para ningin & regular. Suponga-
mos que si es es ECy, (A), de manera que existe ¥ conjunto de enunciados tal
que B = ¥ siy solo si B es un orden completo y denso. Por Q) sea 2 un orden
hiperdenso y completo. Sea P el conjunto de los intervalos abiertos de A. Como
2 es hiperdenso, entonces P es k distributivo (de hecho es x cerrado, es decir,
toda cadena descendente de tamaio menor que s tiene una cota inferior). De
esta manera, P preserva a los enunciados de L, por lo que V [G] = (A = %).
Sin embargo, 2 no es completo en V [G], lo cual es una contradiccién.

*



4 Los Cardinales Fuertemente Compactos

Hemos visto ya varias propiedades de los lenguajes Ly, pero la que méas nos
interesa es su compacidad y es lo que estudiaremos a continuacién. Diremos que
un conjunto de férmulas es SAT si es satisfacible y FIN SAT si es finitamente
satisfacible. En el primer capitulo nos encontramos un conjunto de férmulas que
era FIN SAT; pero no era SAT a saber:

Y = { Va(Var=cn) | new }

new

U { c¢c#c | new }.

Podemos ver que ¥ es un conjunto de enunciados de L, que es el primer
lenguaje infinitario interesante.

Proposicién 4.1 Si k> w y A < k, entonces hay p tal que en L\ (p) hay
un conjunto de férmulas FIN SAT que no es SAT.

*

De aqui que el tnico lenguaje que cumple compacidad es L. {Podemos
encontrar algin debilitamiento de compacidad que sea valido en L,\7 El que &
sea finitamente satisfacible quiere decir que todo subconjunto finito de él sea

satisfacible. Pero como finito es lo mismo que menor que w, podriamos definir
lo siguiente.

Definicién 4.2 ¥ es k satisfacible si y solo si todo subconjunto de ¥ de tamario
menor que K es satisfacible. Esto lo abreviamos como ¥ es k SAT.

Y el teorema andlogo al de compacidad seria el siguiente:

(MTC,,) Meta Teorema de Compacidad para L,,

Sea p un tipo y ¥ un conjunto de enunciados de L.)(p). Se tiene que
Y es kK SAT si y solo si X es SAT.

33
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De esta manera MTC,,, es el teorema de compacidad clasico. Como siempre
la tinica prueba interesante es la implicacion pues el reciproco es trivial. Notemos
que en el ejemplo de arriba ¥ no es w; SAT. Sin embargo, MTC,;\ no siempre
es verdadero.

Proposicion 4.3 Si k es singular, entonces MTCy,, es falso.

Prueba:

El conjunto de enunciados que sirve para esta proposicién es el lo mismo
que el ¥ del principio del capitulo. Tomemos el tipo p = {ca},c, U {c}, donde

todos son simbolos de constante. Sabemos que ¢ = \/ ¢ = ¢, es una férmula
aER

en L.+,(p) por la proposiciéngss por lo que hay ¢ € FORM,,(p) que es
equivalente a . Ahora, sea:

¥ = {o}
U { ¢#cw | aer }

Claramente X es k SAT, pero no es SAT.
*

De hecho veremos que MTC,, también es falso para muchos regulares, aun-
que antes necesitaremos algunas definiciones de teoria de gréaficas. Recordemos
que si a es un conjunto, entonces K, representa la grafica cuyo conjunto de
vértices es a y tiene todas las aristas posibles.

Definicién 4.4 G es (k, p) vértice coloreable si y solo si toda subgrdfica de G
de tamano menor que Kk es pu vértice coloreable. Esto lo abreviamos como que G

es (k, ) COLOR.

Ahora veremos la k versién del famoso teorema de Erdés Brujin.

(TEB,) & Teorema de Erdds Brujin

Sea p < k (incluso puede ser finito) y G una grafica, entonces G es
(k, ;1) COLOR si y solo si G es u COLOR.
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De nuevo, el reciproco es trivial. En el libro de [Amorc] en las paginas 51-54
se prueba que MTC,,, implica T E B, asi que no es de sorprender que tengamos:

Proposiciéon 4.5 MTC,,, implica TEB,.

Prueba:

Basta con copiar la prueba de que MTC,,, implica TEB,,.Sea G una grafica
(k, 1) COLOR. Veamos que es K COLOR. Tomemos { p, | a€p }
un conjunto de colores y sea p = {vz},cgU{ca},e,, donde los v, son constantes
y los ¢, son simbolos de relacién de aridad 1. Intuitivamente ¢, (v,) significa
que a x lo pintaremos con p,. Ahora, definimos:

¥ = { wu#v | nyeGyzity }
U { a\e/ﬂca(vr) | z€G }
U { —lcalve) Aes(va)) | zeGyazp }
U  { —(calvz)Acalvy)) | a€pyxzesadyacenteay }

Claramente si 3 es SAT, entonces G es y COLOR. Ahora veamos que X
es k SAT. Sea ¥’ C ¥ tal que |¥'| < k y definimos S como el conjunto de los
x € G tal que v, aparece en una férmula de ¥'; asi, tenemos que |S| < k. Sea H
la subestructura generada por .S, por hipétesis tenemos que podemos colorear a
H con los p colores. Ahora, definimos la estructura 2L con universo H, donde:

a) V=2
b) co(x) < x € Hy x lo pintamos con p,

Q 28

Asi es claro que 2 = ¥ y, por MTC,,, concluimos que ¥ es SAT. Por lo
tanto G es u vértice coloreable.
*

Y ahora ya con esto tenemos:

Corolario 4.6 Para todo k sucede que MTC, .+, es falso.

Prueba:

Supongamos que MTC,.+,, es verdadero. Ahora sea a de cardinal k. Cla-
ramente K, es (k%,x) COLOR, por lo que K, es K COLOR. Sin embargo en
K, todos los vértices deben tener distinto color de manera que ™ < &.
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*

En el articulo de [Cowen] se prueba que T EB,, implica que MTC,,,, por lo
que estos dos son equivalentes. Sin embargo debo admitir que no se si MT'Cl,, es
equivalente a TEB,; (la prueba de Cowen no se puede generalizar tan facilmente
y yo creo que no son equivalentes, pero me gustaria investigarlo).

Y como si no hubiéramos fallado lo suficiente, también tenemos que si K no
es fuerte (cerrado bajo 27, es decir, si A < k entonces 2 < k) entonces MTCy,
también es falso (sabiendo esto, la proposicién anterior es initil, pero la prueba
estaba bonita).

Proposicion 4.7 Si k no es fuerte, entonces MTCy, es falso.

Prueba:

Sea k tal que hay u < k con k < 2# y supongamos que MTCy,, es verda-
dero. Tomemos C = { ¢, | a€p } un conjunto de constantes y
definamos p = {g} UC U {a,b}, donde g es un simbolo funcional de aridad 1,
a 'y b son constantes. Construiremos una funcién cuyo dominio es C' e imagen
en {a,b} pero que es distinta a todas las funciones en ¢ {a,b}. Para cada f €

“{a,b},seaa; =\ g(ca)# f(ca). Ahora definamos al conjunto:
acp

{a # b}

{ ca#cg | afepya#p }
{Vo(g(z) =aVg(z) =0b)}

{ o | feab} }

cccl

Veamos que ¥ es £ SAT. Tomemos ¥/ C ¥ con |¥'| < k. Asi, tenemos que |¥’|
< 2 por lo que hay f € ¢ {a,b} tal que o ¢ %'. Sea 2 con universo CU{a, b},
donde cada constante se interpreta como ella misma y g* = f U {(a,a), (b,b)}.
Claramente 2 = 3.

Por MTC,,, tenemos que ¥ es SAT. Ahora, tomemos B = ¥ y definamos:

h « C — {a,b}
hica) =z, donde g(cy)? = 2®.
Si f € 9{a,b}, como B = oy, entonces hay c, tal que g(ca)® # f(ca)®,

por lo que h(cy) # f(ca). Asi h ¢ € {a,b}, lo cual es evidentemente una con-
tradiccion.
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*

Bueno, pero entonces ;jhay un x > w para el cual MT'C,, sea cierto? A estos
cardinales (en caso de existir) les daremos un nombre especial, y al fin llegé el
momento de la gran definicién:

Definicién 4.8 Decimos que k es (fuertemente) compacto si y solo si k > w y
MTC,.,. es cierto.

Por que lo probamos anteriormente podemos concluir lo siguiente.

Corolario 4.9 Si k es compacto entonces, es inaccesible.

*

Como no podemos probar que existan los inaccesibles, nuestro inocente deseo
de generalizar compacidad ha sido desmoronado, sin embargo nos ha mostrado
un nuevo tipo de inaccesibles, los cuales como veremos, son verdaderamente
sorprendentes.






5 Cardinales Compactos y Ultrafiltros

Sabemos que el teorema de compacidad es equivalente al teorema del ul-
trafiltro, (lo cual puede verse en [Bell] paginas 102-106) por lo que uno podria
sospechar que debe haber alguna relacién entre los cardinales compactos y los
ultrafiltros... {Y efectivamente la hay!

El teorema del ultrafiltro nos dice que todo filtro puede extenderse a un ul-
trafiltro. Ahora si tenemos un filtro con una cierta propiedad ;jpodra agrandarse
a un ultrafiltro que cumpla dicha propiedad? En particular, estaremos intere-
sados en los filtros k completos (filtros cerrados bajo interseccién de tamano
menor que k) jserd cierto que todo filtro x completo puede extenderse a un
ultrafiltro x completo? Pues resulta, que para los cardinales compactos casi se
logra esto.

Definicién 5.1 Un dlgebra completa puede tener subdlgebras no completas, (por
ejemplo p (w) es completa, pero la subdlgebra de los cofinitos y sus complementos
no es completa) ast, si tomamos B completa (k completa) decimos que A es una
subdlgebra completa (k completa) si A < B, A es completa (k completa) y para
cualquier D € p (A) (D € p, (A)) se tiene que los infimos (y supremos) son los
mismos en A y en B.

Un campo de conjuntos es una subalgebra de un algebra potencia, y un campo
k completo (completo) de conjuntos es una subdlgebra x completa (completa)
de un &lgebra potencia.

El que 2 sea subéalgebra de B y sea completa no implica que sea una subalge-
bra completa, como lo veremos con los siguientes lemas.

Lema 5.2 Todo campo completo de conjuntos tiene dtomos.

Prueba:

Sea A un conjunto y B una subdlgebra completa de p (A). Tomemos a € A
ysea D = () { CeB | a€C } .Entoncesa € Dy, como B
es completa, D € B. Supongamos que D no es un atomo en B entonces hay
D1, Dy € B no vacios tales que Dy N Dy = 0 v D = Dy U D5. Sin pérdida de
la generalidad, supongamos que a € D1, pero D1 C D y D era el infimo de los
elementos de 2B que tenian a a, lo cual es una contradiccién.

*

Usaremos varias nociones de topologia, las cuales pueden consultarse en el
apéndice correspondiente. Recordemos que si tenemos un espacio topolégico

39
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. . . 7\ © . o, .
entonces U es un abierto regular si y solo si U = (U) . De manera intuitiva,
estos conjuntos son los abiertos que ”no tienen hoyitos ni cuarteaduras” (pues
precisamente al cerrar a U se llenan los hoyitos y las cuarteaduras).

Llamemos RO (X)) al conjunto de todos los abiertos regulares de X. Entonces
es facil ver que RO(X) es un algebra booleana completa. Hay que mencionar
que, aunque el orden de RO(X) es la contencién, el supremo y el complemento
no son la unién y el complemento de conjuntos, por lo que RO(X) no es un
campo de conjuntos.

Lema 5.3 Si X es un espacio Hausdorff, entonces los dtomos de RO(X)
son precisamente los unitarios de los puntos aislados de X.

Prueba:

Primero tomemos a € X un punto aislado, entonces (m) = {a}° = {a},

por lo que {a} € RO (X) y claramente es un atomo.

Ahora, sea A € RO (X) con més de un punto, veamos que no puede ser un
atomo. Sean a,b € A distintos, ya que X € Th y A es abierto, entonces hay
un abierto U tal que a € U C Ay b ¢ U. Sabemos que U C A, por lo que
(U)O - (Z)O = A, pero como b ¢ (U)O, tenemos que (U)O C A. Dado que
(U)O € RO(X), concluimos que A no es un atomo.

*

Si juntamos los 2 lemas, obtenemos lo siguiente.

Corolario 5.4 St X es un espacio Hausdorff y no tiene puntos ais-
lados, entonces RO(X) es un dlgebra booleana completa que no es
tsomorfa a ninguin campo completo de conjuntos.

*

El teorema de la representacion de Stone nos dice que toda algebra de Boole
es isomorfa a un campo de conjuntos, por lo que RO(R) es isomorfa a un campo
de conjuntos, pero por el corolario sabemos que tal campo de conjuntos no
es un campo completo de conjuntos. Podemos concluir que el "teorema de la
representacién completa de Stone” (toda dlgebra booleana completa es isomorfa
a un campo completo de conjuntos) es falso.

Dado un conjunto S, denotaremos por g, (S) al conjunto de los subconjuntos
de S de tamafio estrictamente menor que k. Ahora, pasemos a generalizar
la nocién de pif.
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Definicién 5.5 Sea B un dlgebra x completa y S C B, decimos que S tiene
kpif si y solo si para todo A € p, (S) se tiene que \ A # 0.

Varias proposiciones antiguas se generalizan.
Lema 5.6 Sea B un dlgebra k completa. Se tiene lo siguiente.

a) Si k es singular,

1) S tiene kpif siy solo si S tiene xTpif;

2) si F'C B es un filtro, entonces F es x completo si y solo si es k™
completo.

b) Si A tiene kpif, entonces puede extenderse a un filtro x completo.

¢) Si k es regular, A tiene kpif y 1= \/ b, donde u < k y todos los b
sen
son ajenos, entonces hay « tal que AU {b,} tiene kpif.

*

Ahora, veamos que relacién tienen los filtros k completos con los cardinales
compactos.

Proposicion 5.7 Sea x compacto y B un campo de conjuntos r com-
pleto, entonces todo filtro k completo de B puede extenderse a un
ultrafiltro x completo.

Prueba:

Tomemos A un conjunto, B una subélgebra x completa de p(A) y F un
filtro x completo sobre B. Sea p = { R, | beB } ,donde los Ry
son simbolos relacionales de aridad 1. Ahora definimos A = (A4, ...) en el cual
R = b. Consideremos el nuevo tipo p’ = p U {c}, donde ¢ es un simbolo de
constante. Veamos el siguiente conjunto de férmulas:

Thie, ()
{ Ry(o) | beF }.

(e
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Veamos que Y. es SAT. En virtud de que k es compacto, basta que veamos
que es k SAT. Tomemos ¥’ € p, (X) v sea S el conjunto de los elementos de
F tal que Ry aparece en Y'.Sabemos que |S| < k, por lo que (S € F'y, asi,
NS # 0. Escojamos a € (S y claramente la expansién 2 = (2,a) es modelo
de X'.

Asi, concluimos que ¥ es SAT, por lo que hay € = X. Ahora definamos

U = { beB | CERy(c) } .Sabemos que € |= Ry (c) para toda

b € F,porlo que F C U. Solo tenemos que ver que U es un ultrafiltro x completo,
veremos solo la k completez dado que la prueba de lo demés es similar.

Sea D € p, (U), veamos que (D € U. Para esto, tomemos la férmula

o=Vz < N By (z) — RmD(:c)) . Claramente 2l = o, por lo que € |= 0. Pero,
beD
como € = A Ry (c), entonces € =Rnp(c), lo que implica que (D € U.

beD
*

Quizés el lector se pregunte, jcual es la razén de probar solo para campos
de conjuntos y no para dlgebras booleanas en general? Bueno, la razén es que
en general esto no es cierto, pero tenemos que esperar un poco para descubrir
por qué.

Corolario 5.8 Si k es compacto, entonces para cualquier conjunto A,
todo filtro k completo en A puede extenderse a un ultrafiltro k com-
pleto.

*

Resulta que las conclusiones de esta proposicién y el corolario son equiva-
lentes a ser compacto. El secreto para probar MTC,,, era el Teorema de Los.
Asi que, para probar la equivalencias investigaremos el Teorema de Los para
lenguajes infinitarios en el préximo capitulo.

Ahora pasemos a estudiar los ultrafiltros no principales y la primera obser-
vacion que podemos hacer es que éstos tienen cierta restriccién en cuanto a su
completud.

Proposicion 5.9 Sea U un ultrafiltro no principal sobre k y sea S € U.
Entonces U no es |S|*-completo.

Prueba:

Como U es no principal, para cada a € S, hay B, € U tal que o ¢ B,,
de esta forma {S} U { B, | «a€S } CU, pero su interseccion es
vacia, por lo que U no es |S| T completo.
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Corolario 5.10 Ningiun x tiene ultrafiltros no principales kT comple-
tos.

*

Pronto veremos que con la ayuda de un cardinal compacto podemos crear
ultrafiltros no principales x completos, pero para esto necesitaremos de la si-
guiente definicion y el siguiente lema:

Definicién 5.11 cok(p) = { SCpu | |p=S|<k }
Y ahora el lema que se prueba sin problemas:

Lema 5.12 Sea u > k. Se tiene lo siguiente.

a) Sik es regular, entonces cok(u) es un filtro k completo no principal;
b) si U es un ultrafiltro k completo no principal, entonces cox(u) CU;
) ast, todos los elementos de U tienen cardinal al menos k;

c

d) st A<k yU esunultrafiltror completoy |J { So | aeX } €
U, entonces hay o € X tal que S, € U;

e) U es k completo si y solo si no hay particiones de |1 en menos de
Kk conjuntos, donde ninguno esté en U.

Juntando todos nuestros conocimientos, podemos deducir lo siguiente.

Corolario 5.13 Si x es compacto y i > k entonces, u tiene un ultrafil-
tro k completo no principal.

También se deduce el siguiente caso muy particular.

Corolario 5.14 Si k es compacto entonces, tiene un ultrafiltro k com-
pleto no principal.
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*

En realidad sélo por que un cardinal cumpla esto tendra propiedades mégicas
e increibles, lo que motiva la siguiente definicién.

Definicion 5.15 Decimos que k es un cardinal medible si y solo si k es no
numerable y tiene un ultrafiltro k completo no principal.

Y ;por qué se llaman medibles? ;no quedaria mejor cardinal ultrafiltroso o
algo asi? La razon es que estos cardinales tienen relaciéon con problemas de la
teoria de la medida, incluso uno puede ir de manera muy natural ”De la Medida
de Lebesgue a los Cardinales Grandes”. Esto no se vera aqui, pero puede verse
de una manera fabulosa en [Judith].

Proposicion 5.16 Si x es medible, entonces es inaccesible.

Prueba:

*) Veamos que « es regular.

Supongamos que k es medible, pero es un cardinal singular. Sea U un ul-
trafiltro sobre k x completo y no principal. Al ser singular, x puede partir-
se en menos de k pedazos cada uno de tamano menor que k, es decir, hay

P = { B, | a€X } unaparticién de x tal que A < k, y |Ba| < k
para cada a € A. Por el inciso ¢) del lemas 12, ningin B, pertenece a U (pués
tienen tamano menor que k). Pero de esta manera tenemos una particién de
K, en menos de k conjuntos donde ninguno pertenece a U, lo cual contradice el
inciso e) del lemas 1.

*%) Veamos que « es fuerte.

Supongamos que hay A < & tal que x < 2*. Asi, hay A C 2* con |A| = k.
Ahora, tomemos un ultrafiltro no principal k£ completo U sobre A y para cada
a € A\, sean:

Co =
c, =

Como C,UC!, = A € U, uno de los dos estd en U y sea B, aquél que estd en
U.Asitenemosque B = { By, | a€X } CUporloque(\BeU.
Sin embargo, (| B tiene a lo mds un elemento, lo cual es una contradiccién.

*



6 El Teorema de to3

Infinito

Sabemos que los naturales y los naturales no estandar son elementalmente
equivalentes en L, pero no lo son en L, . Asi, en lenguajes infinitarios una
ultrapotencia no necesariamente es elementalmente equivalente al ultrapoten-
ciado, por lo que el teorema de Lo§ es falso. Sin embargo, no todo es tan grave
como parece, ya que resulta que si le pedimos un poco mas al ultrafiltro, enton-
ces esta versién del teorema de Log sea verdadero. (Esto es como el principio
de .Bauivalencia de Intercambio”: si queremos ganar mas, entonces tenemos que
dar mas).

Como trabajaremos con los lenguajes Ly, no perdemos nada al tomar k re-
gular y A < k. Ahora extenderemos la definicién que teniamos del valor booleano
a formulas de L.

Definicién 6.1 Sea (1, ...,zn) una formula de Lux(p) y {@atae, S 11 Ai
el

Definimos el valor booleano de o((@a)acu) como

lo(@aeu)ll = { i€l | 2AilEo((@(@))ae,) } -

A continuacion, se enuncian unas propiedades sobre el valor booleano cuyas
pruebas son sencillas y pueden consultarse en [Hodgesc| pdgina 239 (recuerden
que * denota al complemento).

Lema 6.2

a) [[=o((@)acu)ll = llo((@)acu)l” -

b) || A os((@)aen)|| = N llos(@)aeu)ll -
BEN BEN

) [ 2 90050 (@Nocs)| 2 106, (e pora cunanier e (17 4,)"

iel

0|

= [|o (b, ((@a)aen)|| para alguna b € (H A,~>77 .

iel

3 s _a «
3 w3020, (@)acs)

*
Ahora veamos, para probar el teorema de Lo$ necesitaremos hacer una in-
duccidén sobre las férmulas. En particular para el simbolo /\ necesitamos saber

que el hecho de que el valor booleano de todos los conyuntos esté en el ultrafil-
tro implica que también el valor booleano de la conjuncion esté en el ultrafiltro,

45
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pero éste es la interseccion de todos por lo que necesitamos que el jultrafiltro
sea k completo!

Teorema de Los Infinitario

Sea { 2A; | i€l } un conjunto de estructuras y U un
ultrafiltro x completo sobre I[;

a) sioesunaférmulade Lox(p)y { an | acu } CIJ A,
iel

entonces:A = 0(dq/U)ac, siy solo si ||0(aq)acull € U.

b) Si o es un enunciado, entonces,
A = o siy solosi|lo]| € U.

Con esto estamos listos para probar una equivalencia de ser cardinal compac-
to, pero la dejaremos para el préximo capitulo. Mientras veamos unas sencillas
consecuencias de el teorema de Los que seran utiles més adelante. Evidentemen-
te tenemos el siguiente lindo corolario.

Corolario 6.3 St B8 es una estructura y U C I es un ultrafiltro k-
completo, entonces B =, B /U.

Aunque podemos obtener un mejor resultado, definamos la funcién:

d : B — BI/U

d(a) = (a)iel /U.

Es decir, d(a) es la clase del vector constante a. Esta funcién recibe el nombre
de inmersion candnica. Ahora es claro que se sigue el siguiente corolario.

Corolario 6.4 Si U es un ultrafiltro k completo en I, entonces la in-
mersion canonica es una kKA inmersion elemental.
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*

De esta forma podemos pensar (y unas veces lo haremos pero otras no) en
que B es una subestructura de B! /U. Recordemos que la ultrapotencia de los
naturales resultaba no estar bien fundada, pero veamos que esto cambia si nos
restringimos a ultrafiltros N; completos.

Lema 6.5 Sea I un conjunto de tamano « > w y U un ultrafiltro no
principal k completo, entonces,

a) [[2G/U es bien fundado si cada 2, lo es;

el

b) Tl 2/U es bien fundado y extensional si cada 2; lo es.
iel

Prueba:

Ya antes vimos que COBF € EC,,,,,, asi que se sigue del teorema de Los.
*

Usando el teorema de Los podemos probar que un medible es mucho mas que
un inaccesible. A esta altura en este punto de la aventura nos costara trabajo,
pero ya que hayamos avanzado més podremos dar pruebas casi inmediatas de
esta proposicion.

Proposiciéon 6.6 El primer inaccesible no es medible.

Prueba:

Llamemos « al primer inaccesible y supongamos que éste es medible. Ahora,
para cada w < p < k, definimos recursivamente lo siguiente:

Ag(p) = n+1
Aat1(p) = m (Ao (1))
Ao(p) = U Aa(p)
aELIM t<a
Finalmente definimos, A (u) = |J Aa (1) . Lo primero que haremos serd mos-

a€OR
trar que esto es un conjunto. Usando la regularidad de p, es claro que p,, (A,ﬁ (,u)) =
A+ (1), por lo que si pt < o, entonces Aq () = A+ (1) . Asi, concluimos que
A(p) = A+ (1) . Los siguientes hechos son evidentes, pero vitales para nuestra
construccién.
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Q

=
=

p+1CAp).
SiaC A(u)y |a| < p, entonces a € A (p).

¢) Sia€ A(u), entonces a = p o la| < p.

d)  p es el maximo ordinal de A (p) .

e) Sia€A(p),a#pyf:a— A(u), entonces f € A(u).

f) Sia<f<puyf:a— B, entonces f € A(u).

g) Siae€ A(u), entonces a es cardinal si y solo si v es cardinal en A (u) .
h) Si A€ A(u), entonces A es regular si y solo si A es regular en A (u).

Ahora queremos obtener un resultado similar al dltimo inciso pero para
cardinales fuertes. Sin embargo, hay un pequeno detalle técnico, pues A (u) no
es modelo del axioma de potencia, asi que no es muy claro cémo interpretamos
"ser fuerte en A (). Es evidente que se sigue que

A es fuerte siy solosi () existe para todo o < A y ademds no
hay una funcién f : p (o) — X sobreyectiva.

De modo que si tomamos esta equivalencia como definicién de fuerte, en-
tonces dado un A € A(p) éste es fuerte si y solo si lo es en A (p). Como
consecuencia, un elemento en A (i) es inaccesible si y solo si lo es en A (u) , por
lo que todos los A (1) son modelo de ”No existen los inaccesibles”.

Aqui viene lo magico. Tomemos U un ultrafiltro no principal x completo so-
bre CARN Kk — {w} (el cual tiene tamano x pues éste es inaccesible). Definamos
A = []A(n) /U. Ahora como este ultraproducto es bien fundado y extensio-
nal, tomemos su colapso M. Observemos que si a C M y |a] < k, entonces
a € M. Esto es porque ”ser cerrado bajo subconjuntos de tamano u”se puede
escribir con una férmula en L+ ,+, por lo que si p < k, entonces esta férmula
es verdadera en casi todos los ultrafactores).

Sea a el méaximo ordinal de M (su existencia nos la garantiza el teorema de
Los). Afirmamos que x < «, pues en caso contrario « + 1 € M (ya que M es
cerrado bajo subconjuntos de tamano |a|), lo cual contradice la maximalidad de
a. Pero entonces M tiene un inaccesible, por lo que casi todos los A (1) tienen
un inaccesible... y esto es falso.

*

Ahora estaremos interesados en una generalizacion de la propiedad que ga-
rantiza el teorema de Loweinheim Skolem ascendente.

Definicion 6.7 Decimos que k tiene la propiedad de la extensién si pa-
ra cualquier p, toda estructura de tamano al menos k tiene una kk
extension elemental no trivial.
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Sabemos que w tiene la propiedad de la extension, pero también la tienen
los cardinales que acabamos de conocer.

Proposicion 6.8 Si xk > w, entonces k es medible si y solo si k tiene la
propiedad de la extension.

Prueba:

Sea 2 de tamano mayor o igual que k. Veamos que tiene una extensién
elemental no trivial. Como k es medible, tomemos un ultrafiltro no principal
k completo U y probaremos que A% /U es la extensién buscada. Por un lema
anterior, solo tenemos que ver que es no trivial. Sea (aq),c, una enumeracién
sin repeticion de los elementos de A, entonces para cada a € A, tenemos que
l(a;) = @|| tiene a lo més un elemento, por lo que no puede estar en U (dado
que U es no principal).

Para el reciproco, sea 2 = (k,{S})gc, v ahora, usando la propiedad de la
extensién, tomemos B = (B, {5'})4c,. una sk extensién elemental no trivial.
Sea © un elemento nuevo y veamos que si S € cok (k) , entonces O € S’

Sabemos que B es un modelo de todo elemento estd en S’ 0 en (S*)’ entonces

solo tenemos que ver que © ¢ (S*)". Como 2 =Va (S* (@) — V z= a> y
reS*
dado que S* tiene tamano menor que k, tenemos que esta es una férmula en

Ly, De modo que B es un modelo de la misma férmula. Asi (S*)" no admite
elementos nuevos.

De esta manera, podemos definir U = { SCx | QeS8 } vy
se puede probar que es un ultrafiltro x completo, y dado que extiende a cok (k) ,
entonces es no principal.
*

Como podemos ver en la prueba de arriba x es medible si y solo si toda
estructura de tamafo exactamente k tiene una kx extension elemental no trivial.
En este momento, es prudente hacer una aclaracién, si tenemos 2 =(4,~) y
B = (B,—) una kA extensién elemental de 2, es obvio que & ~ a implica
que x —> a pero el reciproco no tiene por que ser cierto. Es muy posible
que en B haya elementos (nuevos) méas abajo que los de 2. Es decir si, a € A,
entonces puede ser que a. # a_, (aunque obviamente siempre tenemos una
contencién).

Por ejemplo, si a es un ordinal infinito, A = (a™,€) y B = (B, —) es una
extensién elemental no trivial de 2, como « es méximo en 2, entonces también
lo es en B, pero en B hay un elemento nuevo de modo que el segmento inicial de
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a crecid. Sin embargo, a veces si podemos garantizar que los segmentos iniciales
se preservarn.

Lema 6.9 Sea 2 =(A,~) yB = (B,—) una s\ extension elemental de
A. Sia€ A yla| <k entonces a.. =a_,.

Prueba:
Es trivial, pues podemos decir exactamente quién es el segmento inicial de
*

Ya sabemos que alguien que cumpla la propiedad de la extension tiene que
ser inaccesible, pero solo por diversion lo volveremos a probar.

Proposicion 6.10 Si x es medible entonces es inaccesible.

Prueba:

Empecemos viendo que es regular y esto lo haremos por contrapositiva,
tomemos  singular y sea { B, | a€cof(k) } una particién de x,
donde |Bq| < £ para cada a € cof (k). Formemos 2 = (k, {Ba}) yecop(s) ¥ S€2
D = (D, {Bu}) accof(x) Una kk extensién elemental, veremos que forzosamente

D=

Sea b € D. Como 2l es modelo de ”"Todo elemento esta B, relacionado para
alguna « z ésta es una férmula de L, (p), tenemos que ® es modelo de esto
mismo, por lo que hay 8 € cof (k) tal que b € B?. PeroVz(Bg (z) — V z =

§€Be
£) es cierto en 2 y ésta es una férmula de L, (p), por lo que © es modelo de
lo mismo. Asi b € k de manera que 2 = ®. Concluimos que x no cumple la
propiedad de la extensién.

Ahora veamos que es fuerte. Para esto, tomemos A < k y probaremos que
2* < k al mostrar una estructura de este tamafio que no tiene una xk extension
elemental. Definamos p = { R, | a€X } ,donde R, esunsimbo-
lo de relacién de aridad 2. Sea A = { ay | fe€?2 } u {01} y
formemos la estructura 2 con universo 4, donde R (af,z) siy solosi f (a) = z.
Supongamos que B es una Kk extensién elemental de 2. Veamos que 2 = B.

Sea b € B y supongamos que b no es ni 1 ni 0. Notemos que forzosamente
R2 (b,1) o R® (b,0) para cada a € A, pues 2 es modelo de que le suceda esto
a todo elemento que no es ni cero ni uno y ademas solo pasa una de estas. De
modo que podemos definir:
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gla) = = z es el tinico tal que R (b, ).

Afirmamos que b = a4. Para probar esto, basta notar que si x,y no son ni
0 ni 1 y estan R,, relacionados con los mismos elementos para cada «, entonces
son iguales y, como B es kk extension, se tiene lo que queriamos.
*

Observemos que en la prueba de arriba tenemos que |p| < k, para mi tesis
esta observacion no es tan importante, pero lo es para quien deseé estudiar a
los cardinales débilmente compactos. Por lo que acabamos de ver, es evidente
que cualquier cardinal no numerable menor que 2% no tiene la propiedad de la
extensién pero es ilustrativo dar otra prueba de esto.

Proposicién 6.11 Si w < k < 2%, entonces k no cumple la propiedad
de la extension. Mds ain R, como campo ordenado no tiene una kk
extension elemental no trivial.

Prueba:

Sea 2 cualquier ww extensiéon elemental de R no trivial, veremos que no es
una wiw; extension elemental. Ahora veremos que 2l tiene un elemento mayor
que todos los naturales estandar.

Tomemos a ¢ R, y sin pérdida de la generalidad, podemos suponer que a > 0
y que a es menor que un natural estidndar. De esta manera no es dificil ver que
hay un b € R infinitamente cercano a a, es decir, que |b — a| es un infinitesimal
positivo (esto puede verse en [Amorc] pag 75) y entonces |b — a|~! cumple con
lo que queremos.

Es claro que si a es mayor que todos los naturales, entonces también lo es

a — 1, por lo que en 2 tenemos que w es un conjunto numerable acotado por

arriba pero sin supremo, mientras que en R todo conjunto numerable acotado
por arriba tiene supremo. Esto puede escribirse en L, ., por lo que 2l #_ , R.
*






7 Ultrafiltros y Cardinales Compactos

En el capitulo llamado Cardinales compactos y Ultrafiltros” probamos un
teorema que nos decia cémo se comportaban los cardinales compactos con los
ultrafiltros. Ahora probaremos el reciproco de ese teorema asi que...jmanos a la
obral

Proposicién 7.1 Sea k > w tal que para todo conjunto A, todo filtro k
completo en o (A) puede extenderse a un ultrafiltro k completo enton-
ces Kk es compacto.

Prueba:

Incluso probaremos algo que pareceria ser mas que compacto, probaremos
MTCyy con A < k. Sea X un conjunto de enunciados de Ly que es k SAT y
veamos que también es SAT. Sabemos que si [X| < & no hay nada que probar
por lo que supongamos £ < |X|.

Si A € pi (X), entonces A es SAT, por lo que podemos tomar un A modelo

de A y consideraremos A =[] 2Aa/U, donde U es un ultrafiltro adecuado.
Acp. (%)
Veamos quién debe ser tal U.

Buscamos que si 0 € X, entonces 2 = o, que es equivalente a que ||o|| €
U. Asi que lo tnico que debemos hacer es mostrar que hay un ultrafiltro x
completo que extiendea C = { |o|| | o€X } .Paraesto, primero
probaremos que C' tiene kpif.

Sip < k,hayqueverque () |loa|| #0.Sea A = { o0 | a€ep }
aEp
y, como Aa = A se tiene que A € () ||oal|- Asi C tiene kpif. Entonces po-
acp

demos extender C' a un filtro x completo. Mas atin, por hipdtesis, podemos
extender a C' a un ultrafiltro x completo, de forma que el ultraproducto médulo
ese ultrafiltro sea modelo de X.

*

Ahora estudiaremos un poco mas la prueba anterior para obtener otra equi-
valencia de cardinal compacto. Teniamos que:

{ Aepe(®) | AakFo }

loll =
O { Ae€ep,(®) | oceA }.

Este tltimo conjunto tendrad un nombre especial:
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Definicién 7.2 Sea A de tamano mayor o igual que £ y S € py (A). Entonces
definimos el cono de S como S = { Bep,(4) | SCB } .

. 1. « \
Si a € A, entonces escribiremos @ en vez de {a} " . Como todo mundo sabe,
comer nieve (en especial en cono) es muy bueno, asi que diremos que un filtro
es bueno si se come a todos los conos.

Definicién 7.3 Si F es un filtro sobre o (A), decimos que F' es un filtro bueno
i { 8 | Sepi(d) ) C F

Sobre la existencia de filtros buenos tenemos lo siguiente:

Lema 7.4 Si A es de tamano al menos k, entonces g, (A) tiene un fil-
tro bueno, y si ademds k es regular, entonces este filtro es k completo.

Prueba:

Definimos F = { BCgp.(4) | haySecp.(A)conSCB } .Ve
remos que este es el filtro buscado solo veremos que cuando k es regular enton-
ces el filtro es k completo, pues la prueba del resto es casi similar. Bastaria
que probaramos que el conjunto de los conos es cerrado bajo intersecciones de
tamano menor que k. Sea u < K,

— Veepu(BeS)

= Vee S CB)

—= |JS:CB.
e

BeN { S8 | €eun }

Ahora notemos que si  es regular, entonces |J Se € p, (A), por lo que lo
3%
ultimo es equivalente a que B esté en el cono de |J Se. Asi, obtenemos lo que
Eep
queriamos.

*

Como es de imaginarse nos interesaran los ultrafiltros buenos y en relacién
con éstos, tenemos el siguiente resultado.

Lema 7.5 Sea k >w y A con |A| > k. Supongamos que U es un ultra-
filtro bueno sobre p,; (A). Entonces U es no principal.
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Prueba:

Supongamos que U es principal, de esta manera, hay {S} € U, donde S €
or (A). Como |S| < |A| existe un @ € A—S. Como U es bueno entonces a € U,
pero sabemos que {S} Na = @ por lo que ) € U lo cual es una contradiccion.
*

Ahora pasemos a ver la nueva equivalencia de cardinal compacto.

Proposicion 7.6 Si k es no numerable, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

a) Kk es compacto;

b) si|A| > k, entonces hay un ultrafiltro x completo bueno sobre g, (A) .

Prueba:

El que el inciso @) implica el b) no es mds que ligar los lemas previos. Para la
otra implicacion, solo hay que notar que en la primer prueba de éste capitulo solo
necesitamos que g, (X) tuviera un ultrafiltro x completo al que le pertenecieran
los conos de los unitarios, lo cual sucede en un ultrafiltro bueno (pues el tiene a
todos los conos).

*

En relacién a la dltima parte de la prueba que acabamos de hacer tenemos
el siguiente resultado.

Lema 7.7 Sea A con |A| > k, & regular y F un filtro k completo en
or (A). Entonces F es bueno si y solo si los conos de los unitarios
pertenecen a F.

Prueba:

Es decir, para probar que algo es bueno basta que nos preocupemos solo por
los conos de los unitarios, y no por todos los conos. Sea S € g, (A) . Como vimos

antes, tenemos que S = [ a. Ademds por nuestra hipdtesis y x completud,
a€S

sucede que S € F.
*

Quiz4 el lector esté un poco confundido y considere a los filtros buenos como
algo muy extano. Por esa razén, dedicaré lo que resta de este capitulo para
estudiar su utilidad.
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Proposicion 7.8 Sea ¥ un conjunto de al menos x enunciados y para
cada A € p, (X)), sea An E A. Si U es un ultrafiltro bueno y x completo

sobre p,, (X), entonces | Aa/UEX.
Acp,.(X)

*

Como usaremos muchas veces el caso kK = w enunciémoslo en un corolario.

Corolario 7.9 Sea ¥ un conjunto infinito enunciados y para cada A €
puw (X) sea Ax E A. Si U es un ultrafiltro bueno sobre p, (¥) entonces

[ 2Aa/U 3.

Acp(X)

*

Escribiremos 2l ~ B si hay un monomorfismo de 2( a 8. Ahora, usando este
corolario, podemos probar que toda estructura se sumerge en un ultraproducto
de sus subestructuras finitamente generadas.

Proposicion 7.10 Sea 2 una estructura infinita y U un ultrafiltro bueno

sobre p, (A), entonces A~ [[ (B)/U.
Bep, (A)

Prueba:

Llamemos ® = [ (B)/U. Buscamos mandar a cada a € A a un "vec-
Bepu (A)
torsote”de la forma (ap), donde ap € (B) para cada B subconjunto finito de
A. De esta manera es natural definir:

a st a € (B)
h(a) = (an)/U, donde ap =
* 51 a¢(B)yxe(B)

Ahora, probemos que h es un monomorfismo. Para esto, tomemos o una lite-
ral, y supongamos que 2 = o (a, b, ...) . Sin embargo (B) = o (a,b, ...) para cada
B C A finito tal que a,b, ... € B (pues o es literal) como consecuencia, tenemos
que |jo (h(a),h(d),...)]| 2 {a,b...}" . Usando la bondad de U concluimos que
DEo(h(a),h(d),..).

*
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Notemos que no podemos cambiar ”se sumerge” por ”se sumerge elemental-
mente”. Por ejemplo, cualquier ultraproducto de estructuras finitas de Q (como
orden) tendrd minimo, maximo y aparte es discreto, por lo que no es elemen-
talmente equivalente a Q.

Sabemos que las férmulas que no tienen ni — ni 3 ”bajan” por lo que usando
la proposicién anterior concluimos lo siguiente.

Corolario 7.11 Sea o una formula en la que no aparecen negaciones
nt cuantificadores existenciales entonces se tiene lo siguiente.

a) Si todas las subestructuras finitamente generadas de 2 son mo-
delo de o, entonces 2l también lo es.

b) Sea K una edad y ®© su limite de Fraissé. Si o € Th(K) entonces,
D Eo.

¢) El limite de Fraissé de grupos, anillos, médulos, érdenes par-
ciales... es un grupo, anillo, médulo, érden parcial...

*

Si el lector no sabe lo que es una edad o un limite de Fraissé no debe preo-
cuparse, pues no los usaremos en esta tesis, pero recomiendo leerlo en [Hodges]
porque esta bien bonito.

Sabemos que no hay forma de que (Q, <) ~ (Z, <), es imposible acomodar
a Q en Z. Sin embargo, si podemos acomodarlo en alguien elementalmente
equivalente a Z, incluso tenemos el siguiente gran teorema.

Proposicion 7.12 Sean 2,8 € COTO con AU infinito entonces hay una
extension elemental © de 2 tal que B ~ . Es decir, todo COTO es
suborden de alguna extension elemental de 2.

Prueba:
Sea p = {<} U { <« | beB } y consideremos el siguiente

conjunto de enunciados:

Y = ocoro
U { w<ce | z<y }.

Puesto que 2 es infinito, entonces para cada A C X finito, podemos encontrar
una expansion A de 2 que sea modelo de A. Ahora, tomemos el ultraproducto
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D de las Aa modulo un ultrafiltro bueno. De esta manera ® es una extension
elemental de 2 y claramente ‘B se sumerge en 9.
*

Ahora terminaremos con la caracterizacién de las clases EC (A) que prome-
timos hace tiempo.

Proposicién 7.13 Una clase es EC(A) si y solo si es cerrada bajo
ultraproductos y equivalencia elemental.

Prueba:

El que una clase EC (A) sea cerrada bajo ultraproductos y equivalencia ele-
mental ya lo sabfamos. Asi, tomemos K cerrado bajo ultraproductos y equi-
valencia elemental y veamos que es EC (A). Con este fin, definamos ¥ =

(| Th($B). Es claro que K C MOD (X), por lo que solo nos falta probar
BeK
la otra contencién. Tomemos 2 = 3 y para probar que pertenece a K, veamos

que es elementalmente equivalente a un ultraproducto de elementos de K. Pro-
baremos que Si A C Th (2() y es finito, entonces hay Ax € K que es un modelo
de A.

Supongamos que A = {o1,...,0,}. Si nadie de K fuera modelo de A, en-
tonces = (o1 A... ANop) € Xy asi A | - (01 A ... Aoy), pero esto es imposible.
Ahora, tomemos U un ultrafiltro bueno y sea B = [[2Aa/U. De esta manera,
B = Th (), por lo que A y B son elementalmente equivalentes.

*



8 Los teoremas de Stone y Tychonoff

Si k es compacto, jserd cierto que en cualquier dlgebra booleana x completa
todo filtro k completo puede extenderse a un ultrafiltro x completo? Sabemos
que esto es cierto para los campos k completos de conjuntos. Si el xk andlogo del
teorema de Stone fuera cierto: ” Toda dlgebra booleana x completa es isomorfa a
un campo x completo de conjuntos.®tonces tendriamos que la respuesta a esta
pregunta seria un trivial si.

Aunque ya probamos antes que no toda dlgebra completa es isomorfa a un
campo de conjuntos, jhabrd un k > w para el cual teorema de Stone siga siendo
cierto? Resulta que no, y para probar esto necesitaremos una definicién y unos
lemas.

Definicion 8.1 Sea B un dlgebra de Boole y A C B.

a) Decimos que A es una anticadena si para cualesquiera x,y € A distintos se
tiene que x Ny = 0.

b) B tiene cke (condicidn de la k cadena) si y solo si toda anticadena tiene
tamano menor que K.

¢) Escribiremos ccc (condicién de la cadena contable) en vez de c¢Xic.

Veremos que con las anticadenas podemos conocer los supremos de los idea-
les.

Lema 8.2 Sea D C B wun ideal (quizd trivial) y A C D, anticadena
maximal de D. Entonces A y D tienen las mismas cotas superiores (y
asi \| A=\/D en caso de existir).

Prueba:

Como A C D, toda cota superior de D es cota superior de A. Ahora supon-
gamos que hay b cota superior de A que no es cota superior de D. Entonces hay
deDtal qued £ by asi dAb* # 0 (y ademds d A b* € D ya que es ideal).
Hay que notar que si a € A, entonces a A (d A b*) = (a Ab*) Ad =0, por lo que
AU{d A b*} serfa una anticadena mds grandota que A, lo cual es imposible.

*

En particular tenemos que si A es una anticadena maximal en B, entonces
\/ A = 1. Usando el Lema de Zorn, es facil ver lo siguiente:
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Lema 8.3 Sea D C B un ideal (quizd trivial), entonces D tiene una
anticadena mazximal.

*

Con estos lemas podemos encontrar una equivalencia sobre las anticadenas

del algebra.

Lema 8.4 Si k > w, entonces B tiene ckc st y solo si para todo £ C B
hay A € p, (F) tal que A y E tienen las mismas cotas superiores (y
asi \| A=\/ E en caso de eristir).

Prueba:

Sea D el ideal generado por F, el cual se obtiene al tomar a todos los
elementos que son menores que uno de F, (el cual es no trivial si y solo si E tiene
puf). Es claro que D y E tienen las mismas cotas superiores, y ahora tomemos
C C D una anticadena tal que C'y D tienen las mismas cotas superiores. Como
B tiene ckc, sabemos que |C| < k.

Pero para cada b € C' (como b € D) hay S, C F finito tal que b < \/ Ss.

Ahora, sea A = |J Sp. Como A C FE y toda cota superior de A es una cota
beC
superior de C| se sigue que A y E tienen las mismas cotas superiores. Ademas,

|A| < |C|N0 < K.

Ahora, para el reciproco, tomemos una anticadena F y sea A € p,; (F) con
las mismas cotas superiores que E. Afirmamos que E = A. Supongamos lo
contrario: hay e € ' — A. Sabemos que si a € A, entonces a A e = 0, de manera
que a < e*, por lo que e* es cota superior de A. Pero entonces también deberia
serlo de F, lo cual es una contradiccién.

*

De esta manera podemos concluir que bajo ckc la k completud implica la
completud.

Corolario 8.5 Si‘B tiene ckc y es k completa, entonces B es completa.

*

El ejemplo que daremos de un algebra x completa que no es isomorfa a un
campo k completo de conjuntos serd casi el mismo que el que vimos para un
algebra completa que no es isomorfa a un campo completo de conjuntos.
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Proposicion 8.6 Sea X un espacio Hausdorff sin puntos aislados y
con una base numerable, entonces RO(X) es completa, sin dtomos y
tiene ccc.

Lo unico que falta, es lo de cce, pero ésta es una consecuencia de tener una
base numerable.
*

Y finalmente podemos ver que la generalizacién del teorema de Stone es
falsa.

Proposicion 8.7 Si B es completa sin dtomos y con ccc, entonces B no
es isomorfa a ningin campo de conjuntos X; completo (y asi, menos
a uno k completo con k > Nj).

Prueba:

Esta prueba es similar a la de que todo campo completo de conjuntos
tiene dtomos. Probaremos que si 8 es completa con ccc y es subdlgebra N
completa de p(A), entonces B tiene dtomos. Tomemos a € A y definamos

E = { CeB | aeC } .Como B es completa, entonces existe
A\ E. Como B tiene ccc, hay D C E contable tal que A D = A E. Pero como
B es subdlgebra Ry completa de p (A), tenemos que A D = () D, y razonando
de la misma forma que en la prueba antes mencionada tenemos que éste es un
atomo.

*

En particular,

Corolario 8.8 Si X es Hausdorff sin puntos aislados y con una base
numerable, entonces RO(X) no es isomorfa a algin campo k completo
de conjuntos con Kk > w.

Veamos ahora qué adecuacién del teorema de Stone se puede probar.

Definicién 8.9 Si ‘B es k completa, definimos
S.(B) = { U | U esultrafiltro k completo de B }.

Ahora consideremos la funcién:
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Ulte : B — (S, (B))

Ult(a) = { UeS,(B) | acU } .

Cuando no haya peligro de confusién, quitaremos el subindice «. La siguiente
proposicién es de rutina.

Lema 8.10

a) U € Ult(a) si y solo sia €U,
b) Ult(aVb) = Ult (a) UUIL(b),
¢) Ult(a Ab) = Ult (a) N ULt (b),

d) Ult(a*) = S (B) — Ult (a),

e) Ult(l) = S (B),

f) Ult(0) =0,

g) Si D € g, (B) entonces Ult(\ D) = (Uit D).

*

La funcién Ult casi es un monomorfismo, de hecho, lo tnico que falla es la
inyectividad y ahora veremos una sencilla equivalencia de esto mismo.

Corolario 8.11 La funcion Ult, es un monomorfismo de dlgebras
completas st y solo si todo elemento no cero estd en un ultrafiltro
completo.

Si Ult es un monomorfismo y a # 0, entonces Ult (a) # Ult (0). Pero co-
mo Ult (0) = @, entonces hay un ultrafiltro x completo que tiene a a. Para el
reciproco, tomemos a,b € B distintos y veamos que Ult (a) # Ult (b), es decir,
que hay un ultrafiltro x completo que tiene a uno y no al otro. Sin perdida de la
generalidad, podemos suponer que a % b por lo que aAb* # 0. Asf, por hipdtesis,
hay U ultrafiltro x completo tal que a A b* € U. De esta manera, a,b* € U y
también b ¢ U.

*

Con esto, ya podemos ver cudles algebras k completas son isomorfas a cam-
pos k completos de conjuntos.
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Proposicién 8.12 T'GS) Teorema General de Stone

Si B es k completa, entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

a) B es isomorfa a un campo k completo de conjuntos.

b) Todo elemento de B mo cero estd en un ultrafiltro k. completo.

Prueba:

Ya tenemos que b) implica a), por lo que sélo debemos esforzarnos por la otra
implicacién. Sea A un conjunto, B subdlgebra k completa de p (A) y C' € B con
C # (. Tomemos a € C y definamos U como el ultrafiltro principal que tiene a
a. Si hacemos U’ = U N B, entonces es facil ver que C' € U’ y que éste es un
ultrafiltro x completo en ‘B.

*

Como RO(R) no es isomorfa a un campo k completo de conjuntos para
k> w, hay A € RO(R) distinto de vacio tal que A no estd en ningin ultrafiltro
k completo. Evidentemente { A} tiene kpif para toda k y, por lo tanto, podemos
extenderlo a un filtro k completo. Asi que, no es cierto que en cualquier
algebra booleana x completa todo filtro x completo puede extenderse
a un ultrafiltro x completo, atn pidiendo que k sea compacto y el filtro sea
principal.

Ahora veremos la relacién que tiene todo esto con la topologia, podemos
darnos cuenta que Ult[B] = { Ult(a) | a€B } es base de una
topologia. De esta manera,

Definicién 8.13 Llamamos el k espacio de Stone de B a (S, (B),7), donde T
es la topologia dada por Ult[B].

Aunque todos los Ult (a) también son cerrados (pues Ult (a) es el comple-
mento de Ult (a*)) por lo que S(B) tiene una base de abiertos-cerrados. Otra
propiedad importante es la siguiente.

Proposicién 8.14 S(B) es Hausdorff y es totalmente disconexo.

Prueba:

Tomemos U y V € S(B) distintos. Asi, hay a € U tal que a ¢ V y de
esta forma U € Ult(a) y V ¢ Ult(a), por lo que V € Ult(a*). Como Ult(a) N
Ult(a*) = 0, obtenemos el resultado.
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*

Ya hemos investigando sobre axiomas de separacién y conexidad, ahora lo
que sigue es investigar sobre su compacidad. Necesitaremos una nueva definicion.

Definicién 8.15 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, decimos que X es  Lindelf
sty solo st toda cubierta abierta tiene una subcubierta de tamano menor que K.

Asi, vemos que w Lindel6f es lo mismo que compacto y wy Lindelof es lo
mismo que Lindel6f. Los espacios k Lindeléf cumplen casi lo mismo que los
compactos, pero agregando una k en los lugares adecuados.

Proposiciéon 8.16

a) X es k Lindelof si y solo si todo conjunto de cerrados con kpif
tiene interseccion no vacia.

b) X es k Lindelsf si y solo si todo conjunto de cerrados bdsicos con
kpif tiene interseccion no vacia.

c) Si k es singular, entonces X es r Lindelof si y solo si X es k™
Lindeldf.

d) X es k Lindelof si y solo si todo filtro k completo tiene un punto
de acumulacion.

e) Si X es k Lindelof y A C X cerrado, entonces A es k Lindeldf.

Las pruebas son similares a las de correspondientes de los compactos, que
pueden consultarse en [Willard] pdginas 116 a 120.
*

Ahora veremos un teorema que nos relaciona las algebras de Boole con la
topologia.

Proposicion 8.17 Si x es regular, entonces son equivalentes.

a) S(B) es k Lindelof y B es isomorfa a un campo k completo de
conjuntos.

b) Todo filtro k completo de B puede extenderse a un ultrafiltro k
completo.
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Prueba:

Las dos implicaciones son consecuencias de la siguiente afirmacién.

%) Sea 9B isomorfo a un campo x completo de conjuntos y A C B entonces A
tiene kpif siy solo si Ult[A] tiene xpif.

Esta afirmacién se sigue de que Ult es un monomorfismo. Ahora, para ver que
el inciso a) implica el b), tomemos A C B con kpif. De esta forma, Ult [A] tiene
kpif, pero éste es un conjunto de cerrados y, puesto que S (B) es k Lindeldf,
tenemos que (Ult[A] # 0. Sea U € (Ult[A]. Entonces para cada a € A,
tenemos que U € Ult(a), por lo que a € U y asi A C U.

Ahora probemos que el inciso b) implica el a). Hay que probar que B es
isomorfa a un campo k completo y basta que veamos que si b # 0, entonces b
estd en un ultrafiltro. Pero como {b} tiene xkpif, obtenemos lo que querfamos.

Sea F un conjunto de cerrados bdsicos con spif, veamos que (| E # 0.
Tomemos A C B tal que E = Ult[A]. Por %) obtenemos que A tiene kpif, de
manera que hay U ultrafiltro k completo tal que A C U. Asi, concluimos que
U € N E, por lo que éste es no vacio.

*

De esta forma, hemos obtenido una nueva equivalencia para cardinal com-
pacto.

Corolario 8.18 Si k > w es regular, entonces k es compacto st y solo
st el k espacio de Stone de cualquier campo x completo de conjuntos
es k Lindelof.

*

Willard dice que el teorema mas importante de la topologia general es el
teorema de Tychonoff. En ese caso, el teorema maés importante del x mundo
es el teorema de k Tychonoff, el cual enunciaremos a continuaciéon. Primero
necesitaremos definir lo que entendemos por el k producto de Tychonoff.

Sea { X; | i€l } una coleccién de espacios topolégicos, tomemos
J CIyparacadaj € J,sea A; C X;. Entonces definimos (Aj>j€_] , COmMOo ];[IYJ,
3
donde Y; = A; si j € Jy Y; = X, en otro caso. Notemos que si (a;) € [[ X,
icl

entonces (a;) € <Aj>jeJ si y solo si a; € A; para toda j € J y para los que no
estan en J puede valer lo que sea.



66 CAPITULO 8. LOS TEOREMAS DE STONE Y TYCHONOFF

Definicién 8.19 Sea { X; | i€l } wuna coleccion de espacios topoldgi-
cos, definimos el k producto de Tychonoff ] «Xi = (] Xi,7), donde 7 es la
el

topologia que tiene como base a
{ Uj)jes | conJe€pi(I)yUj es abierto en X; }.

Aunque claro, primero tendriamos que ver que este ultimo conjunto es base,
pero seguramente el lector no tendra problema en verlo. Este producto cumple
algunas de las propiedades usuales del producto de Tychonoff.

Tomemos X,Y espacios topolégicos, h: X — Y y sea F' un filtro en X que
sea r completo. Si tomamos D € g, (F) como h[\D] C () h[A] y D # 0,
AeD

entonces { h[A] | A€F } tiene kpif, por lo que puede extenderse a
un filtro x completo. Denotaremos a este filtro como Fj,.

Proposicion 8.20 Sea F' un filtro k completo. Entonces F' converge a
(a;) en [] «X; si y solo si para cada i € I el filtro Fy, converge a a;.

De nuevo, este resultado es andlogo al probado en el libro de [Willard].
*

.Y qué pasa con el k producto de s Lindelof? Consideremos la siguiente
afirmacion.

TT,) Teorema de « Tychonoff

El k producto de s Lindel6f es x Lindel6f.

Y ha llegado el gran momento de ver la ultima equivalencia de cardinal
compacto de esta tesis:

Proposicion 8.21 Si k > w y es regular, entonces k es compacto si y
solo si el teorema de v Tychonoff es verdadero.

Notemos que al ser compacto tenemos la siguiente equivalencia: (de nuevo
la prueba es andloga a la de compactos, que puede verse en [Willard] en las
paginas antes mencionadas).

X es x Lindeldf si y solo si todo ultrafiltro x completo en X converge.
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Asi solo tenemos que copiar la prueba del Teorema de Tychonoff (que puede
verse en [Willard]) y obtendremos el resultado. Ahora, para el reciproco, tome-
mos B un campo k completo. Veamos que S(B) es k Lindelof. Dado que 2 es
compacto, se tiene que [[ .2 es x Lindeldf. Veremos que S(B) es homeomorfo

beB
a un subespacio cerrado de [] .2y entonces tendremos el resultado. Para esto
beB
definimos:
F o S3B) — I &2
beB
FU) = (m), donde xp = 1 siy solosibe U.

Es decir, cada F' manda a un ultrafiltro a su funcién caracteristica. Clara-
mente F' no es sobre (pues cualquier vector que tenga un 1 en la entrada de
0 no puede estar en la imagen), pero si es inyectiva. Ahora probaremos que
S(B) = F[S(B)]. Para esto veremos que F' es continua y abierta.

Para ver que es continua, tomemos U € S(B) y J € p, (B), donde para
cada j € J A; es un abierto de 2 tal que F (U) € (A,). Veamos que hay un

abierto de U que bajo F se queda metido en (A4;) . Claramente podemos suponer
que A; # 2, por lo que A; = {0} 0 A; = {1} . Para cada j € J, definamos:

3* si. A;={0}.

a; =

Entonces para todo j € J, sucede que a; € U. Sea a = A a; y, como U es
completo, tenemos que a € U. Asi U € Ult (a) y claramente F[Ult(a)] C (A4;).

Antes de continuar, convengamos un poco de notacién. Tomemos b € B y

n € 2, entonces definimos b, = [] Y, donde Y, = {n} y si a # b, entonces
acB
Y, = 2. Asi alguien estd en b, si y solo si en la entrada b tiene a n. Es claro que

éstos son abiertos.

Veamos que F' es abierta. Como F[Ult (a)] = a1 N F[S (B)] y éste es abierto
(en F[S (B)]), tenemos lo que queremos.

Hemos probado que S(B) = F[S(2B)]. Ahora, solo veamos que es cerrado.
Para esto veremos que su complemento es abierto. Sea (1) ¢ F[S(B)], en-
contraremos un abierto de él que no interseca a la imagen. Consideremos al
conjunto D = { beB | ax=1 } .SiD estuvieraen S(*B), enton-
ces F(D) = (x3), por lo que D no es un ultrafiltro £ completo. Esto puede
pasar por varias razones.
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1) 0eD.

Entonces zo = 1y asi (z,) € 01 pero 01 N F[S(B)] = 0.
2) 1¢D.

Sucede algo similar a lo de arriba.
3) Haya€eDya<b, perobé¢ D.

Aqui z, =1y x, = 0, entonces (z3) € a1 N by, pero a; N by N F[S(B)] = 0.
4) Hay a € B tal que a,a* ¢ D.

Asi, z, = 24« = 0 y entonces (zp) € ap N ag, pero ap Naf N F[S(B)] = 0.
5) Hay A€ g, (D), pero NA¢ D.

Para cada a € J, tenemos que 2, = 1 y 24 = 0. De esta forma (z3) €

N a1 N (A A), pero ( N a1 N (/\A)O) N F[S(B)] = 0.
a€A acA

Solo hay que notar que () a; N (/\ A), es un abierto en el x producto. Es
a€A
por esto que usamos el k producto en vez del producto normal. De esta manera

podemos concluir que F[S(2B)] es cerrado y asi obtenemos lo que queriamos.
*



9 jAl Infinito y mas alla!

Hemos visto varias propiedades de los cardinales compactos y algunas de los
medibles, sin embargo, éstos son s6lo dos de los muchos cardinales grandes que
existen, y en este epilogo veremos algunos otros. Las pruebas de los resultados
mencionados pueden verse en [Jech| , [Kanamori] o [Drake].

Usando motivaciones topoldgicas y algebraicas, podemos dar una clasifica-
cién de subconjunto ”grande”, " pequenoz “no pequeno”de un cardinal regular.
Decimos que S C k es un cub, si es cerrado con la topologia del orden y no
acotado (el nombre cub es abreviatura de su nombre en inglés ¢losed and un-
bounded”). No es dificil probar que los subconjuntos que extienden a un cub
forman un filtro, por lo que podemos ver a este tipo de conjuntos como grandes,
y los contenidos en un cocubs (complementos de cubs) como pequetios. Los sub-
conjuntos "no pequenios” (que no éstan contenidos en un cocub) son conocidos
como estacionarios. Hay una gran cantidad de resultados interesantes sobre este

tipo de conjuntos.

Decimos que un cardinal x es de Mahlo, si es inaccesible y el conjunto de los
inaccesibles debajo de €l es estacionario. Obsérve que nada més por la definicién,
los cardinales de Mahlo son muy grandes, pues debe haber una cantidad ”no
pequena’de cardinales grandes debajo de él (ademds es posible probar que este
conjunto no puede extender a un cub). Evidentemente el primer Mahlo es mucho
mas grande que el primer inaccesible, mas aun, si x es Mahlo entonces es el k-
ésimo inaccesible.

Otro tipo de cardinales muy importantes son los débilmente compactos. Estos
deben su nombre a que los lenguajes con este tipo de cardinales cumplen un debi-
litamiento del MT'Cy,,. Decimos que p es débilmente compacto si todo conjunto
de enunciados de L, (p) es satisfacible siempre que |p| < p. Sin embargo, hay
una equivalencia més bonita, pu es débilmente compacto si y solo si es no nu-
merable y siempre que coloremos las aristas de K, (la gréfica completa de p
vértices) con verde y rosita habrd M C p de tamafio p tal que todas las aris-
tas entre los elementos de M tienen el mismo color. Esto es una generalizacién
del teorema de Ramsey (el cual afirma esto para w). Los débilmente compactos
son Mahlos, pero el primer débilmente compacto es mucho mayor que el pri-
mer Mahlo. Evidentemente todo compacto es débilmente compacto, incluso los
medibles también lo son.

Pasando los débilmente compactos, encontramos el principio conocido como
"0% existe” (zero sharp en inglés) el cual no es un cardinal, sino un principio,
que implica la consistencia de muchos cardinales grandes el cual ahora comen-
taré brevemente.
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Dada una estructura 2, decimos que S C A es un conjunto de indiscernibles,
si los elementos de S son indistinguibles mediante férmulas de primer orden. De
una manera muy imprecisa, ”0% existe”dice que L! esta generado por un cub
de ordinales indiscernibles que contiene a todos los cardinales no numerables
(la nocién de cub la vi para cardinales regulares, pero la misma definicién se
extiende a la clase de los ordinales). Este principio no sélo implica que BF # L
pues incluso w; es débilmente compacto para L.

Subiendo un poco més, (acercdndonos a la inconsistencia) encontramos a
los medibles y, como antes, el primer medible es mucho més grande que el
primer débilmente compacto. Como sabemos, después vienen los compactos, sin
embargo, es posible tanto que el primer compacto sea el primer medible, como
que sea mucho mayor.

Desafortunadamente, no hubo tiempo de verlo en esta tesis (como era plan
original), pero si tenemos un cardinal medible k, entonces podemos hacer una
ultrapotencia de BF usando al ultrafiltro de £ (aunque es necesaria una pequena
modificacién pues BF es una clase propia).

Asi, si U es un ultrafiltro no principal x completo de k, podemos definir
BF" /U el cual serd un modelo de ZFC bien fundado (por la xk completud). De
esta manera, podemos usar el colapso de Mostowski para encontrar una clase
transitiva M C BF tal que M = BF*/U. Concluimos, entonces que hay una
inmersion elemental j : BFF — M no trivial.

Es posible probar que toda inmersién elemental de BF' no trivial debe mo-
ver a un ordinal y a éste lo llamamos el punto critico de la inmersiéon. En la
construccién de arriba, resulta que el punto critico es precisamente x, por lo
que un cardinal medible es el punto critico de una inmersiéon elemental de BF
en una subclade de si mismo. El reciproco también es cierto, dindonos asi, una
nueva equivalencia de medible.

Se prueba que M # BF, de hecho U ¢ M. También sucede que mientras
que "M C M, se tiene que s C M, por lo que M no es lo suficientemente
7grueso”. Esta observacién nos da la clave para definir cardinales todavia més
grandes. Un cardinal serd supercompacto si es el punto critico de inmersiones
de BF a subclases de €l tan ”gruesasgomo queramos.

Formalmente, k es siper compacto si para todo A, hay j: BF — N C BF
inmersién elemental con punto critico x de manera que j(k) > Ay *N C
N. Todo supercompacto es compacto y es posible que el primer compacto sea
supercompacto, pero el primer medible no puede ser supercompacto.

1], se conoce como el iiniverso constructible”. Intuitivamente corresponde a los conjuntos
que .¢vVentualmente”’pueden ser definidos partiendo del vacio. Este resulta ser el modelo de
Z FC transitivo mas pequeno que contiene a los ordinales. Vease el capitulo correspondiente
de [Jech] para obtener mds informacién
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Ahora que estamos considerando inmersiones elementales de BF en una
subclase de él cada vez mas grande, es natural pensar en el caso extremo, cuando
N = BF. Decimos que k es un cardinal de Reinhardt si hay una inmersion
elemental i : BFF — BF con punto critico k. Por poco tiempo, éste fue el
cardinal grande més poderoso y monstruoso de todos, sin embargo, el famoso
teorema de la inconsistencia de Kunen, afirma que no existen los cardinales
de Reinhardt, poniendo asi, un limite a los cardinales grandes. El Axioma de
Eleccion es indispensable para la prueba de Kunen y aun no se sabe si ZF~
pudiera ser consistente con la existencia de un cardinal de Reinhardst.

En realidad, el parrafo anterior es muy descuidado, pues hay que tener cui-
dado en cémo manejamos el teorema de la inconsistencia de Kunen. Este no es
un teorema de ZFC~, pues habla sobre una inmersion elemental de BF. Para
arreglar la situacion, hay que agregar al lenguaje de la teoria de conjuntos un
simbolo de funcién i y ademads, agregar a ZFC~ los axiomas que establezcan
que 7 es una inmersién elemental no trivial, asi como nuevas instancias del
axioma de reemplazo para este nuevo lenguaje.

El matematico Paul Corrazza invento el axioma conocido como ” Wholeness
Axiom.®! cual, basicamente dice que si existe una inmersién elemental no trivial
de BF en si mismo, pero evita las instancias de reemplazo necesarias para la
prueba del teorema de inconsistencia. Este axioma, se encuentra muy arriba en
la jerarquia de los cardinales grandes, y lo mas curioso es que Corrazza llego a
él motivado por ensenanzas de los antiguos misticos chinos e hindtes.

Los principios mas fuertes sobre cardinales grandes son los .2xiomas de ran-
gogonocidos como 10, I'1, I2 e I3 los cuales afirman que hay inmersiones elemen-
tales no triviales de algunas subclases de BF en si mismas. jTanto el Wholeness
Axiom como los axiomas de rango estdn demasiado cerca de la inconsistencia!

Estos fueron sélo unos pocos de los cardinales grandes conocidos hasta aho-
ra, y sé que se iran encontrando nuevos cada vez mdas y mas grandes. ;Hasta
qué punto es razonable seguir buscando cardinales tan inmensos? En mi opinién
(como dirfa Shipon)...

”iHasta ver las estrellas de frente y no hacia arriba!”






A Notacion

Cuando escribi este trabajo, pensaba que la notacién que usé era mas o
menos estandar, pero mis sinodales me hicieron ver que no es asi, por lo que
aqui explicaré un poco la notacién usada.

La letra w siempre denotard al conjunto de los nimeros naturales, (el cual
es el primer ordinal infinito, asi como la interseccién de todos los conjuntos
inductivos). Las letras x, A, 4 siempre denotardn cardinales infinitos a menos
que se indique lo contrario. Por otro lado, «, 8,7, d, ¢ serdn ordinales (finitos o
infinitos).

El simbolo T juega dos papeles distintos, pues denota tanto al sucesor car-
dinal, como al sucesor ordinal. La forma de distinguir a cual se refiere es con la
notacién del parrafo anterior, de esta manera ™ (A*, uT) se refiere al sucesor
cardinal de (), ) mientras que a™ (3%, v, 6T, £T) se refiere al sucesor ordinal
de a (8,7,0,£). Obsérvese que cuando se trata de un nimero natural, el sucesor
cardinal y ordinal coinciden.

Un conjunto es numerable si es biyectable con los naturales y es contable
si es numerable o finito, de nuevo esta notacién no es tan estdndar y algunas
personas le llaman numerable a lo que yo llamo contable, y numerable infinito
a lo que yo llamo numerable.

Denotaré por ZF~ a los axiomas del vacio, extensionalidad, par, unién,
comprensién, potencia, infinito y reemplazo. ZFC~ se obtiene al agregar el
axioma de eleccién, y por ZFC' denotaré a los axiomas de ZFC™ mas el axioma
de fundacién. Con excepcién del primer capitulo, en toda la tesis asumo ZFC~.
La clase V' representara al universo de todos los conjuntos, y BF consta de
aquellos conjuntos cuya clausura transitiva estd bien fundada por la pertenencia.
El axioma de fundacién es equivalente a que V = BF. El capitulo 3 de [Kunen]
es muy buena referencia para este tema.

Decimos que p es un tipo (posiblemente vacio) si es un conjunto de simbolos
relacionales, funcionales y de constante (los simbolos relacionales y funcionales

pueden ser de cualquier aridad positiva). Decimos que 2 = (A, {X Q‘}) xep O

una p estructura si A es un conjunto no vacio, X A C A" cuando X es un simbolo
de relacién de aridad n, X* : A" — A si X es un simbolo de funcién de aridad
ny X% € Aen caso de que X sea un simbolo de constante. Cuando no hay
confusién escribo X en vez de X*. La clase de todas las p estructuras la denoto
como V). Al conjunto A lo llamamos el universo de . Las letras ”fraktur”, 2, 95,
etc. Siempre denotaran estructuras y, a menos que se especifique lo contrario,
A es el universo de 2, B es el universo de B, etc.
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Sea p’ un tipo tal que p C p’. Decimos que la estructura A’ € V,/ es una
expansion de A € V, si Ay A tienen el mismo universo, y los simbolos de p se
interpretan de la misma manera en ambas estructuras. De esta manera podemos
pensar que 2l se obtiene al .2gregarle.®structura a 2A. También se suele decir que
2 es un reducto de A’.

Si A,B € V, decimos que f : A — B es un homomorfismo si cumple lo
siguiente:

a) Si R € p es un simbolo de relacién de aridad n, entonces para todo
ai,...,an € A se tiene que R (ay, ...,a,) si y solo si R® (f (a1), ..., f (an)) .
b) Si F € p es un simbolo de funcién de aridad n, entonces para todo

ai, ..., an € A se tiene que f (FQl (a1, ...,an)) =F%(f(a1),....f (an)).

¢) Si C € p es un simbolo de constante, entonces f (cm) =3,

Decimos que el homomorfismo f es monomorfismo si es inyectivo, epimor-
fismo si es sobre y si es biyectivo lo llamamos isomorfismo. Escribiré 2L ~ B si
existe un monomorfismo con dominio A e imagen en B, y el que sean isomorfas
lo denotaré como 2 = 9B.Decimos que 2 es una subestructura de B si A C By
la inclusion es un monomorfismo. Esto lo abreviaré como 2 < 8.

Los conectivos 16gicos que utilizo son = (negacién), A (conjuncién), V (dis-
yuncién), — (implicacién) y <— (bicondicional), mientras que los cuantifi-
cadores son el 3 (cuantificador existencial) y V (cuantificador universal). Los
sfmbolos =, <= los uso para implicaciones y bicondicionales en el metalen-
guaje.

Si2A € V,, o es una férmula de primer orden y ai,...,a, € A entonces
escribiré 2 = o (aq, ..., a,) para denotar que .°* 2 es verdadera o (a1, ...,an)”.
Aunque intuitivamente es muy claro lo que esto significa, formalizarlo es un
poco largo. Esto puede verse en el [Hodgesc| o en [Amorc] si se quiere ver de
una manera muy formal. La teoria de 2 es el conjunto de los enunciados que
son verdaderos en 2.

Decimos que un monomorfismo f : A — B es una inmersién elemental si
para todo ai,...,a, € A, y o una férmula se tiene que 2 | o (a1, ...,a,) si y
solo si B = o (f(a1),..., f(an)). A es una subestructura elemental de B si y
solo si la inclusién es una inmersién elemental. En este caso, también decimos
que B es una extensién elemental de 2, y decimos que la extension es no trivial
si A £ B. Finalmente, las estructuras 21 y B son elementalmente equivalentes
si y solo si para todo enunciado o se tiene que 2 =0 siy solo si B E o.
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Si 2 es una estructura y S C A entonces definimos (S) como la minima
subestructura de 2l que contiene a S. Esta puede construirse intersectando a
todas las subestructuras que contienen a S, o cerrando a S bajo todas las ope-
raciones y agregando las constantes.

Si A = (A, R) donde R es un simbolo de relacién binario y a € A, definimos
ar como el conjunto que tiene a todos los R predecesores de a. Este conjunto
se conoce como el segmento inicial de a. Si 2 es un 6rden, entonces el segmento
inicial de @ no es mas que el conjunto de los elementos menores que a. Decimos
que 2 es extensional, si cualesquiera dos elementos distintos tienen segmentos
iniciales distintos.

Si A es un conjunto, entonces p, (A) denota a los subconjuntos de A de
tamafio menor que &, la notacién [A]~" también es bastante comiin en la li-
teratura. Si A y B son dos conjuntos, denotaré por 4B al conjunto de todas
las funciones cuyo dominio es A e imagen estd contenida en B. Una funcién
f:A— A es una funcién de eleccién si f () € z para todo x € A no vacio.
El Axioma de Eleccién afirma que todo conjunto tiene una funcién de eleccion.
Esta afirmacién es equivalente a que todo conjunto que no tiene al vacio tiene
una funcion de eleccion.






B Un poco de filtros y ultrafiltros

En este pequeno apéndice, repasaré algunas definiciones importantes res-
pecto a los filtros en las algebras de Boole. La intencién es recordar algunas
nociones importantes, asi como aclarar un poco sobre la notaciéon usada en la
tesis. Usaré libremente los resultados del primer capitulo de [Bell] que trata sobre
algebras de Boole, donde pueden encontrarse los resultados que a continuacién
comentaré.

Si 9B es un algebra de Boole, decimos que F' C B es un filtro si

a) 1€ F;
b 0¢F,
¢) sia€ Fya<bentonces b€ F,

sia,b € F entonces a ANb € F.

S
~—

Podemos pensar que un filtro es una medida de los elementos ”grandes” de
B, con este punto de vista, el inciso a) nos dice que el 1 es grande, mientras
que b) afirma que el 0 no es grande. El inciso ¢) establece que un elemento més
grande que uno grande es grande y finalmente, podemos pensar, que el inciso
d) afirma que los elementos de F' son tan grandes que el infimo de dos de ellos
es algo grande.

Decimos que U es ultrafiltro si es un filtro maximal, existen varias equivalen-
cias de este concepto, una interésante es que U es ultrafiltro si y solo si a € U
0 a* € U para todo a € B (donde * denota al complemento del dlgebra). Asi,
todo elemento de 9B es grande o tiene complemento grande (segin U).

El teorema del ultrafiltro (el cual es equivalente al de compacidad, como
puede verse en [Bell] paginas 104 a 105) establece que todo filtro puede agran-
darse a un ultrafiltro. Un ultrafiltro es principal si tiene un elemento minimo.
Cuando B es un §lgebra potencia (es decir, B es la coleccién de los subconjun-
tos de algiin conjunto A) un ultrafiltro es principal si y solo si tiene un unitario
y también es equivalente a tener a todos los subconjuntos cofinitos de A (un
subconjunto es cofinito si su complemento es finito). En teoria de modelos y en
topologia, nuestro principal interés es en los no principales.

La nocién dual de filtro es la de ideal. Decimos que I C B es un ideal si,

a) 0€l;
by 1¢1,
¢) sia€lyb<aentoncesbel,

S
~—

sia,be I entoncesaVvbel.
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De esta manera, si un filtro consta de los elementos grandes, un ideal tiene
a los elementos pequenos. Si F' es un filtro, se define F* = {a* | a € F'} el cual
resulta ser un ideal, conocido como el ideal dual de F. Si J es un subconjunto
de B que cumpla a), ¢) y d) (pero podria tener al 1, en cuyo caso se tendria que
J = B) decimos que J es un ideal posiblemente trivial.

Sea A C B decimos que A tiene la propiedad de la interseccion finita (lo cual
abreviaremos diciendo que A tiene pif), si el infimo de cualquier subconjunto
finito de A es distinto del cero. Los conjuntos con pif son importantes pues nos
ayudan a definir filtros. Si A C B definimos a los conjuntos:

x) A = { aA.ANa, | a,..,an €A } .

x*) AT = { b | hayacAtalquea<b } .

Noétese que A tiene pif siy solosi 0 ¢ A;. Un resultado muy importante al

respecto, es que si A tiene pif, entonces (A i)T es un filtro, de hecho, es el filtro
mas pequeno que contiene a A.

Decimos que A es base de filtro si para cualesquiera aq,...,a, € A existe
b € A distinto de cero tal que b < aq,...,a, € A. Observen que si A es base de
filtro, entonces tiene pif y ademads (AQT = AT

El conjunto A tiene la propiedad de la unidn finita (abreviada puf) si el
supremo de cualquier subconjunto finito de A es distinto de 1. Esta nocién es
la dual de pif.

Decimos que el algebra B es completa, si cualquier coleccién de elementos
de B tiene supremo e infimo. Las algebras potencia son completas, pero existen
algebras de Boole que no lo son, por ejemplo, el dlgebra que consiste de los
subconjuntos finitos y cofinitos de los naturales. De nuevo, esto puede verse con
maés detalle en los libros previamente mencionados. Si 8 es un algebra completa
y F C B es un filtro entonces el infimo de cualquier coleccién finita de elementos
de F pertenece a F. Sin embargo, de nuevo, el infimo de una coleccién arbitraria
de elementos de F' puede no pertenecer a F. En caso de que esto suceda, decimos
que F' es completo.

Sin embargo, nuestro principal interés reside en una nocién de completud
menos estricta. Dado un cardinal K > w decimos que B es K completa si toda
coleccién de menos de k elementos de B tiene supremo e infimo. En cuanto
filtros, decimos que F' es k completo, si el infimo de cualquier subconjunto de F’
de tamano menor que x pertenece a F.



C Un poco de ultraproductos

Si p es un tipo y {2l;};.; es una coleccién de estructuras, entonces podemos
formar su ”producto directo”, el cual tiene como universo al producto carte-
siano de las estructuras 2; y todo se interpreta entrada a entrada. Sin embargo,
frecuentemente varias de las propiedades bonitas de las 2I; no se preservan al rea-
lizar el producto directo. Por ejemplo, el producto directo de més de dos campos
nunca es un dominio entero. El ultraproducto es una forma de combinar” varias
estructuras en la cual se preservan muchas de las propiedades deseables de las
estructuras con las que empezamos.

Ahora definiré y comentaré algunas propiedades basicas de los ultraproduc-
tos. Las pruebas pueden encontrarse en [Hodgesc] o en [Bell], pero estoy usando
la notacién de [Hodgesc].

Sean {;},.; un conjunto de estructuras y F' un filtro en I. Si o(x1, ..., 2y)

es una férmula de primer orden y @y, ..., a, € [] Ai, definimos el valor booleano
el
de o(a1,...,ay,) como:

lo(@wan)ll = { iel | AiFo(a(),.,a (@) }

es decir, el conjunto de entradas en donde es verdadera o. Si @,b € [] 4,
iel

escribiré @ ~p b en caso de que ||6 = b|| € F (dicho de manera informal, que los

vectores @ y b coinciden en casi todas las entradas). Esta resulta ser una relacién

de equivalencia. Al cociente de esta relacion se le suele llamar [] A;/F y denoto
iel

a la clase de equivalencia de @ por a/F. Ahora, pasemos a darle estructura al

cociente.

1) Definimos el producto reducido A = [ A;/F como la estructura con universo

iel
[T A;/F y donde:
icl

a) si R es un simbolo relacional de aridad n entonces

RY(@i/F,...,an/F) <= ||R(a1, ... @)l € F;
b) si G es un simbolo funcional de aridad n entonces
GH(@1, ..y @) = (G (@1 (1), @ (1)) i1/ F
)

¢) si ¢ es un simbolo de constante entonces c* = (¢%?);¢;
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2) Si U es un ultrafiltro, le llamamos a [[ 2;/U el ultraproducto.
iel
3) En caso de que todas las 2; sean iguales a una B, entonces a [[ A;/U le
iel
llamamos la ultrapotencia y se denota B1/U.

Evidentemente es necesario probar que las definiciones previas no dependen
de los representantes elegidos. De nuevo esto puede consultarse en la literatura.
La gran importancia de los ultraproductos viene del siguiente teorema.

Teorema de Los

Sea {2;},.; un conjunto de estructuras, U un

ultrafiltro en I,2A =[] 2; /U y ag,....,a, € [] 4,
iel i€l

a) Sio € FORM entonces: ~
A a(@/U,....a,/U) < ||o(@,b)| € U.

b) Sea ¢ un enunciado, entonces:
AEo<—|o| eU.

Informalmente, decimos que el teorema de Lo$ garantiza que o es verdadera
en un ultraproducto si es verdadero en gasi todas”(o en un conjunto grande)
de sus entradas. Una muy interesante consecuencia del inciso b) es que una
estructura B es elementalmente equivalente a cualquiera de sus ultrapotencias.

Obsérvece ademas, que si U es no principal y ||U(E, E)H es cofinito entonces
A = a(a1/U,...,a,/U). Usaremos varias veces este hecho.



D Un poco de Topologia

La Topologia es una rama muy bonita y fascinante de las mateméticas.
Existe una gran cantidad relacién entre ella y la teoria de conjuntos, y en esta
tesis se muestra una muy pequena parte de esta relacion. Los conceptos basicos
pueden revisarse en el libro de [Munkres] y los més avanzados (los referentes a
filtros y convergencia) pueden consultarse en el libro de [Willard].

Un espacio topoldgico es una pareja (X, 7) donde X es un conjunto y 7 es una
coleccién de subconjuntos de X cerrada bajo uniones arbitrarias, intersecciones
finitas, y ademds X,0 € 7. A los elementos de 7 los llamamos abiertos. Los
conjuntos cerrados son aquellos cuyo complemento es abierto. Nétese que ) y X
son cerrados, la interseccién arbitraria de cerrados es cerrada, y la unién finita
de abiertos es abierta. No es raro referirnos a X como el espacio topoldgico (en
vez de a la pareja (X, 7)).

Sea (X,7) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Dado que la
unién arbitraria de abiertos es abierta, existe un abierto méximo contenido en
A (la unién de todos los abiertos contenidos en él). Este conjunto lo llamamos
el interior de A y se denota por A°. La notacién int (A) también es muy comun.
Por otro lado, como la interseccién de cerrados es cerrada, entonces existe un
minimo cerrado que contiene a A, este se llama la cerradura de A y lo llamo A.
Siae X yU C X decimos que U es un abierto de a si a € U y es una vecindad
de a si a € U°, escribiré N, al conjunto de vecindades de a. Es posible probar
que éste siempre es un filtro.

Las nociones de continuidad, compacidad ,conexo y los axiomas de sepa-
raciéon y numerabilidad juegan un papel importante en la tesis. Todas estas
definiciones pueden consultarse en el [Munkres].

Cuando estudiamos la topologia de los nimeros reales (o de cualquier es-
pacio métrico) las sucesiones son de gran ayuda, frecuentemente simplifican
argumentos complicados. Sin embargo, existen espacios topoldgicos en las que
las sucesiones son de poca ayuda o incluso son completamente intiles. La teoria
de convergencia de filtros viene a salvar esta situacion.

Sea s = (55),,¢,, Una sucesiéon de niimeros reales, para cada n € w llamemos
Col, (s) al conjunto de los s,, con m > n. Recordemos que s converge a a si y
solo si,

Para todo V' € N, hay n € w tal que Col, (s) C V.
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Observen que Col(s) = { Col,(s) | ne€w } es base de filtro,
de manera que el conjunto Col' (s) de los subconjuntos que contienen a un
Col,, (s) es un filtro. Este es llamado el filtro de las colas. Con esta nueva nota-
cién tenemos que s converge a a si y solo si N, C Col' (s). Con esto en mente
definimos, si X es un espacio topolégico, F' un filtro sobre X y a € X. Decimos
que F' converge a a si N, C F. Esto serd denotado por F' — a.

De esta manera tenemos que una sucesién converge a un punto si y solo si su
filtro de las colas converge al punto. La convergencia de filtros resulta ser una
muy buena alternativa cuando las sucesiones fallan. En el libro de [Willard] se
encuentra un muy buen estudio respecto a este tema.

Observemos que si F' — a entonces N, C F' de manera que todo abierto
de a pertenece a F. De esta manera si U es un abierto de a y B € F' entonces
U N B # ) (pues pertenece a F) por lo que a € B. Asi podemos concluir que si
F' converge a a entonces a pertenece a la cerradura de todos los elementos de
F, este es un concepto tan importante, que merece su propio nombre. Decimos

que a € X es un punto de acumulacion de F sia € (| B.
BEF

De esta manera, todo punto de convergencia es un punto de acumulacién. El
reciproco no es cierto, sin embargo un importante teorema de topologia establece
que todo ultrafiltro converge a sus puntos de acumulacion.



E Equivalencias de cardinal compacto

Si k es no numerable, entonces k es compacto si y solo si pasa alguna
de las siguientes afirmaciones equivalentes.

1. k cumple MTCy;
2. k cumple MTC,, para todo A < k;

3. en todo campo de conjuntos x completo, todo filtro x completo puede
extenderse a un ultrafiltro x completo.

4. Para cualquier conjunto A, todo filtro x completo en A puede extenderse
a un ultrafiltro k completo;

5. si |A] > k, entonces hay un ultrafiltro k£ completo bueno sobre @, (4);

6. k es regular y el k espacio de Stone de cualquier campo de conjuntos es k
Lindelof;

7. Kk es regular y cumple el k teorema de Tychonoff; el x producto de &
Lindeldf es x Lindeldf.
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F Equivalencias de cardinal medible

Si k es no numerable, entonces « es medible si y solo si pasa algu-
na de las siguientes afirmaciones equivalentes. (tristemente, no todas las
equivalencias estan probadas en esta tesis, pero pueden consultarse en los libros
de [Jech] y [Kanamori])

1. k tiene un ultrafiltro x completo no principal;

2. k tiene un ultrafiltro k completo no principal y normal (cerrado bajo
interseccién diagonal);

3. k es el punto critico de una inmersién elemental de BF en una subclase
de si mismo;

4. Si*B es un campo de conjuntos k completo, y F' C B es un filtro x completo
con |F| < k, entonces F puede extenderse a un ultrafiltro x completo;

5. k cumple el k teorema de compacidad media; si p esun tipoy ¥ = |J Xq
aER
es un conjunto de enunciados de L. (p) tal que ¥, C Xz siempre que

a < fy cada X, es satisfacible entonces ¥ es SAT.

6. k tiene la propiedad de extension; para cualquier p, toda estructura de
tamano al menos k tiene una kk extensién elemental no trivial.

7. K tiene la R, propiedad de extension; para cualquier p y 2 una pU{€} ex-
pansién de (R, €) existe, B = (B, €, ...) transitivo kk extension elemental
de 2 tal que k € B.
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