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Introduccion

El presente trabajo tiene como finalidad exponer el concepto y los ejem-
plos mas importantes de espacios topoldgicos universales, que si bien, no
es un concepto que se trate con mucha frecuencia en los cursos basicos de
topologia general, las definiciones y resultados que se tratan en estos cur-
sos aportan herramientas suficientes para exponer y entender los espacios
topoldgicos universales.

Para lograr lo anterior, este trabajo se expone utilizando la estructura
cotidiana que aparece en los principales textos de topologia general, asi co-
mo de los cursos basicos de esta materia.

Comenzamos con una breve introduccién en la cual exponemos los con-
ceptos bésicos de topologia, tales como espacios topoldgicos, funciones con-
tinuas y homeomorfismos, para después pasar a la caracterizacién de los
espacios topoldgicos en virtud de los axiomas de separacién y finalmente
concluimos el primer capitulo con el tema de productos topolégicos, el cual
es de vital importancia para el presente trabajo, ya que, con excepcién de
uno de los espacios universales expuestos aqui, todos los demas resultan ser
producto de espacios topolégicos.

Los resultados del primer capitulo nos seran suficientes para presentar los
primeros tres espacios universales, que tendran dicha propiedad con respec-
to a los espacios Ty, espacios de Tychonoff y espacios topolégicos en general.

En el segundo capitulo, introduciremos los conceptos de espacios com-
pactos, espacios métricos y espacios cero-dimensionales y, a partir de ciertos
teoremas como, por ejemplo, el teorema de Tychonoff, el cual es uno de los
resultados més importantes para el desarrollo de la topologia general, ten-
dremos herramientas suficientes para obtener un espacio universal para los
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espacios compactos, uno para espacios metrizables separables, uno para es-
pacios metrizables, uno para espacios metrizables numerables, y findlmente
uno para espacios cero-dimensionales.

Concluimos este trabajo, presentando de manera explicita los ejemplos
de los espacios universales, asi como las pruebas que justifican su caracter
de espacios universales.

Pedro Pascasio Sanchez Ferndandez.
Verano 2010.



Capitulo 1

Conceptos basicos

El presente capitulo tiene como objetivo presentar los conceptos con los
cuales se conforma la topologia general, en la primera secciéon veremos el
concepto de espacio topoldgico y las primeras definiciones y resultados que
sirven como base para esta rama de las matematicas y que serviran como
punto de partida para llegar a nuestro objetivo, los espacios topoldgicos
universales.

Posteriormente, se presentan los axiomas de separacion, los cuales car-
acterizaran los espacios topologicos de acuerdo a ciertos criterios de separa-
bilidad, dicha caracterizaciéon nos permite obtener resultados diversos y de
mayor interés de los que se pueden obtener al hablar de espacios topolégicos
en general.

Concluimos el capitulo con la operacién del producto topoldgico, la cual
nos permite, a partir de espacios topoldgicos ya conocidos, obtener nuevos
espacios topolégicos. Esta operacion sobre espacios topoldgicos es primordial
ya que la mayoria de los espacios universales que veremos seran obtenidos
a partir de esta operacion.

1.1. Espacios topoldgicos y homeomorfismos.

La topologia general aparece como consecuencia de la reestructuracién
de los fundamentos del célculo lograda durante el siglo XIX, y se concidera
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que da inicio gracias a una serie de publicaciones hechas por Cantor entre
1879 y 1884.

Ahora comencemos con las primeras definiciones.

Definicién 1.1.1. 7). Un espacio topoldgico es una pareja (X,0) que
consiste en un conjunto X y una familia O de subconjuntos de X que
satisfacen:

a) e O yXeO.
b) SiU; € O yUs € O, entonces Uy NU; € O.
c) Si AC O, entonces | JA € O.

Los subconjuntos de X que pertenecen a O son llamados conjuntos
abiertos y O es llamada una topologia en X.

2). Si para algin punto x € X y algin conjunto abierto U C X tenemos
que x € U, decimos que U es una vecindad de x.

3). Una familia B C O es una base para el espacio topolégico (X, O)
st todo conjunto abierto no wvacio de X es igual a la unién de una
subfamilia de B.

4). Una familia P C O es una subbase para el espacio topoldgico (X, O)
st la familia de todas las intersecciones finitas Uy NUzN...NUy donde
keNyU, €P parai=1,2,... k, es una base para (X, O).

5). Una familia B(x) de vecindades de x es una base local para el espacio
topolégico (X, 0) en el punto x si para toda vecindad V' de x existe
un U en B(z) tal quex €U C V.

Observacion 1.1.2. De la definicion de base, se puede ver que toda base
B de un espacio topoldgico X cumple las siguientes condiciones:

1). Para cualesquiera Uy, Us € B y cualquier punto x € Uy NUs existe un
U € B tal que x € U C Uy NUs.

2). Para toda x € X existe un U € B tal que x € U.

Ejemplo 1.1.3. Sea X wun conjunto arbitrario y O la familia de todos
los subconjuntos de X. Claramente (X, 0) es un espacio topoldgico. Este
espacio topoldgico es llamado espacio discreto, y la topologia O es llamada
topologia discreta en X.
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Definicién 1.1.4. El cardcter de un punto x en un espacio topoldgico
(X, 0) es el menor cardinal de la forma |B(z)|, donde B(x) es una base local
para (X,0) en x. Este cardinal se denota por x(z,(X,0)). El cardcter de
un espacio topoldgico (X,0) es el supremo de todos los x(z, (X, 0)) para
x € X y se denota por x(X,O).

Definicién 1.1.5. El peso w(X,0) de X es el minimo cardinal o tal que
(X, 0) tiene una base de cardinalidad . Si la topologia del espacio es clara,
podemos denotar el peso de X simplemente como w(X).

Ejemplo 1.1.6. La familia de todos los singuletes en el espacio discreto es
una base de cardinalidad minima, entonces el peso del espacio discreto X
es igual a la cardinalidad de X .

A continuacién presentamos una primera clasificaciéon de los espacios
topoldgicos de acuerdo al tamano de la base mas pequena del espacio.

Definicién 1.1.7. Si x(X,0) < R, entonces decimos que el espacio (X, O)
es primero numerable. St w(X,0) < Vg, entonces decimos que el espacio
(X,0) es segundo numerable.

Definicién 1.1.8. Sea (X,0) un espacio topoldgico; un conjunto F C X
es un conjunto cerrado si su complemento X \ F es un conjunto abierto.

Definicién 1.1.9. Para todo A C X considérese laﬁzmilia C4 de todos los
conjuntos cerrados que contienen a A. El conjunto A = (Ca es cerrado y
se llama cerradura de A.

Observacién 1.1.10. Claramente un conjunto A es cerrado si y sélo si es

igual a su cerradura, es decir A = A.

Definicién 1.1.11. El interior de un conjunto A C X es la union de todos
los conjuntos abiertos contenidos en A y se denota por intA

Observacion 1.1.12. Como en el caso de los conjuntos cerrados, un con-
junto es abierto si y solo si es igual a su interior, es decir, A = intA.

Observacion 1.1.13. FEs facil ver de la definicién de interior de un con-

junto que para todo conjunto B, se tiene que int(B) =Y \ (Y \ B)

Definicién 1.1.14. Para todo subconjunto A de un espacio topolégico X
definimos la frontera de A como el conjunto

FrA=ANnX\ A=A\ intA
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Teorema 1.1.15. Para todo subconjunto A C X las siguientes condiciones
son equivalentes:

1). El punto x pertenece a A.
2). Para toda vecindad U de x tenemos U N A # ().

3). Eziste una base local B(z) de x tal que para toda U € B(x) se tiene
que UNA# 0.

Demostracidn. 1) = 2). Supongamos que no se cumple 2), es decir, existe
una vecindad U de x tal que UNA = ). Tenemos entonces A C X\U €
Ca; entonces A C X \U y x ¢ A, es decir, 1) no se cumple.

2) = 3). Esta implicacién es obvia.

3) = 1). Supongamos que 1) no se cumple, es decir, que = ¢ A. Existe
entonces un cerrado F' € C4 tal que z ¢ F. Para el abierto V= X\ F
tenemos

zeVyVNA=0 ()

Ahora, si B(z) es una base local de = existe un U € B(x) tal que
x €U CV ypor (*) se sigue que UN A = {), es decir, 3) no se cumple.
O

Ejemplo 1.1.16. Sean R el conjunto de los niumeros reales y O la familia
formada por todos los conjuntos U C R con la propiedad de que para toda
x € U existe € > 0 tal que (x—¢,x+¢€) C U. Veamos que O es una topologia
en R. En primer lugar, R € O ya que, para toda © € R, (x — e,2 +€) C
R para toda € > 0. De manera trivial se tiene que, si x € (), entonces
(x —¢,x+¢€) C 0 para toda € > 0. Sean A,B € O yx € AN B, entonces,
existen €1,e3 > 0 tales que (x — e,z +¢€1) C Ay (x — e,z + €2) C B, sea
e = min{ey, ea}, entonces (x —e,x +¢€) C AN DB, y por lo tanto ANB € O.
Finalmente sea A C O y sea x € |J A, existe A € A tal que x € A, por lo
tanto existe € > 0 tal que (x —e,x+¢) C AC|JA.

La familia de todos los intervalos abiertos con extremos racionales es una
base para (R,O), esta es una base de cardinalidad minima, por lo tanto
(R, O) es segundo numerable.

La topologia O es llamada la topologia natural de la recta real.

Ejemplo 1.1.17. Sean I = [0, 1] el intervalo unitario cerrado y O la familia
formada por todos los conjuntos de la forma INU, donde U C R es un abier-
to con respecto a la topologia natural de R. Cldramente (I,O) es un espacio
topoldgico. La familia de todos los intervalos de la forma (q,7),[0,q), (¢, 1]
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donde q,r son racionales y 0 < ¢ < r < 1, es una base para (I,0). La
topologia O es llamada la topologia natural del intervalo I.

Teorema 1.1.18. Siw(X) < m, con m un cardinal infinito, entonces para
toda familia {Us}ses de subconjuntos abiertos de X existe un conjunto Sy C
S tal que [Sol <m y U,eg, Us = U,es Us-

Demostracion. Tomemos una base B para el espacio X tal que |B| < my
denotemos por By la coleccién de todos los U € B tal que para algin s € S
se tiene U C Us. Para cada U € By, escojamos un s(U) € S tal que

U C Us(U) (1)

De esta manera se define una funciéon s de By en S; basta demostrar que
el conjunto Sy = s(By) C S satisface el teorema. En primer lugar se tiene
|So| = [s(Bo)| < |B] < m. Ahora tomemos un punto = € | J . g Us. Existe un
se€Stal quex € Us yun U € B tal que z € U C Us; claramente, U € By
y s(U) € Sp. Por lo tanto de (1) tenemos:

IIJEUCUS(U)C U Usv
s€SH

Entonces (J,cg Us C U,es, Us- La inclusién inversa es obvia. O

El siguiente resultado es de suma importancia para el desarrollo de este
trabajo, ya que nos permite, a partir de una base cualquiera para un espacio
topoldgico, obtener una base de tamano minimo.

Teorema 1.1.19. Si w(X) < m, m > Ry, entonces para toda base B de X
existe una base By tal que |By| < m y By C B.

Demostracion. Sea B = {Us}scs una base para X y tomemos una base
B1 = {W,;}ier para X tal que |T| < m. Para toda t € T sea

St)={se 8| U, c W,}.

Como B es una base de X, tenemos que Uses(t) Us = W y por 1.1.18 existe
un conjunto Sy(t) C S(t) tal que

[So(t)] <m (2)

w,=J v.= (U U. (3)

s€S(t) SESy(t)
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Sea By = {Us}ses,(t),ter- Como |T| <m, de (2) y de la igualdad m? =m,
ya que m es un cardinal infinito, se sigue que |By| < m. Ahora basta probar
que By es una base para X. Sea x € X un punto arbitrario, y sea V una
vecindad de x. Como B; es una base, para algun t € T se tiene x € W, C V
y por (3) existe un s € Sy(t) tal que x € U; C Wy C V. Como U € By, By
es una base para X. O

Definicién 1.1.20. Si O; y Oy son dos topologias en X y Oz C Oy, en-
tonces decimos que la topologia O1 es mds fina que la topologia Os o que la
topologia Oy es mds gruesa que la topologia O1.

Definicién 1.1.21. Sea X un espacio topoldgico:

1). A la unidn numerable de subconjuntos cerrados de X se le llama con-
junto del tipo Fy.

2). A la interseccion numerable de subconjuntos abiertos de X se le llama
conjunto del tipo G .

Ahora introducimos el concepto de funcién continua el cual, de man-
era intuitiva, se podria decir que consiste en funciones que mandan puntos
cercanos a un conjunto F', a puntos cercanos a la imagen de F.

Definicién 1.1.22. Sean (X,0) y (Y,0’) dos espacios topoldgicos; una
funcion f de X a'Y se llama continua si f~1(U) € O para todo U € O'.
i.e., si la imagen inversa bajo f de cualquier conjunto abierto en'Y es abierto
en X.

Definicién 1.1.23. Una funcion continua f : X — Y es llamada cerrada
(abierta) si para todo conjunto cerrado (abierto) A C X, la imagen f(A)
es cerrada (abierta) en'Y .

El siguente resultado aporta una herramienta importante para verificar
la continuidad de una funcién de acuerdo a diversos criterios.

Teorema 1.1.24. Sea f una funcion de un espacio topoldgico X a un
espacio topoldgico Y, las siguientes condiciones son equivalentes:

1). La funcion f es continua.

2). La imagen inversa de todo miembro de una subbase P de 'Y es un
abierto en X.

3). La imagen inversa de todo miembro de una base B de Y es un abierto
en X.
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4)-

5).
6).
7).
8).

Existen sistemas de vecindades {B(x)}zex y {Dy)}tyey para X y Y
respectivamente, tales que para toda x € X yV € D(f(x)) existe un
U € B(x) que satisface f(U) C V.

La imagen inversa de todo conjunto cerrado de'Y es un cerrado en X.

Para todo A C X se tiene f(A) C f(A).

Para todo B C'Y se tiene f~1(B) C f~1(B).
Para todo B CY se tiene f~1(IntB) C Intf~1(B).

Demostracion. 1) = 2) es obvio.

2)

= 3). Sea P una subbase para Y tal que f~1(V) es abierto en X para
todo V' € P. Consideremos la base B para Y que consiste en todas las
intersecciones finitas V; N Vo N ... N Vi de miembros de P; como

ffvinVen. V) = ff i) n f T (Ve) e f (),

las imédgenes inversas de todos los elementos de de B son abiertos en
X.

= 4). Sean B una base para X y D una base para Y y sean B(x) =
{UeB|lxzeU}lyDx)={V e€D|zecV} Seax € X, para cada
V € D(f(z)), por hipétesis, existe un W € B tal que f~1(V) = W
y © € W, entonces existe U € B(x) tal que W C U, por lo tanto
fU)c f(w)cv.

= 5). Sea B = B un subconjunto cerrado de Y. Como f~1(B) =
X\ f~Y(Y \ B), es suficiente mostrar que la imagen inversa de Y \ B
es un abierto en X. Para lograr esto debemos mostrar que cada punto
z € f~1(Y\B) tiene una vecindad U que estd contenida en f~1(Y'\ B).
Para cada z € f~1(Y \ B) tenemos f(x) € Y \ B; entonces existe un
V € D(f(z)) tal que V. C Y \ B. Por hipétesis existe un U € B(x) que
satisface f(U) C V; claramente

zeUC fTHfU)C fH(V)C fTH(Y\B).

= 6). Tenemos que f~1(f(A)) es un conjunto cerrado que contiene a

A, y entonces A C f71(f(A)), ya que A es el cerrado mas pequeiio
que contiene a A, lo que nos da

F(A) C FFHF(A) C F(A).
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6) = 7). Aplicamos 6) a A = f~!(B) y obtenemos la inclusién

f(f~1(B)) C ff~'(B) C B,

lo que nos da f~1(B) C f~(B).

7) = 8). Aplicamos 7) a Y\ B y obtenemos la inclusién

fHY\B)c 1Y\ B)

lo que nos da

[ ItB) = fTHY\Y\B) =X\ fTH(Y \ B)

CX\fHY\B)=X\X\f1(B)
=Intf'(B).

8) = 1). Para todo abierto U C Y tenemos U = IntU, y se sigue de
8) que f~1(U) c Intf~1(U) c f~1(U). Entonces tenemos f~}(U) =
Intf~Y(U), i.e., f~1(U) es abierto en X.

O

Ejemplo 1.1.25. Si X es un espacio discreto, entonces cualquier funcion
de X en cualquier espacio topologico Y es continua.

Si en un conjunto X definimos dos topologias O1 y Oz, entonces la
funcion identidad idx es una funcion continua de (X, 01) en (X,02) siy
solo si la topologia O1 es mds fina que la topologia Os.

Teorema 1.1.26. Sea X un conjunto y sea B una familia de subconjuntos
de X que cumple lo siguiente:

1). Para cualesquiera conjuntos Uy,Us € B y para cualquier punto x €
Ui NUs; existe un U € B tal que x € U C Uy NUs.

2). Para todo x € X existe un U € B tal que x € U.

Sea O la familia de todos los subconjuntos de X que son uniones de subfa-
milias de B, es decir, U € B si y sdlo si U = |J By para alguna subfamilia
By de B. La familia O es una topologia para X y B es una base para esta
topologia.

La topologia O se llama topologia generada por la base B.
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Demostracién. Es clarol que § € B y por la condicién 2) |JB = X. Sean
Ui,Us € O, tenemos que Uy = (J,cgUs y Uz = U,cp Us , donde Uy y Uy
estan en B para toda s € Sy t € T. Como

U1 N UQ = U Us N Uta
seS,teT

y para todo = € Uy NUs existe un U(x) € B tal que
xeU(x) CUs N,

se tiene que Us N U; = |J By para By = {U(z) | « € Us N Uy, por lo tanto
UinNnU; €B.

De la definicién de O es calro que la unién generalizada de elementos de O
esta en O y que B es una base para O. O

Teorema 1.1.27. Supongamos que tenemos un conjunto X, una familia
{Ys}ses de espacios topoldgicos y una familia de funciones {fs}ses, donde
fs es una funcion de X a Ys. En la clase de todas las topologias en X que
hacen a todas las fs continuas existe una que es la mds gruesa; esta es la
topologia O generada por la base que consiste de todos los conjuntos de la
forma ﬂle fs’il(‘/}), donde k € N, s1,82,...,8, € S y V; es un abierto de
Ys, parai=1,2,... k.

La topologia O es llamada la topologia generada por la familia de funciones

{fs}565~

Demostracion. Primero veamos que la familia B que consiste de todos los
. ko op— .
conjuntos de la forma ();_; f;,'(V;) cumple con las condiciones del teorema

1.1.26; sean A; = ﬂf;l 1 (Vii),con j =12y s;; €Sy tales que 4; N

Sj.i
Ay # 0. Como AjNAy = (V1L 5,y f1 1 (Vji), A1NAs € B. La otra condicién
se sigue del hecho de que para toda z € X, z € f; (V). Por la manera en
que construimos B queda claro que todas las fs son continuas con respecto
a la topologia O generada por la base B. Sea O’ una topologia tal que todas
las f, son continuas con respecto a la topologia O" de X, entonces para todo
abierto V en Y; se tiene que f~1(V) es un elemento de O’ y la interseccién
finita de todos los conjuntos de esta forma es un abierto en (X, 0'), es decir,
todo elemento de B estd en O y por lo tanto O C O'. O

Definicién 1.1.28. Una funcidn continua f : X — 'Y se llama homeomor-
fismo si f es biyectiva y la funcidn inversa f~' de Y en X es continua.
Dos espacios topolégicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo de
XenY.
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Teorema 1.1.29. Para una funcion inyectiva f de un espacio topoldgico X
sobre un espacio topologico Y las siguientes condiciones son equivalentes:

1). La funcién f es un homeomorfismo entre X y Y.

2). La funcion f es cerrada.

3). La funcion f es abierta.

4). El conjunto f(A) es cerrado en'Y siy sélo si A es cerrado en X.
5). El conjunto f~1(B) es cerrado en X si y sélo si B es cerrado en'Y.
6). El conjunto f(A) es abierto en'Y si y solo si A es abierto en X.

7). El conjunto f~Y(B) es abierto en X siy solo B es abierto en'Y .

Demostracion. La equivalencia entre 1) y 2) as{ como entre 1) y 3), se sigue
del hecho de que (f~!)71(A4) = f(A) para todo A C X donde el lado
izquierdo de la igualdad es la imagen inversa de A bajo la funcién f~!. La
equivalencia entre 2) y 4), as{ como entre 3) y 6), se sigue de la igualdad
A = f71f(A). De la equivalencia entre 1) y 4) y entre 1) y 6) se sigue que
5) y 7) son equivalentes y estas tltimas son equivalentes a que f~! sea un
homeomorfismo, lo cual es equivalente a 1).

O

Ejemplo 1.1.30. Sean X, Y cualesquiera dos conjuntos de la misma car-
dinalidad, y consideremos en los dos conjuntos la topologia discreta. Obuvi-
amente, cualquier funcion uno a uno de X sobre Y es un homeomorfismo.
Por otro lado, si los espacios discretos X, Y tienen distinta cardinalidad,
entonces no pueden ser homeomorfos. Por lo tanto, el espacio discreto X
depende -salvo homeomorfismos- solo de la cardinalidad de X. El espacio
discreto de cardinalidad m sera denotado por D(m).

Las funciones continuas y los homeomorfismos fueron considerados por
primera vez por Frechet[8] en su trabajo de 1910 Les dimensions d’un en-
semble abstrait.

Teorema 1.1.31. Supongamos que tenemos un espacio topoldgico X y un
conjunto M C X. La familia O de todos los conjuntos M NU, donde U es
abierto en X es una topologia para M.
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Demostracién. La primera condicion se satisface ya que ) = M Ny M =
M N X. Las otras dos condiciones se siguen de las igualdades

(MAU)N(MNU) =Mn(UnT:) y | JMnU)=Mn| ] U,
SES seS

y por lo tanto, (M, Q) es un espacio topoldgico. O

Definicién 1.1.32. Sea X wun espacio topolégico y M C X. El espacio
topolégico (M,Q), donde O = {M NU | U es abierto en X} es llamado
subespacio del espacio X, y la topologia es llamada topologia inducida o
topologia de subespacio.

Definicién 1.1.33. Para todo espacio topologico X y todo subespacio M de
X, la funcion definida como iy (x) = x es una funcion de M en X; como
iyt (U) = M NU, esta funcion es continua. La funcion iny : M — X se
llama encagje del subespacio M en el espacio X.

Definicién 1.1.34. Una funcion f : X — Y es un encaje homeomorfo
si es la composicion de un homeomorfismo y un encaje, i.e., si existe un
subespacio L de Y y un homeomorfismo f': X — L tal que f =i f'.

Definicién 1.1.35. Las propiedades de espacios topolégicos que se preser-
van bajo homeomorfismos se llaman propiedades topoldgicas.

1.2. Axiomas de separacién

En esta seccién, veremos una forma de caracterizar a los espacios topologi-
cos, y dicha caracterizacién sentard las bases para construir los primeros
espacios universales que veremos.

En la primera seccién definimos los axiomas de numerabilidad (primero
numerable y segundo numerable) los cuales se refieren al tamafio de las
bases mas pequenas del espacio, en esta seccién introducimos criterios para
clasificar los espacios topolégicos de acuerdo a la manera en que pueden ser
separados los puntos del espacio y los subconjuntos cerrados.

Definicién 1.2.1. Un espacio topoldgico X es Ty si dados p,q € X, p # q,
existe un abierto que contiene a uno de ellos, pero no al otro.

Definicién 1.2.2. Un espacio topolégico X es llamado T} si para cualquier
par de puntos distintos x1,x2 € X existe un conjunto abierto U C X tal
quex1 €U yaxa ¢ U..
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Observacién 1.2.3. Notemos que en todo espacio Ty, X, todo punto x € X
es la interseccion de todas sus vecindades y también que, para todo punto
x € X, el conjunto {x} es un conjunto cerrado.

Ejemplo 1.2.4. Sea R la recta real con la topologia natural, sean x1,xo €
R. Supongamos sin pérdida de generalidad que x1 < 2. Sea q un racional tal
que 1 < q < 3 y tomemos p,r cualesquiera racionales tales que p < x1 <
q < xo < r, entonces (p,q) y (q,r) son dos abiertos tales que x1 € (p,q),
x1 ¢ (q,7), x2 € (q,7) yx2 & (p,q), por lo tanto R es un espacio T;.

De manera similar se prueba que el intervalo I es T7.

Definicién 1.2.5. Un espacio topoldgico es llamado Ty o espacio de Haus-
dorff si para cualesquiera dos puntos x1,xs € X distintos existen conjuntos
abiertos Uy, Us C X tales que x1 € Uy, x9 € Uy y Uy NU3 = (.

Definicién 1.2.6. Un espacio topologico X es llamado T5 o espacio reqular
st X es un espacio 11 y para cualquier x € X y cualquier conjunto cerrado
F C X tales que x ¢ F, existen conjuntos abiertos Uy, Us tales que x € Uy,
F cU, yUlﬂUQZ(Z).

Definicién 1.2.7. Un espacio topoldgico X es un espacio de Tychonoff o
TS%, st X es un espacio T1 y para cada x € X y cada conjunto cerrado
F C X tales que x ¢ F existe una funcién continua f : X — I tal que

f(@)=0y f(y)=1paray € F.

Observacién 1.2.8. Un espacio T X es un espacio de Tychonoff si y sdlo
st para cada v € X y cada vecindad V de x existe una funcion continua
f:X—>Ttal que f(z)=0y f(y)=1paraye X \V

Los espacios de Tychonoff difieren ligeramente de las otras clases de
espacios, se dice que es una definicién externa ya que supone la existencia
de objetos externos al espacio en consideracién, en este caso la funcién
continua del espacio en el intervalo 1.

Definicién 1.2.9. Un espacio topoldgico X es llamado Ty o normal, si
X es un espacio Ty y para toda pareja de subconjuntos cerrados y ajenos
A,B C X existen abiertos U,V tales que ACU, BCV yUNV =0.

El siguiente resultado nos permite ver a los espacios de Tychonoff en
términos de la base del espacio formada por las imagenes inversas del 0.

Teorema 1.2.10. Un espacio topologico T1 X es un espacio de Tychonoff
sty solo si para cada x € X y cada vecindad V' de x la cual pertenece a una
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subbase fija P existe una funcidon continua f : X — I tal que f(z) =0y
fly)=1paraye X\ V.

Demostracion. =) Esta implicacién se sigue del hecho de que X \ V' es cer-
rado y no contiene a z.

<)Sea x € X y F un conjunto cerrado tal que x ¢ F. Por la definicién
de subbase, existen Vq, Vs, ..., Vi € P que satisfacen x € ﬂle V;Cc X\ F.
Para ¢ = 1,2,...,k tomemos la funcién f; : X — I tal que fi(z) =0y
fily) = 1 para y € X \ V;. Ahora tenemos que si f = max(fi, f2, ..., fx),
f(z)=0y f(y) =1paray € F. O

Mas adelante, veremos que la recta real R y el intervalo I con la topologia
natural son espacios de Tychonoff.

Es claro que si un espacio topoldgico es T; para algin ¢ = 0,1,2,3,4,
entonces también es T; para j < i, el problema aparecerd al querer veri-
ficar que todo espacio T es un espacio de Tychonoff. El siguiente resultado
resuelve este problema y deja claro que esta condicién siempre se cumple.

Teorema 1.2.11 (Lema de Urysohn). Para toda pareja de conjuntos cer-
rados A y B ajenos en un espacio normal X, existe una funcion continua
f:X — 1 tal que f(z) =0 para toda v € A y f(x) =1 para toda x € B.

Demostracion. Para todo nimero racional r en el intervalo [0, 1] definamos
un subconjunto abierto V. C X con las siguientes condiciones:

V,. C V, siempre que r < 1/, (4)
AC Vo, BC X\ W (5)

Los conjuntos V,. seran definidos de manera recursiva. Arreglemos en una
secuencia infinita r3, 74, . . . todos los nimeros racionales en el intervalo (0, 1)
ysear; =0y ry =1 Tomemos Vy = U y V3 = X \ B, donde U es un
abierto que satisface A C U C U C X \ B. Para ver que existe dicho abierto
U, veamos que, como X es Ty, existen abiertos U y Uy tales que A C U,
B CcUyyUNUy =0, entonces U C X \Uy C X\ B, donde X \ Uy es un con-
junto cerrado que contiene a U, por lo tanto A C U Cc U € X\ Uy C X\ B,
ya que U es el cerrado mas pequefio que contiene a U.

Obviamente, Vy C V;. Para k = 2 se satisfacen la condicién (5) al igual
que la condicién

V. C Vi, siempre que r; <7;jyi,j <k. (6)
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Supongamos que los conjuntos V,, estan ya definidos para ¢ < n, donde
n > 2y satisfacen (6) para k = n. Denotemos por r; y 7, aquellos niimeros
de r1,72,...,7, que estdn mas cerca de r,4+1 desde la izquierda y desde la
derecha respectlvamente Como 7; < 7y, se sigue de (6) para k = n que
V,, C V. . Sea U un abierto que satisface V,, C U C U C V,,,. Tomando
Vipir = U obtenemos conjuntos V, ,V;,,...V, ., que satlsfacen (6) para
k =n+ 1. La sucesién V,,, V,,, ... obtenida de esta manera se sujeta a las
condiciones (4) y (5).

Consideremos la funcién f de X en I definida por la funcién

o) = inf{r |z € V,.} paraz €V,
V=11 paraxz € X \ 'V}

Como (5) implica que f(A) C {0} y f(B) C {1}, sélo basta probar que
f es continua; en virtud del teorema 1.1.24, es suficiente mostrar que la
imagen inversa de los intervalos [0,a) y (b,1], donde a < 1y b > 0, son
abiertos. La desigualdad f(z) < a se mantiene si y sélo si existe r < a tal
que x € V., entonces el conjunto f~1([0,a)) = U{V, | < a} es abierto.
Y la desigualdad f(x) > b se mantiene si y sélo si existe un ' > b tal que
x & V., el cual - en virtud de (4) - significa que existe una r > b tal que
x ¢ V,.. Entonces, el conjunto

) = (HXN\V 17> 0y = X\ [V, |7 > b}

también es un conjunto abierto. O

Corolario 1.2.12. Un subconjunto A de un espacio normal X es un con-
junto Gg cerrado si y solo si existe una funcion continua f : X — I tal que

A= f710).

Demostracion. El conjunto de un punto {0} C I es un G5 cerrado, entonces
para toda funcién continua f : X — I, la imagen inversa f~1(0) es un Gs
cerrado.

Ahora, sea A un Gy cerrado en un espacio normal X . El complemento de A
es un F,, es decir, X \ A = |J;2, F}, donde F; = F; parai=1,2,.... Por el
lema de Urysohn, para i = 1,2, ... existe una funcién continua f; : X — I
tal que fi(z) = 0 para x € Ay fi(x) = 1 para « € F;, Por lo tanto la

funcion
oo

) parax € X

[\D‘,_.
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es continua de X en I. Para x € A claramente tenemos que f(z) = 0; y si
z ¢ A existe una i tal que = € F;, y se tiene que f(z) > % fi(z) = 3 > 0.
Entonces A = f~1(0).

O

Corolario 1.2.13. Un subconjunto A de un espacio normal X es un Fy,
abierto si y sélo si existe una funcion continua f : X — I tal que A =

F7H(0,1]).
Corolario 1.2.14. Todo espacio normal es un espacio de Tychonoff.

Definicién 1.2.15. Dos subconjuntos A y B de un espacio topolégico X
estan completamente separados si existe una funcion continua f : X — I
tal que f(x) =0 para x € A y f(x) =1 para x € B y decimos que f separa
a los conjuntos A y B.

Definicién 1.2.16. ). Un subconjunto A de un espacio X es nulo en X
si existe una funcion continua f : X — I tal que A = f~1(0).

2). UC X es cocero en X si X \U es nulo en X.

El siguiente resultado nos permite ver que existen cierto tipo de bases
caracteristicas para los espacios de Tychonoff.

Teorema 1.2.17. Un espacio topologico T1 X es un espacio de Tychonoff
sty solo si la familia de todos los conjuntos cocero es una base para X.

Demostracion. Primero tomemos un espacio de Tychonoff X y sea B la
familia de todos los conjuntos cocero en X. Tomemos U,V € B tales que
UNYV # (), existen funciones continuas fir v fi- tales que f(jl(O) =X\Uy
[ 0)=X\V.Seaz cUNVysea F=X\(UNV)=(X\U)U(X\V),
F es cerrado y = ¢ F, entonces, como X es un espacio de Tychonoff, existe
f:X = Ttal que f(x) =1y f(F) C {0}, entonces x € UNV que es
cocero. Ahora sea z € X y sea U un abierto que contiene a x, se tiene que,
existe f: X — I tal que f(z) =1y f(X\U) C {0}, por lo tanto U € B,
con lo cual queda probado que B es una base.

Por otro lado, sea X un espacio T; y sea B una base formada por conjuntos
cocero, tomemos un elemento z € X, existe un U € B tal que z € U, y por
hipdtesis, existe f : X — I tal que f(z) =1y f(X\U) C {0}, por lo tanto,
X es un espacio de Tychonoff. O

Definicién 1.2.18. Un espacio topoldgico X es perfectamente normal si X
es normal y todo conjunto cerrado de X es un Gy.
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1.3. Productos Topolégicos

Para finalizar el primer capitulo, en esta seccién introducimos el con-
cepto de producto topolégico, el cual, como se mencioné al principio es
determinante en el estudio de los espacios universales, ya que la mayoria de
los ejemplos que se presentaran, son productos topoldgicos.

El producto topolégico es una operacion de espacios topoldgicos, enten-
diendo estos ultimos como métodos para construir nuevos espacios topolégi-
cos a partir de otros espacios dados. En la primera seccién se menciona una
operacion, la de subespacio, pero no se le pone tanta atencién ya que los
resultados referentes a esta operacién que utilizaremos son sencillos e inclu-
so intuitivamente claros. Existe también la operaciéon de suma de espacios
topoldgicos, pero esta carece de importancia para el objetivo de este trabajo.

La operacion del producto topoldgico en variedades fue expuesta por
primera vez en el trabajo de Steiner de 1908. Frechet[8], en 1910 fue el
primero en tratar los productos topoldgicos finitos. En la década de los
anos veintes del siglo pasado se realizé mucho trabajo en lo que se refiere al
producto topoldgico finito y numerable, y fue Tychonoff[10] el que definid,
en 1930, el producto topoldgico para una cantidad arbitraria de espacios
topoldgicos.

Definicién 1.3.1. Supongamos que tenemos una familia {X;}ses de es-
pacios topoldgicos. Consideremos el producto cartesiano X = [[,.q Xs ¥y la
familia de funciones {ps}scs, donde p, asigna al punto v = {x,} € [[,cq Xs
su s-ésima coordenada xs € X,. El conjunto X =[], g Xs con la topologia
generada por la familia de funciones {ps}ses es llamado producto topoldgico
de los espacios {Xs}ses y esta topologia es llamada topologia de Tychonoff
en [[,cq Xs; las funciones ps : [[,cq Xs — Xs son llamadas proyecciones
de [[,cg Xs en X,. Si todos los espacios en la familia {X;}ses son iguales
entre si, i.e., st Xs = X para s € S, entonces el producto topoldgico [, .o Xs
también se denota por X™, donde m = |S|.

ses

El siguiente teorema nos permite obtener una base para el producto
topoldgico a partir de las bases de los espacios que lo forman.

Teorema 1.3.2. La familia de todos los conjuntos [[,.q Ws, donde W, es
un abierto de X5 y Ws # X solo para un nimero finito de s € S, es una
base para el producto topoldgico [], g Xs.

Mas atun, si para cada s € S se fija una base Bs para X, entonces la
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subfamilia formada por los [[,.¢ Ws para los cuales Wy € B, siempre que

W, # X, también es una base.

Demostracion. Por 1.1.27, la familia de todos los conjuntos de la forma
ﬂle ps_il(Wsi) donde k € N, s1,82,...,8; € Sy Wy, es abierto en Xg,, es
una base para [ ], g Xs. Entonces, para probar la primera parte es suficiente
ver que:
pS_Ol(WSO) = H W, donde W, = X para s # s
seS

<H Ws> N (H W;) = [[w.nw)).

ses sES sSES

y que

La segunda parte es una consecuencia inmediata de la definicién de base. [

Los siguientes tres teoremas son fundamentales, ya que muestran co-
mo ciertas propiedades de separabilidad se preservan bajo la operacién del
producto topolégico.

Teorema 1.3.3. Todo producto topoldgico de espacios Ty es un espacio Tp.

Demostracion. Sea {X;}ses una familia de espacios Tp, y sean

2,y € [[,eq Xs con z # y. Existe s € S tal que py(z) # ps(y). Como X,
es un espacio Ty, supongamos, sin pérdida de generalidad, que existe una
vecindad Vs C X de ps(x) que no contiene a ps(y), y p; 1(Vs) es un abierto
en J], ¢ Xs que contiene a x y no contiene a y. O

Teorema 1.3.4. El producto topoldgico de espacios de Hausdorff es un
espacio de Hausdorff.

Demostracion. Sea {X}ses una familia de espacios de Hausdorff y sean
z,y € [[,cq Xs. Existe s € S tal que ps(z) # ps(y). Como X, es un espacio
de Hausdorff, existen Uy, V, C X, tales que ps(x) € Us, ps(y) € Vs y
Us NV = 0. Entonces « € p; ' (Us), y € p; ' (Vs), v 5" (Us) Ny H(Vs) =
0. O

Teorema 1.3.5. Todo producto topolégico de espacios de Tychonoff es un
espacio de Tychonoff.

Demostracion. Sea {Xs}secs una familia de espacios de Tychonoff, por el
teorema 1.2.10 es suficiente probar que para todo x = {zs} € [[,cg Xs ¥
toda vecindad V' de x de la forma ps_ol(WSO), donde W, es un subconjun-

to abierto de X, existe una funcién continua f : [[,.¢ Xs — I tal que
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fx) =0y fly) =1paray € [[,cgXs \ V. Como X, es de Tyconoff, si
tomamos la composicién fops,, donde fy : X, — I satisface fo(zs,) =0y
fo(Xey/Way) © {1}, vemos aue fops, (@) = fo(s,) = 035y € [[,os Xo\V.
entonces ps,(y) € X, \ Wy, v por lo tanto fops,(y) € {1}. O

A continuacién, probaremos que si el peso de cada uno de los elementos
de una familia { X, }scs de espacios topoldgicos es menor que un cardinal in-
finito m, entonces el producto topologico tendra peso menor que m siempre
y cuando el conjunto S de indices tenga cardinalidad a los mas m.

Teorema 1.3.6. Siw(X;) < m > Ry para toda s € S y |S| < m, entonces
W([[seg Xs) <m.

Demostracion. La prueba se sigue del teorema 1.3.2, donde se toma como
B cualquier base de X tal que |B;| < m. O

Definicién 1.3.7. Supongamos que tenemos un espacio topoldégico X, una
familia {Y;}ses de espacios topoldgicos y una familia de funciones continuas
{fs}ses, donde fs: X — Y. La funcidn que asigna a cada punto x € X el
punto {fs(x)} € [[,cgYs es continua. Esta funcion es llamada diagonal de
las funciones {fs}ses y se denota como Agcs fs

Definicién 1.3.8. Supongamos que tenemos un espacio topolégico X, una
familia {Y;}ses de espacios topoldgicos y una familia de funciones continuas
F ={fs}ses, donde fs: X — Y. Decimos que la familia F separa puntos
st para cada par de puntos distintos x,y € X existe una funcion fs € F tal
que fs(x) # fs(y). Si para cada x € X y cada cerrado F C X tal que x ¢ F
existe una funcion continua fs € F tal que fs(x) ¢ fs(F), entonces decimos
que la familia F separa puntos y conjuntos cerrados.

Lema 1.3.9. Si la funcion continua f : X — Y es uno a uno y la familia
cuyo unico elemento es f separa puntos y conjuntos cerrados, entonces f es
un encaje homeomorfo.

Demostracion. Como f es uno a uno y continua, basta ver que es una fun-
cién cerrada sobre su imagen, para lo cudl es suficiente mostrar que para
todo conjunto cerrado F' C X se tiene

fF) = f(X) N f(F). (7)
Siy=f(z) € f(X)\ f(F), entonces ¢ F y y= f(z) ¢ f(F). Entonces el
lado derecho de (7) esté contenido en el lado izquierdo. La inclusién inversa
es obvia. 0O
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El siguiente teorema es de vital importancia, ya que establece una her-
ramienta esencial para ver que un espacio topolégico es universal y que
resultard en la mayoria de los casos el homeomorfismo que encaja a un
espacio dentro del espacio universal correspondiente.

Teorema 1.3.10 (Teorema diagonal). Si la familia F = {fs}ses de fun-
ciones continuas, donde fs : X — Yy, separa puntos, entonces la diagonal
f=A0sesfs: X = [l,eqYs €s uno a uno. Si adicionalmente, la familia F
separa puntos de cerrados, entonces f es un encaje homeomorfo.

Demostracion. Si la familia F separa puntos, entonces para cada pareja de
puntos distintos z,y € X existe un f; € F tal que fs(x) # fs(y) lo que
significa que f es una funcién uno a uno.

Si la familia F separa puntos de cerrados, entonces la familia {f} también
lo hace, porque si f(z) € f(F) para un F = F C X, entonces fs(r) =
psf(z) € ps(f(F)) Cpsf(F)) = fs(F) para toda s € S. Para completar la
demostracién basta aplicar el lema 1.3.9. O




Capitulo 2

Espacios compactos,
metrizables y
cero-dimensionales

En este capitulo se presentan tres tipos distintos de espacios topoldgi-
cos, exponiendo las definiciones referentes a estos y los resultados més im-
portantes los cuales nos permitiran establecer las bases para determinar
espacios universales para cada uno de estos tipos de espacios.

2.1. Espacios compactos

Los espacios compactos son una de las clases mas importantes de es-
pacios topolégicos. El estudio de este tipo de espacios comenzd, de cierta
manera, con la aparicién del teorema de Borel, probado en 1894, y que es-
tablece que toda cubierta abierta numerable de un intervalo cerrado tiene
una subcubierta finita, y con la observacién de Lebesge de que lo mismo se
cumple para cualquier cubierta abierta de un intervalo cerrado.

El concepto de compacidad fue introducido por Vietoris en 1921[11], y
la definicién que aqui utilizaremos fue dada por Alexandroff y Urysohn en

19237].

Los resultados de esta seccién nos permitirdn probar mas adelante que el
cubo de Tychonoff de peso m > Ny, I, es universal para todos los espacios

25
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compactos de peso < m.

Definicién 2.1.1. 1). Una cubierta para un conjunto X es una familia
{As}ses de subconjuntos de X tal que | J,c g As = Xs.

2). Si X es un espacio topoldgico, entonces {As}scs es una cubierta abier-
ta (cerrada) de X si todos los Ay son abiertos (cerrados).

3). Decimos que una cubierta B = {Bi}ier es un refinamiento de otra
cubierta A = {Ag}ses del mismo conjunto X si para todat € T existe
una s € S tal que By C Ag y en este caso decimos que B refina a A.

4). Una cubierta A" = {AL}scs de X es una subcubierta de otra cubierta
A={A;}secs de X si 8" C S y A, = A, para toda s € S'.

Definicién 2.1.2. Un espacio topolégico X se llama espacio compacto si
X es un espacio de Hausdorff y para toda cubierta abierta de X existe una
subcubierta finita, es decir, para toda cubierta abierta {Us}scs de X, existe
un conjunto finito {s1, S2,...,8k} C S tal que X =Us, UUs, U...UUs,.

Definicién 2.1.3. Decimos que una familia F = {Fs}ses de subconjuntos
de un conjunto X tiene la propiedad de la interseccion finita si F # 0 y
Fs, NFs,N...NFs, # 0 para todo conjunto finito {s1,s2,...,8,} C S.

Ejemplo 2.1.4. Es fdacil ver que la linea real R no es compacto, es suficiente
considerar la cubierta {(—1,1)}52, la cual no tiene una subcubierta finita.

Ejemplo 2.1.5. Ahora veremos que todo intervalo cerrado J = [a,b] C R es
un espacio compacto. Sea {Us}ses una cubierta abierta del espacio J y sea
A el conjunto de todas las x € J tales que el intervalo [a,x] estd contenido
en la unidn de una cantidad finita de miembros de {Us}scs. Fs suficiente
mostrar que J \ A es vacio.

Supongamos que J\ A # (), y denotemos por xq a la cota inferior mdzima de
este congunto; claramente xg € J\ A yxg ¢ A. Sea x¢ € Us,; como zy > a,
existe una y < xo tal que [y, xg) C Us,. Por la definicion de xy tenemos que
y € A, ast que [a,y] C Ule Us,, para algunos s1, s2,...,Sk € S. Se sigue
que [a,zo] C Uf:o Us,, de ahi la contradiccion. Por lo tanto todo intervalo
J = [a,b] C R es compacto, en particular el intervalo I.

Teorema 2.1.6. Un espacio de Hausdorff X es compacto si y sélo si toda
familia de subconjuntos cerrados de X que tiene la propiedad de la intersec-
cion finita tiene interseccion mo vacia.
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Demostracion. Sean X un espacio compacto y F = {F'}scs una familia de
subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita y tal
que la interseccién (), .o Fs es vacia. Consideremos los conjuntos abiertos
Us = X \ Fy; como

UUs:U(X\Fs):X\ﬂFs:Xv

seS seS seS

ses

la familia {Us}scs es una cubierta abierta de X. Como el espacio X es com-
pacto, la cubierta {Us}ses tiene una subcubierta finita {Us,, Us,, ..., Us, }.
Entonces

C=

k
i (X\FS1):X\ﬂF8”
1 i=1 i=1

X=\])Us, =

I C >
Il

3

lo cual implica que ﬂle F,, = 0 lo cual contradice el hecho de que la famil-
ia F tiene la propiedad de la interseccién finita, por lo tanto se sigue que

HSGSFS # (Z)

Ahora, sea X un espacio de Hausdorff tal que toda familia de subconjun-
tos cerrados con la propiedad de la interseccién finita tiene intersecciéon no
vacia. Sea {Us}scs una cubierta abierta de X y consideremos los conjuntos
cerrados Fy = X \ Us, entonces

N F.=(X\U)=Xx\|JU. =0,

sES seS ses
lo cual implica que existen {s1, s2,..., sk} C S tales que ﬂle F,, =0y por
lo tanto, Ule Us, = Ule(X \Fg,) =X\ ﬂle F;, = X es una subcubierta
finita de {Us}ses. De lo anterior se sigue que X es compacto. O]

Teorema 2.1.7. Todo subespacio cerrado de un espacio compacto es com-
pacto.

Demostracion. Sea X un espacio compacto y F' C X un subespacio cerrado
de X. Sea {U}scs una cubierta abierta de F' que consiste en abiertos de X.
Como F es cerrado, (X \ F')U|J,cg Us es una cubierta abierta de X. Como

X es compacto, existen s1, s2,...,s; € S tales que X = (X \ F) UUf:1 Us,.
Por lo tanto, F' = Ule Us, v F es compacto. O

El siguiente teorema nos muestra que, con respecto a separabilidad, los
subespacios compactos se comportan como puntos.
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Teorema 2.1.8. Si A es un subespacio compacto de un espacio reqular X,
entonces para todo conjunto cerrado B ajeno de A existen abiertos U,V C X
tales que ACU, BCV yUNV =40.
Mas ain, si B es un subespacio compacto de X, entonces es suficiente supon-
er que X es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Como el espacio X es regular, para todo = € A, existen
abiertos U,, V, C X tales que

xe€Uy,,BCV,yU, NV, =0. (1)

Claramente A C |J,¢ 4 Uz, y como A es compacto, existen {x1,22,..., 25} C
A tales que A C |, U,,. Por lo tanto U = U/_, U, vy V = N5y Vi,
cumplen con lo requerido.

Para la segunda parte, sea y € B, como X es un espacio de Hausdorff,
para cada x € A existen U, y V, abiertos tales que x € U,, y € V, ¥y
U, NV, = (. De lo anterior se tiene que A C UxeX U, y por la compacidad
de A, existen {x1,x2,...,z} C A, tales que A C U = Ule Uy, yyeV =
ﬂle Vz,, donde U y V son abiertos y U NV = (. A partir de lo anterior,
y por la compacidad de B, de la primera parte del teorema se obtiene el
resultado. O

Teorema 2.1.9. Todo espacio compacto es normal.
Demostracion. Este resultado se sigue directamente de 2.1.7 y 2.1.8. O

Teorema 2.1.10. Si eziste una funcion continua f : X — Y de un espacio
compacto X sobre un espacio de Hausdorf Y, entonces Y es un espacio
compacto.

En otras palabras, la imagen continua de un espacio compacto es compacta.

Demostracion. Sea {Us}ses una cubierta abierta del espacio Y. La familia
{f7Y(Us)}ses es una cubierta abierta de X; entonces, existe un conjunto
finito {s1,s2,...,8:} C S tal que

fﬁl(Usl) Ufil(USQ) U'-~Uf71(USk) =X,
y esto implica que U,, UU,, U...UU,, =Y. O

Definicién 2.1.11. Supongamos que tenemos un conjunto X y una propiedad
de conjuntos P aplicable a subconjuntos de X, decimos que P es una propiedad
de cardcter finito si el conjunto vacio tiene esta propiedad y un subconjunto
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A C X tiene la propiedad P si y solo si todos los subconjuntos finitos de A
tienen esta propiedad.

A continuacién mencionamos el lema de Teichmiiller-Tukey, el cual es
equivalente al axioma de eleccién, y en el cual se puede observar de manera
intuitiva que es facil de probar a partir del lema de Zorn. Este resultado
serd utilizado para probar el teorema de Tychonoff.

Teorema 2.1.12 (Lema de Teichmiiller-Tukey). Si P es una propiedad de
caracter finito perteneciente a subconjuntos de un conjunto X, entonces todo
conjunto A C X con la propiedad P estd contenido en un conjunto B C X
que tiene la propiedad P y es mazimal en la familia de subconjuntos de X
que tienen la propiedad P ordenados por la relacion C.

El siguiente teorema es basico para establecer un espacio universal para
los espacios compactos y de la misma manera es uno de los resultados mas
importantes dentro de la topologia general, ya que muestra que la com-
pacidad es una propiedad que se preserva bajo la operacién del producto
topoldgico. Este resultado fue formulado por Tychonoff[14] en su trabajo
de 1935 y la prueba que aqui presentamos fue hecha por Chevalley y O.
Frink[15] en 1941.

Teorema 2.1.13 (Teorema de Tychonoff). El producto topologico [ [, Xs,
donde X, # 0 para s € S, es compacto si y sélo si todos los espacios X,
son compactos.

Demostracion. Si el producto topolégico X = [],.¢ X, es compacto y no
vacio, entonces todos los X son espacios de Hausdorff por 1.3.4 y son com-
pactos por el 2.1.10, ya que la proyeccién ps : X — X, es una funcién
continua de X sobre Xj.
Consideremos una familia { X, }scs de espacios compactos. Por 1.3.5, el pro-
ducto topoldgico X = [],.g X es un espacio de Hausdorff. Consideremos
una familia Fy de subespacios cerrados de X que tienen la propiedad de
la interseccién finita. Como la propiedad de la interseccion finita es una
propiedad de caracter finito, se sigue del lema de Teichmiiller-Tukey que la
familia Fy estd contenida en una familia maximal F de subconjuntos de X
que tiene la propiedad de la interseccién finita.
Para probar que [ Fo # 0 es suficiente mostrar que existe un punto z € X
tal que

x € A para toda A € F. (2)

Del hecho de que F sea maximal tenemos:

si A1, As, ..., A € F, entonces Ay NAsN...NA, €F (3)
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si Ag C X y Ao N A # () para todo A € F, entonces Ay € F.  (4)

Como F tiene la propiedad de la interseccién finita, la familia

Fs definida como Fs = {ps(A)}acx de subconjuntos cerrados de X tam-
bién tiene esta propiedad para toda s € S. Entonces, para toda s € S existe
un punto

Ty € ﬂ ps(A) C Xs.
AeF

por ser cada X, compacto. Sea W una vecindad de x, en X,. Por la férmula
anterior, Wy Nps(A) # () para toda A € F, i.e.,

ps H(W,) N A # () para toda A € F.

Por (4) decimos que p; 1 (W;) € F, y por (3) se sigue que todos los miembros
de la base candnica para X que contienen al punto x = {z,} pertenecen a la
familia F. Como F tiene la propiedad de la interseccién finita, toda A € F
intersecta todos los miembros de la base candnica para X que contiene al
punto z, y esto nos da (2). O

2.2. Espacios metrizables

Comenzamos esta seccion definiendo la distancia entre dos puntos, es
decir, una funcidon que asignard a cada pareja de puntos en un conjunto
un numero real positivo y que cumple ciertas condiciones especificas. Esta
distancia entre puntos nos permitira definir la distancia entre un punto y
un subconjunto, y diremos que un punto estd cerca de un conjunto si su
distancia a este es cero, y definiendo la cerradura de un conjunto como el
conjunto de todos los puntos que estan a distancia cero de este, podremos
definir una topologia, el espacio obtenido de esta manera seréd llamado es-
pacio metrico.

En esta seccion definiremos a los espacios metrizables, veremos como se
comportan con respecto al producto topoldgico y finalmente introduciremos
el concepto de espacio métrico completo.

La nocién de espacio métrico fue introducida por Frechet[9] en su tesis
de 1906 al igual que los espacios completos y completamente metrizables.
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Definicién 2.2.1. Un espacio métrico es una pareja (X, p) que consiste en
un conjunto X y una funcion p definida en X x X, con valores reales no
negativos tales que satisfacen las siguientes condiciones:

1). p(z,y) =0 siy sdlo siz =y.
2). p(z,y) = ply,x) para todo x,y € X.
3). p(x,y) + p(y, 2) > p(x, ) para todo z,y,z € X.

Definicién 2.2.2. Sea (X, p) un espacio métrico, o un punto de X y r
un nidmero positivo; el conjunto B(xg,r) = {x € X | p(xo,z) < r} se llama
bola abierta con centro en xqg y radio 7.

Observacién 2.2.3. B = {B(z,r) | r > 0,2 € X} define una coleccion de
subconjuntos de X que generan una topologia O en el conjunto X.

La topologia O en el conjunto X se llama topologia inducida por la métrica
p.

Definicién 2.2.4. Un espacio topologico X es metrizable si existe una
métrica p en el conjunto X tal que la topologia inducida por p coincide
con la topologia original en X.

Definicién 2.2.5. Dos métricas p1, p2 en un conjunto X son equivalentes
st inducen la misma topologia en X

Ejemplo 2.2.6. Sea X un espacio métrico. La familia de todas las bolas de
radio 1/i alrededor del punto xy, donde i =1,2,..., es una base local para
(X,0) en el punto xo, donde O es la topologia inducida por la métrica de
X. Esto implica que todo espacio topoldgico cuya topologia es inducida por
una métrica es primero numerable.

Definicién 2.2.7. El didmetro de un conjunto A no vacio en un espacio
métrico (X, p) se define como el supremo de las distancias entre puntos de
A y es denotada por §(A); puede ser finita o igual a infinita. Entonces

0(A) = sup{p(x1,x2) | x1, 22 € A}.
También se define 6(0) = 0.
Definicién 2.2.8. Se dice que un conjunto A es acotado si 6(A) < oo.

Teorema 2.2.9. Un punto x pertenece a la cerradura A de un conjunto
A C X con respecto a la topologia inducida en X por una métrica p si y
solo si existe una sucesion de puntos de A que converge a x.
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Demostracién. Primero supongamos que x € A. Para todo ntimero natural 4
tomemos un punto z; € ANB(x,1/i); claramente tenemos que p(z, z;) < 1/i
y z = limx;.

Por otro lado, si z ¢ A, entonces existe 7 > 0 tal que AN B(z,r) = 0;
entonces, se tiene que p(xz,x’) > r para toda 2’ € A y por lo tanto no existe
una sucesién de puntos de A que converga a . O

Teorema 2.2.10. Para todo espacio métrico (X, p) existe una métrica p
en el conjunto X que es equivalente a p y estd acotada por 1.

Demostracion. Definamos

pl(xay) = min{l,p(x,y)} para z,y € X

Primero veamos que p; es una métrica. Como p es una métrica, es inmediato
que p1(z,y) > 0 para x # y y que p1(z,y) = 0 para ¢ = y. Si p(z,y) > 1
entonces pi(x,y) = 1 = p1(y,x). Ahora sélo falta ver que se cumple la
desigualdad del tridngulo. Sean z,y, z puntos arbitrarios de X y sean a =

p(.). b= p(y,2) y = p(z, =), tenemos que
min{2,1+4a,1+b,a+ b} > min{l, c},

y entonces
p1(@,y) + p1(y, z) = min{1, a} + min{1, b}
=min{2,14+a,14+b,a+ b} > min{l,c} = pi(x, 2)

por lo tanto, p; es una métrica.

Ahora basta probar que las métricas p y p; son equivalentes. Sea {x;} una
sucesién en (X, p) que converge a un punto € X. Tomemos un € tal que
0 < € < 1, entonces existe n € IN tal que si k > n se tiene py(xg,x) =
p(zk, ) < €, por lo tanto limz; = z en (X, p1), es decir, p y p; definen
la misma convergencia, y por el teorema 2.2.9 p y p; definen los mismos
conjuntos cerrados y en consecuencia inducen la misma topologia en X. [

Teorema 2.2.11. Una funcion f de un espacio X con la topologia inducida
por una métrica p en un espacio Y con la topologia inducida por una métrica
o es continua si y sélo si para cada x € X y cada € > 0 existe & > 0 tal que
o(f(x), f(z") < e siempre que p(z,z') < 4.

Demostracién. Primero supongamos que f es continua y sean

B(z) = {B(z,r) | r > 0} y D(f(z)) = {B(f(x),s) | s > 0} bases locales
para z y f(x) respectivamente. Sea V' = B(f(x),€) € D(x), por la impli-
cacién 1)= 4) del teorema 1.1.24 existe § > 0 tal que U = B(z,d) € B(x)
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y f(U) C V, es decir, si para 2’ € X se tiene p(z,2’) < §, entonces

o(f(z), f(z") <e.

Para la segunda parte, sean x € X y € > 0, por hipétesis, existe un § > 0 tal
que si ¢’ € B(z,d), entonces f(z') € B(f(x),€), y por la implicacién 4)=
1) del teorema 1.1.24, f es continua. O

Los siguientes resultados son importantes ya que gracias a ellos se ve
que la distancia es una funcién continua.

Definicién 2.2.12. La distancia p(x, A) de un punto x a un conjunto A
en un espacio métrico (X, p) se define como

p(x, A) = Inf{p(x,a) | a € A}, si A#D, yp(z,0) =1.

De manera similar, para una pareja A, B de conjuntos de un espacio métrico
(X, p) definimos

p(A,B) = Inflp(a,b) |a € A,be B}, si A#0#B,

p(AJZ)) =1= p(@,B).

Teorema 2.2.13. Para todo par de puntos x,y y un conjunto A en un
espacio métrico (X, p) tenemos

lp(z, A) — p(y, A)| < p(z,y).

Demostracion. Claramente, podemos suponer A # ). Para todo a € A, se
tiene

p(x, A) < p(z,a) < p(z,y) + p(y, a),
y esto implica, siendo a un punto arbitrario de A, que p(z, A) < p(z,y) +

p(y, A), ie., que
p(x, A) — p(y, A) < p(x,y).

Por simetria, finalmente se tiene
p(y, A) — p(z, A) < p(z,y).
O

Teorema 2.2.14. Para todo conjunto A en un espacio métrico (X, p) asig-
nando a cada punto x € X la distancia p(x, A) se define una funcidn con-
tinua en X.
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Demostracion. Sea f la funcién del espacio métrico (X, p) en R tal que f
asigna a cada punto z € X la distancia p(z, A). Sean z,y € X. Por el
teorema 2.2.13 tenemos

|f(@) = f(y)] = |p(x, A) — p(y, A)| < p(z,y),

y por el teorema 2.2.11, f es continua.
O

Ahora veremos que todo espacio metrizable es un espacio de Tychonoff.

Ejemplo 2.2.15. Sean X un espacio metrizable, F C X un conjunto cer-
rado yy € X tal que y ¢ F, sea p una métrica que induce la topologia en
X. Definamos una funcion f: X — I de la siguiente manera

p(z,y)

fl@z)= ——————— Ve el
plz,y) + p(z, F)’

Obsérvese que p(xz, F) > 0 para toda x ¢ F. También notemos que f(y) =0

y f(x) =1 para toda x € F. Por 2.2.14 se tiene que la funcion f es continua.

Por lo tanto, todo espacio métrico es un espacio de Tychonoff, en particular,

la linea real R y el intervalo I son espacios de Tychonoff.

El siguiente corolario nos muestra como se puede ver la cerradura de un
conjunto en términos de distancia.

Corolario 2.2.16. Para todo conjunto A en un espacio métrico (X, p) se

tiene o
A= {a| plx, A) = 0}.

Demostracion. Seax € A, por el teorema 2.2.9 existe una sucesion {z;}, z; €
A, tal que x = limz;. Sea f(z) = p(x, A), por el teorema 2.2.14 f es con-
tinua, y por lo tanto, f(z) = lim f(z;), o lo que es lo mismo, p(z, A) =
lim p(z;, A), y como cada x; € A, p(x;, A) = 0 por lo cual {p(z;, A)},
es la sucesién constante 0, y su limite es 0, por lo tanto p(z,A) = 0y
Ac{z|p(z,A) =0}

Para probar la otra contencién, supongamos que existe zo € X \ A tal que
p(zo, A) = 0, entonces existe € > 0 tal que B(wg,e) N A = (), entonces
p(xg,a) > € para toda a € A, lo cual es una contradiccién con el hecho de
que p(zg, A =0. O

Corolario 2.2.17. Todo subconjunto cerrado de un espacio metrizable es
nulo, y en particular es un conjunto Gy.
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Demostracion. Si A = A, entonces sea f(z) = p(x, A) y tenemos que A =

F71(0). O
Corolario 2.2.18. Todo espacio metrizable es normal.

Demostracion. Sea X un espacio metrizable, y sean A, B dos subconjuntos
cerrados y ajenos de X. Tomemos una métrica p que induce la topologia de
X y la funcién
plz; A)
fz) =
p(x, A) + p(x, B)”
Es claro que f es continua en X y f(A) C {0} y f(B) C {1}. O

Al igual que en las secciones anteriores, a continuacién se presenta un
resultado que nos muestra como se preserva la metrizabilidad bajo la op-
eracién del producto topoldgico numerable para los espacios métricos com-
pactos, el cual implicard la existencia de un espacio topoldgico universal con
estas caracteristicas.

Teorema 2.2.19. Sea {X;}32, una familia de espacios metrizables y sean
pi métricas que inducen la topologia en X; para cada i € N acotadas por 1.
La topologia inducida en el conjunto X = [[;2, X; por la métrica definida
por:

1
*pz Ly yz (5)

21
=1

coincide con la topologia del producto topoldgico de los espacios {X;}52,.

Demostracion. Para ¢ = {x;},y = {y;}, claramente tenemos p;(x;,y;) < €
siempre que p(z,y) < €/2%, entonces, por 2.2.11, la proyeccién p; de X en
X es continua con respecto a la topologia inducida en X por p. Se sigue de
la definicién de la topologia de Tychonoff que la topologia inducida por p
es mas fina que la topologia del producto topolégico en X.

Ahora, debemos mostrar que todo conjunto abierto U C X con respecto
a la topologia inducida en X por p es también un abierto en la topologia
de Tychonoff. Tomemos un punto z = {x;} € U; existe un r > 0 tal
que B(z,r) € U. Es suficiente encontrar un entero positivo k y conjuntos
abiertos U; C X;, donde ¢ = 1,2,...,k, tales que

xeﬂpl \) C B(z,r) C U. (6)
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Sea k un entero positivo que satisface

oo

yparat=1,2,...,k sea
U; = Bz, r/2) ={z € X; | pi(zi,2) < r/2}.

Para cada y = {y;} € ﬂf:l p; ' (U;) tenemos p;(z;,y;) < r/2 siempre que
i <k, asi que - por (5) y (7) -

=

oo

1 1 1 1
?pz Ty y’L Z 5&(%7%) < 5’1" + 57’ =T,
=1 i=1+k

lo que prueba (6). O
Corolario 2.2.20. El cubo de Hilbert IN es metrizable.
Teorema 2.2.21. Todo espacio compacto y metrizable es separable.

Demostracion. Sean X un espacio metrizable y p una métrica en X que in-
duce la topologia de X . Para cada i € IN, consideremos la familia { B(z, 1/1) |
x € X}. Esta familia claramente es una cubierta de X, y como X es com-
pacto, podemos tomar un conjunto finito C; = {x;1,...,%in, }, 1, n; € N tal
que B; = {B(z;;,1/i) | j € {1,...,n;}} es una cubierta finita de X. Ahora
tomemos el conjunto D = (J;=, C; y veamos que D es denso en X. Sea
B(z,r) un elemento de la base canénica de X, existe ¢ € IN tal que 1/i < r,
y como B; es una cubierta de X, existe un z; ; € C; tal que x € B(z; ,1/7)
lo cual implica que p(z,z; ;) < 1/i < r,y por lo tanto z; ; € B(x,), lo cual
prueba que D es denso en X. O

Los resultados vistos hasta aqui con respecto a espacios métricos y
metrizables nos permitirdn obtener un espacio universal para los espacios
métricos compactos. A continuacion introducimos el concepto de espacio
métrico completo, el cual nos llevara a obtener un espacio universal para los
espacios métricos numerables.

Definicién 2.2.22. Sean (X, p) un espacio métrico y {z;} una sucesion de
puntos en X ; decimos que {x;} es una sucesion de Cauchy en (X, p) si para
toda € > 0 existe un nimero natural k tal que p(x;,x) < € siempre que
1> k.
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Definicién 2.2.23. Un espacio métrico (X, p) es completo si toda suce-
sion de Cauchy en (X, p) converge a un punto en X; una métrica p en un
conjunto X es completa si el espacio (X, p) es completo.

Ejemplo 2.2.24. La recta real R con la métrica natural es un espacio com-
pleto.

Sea {x;} una sucesion de Cauchy en R. Erxiste un nidmero natural k
tal que |x; — x| < 1 siempre que i > k, asi que todos los términos de
la sucesion {x;} a partir de xp estin contenidos en el intervalo cerrado
J =[x —1,2+1]. Como el intervalo J es compacto, existe una subsucesion
{zk,} de la sucesion {x;} que converge a un punto x € J.

Teorema 2.2.25 (Teorema de Cantor). Un espacio métrico (X, p) es com-
pleto si y solo si para toda sucesion decreciente Fy D Fo D ... de subconjun-
tos cerrados no vacios de X tales que lim 6(F;) = 0, la interseccion (-, F;
es no vacia.

Demostracion. Sea (X, p) un espacio métrico completo y Fip, Fb,... una
sucesion de subconjuntos cerrados no vacios de X tales que

limd(F;) =0y Fiyq C F; parai=1,2,... (8)

Tomemos un punto x; € F; parai = 1,2,.... Es claro que todos los términos
de la sucecién a partir de z; estan contenidos en el conjunto F;, asi que, por
la primera parte de (8), {z;} es una sucesién de Cauchy y entonces converge
a un punto x € X. Como los conjuntos F; son cerrados, tenemos = € F;
para i =1,2,...; entonces (o, F; # 0.

Ahora, sea (X, p) un espacio métrico que satisface la condicién del teo-
rema y sea {x;} una sucesién de Cauchy en (X,p). Los conjuntos F; =

{zi,zit1,...}, donde i = 1,2,..., son cerrados y satisfacen (8), entonces
existe un punto € ;2 F;; finalmente vemos que z = lim ;. Por lo tanto
el espacio (X, p) es completo. O

Teorema 2.2.26. Un espacio métrico (X, p) es completo si y sdlo si toda
familia de subconjuntos cerrados de X que tiene la propiedad de la intersec-
cion finita y contiene un conjunto de didmetro menor que € para toda € > 0,
tiene interseccion no vacia.

Demostracion. La suficiencia se sigue directamente del teorema de Cantor
2.2.25.
Ahora debemos mostrar que la condicién se mantiene para todo espacio
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completo (X, p). Concideremos una familia F = {F,}scs de conjuntos cer-
rados de X que tiene la propiedad de la interseccién finita y que satisface
que, para todo entero j, contiene un conjunto F;; tal que 5(FS].) <1/j. Es
claro que la sucesion F, Fs, ..., donde F; = ﬂjgi F,, satisface la condicién
del teorema de Cantor 2.2.25, asi que existe un = € (), F; = {z} Ahora,
tomemos un so € S arbitrario; sea F] = F,, N F; parai =1,2,...y obten-
emos una sucesién Fy, Fy que satisface la condicién del teorema de Cantor.
Como

0# (V¥ = By () Fi= £ (o)

i=1 i=1

tenemos que x € F,. Por lo tanto x € (g Fs. O

Definicién 2.2.27. Sea X un espacio topoldgico, (Y, o) un espacio métrico
y f: A=Y una funcion continua definida en un subespacio denso A de X ;
decimos que la oscilacion de la funcion f en un punto x € X es igual a cero
st para toda € > 0 existe una vecindad U del punto x tal que §(f(ANU)) < e.

Lema 2.2.28. Si X es un espacio topoldgico, (Y, o) es un espacio métrico
completo y f : A = Y es una funcion continua definida en un conjunto
denso A de X, entonces la funcion f se puede extender a una funcion con-
tinua F : B —'Y definida en el conjunto B que consiste en todos los puntos
de X en los cuales la oscilacion de f es igual a cero.

Demostracion. Para toda x € B denotemos por B(z) la familia de todas
las vecindades de x y consideremos la familia V = {f(ANU)}yecp) de
subconjuntos cerrados de Y. La familia V tiene la propiedad de la intersec-
cién finita y para toda € > 0 V contiene un conjunto de didmetro menor
que €. Asi que, por el teorema 2.2.26 la interseccién ﬂUeB(w) f(ANTU) es
no vacia. Como el didmetro de la interseccién es igual a cero, la intersec-
ci6én consta de un sélo punto F(x). Obviamente, F(z) = f(x) siempre que
x € A. Asignando a x € B el punto F'(z) definimos una funcién F' de B en
Y que es una extencién de f; sélo basta probar que F' es continua. Tomem-
osun x € By una € > 0 . De la definicién de B se sigue que existe un
U € B(x) que satisface §(f(ANU)) < e. Para toda 2’ € BN U tenemos

U € B(z') y entonces F(z') € f(ANU); como F(x) € f(ANU) tenemos
o(F(z), F(z')) <0(f(ANU)) < ¢, lo que prueba que F es continua. O

El siguiente resultado nos ayudara a establecer la existencia de un espa-
cio topoldgico universal para los espacios métricos numerables.
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Teorema 2.2.29. Para cualesquiera dos subespacios métricos densos nu-
merables A, B de la recta real R existe un homeomorfismo f : R — R tal

que f(A) = B.

Demostracion. Sean A = {aj,az,...} y B = {b1,ba,...} y definamos de
manera recursiva una funcién f de A en R como sigue; sea f(a;) = b1 y
para toda ¢ tomemos como f(a;) un elemento en B, con el menor indice
posible tal que si a; < ay entonces f(a;) < f(ax) para todo j,k < i. Por
la manera en que construimos f, queda claro que esta fucnién preserva el
orden y es inyectiva. Ahora veamos que f es suprayectiva. Supongamos
lo contrario, entonces sea k el minimo indice tal que b; no es imagen ba-
jo f de ningin elemento de A. Sean by, = max{b;, | b; < byei < k} y
be, = {min{b; | b; > by e i < k}. Sean a;, y a;, tales que f(aj,) = bi, y
f(aj,) = bi,. Como A es denso en R, existe a; tal que a;, < a; < a;, y f(a;)
debe ser el elemento de B con el menor indice tal que by, < f(a;) < b,,
lo cual implica que f(a;) debe ser by, lo cual es una contradiccién ya que
supusimos que bg no era imagen bajo f de ningun elemento de A.

Ahora veamos que f es una funcién continua. Sean By = {(q,7) | ¢ <
roq,r € A} y Bgp = {(¢,7) | ¢ < r,q,r € B} bases para R, es claro que B4
y Bp generan la topologia natural en R, y sean By = {ANU | U € Ba}
y By ={BNU | U € Bp} bases para A y B respectivamente. Tomemos
un abierto V' € Bl entonces existe un elemento U € Bg = (¢q,r) tal que
V =UNDBy existen x,y € A tales que ¢ = f(z) y r = f(y). Como f preser-
va el orden, se tiene que para toda p € B tal que ¢ < p < r, existe z € A tal
quer <z <yyp= f(2), porlotanto,si W = f~1(V), W = (z,y)nf~1(U)
es un abierto en A, por lo tanto f es continua. Analogamente vemos que la
funcién inversa de f es continua, y por lo tanto f es un homeomorfismo de
Aen B.

Ahora, extenderemos f a un homeomorfismo F' de R en R. Supongamos
que existe x € R tal que al oscilacién de f en x no es igual a cero, es decir,
existe € > 0 tal que, para toda vecindad U de z, §(f(ANU)) > €. Por lo
anterior, existe un intervalo (b1,bs) tal que |by — ba| > €y f(a1) < by para
todo a1 < 'y f(ag) > by para todo as > ba, con aj,as € A. De lo anterior
se tiene que f(a) ¢ (b1,be) para todo a € A, ya que f preserva el orden,
pero como B es denso en R, existe un elemento b en B tal que b; < b < by,
y como f es suprayectiva, debe existir ag € A tal que f(ag) = b, lo cual es
una contradiccién, por lo tanto, la oscilaciéon de f en x es igual a cero para
toda = € R. Por el lema 2.2.28, f se puede extender a un homeomorfismo
F de R en R.

O
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Finalizamos esta seccién exponiendo los resultados necesarios para pre-
sentar un espacio universal para todos los espacios métricos.

Definicién 2.2.30. Una familia {As}ses de subconjuntos de un espacio
topoldgico X es llamada localmente finita si para todo punto r € X existe
una vecindad U tal que el conjunto {s € S |U N Ay # 0} es finito.

Definicién 2.2.31. Una familia {As}ses de subconjuntos de un espacio
topologico X se llama discreta si todo punto x € X tiene una vecindad que
intersecta a lo mds a un elemento de la familia {As}ses.

Observacion 2.2.32. Toda familia discreta, al igual que toda familia finita
es localmente finita.

Teorema 2.2.33. Para toda familia localmente finita {As}ses se tiene la
igualdad J,cg As = U, g As-

Demostracién. Es claro que si A C B, entonces, A C B, se sigue que A, C
Uses As para toda s € S; entonces, se tiene que (J,cg As C U, eq As- Para
probar la otra inclusién, veamos que, por ser localmente finita la familia
{As}ses, para toda x € Uses A, existe una vecindad U tal que el conjunto

So={s € S|UNA, # 0} es finito. Por 1.1.15 se sigue que x ¢ [ g\ 5, 4s;

como
velJA.= ] Au |J A

ses s€So s€s\So

tenemos que z € m =U.es, As CUses 4
O]

Corolario 2.2.34. Sea F una familia localmente finita y F = |J F. Si todos
los miembros de F son cerrados, entonces F es un conjunto cerrado.

Definicién 2.2.35. Supongamos que tenemos un espacio topoldgico X,
una cubierta {As}tscs del espacio X y una familia de funciones continuas
{fs}ses, donde fs: As — Y. Decimos que las funciones fs son compatibles
si para toda pareja s1,so de elementos de S se tiene

f81|A81 mA82 = f82|AS1 ﬁA82

Dejando
f(@) = fs(x) para x € A

definimos una funcion f de X en'Y, que es llamada la combinacion de las
funciones {fs}ses y es denotada por el simbolo Jses fs
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Teorema 2.2.36. Si {Fs}scs es una cubierta cerrada locdlmente finita de
un espacio X y {fs}tses, donde fs : Fs = Y, es una familia de funciones
continuas compatibles, entonces la combinacion f = Jses es una funcion
continua de X enY.

Demostracion. Para todo subconjunto cerrado F' de Y tenemos

FUE) = ).

seS

El conjunto f;1(F) es cerrado en Fj, y por lo tanto en X. Como la familia
{f7Y(F)}ses es localmente finita, el corolario 2.2.34 implica que la imagen
inversa f~1(F) es un cerrado en X.

[

Definicién 2.2.37. Una familia de subconjuntos de un espacio topoldgico
es llamada o-discreta (o-localmente finita) si puede ser representada como
la unidn numerable de familias discretas (localmente finitas).

Teorema 2.2.38 (Teorema de Stone). Toda cubierta abierta de un espa-
cio metrizable tiene un refinamiento abierto que es o-discreto y localmente
finito.

Demostracidn. Sea {Us}ses una cubierta abierta de un espacio metrizable
X; tomemos una métrica p que induce la topologia en X y una relacién
de buen orden < en el conjunto S. Definamos de manera recursiva familias
V = {V;,i}ses de subconjuntos de X de la siguiente manera

Vs,z’ = UB(Cu I/Qi)v

en donde la unién es tomada sobre todos los puntos ¢ que satisfacen las
siguientes condiciones:

s es el elemento m4s pequeno de S tal que ¢ € Us,. (9)
c¢Vijparaj<iytels. (10)
B(c,3/2") C U,. (11)

Se sigue de la definicién que los conjuntos V5 ; son abiertos, y (11) implica
que V;,; C Us. Ahora veamos que la unién ¥V = Ufil V; es un refinamiento
abierto de la cubierta {Us }ses. Sea 2 un punto en X; tomemos el s € S mds
pequefio tal que x € U, y un ntimero natural i tal que B(x,3/2) C U,.
Claramente, se tiene que x € V; j para j <iyt c S oz € V, ;. Entonces la
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unién V = (J;=, V; es un refinamiento abierto de la cubierta {Us }ses.
Debemos probar que para toda ¢

si@r € Vs, 4,0 € Vi, i y 81 # S2, entonces p(x1,x2) > 1/2i, (12)

y esto mostrara que las familias V; son discretas, porque toda bola de radio
1/2¢ intersecta a lo mas un miembro de V;

Supongamos que s; < sp. Por la definicién de Vi, ; y Vs, ; existen puntos
c1, c2 que satisfacen (9)-(11) tales que xy, € B(ck, 1/2%) C Vi, s parak = 1,2.
De (11) se sigue que B(c1,3/2%) C Us, y de (9) vemos que co ¢ U, , asi que
p(c1,c2) > 3/2%. Entonces,

p(x1,22) > pler, e2) — pler, 1) — pleg, x2) > 1/2°,

lo que prueba (12).
Para concluir es suficiente mostrar que para toda t € S y para toda pareja
k,j de numeros naturales

Si B(x,1/2%) C V44, entonces B(z,1/27¥)NV, ; = @ parai > j+ky s € S.
(13)
Como para toda z € X existen k, j y t tales que B(x,1/2%) C V; ; y entonces
la bola B(z,1/2"*) intersecta a lo mas j + k — 1 elementos de V.
Se sigue de (10) que los puntos ¢ en la definicién de V;; no pertenecen
a Vi sii > j+k; como B(z,1/2%) C V;;, se tiene que p(z,c) > 1/2*
para toda c. Las desigualdades j +k > k+ 1y i > k+ 1 implican que
B(z,1/27%%) N B(c, 1/2%) = (), y esto prueba (13).
O

El siguiente teorema nos permite obtener una base caracteristica para
cada espacio metrizable, esta base serd la que nos permitird mostrar la
existencia de un espacio universal para todos los espacios metrizables.

Teorema 2.2.39. Todo espacio metrizable tiene una base o-discreta.

Demostracion. Sea p cualquier métrica en un espacio metrizable X tal que
p induce la métrica en X y sea B; un refinamiento o-discreto de la cubierta
abierta de X que consiste de todas las bolas de radio 1/i. Se puede verificar
facilmente que la familia o-discreta B = | J;=, B; es una base para X. O

Corolario 2.2.40. Todo espacio metrizable tiene una base o-localmente
finita.

Demostracion. Para cada cubierta U; = {B(z,1/i) | € X} existe un
refinamiento B; que es localmente finito, por lo tanto, sea B = Ufil B, B
es una base que es o-localmente finita. O
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2.3. Espacios cero-dimensionales

Los espacios cero-dimensionales se encuentran dentro de un tipo de espa-
cios considerados altamente, o fuertemente disconexos. El nombre de cero-
dimensionales hace referencia al concepto de dimensién de un espacio, con-
cepto que no suele estudiarse en los cursos bésicos de topologia general. En
teoria de las dimensiones uno suele definir, para todo espacio X no vacio,
su dimension, la cual puede ser un niimero real no negativo, o puede ser
infinita. La dimensién de un espacio es, en cierta manera, una medida de
su conexidad. El nombre de cero-dimensional se debe al hecho de que estos
espacios tienen dimension igual a cero.

Esta seccion introduce el concepto de espacio cero-dimensional, inde-
pendiéntemente de las definiciones de teoria de las dimensiones, ya que el
objetivo es, Unicamente exponer este tipo de espacios y obtener los resul-
tados que nos permitan presentar un espacio universal con respecto a estos
espacios.

Definicién 2.3.1. Decimos que una propiedad topologica P es hereditaria
(hereditaria con respecto a subespacios cerrados, subespacios abiertos, etc.)
st para cualquier espacio X que tiene la propiedad P, todo subespacio (todo
subespacio cerrado, subespacio abierto, etc.) de X también tiene la propiedad

P.

Definicién 2.3.2. Un espacio topoldgico es llamado cero-dimensional si X
es un espacio T1 mo vacio y tiene una base que consiste en conjuntos que
son a la vez abiertos y cerrados.

Teorema 2.3.3. Ser cero-dimensional es una propiedad hereditaria con
respecto a subespacios no vacios.

Demostracion. Sea X un espacio cero-dimensional, y sea A C X un sube-
spacio no vacio. Si tomamos un conjunto abierto y cerrado B en la base de
X, por definicién de la topologia de subespacios, AN B es abierto y cerrado
en A, por lo tanto A tiene una base de conjuntos que son a la vez abiertos
y cerrados. O

El siguiente resultado, al igual que en secciones anteriores, muestra como
la propiedad de ser cero-dimensional se preserva bajo la operacién del pro-
ducto topoldgico. Este resultado es primordial para establecer el espacio
universal para los espacios cero-dimensionales.
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Teorema 2.3.4. El producto topoldgico [],.q Xs, donde S # 0 y X # 0
para s € S, es cero-dimensional si y solo si todos los espacios X son cero-
dimensionales.

Demostracion. Cada uno de los espacios X es homeomorfo a un subespa-
cio de [[,cg Xs, asi que, por el teorema 2.3.4, es suficiente mostrar que
el producto topolégico [],.q Xs de espacios cero-dimensionales es cero-
dimensional. Esto se sigue por el teorema 1.3.2 del hecho de que los conjun-
tos de la forma J] g Ws, donde Wy es un subconjunto abierto y cerrado
de X, y el conjunto {s € S | W, # X} es finito, constituye una base para
[I,cs Xs de conjuntos a la vez abiertos y cerrados. O



Capitulo 3

Espacios Universales

3.1.

Llegamos ahora a la parte final de este trabajo, y presentamos por fin
algunos espacios universales.
Desde principios del siglo XX los espacios universales han jugado un papel
muy importante en la teoria de las dimensiones asi como en otras areas de
la topologia general. La existencia de un objeto universal para una cierta
clase de espacios nos permite reducir el estudio de espacios de esta clase al
estudio de subespacios de un espacio topolégico determinado.

Definicién 3.1.1. Decimos que un espacio topologico X es universal para
todos los espacios con la propiedad topoldgica P si X tiene la propiedad P
y todo espacio que tenga la propiedad P es homeomorfo a un subespacio de
X.

Definicién 3.1.2. Sea (F,0) el espacio topoldgico donde F = {0,1} y
O = {0,{0},{0,1}}, i.e., la topologia formada por el conjunto vacio, el
congunto {0} y el total. Claramente F es un espacio Tp.

El cubo de Alexandroff de peso m > Vg es el espacio F™, es decir el producto
topoldgico [[,c g Fs, donde Fs = F para todo s € S y |S| = m.

El siguiente resultado lo tenemos gracias al trabajo de Alexandroff[13]
de 1936.

Teorema 3.1.3. El cubo de Alexandroff F™ es universal para todos los
espacios Ty de peso m > Ng.

45



CAPITULO 3. ESPACIOS UNIVERSALES 46

Demostracion. Por el teorema 1.3.3 tenemos que F'™ es un espacio Tj.
Sea X un espacio Tp tal que w(X) < m y tomemos una base B = {Us}secs
con |S| < m. Definamos la funcién fs : X — {0,1} como sigue:

0 sizeUs,
fs(x)—{ 1 size X\U,.

Es facil ver que la funcién anterior es continua, simplemente basta ver que
S {0N = Uy v £71(F) = X.

Ahora veamos que la familia F = {fs}scs separa puntos de cerrados. Sea
z € X y G C X un conjunto cerrado tal que z ¢ G. Entonces existe Us € B
tal que x € Us C X \ G, entonces fs(x) = 0y fs(G) C {1}. De manera
similar es facil ver que la familia F separa puntos. Sean z,y € X, al ser
X un espacio Ty, existe un elemento de la base U, tal que, sin perdida de
generalidad, z € Us y y € X \ Us, por lo tanto fs(z) =0y fs(y) = 1. Por
lo tanto, por el teorema diagonal 1.3.10, la diagonal Ascgfs es un encaje
homeomorfo de X en F™. O

A continuacién presentamos un espacio universal para todos los espacios
topolodgicos de peso m y cardinalidad menor o igual que 2™.

Teorema 3.1.4. Sea E el espacio topoldgico E = {0, 1,2} con la topologia
que consiste en el conjunto vacio, el conjunto {0} y el total. El espacio E™ es
universal para todos los espacios topoldgicos de peso m > RNy y cardinalidad
<2m,

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico de peso m y sean My, M7 con-
juntos de indices tales que:

1). My, My C m.
2). |My| = |My| =m.
3). MyUM; =m
4). Mon My, = 0.

Tomemos una base B para X tal que B = {U, }acn, - Para cada elemento
U, en la base de X definamos una funcién g, : X — E de la siguiente

manera.
0 sizeU,,

9“”{1 siz € X\ U,
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Sea Z = {f € EM1 | f(a) € {1,2} para todo o € M;}. Tenemos que
|Z] = 2™ y, como | X| < 2™, existe una funcién h : X — Z inyectiva. Es
claro que la topologia inducida en Z es la indiscreta.
Como g, 1({0}) = U, v g5 1(E) = X, ga es continua para toda o € Mp.
Para ver que h es continua, primero observemos que los abiertos canénicos
en EMi son de la forma (), p;1({0}) donde p,, es la proyeccién en la
coordenada o; con o; € My ei € {1,2,...n|n € N}, por lo que los abiertos
de h(X) s6lo pueden ser h(X)y 0y como h=}(h(X)) =X y h=2(0) =0, h
es continua.
Sea F = {go | @« € Mo} U {h} y sean z,y € X tales que x # y. Como h es
inyectiva, entonces h(x) # h(y). Por lo tanto F separa puntos.
Seax € X y F C X cerrado tal que « ¢ F. Existe o € My tal que x € U, y
Uy NF =0, entonces go(x) =0y go(F) = 1. Por lo tanto F separa puntos
de cerrados.
Por todo lo anterior, y por el teorema diagonal 1.3.10, la funcion H =
(Aneryga)Ah : X — EMo x EMi = E™ es un encaje.

O

Definicién 3.1.5. FEl cubo de Tychonoff de peso m > R es el espacio I™,
i.e., el producto topoldgico [ [, . g I, donde Iy = I para toda s € S y|S| = m.
El cubo de Tychonoff IN° se llama cubo de Hilbert.

Ahora presentamos un espacio universal para todos los espacios de Ty-
chonoff, este resultado fue expuesto por Tychonoff en 1930[10].

Teorema 3.1.6. El cubo de Tychonoff I es universal para todos los espa-
cios de Tychonoff de peso m > V.

Demostracion. Sabemos que el intervalo I es un espacio de Tychonoff, en-
tonces por el teorema 1.3.5 el cubo I™ también es un espacio de Tychonoff.
Por el teorema 1.3.6 se sigue que w(I™) < m.

Ahora debemos mostrar que todo espacio de Tychonoff X de peso m es
encajable en I". Como X es un espacio de Tychonoff, la familia de todos
los conjuntos cocero es una base para X.

Por el teorema 1.1.19 se sigue que existe una base {U,}scs para el espacio X
que consiste en conjuntos cocero y tal que |S| = m. Para cada s € S consid-
eremos una funcién continua f : X — I tal que Ug = f:1((0,1]). Veamos
ahora que la familia F = {f}scs separa puntos y conjuntos cerrados. Sea
x € X y F C X un conjunto cerrado tal que x ¢ F, entonces existe un U en
la base de X tal que z € U; C X \ F' y se tiene que fs(z) C fs(Us) = (0,1]
y fs(F) C {0}, por lo tanto, la familia F = {fs}scs separa puntos de cer-
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rados. Como X es un espacio 11, se sigue del teorema diagonal 1.3.10 que
la diagonal Agcsfs es un encaje homeomorfo de X en I™. O

Al igual que el resultado anterior, el siguiente se debe a Tychonoff en
1930[10] y establece, en particular, la compacidad de cualquier cubo I™.

Teorema 3.1.7. El cubo de Tychonoff I es universal para todos los espa-
cios compactos de peso m > Ng.

Demostracion. El espacio topoldgico I es compacto, entonces por 2.1.13 el
cubo de Tychonoff es compacto. Ahora, sea X un espacio compacto de peso
m, por 2.1.9 X es normal, y por 1.2.14 X es un espacio de Tychonoff, asi que
por 3.1.6 existe un encaje homeomorfo de X en I™. O

La existencia de un espacio universal para los espacios metrizables com-
pactos aparece gracias a los trabajos de Urysohn de 1924[16].

Teorema 3.1.8. El cubo de Hilbert IR0 es universal para todos los espacios
compactos metrizables y para todos los espacios separables metrizables.

Demostracion. Por el corolario 2.2.20, el cubo de Hilbert es metrizable, por
el teorema 3.1.7 es compacto, y por 2.2.21 es separable.

Sea X un espacio compacto metrizable, por el teorema 2.2.21 es separable,
y por lo tanto segundo numerable, es decir w(X) = Ry y por 3.1.7, existe
un encaje homeomorfo de X en I™o, O

Definicién 3.1.9. Si denotamos el espacio discreto de dos puntos D(2)
como D y lo identificamos con el subespacio {0,1} de la linea real, entonces
definimos el cubo de Cantor de peso m > Ny como el espacio D™, i.e., el
producto topoldgico [[,.q Ds, donde Dy = D para toda s € S y |S| = m. El
cubo de cantor DX es llamado conjunto de Cantor.

Continuamos esta seccién presentando un espacio universal para los es-
pacios cero-dimensionales, este resultado aparece en el trabajo de Vedenissoff[18]
de 1939.

Teorema 3.1.10. El cubo de Cantor D™ es universal para todos los espa-
cios cero-dimenstonales To de peso m > Ng.

Demostracion. Por el teorema 2.3.4 es suficiente probar que todo espacio
cero-dimensional X de peso m es encajable en D™.
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Se sigue del teorema 1.1.19 que existe una base {U; }scs para el espacio
X que consiste de conjuntos abiertos y cerrados y tal que |S| = m. Para
toda s € S definase la funcién f; : X — D como

1 sixzeUs
fs(x)_{() size X\ Us
Como Uy es cerrado y abierto, entonces f; es continua y por el teorema

diagonal 1.3.10, la funcién f = Acsfs es un encaje homeomorfo de X en
el cubo de Cantor D™. O

El siguiente espacio universal es el tnico que expondremos el cual no
resulta ser producto topoldgico, este resultado aparece en el trabajo de
Fréchet[8] de 1910.

Teorema 3.1.11. FEl espacio Q de los nimeros racionales es universal para
todos los espacios topolégicos numerables metrizables.

Demostracion. Sean X un espacio métrico numerable y p una métrica que
induce la topologia en X . Para cada = € X, tenemos que la coleccién B(z, €),
con 0 < € < 1 es una base local para x en X. Como X es numerable,
para cada ¢ > 0, podemos encontrar 0 < § < € tal que FrB(z,d) = 0,
de lo contrario | X| = 2. Por lo anterior, podemos construir una sucesién
81,09, ..., tal que &, > dp41, 6 — 0y FrB(z,d,) = 0. Como cada B(zx,d,)
es cerrado y abierto y {B(z,d,) | n € IN} es una base local para x, se tiene
que B = J,cx{B(x,6,) | n € N} es una base de X formada por conjuntos
que son abiertos y cerrados y por lo tanto X es cero-dimensional.

Como X es cero-dimensional y segundo numerable, por el teorema 3.1.10,
existe un encaje ¢ de X en el conjunto de Cantor DX, Por lo anterior, sea
f la funcién dada por ¢ seguida de la inclusién, f es un encaje de X en
R. Sea X' = f(X) C R, entonces Q U X’ es un subespacio denso de R, y
por el teorema 2.2.29 se tiene que existe un homeomorfismo g : R — R tal
que g(QU X’) = Q, y por lo tanto g o f es un encaje homeomorfo de X en
Q. O

Definicién 3.1.12. Sea m un cardinal infinito, S un conjunto de cardinal-
idad m, e Iy = I x {s} para toda s € S. Sea

(z,51)E(y, s2) siempre quex =0=y ox =y y 81 = $2

una relacion de equivalencia E en el conjunto |J,cg Is.
Es facil ver que la formula

p([(x,51)], [(y, s2)]) = { |z —y| sis) = s,

x+y  SiSyF So,
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define una métrica en el conjunto de las clases de equivalencia de E. Este
espacio serd llamado el erizo de m = |S| espinas y serd denotado por J(m).
FEs claro que para cada s € S, la funcion js del intervalo I en J(m) definida
como js(x) = [(z, s)] es un encaje homeomorfo. La familia de todas las bolas
con radios racionales alrededor de los puntos de la forma [(r,s)], donde r
es un racional, es una base para J(m); asi que w(J(m)) < m. Como el
subespacio de J(m) que consiste en todos los puntos de la forma [(1,s)] es
un espacio discreto de cardinalidad m, se sigue que w(J(m)) =m.

El erizo fue descubierto por Urysohn[17] en 1927. A continuacion ver-
emos que el producto topoldgico del erizo es universal para los espacios
metrizables. Este resultado aparecié por primera vez en el trabajo de Kowalsky[20]
de 1957, la prueba presentada aqui se debe a Swardson[19] en 1979.

Teorema 3.1.13. El producto topoldgico J(m)®° de Ng copias del erizo
J(m) es universal para todos los espacios metrizables de peso m > Ry.

Demostracion. Claramente J(m)™ es un espacio metrizable de peso m.
Sea X un espacio metrizable de peso m > Ny. Por 2.2.39 existe una base
B =;2, Bi, donde B; = {Us}ses;, es una familia discreta. Por el teorema
1.1.19 se puede asumir que el conjunto S = (J;=, S; tiene cardinalidad m;
sin pérdida de generalidad se puede asumir también que el conjunto S co-
incide con el conjunto usado en la definicion 3.1.12 en la construccién del
erizo J(m).

Para cada natural i y cualquier s € .S;, por el corolario 2.2.17, existe
una funcién continua f, : X — I tal que Uy = f;'((0,1]). Como la familia
{Us}ses, es discreta, se sigue de 2.2.36 que

fi(x) = jsfs(x) para x € Us y fi(x) = js,(x) para z € X \ U Us
s€eS;

en donde sg es un elemento fijo de S, define una funcién continua f; : X —
J(m). Ahora veamos que la familia {f;}$°; separa puntos de cerrados. Sea
z € X y FF C X un conjunto cerrado tales que =z ¢ F'. Existe un elemento
Us en la base de X tal que © € U; C X \ F, sea S; tal que s € S;, entonces
tenemos que f;(x) € f;(Us) = ((0,1],5) v fi(F) C {(0,s)}. Entonces, por el
teorema diagonal, el espacio X es encajable en J(m)¥o. O

Ahora presentaremos otro espacio universal para todos los espacios metriz-
ables.
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Definicién 3.1.14. Sea H el conjunto de todas las suseciones infinitas {x;}
de numeros reales que satisfacen la condicion Y o, x? < co. Ahora, veamos
que la funcion

oo

D (@i —wi)? paraw = {ai}y = {yi},

i=1

p(x,y) =

define una métrica en H.
Primero provaremos que p estd bien definida, es decir, que la serie en la
definicion de p converge. En la prueba utilizaremos la desigualdad de Cauchy

k

§ aibz S

i=1
la cual se cumple para todas las sucesiones infinitas ay,ag,..., Ak, ... Y
b1,ba,...,bg,... de numeros reales. Veamos que para todo par de puntos

x={x1}, y={y;} en H y todo entero positivo k tenemos

k

k k k
D (wi—yi)? =) ol -2} awit) vl
i=1 i=1 i=1

i=1

k k
S+ vl
=1 =1

k
< Zx?+2
i=1

k k 2 %) %) 2
:< S zys) g< St zy3>.
=1 =1 =1 =1

Como la ultima desigualdad se cumple para todo entero positivo k, la serie
en la definicion de p es convergente y p(x,y) estd bién definida.
Obviamente p(x,y) = 0 si y sélo si x = y y p(x,y) = p(y,x) para todo
z,y € H.

Sean © = {z;},y = {yi} v z = {2} puntos cualesquiera de H; sean

xk:{$1;I23"~7xk70707"'}7

yk :{ylay27"'ayk7070a"'}7

2 ={z1,20,...,2,0,0,...}
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)
Qi =T = Yisbi = yi — zi, ¢ = x — 2.
Por la desigualdad de Cauchy tenemos
k k
[p(z"*, y*)])* = Zcf = Z(ai +b;)* =
=1 i=1
k
< Z a? 42
i=1
k
(| |2
i=1 '
Se sigue de la ultima desigualdad que para k =1,2,... tenemos

p(x,y) + p(y, 2) > p(a®, %) + p(y*, 2%) > p(aF, 25),

Y eso implica que p(x,y) + p(y, z) > p(x, z).

El espacio H es llamado el espacio de Hilbert . El conjunto de todas las suce-
siones {x;} en donde todas las x; son nimeros racionales y de las cuales sdlo
para una cantidad finita son distintas de cero, es denso en H y numerable,
ast que el espacio de Hilbert es separable.

Definicién 3.1.15. Sea m un cardinal infinito y .S un conjunto de cardinal-
idad m. Consideremos el conjunto de todas las funciones reales x definidas
en S tales que [{s € S | s # 0} < Nog y > ,cqx? < 00, donde z, denota
el valor de la funcion x en s; la formula p(x,y) = /D cq(xs — ys)? define
una métrica en este conjunto. El espacio métrico obtenido de esta manera
no depende (salvo isometrias) en la eleccion del conjunto S; es llamado el
espacio de Hilbert de peso m y se denota por H(m). Claramente, el espacio
de Hilbert definido en 8.1.14 coincide con H(Rp).

Ahora continuamos con el resultado referente a los espacios de Hilbert,
el cual fue publicado por primera vez por Dowker[21] en su trabajo de 1947.

Teorema 3.1.16. El espacio de Hilbert H(m) es universal para todos los
espacios metrizables de peso m > Ny
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Demostracion. Sea X un espacio metrizable tal que w(X) < m. Por los
teoremas 1.1.19 y 2.2.39, X tiene una base de cardinalidad < m, B =
Ui2, Bi, donde B; = {U; s} ses, es una familia localmente finita, S = (J;=; S;
y |S| = m.

Por el teorema 2.2.17, todo cerrado en X es G, por lo cual, todo abierto
es F,, vy se sigue de 1.2.12 y 1.2.13 que para cada pareja (i, s) existe una
funcién continua ¢; s : X — [0,1] con gofi (0) = X \ U, 5. Como para cada
i, la familia {Uio,s}sesio es localmente finita, cada punto de X tiene una
vecindad que intersecta a lo més a una cantidad finita de conjuntos Uj, s
asi que Zsesio ©iy,s(x) es un nimero real y Zsesm ©iy,s €8 una funcién
continua en X. Ahora mostraremos que la funcién f de X en H(m), dada
por las funciones coordenadas

1 ©s s(x)
fi,s( ) - = . 5
' ! \/1 + Zsesi szz,s(x)

es un homeomorfismo sobre un subespacio de H(m). Para verificar lo ante-
rior seguiremos los siguientes pasos:

1). Para cada z, {fi s(z)} es un punto de H(m): Como para cada iy ten-
emos que @;, s(z) = 0 para toda s € S;, excepto por un nimero finito,
se sigue que toda f; s(x) es cero excepto por una cantidad numerable,
y entonces

PIACED D) DY ACIED PESES
1,8 i=1

i=1 s€S;

2). Cada f; s es continua, ya que el denominador nunca es cero.

3). fesinyectiva: Siz # y, entonces existe un U; s conz € U; s y y & Us s;
entonces ; s(z) > 0, ;. s(y) = 0, por lo tanto f(z) # f(y).

4). f es una funcién cerrada de X sobre f[X]: Si A C X es cerradoy z ¢
A, entonces para alguna pareja (io, So) tenemos que z € Uy, s, C X\ 4;
como ;, s, (a) = 0 para toda a € A, mientras que ;, s,(z) =k > 0,
se tiene que d(f(z), f(A)) > k- 1/ig, con d la distancia en H(m),
asi que f(z) ¢ f(A).

5). f es continua. Sea xo € X y € > 0; tomemos ig tal que
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y sea Wy, una vecindad que intersecta a lo mas a una cantidad finita
de conjuntos U; s para i < ip. Se sigue que entre todas las f; s con el
primer indice i < g, existen solo una cantidad finita, digamos N, que
no son cero en Wy,. Sea V,, una vecindad de zo tal que Vg, C Wy,
en la cual cada una de estas N funciones continuas satisfacen

| fi,s(x) = fi,s(zo)] < \/%;

entonces, para cualquier x € V,,, tenemos

S lfusle) — fiswo)® < S

i,s i<ig

[ V)

Z Z 1 €2
|fi’5(x)_fi,s<x0)|2§2' E ﬁ < 5,
iys i>io i>ig
lo que muestra que f(Vy,) C B(f(zo),€), como se queria probar.

Por lo tanto, f es un homeomorfismo.
O

A continuacién estableceremos qué condiciones debe cumplir un espacio
X para que X™ sea universal para todos los espacios topologicos de peso
< m y cardinalidad < 2™.

Teorema 3.1.17. Sea X un espacio topolégico, el producto topoldgico X™
es universal para todos los espacios de peso < m y cardinalidad < 2™ si y
solo si X no es un espacio Ty y contiene dos puntos x y y tales que existe
un abierto que contiene a x y no a y mientras que todo abierto que contenga
a y también contiene a x.

Demostracidn. Primero supongamos que X°, con m un cardinal tal que
m = |S|, es universal para todos los espacios de peso < m y cardinalidad
< 2™. Entonces X no puede ser un espacio T ya que el producto de espacios
To es un espacio Ty y los subespacios de espacios Ty son Tp. Ahora, sean
E = {a,b,c} con la topologia {F,0,{a}} y W C E con W = {a,b} y la
topologia inducida por E. Entonces el espacio X™ contiene una copia Y
de W, es decir, Y = {¢,r} donde la topologia inducida en Y es {0,Y,{q}}.
Entonces existe un abierto A de X™ que contiene a ¢ pero no contiene a r
y ademads, todo conjunto abierto de X" que contiene a r también contiene
a ¢q. Entonces

q€p.t(Ag) Np (As,) N npyH(As,) C A
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r & pit(As) Npt(Ag) N Nps(As,),

en donde, para cada s; € S, ps, es la correspondiente proyeccién y A, es
un abierto en X, = X. Es claro que, para alguna s;, 5, ¢ A, (donde 7y,
es la coordenada s; de r) mientras que qs; € A,;. Mds atin, todo abierto de
X que contiene a 7, debe también contener a gs;, ya que todo abierto de
X™ que contiene a r también contiene a q.

Para finalizar la prueba, supongamos que X no es T y contiene dos
puntos x y y que cumplen la hipétesis. Como X no es Tp, contiene dos
puntos a y b tales que a # b pero ambos, a y b estin contenidos en los
mismos abiertos de X. Ahora, sea Z = {(a,y), (b,y), (a,2)} y demosle a Z
la topologia inducida por X x X. Sea A un subespacio abierto de X que
contiene a x, pero no a y. Entonces Z N (X x A) = {(a,x)} es un abierto en
Z. Ahora supongamos que V es cualquier abierto de X x X y (a,y) € ZNV.
Entonces

(a,y) GZQ(Al XAQ) CZO‘/,

donde A; y A, son abiertos de X. Como a y b pertenecen a los mismos
conjuntos abiertos de X, (b,y) € ZNV. Més ain, y € Ay implica x € Ay
asi que (a,2) € ZNV. De manera similar, (b,y) € ZNV implica que ambos
(a,y) v (a,z) pertenecen a Z NV también. Evidentemente la topologia
inducida en Z es {0, Z,{(a,z)}}. Esto significa que X x X contiene una
copia de F, y E™ es un espacio universal para todos los espacios de peso
< m y cardinalidad < 2™ como ya se vio en el teorema 3.1.4. De aqui es
inmediato que X™ debe ser un espacio universal para todos los espacios de
peso < m y cardinalidad < 2™, O

A partir del teorema anterior facilmente obtenemos los siguientes coro-
larios.

Corolario 3.1.18. 5i X™ es un espacio universal para todos los espacios
de peso < m y cardinalidad < 2™, entonces X debe tener al menos tres
elementos.

Demostracion. Sea X = {a, b}, entonces, la tnica topologia en X que no es
Ty es la topologia indiscreta, por lo tanto X™ no puede ser universal para
todos los espacios de peso < m y cardinalidad < 2™.

O
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Corolario 3.1.19. Salvo homeomorfismos hay exactamente dos espacios
topologicos X yY con exactamente tres puntos tdles que su producto topoldgi-
co X™ yY™ es universal para todos los espacios de peso < m y cardinalidad
< 2™ y cada uno de ellos tiene precisamente un subconjunto abierto propio
no vacio. En un caso es un punto y en el otro una pareja de puntos.

Demostracion. Sea E = {a,b,c}. De acuerdo al teorema anterior, para que
E™ sea universal para todos los espacios topolégicos de peso m y cardi-
nalidad < 2™, E no puede ser T, lo cual sélo es posible si, salvo homeo-
morfismos, O = {{E},0}, O’ = {{E},{a},0} 0 O” = {{E},{a,b},0}. Por
otro lado la segunda condicion, contener dos puntos, x, y tales que existe un
abierto que contiene a x y no a y, mientras que todo abierto que contenga

a y también contiene a x, solo se cumple para O y para O”.
O

Probamos la segunda parte del teorema anterior mostrando que si el
espacio X satisface ciertas condiciones entonces X x X contiene una copia de
(E,04), donde Oy = {0, E,{a}}.Observamos también, del corolario 3.1.19
que (F,O2) es un espacio universal, donde Oz = {0, E,{a,b}}. En base a
lo anterior, cualquiera se podria ver tentado a intentar mostrar que si X
satisface las condiciones del teorema, entonces X deberia contener una copia
de (E,01) o de (F, O3), pero como veremos en el ejemplo siguiente, esto no
necesariamente es cierto.

Ejemplo 3.1.20. Sea V = {a,b,c,d} y O3 = {0,{a}, {a,b},{c,d},{a,c,d}}.
Se sigue inmedidtamente del teorema 3.1.17 que (V,03) es tal que V™ es un
espacio universal para todos los espacios de peso < m y cardinalidad < 2™ y
aplicando el mismo teorema podemos verificar que ningun subespacio propio
W de (V,O3) es tal que W™ es un espacio universal para todos los espacios
de peso < m y cardinalidad < 2R,

A partir de lo visto anteriormente, en cierto sentido, podemos decir que
(E,01), (E,03) y (V,03) son minimos y tales que su producto topoldgico
es un espacio universal para todos los espacios de peso < m y cardinalidad
< 2™. Obviamente, cualquier espacio topologico que contenga una copia
de uno de estos espacios tiene la propiedad de que su producto topoldgico
es un espacio universal para todos los espacios de peso < m y cardinalidad
< 2™ En el siguiente teorema mostramos que la suposicion inversa es cierta
también y este resultado es una caracterizacién un poco diferente de los
espacios universales para todos los espacios de peso < m y cardinalidad
<2m,
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Para un subespacio Y de un espacio topoldgico X, el simbolo Oy denotari la
topologia inducida en Y.

Teorema 3.1.21. Un espacio topologico X es tal que su producto topoldgico
X™ es universal para todos los espacios de peso < m y cardinalidad < 2™
st y sdlo si contiene una copia de alguno de los espacios (E,O1), (E,O2) o
(V,03).

Demostracion. Hemos discutido ya en los resultados anteriores el hecho de
que la condicion es suficiente, entonces sélo basta probar la necesidad. Por
el teorema 3.1.17, X contiene dos puntos distintos a, b que pertenecen a los
mismos conjuntos abiertos y tambien dos puntos ¢, d tales que algin abierto
contiene a ¢ y no a d, mientras que todo abierto que contiene a d también
contiene a ¢. Ahora procederemos por casos.

Caso 1.
c=aoc=b

Podemos suponer que ¢ = a. Entonces d # a,b. Sean A un abierto que con-
tiene a a perono ady Y = {a,b,d}. Entonces Y N A = {a, b} es un abierto
en Y y ademads es el Unico subconjunto propio abierto, ya que cualquier
abierto que contenga a d también contiene a a, y por lo tanto a b. Entonces
Oy ={Y,0,{a,b}} v (Y,Oy) es homeomorfo a (E,Os).

Caso 2.
d=aod=b

Podemos suponer que d = a. Entonces ¢ # a,b. Sean Y = {a,b,c} y A
un abierto de X que contiene a ¢ pero no a d = a. Entonces b ¢ Ay
ANY = {c}. Todo subconjunto abierto de X que contiene a a o0 a b debe
contener al otro también y por lo tanto también a ¢, ya que d = a. En este
caso Oy = {Y,0,{c}} y (Y, Oy) es homeomorfo a (E, O;).

Caso 3.
c#a,byd#a,b.

En este caso a,b,c y d son todos distintos, y sea Y = {a,b,c¢,d} con la
topologia inducida Oy . Se sigue que a y b estdn contenidos en el mismo
subconjunto abierto de Y y que existe un abierto de Y que contiene a ¢
pero no a d mientras que todo abierto que contiene a d también contiene
a c. Ahora sean U el abierto mas pequeno de Y que contiene a a y a b,
A el abierto de Y més pequenio que contiene a ¢ y B el abierto de Y mas



CAPITULO 3. ESPACIOS UNIVERSALES

58

pequetio que contiene a d. Existen tres posibilidades para U, dos para A y

dos para B. Las posibilidades son las siguientes:

s (U)U=Y

« (U2) U = {a,b,c}
« (U3) U = {a,b}

» (A1) A={a,b,c}
» (A2) A ={c}

« (Bl)B=Y

» (B2) B = {c,d}

Ahora (U1) es contradictoria con (A1) asi como (A1) con (B2). En la segun-
da consideracién, por ejemplo, si {a,b,c},{c,d} € Oy entonces {c} € Oy,

lo cual contradice el hecho de que {a,b,c} es el abierto mas pequeno que

contiene a c¢. Ahora listamos las otras posibilidades y observamos que para
cada una de estas, (Y,0y), y entonces el espacio X, contiene un sube-

spacio homeomorfo a alguno de (E,O;), (E,O2) o (V,O3). Expresamos el
hecho de que (Y, Oy) es homeomorfo a (Z,0z) simplemente escribiendo

(K Oy) ~ (Z7 Oz)
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