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Capitulo 1

Introduccion

Hay varias formas de definir la geometria computacional. En un sentido es-
pecifico, se ocupa del cémputo de propiedades geométricas [9]. En un sentido
amplio, se ocupa del diseno y anélisis de algoritmos para resolver problemas
geométricos. En un sentido mas profundo, le podemos definir como el estudio
de la complejidad computacional inherente a problemas geométricos. En este
ultimo sentido, presupone la determinacién de las propiedades geométricas
que son computables.

Uno de los problemas mas conocidos en geometria computacional es el si-
guiente [4]. Decimos que P es una nube de puntos si P es un conjunto finito
de puntos en R2.

Sea P una nube de puntos. Encontrar el poligono convexo de drea minima
que contenga a P.

El poligono que se busca en el problema anterior es conocido como el cierre
convexo de P, CH(P) por sus siglas en inglés, la figura 1.0.2 ilustra el CH(P)
para un P arbitrario. A partir del cdlculo del CH(P), han surgido otros
problemas cuyo planteamiento es semejante al anterior. Estos problemas pi-
den calcular objetos geométricos que contengan a P en su interior y que
minimizen algunos parametros de los mismos, por ejemplo, la circunferencia
de drea minima y el rectangulo de drea minima, [4], [10], [11].

En este trabajo, estudiaremos una variante interesante del cierre convexo,
digase el cierre convexo rectilineo de P.

Definicién 1.0.1. A cada punto w del plano, le podemos asociar cuatro



cuadrantes Q1 (w), . .., Q4(w) tales que Q;(w) es la traslacion de cada uno de
los cuatro cuadrantes del plano por el vector w.

Decimos que un cuadrante Q;(w) es libre de P, si Q;(w) no contiene a ningin
elemento de P en su interior. Véase figura 1.0.1.

O,(w) O,w)

03(w) O,w) 10)

Figura 1.0.1: Los cuatro cuadrantes de w.

Definicién 1.0.2. El cierre convezxo rectilineo de un conjunto P de puntos
en el plano, RCH(P), se define en la siguiente expresion, [2].

RCH(P):=R*— | JQ
QeQ

Q=1{Q:Q=Q;(w) es libre de P,i € {1,2,3,4},w € R?}

El RCH(P) se ilustra en la figura 1.0.2.

Figura 1.0.2: El CH(P) en linea punteada y el RCH(P) en linea continua.



En la figura 1.0.3 se muestra el RCH(P) en dos sistemas coordenados di-
ferentes, el estdndar para R? y una rotacién del mismo respecto del origen.
Observemos que el CH(P) mantiene su forma en ambos sistemas coordena-
dos, mientras que RCH(P) si ha cambiado.

Figura 1.0.3: El RCH(P) en dos sistemas coordenados distintos, siendo uno
la rotacién del otro.

A pesar de que todo vértice de CH(P) es también vértice de RCH(P), [8],
y que el RCH(P) C CH(P) bajo toda rotacion, tenemos que ambos objetos
geométricos son muy diferentes. Claramente, el RCH (P) no es convexo, mien-
tras que CH(P) si lo es. Ademds, el RCH(P) no necesariamente es conexo,
mientras que el CH(P) siempre lo es, véase figura 1.0.4.

/[\
RS
/

\

N

N

Figura 1.0.4: E1 RCH(P) no es conexo.

Dado que la forma de RCH(P) cambia respecto del sistema coordenado, se
tiene que el area también lo hace. Por ejemplo en la figura 1.0.3 el 4drea de los
dos RCH(P) es diferente a pesar de que P no cambia. El punto central de
este trabajo es el de encontrar el angulo de rotacion del sistema coordenado
que genera el drea minima del RCH(P).
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Varios autores se han dedicado a investigar la complejidad de calcular el
RCH(P). En [7] se hace una recopilaciéon de definiciones del RCH(P) y se
prueba una cota de Q(nlogn), en [6] se ofrece un algoritmo para calcular el
RCH(P) en O(nlogn). En [2] se resuelve el problema de encontrar el dngulo
de rotacion del sistema coordenado que genera el RCH(P) de area minima en
tiempo cuadratico. Por tltimo, en [1] se ofrece un algoritmo para encontrar
los vértices de RCH(P) para cada dngulo de rotacion del sistema coordenado
en el intervalo [0, 27).

En este trabajo daremos un algoritmo de complejidad O(nlogn), mejorando
el resultado en [2]. El método usado es semejante al usado en [2].

El contenido de este trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el
capitulo 2 se exhibe la compatibilidad de este trabajo con trabajos anteriores
y se dan algunas propiedades geométricas del cierre convexo rectilineo. En
el tercer capitulo se muestran las férmulas para calcular el area del cierre
convexo rectilineo. En el capitulo 4 se define una cadena de arcos y se prueban
algunas propiedades de ella. Por tltimo, en el capitulo 5 se muestra una forma
de calcular la orientacion para la cual el cierre convexo rectilineo tiene area
minima en tiempo O(nlogn).

Cabe aclarar que este trabajo se realizé en conjunto con el Ing. Carlos Alegria
Galicia del programa de Posgrado en Ciencia e Ingenieria de la Computacion
UNAM, su tesis de maestria esta estrechamente ligada al problema principal
de este trabajo.



Capitulo 2

Definiciones basicas

En este capitulo veremos el problema original que inspiré el estudio del cierre
convexo rectilineo. El tema principal de este trabajo estd planteado en el
plano, de modo que asumiremos que todos los objetos geométricos a los que
se haga referencia posteriormente estéan en el plano. En adelante, llamaremos
P a un conjunto finito de puntos en R2.

2.1. Dominacion

Sea T un conjunto y * un operador binario en 7. Decimos que * es un orden
parcial en T si se cumplen los siguientes tres enunciados.

» t*t. (Reflexividad)
= Sitxsy sxt, entonces s = t. (Antisimetria)

» Sisxtyts*u, entonces sx*u. (Transitividad)

Un ejemplo de orden parcial es la dominacion, >, en P, denotada por (P, >).

Definicién 2.1.1. Sean p = (a,b) y ¢ = (¢,d) en P. Decimos que p domina
aq,p>q, siysolosia>cyb>d. Ver figura 2.1.1.
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Figura 2.1.1: Cada p; domina a los puntos dentro de su cuna correspondiente.
Los puntos p; y p2 son >-maximales.

Dado que P es un conjunto finito de puntos, la relacion de dominacion tiene
elementos maximales en P. La figura 2.2.1 ilustra la manera en la que se ven
algunos elementos maximales de P. A los puntos de P que son maximales
respecto a dominacion les llamaremos >-maximales. Veremos ahora algunas
propiedades que cumplen los puntos >-maximales de P.

Notemos que, si p es >=-maximal en P, entonces Q1(p) es libre de P. De
manera reciproca, si @1(p) es libre de P, entonces p es >=-maximal. Esta
propiedad nos serd de gran utilidad en el resto del capitulo.

Los vértices del CH(P) guardan una estrecha relacién con los puntos >-
maximales de P. El siguiente lema muestra dicha relacion.

Lema 2.1.2. Seanr = (e, f) y s = (g, h) en P tales que tienen la ordenada y
la abscisa mdzimas en P respectivamente. Todo vértice p = (a,b) de CH(P)
tal que h < b < f ye<a < g es >=-maximal.

Demostracion. Sip = (a,b) es tal que h < b < fye<a< g, entonces una
linea soporte, |, de CH(P) en p tiene pendiente negativa. Ademas CH(P)
estd por debajo de [. Asi que el cuadrante Q;(p) es libre de P. Luego p es
>—-maximal.

]

En el plano existen cuatro relaciones de dominacion. Estas relaciones estan
asociadas a cada uno de los cuadrantes de R?. La definicién 2.1.1 es la aso-
ciada al primer cuadrante, >;. Las otras tres se obtienen por medio de la
rotacién del sistema coordenado.




Figura 2.1.2: Los vértices del CH(P) que son >=-maximales en gris. Los puntos
—-maximales que no pertenecen a CH(P) dominan a todos los puntos dentro
de su cuna.

Rotemos el sistema coordenado 5 respecto del origen. A la relacién >~ en
este sistema coordenado le llamaremos 5. Ver figura 2.1.3. La relacion >3
estara dada por > en un sistema coordenado que ha sido rotado 7 respecto
del origen. El orden >, estd determinado por > en un sistema coordenado
que ha sido rotado 37” En la figura 2.1.3 se representan las cuatro relaciones

de dominacién.

.p3 0. .' : op4
.. . . . . . . ?;
© P : .o
T qr - o % e 2

Figura 2.1.3: Las cuatro relaciones de dominacion, p; >; ¢;.

Claramente, cada uno de los ordenes >;, i = 1,2,3,4, tiene las mismas
propiedades que >. Nos gustaria enfatizar que los vértices de CH(P) son
; -maximales para alguna i. Probaremos esto en el siguiente lema !.

Lema 2.1.3. Todo vértice p de CH(P) es >=; -mazimal para alguna i =
1,2,3,4.

1 Se puede encontrar una prueba alterna de este Lema en [8]




Demostracion. La linea soporte de CH(P) en p tiene pendiente positiva o
negativa. En el primer caso, se tiene que Q2(p) o Q4(p) libres de P. Luego
entonces, p es =4 -maximal o >, -maximal, respectivamente. En el segundo
caso, se tiene que Q1(p) o Q3(p) son libres de P. Se sigue que p es =1 -maximal
0 >3 -maximal respectivamente.

]

Cabe mencionar que el reciproco del lema anterior no es verdad. De hecho, el
numero de puntos >; -maximales de P es mayor o igual al nimero de vértices

CH(P). Ver figura 2.1.2.

2.2. Cierre convexo rectilineo

El problema del calculo de los puntos >; -maximales de P data de la década
de los setentas y ha sido estudiado en varios articulos. Este problema dio
origen al de encontrar el cierre convexo rectilineo de P. Existen varias defini-
ciones de cierre convexo rectilineo, las cuales se han recopilado en [7], este
articulo data de principios de los 80s. Sin embargo, las definiciones de dicho
objeto geométrico se han diversificado.

La primera definiciéon que daremos es la propuesta por C. Seara en un trabajo
no publicado aun, seguida de otra en [2]. El lector puede recurrir a [7] y a [6]
en donde puede encontrar mas definiciones del RCH (P).

Sea M = {p : pes »>; -maximal, para alguna i = 1,2,3,4}, ordenaremos
los elementos de M. Tomaremos el punto con la ordenada mayor en M y le
llamaremos p;, continuaremos ordenando los elementos de M en sentido de
las manecillas del reloj, ver figura 2.2.1

Definicién 2.2.1. (Escalera)

Un escalon, s(j), es el drea del triangulo determinado por los puntos p;j, pj11
yv; = (2j,yj+1). Al punto v; le llamaremos el dpice del escalon s(j).

Tomemos los puntos =; -mazimales de P, la i-escalera de P, S'(P), es el
conjunto de segmentos D;U; Yy U;pj+1. A los puntos p; les llamaremos los
vértices de S'(P).

Diremos que un punto r en el plano estd dominado por S'(P), si estd domi-
nado por algin vértice de S(P).
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Figura 2.2.1: Los puntos >-maximales ordenados en sentido de las manecillas
del reloj.

Figura 2.2.2: Dos escalones s(j) y s(k), las cuatro escaleras S*(P), el punto x
estd dominado por S*(P) y S*(P) y el punto r estd dominado por las cuatro
escaleras.

Las definiciones anteriores estan representadas en la figura 2.2.2. En ella
se muestran las cuatro escaleras. En particular, se muestra el punto r que
estd dominado por las cuatro escaleras, lo que lo hace un caso especial de
punto en R2.

Definicién 2.2.2. (Cierre Convexo Rectilineo)

El cierre convezo rectilineo de P, RCH(P), es el conjunto de puntos en el
plano que estin dominados por S'(P) para toda i =1,2,3,4.

En la figura 2.2.2 el cierre convexo rectilineo de P es el area encerrada por las
cuatro escaleras. A continuacién estableceremos la equivalencia entre 1.0.2 y
2.2.2.
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Teorema 2.2.3. Sean t un punto en R?. Se tiene que t estd dominado por
SU(P), para toda i =1,2,3,4, si y sélo si pertenece a

R? — UQ

QeQ

Demostracidn. Sabemos que t estd dominado S*(P) para toda i si y sélo si
t estd dominado por algtin vértice de S'(P). Esto 1ltimo es cierto si y sélo si
cualquier cuadrante () que contiene a t no es libre de P, lo que es equivalente
a que t no pertenezca a algin cuadrante libre. Por ltimo, notemos que el
que t no pertenezca a un cuadrante libre y que ¢ se encuentre en

R’ | J@
QeQ

se implican mutuamente. O]

A pesar de que las definiciones cambian, el objeto de estudio es exactamente
el mismo. A partir de estas dos definiciones haremos algunas comparaciones
del cierre convexo rectilineo con el cierre convexo en la seccion 2.4.

2.3. Cierre convexo rectilineo no orientado

Notemos que el conjunto de puntos >; -maximales de P cambia al rotar los
ejes coordenados de R? respecto del origen.

Definicién 2.3.1. Una 0-orientacion, u orientacion 0, es el sistema coor-
denado obtenido al rotar los ejes coordenados por un dngulo 0 alrededor del
origen. Figura 2.53.1.

Sean y un punto en el plano e i en {1,2,3,4}. En adelante RCHq(P), S;(P)
y Qb(y) denotardn a RCH(P), S'(P) y Q'(y), respectivamente, calculados
en una f-orientacién.

Teorema 2.3.2. RCHy(P) C CH(P) para toda 0 en [0,27).

12
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Figura 2.3.1: Los puntos en gris son todos los puntos =; -maximales maxi-
males en las orientaciones 0, 61 y 65.

Demostracién. Probaremos que el complemento de CH (P), CH (P), esté con-
tenido en el complemento de RCHy(P), RCHS (P). En consecuencia tenemos
que RCHy(P) C CH(P).

Sea t en CHY(P). Dado que CH(P) es convexo interseca a lo més a tres de los
cuatro cuadrantes Q;(t), i = 1,2,3,4, en la orientacién #. Supongamos, que

H(P)NQi(t) #0,i=2,3,4. De hecho CH(P) estd contenido en el interior
de @Q2(t) U Q3(t) U Q4(t). Luego no existen elementos de P en la cerradura
de Q1(t). Asf que t no es dominado por Si(P). Por 2.2.2 concluimos que ¢
pertenece a RCHS (P). O

Figura 2.3.2: El RCHy(P) para dos valores diferentes de 6 esta contenido en
CH(P)

El cambio del conjunto de maximales de una orientacién a otra del sistema
coordenado induce cambios geométricos y topoldgicos en el cierre convexo

rectilineo. Algunos de estos cambios seran estudiados en la siguiente seccion.
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2.4. Cierre convexo y cierre convexo rectilineo

Es comin ver en textos de topologia y geometria la comparacién de las
propiedades que se heredan de un espacio a sus subespacios. La utilidad de
hacer estas comparaciones radica en el disernimiento de ambos espacios como
objetos matematicos. El teorema 2.3.2 prueba la contencion de RCHy(P) en
CH(P), para toda 6 en [0, 2x]. Por otra parte, el lema 2.1.3 prueba que los
vértices de CH(P) siempre son vértices de RCHy(P), para toda 6 en [0, 27].
En esta seccién veremos algunas propiedades del cierre convexo rectilineo y
las compararemos con aquellas del cierre convexo.

Comenzaremos por dar dos propiedades en las que son similares.

Teorema 2.4.1. El RCHy(P) es cerrado y acotado para toda 6 en [0, 27].

Demostracion. De acuerdo a la definicion 1.0.2 tenemos que RCHy(P) es el
complemento de un abierto en un espacio euclidiano y no es vacio ni el total.
Luego RCHy(P) es cerrado. Por el teorema 2.3.2 tenemos que RCHy(P) C
CH(P), ademéas CH(P) es acotado. Luego RCHy(P) es acotado. Concluimos
que RCHy(P) es cerrado y acotado. O

Definicién 2.4.2. Sean T un conjunto y | una recta, ambos en R%. Decimos
que T es mondtono respecto de | si I- N'T es conexo, para toda recta, I+,
perpendicular a [.

Otra propiedad del RCHy(P) es su monotonia respecto a los ejes coordenados
de la f-orientacién en la que se encuentra. Esta propiedad se debe a que las
aristas de RCHgy(P) son paralelas a los ejes coordenados y a que los vértices
de una misma escalera se pueden ordenar totalmente. Ver figura 2.4.1.

Las propiedades mencionadas anteriormente las cumplen tanto el cierre con-
vexo rectilineo como el cierre convexo. Ahora veremos algunas propiedades
en las que difieren. La primera diferencia entre ambas nociones es que el
CH(P) es invariante ante la orientacién en la que se encuentre, mientras que
el RCH(P) cambia geométricamente dependiendo de la orientacién con la
que se calcule. En la figura 2.3.2 se muestra un ejemplo.

El segundo aspecto en el que difieren estos objetos geométricos es que, en
tanto que el CH(P) tiene una sola componente, el RCHy(P) puede ser dis-
conexo. La figura 2.4.2 muestra un ejemplo de lo mencionado anteriormente.
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Figura 2.4.1: Se muestra el CH(P) y el RCHy(P). Las cuatro lineas que los
intersecan son paralelas a las direcciones de los ejes.

Figura 2.4.2: Se muestra un conjunto de puntos P para el que RCHy(P) no
es conexo, para 6 = 0.

La ultima diferencia que mencionaremos es que el CH(P) tiene interior, toda
vez que P tenga al menos tres puntos no colineales. Esta misma condicion
no garantiza el que el RCHy(P) tenga interior. La figura 2.4.3 ilustra esta
propiedad.

Figura 2.4.3: El RCHy(P) sin interior y el CH(P). El conjunto P tiene tres
puntos en posicion general.

Hemos visto que existen propiedades que no son heredadas del CH(P) al
RCHgy(P). De modo que los trataremos como objetos geométricos y topologi-

cos completamente diferentes. En el siguiente capitulo veremos cémo calcular
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el cierre convexo rectilineo no orientado a detalle.

2.5. Calculo de maximales

La pregunta que surge a continuaciéon de manera natural es la de cémo se
calculan los puntos »=; -maximales de P para una #-orientacién fija. Una
primera forma de resolver este problema es hacer todas las comparaciones
posibles, es decir, comparando los puntos de P dos a dos, lo que nos tomaria
tiempo cuadrdtico. La complejidad de esta solucién es de O(n?).

El nuimero de comparaciones necesaria para obtener los maximales de P
propuesta anteriormente es muy alto y no es 6ptimo. Surge asi la pregunta
de cémo reducir la complejidad de la soluciéon. A continuacién propondremos
una segunda soluciéon con una complejidad menor.

Ordenemos los puntos de P en forma decreciente de acuerdo a su abscisa en
una lista X = {¢;}. Como en la figura 2.5.1.

Figura 2.5.1: Se muestran las listas X y Y. También se muestran las etiquetas
de los elementos de Y.

Ordenamos los puntos de P en forma decreciente de acuerdo a su ordenada
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en una lista Y = {r;}. Cada r; tendrd asociado un valor w; igual al indice
de t; en X. Ver figura 2.5.1.

Haremos un recorrido en Y conservando un apuntador m a lo largo del re-
corrido. Por el Lema 2.1.3 sabemos que r; es >; -maximal, de modo que
asignamos a m el valor inicial w;. Recorreremos Y punto por punto verifi-
cando la siguiente condicién. Si w; < m, entonces le asignamos el valor r; a
m y regresamos 7. En caso contrario, r; no es >; -maximal.

Calcularemos ahora la complejidad de dicho algoritmo. El tiempo necesario
para crear las listas X y Y es de O(nlogn). Mientras que el recorrido de

Y toma tiempo O(n). De modo que la complejidad de este algoritmo es de
O(nlogn).

Los puntos que obtenemos de dicho algoritmo son todos los >; -maximales
de P puesto que estos aparecen antes que los puntos a los que dominan. La
condicién para determinar si un punto domina a otro se verifica en Y, dicha
condicién es la siguiente. Si w; < wy y j < k, entonces el punto r; domina
al punto ;. Asf si un punto r; no cumple con esta condicién, entonces no es
dominado por el ultimo »>; -maximal encontrado, lo que lo convierte en un
punto >; -maximal.

La complejidad del algoritmo anterior es menor que la planteada en la primera
solucién. La ordenacién de las listas tiene complejidad O(nlogn) y el recorri-
do de ellas toma tiempo O(n). Es facil ver que esto es éptimo, [5]. El lector
puede dirigirse a [5] donde se muestran algoritmos Optimos para d = 2,3
distintos al propuesto.

Teorema 2.5.1. FEl cdlculo de los puntos >; -maximales de P, para toda
i=1,2,3,4, estd acotado por Q(nlogn).
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Capitulo 3

Cémputo y analisis del RCHy(P)

Hemos visto que el cémputo de CH(P) y el de RCH(P) tienen la misma cota
inferior, 2(nlogn), [8], [4], donde n es el niimero de puntos de P. Ademas el
computo de los puntos maximales de P en cada #-orientacién, 6 en [0, 27),
tiene una cota de Q(nlogn), [1]. En esta linea de pensamiento enunciamos el
problema del cierre convexo rectilineo orientado de drea minima, [2]. En este
problema se busca la @-orientacién que produce el RCHy(P) de drea minima.

Hasta el momento no se ha establecido una cota inferior para encontrar 6.
Una cota inferior evidente es O(nlogn). En [2] se muestra un algoritmo
que calcula el cierre convexo rectilineo orientado de drea minima en O(n?).
Asimismo se deja como problema abierto el resolver dicho problema en menos
tiempo. Una de las razones por las que la cota que se muestra en [2] tiene
tal complejidad, es que la manera de calcular las componentes conexas a lo
largo de la rotacion no pudo hacerse en menos de tiempo cuadratico.

3.1. Dinamica de maximales

Para resolver el problema del cierre convexo rectilineo orientado de area mini-
ma comenzaremos por observar la dinamica de los puntos de P a lo largo de
una rotacion de los ejes coordenados respecto del origen.

Definicién 3.1.1. Sea I un intervalo en [0,27) y R una propiedad de I.
Decimos que I es maximal respecto de R si para todo intervalo J tal que
1 C J se tiene que J no cumple R.
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Definicién 3.1.2. Sea p en P. Definimos un intervalo de vida de p como un
intervalo [0y, 605] C [0,27) que es mazimal respecto de la siguiente propiedad:
Q4(p) es libre de P, para toda 0 en [0y, 0s].

Observacién 3.1.3. A continuacion veremos que cada punto p en P tiene
a lo mds tres intervalos de vida.

Sean p un punto en Py [0y, 0] un intervalo de vida de p. El intervalo [6;, 65]
define una cuna en p de la siguiente manera:

W)= |J Qi)

0€[01,02]

Claramente, existen ¢; en Qél NP yqgen Qéz N P tales que ¢; se encuentra en
el eje X de la #;-orientacion y go pertenece al eje Y de la 05 orientacién. De
modo que el dngulo A\; = Zq1pg2 = 62 — 01 + 5. Dado que Wj, (p) no contiene
elementos de P en su interior, concluimos que cada punto tiene a lo mas tres
intervalos de vida.

0

Figura 3.1.1: Dos cunas Wy, (p) y Wy, (p) en gris.

Supongamos que el punto p tiene tres intervalos de vida [0q,0s], [05,04] ¥
[05, 06]. Por definicién, p no es maximal en las orientaciones 6;, i = 1,2, ... 6.

Definicién 3.1.4. Diremos que en una 0;-orientacion, con i impar, se da
un evento de entrada de p y que en una 0;-orientacion, con i par, se da un
evento de salida de p.

Cabe notar que en un evento de entrada de p, éste “comienza’ a ser >
-maximal. De manera analoga, en un evento de salida de p, éste “deja’ de
ser »1 -maximal, ver figura 3.1.1.
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Observacion 3.1.5. Es importante notar que, por cada evento de entrada
o salida, las escaleras de P se ven modificadas. Por cada evento de entrada
de p se generan dos nuevos escalones y se elimina uno. De manera similar,
en un evento de salida de p se eliminan dos escalones y se genera uno, como
en la figura 3.1.2. A partir de esta ultima afirmacion, se prueba el siguiente
lema.

Figura 3.1.2: (a) Escalén (b) Evento de entrada de p;y1, se generan dos
escalones nuevos y se elimina uno (¢) p;y1 es maximal (d) Evento de salida
de p;y1, se genera un nuevo escalén y se eliminan dos.

Lema 3.1.6. El numero de escalones de P que se generan durante una
rotacion del sistema coordenado respecto del origen desde la 0-orientacion
hasta la 2m-orientacion es de orden O(n).

Demostracion. Por la observacién 3.1.3, sabemos que cada punto p de P
tiene a lo mas tres eventos de vida. De modo que tiene a lo mas tres eventos
de entrada y tres de salida. Luego el nimero de eventos de entrada y salida
estd acotado por O(n). Ademads, por la observacién 3.1.5, tenemos que en
cada uno de dichos eventos se generan o eliminan a lo mas dos escalones.
Concluimos que el nimero de escalones en una rotacion del sistema coorde-
nado respecto el origen de la O-orientacién a la 27-orientacién es de orden

O(n).
[l
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3.2. Traslapes

Para calcular el drea de RCHy(P) es necesario que calculemos el drea en la
que dos escalones se intersecan.

Definicién 3.2.1. Diremos que las parejas de escaleras Sj(P) con Sj(P) y
S3(P) con S;(P) son parejas de escaleras opuestas en la 0-orientacion.

Cabe observar que dos escalones se intersecan si y sélo si cada uno pertenece
a una escalera diferente de una pareja de escaleras opuestas.

Definicién 3.2.2. (Traslape)

Sean s¢(j) y se(k) dos escalones en escaleras opuestas de P. Decimos que
se(7) y se(k) se traslapan si se(j) N se(k) # 0. Un traslape to(j, k) es el
conjunto sg(7) N se(k).

Para poder determinar cuando existe un traslape es necesario establecer
condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales se da un traslape. El si-
guiente resultado resuelve este problema.

Teorema 3.2.3. Sean 0 en [0,27), P un conjunto finito de puntos en R? y
so(j7) en Sp(P) y so(k) en Sp(P). Tenemos que sq¢(j) y so(k) se traslapan si
y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

T < Tl < Tjy1-
" Yit1 < Yr41 < Yj-

Demostracion. Recordemos que un escalén sy(i) es el triangulo formado por
los puntos p; = (74, ¥i), Pi+1 = (Tit1, Yit1) Y vs = (T4, Yit1), las coordenadas
son las correspondientes a la f-orientacién. Sea D;p; el segmento de recta que
une a p; con p;. Tenemos que sp(j) N sg(k) # 0 siy s6lo si p;u; N Opprr1 # 0
Y U;pj11 N Prpvr # 0. Esto tdltimo es equivalente a que z; < oy < Tj11 ¥
Yj+1 < Yr+1 < Yj-

O

A continuaciéon mostraremos un algoritmo para encontrar los traslapes en
una orientacién fija. Creamos dos listas ordenadas, X y Y, de los vértices
de Sj(P) U S3(P). Ambas listas estdn ordenadas de manera creciente el la
primera respecto de la abscisa y la segunda respecto de la ordenada.
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1. Se termina cuando en X se ha alcanzado el primer elemento o cuando
en Y se ha alcanzado el ultimo.

2. A partir del apuntador en Y buscamos el primer elemento p; de Sj(P)
tal que p; esté seguido de un elemento py, de S;(P). Dejamos el apun-
tador de Y en el lugar de py.

3. Recorremos X a partir de su apuntador en adelante. Buscamos pj_1
y verificamos si el elemento anterior a pr_; en X es p;_;. Si esto se
cumple se reporta un traslape. Se deja el apuntador de X en el lugar

de pr_1.

4. Se regresa al paso 1.

Observemos que si los elementos de X y Y estan ordenados, entonces la
complejidad del algoritmo es lineal. Esto se debe a que ambas listas se re-
corren una sola vez. El producto de dicho algoritmo es el conjunto de todos
los traslapes en una orientacién fija, dado que hace una verificaciéon de las
condiciones establecidas en 3.2.3.

3.3. Duracién de un traslape

Ya hemos visto que RCHy(P) cambia sus propiedades geométricas y topolégi-
cas conforme # varia en una rotacion. Estos fenémenos estan estrechamente
ligados a los traslapes que existen conforme 6 cambia. La razén principal es
que, si el nimero de traslapes que hay en una orientacién es m, entonces
el nimero de componentes del RCHy(P) es m + 1. Por tanto estudiaremos
méas a fondo los traslapes a lo largo de una rotacién completa del sistema
coordenado.

Sean sy(j) v s¢(k) dos escalones que se traslapan, a y § en [0,27) tales
que en la a-orientacién el segmento p;11prr1 es paralelo al eje X y en la
[-orientacion el segmento p;py, es paralelo al eje Y. Ver figura 3.3.1(b), (e).

Observacion 3.3.1. Notemos que los traslapes entre sg(j) y se(k) sdlo se dan
en una 0-orientacion, con 6 en |a, B]. En adelante llamaremos al intervalo
Z(j, k) = |a, 5] el intervalo mdzimo de traslape entre sg(j) y so(k).
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Py .
0]

(d)

Figura 3.3.1: (a) No hay traslape (b) a-orientacién, comienzo de Z(j, k) (c)
y (d) Interior de Z(j, k) (e) B-orientacién, fin de Z(j, k) (f) No hay traslape.

La existencia de Z(j, k) no garantiza que sq(j) N sp(k) # 0, para toda 6 en
Z(j,k). Esto se debe a que puede haber eventos de entrada de otros puntos
durante la rotacién en Z(j, k), ver figura 3.3.2.

D

Prs b)  “Pri

Figura 3.3.2: (a) Dos escalones se traslapan (b) Dos escalones diferentes se
traslapan a pesar de estar dentro del intervalo maximo de traslape del par
inicial.

Definicién 3.3.2. Sean sy(j) y so(k) en escaleras opuestas de P e Z(j, k) =
[a, B]. Diremos que en la a-orientacion se da un evento de inicio de traslape
entre s(j) y s(k) y en la B-orientacion un evento de fin de traslape.

Anteriormente hemos establecido una cota en el nimero de escalones de
P que se generan en una rotacién de [0,27) del sistema coordenado. Nos
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gustaria poder establecer una cota en el nimero de traslapes en la misma
rotaciéon. El siguiente resultado se probara en el préximo capitulo.

Lema 3.3.3. El numero total de traslapes de P en una rotacion del sistema
coordenado respecto del origen desde la 0-orientacion hasta la 2m-orientacion

es de orden O(n).

El lema anterior se enuncia en [2], sin embargo, la prueba que ofrecen es
incorrecta.

Hemos visto que es necesario calcular los traslapes para poder resolver el
problema del cierre convexo rectilineo orientado de area minima. Por el lema
3.3.3, sabemos que al momento de calcular los traslapes precisaremos al
menos tiempo lineal. Un método para predecir los traslapes se da en [2].
Lo que hacen en este articulo es recorrer todas las parejas de escalones ve-
rificando si se traslapan o no, obteniendo asi un algoritmo de complejidad
cuadratica.

3.4. Calculando el area

Ordenaremos los puntos »=; -maximales, ¢ = 1,2,3,4, en sentido de las
manecillas del reloj comenzando por el punto con la ordenada mayor, ver
figura 3.4.1. Denotemos por P al poligono cuyos vértices son los puntos ma-
ximales de P y cuyas aristas son de la forma p;p; 1. Tenemos que

area(RCHy(P)) = area(P) — Z area(sg(i)) + Z area(te(j, k)) (3.1)

Donde sy(7) es un escalén en la f-orientacion y ty(7, k) la interseccion de los
escalones sy(7) y so(k).

Para calcular area(RCHy(P)) hemos definido cuatro tipos de eventos: los
de entrada, los de salida, los de inicio de traslape y los de fin de traslape.
Estos eventos cambiardn los términos de la férmula (3.1). A continuacién
describiremos una forma eficiente de calcular el drea de RCH(P) mientras
los términos de (3.1) no cambian. Esta es fundamental para mantener la
complejidad de nuestros algoritmos baja.
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Figura 3.4.1: (a)El RCH(P). (b) El poligono P. (b) Escalones. (c) Interse-
cciones de escalones.

Definicién 3.4.1. Un intervalo sin eventos I = [y,0] en [0,27) es tal que
el intervalo (v,9) es mazximal respecto de la siguiente propiedad: En toda
0-orientacion, 0 en (v,d), no hay eventos.

Mostraremos una ecuacién para calcular el area de RCHy(P), con 6 en I. La
siguiente formula nos da el area de P en la vy-orientacion.

n

1
area,(P) = 5 2(%%“ — Tiy1Yi)
1=
Esta fémula se calcula en O(n), puesto que tiene n términos que se calculan
en tiempo constante. Claramente, el area de P cambia con los eventos de
entrada y salida Gnicamente, asi que area,(P) = areag(P), para toda 0 en
I — {6}. Supongamos que en la J-orientacién se da un evento de entrada o

uno de salida del punto p;;;. Tenemos que
| area,(P) — (area(Ap;pit1pit2)) sipi+1 entra,
areas(P) = { area~(P) + (area(Apipis1piv2)) st pis1 sale.

Donde Ap;p;i1pise es el tridngulo cuyos vértices son p;, pir1 y pira. Asi que
el area de P puede ser actualizada en tiempo constante.

Ahora calcularemos el segundo término de (3.1). Sean d; la longitud de la
hipotenusa del escalén s, (i) y ¢; el angulo interno de s, (i) en p;, ver figura
3.4.2. Por la ley de los senos sabemos que
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Figura 3.4.2: (a) Escalén s(i) en la vy-orientaciéon (b) El mismo escalén en
una f-orientacion, 6 € I.

El drea de s,(i), area(s,(i)), estd dada por

arcas, (i)) = PO

Usando (3.2) y la identidad cos ¢; = sin(§ — ¢;) obtenemos

2

area(s,(i)) = %sin ¢; cos ¢; (3.3)

Por tanto podemos calcular area(sq(i)), con 6 en I, de la siguiente forma:

2

area(sy(i)) = %sin(qbi + (v — 0)) cos(es + (v — 6)) (3.4)

Calcularemos ahora el drea de los traslapes en I. Sea t.(j, k) un traslape
entre s,(j) y s,(k). El area de t,(j, k), area(t,(j, k)), es

area(ty(j,k)) = |zr = 2jllyrt1 — Y1l (3:5)

Conforme varfa la orientacién en I la expresién de area(t,(j, k)) tiene los
mismos términos, sin embargo, el angulo cambia, ver figura 3.4.3. De modo
que es necesario calcular los vértices de s¢(j) y sg(k), 0 en [—9. Sea p = 0—.
Multiplicando los vectores p;, pj+1, P ¥ Pr+1 Por la matriz de rotacién
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Figura 3.4.3: Se muestran los escalones en la y-orientacion en gris y en linea
punteada los escalones en la #-orientacion.

cosp  singp
—singp cosp

obtenemos los vectores p’, pi,q, Pj, ¥ Pjyi, respectivamente. Estos nuevos

vectores representan las coordenadas de los vectores pj, pji1, Pk Y Dr+1 €n la
f-orientacion. Luego tenemos que

|2} — 2| = [(2x — ;) cos @ + (yx — y;) sinp| (3.6)

y que

W1 — Yial = (@501 — Trg1) sin o + (Yrs1 — Yj41) cos @ (3.7)

Usando las dos equaciones anteriores obtenemos que

area(ty(j, k)) = D; cos® p + E;sin® ¢ + F cos psin ¢ (3.8)

Donde

Di = [(zr — 25)(Yrs1 — Yj41)|
E; = —|(yk - ?Jj)(xjﬂ - $k+1)|
Fy = |(yx — yj)(yk+1 - yj+1) + (2 — $j)(35j+1 — Tpy1)|
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Usando las identidades

1
o520 — + cos 297
2
1 — cos 20
g = L2

sin(0 + o) + cos(0 — ¢)
2 )

sinf cos ¢ =

tenemos que (3.8) es igual a:

1 2 1 —cos2 in(2
_n, [M]w {ﬂ]w[w}

2 2 2
_(Di—E; 9 +E.2 n D; + E;
= 5 cos 2 + — sin 2 5
Luego
area(t(j, k)) = A; + B;cos2¢ + C;sin2¢ (3.9)
donde DL E
Al — (2 + ’L7
2
D, — E
Bi - . 17
2
Jak
C; ==
2

Hemos calculado area(RCHq(P)) para toda 6 en I — {0}, sin embargo, atn
falta mucho para poder calcular la fy-orientacion para la que RCHy, tiene
area minima.
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Capitulo 4

Cadenas de arcos

En este capitulo estudiaremos algunas caracteristicas geométricas de elemen-
tos de RCHy(P) que serviran para probar el lema 3.3.3. En este capitulo los
vértices de CH(P), {by}i*1, by = by, estardn ordenados en sentido de las
manecillas del reloj comenzando por aquel con la ordenada mas grande. Tam-
bién nos referimos a e, como la arista de CH(P) que une a los puntos by, y
brr1 y al semidisco Cy como el conjunto {z € R? : 5 < Lbpxby < T}
También denotaremos por Azyz al triangulo con vértices x, y vy z, y fi-
nalmente sea W¥(t) la cufia de t en e, definida de la siguiente manera

WEt) = {z € R? : Lbjitx < Lbyyithy} U {t}.

Figura 4.0.1: Se muestan Cy, W*(t), e,_1. El tridngulo Aqup escapa por e,_;.

Definicién 4.0.2. Sean p y q en C, N P tales que existe v en R? que cumple
que Aqup = sy(7), para alguna 6 en [0,27) y alguna j en N. Diremos que
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Aqup escapa por ey, si y solo si Aqup C WF(v), ver figura 4.0.1. En este
caso, a la pareja de puntos (p,q) le llamaremos pareja base de ey,.

Sea a un arco de circunferencia tal que todo x en a cumple que Agxp escapa
por e, y no existe un arco a’ con la misma propiedad tal que a C a’. Diremos
que a es un arco asociado a (p, q). Es importante notar que una pareja base
(p,q) de ex puede tener varios arcos asociados a ella, ver figura 4.0.2(a), (i).

A continuacién analizaremos la manera en la que se generan los arcos aso-
ciados a las parejas base de e;. Usaremos como guia la figura 4.0.2, ella se
divide en nueve subfiguras. En cada subfigura estan calculados los tridngulos
de escape para una 0;-orientacion, 0; < 60;,1, dichos tridngulos pertenecen a
Sg’j(P). Los arcos se representan con una linea negra.

En la figura 4.0.2(a), la unica pareja base que existe en la 6#;-orientacién
es (bx,brs1). El arco asociado a (by, bgr1) estd contenido en Cy. En la -
orientacién, figura 4.0.2(b), se da un evento de entrada de un punto s, por
ende, se forman dos nuevas parejas base de ey: (b, s) y (s,bgr1). El arco
asociado a (bg11, $) comienza su recorrido desde s. Los dpices de los tridngulos
de escape de la 05-orientacion, figura 4.0.2(c) han recorrido las circunferencias

cuyos didmetros son los segmentos sby 1 y bgs.

La figura 4.0.2(d), en la 6,-orientacién, muestra un evento de entrada del
punto 7. Luego se generan dos nuevas parejas base, (bgi1,7) y (7,5), v se
elimina una (by41,s). En 4.0.2(e) observamos que los arcos se generan de
manera simultanea. En 4.0.2(f) se da un evento de salida de s, el arco asociado
a la pareja (by, s) tiene a s como uno de sus extremos. También, se eliminan
las parejas base de ej, que contienen a s, (r,s) v (s,bx), y se genera la pareja
base (r, by,). Existen sélo dos tridngulos de escape en la #7-orientacién, como
se muestra en la figura 4.0.2(g). Un nuevo evento de salida toma lugar, en
este caso el punto r. El arco asociado a (by, ) termina su recorrido en r. Las
parejas base que contienen a r se eliminan y se forma una nueva, (bg1,by),
figura 4.0.2(h). La trayectoria del apice del tridngulo de escape restante se
ilustra en 4.0.2(i).

En lo que resta del capitulo estudiaremos las propiedades de los arcos.
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Figura 4.0.2: Se exhiben todas las parejas base de ey.

4.1. Cadenas

Hemos visto que la solucién del problema del cierre convexo rectilineo orien-
tado de area minima, esta relacionado con el niimero de traslapes de escalones
que se dan en una rotacion del sistema coordenado respecto del origen.
Mas adelante, mostraremos una manera de acotar por arriba, el nimero
de traslapes en dicha rotacion con el niimero de intersecciones entre los ar-
cos de las cadenas de P. Estudiaremos a continuacion algunas propiedades
importantes de los arcos asociados a las parejas base de ex, k € {1,2,...,h}.

Lema 4.1.1. Todo arco a asociado a una pareja base de e estd contenido
en Cj,.

Demostracion. Puesto que un punto x de a es apice de un triangulo de escape
de ey, concluimos que § < Zbyy 1w, < 7. Luego x pertenece a Ch.

]
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Lema 4.1.2. Sea l una recta perpendicular a e, que intersecta a ey. Tenemos
que la interseccion de | con todos los arcos asociados a parejas base de ey,
consiste de un solo punto.

Demostracion. Sean x y y en CrNI tales que d(y, ex) > d(z, e;). Supongamos
que existen dos arcos diferentes a y o’ asociados a las parejas base (p,q) y
(r,s) de ey tales que x y y pertenecen a a y a a’ respectivemente. Tenemos
que Zqxp = 3 luego Zqyp < Zsyr = 5. Asi que Asyr no escapa por ey.
Esto contradice el hecho de que (r, s) sea una pareja base de e;. Luego y no
pertenece a un arco asociado a una pareja base de ey.

]

Lema 4.1.3. El numero de arcos asociados a parejas base de ey estd acotado

por O(n).

Demostracion. Todo evento de entrada genera dos nuevas parejas base y
todo evento de salida genera una nueva pareja base. Las cuales, a su vez,
forman nuevos arcos. Por tanto, el nimero de arcos y el niinero de eventos
de entrada y salida es el mismo. Por 3.1.6, concluimos que el niimero de arcos
estd acotado por O(n).

]

ES Ob\/iO ue si C no tiene eleIneIltOS de 1 en su interior, entonces la l,l]:lica,
k )
pareja base de ey, es (by, bri1).

Ahora supongamos que existe al menos un punto en Cy N P diferente de by y
br+1. Sea a un arco asociado a una pareja base de e, y w uno de sus extremos
diferente de by y biy1, entonces u pertenece a dos arcos. Esto se debe a que
u tiene dos parejas base de e, (p,q) vy (r,s) para las cuales los triangulos
Aqup y Asur son triangulos de escape de ey, ver figura 4.1.1.

Asi tenemos que los arcos asociados a las parejas base de e forman una
sucesién A* = {a;}{ tales que a; Na;1 = {u;}. A A* la llamaremos cadena
de CL.

Corolario 4.1.4. A* es mondtona respecto de ey.

Sean 7, : A¥ — e, la proyeccién perpendicular de A* en e; y 71, : e — [0,

0,1]
un homeomorfismo tal que 73,(by) = 0. Tenemos que 7 o 7, : A — [0,1

]
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.b/\+l (b) ob,\

Figura 4.1.1: (a) u es extremo de dos arcos generados por las parejas base
(br,q) v (p,q). (b) v estd generado por las parejas (p,q) y (1, q).

induce un orden natural en los puntos de A*. En adelante diremos que dos
puntos u y v en A* cumplen que u < v si y s6lo si 7, o mp(u) < 7 0 (V).
También llamaremos cadena entre u y v al conjunto A*(u,v) = {x € A* :
u < x <wv}. Sipy qson dos puntos en A*N P tales que no existe r en A*N P
que cumpla que p < r < ¢, entonces diremos que p y ¢ son consecutivos en
AF v que A¥(p, q) es una subcadena.

Sea y en A*. Sabemos que existen p y g en P tales que Aqyp escapa por e;,. De
modo que existen # en [0,27) y j en N tales que Aqyp = s¢(j). Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que s¢(7) C Q4(y).

Observacién 4.1.5. Q}(y) no intersecta a A¥ mds que en su frontera.

La observacion anterior se justifica de la siguiente manera, ver figura 4.1.2.
Sea ¢ un punto en Q4(y) y v en [0,27) tal que Q1 (t) C W*(t). Notemos que
alguno de los dos rayos que parten de t contenidos en la frontera de Q;(t)
estd contenido en Q}(y). Concluimos que ¢ no pertenece a A* puesto que
Q4 (y) contendria a un punto de P en su interior.

Figura 4.1.2: t no pertenece a AF.
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Una consecuencia directa de la observacién anterior es que cualesquiera tres
puntos z, y v 2z en A* tales que z < y < z cumplen que Zzyx > oR

Lema 4.1.6. Sean p y ¢ en A* N P puntos consecutivos. No existen tres
puntos en A (p,q) que sean colineales.

Demostracién. Sean x, y y z en A¥(p,q), con z < y < z y supongamos que
son colineales en una recta [, ver figura 4.1.3. Claramente y pertenece a un
arco a en A, supongamos que a estd asociado a (r,s). Asf Zsyr = 7. Dado
que r < y < z obtenemos que sélo uno de los puntos x o z puede pertenecer
al circulo de didmetro 75, C(rs). Supongamos, sin pérdida de generalidad que
z lo cumple. Tenemos que Zszr < 7. Esto implica que el punto z no es dpice
de un triangulo de escape de e, puesto que s o r lo evitaria. Esto contradice
el que z pertenezca a A*. Concluimos que , ¥ v z no son colineales.

]

bk+‘] bk

Figura 4.1.3: En este casor =p y s = bgy1.

Sea ¢ en R tal que ¢ < d(p, q), con p y ¢ puntos consecutivos en A*. Supon-
dremos, sin pérdida de generalidad, que ¢ = 1.

Lema 4.1.7. Sea S un cuadrado cuyos lados miden 1 tal que alguno de sus
lados es paralelo a e, y A¥NS # 0. A lo mds cuatro puntos en AN P estdn
contenidos en S.

Demostracién. Sean 7, s y t tres puntos consecutivos en A* N P tales que
r < s < t. Haremos esta prueba por casos.

Caso I d(r,er) < d(s,er) < d(t,ex) o d(r,ex) > d(s,er) > d(t,er). Figura
4.1.4(a)

34




(a) (b)
; 5% 5.
bk (C) k+1 k (d) k+1

Figura 4.1.4: Se muestran los cuatro casos de las distribuciones de r, s y ¢.

En este caso tenemos que Ztsr > I luego d(r,t) > v/2.

Caso Il d(s,ex) es mayor que d(r,ex) y d(t, eg). 4.1.4(b)
En este otro caso tenemos que Ztsr < 7, luego d(r,t) > V2.

Caso III ~ d(s,ex) es menor que d(r,e) y d(t,e;) y 3 < ZLtsr < 3. Figura
4.1.4(c).

Tenemos que d(r,t) > /2.
Caso IV d(s,ey) es menor que d(r,e;) v d(t,ex) y Ztsr > 2% Figura
4.1.4(d).

Este es el tinico caso en el que d(r,t) < v/2.

Sea u en AF N P el punto consecutivo a t. Tenemos que s, t y u caen en
cualquiera de los casos anteriores. De modo que d(r,u) > V2. Asi tenemos
que para que cuatro puntos z, y, 2 y w de A NP,z < y < z < w estén
contenidos en S necesitan estar en la siguiente configuracién. Los puntos x
y y son consecutivos y d(x,er) > d(y,e) y z y w son consecutivos tales que
d(z,ex) < d(w,eg), como en la siguiente figura.

]

Para terminar esta seccién veamos la figura 4.1.6, en la que se representa
h . .
Ui_; A* de acuerdo a la descripicién hecha anteriormente.
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Figura 4.1.5: Se muestra A*, k=1,...,h.

Figura 4.1.6: Se muestra A*, k=1,..., h.

4.2. Intersecciones entre cadenas

En esta seccién daremos una cota superior en el nimero de intersecciones
entre las cadenas de P. Veremos que una condicién necesaria para que se
de un traslape entre dos escalones de escaleras opuestas, es que se dé una
interseccién entre dos subcadenas. Asi obtendremos una cota superior para
el nimero de traslapes. Para ello haremos uso de un teorema en [1], el cual
se enuncia a continuacion.

Sea D(P) un conjunto finito de circulos con la propiedad de que todo punto
x en el plano pertenece a lo mas a k de ellos, k en N.

Teorema 4.2.1. [1]

Sea D la circunferencia con diametro menor en D(P). El nimero de elemen-
tos de D(P) que intersectan a D es a lo mas Tk.
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Claramente, el conjunto R cuyos elementos son los circulos cuyo didmetro
son las aristas de CH(P) cumple que todo punto en el plano pertenece a lo
més a tres de sus elementos!.

Sean p y ¢ tales que

d(p,q) = min{d(t,u) : t,u son consecutivos en A* p.a.k=1,2,... h}
y C(pq) el circulo cuyo didmetro es el segmento pg.
Luego R U C(pq) es tal que todo punto en el plano pertenece a lo mas a
cuatro de sus elementos. Es claro que, d(p,q) < d(bg,br+1) para toda k en
{1,2,...,h}. Luego C(pq) es intersectado por a lo més 28 elementos de R.
Concluimos que C(pq)) es tal que a lo mds 28 elementos de {Cy }#_, lo inter-
sectan.

Supongamos que A* tiene a p y ¢ como puntos consecutivos.

Lema 4.2.2. Si C; intersecta a A¥(p, q), entonces a lo mds seis de sus sub-
cadenas intersectan a A*(p,q).

Demostracion. Sea S el cuadrado cuyos lados miden d(p, ¢) y alguno de sus
lados es paralelo a e; tal que C(pg) C S. Por el lema 4.1.7, existen a lo més
cuatro puntos en A7 N P estdn contenidos en S. Esto implica que a lo més 6
subcadenas de A7 intersectan a S. Por tanto a lo més seis subcadenas de A7
intersectan a A*(p, q).

]

Es claro que A*(p, q) C C(pq), asf del lema 4.2.2 y del teorema 4.2.1 obtene-
mos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.3. A*(p,q) es intersectado por 168 subcadenas a lo mds.

Con este corolario estableceremos una cota en el nimero de intersecciones
totales entre las cubcadenas de P.

Lema 4.2.4. |{z:x € A NAF, j ke {l,2,...,h}}| € O(n)

Demostracion. Por el corolario 4.2.3 toda subcadena es intersectada por un
numero constante de subcadenas de didametro mayor. Ademas dos subcadenas
se intersectan a lo més 2 veces. Concluimos que |{z : z € A7 N A*, j k €

{1,2,...,h}}| es de orden O(n). O

La tnica configuracién en la que un punto en el plano pertenece a cuatro de ellas es
cuando el CH(P) tiene cuatro vértices tan sélo.
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4.3. Numero de traslapes

Con la ayuda del lema 4.2.4 es facil establecer una cota en el nimero de
traslapes entre escalones de P. Sean Agqup un tridngulo que escapa por e;
y Asvr uno que escapa por e,. Observemos que el drea entre e; y A* no
contiene puntos de P. Esta observacién nos servira para probar el siguiente
lema.

Figura 4.3.1: En este caso b; =r = w, byp1 =qy p=1.

Lema 4.3.1. Si Aqxp y Asyr se traslapan, entonces las subcadenas de A*
y A7 que contienen a x y y respectivamente se intersectan.

Demostracion. Supongamos que A*(t,u) y A’(v,w) son dichas subcadenas.
Dado que Agxp y Asyr se traslapan, tenemos que p y ¢ se encuentran de un
lado de A7 y z del lado opuesto. De igual manera, r y s se encuentran de un
lado de A* mientras que y se encuentra del lado opuesto. Por el lema 4.1.6
y el hecho de que A*(t,u) y A7(v,w) son continuas concluimos que A* (¢, u)
y A/ (v,w) se intersectan.

O

El lema 4.3.1 establece una condicién necesaria para que se de un traslape.
De modo que el nimero de traslapes totales de P esta acotado por el niimero
de intersecciones entre las cadenas de P. Asi por el lema 4.2.4 obtenemos el
siguiente corolario.

Corolario 4.3.2. El numero de traslapes de escalones de P es de orden
lineal.
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Con este corolario terminamos el analisis geométrico de los arcos en P. En
el siguiente capitulo veremos cémo resolver el problema del cierre convexo
rectilineo de orientado area minima en tiempo O(nlogn).
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Capitulo 5

Algoritmo propuesto

En este capitulo resolveremos el problema del cierre convexo rectilineo orien-
tado de drea minima. Anteriormente hemos mencionado que en [2] se resuelve
este problema en tiempo cuadréatico. La solucion que ofrecemos a contin-
uacién toma tiempo O(nlogn). Para ello procederemos de la siguiente ma-
nera. Buscaremos las intersecciones entre los arcos de P. Luego buscaremos
los traslapes de escalones entre las intersecciones de dichos arcos. Por 1lti-
mo mostraremos una manera eficiente de mantener el drea de RCHy(P) a lo
largo de una rotacién del sistema coordenado respecto del origen.

5.1. Generacion de arcos

En [1] se prueba que la lista de los intervalos de vida de los elementos de P
puede ser calculada en tiempo O(nlogn). Dichos intervalos son guardados
en una lista 7.

Tenemos que 7T es una tabla que consiste de O(n) segmentos horizontales en
R?, ver figura 5.1.1(a). Cada segmento estd asociado a un punto p de Py a
uno de sus intervalos de vida [\, p]. Asi en la A-orientacién se da un evento
de entrada de p y en la p-orientacion se da uno de salida de p.

Para cada 6, el conjunto de intervalos de vida de puntos de P que lo contienen
estd representado en 7T por todos los segmentos que contienen a # en su

proyeccion sobre el eje horizontal. Estos puntos son exactamente los vértices
de Sj(P), ver figura 5.1.1. Ademés S7(P) = Sy, «(P), S§(P) = S;..(P) y
2
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(C) "

Figura 5.1.1: (a) Cuatro lineas verticales que intersectan a las aristas de 7 .
(b) La escalera S; (P) correspondiente a ly. (¢) S (P). (d) Sp,(P)

Sp(P) = S;JF%,T(P). De forma que es posible generar todos los arcos de P

variando € de 0 a 27. Asi obtenemos una lista A cuyos elementos son los
arcos de Py tienen la forma (p, g, j,n,7). Estos datos indican que los puntos
py ¢ forman un tridngulo de escape de e; en la -orientacién, 6 en [n, 7], los
apices de estos triangulos forman un arco de P. Los elementos de A estaran
ordenados de la siguiente manera. Diremos que (p,q,j,n,7v) < (r, s, k, A, p)
en A si y sélo si se cumple alguno de los siguientes dos enunciados.

-] <k

- Sean y en (r,s,k,\, ;) y = en el arco (p,q,j,n,7). Se cumple que j =k y
las proyecciones ortogonales de y y x en e;, m, y 7, son tales que d(m,,e;) <
d(my, €5).

Dado que los extremos de los segmentos de 7 representan un evento de
entrada o salida de un punto p en P, tenemos que se formaran a lo mas dos
nuevos elementos en A. El tiempo necesario para insertar dichos elementos
en A es logaritmico. Luego el barrido toma tiempo O(nlogn) en total.
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5.2. Busqueda de traslapes de escalones

Para determinar los traslapes de los escalones de P, es necesario que encon-
tremos las intersecciones de los arcos de A generados en la seccién anterior.
El propdsito de esta seccion es encontrar dichas intersecciones.

Hemos obtenido una lista A de todos los arcos (p, g, j,7n,7) de P. Para encon-
trar los traslapes entre los escalones de P haremos lo siguiente: Dividiremos
cada elemento de A en tres arcos de circunferencia que sean mondétonos res-
pecto del eje X y del eje Y. Luego hacemos un barrido de linea para encontrar
las intersecciones entre los elementos de A, [3], [4]. El tiempo necesario para
hacer el barrido es de O(m+mnlogn), donde m es el nimero de intersecciones
entre los elementos de A. Por el corolario 4.3.2 tenemos que el nimero de
intersecciones entre los arcos de P es de orden O(n). Por tanto el tiempo
total del barrido tiene una cota de O(nlogn).

Sea I(.A) la lista de intersecciones entre elementos de A obtenida del barrido.
Los elementos {t;}¢_, de I(.A) son puntos en el plano. Cada ¢; estd asociado a
dos arcos (ps, ¢, Jis i, Vi) ¥ (Tiy Siy kiy Aiy i1;). Ordenaremos 1(A) de forma que
si ¢ es impar, entonces t; y t;11 son las intersecciones entre dos subcadenas
de A% y A¥. En el resto de esta seccién denotaremos por A (t) a A% (t;, 1)
y por AF(t) a A¥i(t;,ti1).

Diremos que A’(t) y A¥(t) determinan un traslape si existe 8 en [0, 27) tal
que en la f-orientacion existen dos triangulos de escape de e;; y ex, que se
traslapan y cuyos dpices pertenecen a A?!(t) y A¥(t) respectivamente.

Observemos que Agitp; y Agiritiv1piy1 son de escape en ej, para algunas
orientaciones 6; y 6;,1 respectivamente. De manera analoga As; 1t 1701y
As;tir; son de escape en ey, para algunas orientaciones p;i1 y p; respectiva-
mente, ver figura 5.2.1. Asi que para dos elementos consecutivos t; y ¢;;11 en
I(A), i impar, tenemos dos intervalos asociados [0;,0;+1] v [pi, pi+1]. Estos
intervalos nos indicaran si existen uno o varios traslapes de escalones entre
las subcadenas en cuestion.

Lema 5.2.1. Si [0; + 7,0;1 + 7] 0 [ps, pis1] # 0, entonces Al(t) y A¥(t)

determinan un traslape.

Demostracion. Sabemos que para toda 6 en [0; + 7, 0,11 + 7] existen a, b
en P, uen A% tales que Abua es de escape en e;, donde el segmento ub el
segmento horizontal de Abua. Ademads para toda 7 en [p;, pi11] existen ¢y d
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Figura 5.2.1: (a) 0; = 84,83, 0,1 = 107,9. (b) p; = 273,72, piy1 = 294,58. (c)
0,0 = 105,93, Oy = 119,12, (d) py = 269,9, pmss = 283,77.

en Py ven A% tales que Advc es de escape en e, donde el segmento vd el
segmento horizontal de Adwvc.

Sea f(0) la interseccién entre los segmentos #;t;.;, y uby sea g(7) la intersec-
cién entre #;; 11 y vd. Es claro que f([0; +7,0i1+7)) = titivs = 9([pi, piz])-
Dado que [0; + m,0;11 + 7| N [pi, piz1] # D concluimos que existe n tal que
f(n) = g(n). Esto implica que los segmentos horizontales de los tridngulos
de escape Abua y Advc estan alineados en la n-orientacion, ver figura 5.2.2.
Por tanto Abua N Adve # ) es un traslape.

[

El lema anterior establece una condicion necesaria para que se de un traslape
entre dos subcadenas que se intersectan. Una consecuencia del lema anterior
se prueba en el siguiente lema.

Lema 5.2.2. Si Al(t) y A1) determinan un traslape, entonces cualquier
otra subcadena que intersecte a Al(t) o A¥(t) no determinard un traslape.
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b.

— f=etn)

Figura 5.2.2: Se muestra un acercamiento de las mismas cadenas que en la
figura 5.2.1.

Demostracion. Supongamos que A™(p, q) es una subcadena que intersecta a
A](t). Dado que m # j;, tenemos que los escalones con apices en A™(p, ¢) no
existen en las mismas orientaciones que los escalones con édpices en A7 (t). De
modo que A™(p,q) y Al(t) no determinan traslapes de escalones, ver figura
5.2.3.

]

b.ii

Figura 5.2.3: Las subcadenas de A™ intersectan a A?(t) y A¥(t). Estas inter-
secciones no determinan traslapes.

Por 1ltimo estableceremos una cota en el nimero de traslapes que determinan
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A1) y AN(1).

Lema 5.2.3. Sean m y [ el nimero de arcos en Al(t) y Ab(t). El nimero
de traslapes determinados por Al(t) y A¥(t) estd acotado por O(m +1).

Demostracion. Sean f(0) y g(v) definidas como en la prueba del lema 5.2.1
y sea a un arco en A!(t). Sean by ¢ dos arcos en A¥(t). Supongamos que
a determina traslapes inicamente con los arcos en A¥(t) que se encuentran
entre b y c. Es claro que f(f) se mueve en la direccién opuesta a g(7) so-
bre #;t;1,. Esto implica que cualquier en A%(¢) entre b y ¢ no determina un
traslape con un arco a’ # a en A7 (t). Los tinicos arcos entre b y ¢ que pueden
cumplir con ello son b y c.

Numeremos los arcos de A’(t) y A¥(t) de la siguiente manera (ay, as, . . . , )
v (b1, bo, ..., by). Sean by, , . .., b;, los arcos en A¥(t) que determinan un traslape
con a;. Supongamos que b;,, ,,...,b;, determinan un traslape con a, h en
{1,2,...,m}. Dado que b;,, puede ser igual a b;,, . ,, concluimos que el niimero
méximo de traslapes determinados por A?(t) y A¥(t) es de [ +m + 1 el cual
pertenece a O(l +m).

i2h

]

Con estos tres lemas plantearemos una manera rapida de encontrar todos los
traslapes de escalones de P. Sea ¢ impar. Por el lema 5.2.1 tenemos que el
tiempo necesario para determinar si A{ (t) y A¥(t) determinan un traslape es
constante. Por el lema 5.2.3 tenemos que el tiempo necesario para calcular
los traslapes de escalones determinados por A{f (t) y Ak(t) estd acotado por el
ntimero de arcos en A?(t) U A¥(t). Por iltimo el lema 5.2 nos indica que los
arcos que han sido checados en bisqueda de traslapes no seran verificados
otra vez.

Para encontrar los traslapes de escalones de P es necesario tiempo lineal. Esto
se debe a que O(n) acota al niumero de elementos de I(A) y al ndmero de
arcos de P. Como el tiempo para ordenar I(.A) estd acotado por O(nlogn),
obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.2.4. Los traslapes de escalones de P se pueden encontrar en

O(nlogn).
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5.3. Cierre convexo rectilineo orientado de
area minima

En esta seccion describiremos la manera de actualizar y mantener el area
del RCHy(P) a lo largo de una rotacién del sistema coordenado respecto del
origen. Usaremos las formulas obtenidas en el capitulo 3, la lista ordenada
I(A) y la lista T descrita en la primera seccién de este capitulo y obtenida
de [1].

Recordemos que un intervalo sin eventos I en [0,27) es un intervalo que es
maximal respecto de la siguiente orientacion: Toda € en I cumple que en la
f-orientacién no se dan eventos. Asi que el nimero de intervalos sin eventos
tiene la misma cota superior que el nimero de eventos, es decir, O(n). Estos
intervalos se pueden generar a partir de 7y I(.A) en O(n) tiempo. Ordenemos
pues a dichos intervalos en una lista {I;, = [an, api1]}ie .

En el capitulo 3 hemos mostrado una férmula para calcular el drea de RCHy(P)
en un intervalo sin eventos I;. Dicha féormula es

area(RCHy) = area(P) — Z area(sy(1)) + Z area(ty(j, k)) (5.1)
Los tres términos de esta ecuacion se calculan de la siguiente manera. Recorde-

mos que los vértices {p; = (x;,y;)}", de P tienen sus coordenadas en la
O-orientacién y estan ordenados respecto del orden de las escaleras de P.

1
area(P) = 3 Z(%yiﬂ — Ti1Yi). (5.2)

2

> area(sy(i)) =) %Sin(gbi + (o — ) cos(d; + (o — ) (5.3)

Z area(ty(j, k)) = Z (A; + Bicos(2(6 — o)) + Cisin(2(0 — o)) (5.4)

Donde A;, B; y C; son constantes y se muestran en el capitulo 3.

Otra forma de expresar el area de los escalones y de sus traslapes en [ es la
siguiente:
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Z area(sy(i)) = Z D;] cos 26 + [Z E;] sin 6 cos 6. (5.5)

Z area(ty(j, k Z F; + Z ]sichosQ—i— [Z HZ} cos20 (5.6)

Los valores de las constantes en las dos féormulas anteriores se muestran a
continuacion.

d; a; Ai + B;
D; = EZ sen(¢; + ap) E; = —52 cos(2(¢p; + ay)) F, = ;
Gi = <A1 - B+ CZ) Cos 2ay, H; = _(Az — B, + Cz) Sen oy, COS Oy,

Para obtener el d&rea minima de RCHy(P) en I, es derivamos area(RCHq(P)).

area’ (RCHy(P Z area' (sg(i +Z area'(tg(j, k)) (5.7)

Calculando las derivadas obtenemos que:

Z area’(sq(i Z D;] sen26 + [ Z E;] cos 26. (5.8)
Z ared (tg(4,k)) = [Z G; — 2H;] cos 26 (5.9)

Es claro que en la oy, -orientacion se da un evento, de modo que los términos
constantes de las ecuaciones (5.8) y (5.9) seran diferentes en el intervalo I .
Este cambio dependera del tipo de evento que se da en la «i-orientacion.
De modo que haremos una descripcién del tipo de tarea que se llevard a cabo
en cada caso.

= Evento es de entrada de un punto p; de P.

Se eliminan los términos D; y E; de (5.8). Se calculan las nuevas cons-
tantes D;, D;y1, E; v E;11 correspondientes a los dos nuevos escalones
que forma p; en la oy q-orientacion y se insertan en la ecuacion.
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= Evento es de salida de un punto p; de P.

Se eliminan los términos D;, D;y1, E; v E; 1 de (5.8), los cuales corres-
ponden a los escalones que se eliminan en la «y,1-orientacién cuando
p; sale. Se calculan las nuevas constantes D; y FE; correspondientes al
escalén que se forma cuando p; sale y se insertan en la ecuacion.

= Evento es de inicio de traslape.

Se calculan sus constantes G; y H; y se insertan en la ecuacién (5.9).

= Evento de fin de traslape.

Se eliminan sus constantes G; y H; correspondientes de (5.9).

Es claro que cada uno de estos procesos toma tiempo O(logn). Ademés el
tiempo necesario para calcular el minimo de (5.7) es constante. Luego el
tiempo total para encontrar la y-orientacién para la que el RCHy,(P) tiene
area minima tiene una cota de O(nlogn).

Teorema 5.3.1. El problema del cierre convexo rectilineo orientado de drea
minima tiene una cota de Q(nlogn).

Demostracion. Hemos calculado la 6y para la que RCHg, (P) tiene drea mini-
ma en O(nlogn) tiempo. Ademds, cada vez que se calcula el RCHy(P) es
necesario calcular el CH(P) y éste tiene una cota de 2(nlogn) , [8]. Por tan-
to, el problema del cierre convexo rectilineo orientado de area minima tiene
una cota de Q(nlogn).

]

De esta manera hemos respondido a la pregunta del articulo [2] en donde se
buscaba una cota menor a O(n?) para resolver el problema del cierre convexo
rectilineo orientado de drea minima.
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