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Introduccion

En cualquier rama de la ciencia, la necesidad basica de un investigador es entender
de forma clara el problema a resolver, identificando los factores que lo generen y que,
al ser manipulados se encuentren los criterios para dar prevencion, soluciéon o
prediccion, segln sea el objetivo. La metodologia estadistica es aplicada exitosamente
para modelar muchos fendbmenos y por ende, se le considera la tecnologia del método
cientifico. Apoyandose de la teoria de la probabilidad, la estadistica desarrolla
respuestas ante situaciones de incertidumbre, y lo hace basandose en informacion

historica del fendmeno para después entrever su futuro.

La técnica estadistica mas conocida y utilizada para analizar y predecir el
comportamiento de algun fendbmeno es la de Regresion Lineal Multiple (RLM), que
rinde los mejores resultados de prediccion, sin embargo es una técnica restrictiva pues
su uso se limita a datos con ciertas caracteristicas: no debe existir multicolinealidad
entre las variables regresoras, de lo contrario se dice que la informacion es
redundante, y debe de contar con un mayor nimero de observaciones que variables
regresoras. Por un lado, desde finales del siglo XX y hasta el dia de hoy, los avances
tecnolégicos han desarrollado poderosas herramientas computacionales que con bajo
costo, espacio y tiempo, generan una gran cantidad de datos listos para su andlisis; la
desventaja es que muchas veces exceso de informacion no siempre es sinénimo de
informacion util sino todo lo contrario, informacion redundante; por otro lado, existen
fenomenos que debido a su naturaleza presentan datos historicos limitados y aunado
a esto, se explican por varias o0 muchas variables regresoras. La RLM ofrece bajo
ajuste y predicciones no confiables con este tipo de datos; entonces se puede decir
qgue el proceso de evolucion de las herramientas tecnologicas trae consigo la
necesidad de desarrollar nuevas técnicas estadisticas de analisis y manipulacion de
datos.

Herman Wold en la década de los sesenta desarroll6 la técnica de Minimos Cuadrados
Parciales® (MCP), como una técnica econdmica, con la finalidad de modelar datos
multicolineales y con alta dimensionalidad de variables regresoras. La técnica de MCP
nacio siguiendo ideas heuristicas de parte de su creador, quien al principio implement6

! Partial Least Squares (PLS).



Introduccién

la técnica de Andlisis de Componentes Principales (ACP) en el algoritmo Non-linear
Partial Least Squares (NIPALS), después modificd algunos pasos e inserto otros, para
desarrollar MCP univariado mejor conocido como NIPALS PLS1 y la version
multivariada de MCP, NIPALS PLS2, esta Ultima considera varias variables de
respuesta, por esta razén contempla un algoritmo mas complejo y con mayor niUmero

de pasos.

Debido a la carencia de rigurosidad matematica en el planteamiento de MCP, es un
método desconocido para muchos estadisticos por catalogarlo como un simple
algoritmo méas que un modelo estadistico riguroso?, de hecho, la mayor parte de la
literatura que lo expone lo hace como tal, sin mayor especificacion de los pasos, sin
embargo varios autores® se han dado a la tarea de investigar sus propiedades
estadisticas.

De manera general, MCP combina algunos aspectos de ACP y RLM,; la idea basica es
llevar la dependencia lineal entre las variables regresoras y las de respuesta a través
de otras, comunmente llamadas variables latentes, las cuales son elegidas por explicar
lo méas exacto posible la estructura comuin entre las variables originales, para
posteriormente implementar la RLM utilizando las variables latentes como nuevas
variables regresoras, dando origen al modelo de regresién por minimos cuadrados
parciales (RMCP). A esta técnica, se le ha clasificado como de “modelado suave® por
sus bondades para ajustar datos con estas caracteristicas. MCP pertenece a los
métodos de regresion por variables latentes (RVL), los cuales son conceptualmente

muy diferentes al modelo de regresion tradicional.

A pesar de ser relativamente reciente y creada para las ciencias sociales, la
popularidad de MCP se ha incrementando en diversas disciplinas tales como
psicologia, medicina, farmacologia, ecologia, etc., aunque sus principales proponentes

son los quimiométricos, quienes la clasifican como su herramienta estandar.

Es importante sefialar que MCP no es un solo algoritmo sino una clase de algoritmos,
pues los pasos del algoritmo original pueden ser modificados, dando lugar a otras
versiones que responden al nombre de MCP.

% Helland, 1. (1988)
% Helland, 1. (1988), Kramer, N. (2007), Lingjaerde, O. C. & Christophersen, N. (2000), etc.
* Pirouz, D. (2006)
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Objetivo
Objetivo

El objetivo de este trabajo es desarrollar y describir la técnica de MCP a través del
algoritmo NIPALS para el caso univariado y para el multivariado, detallando los pasos
de ambos mediante el fundamento matematico riguroso que representa la
construccion de las variables latentes, asi como enunciar las propiedades de los
conjuntos originados por los algoritmos.

Ya que MCP combina caracteristicas de la RLMy el ACP, en el capitulo 1 se dara una
breve descripcion de la RLM, con el fin de que el lector se familiarice con los
conceptos fundamentales de regresion. En el capitulo 2, se describe detalladamente el
problema de multicolinealidad asi como los factores comunes que permiten detectarla;
también se describe el pre-procesamiento a los datos, la cual es una etapa previa que
se realiza antes de implementar un andlisis de regresion. En el capitulo 3, se describe
el fundamento de los métodos RVL. La técnica del ACP es un método RVL, por tanto
se dara una descripcion breve, pero detallada de ésta; utilizando NIPALS ACP, como
algoritmo base para el desarrollo de la teoria de MCP.

El capitulo 4 esta dividido fundamentalmente en dos partes, MCP1 y MCP2; se
enuncia, desarrolla y describe, la teoria concerniente al método de MCP asi como los
criterios para la validacion del modelo de RMCP. Un breve ejemplo de MCP1 es
presentado en este capitulo, y se da una interpretacion de los resultados.



CAPITULO 1

REGRESION LINEAL MULTIPLE (RLM)

1.1 Introduccion

En varios campos de la investigacion, ya sea en las ciencias sociales como economia
y psicologia, en las médicas y de la salud, en la quimica e ingenieria entre otras, el
método de regresion lineal multiple es ampliamente utilizado; este permite llevar la
relacion lineal entre una variable dependiente (respuesta) y otras, denominadas

variables independientes (regresoras).
1.2 Fundamento matematico

En concreto, la RLM pretende evidenciar las relaciones lineales entre variables

respuestay regresoras bajo una relacion funcional, que puede ser expresada como:
y=f (xl,xz,...,xp] (1.1)

Sin embargo, de este planteamiento surgen dos problemas:

1. La forma analitica de f puede ser desconocida o bien, conocida pero

muy complicada
2. El nimero de variables independientes que intervienen en la relacion
funcional puede ser tan grande que sea imposible manipular

correctamente a f .

Existen alternativas para los problemas anteriores, en el primero se puede aproximar a
f mediante una funcién auxiliar f ; para el segundo, existen técnicas estadisticas

gue realizan una seleccion de variables al retener las consideradas relevantes para la



Capitulo 1. Regresion Lineal Maltiple

descripcion de la respuesta y desechar las que no. Un modelo sustituto que aproxima
la relacion funcional con la mayor exactitud esta dado por:

y:f'(xl,xz,...,xpj+s (1.2)

Donde se descompone a la variable y, en dos partes, la parte sistematica o causal
f'(xl, x2,...,xp) y la parte aleatoria o casual ¢, que engloba aquellas variables que no

fueron incluidas en la explicacion de y al ser consideradas irrelevantes, en el

planteamiento del modelo.

Dadas n unidades de observacion para estas variables, consideremos a X y a y

como la matriz y el vector, que comprenden dicha informacién. En regresion se
pretende aproximar, de la manera mas exacta posible, la dependencia lineal entre X vy

y; si esta dependencia lineal fuera exacta, el modelo de regresion no tendria ningun

sentido al resultar un sistema de ecuaciones deterministico y =X Db, por resolver. El

modelo de RLM, estipula que la media verdadera de la variable dependiente cambia

, \
en razobn constante cuando los valores de ixl,xz,...,xIO J crecen o decrecen,

entonces:

E(y) =By +ByXy +ByXy +...+ByX, (1.3)
Parala i—ésima observacion se tiene:
Yi =Bo +By Xy +ByXi, +... 4B X, +&; para iI=1...,n

Matricialmente se escribe:

y=XB+e (1.4)
Y. 1 X, X oo Xip Bo €
Y, _ 1 Xy Xpp -o- Xop B, N €5
yn 1 an Xn2 an Bp 8n



1.2 Fundamento matematico

Donde:

y =Vector columna que recaba la informacion observada de la variable

dependiente (respuesta) por cada unidad observacional y;, con i=1,2,....,n.

X :=Se le denomina matriz de datos; el primer vector columna es el vector de

unos de orden n, mas p vectores columna referentes a la informacion

observada de las variables que describen a la variable de respuesta (variables
regresoras).

B :=Vector columna conformada por los parametros que seran estimados a partir

de los datos, mejor conocidos como coeficientes de regresion o sensibilidades.

€ '=Vector que contiene los errores aleatorios para cada unidad observacional.

En el caso de una sola variable independiente, este modelo es conocido como el

modelo de regresion lineal simple (RLS), expresado como Y =0, +f; X+¢.

Variables independientes Variable dependiente

Modelo

X —

<<

Observaciones

n n

Figura 1 ! Variables empleadas en la construccién del modelo de regresién.
Los supuestos adicionales que acompafan las ecuaciones del modelo son:

1. Mayor numero de observaciones que variables regresoras (n > p).

2. Las variables regresoras son no redundantes, entonces X es una matriz de
rango completo por columnas.

3. Las variables regresoras estan relacionadas de manera lineal con la variable
de respuesta y.

! Fuente: Elaboracién propia.
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4. El vector aleatorio gz(sl,az,...,sn) tiene la distribucién normal multivariada

con los siguientes parametros:

ElNNn(Q’GZIn) (15)
Con matriz de varianzas y covarianzas X, dada por:
V(sl) o - 0 6?2 0 0

z.=| M) 0| O ot 0 gy, ko)
0 0 v(sn) 0 0 - o2

Con I, la matriz identidad de orden n. La propiedad 4 implica que ¢;~N (0,02) con

o2 constante y desconocida y Cov (ei ,sj): 0 para i+ j. Los supuestos sobre la parte

aleatoria del ajuste a y en RLM, se interpretan de la siguiente manera: en promedio

se espera no haya errores, por ser las variables regresoras estipuladas en (1.4) las

suficientes y necesarias para la descripcion de la variable de respuesta, y el supuesto
de varianza constante, comun y desconocida, significa que se espera que los errores
no se distribuyan de manera irregular alrededor de la linea media. Las consecuencias

directas de estos supuestos sobre el modelo de RLM son:
y~N_(XB,o?I ) (L7)

Ya que:
E(y)=E(Xp+e)=EXB)+E(s)=XB (1.8)

Y para el calculo de la varianza de Y, se tiene:
Vly)=V(XB+e)=V(e)=o1, L9)

Puesto que, X es una matriz conocida y  es un vector columna de parametros a

estimar. En la construccion del modelo, el vector de errores aleatorios justifica la



1.2 Fundamento matematico

omision de algunas variables que no influyen significativamente en y; sin embargo, Si

la omision es sobre variables importantes, entonces X no es el valor esperado de y .

La hipotesis de normalidad sobre g, permite realizar la teoria de intervalos de

confianza, asi como pruebas de significancia para la variable de respuesta, siguiendo
la distribucion dada en (1.7).

Del modelo dado en (1.4), se tienen que estimar a partir de los datos p+2

parametros, los cuales son: las p+1 entradas del vector de coeficientes de regresion

B y el parametro o?. El método de estimacion de parametros que se considerara en

esta tesis es el de minimos cuadrados (LS, por sus siglas en inglés Least Squares), el

cual sigue el Principio de Minimos Cuadrados, que estipula lo siguiente: “La solucién

B, debe dar la suma de cuadrados de las desviaciones verticales y; observadas y los

valores estimados Y;, mas pequefia posible”. Se define a los residuales €; como las

desviaciones verticales de las y; con respecto a las Y;, es decir:
e =Y Y (1.10)

Para i=12,...,n. El vector de residuales e por consiguiente es:

€ Yi=Y%1
. .

e=y-y=| 2|=| 2" (111
€ yn_yn

Con los valores estimados Yi dados por:

Vi =Bo + By +BoXip + -+ BpXip L12)

Tal que ee sea minimo, lo que equivale a maximizar el ajuste para y. A cada Y; en

(1.12), se le llama el valor estimado o ajustado para Y;. Por tanto, el principio de

10



Capitulo 1. Regresion Lineal Maltiple

minimos cuadrados elige el vector columna de orden p+1, tal que se minimice la

suma de cuadrados de residuales o errores (SCE ), esto es:

(1.13)

wn
O
m
Il
I-M:
<
|
<)
P
N

(yi - (Bo + By +ByXig oot Bpxip))z

I
.Mj

Il
=

I
M-

(yi - Bo - leil - Bzxiz e Bpxip)z

Il
N

Il
'M:
@
=N
Il
1D
ID

Il
[y

El estimador para los p+1 parametros se obtiene de igualar a cero la derivada parcial

de SCE con respecto a cada Ei, de i=1...,p. Dichas p derivadas parciales, dan
origen a las llamadas ecuaciones normales, que forman un sistema de ecuaciones

lineales que al resolverse dan como resultado @ :

Por otro lado, con expresion matricial en (1.13) se tiene que:

scE = (y-Xp)(y-xp)
-y -8x)(y-xB)
=yy-BXy-yXB+BXXp (L.14)
La derivada parcial de SCE , con respecto al estimador del parametro B es:
n
o) ¢
=L _ X'y +2X XB (1.15)
op B B
Igualando a cero se obtiene:
Xy =XXB (1.16)

11



1.2 Fundamento matematico

Para encontrar la solucion de (1.16), utiizando la inversa regular de X X, este

producto debe ser no singular es decir, det(X'X)_1 #0 (supuesto 2 de la RLM), si

esto se cumple se tiene:

p=(xx)xy (L17)

El estimador E puede ser descrito mediante la descomposicion en valores singulares®
de X, como sigue:
X =VDU'
Donde:
U y V son matrices ortogonales, que contienen como columnas los vectores

singulares izquierdos y los vectores singulares derechos, respectivamente.

D es una matriz diagonal que contiene los valores singulares de X
ordenados de manera decreciente, esto es, D= dlag(\ kl’x/g""’\/gj tal
que A; > A, Vi,

i+1

Por (1.17), se tiene:

_ , P 1 .
B=VD Uy =2 —vuy, f1.18)

izl\/;Ti

Asi, la solucion B es expresada en términos de los vectores y los valores propios de la

matriz X X.

Para el modelo de RLS, la recta ajustada o estimada resultante es: y = Bo + f}1>_(

C Pehs)
Con Blz =1 y Bp=Y-XB;

Z(Xi _7)2

i=1

2
Ver anexo A

12



Capitulo 1. Regresion Lineal Maltiple

Las entradas f j representan la variacion neta en Yy j por cada unidad de variacion en
X para i=12,...,n; es decir, toda la variacion del espacio columna de X que

covaria con el vector y es incluida en . Si existe algun “ruido” en el espacio columna

de X covariando con Yy, también sera incluido, causando una alteracion llamada

“sobre ajuste” que produce graves errores de prediccion.

1.3 Propiedades de E el estimador por minimos cuadrados

De (1.17), es posible expresar a @ como combinacion lineal del vector y como:
B (xx)7"x )y (L19)

Si el modelo y=XB+¢ es correcto para Y y X, entonces se puede calcular el valor

esperado de [E como sigue:

=B (L.20)

Se obtiene que [3 es un estimador insesgado de B, es decir, en promedio se espera

que las entradas del estimador B sean las mismas que B. Se calcula la matriz de

varianzas y covarianzas de E , COMO:

2 - vixx) )y

(%) v x) x)

13



1.3Propiedades de E el estimador por minimos cuadrados

= (xx)x)fr,0?)x (x %))

- (XX) o2 (.21)

Los elementos sobre la diagonal de (1.21), corresponden a las varianzas de los

coeficientes de regresion en el orden en que aparecen en B, los elementos fuera de
ella son las covarianzas entre Bj y Bi para j=0,12,..,p ei=012,...,p,coni=#j.

La distribucion del estimador de coeficientes de regresion ﬁ es:

p-N (B, o?(xx) ) 0.22)

Propiedad necesaria para desarrollar la teoria de intervalos de confianza para cada ﬁj

con j=0,1,2,..,p. Esta teoria provee de mas informacion al analista que solo la

estimacion puntual de los parametros, sin embargo no es finalidad de este trabajo

desarrollar esta teoria.

1.4 Los vectores Y y e

Es posible escribir el valor ajustado de y como combinacién lineal del vector de

respuesta observado Yy, como:

—Hy (1.23)

Con H= X(X'X )_1 X'. Alamatriz H se le conoce como matriz sombrero (Hat), que

también es una matriz de proyeccion, la cual juega un papel muy importante en el

analisis de regresion.

Propiedades® de H :

% Seber, G.A.F. (1977)
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Capitulo 1. Regresion Lineal Mdltiple (RLM)

1. Hy (I N —H) son matrices simétricas e idempotentes
2. rango(ln —H):tr(ln —H):n—(p+l)
3. (I, -H)x=0

Utilizando la expresion (1.23), se obtiene E( y) y V( y) como sigue:

E(y)=EHy)
=HE(y)

= HXB
= XB (L.24)

Yaque HX = (X(X'XFX')X =XI, =X. Es decir, y es un estimador insesgado de

la media de y dados los valores de X. Calculando la matriz de varianzas y

covarianzas de Y, se obtiene:

z

V(Hy)
H(M(y ) )H
(

o2 ) H'Por propiedad (1)

<)
<

—H
= Ho? (1.25)

Por otro lado, el vector de residuales e refleja la inconsistencia entre los valores

observados y los estimados, pues fue definido como:

,~H)y 1.26)

La esperanza del vector de residuales, se obtiene como sigue:

15



1.4 Propiedades de E el estimador por minimos cuadrados

E(e)=E(1, -H)y)=(1,-H)Ely)=(1, -H)Xp=XBp-HXPp=(X-HX)p=0 @.27)

De (1.11) se tiene que y=e-Y, asila variable de respuesta y esta dividida en dos

partes, la que aporta el modelo de RLM y la de los residuales e .

La matriz de varianzas y covarianzas del vector de residuales e , es calculada como:

z, =V(1,-H)y)
= (1,-B)My) (1, -H)
=(1,-H) 0%, (1 -H)
=01 -H)(1,-H)
-o%(1_-H) (L.28)

2

1.5 Estimacion del parametro 6

2

Otro de los parametros implicados en el modelo de RLM es &<, éste debe ser

estimado a partir de la suma de cuadrados de residuales definida en (1.14). Esta tiene

(n—p+1) grados de libertad asociados, puesto que existen p+1 parametros en el

modelo. Se define a CME como el cuadrado medio del error, dado por:

CME=—XE (1.29)

n—(p+1)

Se probara que CME es un estimador insesgado para 2.

Demostracion: Utilizando la expresion para € dada en (1.26), se tiene que:

(h—(p+1)CME=ee
=y(l,~H)(,-H)y

= Xl(ln —H) y por propiedad (1)

16



Capitulo 1. Regresion Lineal Mdltiple (RLM)

Para calcular el valor esperado del CME, se requiere hacer uso del siguiente

resultado para el valor esperado de una forma cuadratica:

Teorema 1% Sea & un vector aleatorio de orden n; sea Aan una maitriz simétrica. Si

E(éj): 0y V(§): Y, entonces: E(éjAEj):tr(AZ )+ Ej'AEj

Usando el teorema 1, (1.27) y las propiedades 2 y 3 de la matriz sombrero, se tiene

que:

E((n-(p+1) cME) =E(y (I, -H) y)

=tr((1, - H) 621 )

o?(n-(p+1)

—~ E(CME) = "Zf]”__( |(op +1)1)) = o2 (1.30)

Entonces el CME es un estimador insesgado para c2.

En resumen, de (1.20) y (1.30) los estimadores para By °, respectivamente, son

insesgados.
1.6 Modelo lineal centrado

En algunas ocasiones es conveniente centrar las variables expuestas en un modelo de

regresion al sustraer su media a cada variable en X = (Xl Xy e >_(p), y de igual
forma para y. El vector de medias muestrales de las variables independientes y la

media de la variable dependiente, estan dadas por:

1 n Xy 0
1. |% 2.5 X, D,
P :_X1-= . | con Xi:J_ y Xj= .' ;para¥1y:':1
X n n :
Yp Xni

* Seber, G.AF. (1977)
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1.6 Modelo lineal centrado

Entonces, las variables independientes centradas son: X, :X_iEx Y Y. =Y-

con 1 el vector de unos de orden n.

El modelo de regresion en (1.4) es equivalente a y =f,+X B+e si el término

intercepcion B, es: B, =y+p,X1+B,X2 +...+B,Xp. Note que B es un vector de

orden p, ie., Bz(Bl B, ... Bp)', pues en este caso, el vector columna de unos en

X del modelo (1.4), es omitido. En analogia a (1.18), el estimador de coeficientes de

regresion por minimos cuadrados corresponde a B: (X'CXC)‘lx'C Y. donde el término

de intercepcion es estimado como:

Los valores ajustados para la variable de respuesta corresponden a:

YCZBO_'_X()E

18



CAPITULO 2

El PROBLEMA DE MULTICOLINEALIDAD

2.1 Multicolinealidad

En este capitulo, se analiza uno de los problemas ligado a la obtencion masiva de
variables explicativas: regresoras correlacionadas entre si, ésto provoca que el modelo
de RLM no sea Uutil, pues se dice que unas variables regresoras miden el mismo
concepto que otras, pero de forma alternativa. A este fendbmeno se le conoce como
multicolinealidad, la cual es divida en dos tipos: multicolinealidad “perfecta” y
multicolinealidad “casi perfecta”. La primera, refleja una dependencia lineal exacta
entre dos 0 mas regresoras, es decir, la j-ésima regresora es combinacion lineal de
una, varias o todas las regresoras restantes; el segundo tipo, obedece a una
combinacion lineal cercana a cero entre dos 0 mas regresoras; se puede detectar el
problema de multicolinealidad en X mediante su rango.

Definicion: El rango de una matriz X, es el nimero de renglones (columnas)

linealmente independientes, donde:

0<rango (X)<min(n,p)
Ademés rango(X)= rango(X'X)

Ogrango(X'X):rSp

De acuerdo a lo anterior, si X tiene dependencias lineales exactas, entonces XX es

singular, y la expresion (1.16) no puede resolverse para E . De igual forma sucede bajo

multicolinealidad casi perfecta en X, pues X X hereda estas dependencias lineales y

las entradas del vector B por minimos cuadrados, seran grandes en valor absoluto.

Por otro lado, considere el cuadrado de la distancia de B al valor del parametro



2.1 Multicolinealidad

verdadero 3, dada por: p:(B—B)'(B—B); el valor esperado de p, comunmente

denominado error cuadratico medio (ECM ), es:

p

e (B, -5, = v (B )=Tr((x X)) o2

i=1

EcM =E(p)=E(p-p)(B-p)-=

p
i=1
Ya que E(E):E y ZBB =(X'X)‘102. Ahora, por el teorema de descomposicion

espectral' se puede expresar a XX como:

XX = VAV
Asf: = Tr((X'X)‘l) =Tr(VA‘1V') por propiedad de la inversa
:Tr(A—lv'V) ; por propiedad de traza
= Tr(A’l ) ; por la ortogonalidad de V
= z o

p
i=1 Vi

P 1
ECM =c°> = (2.2)
i=1 Vi
Cuando existe dependencia lineal cercana entre regresoras, los valores propios del

polinomio caracteristico ‘X X-M, ‘ seran cercanos a cero, implicando que el ECM
sea grande, convirtiendo a B por minimos cuadrados en una estimacion errénea de B.

Aunado a esto, ZBB=(X'X)‘102 tendra entradas grandes, entonces B serd

insesgado pero BO,Bl,...,ﬁp no seran de varianza minima; aplicar la RLM con algin
tipo de multicolinealidad en X hace que B produzca un “sobre ajuste” del modelo a

los datos, llevando a resultados equivocos. Cuando se presenta el problema de
multicolinealidad, se requiere de otras técnicas multivariadas tales como el analisis de
componentes principales (ACP), regresion sesgada (RS) o minimos cuadrados
parciales (MCP), para obtener dicho estimador.

El problema de multicolinealidad es inherente a 3 causas principales:

Y Ver Anexo A
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Capitulo 2. El problema de Multicolinealidad

1. Métodos de recoleccion de informacion
2. Especificacion errénea del modelo de regresion
3. Mayor numero de variables regresoras que de observaciones

El dltimo punto, considera a X como una matriz baja y gruesa, que se puede

representar con el siguiente modelo lineal:

Y1 1 Bo €1
X11 e X1p
Y2 | : By 4 &2

1 X1

Xnp
Y el nx(p+1) Bp (

€
p+1)x1 N/ nx1

Este tipo de modelos son muy comunes en investigaciones meédicas, quimicas,

psicologicas, etc., donde hay un pequefio nimero de unidades muestrales. En el
sistema y:XE, el nimero de ecuaciones es menor que el nimero de incégnitas,
teniendo un ndmero infinito de soluciones, pues rango(X):r§p+l, entonces
existen (p+1)—r columnas linealmente dependientes, implicando multicolinealidad

perfecta. Es en este caso en particular, para el cual la técnica de MCP fue

desarrollada.
2.1.1 Deteccién de la Multicolinealidad

Existen varias estadisticas para detectar multicolinealidad en X, aqui se presentan
algunas de las mas usadas; su aplicacién es basica antes de plantear el modelo de
regresion para evitar errores de ajuste derivados de este problema.

e Coeficiente de determinacion R?, factor de inflacién de varianza (FIV) y

factor de tolerancia (T)

Bajo la hipdtesis de multicolinealidad en X, existe una relacion lineal entre las
regresoras. Se plantea una ecuacion auxiliar para cada vector columna de X de la

siguiente manera:

X;=Bo +By X1 ...+ Py Xia + B Xisa +...+BpXp (2.2)
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2.1 Multicolinealidad

Con i=12,...,n; para medir el ajuste del modelo (2.2) para la i -ésima regresora, se

calcula el coeficiente de determinacion Ri2 :

Con R? <1,y donde:

SCR :=Suma de cuadrados debida a la regresion

SCT = Suma de cuadrados totales.

El coeficiente de determinacion Riz, representa la proporcion de variabilidad explicada
por el modelo con respecto a la variabilidad total del sistema. Dicho de esta manera, si

R? es cercano a uno, implica buen ajuste en el modelo (2.2), corroborando

correlacion perfecta entre la |-ésimaregresoray las restantes. Cuando Ri2 es cercano
a cero, refleja un mal ajuste del modelo y podria concluirse este no tiene sentido, por

falta de dependencia lineal entre X; con las regresoras restantes.

El procedimiento yace en la obtencion del coeficiente de determinacion para todos los

modelos de regresion de X; sobre iXl""’Xi—l’Xi+1""’Xp}’ e ir identificando

independencia o dependencia entre ellas.

El efecto de la multicolinealidad es “inflar” la varianza de los estimadores de los
coeficientes de regresion, una medida usual para diagnosticar multicolinealidad esta

dada por el factor de inflacién de varianza (FIV), definido como:

_ 2)- Hy
FIV = (1-R2) con i=12...,p (2.4)

El FIV es el factor por el cual la varianza de B es incrementada, debido a la

dependencia lineal entre regresoras; tomara el valor de 1 en caso de independencia

lineal entre X; con las variables regresoras restantes y no posee limite superior, en
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Capitulo 2. El problema de Multicolinealidad

caso contrario. La experiencia dicta que si el VIF excede el valor de 5, hay una clara
indicacion de que P sera pobremente estimado, debido a un severo problema de

multicolinealidad en X.

Otro factor para diagnosticar dependencias lineales de regresoras esta dado por

T=1-RZ, conocido como Factor de Tolerancia; tiene valor maximo de 1 cuando la
variable X; no tiene asociacion lineal con las restantes y valor minimo de cero cuando

la regresora X; es combinacion lineal perfecta del resto.

Varios autores manejan al FIV y al factor T, como medidas no concluyentes para

realizar un diagnostico; sin embargo su uso es aplaudido por representar una manera

de visualizar un sobre ajuste del modelo de regresion planteado sobre Y.
e Anadlisis de lamatriz de correlaciones RXX.

El andlisis de las entradas de la matriz Ry permite detectar correlaciones bivariadas

fuertes entre las variables regresoras, la desventaja es que no se detectara la

dependencia lineal entre mas de dos regresoras.

e Valores propios de la matriz XX

Si existen dependencias lineales cercanas entre las variables regresoras, uno 0 mas

valores propios de X X seran cercanos a cero; aquellos iguales a cero implican

multicolinealidad perfecta, i.e. rango (X'X)<p. Algunos analistas usualmente

examinan el nimero condicion, definido como:

Namero Condicion =k = it max (2.5)

min

Los siguientes criterios son utilizados para « :
k <100 No hay un problema serio de multicolinealidad
100 < x <1000 Existe multicolinealidad casi perfecta

« >1000 Existe multicolinealidad perfecta
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2.1 Multicolinealidad

O bien, es comun utilizar el factor -/x ; sus rangos son la raiz cuadrada de los rangos

de k. Para estimar el numero de dependencias lineales en X X, se puede tomar el
indice condicion, definido como:

A .
Kj= ;ax con j=12,...p (2.6)
j
El nimero de los k; mayores a 1000, es el valor estimado de dependencias lineales

]

cercanas en X.
2.2 Pre-procesamiento de los datos

En el andlisis de datos, es necesario calcular diversas estadisticas sobre las variables
dada una muestra; por ejemplo, la media y varianza muestral, asi como covarianza y
correlacion muestral; sin embargo algunas de estas estadisticas retienen las unidades
de medida como lo son la varianza y la covarianza, caracteristica que complica la
comparacion de estas estadisticas para variables que estén en diferentes unidades de
medida, de hecho, en algunos casos tal comparacién no tiene sentido; asi lo factible
es eliminar las unidades de medida al estandarizar las variables originales, lo que
significa transformarlas a otras, con media cero y varianza uno, esto se realiza al
centrar y escalar cada variable restando su media muestral y dividiéndola entre su

desviacion estandar. En notacion matricial, se tiene:

Si X,, = X =(x-(10))w
Donde:

: 1. .
M, = Vector de medias muestrales dado por p =—X1 ,i.e:
- =X n
b3 % %)
V= Matriz diagonal que contiene las desviaciones estandar muestrales de las

p variables de X, i.e., W:diag(c;l o1, ... ,cglj con:

1 1
1 X2 p
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Capitulo 2. El problema de Multicolinealidad

25

La estandarizacion otorga igual importancia a cada una de las variables y, puede
realizarse como una etapa previa al andlisis, con la finalidad de obtener mejores
resultados. En el analisis de regresion, si se tiene conocimiento de que algunas
variables regresoras tienen mayor “ruido” que otras, puede ser mas interesante no
estandarizar las variables, para no dar igual importancia a éstas que a las variables

regresoras altamente correlacionadas con la variable de respuesta.

Nota: Si las variables estan medidas en las mismas unidades, la estandarizacion es

redundante.



CAPITULO 3

METODOS DE REGRESION POR VARIABLES
LATENTES (RVL)

3.1 Introduccion

Los métodos de regresion por variables latentes (RVL) son conceptualmente muy
diferentes al modelo de RLM, ya que trabajan con datos que presentan o un gran
numero de variables regresoras o multicolinealidad en estas, de manera sencilla,

caracteristicas que los convierten en métodos sumamente Utiles.

El fundamento principal de los métodos RVL es suponer que el sistema de variables
en consideracion, puede ser descrito por un conjunto pequefio de otras, conocidas
como ‘“variables artificiales” o “variables latentes”, que resumen Optimamente la
informacion del sistema, antes de resolver el problema de prediccion. Las variables
latentes por definiciobn son combinaciones lineales de las variables originales, donde

los vectores coeficientes o “vectores de pesos” w; son no triviales y elegidos de tal
manera que se cumple algun criterio de optimizacion; se pretende ajustar a las p
variables regresoras mediante un pequefio subconjunto de ellas, de dimension a< p,

a costa de perder una pequefa (o insignificante) parte de informaciéon. Aunque el
supuesto es el mismo para todo método RVL, las variables latentes son construidas
siguiendo diferentes criterios de maximizacién. Se introducira el concepto de
descomposicion bilineal de una matriz, que se aplicara a la matriz de datos X, con el
objetivo de llevar la informacién a un nuevo sistema de coordenadas definido por las
variables latentes; matematicamente, se trata de descomponer a X mediante el
producto de dos matrices, T (matriz de variables latentes) y P (matriz de cargas) mas

una matriz de residuales E .

Para ampliar esta idea, considere los siguientes modelos:



Capitulo 3. Métodos de Regresion por Variables latentes (RVL)

Sea X yxp Y Y €NtONces:
X=TP +E (3.1)
a a a

y=T Q; + ta (3'2)

z a —
Donde:

Ta =Matriz de variables latentes de X, de orden nxa.
P = Matriz de cargas de X, de orden pxa; contiene los coeficientes de la
regresion de X sobre Ta, es decir, las cargas son las proyecciones de los datos

originales en el nuevo sistema de coordenadas definido por los vectores columna

de T .
a
E_ = Matriz de residuales de X, de orden pxa.
Wa '=Matriz que contiene como columnas a los vectores de pesos no triviales

{wi}2, de orden pxa. Los vectores de pesos son los ponderadores de las

columnas de X. Por lo general se normaliza a los w; para i=12...,a
(lwi] =2).

g, =Vector de cargas de Yy de orden a ; contiene los coeficientes de la

regresion de Yy sobre T.

f, =Vector de residuales de Y, de orden n.

En la descomposicion bilineal de X, interactian las variables latentes y las cargas,
pues con cada pareja de vectores tj y 9, desde 1=12,...,n, se pretende explicar al

conjunto de regresoras originales mediante aproximaciones de rango uno, dadas por:
x() = IlEr x(2) = IZEz’ ’f((a) = '_[aEa (3, )

La informacion no explicada por las primeras a variables latentes, estd contemplada

en la matriz de residuales E, ;.
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3.1 Introduccién

La verosimilitud del modelo (3.2) se justifica debido a que en regresion, la variable y

se explica por X entonces el conjunto {Ll, 12,...,1a} se supone buen regresor para Yy,
asi:

y(l) =140, y( A= LS PYREE 'Y( ¥ tad, 64

Si el supuesto de dependencia lineal entre X y Y es correcto, se espera que las
aproximaciones de rango uno para Y dejen solo variacion aleatoria en el vector de

residuales f,. En el modelo (3.1), la descomposicion bilineal de X es exacta solo si
el nimero de variables latentes es igual al nimero de vectores columna linealmente
independientes de X, puesto que {11,12,...,;a} genera un subespacio del espacio
columna de X. El nimero de variables latentes debe ser restringido, para lograr el
objetivo de describir a las variables originales sobre un subespacio de baja
dimensionalidad, tal que el modelo de regresion sea Optimo (a< r), esto es, la
informacion relevante debe ser resumida por las primeras variables latentes, mientras
que el “ruido” debe ser modelado por las Ultimas. La eleccion del nimero a se hace
aplicando técnicas de validacion de ajuste del modelo a los datos, o bien, reteniendo
aquellas variables latentes que expliquen gran cantidad de la varianza global del
sistema original. Cabe sefialar que, para cualquier método RVL la calidad de
prediccion aumenta conforme el nimero de variables latentes lo hace por dejar poca o
nula variabilidad sistematica en las matrices de residuales, sin embargo baja la calidad
de interpretacion.

La figura 3.1, representa la forma matricial de los modelos (3.1) y (3.2). La matriz E,

y el vector f, representan en el caso ideal residuales puramente aleatorios o “ruido

blanco”, de lo contrario (si contienen variacion sistematica) sera necesario agregar

otra(s) componente(s), para poder explicar mejor la informaciéon y conseguir mayor
calidad predictiva. Si la variable de respuesta es una matriz (Y) dependiendo del

modelo RVL, se toman algunas consideraciones extras para la construccion de las
variables latentes.

" Helland, I. (1988)
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y 4o taq t2a, fa
<l 04] (O <>+}

Figura 3.1% Descomposicion bilineal de X y Yy , por aproximaciones de rango uno.

3.2 Andlisis de Componentes Principales (ACP)

3.2.1 Introduccidn

La técnica de andlisis de componentes principales es debida a Hotteling (1933),
aunque sus origenes se encuentran en los ajustes ortogonales por minimos
cuadrados, introducidos por K. Pearson (1901). EI ACP es una técnica sugerida para
datos multicolineales, pues estudia las relaciones que se presentan dentro del
conjunto de variables regresoras y a su vez, las explica por medio del conjunto de
variables latentes, mejor conocidas como componentes principales.

Las componentes principales son construidas mutuamente ortogonales y segun el
orden de importancia que adquieren, en cuanto al porcentaje de variabilidad total que
recogen de la muestra; éstas son combinaciones lineales de las variables regresoras
originales tal que los vectores de pesos son elegidos al maximizar la cantidad de
varianza que describe a cada componente, esto es, se busca que la mayor variabilidad
gue define a X, se concentre en la primera componente principal; la segunda sera
elegida tal que concentre la mayor variabilidad de X después de la primera y asi
sucesivamente; la idea es reducir la dimension del espacio generado por las variables

regresoras {xl, Xy ,xp} del espacio p a otro de menor dimension, ya que ACP

efectia un cambio del sistema de coordenadas p -dimensional a otro a -dimensional

% Fuente: Risvik, H. (2007)
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3.2 Andlisis de Componentes Principales (ACP)

estructurado por las primeras a componentes principales, asi el efecto de reduccion
de dimensionalidad recae en las componentes principales que queden fuera del
analisis por representar un porcentaje bajo o insignificante, de la variabilidad total del
sistema; el ACP es una técnica matematica que no requiere el supuesto de alguna
funcion de distribucion de los datos para efectuar la reduccién de dimensionalidad.

Si la matriz X es de rango completo por columnas, efectuar un andlisis por
componentes principales no tiene sentido ya que, se obtendria el conjunto de variables

regresoras originales, pero ordenas de mayor a menor varianza.

Las metas especificas del ACP son:

Extraer la informacion mas importante de la matriz de datos X.
2. Simplificar la descripcién de la variable de respuesta manteniendo esa

informacion, para construir el modelo de regresion.

Es (til cuando:

1. El nimero de variables regresoras excede el numero de
observaciones (alta dimensionalidad de regresoras).
2. Existe algun grado de multicolinealidad en la matriz de datos X .

3.2.2 Invarianza de escala

El ACP no es invariante bajo transformaciones lineales, ya que aplica el criterio de
maximizacion de varianza y, guiard a las componentes principales hacia las variables
regresoras con mayor varianza; si existe una notoria diferencia entre las varianzas de
las regresoras originada por las unidades de medida de las variables, el ACP estara
dando resultados erréneos. La mejor eleccion es iniciar el ACP con las variables
regresoras estandarizadas, para asegurar que todas las variables tengan igual

importancia en el analisis.

El ACP omitiendo la estandarizacion de las variables originales, seria llevado a cabo
solo si las variables independientes estan bajo las mismas unidades de medida o bien,
en unidades de medida comparables.
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3.2.3 Fundamento matematico

Sea z, la primera componente principal dada por z; =a;X con:

a; = (all 3_21 apl) y X = (Xl X2 Xp) un vector aleatorio, entonces:

xx 81 (35)

Donde: X, es la matriz de varianzas y covarianzas de X. El vector de pesos a; debe

p
ser elegido tal que z, posea la varianza maxima posible y E aj; =1, es decir:

M ax(v(zl )): M @{V( a'lxn

Sujeto a: {gllgl =1

Sea ¢ una funcion que incluye la varianza de la primera componente principal y una

penalidad que contiene la restriccion ara; =1 y al multiplicador de Lagrange A:
o=a;%,, a —k(a'lal —1) (3.6)

La maximizacion de ¢ determina el vector de pesos a; que maximiza V(zl).

Derivando con respecto a a; se obtiene:

o
— T =2¥ a;—2)\a
0ag o -

Igualando a cero la derivada simbdlica anterior se tiene:
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3.2 Andlisis de Componentes Principales (ACP)
28 a1=2\a <X, a8 =Aa (3.7)

Por definicion de vector propio®, a; es el vector propio de X asociado al valor propio

mas grande, por ejemplo A, para lograr la maximizacion de ¢ . Multiplicando (3.7)

por a1 por la izquierda y de (3.5), resulta:
T, a1 =hjaja; =h,= V(Zl) (3.8)

Entonces, la varianza de la primera componente principal corresponde al valor propio
A,. La segunda componente principal z, =a,X, es construida tal que concentre la

maxima variabilidad de X despues de la primera, sujeta a dos condiciones: z, debe

ser no correlacionada con z, y a, debe de ser de norma unitaria, esto es:

La primera restriccién corresponde a:

Cov (22,21): Cov (a'zx,a'lx)
:;izzxx a
=0

Multiplicando (3.7) por a, por la izquierda, se tiene:

8%, a1 =)y 88 =0=>a53, =0 (3.9)

3 Ver Anexo A
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Sea ¢ la funcion a maximizar que contiene las penalidades y los multiplicadores de

Lagrange correspondientes, es decir:
(I)ZQIQZXXQQ—K(leﬂz —lj—y(ﬂ'zﬂlj (3.10)

Obteniendo la derivada simbolica de ¢ con respecto a a, e igualado a cero:

90 _23 - 20, —yay =0

oa,

Multiplicando por a por la izquierda se obtiene:

2a1%,, 8, —2\a18, —ya;a; =0 (3.12)

Pero gllZXX ap, =0, g'lgz =0 vy @1'g1 =1, entonces y=0. Sustituyendo estos

resultados en la ecuacién anterior, se tiene:

2%, ap =2)a (3.12)

Nuevamente por definicién de vector propio, el vector de pesos a, es el vector propio
asociado al valor propio mas grande, digamos X, de X, . Si se multiplica por g'z a

(3.12) por la izquierda, entonces:
8, ay=A,= V(zz) (3.13)

Note que la varianza de la segunda componente principal corresponde al segundo

valor propio mas grande de X, .

Continuando con este argumento, la j-ésima componente principal sera la

combinacion lineal de el vector propio asociado al j-ésimo valor propio mas grande

de X, vy el vector aleatorio X.
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3.2 Andlisis de Componentes Principales (ACP)

La matriz £ de orden pxp es simétrica y semidefinida positiva, entonces los
valores propios asociados a ella son reales y no negativos; si rango (ZXX )=r,
entonces X tiene r valores propios distintos de cero y los vectores propios

asociados a éstos forman un conjunto linealmente independiente. Por lo que r, es el
ndimero maximo de componentes principales a construir.

Ahora, considerando la matriz de datos X de orden nx p, el producto matricial que

conforma el conjunto de componentes principales, es:
Z=XA (3.14)

Donde, por construccion A es una matriz ortogonal de orden pxr, que contiene

como columnas los vectores propios asociados a los valores propios del estimador

insesgado de la matriz ZXX , dado por f]xx = SXX = LX'X, de manera decreciente.

n-1

Técnicamente en el ACP, X es factorizada por su descomposicion en valores
singulares, i.e:
X = UDV' (3.15)
Donde:
U y V son matrices ortogonales, que contienen como columnas los vectores

singulares izquierdos y derechos normalizados, respectivamente.
D es una matriz diagonal que contiene los valores singulares de X ordenados

de manera decreciente, esto es, D:diag(\/fl, [ /ij si X es de rango

completo.

Una vez especificado lo anterior, es claro que A=V . Multiplicando a (3.15) por la

izquierda por V y por (3.14), se obtiene:
Z=XV=UDVYV =UD (3.16)

De aqui, la descomposicion bilineal de X esta dada por:
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X=ZV (3.17)

Si el nimero de componentes principales es menor a r, la descomposicion bilineal de
X no es exacta, dejando “ruido” en una matriz de residuales, por ejemplo E, la cual
concentra la variabilidad de X que representan las componentes principales que han

qguedado fuera del andlisis, por lo tanto se plantea el siguiente modelo:
X=Z,V,+E, (3.18)

La matriz Z, es definida como matriz de variables latentes y recoge la informacion de
las variables originales en el nuevo sistema a-dimensional de ejes ortogonales; la
matriz V, es la matriz de cargas y recoge los cosenos directores de los nuevos ejes

respecto del sistema de ejes original.

Figura 3.2 “ A producto Z, V, sele conoce como la parte estructural de la descomposicion
bilineal; la matriz de residuales E, es conocida como la parte “ruido” y, concentra la

variabilidad de las componentes principales que han quedado fuera del analisis.

3.2.4 Seleccion del nimero de componentes principales

El criterio para el nimero de componentes principales a retener, esta basado en la
varianza del sistema explicada por cada una de ellas, pues:

A 0 0 0
var(z)=var(xv)=vs_v =| 0 *2 ° 8 A (3.19)
0 0 0 &

=

* Fuente: Elaboracién propia
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3.2 Andlisis de Componentes Principales (ACP)

Derivado de la descomposicion espectral de la matriz S, . Existe relacion entre la

varianza de las componentes principales y la varianza de las variables regresoras
originales, dada por:

r

Zrl“Var (zi):zl“xi
_ _tr(A)
—tr( VgV )

=tr(ZXX) por propiedad de traza

= éVar( Xi) (3.20)

p
Entonces, la j-ésima componente principal aporta el | A, in x 100% de la
i=1

variabilidad total de X, llamado “porcentaje de variabilidad explicada”.

El juicio a seguir es: ‘“retener aquel numero de componentes principales tal que la

suma de sus varianzas reflejen al menos el 85% de la variabilidad total del sistema”.

Si las variables originales fueron estandarizadas previamente, entonces la matriz S,

corresponde a la matriz de correlaciones R, dada por:

1 Px x. " Px x

2™ p1

leX pXX
P 27°p

Y el ACP estard obteniendo los vectores de pesos como los vectores propios

asociados a los valores propios de la matriz R, , en orden decreciente.
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3.2.5 Algoritmo NIPALS ACP

Existen diversos métodos que permiten ejecutar el ACP de manera sencilla, uno de
ellos es el algoritmo Nonlinear Iterative Partial Least Squares® (NIPALS), disefiado por
Herman Wold (1966). Este algoritmo calcula las componentes principales de forma
iterativa, lo cual permite ahorrar tiempo de célculo al predeterminar el nUmero de
componentes principales a obtener.

Los pasos de NIPALS ACP son mostrados a continuacion:

NIPALS ACP

Sean EO :X:(XIaX2’~--ixp) y

y estandarizados, con £=0.00001

Sea h=0

1lL-th=X

2'_Elh _ L‘hX
th th

3.—Normalizar Elh ( th :1)
4.-th,.,=Xp,

5.— Si r:‘th —th‘<s continuar,

sino volver al paso 2
6.—h=h+1

E,=X-t,p, eirpaso 1

Figura 3.3 & Algoritmo NIPALS ACP

®> Wold, H. (1966)
® wold, H. (1966)
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3.2 Andlisis de Componentes Principales (ACP)

El nimero maximo de iteraciones de NIPALS es el rango de X (rango(X'X)z r). De

los pasos 2 y 4, tyty Y E‘h p,, son escalares, puesto que t, y E'h son vectores de
orden n y p, respectivamente; substituyendo dichos valores por un valor constante,

por ejemplo «,, para la primera iteracion se tienen las expresiones:
K. P, =thX (3.21)
K, th =Xp, (3.22)
Despejando t, de (3.22) y substituyendo en (3.21) se obtiene:

X
ty = 1

Ky

= Kp, = (XBh) X
Con k5 =Kk, . Aplicando la transposicion:
K3p, =X Xp,

De acuerdo con la definicién de vector propio, encontramos que en NIPALS ACP las

cargas son los vectores propios de X'X . De manera similar, despejando p, de (3.21)

obtenemos: p'h =%; aplicando la transposicion se tiene que p, = X th y
K . Ky
sustituyendo en (3.22), se obtiene:
K4 th =XX ty (3.23)

Asi, siguiendo NIPALS, las componentes principales son vectores propios de la matriz

XX'. Después de la primera iteracion, NIPALS sustrae la proporcion de variabilidad
del sistema que representa la primera componente principal, entonces para la segunda
iteracion, se obtiene la segunda componente principal, que representa la mayor

variabilidad después de la primera, y asi sucesivamente. La actualizacion de la matriz
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de datos (paso 6 de NIPALS), permite construir cada elemento de la descomposicion

bilineal de X. Cuando la descomposicion bilineal de la matriz X es exacta, la
variabilidad total del sistema ha sido capturada por las componentes principales y

NIPALS, termina cuando la matriz de residuales es nula (al r -ésimo paso).
3.2.6 Regresién por Componentes Principales (RCP)

La regresion por componentes principales ajusta un modelo predictivo sobre el sistema

de coordenadas generado por las componentes principales retenidas, llevando la
dependencia lineal entre X y Yy a traves de éstas, es decir, toda la variabilidad que
describe a X es utilizada para predecir y. Por (3.18), se tiene que el modelo de

regresion para Yy es:

Yrep = (Zavz;l +Ea)EMCO +1
=Z,V,Buco (Ea Pmco “i)

a *
=Z,Prep +1

2

Mediante la RCP, el estimador para f3, E?ch , debe minimizar , esto es:

y- YECP

ERCP - Za(Z;Za ) - Z'al/
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CAPITULO 4

MINIMOS CUADRADOS PARCIALES (MCP)

4.1 Introduccion

La técnica de minimos cuadrados parciales (MCP), fue desarrollada por Herman Wold
y colaboradores en la década de los sesenta como una técnica econémica; su hijo
Svante Wold ha realizado diversas modificaciones, consolidandola como herramienta
estandar, desde 1980 hasta la fecha, de un é&rea de la quimica analitica, la
quimiometria’. En otros campos de investigacion como la mercadotecnia, la ingenieria
y la psicologia, ha tenido gran aceptacion. Las ideas motivadoras para la creacion de
MCP fueron heuristicas y durante mucho tiempo fue conocido como un método de
optimizacion empirico, por lo que se han desarrollado diversos articulos tratando de
encontrar sus propiedades estadisticas; este interés se debe a su buen
funcionamiento, que la ha caracterizado como uno de los métodos mayormente
implementados. Se puede resumir el trabajo de Wold en el algoritmo Non-linear Partial
Least Squares, donde en un principio Wold plasmé la técnica de ACP, después
siguiendo otro criterio de maximizacion, insertdé al algoritmo nuevos supuestos y
condiciones de tal forma que obtuvo NIPALS MCP?; varios autores han realizado
modificaciones a este algoritmo, para dar origen a otras técnicas tales como MCP-
2WA, MCP-SVD, O-MCP, etc., es por esto que el método de MCP, no es un algoritmo
sino una clase de algoritmos, sin embargo existe dificultad en la comparacion entre
dos 0 mas conjuntos de variables latentes obtenidas de diferentes versiones, como se
detallara méas adelante. De manera general, MCP combina algunas caracteristicas de
ACP y de RLM, para dar origen a una técnica que en la practica resulta mas potente y

menos restrictiva que las anteriores por si solas; por lo cual se le considera de “suave

! “Quimiometria es la ciencia que permite relacionar las medidas realizadas en un sistema quimico o
proceso con el estado del mismo, mediante la aplicacién de métodos matematicos o estadisticos”. ICS
(International Chemometrics Society)

% H. Wold disefié Non-Linear Partial LeastSquares (NIPALS) versién para ACP y version MCP; para fines
practicos, en este trabajo se nombrara NIPALS ACP al algoritmo para el ACP y NIPALS MCP1 yNIPALS
MCP2, para la version de MCP univariada y multivariada, respectivamente.
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modelado”. En palabras de Wold, MCP es “distribution-free” (de distribucion libre), ya
que la especificacion del modelo no incluye un modelo probabilistico o de méaxima
verosimilitud. MCP, es una técnica lineal de correlacion multivariada y de reduccién de
dimensionalidad. Pertenece a los métodos RVL por llevar la dependencia lineal entre

X y y atraves de variables latentes, pues realiza una transformacion ortogonal a las
variables regresoras originales, para obtener el conjunto de variables latentes tales
gue éstas expliquen, tanto como sea posible la covarianza entre las variables
independientes y las dependientes, es decir, la construccion de las variables latentes

se ve influenciada por los datos dados en X y en y; las variables latentes explican la

estructura comun entre ambos conjuntos, esto trae consigo una maximizacion en el
ajuste del modelo de regresion, ya que al tomar el papel de variables regresoras,
siguiendo la filosofia de reducir la dimensionalidad de los datos al retener pocas

variables latentes, poseen gran capacidad predictiva para Y. Tal capacidad y

flexibilidad han convertido a MCP en una técnica ampliamente usada y recomendada
cuando la meta principal es la prediccion. Por otro lado, la calidad de interpretaciéon
esta directamente ligada al nimero de variables latentes retenidas; el criterio de

retenciéon se basa usualmente en técnicas de validacién como validacion cruzada, o

bien, considerando la varianza de X y de y explicada por cada variable latente, tema

gue se toca en la seccion 4.4. Las metas especificas de MCP son:

1. Extraer la informacién de la matriz de datos X que esté altamente

correlacionada con y.

Reducir la dimensionalidad de X manteniendo esa informacion.

Simplificar la descripcion de las variables independientes

4. Analizar la estructura comunentre X y y

Es til cuando:

1. El'ndmero de variables regresoras excede el nUmero observaciones

2. Existe algun grado de multicolinealidad en la matriz de datos X.

En Quimiometria, MCP es una herramienta estandar para modelar las relaciones
lineales entre variables multivariadas, obtenidas del célculo de concentraciones u otras
propiedades, a partir de datos instrumentales. Esta es un area de intensa actividad,

por sus amplias aplicaciones en la industria quimica, de procesos y en estudios
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ambientales. Cuando los datos son obtenidos por métodos instrumentales en quimica
analitica, es frecuente encontrar un mayor nimero de variables independientes que
muestras, por ejemplo, los espectrogramas son usados para estimar la cantidad de
diferentes componentes en una muestra quimica, los cuales pueden ser cientos y
altamente multicolineales, entonces la regresion por MCP (RMCP) es implementada
para predecir muestras quimicas futuras. En la literatura, el método de MCP esta
dividido en dos casos, el caso univariado denotado por MCP1, que contempla una sola
variable dependiente y el caso multivariado MCP2, con mas de una variable
dependiente. En este trabajo se desarrollan ambos algoritmos. La complejidad que
representa el caso multivariado lleva a una generalizacién del univariado bajo
supuestos y condiciones adicionales, es por ello que no se presentan ambos casos en
un solo modelo general. A continuacion se desarrolla el caso MCP1 y su modelo
predictivo final, RMCP1 (Regresién por Minimos Cuadrados Parciales Univariado),
posteriormente MCP2 y RMCP2; se discutirdn las caracteristicas, propiedades e
interpretacion de las variables latentes en ambos casos. Los métodos MCPR1 y
MCPR2, como cualquier método de regresion, son correlativos y no causales, lo que
significa que las relaciones determinadas seran aplicables Unicamente a muestras
similares (i.e. cuyas propiedades estén dentro del mismo rango), a las usadas para la

creacion del modelo.
4.2 Minimos Cuadrados Parciales Univariado (MCP1)

El modelo a estudiar en el caso univariado de MCP es ¥y =XB+f con Yiw1 Y Xaxp-

Como todo método RVL, la relacion lineal entre X vy la variable de respuesta es

llevada a traves del conjunto de variables latentes, esto significa que y también es
explicada por este conjunto, dando origen a los modelos siguientes:
X=T,P, +E, (4.2)

y=Tg_ +f, (4.2)

La técnica MCP1 disefiada por Wold, construye de manera iterativa el conjunto de

variables latentes (;1,...,!,3)691”“ tal que sea mutuamente ortogonal y que

explique tanto como sea posible la covarianza entre X y Y, para almacenarlas en la

matriz Ta como columnas.
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4.2.1 Invarianza de escala

La técnica de MCP no es invariante bajo cambios de escala por lo que se remueve la
escala de las variables originales antes de comenzar el andlisis al aplicar la

estandarizaciéon como en la seccién 2.2. Para detallar este punto, como MCP elige a

aquellos vectores de pesos que maximicen la covarianza entre X y VY, y la covarianza

es una medida de asociaciéon lineal que retiene las unidades de medida de las
variables, entonces si existen algunas variables regresoras con covarianza grande con
la variable de respuesta, originado por las diferencias de escala, estas variables
dominaran los vectores de pesos y a través de ellos, los resultados de MCP, situacion
gue puede no ser benéfica al dejar conclusiones alejadas de la realidad.

El estandarizar los datos implica dar igual importancia a las variables de manera a
priori, esto brinda estabilidad numérica al conjunto de vectores de pesos. Desde un
punto de vista tedrico, realizar el analisis con los datos estandarizados siempre puede
efectuarse, sin embargo existen ciertas circunstancias practicas en las cuales podria la
estandarizacion resultar contraproducente, por tanto se deja a decision del analista
hacerlo o no. Cabe sefialar que si la estandarizacién fue hecha, para interpretar los
resultados se deben regresar las variables a sus unidades de medida originales, con el

propésito de dar contexto a los resultados.

En este trabajo, para el desarrollo tedrico de MCP, se supondra de ahora en adelante

que X y Y han sido estandarizadas como en seccion 2.2.

4.2.2 Planteamiento matematico
Sea Xz[x1 Xy oo xp) un vector aleatorio y v_vlz(wll Wy o Wpl) el vector

de pesos. La primera variable latente t;, definida como t; = x'v_vl, debe tener

covarianza méxima con la variable de respuesta y; para este fin, se elige aquel vector

de pesos w; # 0, sujeto a w;w4 =1 tal que la maximizacion se cumpla.
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4.2 Minimos Cuadrados Parciales Univariado (MCP1)

Se define al vector de covarianzas de X y y, como:
Oxy =(Cov (xl,y) Cov (xz,y) ... Cov (xp,y))' (4.3)

Note que cxy, #0, debido a que el analisis de regresion establece dependencia de y

sobre X. El criterio de maximizacion es sintetizado en la siguiente expresion:

M ax(Cov (tl, y)) 2= M ax(Cov (x' Wy, y))2
— Max| wioy, |?

= Max WI1QXy QIXy V_Vl) (4-4)

Sea ¢ la funcibn a maximizar que contiene la penalidad w;w; =1, utilizando el

multiplicador de Lagrange A, se tiene:
(¢ =W1GxyCxy W1 —K(WlVll —1)
Derivando con respecto a W; obtenemos:

o
OW;

= 2QXy G xy W1 — 2hWq

Ilgualando a cero:
2QXyQXy\Lvl —-22w; =0

& OxyOxyWi =AW (4.5)

Por definicion de vector propio y valor propio, W; es vector propio de GxyGxy
asociado al valor propio méas grande, digamos 2, para lograr maximizar la funcion.

Por otro lado, multiplicando por la izquierda por Vll y usando wiwl =1, se obtiene:

W1GxyOxyW1 =A Wi W; =2,
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Multiplicando por la izquierda a (4.5) por oy, resulta:

O xyOxyOxy W1 = 7\41 G xy W1

= (QXyQXy _kl)QXyV—"l =0

En esta ecuacion oxyoxy —A; =0 0 oxyW; =0, sin embargo oxyW; # 0 por ser la
funcion que se desea maximizar, entonces:

Q‘Xy Oxy = H O xy H = 7\41

Por lo tanto, el vector w; que maximiza (4.4) es:

O xy

(4.6)

W, =

Ahora, considerando la matriz de datos X de orden nxp y las observaciones de la

variable de respuesta dadas en Yy, entonces el estimador insesgado para cxy, con X
y Yy centradas, es:

X

(:YXy =Sxy = n_sg_
Sustituyendo lo anterior en (4.6), se tiene:
X'y
Wy == (4.7)
xy|
: _ 1|+ Sxy (n —1) X'y
Ya que: ngyH—‘(n—l) ‘HX XH = w; = =

sl (-1 7Xy|

Por tanto, la primera variable latente de MCP1 queda definida como:
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th =Xw; =X| = (4.8)

Es valido calcular a w; como w; =(n-1)""X'y seguido de su normalizacion, esto

nos permite escribir matricialmente lo siguiente:

n
inlyi

X1 Xp1 0 X (W1 i—1

n
| X2 X2 Xn2 ~ LV
le(n—l)l . " ¥2 :(n_]_)l gxﬁyl

. i=

Xip Xpp o0 X y n
p o "2p np n

zxi Yi
pYi

i=1

Debido a la estandarizacion de las variables se tiene que el | -ésimo elemento de wi ,

digamos w j1» €S el estimador del coeficiente de regresion lineal simple Bl, del modelo

y =By +X;B; (antes de continuar se denota a B{ como el estimador coeficiente de

regresion B, del modelo )_/=B0 +le§1), para j=12,...,p, pues:

W11=(”‘1)_lixijyi B =(h-1Y nX”—y' Zn:(xij)z ~B]
D2 B Do g

i=1 i=1

Z(Xij)z

Ya que se suponen a las variables independientes y dependientes estandarizadas.

7 . * - s . .
Para corroborar ésto, considere a X; como la j-ésima variable dependiente antes de

la estandarizacion, entonces:

. (Xij)zzz - L 2= —1)i=nl—-:n_1
i=1 i=1 Z(X;kj_ij)z Z(er_xj)z

i=1 i=1

n-1
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Y normalizar w;q (H Wy H =1), entonces w i1 Bi De esta manera, la variable latente

t; resulta ser una combinacion lineal de las columnas de X, donde los factores son
proporcionales a los B{ asi MCP1 encuentra las columnas de X mayormente

correlacionadas con y vy, t; puede ser entendido como la mejor combinacion lineal de

las columnas de X para el propésito de predecir y. Ademas, sila estandarizacion de

las variables originales fue hecha, se cumple que el vector de covarianzas muestral
corresponde al vector de correlaciones muestrales, por lo tanto, se puede decir que la

primera variable latente maximiza correlacion y covarianza al mismo tiempo; entonces,

t; incluye variacion sistemética en X fuertemente correlacionada con y.

Con el fin de reducir los calculos, se normaliza a t;, i.e..

o 3 (4.9)
|u|

La variable latente t; debe ser removida de los datos para comenzar las

descomposiciones bilineales de X y de Yy, dejando en las matrices de residuales la

informacion no explicada por t;, como sigue:

y=t0,+f; =f;=y-tiq (4.10)

En donde, se proyecta y sobre ti, tal que Hz—'glql H 2 sea minima, por tanto la carga

para y es ;= LJ y (por ser t; de norma unitaria). Para el desarrollo tedrico de MCP,

se omite el simbolo “¥ o bien, de la palabra estimacion en el calculo de los vectores

de cargas, pues asi se presenta en la literatura. El vector 1 es el complemento

ortogonal a la proyeccion y contempla la cantidad de variabilidad de Yy no explicada

por t;. Equivalentemente se descompone a X, mediante el producto de dos vectores,

como sigue:

X=tp,+E; =E =X-tip, (4.12)
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Tal que p, = t;X . Por la especificacion del vector de pesos w;, la descomposicion

bilineal de X esta guiada por la variabilidad en y; en (4.11) se extrae la variacion de
X directamente correlacionada con vy, y la variacion restante esta contemplada en la
matriz de residuales E,. Es importante sefialar que, si todas las variables regresoras

presentan dependencia lineal con la variable de respuesta, entonces todas las

columnas de X son relevantes para y, y el método de MCP1 no requiere calcular
mas de una variable latente; t; explicara “casi” perfectamente a y 'y el producto
t;0, , dejara solo “ruido blanco” o residuales puramente aleatorios en f; . El calculo de

variables latentes adicionales, proviene de un error dado en la relaciéon funcional entre

X y Yy, siuna o varias columnas de X no estan correlacionadas con y o, lo hacen
de forma no lineal, la ponderacion de las columnas de X que realiza t; tendrd
perturbacion y las proyecciones de X y de y sobre t; la heredaran, asilos residuales

f; y E; contendran variacion sistemética, requiriendo calcular méas de una variable

latente, para terminar ambas descomposiciones bilineales. Por esta razén, el algoritmo

NIPALS MCP1 se plantea iterativo hasta la h-ésima iteracion, tal que E, ; no

contribuya significativamente a la descripcion de f,,;, en otras palabras, hasta que
E,., ¥ f;1 estén no correlacionadas entre si. Si existe alta dimensionalidad de

variables regresoras, serd muy probable que suceda esta problematica.

Si existe perturbacion en la relacion funcional entre X y Yy, para la informacion no
explicada por t; y contenida en los residuales E; y f;, se construird la segunda

variable latente t,, siguiendo el mismo criterio de maximizacion que para la primera,

pero ahora, sobre los residuales; el vector de pesos W, sera elegido como
E,f . . . ”

W, =———, por realizar el mismo planteamiento matematico que para W;. Los
||

pasos subsecuentes son realizados al proyectar los residuales E oY fj_1 sobrela j-

ésima variable latente.

La técnica de MCP1, es sintetizada en algoritmo NIPALS MCPL1.
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NIPALS MCP1

Sean E, =Xy f,= y estandarizadas.

1.— Sea h=0
E.fn
= 010
Ea
t
2.—a)ty =B Wpy  b) thy < th+1
th+l

3~ Qnu=thafh
4.— Bh+1:1—:h+lEh

5— Ep =B, ~thupy,

frha=Fh —thalpg

6.—Parar si h =rango(X), sino h=h+1eirapaso 1

Figura 4.1% Algoritmo NIPALS MCP1

La construccion de las cargas P, Y 0y en cada iteracion, dio origen al término

“Minimos Cuadrados Parciales”. El acronimo PLS (Partial Least Squares, en inglés) se
ha interpretado también como proyeccion a estructuras latentes* (Proyection to Latents
Structures), con base en las proyecciones efectuadas para la obtencién de las cargas

en cada iteracion.

Por otro lado, (4.5) permite tomar directamente los vectores propios asociados al valor
propio A, mas grande, de las matrices Eh fh fhEh para h=12,...,r, puesto que el
1

criterio de maximizacion debe cumplirse para los residuales E;_; y fn1, es decir:

% Ergon, R. (2009); Helland, 1. (1988)
* Abdi, H. (2010)
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4.2 Minimos Cuadrados Parciales Univariado (MCP1)

Max(Cov(v_v'hEh_l, th_l)z) = Max(v_v'hc_sEMim1 v_vh) (4.12)

Sujeto a: |wp |=1

Efectuando el mismo desarrollo matematico que para w;, Yy sustituyendo la siguiente
expresion:
1

h-1' h-1 h-1' h-1 n-1

Elh—l‘—:h—l

Se tiene: Gg f O

h-1" h-1 = Ep_gfpq

Wy =i, wy talque A, >A, >...>A, ,asi
E, fn1fn B, Wy :khlv_vh (4.13)

Pues (n —1)2kh >(n —1)2kh >...><n —1)2kh . Es evidente que estamos bajo un
marco de vectores singulares derechos, asociados a los primeros valores singulares
del producto E'h_li h-1, de manera iterativa. Entonces, podemos decir que MCP1 es lo

mas parecido a realizar la descomposicion en valores singulares sobre E, ;fn1

iterativamente. Para la primera iteracion, se tiene:
X'y =UAV'

De aqui w;=V;. A diferencia de ACP, donde el conjunto de vectores de pesos
{v_vl,..., v_va} es el conjunto de vectores singulares derechos de X, y por tanto, se

requiere ejecutar la descomposicién en valores singulares de X solo una vez, para
obtener el conjunto de componentes principales, en MCP1 y como se detalla en

MCP2, se necesita ejecutar esta descomposicion varias veces, puesto que el

fundamento es construir las variables latentes {Ii }?:1 mutuamente ortogonales en R"
;si T=XV, entonces T no necesariamente sera ortogonal, ya que al multiplicar por

laizquierda por X a (4.5), se tiene:
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Capitulo 4. Minimos Cuadrados Parciales (MCP)

XX yy Xw =Aw = XX yy t =t para algan vector t

Por la definicibn de variable latente. La matriz XX'XX' Nno necesariamente es

simétrica, entonces no necesariamente es diagonalizable ortonormal® y el conjunto
{t,}2, no necesariamente sera mutuamente ortonormal. Es por esta razon que MCP
construye iterativamente el conjunto {t;}

a
i=1"

Finalmente, todas las variables calculadas en NIPALS MCP1 seran almacenadas

como columnas de las siguientes matrices:

e
I

(
(

a, (ql,qz, ,qa):z Vector de cargas de y
(

|—+

1 . Ia)i= Matriz de variables latentes de X

e
Il

p, - Ea):: Matriz de cargas de X

O
Il
=]
=

W, =\w; wy - v_va):= Matriz de vectores de pesos de X

4.2.3 Regresién por Minimos Cuadrados Parciales
Univariado, RMCP1

La meta de MCP1 es describir Optimamente a la variable de respuesta mediante un

ndmero reducido de variables latentes, al efectuar un ajuste a y por minimos

cuadrados sobre el subespacio generado por dichas variables. Al igual que en ACP,
existen diversos criterios para determinar el nUmero de variables latentes que seran
utilizadas en el modelo de RMCP1, ligados a la capacidad predictiva; éstos seran

vistos en la seccion 4.4.

En la RMCP1, se desea minimizar la suma de cuadrados de los residuales, dada por:

M in(X_Yi/lcpl) ( X_Y:ACPl) =M in(l’_Ta E?\/ICPl) ( y-T, Ei/lCPl) (4.14)

® Ver Anexo A
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4.2 Minimos Cuadrados Parciales Univariado (MCP1)

NIPALS MCP1 efectla la regresion de y sobre cada una de las variables latentes

(paso 3 del algoritmo) de manera iterativa, construyendo el modelo y=Taqa +f,

para el cual se espera que H fa H sea pequefa. Es decir, las aproximaciones de rango

uno para y fueron efectuadas en cada iteracion de tal forma que en la a-ésima

iteracion, f, solo contenga residuales puramente aleatorios o “ruido blanco”, lo cual

nos permite escribir:
a
Voropy = Tad, (4.15)

Que denota los valores ajustados para y por MCP1, utilizando como variables

regresoras a las primeras a variables latentes.

Para fines teoricos, se construye el modelo de regresion para y derivado del modelo
original Ymco :X[_%MCO +¢, donde explicitamente intervienen las variables

regresoras originales. Antes de continuar, se debe encontrar la relacion que existe

entre la matriz de pesos W, y la matriz X, ésta no es clara ya que los vectores de

pesos W;’s fueron construidos como combinaciones lineales de las matrices de

residuales de X y de y de pasos anteriores. Entonces sea a el nimero para el cual

las entradas de E, son casi nulas (despreciables), entonces podemos escribir

X= TaP;; multiplicando por la derecha por W, se tiene:
XW, =T,P,W, (4.16)

T, = XW, (P, W, J-1= XM (4.17)

a

Con Ma=Wa(P;Wa)‘l. Se asumird que (P;Wa)‘lexiste (Ver seccion 4.2.5,

propiedad 3). De aqui, el modelo de regresion por MCP1 que incluye a X

explicitamente, es:
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Y:/lcpl =XW, (P;Wa )—19a = XE:ACM (4'18)

Entonces, el estimador del coeficiente de regresion B por MCP1 es:

Aa _ 1 _1
EMCPl_Wa(PaWa) 9 (4'19)
4.2.4 Prediccion
Usando el modelo de regresion (4.15), sea Xg :(x,01 Xop x,op)' una nueva

observacion de las p variables de X, entonces:

Yvem =Y+ (((ZO - Ef() ‘P) Ei/ICPl) Oy (4.20)

Con: y' = son la media muestral y la desviacion estandar

muestral de la variable de respuesta original (sin estandarizar); Asimismo uz =—X1,
=X n

, son el vector de medias

y ¥= diag(cs;}, G;}, B

muestrales y la matriz diagonal con las desviaciones estandar muestrales de las p

variables regresoras originales.

Es decir, se inicia el proceso de prediccion con la nueva unidad de observacion

estandarizada; (4.20) da los valores ajustados de la variable de respuesta en su

unidad de medida original.

4.2.5 Propiedades basicas de MCP1
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4.2 Minimos Cuadrados Parciales Univariado (MCP1)

Propiedad 1.—a) El conjunto de vectores de pesos {Wl,...,wa} es ortonormal y b)
generan el subespacio de Krilov dado por:
K, (XX X'y)=en X'y, XXX y,...,[X X)Xy

Prueba a) La ortogonalidad de los vectores de pesos se demostrara por induccion.

Para i =1, sean w; y W, como en NIPALS MCP1, entonces:

Wy Wj o Wll(Ei‘:l) =% (Wl (Elfl))
=0y (X - tpy) Ty
— oy w; (x -t (£))1,
=0y Wy X (I -ty )Il:l
—aty (1- 8, )1

=0y (1'1 Y )"il
0

Se cumple para i =1. Supongamos que se cumple el supuesto de ortogonalidad para

i=12,...,n. Por demostrar que cumple para n+1, entonces:

Pues an :ann—l Yy, th =E,_; W, por definicion de la n-ésima variable latente. g

Prueba b) Se hara por induccion. Se introduce la notacion que definen los

subespacios de Krilov, esto es: K; (A, b ): gen {b,Ab,...,Ai—lb}
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Capitulo 4. Minimos Cuadrados Parciales (MCP)

Primero, segin lo que se plante6 en NIPALS MCP1, se tienen las siguientes

afirmaciones:

De (4.7) setiene que: Wy =aXy = W;egen {X'y}
De (4.8) setieneque: t, =3XXy = tiegen {XX X}
De (4.8) y (4.9) resulta que:

p,=7(XXJXy = p,ecen{xx)Xy]

Entonces, de (4.7) se cumple para i =1. Suponiendo que se cumplen las siguientes

afirmaciones para i=1,2,...,n

W, €gen {X'X,...,(X'X)”‘lx'x} (l)
t, egen{XX'y,..., (XX )" XXy| (i)
p, cen{(XX)X'y,....[XX)"Xy} (iii)

Por demostrar que se cumple para n+1, entonces:

Whi1 =004 En n)

(
SR [,
o B

n— ]_ n-1— En -1 nqn pntnfn—1+pntntnqn)

=0hn En -1~ p qn Enqn+9nqn)
n+l En Tn-1-B,4,

Por (l) y (iii), se tiene que:

Wh1 €0EN {X'X’---’(X'X)HX'X}:Kn+l(XIX’XI¥) u
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4.2 Minimos Cuadrados Parciales Univariado (MCP1)

Entonces, los vectores {Wl,...,wa} forman una base ortonormal del subespacio de

Krilov Ka(X'X, le), pues los vectores de pesos tienen norma unitaria.

Propiedad 2.—a) El conjunto de variables latentes {;1,...,'561} es ortonormal y b)

generan el subespacio de Krilov dado por:
K, (XX, XX y)=gen {XX y, XX XX y,..., (XX XXy |.

Prueba a) La ortogonalidad de las variables latentes se demostrara por induccion.

Para i =1, se tiene que:

it o< t{Ew,) 0‘1(( ) )
Oy (Il ( - tlpl) WZ)
%Eh( _tltl)XWZ)

oy (tl - tl)X WZ)

Se cumple para i =1. Supongamos que se cumple el supuesto de ortogonalidad para

i=1...,n. Por demostrar que se cumple para n+1, entonces:

thingocty (En Vln+1) =a, (( th En) Wn+1j
=0, (tn (X_tlpl -t P, —...— Iy an Wn+1j

—q, th(l—tlti—tzt;—...—tnt'njXwnﬂ]

=a, (tn—t tity —thtaty —. —t'ntnt'n]Xwnﬂj

tn jXWn+1J

Ya que:
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p,=tE = tn(X—hpl _"'_tn—lpn—lj

_ t'nX—[t'n tl)p'l —...—(t'ntn_l) b,

=t,X

Como las variables latentes en cada iteracién son normalizadas, entonces {ty,...,t,}
es un conjunto ortonormal. g

Esta propiedad trae consigo el siguiente resultado para las cargas de y:

Lo anterior ha dado lugar a una version modificada de MCP1, donde la actualizacion

del vector de residuales f, es omitida, accién que no dafia la estructura del algoritmo.

Entonces {11, t ... ,Ia} forma una base ortonormal del subespacio a -dimensional del

espacio columna de X. Si a=rango(X), entonces gen {[1,[2,... ,;a} es el espacio

columna de X.

Prueba b) Se hard por induccion. De (4.8), la afirmacién se cumple para i=1.
Supongamos que se cumple para i=1,...,n. Por demostrar que se cumple para n+1,
entonces:

th1= 8n+1(En V—Vn+1)

=81 (X—tlp'l—tzp'z—-.-—tnp'n)ij

n
=08, {X_Zti piJ Whn+1
i=1

i=1

n 1
=81 XWni1— Dt ( P, Wnai1 )J
=08, XWp 1 Bty (iV)
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4.2 Minimos Cuadrados Parciales Univariado (MCP1)
Pues E;V_Vn+1 es un escalar para i =12,...n.
theg €@N{XXY,.., (XX PXX y =K, (XX, XXy)

Propiedad 3.- El vector de pesos w,, es ortogonal a la carga p'n para m<n
Prueba: Segun lo definido en NIPALS MCP1, para m < n, se tiene que:

P, = LB, Y Wy e Elm_ltm—l’

Entonces:

:'En 'Em

=0

La propiedad 3, garantiza la inversion del producto P(.;Wa por ser una matriz triangular

superior. Esta matriz, juega un papel importante en el modelo de regresion por MCP1,

pues da la relacion entre la matriz de datos X y la matriz de vectores de pesos W, .

Durante mucho tiempo, las propiedades mateméaticas de NIPALS MCP1 fueron
desconocidas, pues se habia propuesto como una versiéon modificada de NIPALS
ACP, argumentando que “si se pretendia minimizar la suma de cuadrados de los
residuales, proyectando la variable de respuesta en un subespacio del espacio

columna de X, entonces la informacion de Yy tendria que influenciar la eleccion de las

direcciones hacia donde las componentes principales estuvieran dirigidas”, es evidente

gue el argumento es heuristico. Sin embargo, los subespacios de Krilov mencionados
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en las propiedades 1y 2, son la clave para el entendimiento de MCP como un método
matematico riguroso mas que un simple algoritmo, debido a la equivalencia
matematica de MCP1 con el método de Bidiagonalizacion® de Lanczos (LBD, por sus

siglas en inglés) de analisis numérico, el cual aproxima la solucién al sistema de

ecuaciones y=Xf, al descomponer a X de manera iterativa a la siguiente

estructura:
X=UBYV
a a a

Donde: U, y V, son matrices ortogonales y B, es una matriz bidiagonal superior,

esto es:

a; By

a, B

a a-1 B a-1

La columnas de V, y U, son ortonormales y generan los mismos subespacios de

Krilov que W, y T,, respectivamente’. (No es el propdsito de este trabajo desarrollar

la prueba). Entonces:

El método LBD, aproxima a la solucion f, tal que se minimice H y—Xp H 2 Utilizando

la descomposicion de X , y=Xp tiene como solucion B, oo =V.B,*U. . Dado que

generan los mismos subespacios, en los cuales se proyecta la variable de respuesta

y, los métodos de MCP1 y LBD producen el mismo vector de coeficientes de

regresion, i.e., Bycp =Bap-

Para resolver problemas de minimos cuadrados, LBD es matematicamente

equivalente (mas no numéricamente) al método del gradiente conjugado, aplicado a

® La conexién entre MCP y LBD es desarrollada en Phatak y De Hoog. (2002)
" Eldén, L. (2004)
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las ecuaciones normales XXB=X'y, que iterativamente aproxima a la matriz

(X'X)—l por medio de direcciones conjugadas, las cuales son especificadas por los

datos.

Se puede concluir que existen algoritmos numéricos,® mayormente entendidos como

meétodos matematicos rigurosos que dan los mismos resultados que NIPALS MCP.

Propiedad 4. —Propiedades de reduccion del estimador ﬁ por MCP1

Esta propiedad de refiere a la calidad del estimador p por MCP1, comparado al que

produce la técnica de RLM. En el capitulo 2, se obtuvo el ECM del estimador EMCO,

comao:

A partir de ésto, un decremento o decremento del ECM de EMCO , esta directamente

ligado a los valores propios de la matriz de varianzas y covarianzas de la matriz X ;

entonces el ECM puede ser reducido al modificar las direcciones de EMCO gue son

responsables de la varianza grande® de GlﬁZB se puede reducir al estimador

P’

por minimos cuadrados ordinarios mediante una funcién de reduccién, como sigue:
_ P ( ) 1 :
EReducido: Z f 7\‘i N Vi !iyi
i=1 \ i

Alos f(2;) se les conoce como factores de reduccién®. Por definicién, en la RLM se
tiene que f(X;)=1, Vi. Los factores de reduccién pueden ser deterministicos si no
dependen de manera lineal de la respuesta Yy, o estocasticos, si lo hacen de manera

lineal o no lineal. Cuando los factores de reduccién son deterministicos, los valores de

los factores de reduccién pueden oscilar dentro de valores mayores o menores a uno,

2 Gradiente Conjugado y Bidiagonalizacion de Lanczos.
Ver capitulo 2
19 Erank and Friedman. (1993)

60



Capitulo 4. Minimos Cuadrados Parciales (MCP)

cuando ésto pasa, se introduce un sesgo en el proceso de estimacion del parametro,
es decir, para valores mayores a uno, existira sesgo en el ECM vy la varianza de

QMCO serd incrementada simultineamente; para valores menores a uno, se

introducira sesgo pero habra una reduccion en la varianza del estimador, trayendo

como consecuencia inmediata la reduccion del ECM de B,,, ' Aunque se introduce

sesgo en el ECM, se espera que el incremento en éste sea mas pequefio comparado

con el decremento de la varianza de ﬁmco )

Es preciso, dar la forma explicita de los factores de reduccion obtenidos por MCP1,
para encontrar propiedades del estimador que ofrece esta técnica. Por un lado,

utilizando las primeras a variables latentes en RMCP1, se establecié en (4.19) que:

Ei/ICPl =W, (Pz;Wa )719a

Por la propiedad 2, se sabe que las columnas de W, generan el subespacio de Krilov

{le,...,(X'X)HXIX}. Escribiendo a P, COMoO combinacion lineal de los

elementos de este subespacio, se tiene:
a 2 ! [
— —~ |_
Brmcer = ZYi (X X) Xy
i=1

Con ¥; tal que ﬁi,,cpl minimiza (4.14). Considerando la descomposicién en valores

singulares de X, se cumplen las siguientes igualdades:
XX=VD?V y Xy=VDU'y

B a0 xy)

~7,(VDU'y)}+7,(VDU' y)+...+7, (VD= U'y)

a

:éyi D4 (VD U'y) (i)

' Butler and Denham. (2000) y Kramer, N. (2007)
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Dado que, D:diag(\xl’\kz"”'x/qj con \/E>\7L2 >"'>\/E' Entonces se

cumple que D? :diag(?dl,kiz,...,xi ):Ai. Entonces, se puede escribir (ii) como:

p

r\a - H _ 1
Pmcpr = YiD2I (VD U X)

h

i=1

I
M=

7,A (VD‘lu'X)
i=1

I
.M‘"

Il
-

7if Byco

I
RTINS .
=> F (0 )Buco (ii)
i
Por ejemplo, si a=1, entonces fY(x,)=7,1, para i=12,...,p, con 7, que minimice
(4.14) y donde fW(x;)=T,A; pondera a la i-ésima entrada del vector B,,.,. Se
puede demostrar que los f(a)(ki) gue corresponden al modelo de RMCP1, estan

dados por'?:

f(a>(xi)_1-f[[1- %J (iii)
j=1 L

Donde: A, >A,>...>A, son los valores propios de la matriz XX, y
p&a) > p(za) >...> p(ra) corresponden a los valores propios de la matriz W, X X W, . La
expresion (iii), nos dice que los factores de reduccion dependen de manera no lineal
de la respuesta Yy, por tanto no es clara la forma en la que funcion de reduccion
influencia el ECM del estimador B, e, - EI comportamiento de los f ®)(%;) de MCP1,
ha sido analizado por varios autores™, sobre diversos conjuntos de datos que

ejemplifican la “reduccion” que realiza MCP sobre el estimador QMCO; sin embargo, en

12 Lingjaerde, O. and Christophersen, N. (2000)
13 Lingjaerde and Christophersen. (2000), Goutis, C. (1996) y Butler and Denham (2000)
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ciertas circunstancias el comportamiento de los f(a)(xi) para algunos valores de i,

es irregular al tomar valores mayores a uno e incluso negativos. Frank and Friedman
. sa s n

conjeturan que f,,., Pondera la a-ésima entrada del vector 3,,., por un factor

mayor a uno; Kramer, Nicole (2007) argumenta que este hecho no necesariamente

tiene que incrementar el ECM de B,,.,,. Y da una alternativa para truncar los valores

de los factores de reduccion con comportamiento irregular. Los estudios realizados
sobre este comportamiento muestran que, mientras mas variables latentes sean
agregadas al modelo de RMCP1, los valores de los factores de reduccion convergen
uno. Referente a esta situacion, Goutis, C. (1996) prueba geométricamente que el
estimador de los coeficientes de regresion por MCP1 es reducido comparado con el de

RLM, en el sentido de que MCP1 produce una reduccion en la magnitud del vector

Byco » €sto es:

=1 =2 .
Buucer| < | Bucer | <-++<|Buco

De hecho, se cumple que:

ap _
HEMCPlH_

Buco H (iv)

Para probar (iv), considere lo siguiente: Sea Xnxp CON rango (X)=p. La matriz W,

es cuadrada y ortonormal, por lo tanto:

Sa
EMCPl -

Este resultado se verifica, pues el espacio generado por el nimero maximo de

variables latentes que NIPALS MCP1 puede calcular es igual al espacio columna de la
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matriz X (Ver la propiedad 1). Por lo tanto, el estimador del vector de coeficientes de
regresion por MCP1 es equivalente al estimador del vector de coeficientes de

regresién de RLM, cuando esta Ultima es aplicable. Ahora, en (4.15) se expusieron los

valores ajustados 2 =T , por construccion sigue de manera inmediata que**:
JMCP1 ada

a
<
YMCPlH = H Ymco H

4.3 Minimos Cuadrados Parciales Multivariado, MCP2

Es de interés cientifico desarrollar técnicas multivariadas para tener entendimiento de
relaciones funcionales entre un conjunto de variables independientes y otro de
dependientes; estamos situados en una generalizacion de MCP1 donde en n

unidades observacionales, se tienen datos de p variables independientes y q>1

variables de respuesta. El modelo para el caso multivariado es:

Y=XB+Z (4.31)
Yiu Y2 o Yy X11 X2 0 Xgp \(Bor Boz -+ Bog €11 €12 " &g
y21 y22 cee y2q X21 X22 sz Bll Blz cee qu N €91 €9y gzq
ynl yn2 oo ynq an an ce an Bnl an ee Bnq € €p2 ¢ an
Donde:
Xl = Xﬁl g
)_/2 - XEz T &
=XB +¢
Xq Eq =q

Como se presentd en el capitulo 1, originado de la dependencia lineal entre X y Y,

cada Y; sufre cierta cantidad de variacion por cada unidad de variacion de Xj,

representada por B;. Para ajustar el modelo de regresion multivariado, se pide rango

completo por columnas a Y (independencia entre las variables de respuesta), de esta

* Denham (1991) pag. 74, Goutis, C. (1996)
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manera, se puede usar MCP1 individualmente para cada columna Y construyendo

g>1 modelos predictivos Optimos por MCP; este razonamiento es sinonimo de

encontrar g >1 conjuntos de variables latentes {{til}ia:;l,{tiz}fjl,...,{tiq },a:“l } diferentes

entre si, puesto que para cada Y; ni los conjuntos de variables latentes son

necesariamente los mismos ni el nimero 6ptimo a“ de variables latentes a retener
para ajustar el modelo de regresion final, lo debe de ser. La contraparte a este
procedimiento conjetura que, es ventajoso incluir informacion de las columnas

restantes en la prediccion de una y; en especifico, por ser las variables

independientes parte de la informacion; ademas en la practica, aparentemente se
gana precision al reemplazar predicciones univariadas por un modelo de prediccién
multivariado*®, aunado a esto, se pretende reducir los calculos al no construir g >1

modelos de regresion por MCP1, explicando cada columna y;» con 1=12,...,q,

mediante un modelo general que describa a Y como funcion de X, para lograr todo
ésto, el método MCP2 fue creado; las columnas de Y son predichas simultaneamente
y la informacioén de los distintos conjuntos de variables latentes, es incluida dentro de
uno solo, lo cual implica un algoritmo mas complejo y de mayores pasos, comparado
con MCP1.

El principio detras del método de MCP2, puede resumirse de la siguiente manera: la
descomposicion bilineal de X y de Y, se efectuard por medio de dos conjuntos
ortogonales de variables latentes; MCP2 construye un conjunto adicional de variables

latentes para Y, a saber:

X =tip, +1top, +...+tp, +E,

X=TP +E, (432)

Y =u;q; +UzQ, +...+Uaq, +F,

Y=U,Q, +F, (4.33)

!> Sundberg, R. (2002)
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U =T.C_+Q (4.34)
a a a a

Donde Qa es una matriz de residuales; el modelo interno es un modelo estadistico

gue modela la relacion lineal entre las variables latentes de X y las variables latentes

de Y, y es el resultado de regresar a u; sobre t; de i=12,...,a de forma iterativa,

por lo que los valores ajustados para Uq,U,,...,U, estan representados como:
U =T C (4.35)
a a a

Con Ca =diag(§1,62,...,éa). Sustituyendo (4.35) en (4.33) se tiene:

Y=U,Q,
Y-T,C,Q, (4.36)
Y =T, Bicr2 (4-37)

Con Bycpr =C, Qa -

4.3.1 Planteamiento matemaético

Sean gz(xl X, oo xp)' y 3_/=(y1 y, - yq)' vectores aleatorios vy
\/_vlz(w11 Wy = Wpl)' y\_/lz(v11 Vo oo Vpl)l vectores de pesos. Se define

a la primera variable latente de y como u, = vy , tal que el criterio de maximizacion
de la covarianza se cumple, es decir, Cov(tl,ul) es maxima. Para la primera

iteracion, se plantean las variables latentes t; y u; como sigue:

b =wWiX y U =Vviy

Para estos dos arreglos, MCP2 busca w; y V; tales que:
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Max(Cov (v_v'lx, \_/'13_/))= MaX(V_ViCOV (x.) ‘—’1)

Suetoa:  |wi|=1y |wvi|=1

COV(Xl’yl) COV(Xl’yZ) COV(Xqu)

Sea I, =Cov (g,x): COV().(21Y1) COV().(z'yz) COV().(z’yqj (4.38)

Cov[xp,ylj Cov(xz,xz) Cov(xp,yq]

La matriz de covarianzas entre X y y. Sea ¢ la funcion a maximizar, que contiene las

restricciones anteriores, utilizando los multiplicadores de Lagrange d y y, tenemos:

d=wi Xy, Vi — S(V_Vl\’_\/l —1)— Y (¥1\_/1 —1)
Obteniendo las derivadas parciales con respectoa Wi y Vi:

0 0 .
izzxy¥1—5Vl1 ; —¢=ZXYV_V1—Y\_/1

OWq 8l/1

Igualando a cero, se forma el sistema de ecuaciones siguiente:

Zyy V1=0Wy (1)
ley W1 =7V (2)

En el sistema anterior, se tiene que =7y . Despejando w; de ( 1) y sustituyendo este

valor en (2 ), se obtiene:
By i =Wy = Ty Ty Vi =AY (4.39)

Despejando Vv; de (2 ) y sustituyendo este valor en ( 1)
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Y By W =V) = S oy Wy =AWy (4.40)

Con el escalar A=52. De esta manera, los vectores de pesos w; y Vi que maximizan

la covarianza cuadrada entre t; y u,, son los vectores propios asociados a los valores

propios mas grandes de las matrices vaz'xv y Z'XYZXY respectivamente, para
lograr maximizar la funcion ¢ . Reemplazando a X, por su estimador insesgado, la

matriz de covarianza muestral de las matrices de datos X y Y, dada por
1

n-1

™M

wy =Sxy =——X'Y, en (4.39) y (4.40), se tiene:

YXXYv: =MV (4.41)

XYYXw; =AW (4.42)

Dados estos resultados, los primeros vectores de pesos W, y Vi son el vector singular
izquierdo y derecho respectivamente, asociados al primer valor singular de la matriz

X'Y. Esto da un claro indicio de que MCP2, aplica la descomposicién en valores

singulares a la matriz SXY , esto es:

XY =UAV (4.43)
Donde:

U = Matriz que contiene como columnas los vectores singulares izquierdos

de XY, esto es, los vectores propios de la matriz X YY X

V = Matriz que contiene como columnas los vectores singulares derechos de

XY, esto es, los vectores propios de la matriz Y XX'Y

A::diag((n —1)2\/771,(n —1)2\/77,...,(n —1)2\/E) tal que A, > A, >...>2,

Con z =min(rango(X), rango(Y))
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Al igual qgue en MCP1, para simplificar los calculos se normalizan las variables latentes

de X yde Y como sigue:

ty < t—lu Uy e (4.44)
1

Jt Jus]

Una vez obtenidas las variables latentes t; y u;, las descomposiciones bilineales de

X yde Y, se efectian de manera simultanea’®, es decir:

X:§19I1+E1 (a)

Y:919'1“:1 (b)

Con 9'1 = 1'1X y 9.1 = g'lY. La relacion lineal “interna” entre las variables latentes t; y

u; de acuerdo a lo que establece (4.34) es: U; =1;¢; +aoy con el escalar €, =1;Uy,

pues se busca que | u; — 04| 2 sea minima, entonces:
Up =1C (c)

Sustituyendo lo anterior en (b), se tiene Yip, =1:C;0,. El producto ¢,q, es

interpretado como la parte de las variables de respuesta que ha sido predicha por la
primera variable latente de MCP1.

El planteamiento iterativo para la construccion de las variables latentes de NIPALS

MCP2, sigue la posible no ortonormalidad del conjunto {11,...,';&}, si se eligiera a los

vectores de pesos de X como los vectores singulares izquierdos de la matriz XY, es

decir, w; =V; asociados a A, >A, >...>2,, ya que multiplicando por la izquierda por
X a XYYXw;=Xw;, se obtene XXYYXw;=AXw; entonces
XXYYt; =1Xt; para i=12,...,a; las variables latentes t; no tienen por qué ser

mutuamente ortogonales, a menos que XXYY sea una matriz simétrica y por lo

'® La ausencia del “sombrero” sobre las cargas p y g, se debe a que los modelos (4.32) y (4.33) no
comprenden modelos estadisticos, por tanto no hay pardmetros a estimar.
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tanto, diagonalizable ortonormal, condicibn que no necesariamente se cumple; el

mismo planteamiento sigue para las variables latentes de Y .

Las segundas variables latentes, por ejemplo t, y u,, son construidas con la finalidad

de recuperar variabilidad sistematica en X y en Y, contenida en las matrices de

residuales E; y Fl, no capturada por t; y u; en los modelos (a) y (b) Sintetizando,

las variables latentes de X y de Y son construidas tales que la relacion entre parejas
sucesivas de ellas sea fuerte; entonces, su construccion seguira el supuesto de
maximizacion de covarianza entre las combinaciones lineales de las matrices de

residuales de X y de Y de pasos anteriores, eligiendo a los vectores de pesos w; y

Vi, tal que el supuesto se cumpla.

En general,

M ax(cov(v_v} Ei1. ViFi4 )): M ax(v_v, COV(Ei—l’ Fi—l)‘—’i )

Suietoa:  |w; [=1y |vi|=1

Realizando el mismo desarrollo matematico que para t; y u:, por (4.41) y (4.42) los
vectores de pesos W; y V; resultan ser los vectores singulares izquierdo y derecho del
producto cruzado de E; ; y F_;, asociados al primer valor singular ril,

respectivamente. Desde un punto de vista practico, el método MCP puede
comprenderse como una técnica que rompe un problema de regresion lineal mdltiple

dentro de una serie de problemas de regresion lineal simple®’.

Los pasos de MCP2 son resumidos en la siguiente tabla.

1 Lakshminarayanan, S.; Shah, S. and Nandakumar, K. (1997)
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NIPALS MCP2

Sean E, =Xy F, =Y estandarizadas. Sea i =0,

1.—a) Asignar a w;,; el vector singular izquierdo y a
Vj,1 el vector singular derecho del producto E'i_lFi_l,

asociados al valor singular mas grande r'1+1,

respectivamente.

v
b) Hacer Wi, <« Wit Zi+l

o | v

2.-a) tiy :Ei\LVi+l1 Uiy = Fi Vi

E|+1 Uil

b) Hacer tj,1 < Y Ujq <
Jute]

[t

3.-2) 9;+1 =tiE,
b) g'i+1 - gIi+1|:i

C) Ci+1 =tiUia
4-Ei =B ~tiap,, ¥y Fa=F- l+lC|+1q| +1

5.—Parar si i =min(rango(X), rango(Y)), en otro caso

hacer i=i+1 eirenpaso 1l

Figura 4.2"°: Algoritmo NIPALS MCP2

El nimero maximo de iteraciones que el algoritmo NIPALS MCP2 puede realizar es:

18 \wegelin, A. J. (2000)
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a= min(rango (X) rango(Y))

No se puede continuar mas alla de a, por ser el nimero para el cual alguna de las

matrices de residuales E, y F, seria nula. Tipicamente, la sucesion {r%,rf, rf}

converge rapidamente a cero™; el Algoritmo MCP2 puede ser detenido en cuanto los
valores de los r 's decrezcan significativamente; siendo ésto una clara indicacion de
gue la dimensién del espacio generado por las primeras variables latentes sera 6ptima
para el ajuste a Y, en un modelo de regresion, como se detallara en la seccion 4.4 .

Finalmente, se almacenan las variables obtenidas en cada iteracion en las siguientes

matrices:
T= (11,12,...,13):: Matriz de variables latentes de X
P :( PP, ) Matriz de cargas de X
U =(us,Uy,...,Us ):= Matriz de variables latentes de Y

Q= (ql,qz,.. o a) = Matriz de cargas de Y
C=diag (61,62,...,661):: Matriz diagonal de coeficientes de regresion del
modelo interno correspondientes a la i — ésima iteracion.

W = (W1,Wz, Wa) Matriz de vectores de pesos de X

V =(V1,Va,...,Va ):= Matriz de vectores de pesos de Y .

La siguiente figura representa la forma esquematica del algoritmo MCP2, donde todas

las matrices anteriores intervienen.

¥ Hoskuldsson, A. (2004)
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\oop v q
1 X Y [
n n

§ !,

W '}
b a a q
4"6—’T U ¢ é=

p n 4 q

P

Q

a a a
c A,
_—_ Yar

E F
n n

Figura 4.3””: En el diagrama de flujo del algoritmo MCP2, se representan las matrices de las variables

latentes, cargas, vectores de pesos y matrices de residuales de X yde Y .

4.3.2 Propiedades basicas de MCP2

En esta seccion se detallan las propiedades del algoriimo MCP2, suponiendo lo

siguiente: X Y, ,q CON P>, rango(X)=ry rango (Y)=h.

nxp '’
En (4.32) y (4.33), se plantearon los modelos externos que expresan a las matrices

X y Y, como suma de aproximaciones de rango uno mas un residual. Se denotan las
aproximaciones de rango uno gue se realizan en cada iteracion como:

% Fyente: Elaboracion propia.
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x(1) =t4p;, x(2) =typ,, ... ,X(a) =t,p,

Y(l) = qu'y Y(Z) = gquz, ,Y(a) = Qaqg

Propiedad 1.—a) Las variables latentes {11,...,La} son mutuamente ortogonales, y
forman una base ortonormal para un subespacio a-dimensional del espacio columna
de X. b) Las variables latentes {gl,...,ga} son mutuamente ortogonales y forman

una base ortonormal para un subespacio a-dimensional del espacio columna de Y .

Prueba a) Debido a que las variables latentes son normalizadas en cada iteracion, se
tiene que t,t, =1, para n=1,...,a. Ahora, es necesario probar que el producto

tnE, ;=0 para m<n; de manera recursiva se puede escribir el n—-1 residual
como:

Eni=Eno—thg E‘n—l =E,,- In—ll'n—lEn,g

Para n=1,...,a. Por otro lado, sustituyendo t,_ 1 =E__,w,_; se cumple:
E,1=E ‘(En—z"i’n—l)tn—lEn—z = En—z( ' _Wn—ltn—lEn—Zj

Sea O :I—vivn_l'g'n_lEn_z, con I la matriz identidad de orden p ; entonces:

E,.=E, 0,
=E, 30,,0,,
=E0p.1...0,,
=E.Z

Para Z=0,,,;...0,. Multiplicando esta igualdad por la izquierda por fm

tmEpy = tmEnZ

Por otro lado, se tiene:
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En=E,1—tm Bm =E,1—1nm tImEm—l = (I —tm I'm)Em—l =ALE,
Con I la matriz identidad de orden n. Entonces:

tmE, ;=tmE Z
= 1:'mAmEm—lz
(1= ttn B, 12

= Im
= [Im - Im ]Em_lz
=0

Se concluye que:
tmtn =tmE, W, =0 para m<n

Por construccién, cada variable latente t,, esta en el espacio columna de X; asi
{h,-.-,ta} forma una base ortonormal para un subespacio a-dimensional del espacio

columna de X.

Prueba b) El mismo planteamiento se considera para el modelo externo para Y , esto

es:

I:n = anl —Un pn = anl —Un Q'n anl = anl - Frllfl\—/'n uIn anl = I:n—lon

Con O, = ( I-v,u, Fn_l) , Siguiendo el mismo desarrollo se concluye.

Por construccién, cada variable latente U, estd en el espacio columna de Y, asi
{gl,...,ga} forma una base ortonormal para un subespacio a-dimensional del

espacio columnade Y.

A consecuencia de esta propiedad, de derivan las siguientes afirmaciones:
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¢ El conjunto {Ql,...,ga} es mutuamente ortogonal, puesto que para m<n se

cumple:

U0, =(tmémq'm]'(tnenq},)zqmém[t}ntn) ¢,q, =0

e Las cargas de Y se pueden expresar como:
gm =Um I:m—l
=um(Y—%uq1—us—wn4q5]J
= ng - [Um ul) 91 T (Um um_l) gm—l

—u,Y

Propiedad 2.—Las aproximaciones de rango uno para X y para Y , son mutuamente

ortogonales, i.e:

Prueba: Se sigue de la ortogonalidad de los conjuntos de variables latentes de X y de

Y , de la propiedad 1.
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Propiedad 3.—Las aproximaciones de rango uno de X y de Y, son ortogonales a las

matrices de residuales E, y F,, respectivamente.

—
e
2
el
(ws!
=]
Il
o

Prueba:

Para Y, se tiene que:

Propiedad 4.—Debido a la actualizaciéon de las matrices de residuales, se cumple
que:

rango (Ey,., )< rango(Ey, )1
rango (R, ) < rango (Fy, )1

NIPALS MCP2, no puede continuar més alla de min(r,k), ndmero para el cual al
menos una de las matrices F, y E, seria nula, haciendo el producto cruzado entre

éstas nulo; el numero maximo de variables latentes a calcular es aquel para el cual

E,.; no contiene mas informacioén sobre F,,;, en otras palabras, E,,; y F,; estan no

correlacionadas; ésto no significa que las matrices de residuales deben ser cero para
que el algoritmo pare, por ejemplo, cuando no existe dependencia lineal entre X y Y,
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el producto (n —1y1X'Y:O y, NIPALS MCP2 no puede realizar ningan calculo,

entonces las matrices de residuales E y F soniguales a X y Y, respectivamente.

Por construccion de los conjuntos de variables latentes de X y Y, los vectores de

pesos Wmi1 Y Vma SOn elegidos como:

W1 €S un vector propio de E_F_F B

Vims1 €S un vector propio de F E_E F_

Nota®": Siguiendo NIPALS MCP2, los vectores Wp.1 Y V.1 NO necesariamente

son el vector singular izquierdo y derecho del producto X'Y , respectivamente.

Propiedad 5.—a) La variable latente t,,; de X, es vector propio de la matriz

EmE'mFm Fr'n. b) La variable latente u,,,; de Y, es vector propio de la matriz

FFEE

m' ' m~m-m,

Prueba a) Por construccion, se tiene que:
' ' _ ~m+1
EmFm FmEm Wm+l _T]_ * Wm+1
Multiplicando por la izquierda por Em, resulta:

' ' _ M+l
EmEmFm I:mEme+1 =T Em Wm1

Pero tma=E,, Wna, entonces:

E B Fo P et =0 g

Prueba b)

2L Wegelin, A. J. (2000)
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' ' _ ~m+1
FmEmEmFm\lm+1 _Tl \lm+1'

Multiplicando por la izquierda por F,, , se obtiene:

' ' _ ~m+1

Propiedad 6.—a) Los vectores de pesos w;y,...,w, de X, son mutuamente

ortogonales. b) Los vectores de pesos Vvi,...,V, de Y, son mutuamente ortogonales.

Prueba a) De nueva cuenta, se expresaa E . de manera recursiva como:

E a=En- tm+19m+1

= Em - !m+1§lm+1Em
=AnaEn (6'3‘)

Donde: A ;=1 —[mﬂ['mﬂ. De forma general para 1<m<n

E, :AnEn—l
:AnAn—lEn—Z
=A A A E

m- m+1—m

=HA, ,E, (6'b)

Para H:An,...,Am. Por otro lado, se tiene que:

A E w

m+1—m"  m+1 Am+1fm+1

= t
= (I _tm+ltm+1)tm+l

'Em+1 _[m+1

0 (6)

De (6.b)y (6.c), se obtiene:
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E Wnui=HA  E Wna

m+1
:H(I _tm+1t'm+l) tmi1

=H(tmi1 ~ tma)

=0 m+ m+ (ﬁ_d)

Ahora, por construccion

ElnFn Frl]En Whi = Tin+lvln+l
Aplicando la transposicion se obtiene:
Wi 1B, F P =1 wy g
Multiplicando lo anterior por la derecha por w,,; se obtiene:
V7V'n+1E'n Fa FHEn Wi = TleVfVIn+1VfVm+1

Pero por (6.d) se cumple que E Wp,,; =0, entonces Wy,1W,; =0. Asi, la matriz
W es ortonormal, pues se pide que H‘M H=1 para i=12,...,a. Por simetria, las

variables latentes de Y son mutuamente ortogonales, esto es VpVm =0, para n>m;

haciendo a V una matriz ortonormal siguiendo el mismo argumento que para W .

Propiedad 9.—a) Los vectores de pesos W, son ortogonales a los vectores de
cargas p,. b) Los vectores de pesos vy son ortogonales a vectores de cargas (,,,

esto es:

V—meEn
m<n=
\lmJ‘gn

Prueba a) Segun lo definido en NIPALS MCP2, la n-ésima carga es: B'n :ann_l

operando la transposicion se tiene que:
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Py =Enits = W0, =Wy 4ty

:(En—lwm)‘tn =0 por (6d)

vijn =0 para m<n
Prueba b) El razonamiento es el mismo para Y .

Esta propiedad garantiza la inversion del producto P;Wa, por ser una matriz triangular

superior; la cual permite relacionar los vectores de pesos de X con las regresoras

originales; para esto, considere el nimero a tal que la matriz de residuales E, tenga
entradas casi nulas (despreciables), entonces T =XM,, ya que multiplicando por la

izquierda a (4.32) por W, se tiene:
XW, =T,P,W, =T, =XW, (P,W, | "= XM, donde M, =W, (P,w, )™

La matriz P,W, =¥, es triangular superior con la estructura siguiente:

2
P.W, = 9:2 (wl Wo v_va)

P,
1 P, W 0 0 0
0 1 p,Ws 0 0

1
- 0 . Bi—)Wi 0 =¥
0 1 0
' Pa_1)Wa

0 0 0 1

Pues, los elementos de la diagonal corresponden a:

Bm Wm = Em Em_lvlm

:lmtm

=1
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Propiedad 10.— Para m<n, se cumple:

Fv,=0

n-—

{En w,, =0

Prueba: Ver la propiedad 6, inciso (6.d). Por simetria, sigue para Y .

Propiedad 11.— a) Elproducto P, M,, es igual a la matriz identidad de orden mxm.

b) El producto M, P, es igual a la matriz identidad de orden mxm

Prueba a)
PM,, = [T, T, 0T, XM,
-(r,,1, )T, T,
=1
Prueba b)

' N\ ' ' -1
Mum _MmX Tm(Tme)
_7' ' -1
_Tme (Tme)

:Im

4.3.3 Regresion por Minimos Cuadrados Parciales
Multivariado (RMCP2)

Una vez construidos los conjuntos {11,12,...,Ia} y {ul,gz,...,ua}, el modelo de
regresion constituido por las primeras a variables latentes retenidas sera utilizado

para la prediccion de observaciones futuras. Partiendo de los modelos externos (4.32)

y (4.33) y del modelo interno dado en (4.34):
X=TP,+E,, Y=U,Q,+F, y U, =T,C, +Q,

Los valores ajustados para las variables de respuesta por MCP2, quedan expresados

comao:
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?I%ICP2 =TaCaQ'a =Ta'§ia\/ICP2 (4'45)

Al igual que MCP1, la matriz de variables latentes T, esta relacionada con las

variables independientes originales de la siguiente manera:

T, =X, W, [P,W, ) .=XM (4.46)

a

Con Ma:Wa(P;Wa)‘l. El modelo de regresion para Y dadas las variables

regresoras originales explicitamente, esta dado por:
Yiicp, =XW, (Pz;Wa )_1CaQ:a
Con B2,cp, =W, (PIW, )1C, Q..
4.3.4 Prediccién

Para los propoésitos de prediccion, contando con Xg = (Xorxoz' -3 Xgp ) una nueva

observacion de las variables de X, entonces:

* x| sa
Yyice? :Ey+(((XO_Hx) \P) Emcpz)g (4'47)
Donde: B}, =W, (P'W )—1C W =1Y1,, Q-dia
onde: EMCPZ_ L\ P, W, aQa, Ey_ﬁ 1, Q=diag Gy;’cy’;""’cy; con

para i =1,...,q, corresponden al vector de medias muestral y a

las desviaciones estandar de las variables de respuesta originales (no

. . 1. . 1 _
estandarizadas). Asimismo, los valores de u :HX 1., ¥=diag (cx},csx}, ,GX})
- 1 2 p

(Xij‘“j)2

[y

para i=1,...,p, corresponden a las variables regresoras



4.3 Minimos Cuadrados Parciales Multivariado (MCP2)

originales (no estandarizadas). Es decir, el proceso de prediccién se inicia con la
nueva unidad estandarizada. Los valores de (4.47) estan en las unidades de medida

de las variables de respuesta originales.

4.3.5 Intervalos de confianza para ﬁmcp Y Y vep

Debido a que la distribucion de MCP es desconocida, no existen pruebas de
significancia convencionales; éstas pueden ser puede ser desarrolladas a través de

métodos bootstrap, tales como jackknife el cual es un método de re-muestreo®.
4.4 Seleccion del modelo

En regresion, la meta principal es la predicciéon de la(s) variable(s) de respuesta, por
tanto, el dilema es elegir el nUmero éptimo de variables latentes que proporcione gran
calidad predictiva al modelo de RMCP. Ya que la calidad de un modelo de regresion
es equivalente a la calidad de prediccion que éste posea, se introducen varias
medidas de “ajuste del modelo a los datos” en las cuales se intenta estimar la
desviacién promedio del modelo a los datos. Se debe tener en cuenta que, la

capacidad de interpretacion decrece al aumentar el nUmero de variables latentes.

4.4.1 Por validacion cruzada

En esta tesis, se elige la técnica de Leave One Out Cross-Validation ( LOOCV) como

método de evaluacién para la capacidad predictiva de un modelo de RMCP. Esta es
un caso particular del método de validacion cruzada (cross-validation), el cual deja una
unidad de observacion fuera de tal forma que, con los datos restantes se construye el
modelo. El proceso se repite tantas veces como el nimero de observaciones. Este
procedimiento se lleva a cabo para cada variable latente agregada al modelo.

« Leave one out cross-validation (LOOCV)

Para un modelo de RMCP, con a variables latentes:

22 pirouz, D. (2006), Abdi, H. (2010)
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1. Construir el modelo de regresion, excluyendo la i-ésima observacion,
coni=1...,n
2. Calcular la prediccién para la unidad de observaciéon que no fue

incluida, y; de i=1,...,n, Paraun valor i fijo.
3. Calcular el residual correspondiente ¢; =y; —Y; de i=1,...,n

4., Calcular la Suma de Cuadrados de los Residuales de Validacion
Cruzada, SCRCV como:

i=1

La SCRVC para un modelo MCP2, es calculado como:

SCRVC =Y - ¥§jcp, | 2

Donde H Y- Yice, H ’= ”((Y ~Yice2 )(Y ~Yice2 ))
5. Calcular la SCRVC promedio, SCRPVC , como:

SCRVC
n

SCRPVC =

O laraiz de la SCRPVC, dada por:

RSCRVCP = SCRPVC

Realizar los célculos anteriores, utilizando como regresora la primera variable latente,
después, la primera y segunda variable latente, e ir incrementando el nimero de
variables latentes, es decir, ir ajustando el modelo sobre las primeras a variables

latentes con a=12,...,r.

El nimero de variables latentes que sera utilizado es obtenido siguiendo:
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4.4 Seleccion del Modelo
a*=min{a>1: SCRVC ,,, ~SCRVC , >0{ (4.28)

Donde a* es el nimero 6ptimo.

En otras palabras, el modelo optimo de RMCP es aquel que contenga el primer
minimo local del valor de la SCRVC, y sera equivalente al primer minimo local de la
RSCRVC. Otro juicio sencillo para parar el incremento de variables latentes al

modelo, es tan pronto como la SCRVC decrezca ligeramente.

La calidad de prediccion,

aumenta conforme el numero

SCRVC A = Cap. PREDICTIVA VY de variables latentes lo hace,
SCRVC ¥ = Cap. PREDICTIVA A debido a la variabilidad
Figura: Relacién existente entre SCRVC aportada por cada variable

y la capacidad predictiva. latente, sin embargo este

aumento posee un limite, un
decremento en la calidad predictiva sucede si se afiaden mas variables latentes de las
necesarias, este punto de decremento indica un “sobre ajuste” del modelo a los datos;
en tal caso, el modelo de regresion propuesto no es el adecuado para predecir
observaciones futuras, en virtud de que usualmente la SCRVC incrementa
ligeramente cuando una variable innecesaria es agregada, sefialando sobre ajuste,

pero incrementa bastante si alguna variable importante es removida.

4.4.2 Por variabilidad explicada por las

primeras J—variables latentes

La varianza de X explicada por las primeras {Il,..., t j} variables latentes esta dada

por:

X1 |
oo (9
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Donde HXH2=tr(X'X) llamada norma de Frobenius. Este resultado sigue la

descomposicion bilineal de X que efectua le método MCP, ya que la variabilidad de

X no explicada por las |- primeras variables latentes es capturada en la matriz de

residuales Ej. Si la matriz de residuales HEJH2 es nula, el conjunto de variables

latentes explica completamente la variabilidad total de X . En el caso multivariado, el
porcentaje de varianza de Y explicada por las primeras {gl,...,g j} variables latentes

esta dado por:

1¥12-[5]°

Nk (100) (4.50)

Para la RMCP1, la varianza de la variable de respuesta explicada por el modelo con

las primeras |- variables latentes de X como nuevas regresoras es:

Para RMCP2, la varianza de las variables de respuesta explicada por el modelo con

las primeras |- variables latentes de X como nuevas regresoras es:

RJ? —1— ”((Y ~ Ylg/lcpz)‘ (Y - ?I{/ICPZ)) (4.51)
t{Y'y)

La elecciéon del numero a* de variables latentes a retener, se realiza de tal manera
que la varianza explicada de la(s) variable(s) dependiente(s) y de las variables

independientes sea grande para ambas.

4.4.3 Interpretacion de los variables obtenidas por MCP

Para la interpretacion de las variables de MCP, el analista puede ayudarse
examinando graficos semejantes a los empleados en el ACP; por ejemplo, diagramas
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4.4 Seleccion del Modelo

de dispersion (nube de puntos-variable, nube de puntos-observaciones) para las
variables latentes tj y Uj, asi como de los vectores de pesos W; y v;; también es
posible construir circulos de correlacién, graficos de barras, etc., con el propésito de

detectar alguna anomalia en la informacion, tal como no-linealidad de los datos,

clusters o datos atipicos.

Por construccion, las entradas de los vectores de pesos, indican cuanto contribuye
cada una de las variables regresoras en la descripcion de las variables de respuesta;
éstos son usados para graficar las posiciones de las variables regresoras originales en
el espacio generado por las variables latentes. En el caso multivariado, los vectores de
pesos de X muestran la correlacion de las variables regresoras con las variables
latentes de Y ; los signos de las entradas indican la direccion de la correlacion

(positiva, negativa o correlacion cero).

Los siguientes graficos pueden ser construidos:

e Scatterplotde cada tj vs tj,parai=12,...,a y j=12,...,a
» Scatterplot de cada p, vs p;. para i=12,...,ayj=12,...,a

e Gréfica de valores observados y valores ajustados, y; vs y;, para i=12,...,a

Entre otros.
4.5 Otras variantes de MCP

Existen multiples algoritmos que responden al nombre de Minimos Cuadrados
Parciales, que siguen un proceso iterativo para extraer los conjuntos de vectores de
pesos, de variables latentes y de cargas de X y en el caso multivariado, el de cargas
de Y, sin embargo se diferencian por las imposiciones aplicadas para su
construccion.

e “MCP con cargas ortogonales”

Herarld Martens (1985) con la cooperaciéon de Wold y en paralelo a su trabajo®,

disefid otro algoritmo matematicamente equivalente a NIPALS MCP, en el cual los

% Ergon, R. (2009).
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requerimientos de ortogonalidad recaen sobre el conjunto de cargas { El,...,ga} mas

no en el conjunto {11,...,;a}. Helland (1988) da una prueba formal de la equivalencia
de ambos algoritmos, al desglosar las estructuras algebraicas que los relacionan,
demostrando también que dan la misma ecuacion de prediccién. Desde un punto de
vista practico, el algoritmo de Wold es preferido sobre el de Martens por varias
razones: NIPALS MCP1 comprende calculos més sencillos y a la vez, los conjuntos de
variables latentes y de cargas son mas faciles de entender e interpretar, que el
algoritmo de Martens®*.

e Método PLS-SVD

La técnica PLS-SVD (Partial Least Squares-Singular Value Descomposition), es una
variante de MCP que sigue el mismo criterio de maximizacién de covarianza, pero solo
tiene una iteracion; PLS-SVD realiza la descomposicion en valores singulares del

producto cruzado de X y Y solo una vez, a saber:
XY = WAV

Entonces se calculan las matrices de variables latentes para las variables originales
como: T=XW y U=YV. En este caso, las matrices de variables latentes T y U

Nno necesariamente son ortogonales; su producto resulta ser una matriz diagonal, pues:

T'U=(XW|YV
=WXYV
TU=A

En PLS-SVD, los papeles de X y Y son simétricos, por tanto, si se desea predecir X
de Y, los conjuntos de variables latentes seran idénticos, lo que clasifica a PLS-SVD
como bi-direccional, a diferencia de MCP2, que toma los roles de X y Y de forma

asimétrica, considerandolo uni-direccional®.

“Helland, I. (1988).
 Abdi, H. (2010)
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e Meétodo SIMPLS

Lyan Trigg modificé NIPALS MCP para dar origen a ésta version, la cual evita los
pasos de actualizacion de la matriz X y del vector o matriz de respuestas Y, al

actualizar directamente el producto X'X y los vectores de pesos w; ponderan

directamente a las columnas de las variables originales. Bajo esta version, las
variables latentes son mutuamente ortogonales no siendo asi para el conjunto de las
cargas. Se ha mostrado que la ejecuciéon de SIMPLS es equivalente a la de MCP1,

pero difiere en el caso multivariado, MCP2%.

e Normalizacion en diferentes puntos del algoritmo

Versiones modificadas de NIPALS MCP (univariado/multivariado), ejecutan los pasos
de normalizacion de las variables en otros puntos del algoritmo, esto dificulta la
comparacion de los valores de las variables obtenidas de diferentes versiones; sin
embargo el resultado final de prediccion no se ve alterado®.

e Respuestas Categdricas

Aunque MCP fue desarrollado para variables continuas (regresoras y respuestas), éste
puede ser exitosamente aplicado sobre respuestas categoricas® (binarias o

milticategoricas).
4.6 Consideraciones Finales

A pesar de que los origenes de MCP estuvieron basados en el ACP, en esta seccion
se discuten las principales diferencias entre ellos, pues sus resultados difieren
significativamente, sobre todo si los datos presentan alta dimensionalidad de

regresoras y/o multicolinealidad perfecta.

La literatura sobre el método de MCP, generalmente argumenta la preferencia de MCP
sobre el ACP; de hecho algunos autores consideran al ACP como un método de

reduccion de dimensionalidad que permite visualizar, clasificar y diagnosticar la

% Boulesteix, A L. and Strimmer, K. (2006).
" Kleinknecht, D. (Junio, 2002)
% Vega, J.C. (2004)
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informacion de las regresoras mas no como un método de regresion, pues nada
garantiza que las componentes principales sean relevantes para predecir o modelar la
informacion de la(s) variable(s) de respuesta, ya que en la construccion de las
componentes, la informacién de la respuesta no es tomada en consideraciéon. Para

ilustrar esto, considere el caso donde el ACP excluya una o varias variables
regresoras por tener varianza minima, pero que tengan alta correlacion con y, esta

accion resta ajuste al modelo de regresion y afecta las predicciones; en cambio, por la
naturaleza de las variables latentes de MCP, toda la variabilidad de X que influencia a
la(s) variable(s) de respuesta, es utilizada en el modelo de regresion y el primer
minimo local de la SCRVC del modelo de RMCP, se consigue con un menor nimero
de componentes que con la RCP?, lo cual, ademas de minimizar los célculos, puede
ayudar a la interpretacion de los modelos obtenidos por MCP1 y MCP2, en algunos

Casos.

El método de MCP es contemplado como método de prediccibn méas que de
interpretacion®, lo que se podria considerar como desventaja, pues muchos analistas
lo distinguen por su buen funcionamiento, sin embargo la comprension de sus
propiedades e interpretacion de las variables obtenidas mediante ambos algoritmos
(univariado y multivariado), es compleja. Otra desventaja, engloba el hecho de que
bajo MCP, la distribucion del estimador de coeficientes de regresion es desconocida,
al igual que la distribucion de la respuesta estimada, no existiendo pruebas de

significancia para los pardmetros.

Asimismo, el modelo de MCP es correlativo y no causal, por consiguiente, no ofrece
informacion fundamental acerca del fenomeno estudiado. Una critica mas profunda,
desde el punto de vista de la teoria estadistica, es que MCP no puede ser considerado

un método 6ptimo®.

El siguiente cuadro resume algunas de las principales diferencias en las variables

obtenidas por medio de ambos métodos.

® Frank and Friedman. (2003)
¥ pirouz, D. (2006), Helland, I. (1988)
* Helland (2001)
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ACP vs MCP

Método ACP

Método MCP

El ACP esta basado en la descomposicién
en valores singulares de la matriz de

varianzas y covarianzas de X.

El método MCP est4 basado en
descomposiciones en valores singulares

sucesivas de la matriz de covarianzas de los

residuales de X y y

Los vectores de pesos son ponderadores de
las variables regresoras, tal que explican la
covarianza entre las variables regresoras. La

matriz W es ortogonal.

No hay vectores de pesos para la(s)
variable(s) de respuesta.

Los vectores de pesos de X son
ponderadores de las variables regresoras
tales que explican la covarianza entre las

variables regresoras y las variables
respuesta.

En caso multivariado, los vectores de pesos
de Y ponderan a las variables de respuesta
tal que las variables latentes de X tengan
correlacion maxima con las variables
latentes de Y .

La matriz W es ortonormal.

La matriz V es ortonormal.

Las componentes principales explican a las
variables regresoras mas no a la(s)

variable(s) de respuesta

Las variables latentes explican la covarianza
entre las variables regresoras y las variables

de respuesta.

El conjunto de componentes principales es
ortogonal; a su vez el conjunto de cargas
también es ortogonal.

El conjunto de variables latentes de X es
ortogonal no siendo asi el conjunto de
cargas de X.

En caso multivariado, el conjunto de
variables latentes de Y es ortogonal, no
siendo asi el conjunto de cargas de Y .

Tabla®: Principales diferencias entre el ACP y MCP.

¥ Elaboraci6n propia.
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Sin embargo, cuando la RLM es aplicable a los datos se tienen las siguientes

igualdades:

Prum =Ppca =Pmce
4.7 Ejemplo de MCP1lenR

En la tabla 1, se presenta un tipico proceso de quimiometria®, area donde la
multicolinealidad es un problema frecuente. Se trata de datos concernientes al
porcentaje de conversion de n—heptano en acetileno, dados los incrementos de tres
variables regresoras; la primera variable representa la tem peratura medida en grados

Celsius (° C), la segunda variable, la proporcion de H, para el n—heptano medido en

moles; finalmente, la tercera variable representa el tiempo de contacto, medido en

segundos.

El objetivo es ajustar un modelo de regresion, para poder obtener predicciones sobre
la conversion de n —heptano en acetileno para muestras futuras.

En la practica, se acostumbra dividir el nimero de observaciones (muestras) en dos
partes, la primera cominmente llamada conjunto de entrenamiento®, y la segunda
denominada conjunto de prueba®, que tiene la finalidad de validar el modelo; al
implementar el modelo obtenido del conjunto de entrenamiento sobre el conjunto de
prueba. Por tanto, dividiremos los datos en dos conjuntos, el primero estara

conformado por las primeras diez observaciones, el segundo por las restantes.
Donde:

y :=Conversion de N —heptano en acetileno
X1 '=Temperatura
X, :=Razén Molar de H,

X3 :=Tiempo de contacto

¥ Montgomery, D. C. and Peck, A. E.(1992)

¥ Un conjunto de entrenamiento es aquel para el cual se conoce la propiedad a determinar, es
representativo del sistema en estudio y debe permitir realizar predicciones sobre un conjunto de muestras
futuras.

® para la etapa de validacion del modelo, el conjunto de prueba es aquel para el cual se conoce la
propiedad a determinar y no ha sido utilizado para la construccién del modelo.

93



4.7 Ejemplo de MCPlen R

TABLA 1% Datos

No. Observacioén y X1 X2 X3
1 49.0 | 1,300 7.5 0.0120
2 50.2 | 1,300 9.0 0.0120
3 50.5 | 1,300 | 11.0 0.0115
4 485 | 1,300 | 135 0.0130
5 47.5 1,300 17.0 0.0135
6 445 | 1,300 | 23.0 0.0120
7 28.0 | 1,200 5.3 0.4000
8 31.5 | 1,200 7.5 0.0380
9 345 | 1,200 | 11.0 0.0320
10 350 | 1,200 | 135 0.0260
11 38.0 1,200 17.0 0.0340
12 385 | 1,200 | 23.0 0.0410
13 15.0 | 1,100 5.3 0.0840
14 17.0 1,100 7.5 0.0980
15 20.5 1,100 11.0 0.0920
16 29.5 | 1,100 | 17.0 0.0860

e Pre-procesamiento de los datos

Las tres variables regresoras del ejemplo, estan en unidades de medida diferentes,
entonces se comienza el andlisis estandarizando las variables originales (ver seccion
2.2).

e Analisis de multicolinealidad

Para la deteccién de multicolinealidad en los datos, primero se analiza la matriz de

correlaciones de las variables regresoras, dada por:

% Ryan, P. T. (1997)
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1 0.2236 —0.9582
Ryx=| 0.2236 1 -0.2402
~0.9582 —0.2402 1

Note que la primera regresora esta negativamente correlacionada con la tercera, lo
cual indica que a mayor temperatura menor tiempo de contacto y viceversa, entonces

se puede decir que existe multicolinealidad en los datos. Para reafirmar este hecho,

obtengamos el Nimero Condicién; los valores propios de X X son:

A, =23622,500, A, =459.6583, L, =0.01732

Las diferencias numéricas entre ellos, nos llevan a sospechar algun grado de

multicolinealidad para los datos; el Nimero Condicién es:

7\‘ '
K= "X — 23622,500 =1364'261,405
A 0.01732

min

Ya que xk>1000, entonces las regresoras presentan multicolinealidad perfecta. Se
considera que es implementar MCP1 es ideal, a pesar de no tener alta
dimensionalidad de variables regresoras.

e Minimos cuadrados parciales univariado, MCP1

Las tablas 3—6, muestran las matrices obtenidas al ejecutar NIPALS MCP1 en el

paquete estadistico R*'.

Debido a la estandarizacion de las variables originales, el vector de pesos w; refleja la
razon de cambio del porcentaje de n —heptano de acetileno, respecto a los valores de
las tres variables regresoras.

¥ paquete Estadistico R versién 2.11.0
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TABLA2®*: Datos Estandarizados
No. Observacion y X1 X5 X3
1 0.8153 0.7746 -0.8272 -0.7638
2 0.9535 0.7746 -0.5406 -0.7638
3 0.9880 0.7746 -0.1586 -0.8063
4 0.7577 0.7746 0.3190 -0.6790
5 0.6426 0.7746 0.9877 -0.6365
6 0.2971 0.7746 2.1339 -0.7638
7 -1.6030 -1.1619 -1.2475 1.6125
8 -1.1999 -1.1619 -0.8272 1.4428
9 -0.8545 -1.1619 -0.1586 0.9336
10 -0.7969 -1.1619 0.3190 0.4243
Tabla 3: Matriz W
Variable W, W W3
Temperatura (°C) 0.682 0.171 -0.712
Razén Molar de H, 0.240 -0.971 0
Tiempo -0.691 -0.169 -0.703

Una vez obtenidos los pesos, las tres primeras variables latentes resultan una suma

ponderada de las variables regresoras, esto es:

t; =0.682 x; +0.240 X, —0.691 X3
1>, =0.171x1 —0.971x, —0.169 X3
;= -0.712 X1 — 0.703 X3

¥ Lastablas 2-13 ylas gréaficas 1-5, se elaboraron en el paquete R version 2.11.0. Las instrucciones para
ejecutar RMCP pueden verificarse en el Anexo B.
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Tabla 4: Matriz T
Observacion t; t, t;
1 0.8574 1.2012 0.0889
2 0.9262 0.9340 0.0656
3 1.0472 0.5896 0.0653
4 1.0739 0.1087 -0.0660
5 1.2050 -0.5266 -0.1512
6 1.5681 -1.5598 -0.1521
7 -2.2060 0.3879 -0.2698
8 -1.9878 0.0434 -0.1807
9 -1.4753 -0.4377 0.1346
10 -1.0087 -0.7408 0.4654

Para t;, el menor peso lo posee la variable razon molar de H, ( 52), mientras que la
temperatura (xl) y el tiempo (x3), ya que éstas presentan una fuerte correlacion
positiva y negativa con el porcentaje de conversion de n —heptano en acetileno (X)
respectivamente. La variable latente t, recoge la variabilidad no explicada por t;,
entonces la ponderacion es mayor sobre la variable que mide la razén molar de H,

(X2) pues en el primer residual f;, existe informacion de esta variable.

Tabla 5: Matriz P
Variable P, P, Ps
°C 0.654 0.231 -0.712
Razon Molar de H, 0.395 -0.971 0
Tiempo -0.664 -0.11 -0.703

97



4.7 Ejemplo de MCPlen R

Tabla 6: Vector q

q1 qz q3

0.640 0.322 0.419

e Regresion por Minimos Cuadrados Parciales Univariado

A partir de las matrices anteriores, se calculan los coeficientes de regresién por MCP1

para distintos nimeros de variables latentes, como se muestra en la siguiente tabla.

Tabla 7: Coeficientes de Regresion para y por MCP1
Con una Con 2 variables Con 3 variables

variable latente latentes latentes

B, B, B,

% % %
°C 0.4364 0.5265 0.2383
Razén Molar de H2 0.1537 -0.1469 -0.1810
Tiempo -0.4427 -0.5328 -0.8369

Las entradas de los Bi son muy parecidas, esto se debe a que la primera variable

latente aporta la mayoria de variabilidad global del sistema (ver tablas 12 y 13), pues
explica casi perfectamente a la respuesta y las variables latentes restantes aportan

porcentajes de variabilidad muy pequefios, lo que hace muy parecidas las entradas de

ﬁz y ﬁg. Este hecho, trae consigo que las predicciones para Y sean bastantes
similares, utilizando a t; y t, como regresoras que con las tres variables latentes ( ver

tabla 8), lo que significa que prescindir de t3 para el modelo de RMCP1 no altera las
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predicciones, prueba de esto se presenta en la tabla 10 . Asimismo, aplicando la regla
del codo para la SCRVC de la gréfica 6, se concluye que el primer minimo local se da
en la segunda componente; cabe mencionar que la primera variable latente es por si

sola una excelente regresora para la variable de respuesta al explicar el 90 % su
variabilidad, pues compacta la informacion de los datos originales con la menor

perdida de informacion posible. La tabla 9 muestra los residuales de Y, los cuales

son muy pequefios para todos los casos, se puede decir que tanto f, como f3

contienen residuales puramente aleatorios.

Tabla 8: Valores Ajustados de y
Con unavariable| Con 2 variables Con 3variables
Observacion latente latentes latentes
Yllvlcpl ZIZ\/ICPl zi/ICPl
1 46.6879 50.0504 50.3737
2 47.0703 49.6848 49.9233
3 47.7433 49.3938 49.6312
4 47.8912 48.1956 47.9555
5 48.6203 47.1463 46.5963
6 50.6393 46.2732 45.7200
7 29.6533 30.7390 29.7579
8 30.8666 30.9882 30.3309
9 33.7164 32.4911 32.9806
10 36.3113 34.2377 35.9305
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Tabla 9: Residuales de y

Con unavariable| Con 2variables Con 3variables
Observacion latente latentes latentes
f1 fo fa
1 0.2663 -0.1210 -0.1582
2 0.3604 0.0593 0.0319
3 0.3175 0.1274 0.1000
4 0.0701 0.0351 0.0627
5 10.1290 0.0407 0.1041
6 -0.7070 -0.2042 -0.1405
7 -0.1904 -0.3154 -0.2024
8 0.0729 0.0589 0.1346
9 0.0902 0.2313 0.1750
10 -0.1510 0.0878 -0.1072
Tabla 10: Predicciones
Con una Con 2 Con 3
Observacion variable variables variables
latente latentes latentes
Xi/lcpl Xi/ICPl ¥|3\‘/ICP1
11 42.07 40.56 41.79
12 40.82 37.64 37.42
13 40.27 34.57 32.96
14 21.38 18.93 14.56
15 18.45 14.53 7.77
16 20.53 15.63 9.71
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Tabla 11: MSEP , RMSEP y R? usando LOOCV
(10 segmentos)
Variable Interseccion t, t,t t,, ty,t;
SCPVC 0.5918 0.1029 0.0382 0.0436
RSCPVC 0.7693 0.3208 0.1955 0.2089
R? 0.7853 0.9202 0.9090
Y
— CV
---- adicV
&
S -
e
2 s
ir
5 p—

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

number of components

Gréafica 1: Este tipo de graficas sirve para determinar el namero
Optimo de variables latentes a retener por conseguir el minimo del

RSCPVC, al aplicar la regla “del codo”.

Evidentemente, las predicciones se mejoran considerando las dos primeras variables

latentes, sin embargo corroboramos que la primera variable latente t;, rinde buena

prediccion de la respuesta.

101



4.7 Ejemplo de MCPlen R
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Gréfica 2: a)Proyeccionde las variables regresoras sobre el espacio definido por las variables latentes,

por parejas (Matriz P )y, b) Proyecciéon de las 10 observaciones sobre el espacio definido por las
variables latentes por parejas (Matriz T)
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Y, 2 comps, validation
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Gréfica 3: Estagraficamuestrala similitud de las predicciones
con las primeras dos variables latentes y los valores
observados del conjunto de prueba.

De la grafica 4, note que las predicciones y los valores observados se encuentran
relativamente cerca de la recta identidad, lo cual confirma que el ajuste a la respuesta

es optimo.

Circulo de correlaciéon de la nube de puntos-variables
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Grafica 4: Circulo de correlaciones que muestran la correlacién entre
las variables regresoras originales ylas variables latentes.
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Tabla 12: Varianza Explicada de X

51 L, L
75.1 23.4 15
Acumulada 98.5 100

Tabla 13: Varianza Explicada de y

21 L s
90.1 7.3 0.8
Acumulada 97.3 98.1

El objetivo principal de aplicar MCP sobre un conjunto de datos, es obtener
predicciones confiables con nuevas variables regresoras, que en nimero sean mucho
menores gue las originales. En este ejemplo, se observo que las predicciones para el
porcentaje de conversion de n-heptano en acetileno, pueden realizarse utilizando

como regresora la primera variable latente, con resultados confiables, esto se debe a

que existe dependencia lineal entre la temperatura, la proporcion molar de H, y la

temperatura con respecto a la conversion de n-heptano en acetileno; sin embargo, la
mejor decision corresponde a utilizar las dos primeras variables latentes como
regresoras, obteniendo el 6ptimo ajuste.

4.8 Software

La técnica de MCP, necesita de calculos sofisticados sobre todo si la base de datos a
analizar es grande, implicando el uso de software que permita ejecutar el andlisis con
la mayor precision posible.

Existen diversos paquetes comerciales que traen como opcién la RMCP, por ejemplo,
SAS/STAT (SAS 2001), SPSS (SPSS 16 en adelante, <spss.com>), STATISTICA
(StatSoft 2001), Statgraphics (<www.statgraphics.com>), MatLab (Anderson and Bro
2000) o bien, como un agregado de Microsoft Excel spreadsheets (XL-Stat,
<www.xIstat.com>). El paquete SIMCA 8.0 fue especificamente disefiado para el
andlisis de MCP; la paqueteria libre que la ejecuta es R y SmartPLS.
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COMENTARIOS FINALES

El método de MCP fue desarrollado por Herman Wold como un método de
optimizacion empirico, enfocado a las relaciones lineales que se presentan dentro de
datos con ciertas caracteristicas que hacen inapropiada la aplicacion del método
estandar de regresion, pues los supuestos con los cuales ésta trabaja, se violan. Con
el paso del tiempo la popularidad de MCP se ha incrementado, pues los avances
tecnolégicos han abierto la brecha hacia nuevas &reas de investigacion, con la
necesidad imperiosa de modelar fendbmenos que requieren técnicas menos restrictivas
y méas flexibles que la RLM; por ejemplo, en quimiometria, MCP es la herramienta
estandar por excelencia para la prediccion. Este buen funcionamiento, ha traido
consigo el interés de mostrar a MCP como un método matematico riguroso mas que
un simple algoritmo; encontrando la equivalencia matematica de MCP con el método
de Bidiagonalizacion de Lanczos. Por otra parte, la literatura que expone a MCP es
bastante diversa, debido a la existencia de un gran nimero de variantes del algoritmo,
lo cual dificulta el entendimiento de los principios en los cuales esta basado; sin
embargo los resultados de prediccién que ofrecen, son los mismos. La falta de teoria
para intervalos de confianza de los parametros estimados por MCP, asi como para las
predicciones, caracterizan a MCP como un método estadistico no 6ptimo; aunque las
estimaciones puntuales son consideradas 6ptimas, catalogando a MCP como una
técnica predictiva mas que interpretativa. La interpretacion de las variables obtenidas
por MCP es compleja, de hecho, la informacién al respecto es limitada; confirmando
gue el objetivo es la prediccion. En la actualidad, existen numerosos paquetes de
cémputo que permiten ejecutar MCP de manera eficaz, otorgandole mayor popularidad

entre la comunidad cientifica.

Por todo esto, MCP puede ser implementado como herramienta estandar para realizar
predicciones con la seguridad de que otorga resultados confiables, a pesar de ser de
dificil entendimiento e interpretacion, comparado con los modelos del ACP y de la
RLM.
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ANEXO A

I.  Notacién

Definicion: Una matriz X es un arreglo de nimeros o variables X;; € R, construida

mediante columnas y renglones, esta dada por:

X1 %42 X

X X .- X

21 22 2

X:(x..): . . . P
1 : : R

an Xn2 an

Con i=1...ny j=1...p; si n=p se dice que X es una matriz cuadrada, de lo

contrario se le conoce como una matriz rectangular.

Un vector columna es un arreglo dado por:

i
X
X = :
X .
o]}
La notacion X; = (x]j Xy oo Xpi) indica el transpuesto de X; (vector renglon); en

caso de una matriz X, se tiene que X = (in).

[I. Definiciones béasicas

Definicion: La diagonal de una matriz prp comprende los elementos de su diagonal,

dados por:
diag(X) = diagx,, X,, - xpp)z(xii)
Definicién: La traza de una matriz prp, esta definida como la suma de los

elementos de su diagonal, esto es:

ta) = ipzlaii

Definicién: Una matriz es simétrica si se cumple que X = X .
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Definicion: Una matriz simétrica es llamada definida positiva si \_/'X\_/ > (0 para todos

los posibles vectores v # 0. Si se cumple que vXv >0, entonces a X es una matriz

semidefinida positiva (v #0). Los elementos de la diagonal de una matriz definida

positiva son positivos; similarmente los elementos de la diagonal de una matriz

semidefinida positiva son no negativos.

lll.  Independencia lineal

Se dice que un conjunto de vectores X;, X, ,..., X, €s linealmente dependiente si para
las cualesquiera constantes {Cl, c, ,...,cn}e R, se tiene que:

CX1+CXp+...+C Xp =0
Para alguna C, # 0. Si lo anterior no se cumple, se dice que el conjunto de vectores es

linealmente independiente.

IV. Ortogonalidad
Definicién: Se dice que dos vectores a y b son ortogonales si:
gb = a1b1+a2b2 +...+ apbp =0
Definicion: Un conjunto de vectores {gl, )_(2,...,>_<n} se dice conjunto ortogonal si se
cumple que:
g}gj:ow #jelj=1...n
Al conjunto {xl, )_(2,...,>_(n} se le llama conjunto ortonormal, si sus elementos son

ortogonales y tienen norma unitaria.

Definicidon: Una matriz X se dice matriz ortogonal si es cuadrada y las columnas de
X forman un conjunto ortogonal. Si X es ortogonal entonces X = X 1.
Por tanto se tiene que: XX=X1X=1I

Definicion: Una matriz X se dice matriz ortonormal si es cuadrada y sus columnas

forman un conjunto ortonormal.

V. Rango

Definicidn: El rango de una matriz X estéa definido como:
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Rango (X) =Numero de renglones linealmente independientes de X

Se puede probar que el niumero de vectores columna linealmente independientes es
igual al numero de renglones linealmente independientes de X.

VI. Inversa

Definicion: Si una matriz X es cuadrada y de rango completo, entonces se dice que

X es no singular, y que tiene una inversa tnica, denotada por X 1 tal que:
XX LTy XIX=I
Ademas, por la definicion de inversa se tiene que, para una matriz ortogonal X '

X=X"1

VII. Valores y vectores propios

Definicion: Dada una matriz prp, se denomina a X € RP con x#0 un vector

propio de X, si se cumple Xv = AV con A € R un escalar, llamado valor propio.

Teorema: Si prp tiene A, #A, #---# A, valores propios asociados a los vectores

propios Vi,Va,..., Vi, entonces {Vi,Va,...,Vk } forma un conjunto ortogonal.

Definicion: Una matriz prp , es equivalente con la matriz B, si existe E™ tal que

A=E'BE.
Nota: Una de las caracteristicas de las matrices equivalentes es que tienen los mismos

vectores propios.

Definicion: Una matriz prp es diagonalizable si es equivalente con una matriz

diagonal B, , es decir X=EBE.

pXp
Definicion: Al conjunto de vectores aleatorios {Xl,xz,...,xp} se le denomina muestra
aleatoria de tamafio p, si y solo si, éstos son independientes e idénticamente

distribuidos.

Teorema: Sea una matriz Amx de rango r, entonces existen dos matrices

p
ortogonales Uy V tal que: UAV =D. (i)

A la expresion (i), se le conoce como la descomposicién en valores singulares de A .
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Donde: D es una matriz diagonal de orden rXr, cuyas entradas d; son las raices

cuadradas de los r valores propios de la matriz A A, a los d; se les denomina los

valores singulares de la matriz A y estos estan en orden decreciente. U es una matriz

ortogonal de orden mxr, cuyas columnas contienen a los vectores propios de la

matriz AA , llamados vectores singulares izquierdos de A. Asi mismo, V es una

matriz ortogonal de orden r X p y sus columnas contienen los vectores propios de la

matriz A A, llamados los vectores singulares derechos de A .

Multiplicando por la izquierda por U y por la derecha por V' a (i), obtenemos que:
A=UDV (ii)

Mejor conocida como descomposicién en sus valores singulares de A .

VIIl.  Vectores aleatorios
Sea (Q, ¢, P) un espacio de probabilidad.

Definicién: Un vector aleatorio es una funcién

X (xl, ooy xp): @ o, P)—> (inp, B(mp))

Talque V A B (ERF’) ,  XYA)e A con X! laimagen inversa de la funcion.

Definicién: A la matriz anp, conformada por los vectores aleatorios {)_(1, 52,...,1p}

como renglones, se le denomina matriz de datos.
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ANEXO B

En esta tesis, se utilizo el paquete estadistico R versién 2.11.0. Para ejecutar un

andlisis por MCPL1, primero es necesario cargar el paquete pl1s en R, como sigue:
library(pls)

Una vez cargado el paquete pls, se debe ajustar la funciéon plsr, para iniciar un
analisis por MCP; esta funcién puede ejecutar diferentes métodos para implementar
diversas versiones de MCP; en esta tesis se utilizo el método oscorespls, el cual da
un andlisis por MCP con el conjunto de variables latentes ortogonal. Se debe tener en
cuenta que, si desean estandarizar las variables originales, la funcién plsr solo centra
las variables mas no las estandariza, entonces la opcion es introducir los datos
estandarizados o bien, escalados a varianza unitaria. Si la estandarizacion es

redundante, se introducen los datos con los valores originales.

Los datos de nuestro ejemplo se introducen en R, de la siguiente manera:

X<-matrix(c( 1300, 1300, 1300, 1300, 1300, 1300, 1200, 1200,
iz200, 1200, 1200, 1200, 1100, 1100, 1100, 1100, 7.5, 9, 11,
13.5, 17, 23, 5.3, 7.5, 11, 13.5, 17, 23, 5.3, 7.5, 11, 17,
.0120, .0120, .0115, .0130, .0135, .0120, .0400, .0380, .0320,
.0260, 0.0340, .0410, .0840, .0980, .0920, .0860), ncol=3,

nrow=16)

Y<-matrix(c (49, 50.2, 50.5, 48.5, 47.5, 44.5, 28, 31.5, 34.5,
35.0, 38, 38.5, 15, 17, 20.5, 29.5), ncol=1l, nrow=16)
Y

Las variables regresoras estan en unidades de medida diferentes, por lo cual

requieren ser estandarizadas previamente al analisis de MCP1, como sigue:

x1<-X[,1l]-mean(X[,1])

x2<=X[,2]-mean (X[,2])
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x3<-X[,3]-mean (X[, 3])
z<-matrix(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0),ncol=3, nrow=3)
diag(z)<-diag(var (X))

z<-sqgrt (z)

X<-matrix(c(X1l,X2,X3), ncol=3,nrow=16)
X<-X%*%solve (z)

X

y<=Y[,1l]-mean(Y[,1])
b<-=(1/15) *t (Y) $*%Y
Y<-a* (1/sqrt (b))

Y

Las funciones del paquete pls, trabajan con arreglos dataframes. Utilizando la
funcibn data.frame es posible crear estos arreglos, en nuestro ejemplo se hizo

como sigue:

misdatos<-data.frame (I(Y), I (X))

Se dividieron los datos en dos partes: la de entrenamiento y la de prueba, mediante los

siguientes dataframes:

datosEntrenamiento<-misdatos[1:10, ]
datosEntrenamiento
datosPrueba<-misdatos[10:16, ]

datosPrueba

El ajuste de la funcion plsr necesita de los siguientes argumentos para ejecutar la
técnica de MCP1: la formula especifica quienes son las variables dependientes (lado
izquierdo de la férmula) y quienes las independientes (lado derecho de la férmula),
separandolas por una tilde (~); ncomp especifica el nUmero de variables latentes a
calcular, data se refiere al dataframe que contiene los datos, validation se refiere
al tipo de validacion cruzada que sera implementada para la validacion del modelo por
MCP; scale se refiere a la opcion de centrar las variables o no, entre otros.

En nuestro ejemplo, el ajuste de la funcién plsr estuvo dado por:

plsresultados<-plsr (Y~X, ncomp=3, data=datosEntrenamiento,

validation = "LOO", method="oscorespls", scale=TRUE)
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Los resultados del ajuste de la funcion plsr, pueden ser visualizados mediante las

siguientes instrucciones:

summary (plsresultados)
plsresultadosS$scores
plsresultados$loadings
plsresultados$residuals

explvar (plsresultados)

La manera explicita de obtener el RSCRP de validacion cruzada (RMSEP*, por sus

siglas en ingies), , por sus siglas en ingles), y el coeficiente de
igl ingles), SCRP (MSEP* igl ingles) | coefici d

determinacion R?, derivado de un ajuste plsr es:

RMSEP (plsresultados)
MSEP (plsresultados)
R2 (plsresultados)

El modelo de RMCP es utilizado para predecir respuestas futuras; se utilizo el conjunto
de prueba para la prediccion de la respuesta (observacion 11 a la 16), mediante la

funcion:
predict (plsresultados, ncomp=1:3, newdata=datosPrueba)

los resultados de la prediccién deben ser regresados a la escala original, esto es,
sumar las medias muestrales de las variables del conjunto de entrenamiento, y
multiplicar por las desviaciones estandar de las mismas, con la finalidad de dar

contexto a los resultados.

Las gréaficas expuestas en la seccion del ejemplo, estuvieron dadas por las siguientes

instrucciones:

Grafica 1: plot (plsresultados, plottype="coef", ncomp=1:3,
asp=1, legendpos="topright")
Grafica 2: plot (RMSEP (plsresultados), legend="topright")

“® Root Mean Squares Error Prediction, RM SEP
*" Mean Squares Error Prediction, M SEP
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Grafica 3: plot (plsresultados, plottype="scores",
comps=1:3)

Grafica 4: plot (plsresultados, ncomp=2,asp=1, line=TRUE)
Grafica 5: plot (plsresultados, plottype="correlation",
comps=1:3)

Gréfica 6: plot (RMSEP (plsresultados), main="Predicciones",

newdata=datosPrueba)
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