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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis se presentan diversos disefios de controladores difusos y lineales
para los sistemas de balancin y péndulo invertido. Para obtener los modelos
matematicos de estos sistemas se utilizan las ecuaciones de equilibrio de fuerzas;
por su parte, para la obtenciéon del modelo matemético del péndulo invertido
sobre el balancin, se hace uso del método de Euler-Lagrange. Para cada sistema
estudiado se disenan dos tipos de controladores distintos. En el primer caso
(controlador LQR) es necesario realizar la linealizaciéon de los modelos en torno
a un punto de equilibrio. Por otro lado, el diseno de los controladores difusos,
se obtiene a partir de observaciones y conocimientos empiricos de los sistemas.

Los controladores disenados se utilizan para simulaciones y, posteriormente
implementaciones fisicas. Con los datos obtenidos en este trabajo, se comparan
las técnicas de control utilizadas.

Objetivos

Esta tesis tiene como objetivo analizar, disenar e implementar controladores
para sistemas mecénicos subactuados con punto de equilibrio inestable. Para lo
cual se emplea la técnica de control lineal denominada LQR, asi como técnicas
de control difuso, para los sistemas de péndulo invertido y balancin. De esta
manera se pretende observar ventajas y desventajas que ofrece cada técnica de
control, con base en el siguiente criterio de comparacion:

= Sobrepaso

= Tiempo de asentamiento
= Consumo energético

= Saturacion

= Tiempo de procesamiento

Posteriormente se pretende disenar un controlador no lineal, de tipo difuso,
que sea capaz de estabilizar al sistema de péndulo invertido con balancin.
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Justificacion

Los sistemas utilizados en esta tesis, el péndulo invertido y el balancin, cuen-
tan con caracteristicas de interés en el area de control, por ejemplo su modelo es
no lineal, son sistemas subactuados y cuentan con puntos de equilibrio inesta-
bles, por lo que son comunes en el drea académica. Se elige la técnica de control
LQR, debido a que los modelos matematicos de los sistemas se pueden linealizar
de una manera sencilla por medio de herramientas de computo, lo mismo ocurre
al momento de sintonizar los controladores. Mientras que los controladores di-
fusos resultan atractivos debido a que no se requiere un modelo matematico del
sistema, restando importancia a parametros desconocidos de éstos.

Por su parte se ha elegido el criterio de comparaciéon mencionado, para cono-
cer ventajas y desventajas que presenta cada técnica de control, en cuanto, al
desempeno de los controladores implementados de forma fisica.

El sistema de péndulo-carro-balancin ademés de presentar las caracteristicas
de los sistemas anteriores, presenta un mayor reto al contar con un maés variables
y Unicamente un actuador para controlarlas. Los tres sistemas ilustran principios
fundamentales de control, teniendo semejanzas con robots bipedos y robots que
escalan superficies.

Antecedentes

Para el sistema de péndulo invertido existe una vasta bibliografia, tal es
el caso de los trabajos [8, 14]. Se pueden encontrar disefios de controladores
difusos para sistemas muy similares al péndulo invertido con el que se trabaja
en esta tesis; combinaciones de un controlador difuso con un modo deslizante en
[10], o incluso comparaciones entre un controlador difuso y alguna otra técnica
de control en [11]. Por su parte, para el sistema de balancin se tiene como
antecedente [3], en el cual se utiliza un controlador difuso en combinaciéon con
un LQR. Resulta conveniente retomar los trabajos anteriores ya que la manera
en la que atacan el problema de control o el modelado de los sistemas resultan
utiles para el desarrollo de la tesis.

Para obtener el modelo del sistema de péndulo-carro-balancin se tienen como
antecedentes los trabajos [18, 19, 22]. Es posible observar en los tres articulos
citados, la presencia de dos masas (carros), mientras que en este trabajo uni-
camente hay una; lo anterior ocasiona que el modelo sufra modificaciones, asi
mismo la manera de resolver el problema de control también es distinta, al
considerar considerar las implicaciones de la ausencia de la masa de contrapeso.

Motivacion

De antemano la teoria de los controladores difusos y la de los controladores
LQR muestran caracteristicas disitntas, pudiendo esbozar ventajas de cada téc-
nica para algunos problemas; no obstante, con el criterio de comparacién que



se ha elegido, es posible encontrar ventajas en la implementacion fisica de con-
troladores para sistemas electromecanicos subactuados, particularmente de los
estudiados en esta tesis. Lo anterior es de gran interés debido a que los sis-
temas electromecéanicos subactuados, con caracteristicas similares a las de los
sistemas en estudio, son encontrados de manera frecuente en problemas reales
de ingernieria.

En lo referente al sistema de péndulo-carro-balancin, se han utilizado con-
troladores no lineales para atacar el problema de control [18, 19], en el caso
del primero se utiliza una matriz de ganancia, que permanece constante, para
controlar al sistema. Mientras que en el segundo se utiliza un control H,, sin
embargo, no se realiza la implementacion fisica de éste. Por su parte en [22] se
hace uso de un modelo lineal del sistema para implementar un controlador LQR.
La novedad del presente trabajo es que el sistema sélo cuenta con una masa y
se intenta controlar mediante técnicas distintas a las usadas en los trabajos
mencionados.

Resumen del trabajo

Esta tesis se divide en seis capitulos. El capitulo dos tiene como objetivo
explicar cada una de las herramientas que se utilizan para el desarrollo del
trabajo. En este capitulo de la tesis se dan definiciones importantes para las
siguientes secciones.

En el capitulo tres se lleva acabo el modelado de los sistemas de péndulo
invertido y balancin; asi como las observaciones necesarias para el diseno de los
controladores respectivos.

Durante el capitulo cuatro se disefian en forma tedrica, posibles controladores
para los sistemas con los cuales se trabaja, se presentan simulaciones y obser-
vaciones a partir de éstas.

En el capitulo cinco se implementan de manera fisica los controladores pre-
viamente disenados, obteniendo resultados experimentales.

A lo largo del capitulo seis se analizan de los resultados experimentales y de
las simulaciones de capitulos anteriores, se hacen observaciones y se obtienen
las conclusiones del trabajo realizado. Se compara entre las diferentes técnicas
utilizadas para el control de los sistemas, se justifican los resultados obtenidos
y se plantean trabajos futuros.

Logros

En este trabajo, se lograron implementar de manera fisica distintos con-
troladores, para los sistemas de péndulo invertido y balancin. A partir de los
resultados experimentales, se tienen elementos suficientes para hacer una com-
paracion de acuerdo al criterio elegido, mostrando ventajas y desventajas de los
controladores LQR y las técnicas de control difusas respectivamente, teniendo
un panorama de cudndo y cémo se puede, utilizar cada una de estas técnicas
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de control en forma practica, en sistemas subactuados que presentan compor-
tamientos no lineales e incertidumbres paramétricas.

Para el caso particular del sistema carro-péndulo-balancin, se logré disenar
un control LQR capaz de estabilizar al sistema en una pequena regién cercana
al punto de equilibrio. Ademaés, se hacen observaciones acerca de las limitantes
fisicas del sistema; que resultan importantes para trabajos futuros con éste.



Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo, se definen en forma breve conceptos importantes para el
disefio posterior de los controladores. Se explican las formas de modelado uti-
lizadas para el trabajo. Asi como la teoria para el disefio de controladores LQR
y controladores difusos.

2.1. Conceptos basicos de control

Se considera sistema, a un conjunto de entradas y uno de salidas, que se
relacionan de forma definida entre si; ademas de poseer una frontera que los
diferencia del ambiente. Existen varias maneras de catalogar a los sistemas de
acuerdo a sus caracteristicas. En esta tesis se trabaja tinicamente con sistemas
dinamicos o con memoria; esto quiere decir que la salida de estos depende
tanto de la entrada presente, asi como de entradas pasadas. Visto de otra forma,
todos los sistemas con los que se trabaja tienen elementos almacenadores de
energia.

El modelo de un sistema dindmico es un conjunto de ecuaciones que repre-
sentan su dindmica, de forma adecuada para el objetivo de analisis y diseno.
Es importante resaltar que un modelo matemaético no es tinico para un sistema,
determinado; sino que pueden existir varios modelos para este, de forma que un
modelo matemaético puede ser més conveniente que otro dependiendo del empleo
que se le dé.

Por otra parte, un sistema de parametros concentrados es aquel en el
que el namero de variables que intervienen en el modelo es finito. En caso de
que los coeficientes de las ecuaciones diferenciales que conforman al modelo sean
constantes, se trata de un sistema invariante en el tiempo; esto quiere decir,
que las caracteristicas de los sistemas no cambian conforme éste transcurre. Los
modelos vistos en este trabajo son de pardmetros concentrados e invariantes en
el tiempo.

Se ha dicho que todos los sistemas con los que se trabaja en esta tesis son
dindmicos, es decir, que no dependen sélo de las entradas presentes. No obstante,
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los tres sistemas presentes en este trabajo son fisicos y por tanto son sistemas
causales; esto quiere decir que su salida en tiempo presente, depende tnica-
mente de valores pasados y/o presentes de las variables de entrada, pero nunca
de valores futuros de éstas.

Se dice que un sistema es lineal, siempre que cumpla con el principio de
superposicion, el cual se expresa

Ul (t) + a2u2(t) — alyl(t) + Oégyg(t) ay, 0o € R.

En un sistema lineal, la respuesta ante multiples entradas se calcula, tratando
cada una por separado y sumando los resultados. Otra condicién para que el
sistema sea lineal, es que la salida debe de ser cero mientras no se le aplique
una entrada.

Otra forma de clasificar a los sistemas es desde el punto de vista energético.
Los sistemas en los cuales existen pérdidas de energia son llamados sistemas
disipativos; que se identifican porque presentan elementos resistivos o fric-
ciones. Desde un punto de vista mecanico, una fuerza disipativa es aquella que
merma la energia cinética del sistema, sin convertirla en energia potencial re-
utilizable.

Aquellos sistemas en donde no se presentan fuerzas disipativas, y por tanto
elementos resistivos o fricciones, son llamados sistemas conservativos, dado
que conservan su energia no cediéndola al medio con el que interactuan.

2.2. Tipos de modelado

En este trabajo, se utilizan dos formas de modelado de sistemas: variables de
estado y método de Euler-Lagrange. En esta secciéon se da una breve descripciéon
de los métodos de modelado y sus caracteristicas.

2.2.1. Variables de estado

Se define estado como el conjunto més pequeno de variables, cuyo conocimien-
to en un tiempo t = tp, junto con el conocimiento de la entrada en un tiempo
t > to determinan el comportamiento del sistema para t > ty3. Mientras que las
variables de estado son las que forman al conjunto méas pequeno de variables
que determina el estado del sistema. La representaciéon en variables de esta-
do pretende describir al sistema mediante n ecuaciones diferenciales de primer
orden; dando origen a una ecuacién diferencial matricial de primer orden. El
modelo, para el caso de parametros invariantes en el tiempo, se representa:

fl(ﬂjl,l'g,...,xn,'LL17U2,...,’U,m)
fQ(xla:L'Qa"'axnvuhu%“';um)

fr(T1, oy o Ty U, Uy ey Uiy
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h/l(xlax27"'7xnvu17u23"'7um)

hQ(fEl,l’g,...,.’L'n,U1,U2,...,um)
y= . )

hp(z1, 22, ..., Tn, U1, U2,y .o Up)

donde:

n es el numero de estados del sistema,
m es el numero de entradas del sistema,

p es el nimero de salidas del sistema,
Si el sistema es lineal se representa de la forma:
& = Ax(t) + Bu(t),
y = Cz(t) + Du(t),
donde:

z es el vector de estados del sistema,
y es el vector de salidas producidas por el sistema,
u es el vector de entradas aplicadas al sistema,

A,B,C y D son las matrices de coeficientes.

El uso de este tipo de modelado permite el diseno de observadores para
estimar los estados que se desconocen, asi como el andlisis de cada estado en
forma individual.

Un punto de equilibrio se pueder ver como el punto, en el que el sistema
permanece sino se le excita. Ademas, es aquel valor de z = X y u = U tal que
es solucién de

f(X,U)=0, z=0.

Para el caso de un sistema lineal el punto de equilibrio es tnico y se encuentra
en el origen; mientras que un sistema no lineal puede presentar varios puntos de
equilibrio.

Un sistema es controlable, si para cualquier condicion inicial Xy = X(0),
existe una entrada u(t) tal que lleva al sistema a cualquier condicién final X (¢1)
en tiempo finito.

Para determinar si un sistema lineal es controlable, como se indica en [5] se
obtiene la matriz de controlabilidad

0= [B AB A’B ... A”_lB} ,
siendo n es el namero de estados del sistema
Una vez obtenida la matriz de controlabilidad g, se determina su rango. El
rango de una matriz, se obtiene del nimero méximo de renglones o columnas
linealmente independientes entre si, se dice que una matriz es de rango completo
si todos sus renglones y columnas son linealmente independientes. Si la matriz
o0 es de rango completo, entonces el sistema es totalmente controlable [5].
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2.2.2. Meétodo de Euler-Lagrange

La ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden utilizar para describir un sistema
y por tanto, para modelarlo. Este tipo de modelado se basa en obtener las
ecuaciones de energia del sistema, y mediante derivadas parciales desciribir el
comportamiento de éste en un arreglo de matrices, las cuales se relacionan con
las diferentes coordenadas del sistema [15].

La ecuacion de Euler-Lagrange para las fuerzas generalizadas que actiian

sobre el sistema es
d or 0T

=—— - 2.1
dt an 3(]j7 ( )

Qj
donde
g; es la coordenada generalizada de la j-ésima particula,
Q; son las fuerzas generalizadas que actian sobre la particula j,
T es la energia cinética total del sistema,

Para el caso de los sistemas mecénicos, la coordenadas ¢; se refieren a posi-
ciones [4]. Por lo que ¢; es la velocidad generalizada de dicha particula.

Si se supone que el sistema es conservativo (todas sus fuerzas son conserva-
tivas), se pueden expresar a todas las fuerzas como un potencial, quedando

ov

-, 2.2
dq; 22)

Q; =
en donde V es la energia potencial total del sistema. Se pueden igualar las
ecuaciones 2.1 con 2.2, teniendo

dor or oV
G050y~ oy,
dor _or oV _
dt 0¢; 0Oq;  0Ogj
d or B T —-V) ~0
dt 0g; dq; '
El lagrangiano expresa la diferencia entre la energia cinética y la energia
potencial del sistema, estando definido como

0,

L=T-V.

Para el caso de los sistemas mecénicos la energia potencial no depende de
las velocidades, por lo que

dov
dtog;
entonces

dor dor dov

@oq;,  dioq  dtog’
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dor-v)_doL
dt  0¢;  dtdg;
De esta forma las ecuaciones del sistema se pueden definir mediante el la-

grangiano, teniendo
d OL 0L

dt 8qJ 8qj‘ N

Para el caso general no se pueden expresar todas las fuerzas del sistema
como un potencial, dado que no todas son conservativas. La ecuacién de Euler-
Lagrange para las fuerzas disipativas generalizadas que actiian sobre el sistema

es
~ d OL 0L

T e e
El modelado mediante ecuaciones de Euler-Lagrange o mediante el lagrangiano,
generalmente se expresa de la forma:

7= M(4)i+ D(q,q) + G(q) + C(q, )4,
en donde:
M es la matriz de inercias del sistema, siempre es invertible,

D es la matriz de disipacién del sistema, es positiva semidefinida, cuando no
hay fricciones es cero,

G es la matriz de gravedad del sistema, contiene la informacién de las fuerzas
asociadas a la gravedad,

C' es la matriz de coriolis del sistema, contiene la informacién de los efectos de
fuerzas de coriolis y términos rotacionales,

q es el vector de estados del sistema,

7 es la entrada del sistema,

2.3. Discretizacion

Cuando se hacen implementaciones fisicas se debe tomar en cuenta que las
lecturas del sistema tienen cierto tiempo de muestreo, por lo que resulta conve-
niente pasar del tiempo continuo al discreto en la planta. Lo anterior se puede
hacer por diversos métodos, en esta tesis se utiliza el método de discretizaciéon
exacta con retenedor de orden cero (ZOH). Para un sistema lineal representado
en varibles de estado este método se expresa como

_ A/ Ts
Ag=efer®,

Ts
B, = / e<*B.da,
0
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Cd:Cca
Dd = Dca

donde T's = es el tiempo de muestreo, el cual debe ser el mismo para el diseno
de controladores u observadores.

2.4. Linealizacion

La mayoria de los sistemas tienen una naturaleza no lineal, mientras que al-
gunas técnicas de control como LQR o asignacién de polos, inicamente trabajan
con sistemas lineales.

Una alternativa es linealizar los sistemas para facilitar el disefio de contro-
ladores, lo cual se logra aproximando el comportamiento del sistema no lineal
al de un plano o una recta, dicha aproximacién se hace en torno a un punto de
operacion. Para lo cual se modela al sistema en variables de estado [5], teniendo
la forma

& = f(z,u), z(ty) = xo,
Y= h(x7 ’U,),
con puntos de equilibrio constantes (U, X,Y’).
El siguiente paso es expandir al sistema en torno al punto de operacién

x =Xy u=U,lo que se hace mediante series de Taylor. Siendo el resultado
de la expansion

0 0
fow =+ L LU 1oy
ox (X,U) ou (X,U)
h(z,u) = h(X,U) + Oh + Oh +T.0.5,
Ox (X,0) ou (X,0)
con B _
1/:1 fl(xl ..... Loy UL yenns um)
_I"n fn(xl,,..,:tn,ul,...,um)_
_yl hl(xl,...,wn,ul,..‘,um)-
_yp hn(xl ..... Ty UL yeens um)_

Las matrices del sistema linealizado en torno al punto de operacién se ob-
tienen a partir de los jacobianos de la siguiente forma

ofr 9f1

P oxq e Oxp
A=l e A

RGO Y : Ofn

Oz ) Oy



2.5. ESTABILIDAD EN EL SENTIDO DE LYAPUNOV 11

9f1 0f1 7
P Ouq te O
P [
S T ot
ouq ) Oy, 4
Ohy Ohi 7
P oz te Oy,
C = 87 = . . . y Ce §Rp><n7
X
XU | on, : Ohy
oz : ox,,
Ohy Ohy 7
Ouq te O
oh . . .
D == 87 - : T, : 3 D S §Rp><m‘
u
(X.U) oh, : oh,
Ouy . Oy,

Finalmente se considera que x — X es un valor pequeno, con lo que se puede
aproximar al sistema como

en donde .
T=z—-—X, u=u—-U, y=y—-Yyz =2

Es importante mencionar que el modelo linealizado, tinicamente es vélido
para una regién cercana al punto de operacion respecto al cual se linealiza.

2.5. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

La estabilidad de un sistema se entiende como la continuidad en la evolucién
de sus trayectorias, ante pequenos cambios de la condicién inicial y la entrada
[7].

Para conocer la estabilidad en el sentido de Lyapunov se considera una en-
trada u(t) = 0 y una condicion inicial Xy # 0 para un sistema & = f(z) con un
punto de equilibrio X = 0, en donde se dice lo siguiente

= Es marginalmente estable si cada X, finito excita una respuesta de z(t)
acotada.

= Es asintoticamente estable si cada X finito excita una respuesta de x(t)
acotada que ademas cumple con

lim «(¢) = 0.

t—o0

En cuanto a los puntos de equilibrio, se definen tres regiones con centro
en el punto de equilibrio. La primera de radio k& es una bola que contiene a
las soluciones y condiciones iniciales del sistema, la region de las soluciones es
la de radio € y la region de las condiciones iniciales es de radio . Un punto
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Figura 2.1: Regiones alrededor del punto de equilibrio

de equilibrio es estable, si todas las trayectorias que comienzan dentro de la
region de radio d permanecen dentro de la regién de radio € cuando el tiempo
tiende a infinito, tal es el caso de la trayectoria S5 en la figura 2.1. Si, ademas,
dicha trayectoria tiende al punto de equilibrio, como en la trayectoria S; en la
misma figura, se trata de un punto de equilibrio asintéticamente estable. Si la
trayectoria sale de la regién de radio ¢ el punto de equilibrio es inestable, como
lo muestra Sy [21].

Para el caso de los sistemas lineales & = Ax con una entrada acotada u(t) = 0
y una condicién inicial Xy # 0, la estabilidad se puede determinar mediante los
valores caracteristicos A; de A: son marginalmente estables los sistemas con al
menos un valor caracteristico \; = 0; asintéticamente estables los que tengan
todos sus valores caracteristicos con parte real menor negativa e inestables los
que tengan al menos un valor caracteristico con parte real positiva.

Para el caso de los sistemas discretos la estabilidad también es determinada
por sus valores caracteristicos. Siendo estables aquellos sistemas en los cuales
todos sus valores propios se encuentren dentro de un circulo de radio unitario
con centro en el origen. Por su parte, los sistemas con uno o més valores propios
que salen del circulo mencionado, son inestables.

2.6. Control 6ptimo lineal

El control 6ptimo se basa en minimizar una funcién de costo, tal que en-
cuentre la ley de control més adecuada para el problema que se ataca [5]. La
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funcién de costo a minimizar estd dada por la ecuacion:

J=m(z(t1)) + /t1 l(x,u,t)dt,

to

en donde la funcioén [ es el término de pesos, tanto para la trayectoria z(t) como
para el esfuerzo de control u(t); por su parte el término m(z(¢1)) evalda el estado
final del sistema.

Dado un sistema

= f(z,u,t),

con un control realimentado u(t) = ¢(z,t). El valor minimo de la funcion de
costo J, se define como

J* = min {/tll(x,u,t)dt-i—m(m(tl))},

u[t()vtl] to

donde al control que minimiza a J se le denomina “control éptimo ” y se le
denota u*. Este control es tnico para cada funcién de costo.
Por su parte, segtin el principio de optimalidad si u*(t) es 6ptimo en el
intervalo [t, T], entonces necesariamente es 6ptimo en el subintervalo [t + At, T
La solucién al problema de optimalidad se obtiene a partir de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman
aJ*

o T T[i?{“””’“’“ -

T 7%

e t)} |

X
que tiene como condicién de frontera
J*(x,T) = m(z(T))Vz.

Por su parte, el control que minimiza a J es

al aplicarse a la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman

T 7%

r f(x’ <)07 t)’

—a‘]*—l( @xt t) +
at - 7<)0 ax ) ) )

con condicién de frontera en
J(z,T) = m(z(T)).

El regulador cuadratico lineal (LQR por sus siglas en inglés) es un caso par-
ticular de control 6ptimo lineal, en el cual se manejan en forma matricial, tanto
la ecuacion de estado como los factores de peso del sistema. Es un controlador
por realimentacién de estados, con ganancia constante, es decir, estatico. Para
el caso particular de un LQR se tienen las siguientes caracteristicas:
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un sistema lineal en la forma

& = Ax(t) + Bu(t),

con un control lineal realimentado

u = —k(t)x(t),

donde el objetivo es regular a = en un punto de equilibrio.

De esta manera, se forma la funciéon de costo cuadréatica

J = /t1 (27 Qx + u" Ru)dt + 2™ (t,) Mz (ty),

to

con

Qe R™",Q >0,
R e R™™ R >0,
M e R™™ M >0,

siendo n el nimero de estados y m es el nimero de entradas del sistema.

En la funcién de costo @ es la matriz de pesos de los estados, mientras que R
es la matriz de peso del gasto energético. Cuando se incrementa @) se asigna un
mayor peso a la convergencia de los estados, de manera similar, al incrementar
R se incrementa el peso asignado al gasto energético.

En la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman la funciéon de costo tiene la
relacién

l(z,u,t) = 27 Qx + u’ Ru,
J*(x, 1) = 2T (t1)Ma(ty),
f(z,u,t) = Ax + Bu,

en donde Mz (1) es el término que evalaa el estado final del sistema.
Se desea minimizar al término

T 7%

o),

l(x,u,t) +

el cual se reescribe como

T 7%

H=2"Qz +u"Ru+ 9
ox

(Az + Bu).

Para obtener el minimo, se deriva con respecto a u y se iguala con cero

ar g~

T

V.H =u"R+u"R+ B=0,
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T 7%
otJ B,
or
debido a que R > 0 es posible obtener R~!, entonces

2uTR = —

1 oT J*
*= __RIBT— =
Y 2 Ox

Para comprobar que u* es un minimo se obtiene la segunda derivada

V2H =2R > 0.
Considerando que u* = —k(t)x(¢), el valor minimo de J toma la forma
J* =zt (t)P(t)x(t),

que es una forma cuadrética con J* > 0y con P(t) = PT(t).
De esta manera

s\ T
(an) =2TP+2TP=22TP,
X

entonces
u* = —RIBTP(t)z(t),

y por lo tanto k(t) = R~*BT P(t).
Para encontrar a P(t) se sustituye el control 6ptimo en la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman

f(z,u,t) = (A— BR'BT P)x(t),

Iz, u,t) = 27 Qx + (—2" PBR™')R(—~R™'B” Px),
aJ* (2T Px) T
=————~=xP
ot ot o
pudiendo reescribir la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman como

—2'Pr=2"Qz + 2" PBR'BTx + 2T P(A — BR™'BTP)x.
Desarrollando la ecuacién anterior
—2TPr =27Qx + 22" PAz — " PBR'B” Px.
Sin embargo el término 227 PAz se puede expresar como

20T PAx = 2TPAx+ 2T PAz,
T PAz + (¢TPAx)T,
2T PAx 4 27 AT Py

Ademés se puede obviar la forma cuadratica z7 (... )z, obteniendo finalmente
la ecuacion de Ricatti, dada por
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~P=Q—-PBR'BTP+A"P + PA ;P c R,
m(a(t1)) = a” (t1) Ma(t),

cuya condicion de frontera es
P(t1) = M.

En esta tesis unicamente se utiliza el método de solucion del LQR para
tiempo infinito, en el cual la funcién de costo esta dada por

Jz/ (T Qz + u™ Ru)dt.
0

En el problema de horizonte de tiempo infinito se asume que P es una
solucién estable, por lo que lim;_,, P < oo. Lo que implica que P = 0, razén
por la cual la ecuacién de Ricatti queda reducida a

AP+ PA—PBR'BTP+Q =0,
lo cual resulta en un control con ganancia constante.
u = —kx,

k=R'BTP(t).

Aunque la ecuacion de Ricatti tiene varias soluciones para P, se debe con-
siderar aquella en la que P > 0 y ademas sea invertible.
Para el caso discreto la funcién de costo que se desea minimizar es

o0

J = Z(:rTQx +u” Ru).

n=0

Se busca la matriz P[n] que solucione la ecuacién de Ricatti en tiempo
discreto dada por

ATPA— P~ (AT"PB)(R+ BTPB) '(B"PA)+Q =0.

Al igual que en el caso de tiempo continuo P debe de ser invertible, ademés
de positiva definida. R debe de ser positiva definida y ) positiva semidefinida.

Al encontrar la matriz P que cumpla con lo anterior y sea solucién de la
ecuacion de Ricatti se puede encontrar una matriz de ganancias k

k= (BTPB+ R)"'(BTPA), (2.3)

en donde el control estd dado por u = —kx y el sistema en variables de estado
en tiempo discreto se expresa como

z[n + 1] = Az[n] + Buln].
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2.7. Incertidumbre paramétrica

En algunos campos complejos, los modelos matematicos tinicamente sirven
para simplificar y reducir representaciones de la fisica real del sistema; en estos
casos existen un gran namero de incertidumbres en los pardametros, condiciones
iniciales y finales, y leyes constitutivas de éste [23].

Suponiendo un sistema dindmico

&= f(z,u,t),

Yy = h(x,u,t),

el comportamiento de este sistema se determina mediante los coeficientes de
las matrices que lo caracterizan. Por lo general, en los casos practicos, estos
coeficientes dependen de parametros fisicos, tales como masas, resistencias, co-
eficientes de friccion, etc [2]. Se llama incertidumbre paramétrica a la falta
o deficiencia en la informacion de los pardmetros antes mencionados; se pre-
senta cuando no se conocen exactamente las condiciones iniciales o finales, los
parametros fisicos del sistema, las leyes constitutivas del modelo o existe ruido
en la medicion. Todos los fenémenos anteriores, se presentan en gran medida en
sistemas fisicos complejos de modelar, como ya se ha dicho.

Los principales problemas que se presentan para modelar o eliminar incer-
tidumbres paramétricas son

1. Uso de herramientas matemaéticas complejas para el manejo de senales, que
por lo general no son diferenciables ni integrables de manera ordinaria

2. Es complicado realizar experimentos con procesos aleatorios, debido a que
se requiere material especial y bastante tiempo de medicion

3. Las no linealidades producen grandes perturbaciones en la teoria lineal,
razén por la cual los sistemas pueden llegar a ser complejos de modelar
adecuadamente de forma convencional.

El analisis del impacto que tienen las incertidumbres paramétricas, consti-
tuye una rama de investigacién dentro de la teoria de control.

2.8. Sistemas difusos

2.8.1. Logica difusa

La légica difusa fue propuesta por Lofti Zadeh en 1965, con el tiempo ha
demostrado ser 1til en la solucién de problemas de control. Ha sido empleada con
mucho éxito sobre todo en Japén, en donde se pueden encontrar componentes de
logica difusa en aparatos como televisores, cdmaras de video, lavadoras, hornos
de microondas, etc [1]. En lo referido a control, se ha utilizado para sistemas de
purificacién de agua y procesos de manufactura en la industria cementera; quizés
una de las aplicaciones més importantes de control mediante sistemas difusos,
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es la utilizada para la operaciéon de los trenes automaticos del subterraneo de la
ciudad de Sendai [20].

En la logica difusa, una variable pertenece en cierto grado a un conjunto,
dicha pertenencia toma valores dentro del intervalo [0, 1]. La logica booleana se
puede entender como un caso particular de la logica difusa, en el que la variable
toma el valor de 0 o 1 segin sea el caso.

Adjetivos como “mucho” o “poco” a menudo se utilizan en el lenguaje colo-
quial de las personas para denotar qué tan marcada es alguna caracteristica;
dicho anélisis se realiza de forma empirica. Como ejemplo se puede consider-
ar el clima, del cual sin conocer algiin modelo matemaético que lo describa, las
personas son capaces de hacer un anélisis e indicar cuando un dia es frio o
caluroso.

Este tipo de anélisis empirico presenta la ventaja de no requerir un mod-
elo que describa al sistema, sin embargo, es necesario contar con un vasto
conocimiento de éste, para que el anélisis sea lo mas adecuado posible.

T T T T T
: : : ———Media
i Baja

o= = Alta

Fertenencia

0 20 40 60 80 100 120

Yelocidad

Figura 2.2: Ejemplo de conjuntos difusos para la velocidad de un carro

Los sistemas difusos se componen principalmente por tres partes, que son

= Conjuntos difusos.- Son los conjuntos a los cuales puede pertenecer
una variable, por ejemplo para el caso de la estatura de una persona,
pueden existir los conjuntos difusos de estatura alta, estatura media o
estatura baja, se puede observar un ejemplo en la figura 2.2. Las variables
de entrada se etiquetan con términos lingiiisticos.

= Funciones de membresia.- Determinan el valor de pertenencia de una
variable a un conjunto difuso. Algunos tipos de funciones de membresia
son
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—a1x+by,x € [Imina xml]
Trapezoidales  pu;(z) = ¢, T € [Tm1, Tma]
asx + b27 MRS [xm27 xmam]
—a1x + bl, T e [xmin7 Cﬁ'ml]

Triangulares  p;(z) = o2 + bs, & € [T, Tomrs]

. _@=w?
Gaussianas pi(x) =e " o2
Sigmoidales wi(z) = %

los cuales se muestran en la figura 2.3

= Reglas difusas.- Son variables lingiiisticas expresadas mediante conjun-
tos difusos, las cuales tienen la estructura

Sizies Ay yxoes Ay y ...y z, es A, (parte antecedente) entonces y es
B; (parte consecuente)

En la salida final cada regla se debe ponderar, el valor de verdad o valor
de activacion de cada regla depende de su parte antecedente.

Triangular Zaussiana
1 1
05 05
[-]1 0.5 0 05 1 [-]1 0.5 0 05 i
Trapezoidal Sigmoidal
1 1
05 05
O1 05 0 05 1 O1 05 0 05 Gl

Figura 2.3: Ejemplos de funciones de membresia

2.8.2. Operadores légicos difusos

Son una extension de los operadores 16gicos booleanos, en donde los valores se
obtienen mediante las funciones de membresia de cada variable. Los operadores
logicos difusos son
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Negacion NOT — NOT(ui(x)) =1 — p,(x)

min (), pj ()]
Conjuncién AND  p;(x)ANDp;(x) = i () 15 ( )
maz0, uz(m) + pj(x) =1

o ma (). 1y ()]

Disyuncion OR  pi(2)ORp;j(x) = q pa(@) + pj(x) = pi(x)p; (@)
min[l, p;(x )+p](z)]

Para clasificacion o rapida implementacion en procesadores limitados se uti-

lizan los criterios de maz y min, mientras que en sistemas de identificacién,
control y aproximacion se suelen utilizar las formas algebraicas, por suavidad y

diferenciabilidad.
2.8.3. Sistemas Difusos Takagi-Sugeno

El diagrama de bloques de la figura 2.4 muestra las etapas de los sistemas
difusos

= Difusién [™]Agregacion [~ Activacién [—=| Acumulacién —=|Desdifusion =

Figura 2.4: Diagrama de bloques que describe el proceso de un control difuso

El proceso de difusion es aquel en donde las entradas adquieren grados de
pertenencia para los pasos posteriores, la agregacion es la evaluacion de la parte
antecedente, la activacion es la evaluacién de la parte consecuente, la acumu-
lacion es la combinacién de las partes consecuentes y finalmente la desdifusion
es donde se obtiene la decision final.

Segtn el método utilizado para llevar a cabo los pasos anteriores, los sistemas
difusos se dividen en tipo Mamdani, Larsen, Tsukamoto o Takagi-Sugeno
[12].

Para esta tesis tnicamente se utilizan sistemas difusos del tipo Takagi-Sugeno
en los cuales las reglas estan dadas en la forma

R;:sixzyes Ajpy xaes Ajp y ... y o es Ay, entonces f;(x1,xa, ..., Tk),
i=1,2,...n

o bien de la forma
R; : si z; es A; entonces fi(x),i=1,2,...,n,

donde f1, fo,..., f son funciones X = X1 x Xox---x Xy >Ry A; = /\?=1 Aij.
Dichas reglas se combinan para obtener la funcién

R(z) = Ay (2) fr(z) + Aa() fa(z) + - - + Ap(x) fu ()
Ay(z) + Az(z) + - + An(2) ’

la cual es una funcién real.
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Tomando el producto de los elementos A;;, las reglas difusas se pueden ex-
presar de una manera simplificada como

R; :si x es Aj entonces u; = fj(z1,22,...,2pn),

donde el grado de activacién de cada regla R; es A;(x), mientras que el valor
total de la senal de control se obtiene a partir del método de desdifusion de
promedios ponderados. El cual consiste en obtener un promedio de todas las
reglas con su respectivo grado de activacion, es decir, al momento de promediar
tienen un mayor peso las reglas que presentan un mayor grado de activacion;
para este caso se utiliza el criterio de maximos para realizar la conjuncién entre
funciones [14].

La desdifusion por este método se describe mediante el promedio ponderado

(o) = S A1
T T A

En los sistemas Takagi-Sugeno, las funciones f; generalmente son lineales,
siendo expresadas como

p— n

fj(xlv L2y eey mn) = apj + Eizlocijxi.
Sin embargo, en algunos casos también se utilizan funciones cuadraticas

n 2

fi(zr, @, s mn) = agj + iy o7,

o funciones trigonométricas

X7 oy sinx;
fj(xl,xg,...,g:n) = e“i=1% i

La decisién del tipo de funcién a emplear, depende de la aplicaciéon que se
le da al control difuso.

Por su parte los sistemas tipo Singleton son un caso particular de los Takagi-
Sugeno, en los cuales las funciones f; son constantes ag;.
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Capitulo 3

Analisis del sistema
péndulo-carro-balancin

El sistema consta de un péndulo invertido colocado sobre un balancin, el
cual se puede dividir en dos partes. La primera consta del balancin, en donde,
se pretende que al mover el carro por medio del motor, el balancin llegue a su
punto de equilibrio inestable en lazo abierto. La segunda parte del sistema es el
péndulo invertido, el cual mediante el motor del carro, debe llegar a su punto
de equilibrio inestable en lazo abierto, es decir, cuando la barra del péndulo se
encuentra en posicién vertical respecto a su base.

El sistema con el cual se trabaja es un sistema electromecanico subactuado,
esto significa que posee menos entradas de control que grados de libertad. Uni-
camente se cuenta con un actuador (motor) y tres sensores (potenciémetros) que
se encargan de medir la posicion traslacional y las posiciones angulares. Ademés
del sistema fisico, para este trabajo son necesarios un sistema de computo que
se encarga del control, y una tarjeta de adquisicién que sirve para la lectura y
escritura de datos.

3.1. Parametros del sistema

La mayoria de los valores constantes del sistema se encuentran indicados en
los manuales [16] [17], los cuales son utilizados para los modelos mateméticos.
Existen otros valores que se determinan de forma experimental en la seccién 3.2,
en la tabla 3.1 se encuentra la lista de los valores obtenidos de los manuales

Otro pardmetro que se utiliza es la aceleracion gravitacional g, la cual de-
pende de la altura en la que se realiza el experimento. Para este trabajo se
considera g = 9.7877.

23
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masa del carro 0.52Kg
masa del balancin 3.3Kg
masa de la barra 0.209K g
centro de gravedad de la barra 0.32m
inercia del balancin 0.427K gm?
altura de la base del balancin al riel 0.14m
altura de la base del balancin al punto de pivote 0.06m
resistencia en la armadura del motor 2.612
relacion de transformacion en la caja de engranes 3.71%
radio del engrane del motor 0.00635m
constante de par del motor 0.007671\%‘

Cuadro 3.1: Valores nominales de los parametros del sistema

3.2. Identificacién de parametros y caracterizaciéon
del sistema

3.2.1. Coeficiente de friccién estatica y coeficiente de fric-
cién viscosa

Para los modelos matematicos, se desprecian todas las fuerzas de friccion,
excepto la fricciéon viscosa entre el carro y el riel. Para obtener el coeficiente de
friccién entre estos dos cuerpos, se descompone la fuerza mg de la figura 3.1,
para después encontrar las ecuaciones que describen el comportamiento de las
fuerzas en cada eje

Figura 3.1: Plano inclinado con una masa m

Y:=0=mgsinA— f,
Yy, =0=mgcos A —n,
de donde se despeja a f y a n respectivamente,

f=mgsin A,
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n = mgcos A.
Al relacionar las dos ecuaciones anteriores
s n

al variar el dngulo de inclinacién A hasta que la fuerza de friccion estética tome
su valor maximo

sin A =ntan A,
cos A

tsn =ntan A,
s = tan A.

Haciendo lo anterior se encuentra el coeficiente de friccion estatica de un
bloque sobre un plano inclinado; se puede aplicar por su similitud, al carro
sobre el balancin. De esta manera, se inclina el balancin hasta que el carro
comienza a moverse, considerando este punto como aquel en el que la fuerza
de friccién estética alcanza su mayor valor. El resultado es tutil para tener un
mayor conocimiento de los efectos de la fricciéon en el sistema.

Las graficas de los experimentos se muestran en la figuras 3.2 y 3.3, de las
cuales se pueden obtener los coeficientes de fricciéon estatica

ts1 = tan(0.2249) = 0.23,
lso = tan(0.2114) = 0.21,
sz = tan(0.2244) = 0.23,
tsq = tan(0.2233) = 0.23,
Al obtener un promedio entre los cuatro experimentos

Hs1 + Hs2 + Hs3 + Hsa

= 0.225,
4
por lo que se tiene un coeficiente de fricciéon estatica aproximado
s = 0.225.

Ademas de los resultados obtenidos, se consulta el experimento realizado
en [11] para encontrar el coeficiente de fricciéon viscosa del sistema, dicho ex-
perimento consiste en utilizar un método de minimos cuadrados resolviendo la
ecuacion

0= (d"d) oY
donde
O es el vector que incluye el coeficiente de friccién viscosa

@ es la matriz formada por el vector de n — 1 muestras de velocidad y fuerza
en el carro, en distintos instantes de tiempo

Y es el vector de velocidades de n muestras en distintos instantes de tiempo

Los resultados experimentales de aplicar el método citado, arrojan un valor
de b= 0.2%, el cual es el utilizado para los modelos mateméaticos realizados
en esta tesis.
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Experimento 1 Experimento 2
E
o] S 0
5
- £Def
) 202
k=3
04 Dzj -0z
0 1 2 3 4 5 Dy 1 2 El 4 5
5
0.1 £ 09
=
o 2 0
&
5
1 5 \
C
02 5-02
035 1 2 3 4 5 &% 1 5 3 P 5
Tiempo (seg) Tiempo (seg)
Figura 3.2: Experimentos 1 y 2 que tienen, respectivamente, coeficientes de
friccion estatica de 0.23 y 0.21
Experimento 3 Experimento 4
02 e 0
s
0 - =02
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Figura 3.3: Experimentos 3 y 4 que tienen, respectivamente, coeficientes de
friccién estatica de 0.23 y 0.23

3.2.2. Acondicionamiento del motor

El motor utilizado es alimentado con corriente directa, su rango de operacion
debe de ser £7.5V. Sin embargo, la tarjeta de adquisicion que es la que alimenta
al motor tiene un rango de escritura de 0 a 5V. Por otra parte la corriente que
brinda no es suficiente para que el motor funcione. Por estas causas, mediante
amplificadores operacionales se acondiciona la sefial de la siguiente manera

1. Al voltaje enviado por la tarjeta se le restan 2.5V
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2. Se triplica la senial obtenida de la diferencia

3. Se aumenta la corriente con un amplificador de potencia, en configuracién
de seguidor de voltaje.

Figura 3.4: Esquema de la etapa de acondicionamiento del motor

La figura 3.4 muestra el diagrama de conexiones para el acondicionamiento
del motor, la ganancia de voltaje se obtiene al hacer un anélisis de corrientes

=z 1

—===, (3.1)
25-V, V.-V,

- 4 (3.2)

R R ’
de la Ec. 3.1 se puede despejar V,

‘/i _Vw:V;m
Vvi :2Vz7
1
V:J: = 7‘/1’77,7
2

al sustituir lo anterior en la Ec. 3.2

2.5 — %‘/zn %V;n - Voutl

R B R ’

2.5 — sz = _Vout;
Voutl = ‘/zn - 257 (33)
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para el siguiente amplificador operacional

Vy Vy - Vout2
_ Yy _ Ty Touts 3.4
R SR (3.4)
se observa que
Vy = Voutly
al sustituir lo anterior en la Ec. 3.4
1
—Voutl — §(Vout1 - VoutZ)v
1 3
5‘/out2 = EVoutla
Voth = 3‘/01“‘/17 (35)

finalmente al sustituir la Ec. 3.3 en la Ec. 3.5
Vourz = 3(Vin — 2.5).
Para el tercer amplificador, al ser un seguidor de voltaje, se tiene una relacion
Vouts = Vouta = 3(Vin, — 2.5).

El tercer amplificador incrementa la corriente sin modificar en forma alguna
la senal de voltaje.

De esta forma, la tarjeta de adquisicién escribe valores entre 0 y 5V, mientras
que el motor es alimentado en un rango de +7.5V.

3.2.3. Conversiéon par-voltaje

En los modelos de los sistemas de péndulo invertido y balancin, la variable
de entrada es el par del motor, mientras que la tarjeta de adquisicién, maneja
voltajes; debido a lo anterior es necesario obtener una relacién par-voltaje en
el motor. Para el caso del modelo de péndulo-carro-balancin existe una relacién
que depende de la velocidad del carro y valores nominales [18, 22] que se en-
cuentran en los manuales. Por su parte para modelar los sistemas por separado
se define otra relacion par-voltaje, que depende tnicamente de estas variables;
dicha relacion se encuentra de forma experimental.

Para realizar el experimento se cuenta con un resorte de comportamiento
casi lineal descrito en la siguiente tabla

Fuerza (N) | Elongacion (mm)

1 )
2 9
3 15
4 20
5 24
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De los datos se puede obtener una relacion entre fuerza y elongacion de 1NV
cada bmm, sabiendo que en un resorte la fuerza es
F =kx,

se despeja la constante k

N
k=200—.
m

El siguiente paso del experimento consiste en mantener fijo un extremo del
resorte, mientras que el otro se engancha en el carro; después se le aplica un
voltaje constante al motor y se observa la elongacién del resorte. La siguiente
tabla muestra los datos obtenidos

Voltaje (V) | Elongacion (mm) | Fuerza (N)
0.5 26 5.2
1 15 3
1.5 11 2.2
2 2 0.4
3 3 0.6
3.5 9 1.8
4 1.2 2.4
4.5 2 4

Ademaés de los datos anteriores, el motor tiene una zona muerta; es decir
aunque se le aplique un voltaje distinto de cero, el par del motor no es el necesario
para vencer la friccién estatica del carro. Para determinar esta zona muerta, se le
coloca la barra al carro (pues es la masa maxima a la que se enfrenta el motor) y
se le aplican al motor voltajes cercanos a 2.5V. El carro se mueve a la izquierda
hasta que el valor de voltaje aplicado al motor es de 2.16V, mientras que el
movimiento hacia el lado derecho comienza en 2.73V, entonces se considera el
intervalo de zona muerta V' € [2.16,2.73].

Finalmente con los datos obtenidos se puede encontrar, mediante una regre-
sién lineal, las relaciones voltaje-par del motor, las cuales se muestran en las
figuras 3.5 y 3.6, y estan descritas por las ecuaciones

= Para el intervalo en el que el motor gira en sentido antihorario
T =3.04V — 6.5,
V =0.3199T + 2.1136,
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Voltaje (V)

Figura 3.5: En la figura se muestra la relacién par-voltaje del motor

Par (Nm)
O N S U= SO S

L L L L L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Woltaje (V)

Figura 3.6: El la figura se muestra la relacién voltaje-par del motor

= Para el intervalo en el que el motor gira en sentido horario
T =216V —5.9,
V =0.45T + 2.76.

3.2.4. Filtros derivativos

En los modelos de los sistemas, es necesario tener conocimiento de las ve-
locidades del carro, del péndulo o del balancin. Sin embargo, el sistema fisico
utilizado para este trabajo, no cuenta con sensores de velocidad. Una posible
soluciéon para este problema es derivar las senales de posicion, las cuales se
obtienen de los potenciémetros. No obstante, al hacer esto aumenta el ruido,
teniendo como resultado una senales de velocidad ruidosas y poco precisas.

Para resolver el problema del ruido se implementan filtros derivativos pasaba-
jas, de esta forma se deriva la senal de posicién y se elimina ruido de la senal de
velocidad. La frecuencia de corte de los filtros es de vital importancia, debido a
que cuando se incrementa demasiado, la sefial sufre un atraso que afecta las lec-
turas; mientras que al decrementarse puede dejar de eliminar el ruido necesario.
Debido a lo anterior es importante elegir una frecuencia de corte, que elimine el
suficiente ruido, sin atrasar demasiado la senal.
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En esta tesis los filtros que se utilizan son digitales, y se incluyen en los pro-
gramas de Simulink respectivos a cada controlador. La funcién de transferencia
de estos filtros esta dada por

XS

G(S) = I XS (3.6)

en donde X es la frecuencia de corte del filtro en %d.

Lo anterior se puede aproximar en tiempo discreto, con el llamado método
bilineal o de Tustin, el cual es

2 z-1
_Tsz'i'l’

entonces, al aplicar el método de Tustin en la ecuacién 3.6

X2(z—1)

_ Ts
G(z) = Z(—D)+X(Z+1)’

z+1

al normalizar

XE
numG(z) = (2 —1), (3.7)
X+
X2
denG(z) = z + 5 (3.8)
T

en donde
T es el tiempo de muestreo
X es la frecuencia de corte del filtro derivativo pasabajas.

Los filtros derivativos utilizados en este trabajo, son iguales para todas las
velocidades, teniendo una frecuencia de corte de 55H z. El tiempo de muestreo
para los controladores lineales (LQR) es de 8ms; mientras que para los controles
difusos es de 10ms. Al sustituir los valores en las ecuaciones 3.7 y 3.8

45.0819z — 45.0819
: T, = 0.
2z —0.6393 3 Ts = 0.008,

43. —43.
3.1372z — 43 1372; T, = 0.01.
z — 0.5686
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3.3. Modelado matematico

Para el diseno de los controladores lineales es necesario el modelo de los
sistemas, por lo cual es necesario modelar el balancin, el péndulo invertido y
finalmente el sistema de péndulo-carro-balancin.

Para linealizar el modelo del balancin se considera que el d&ngulo 6, formado
por el riel y una linea paralela a la base del balancin, inicamente puede tomar
valores pequenios por la configuracion fisica del sistema. Debido a lo anterior se
puede hacer una aproximacién que tiene un resultado muy parecido a realizar
la linealizacion por el método visto en 2.4.

Para el caso del modelo del péndulo invertido se puede hacer una aproxi-
macién similar a la del balancin, considerando que el angulo a, que se forma
entre la vertical y la barra, iinicamente puede tomar valores pequenos. El punto
de equilibrio del sistema requiere que lo &ngulos mencionados sean cero, de esta
manera se hacen las siguientes aproximaciones

cosa = 1,
sina ~ a,
cosh =~ 1,
sinf =~ 0,

Las variables elevadas al cuadrado o productos entre variables son iguales a
cero.

3.3.1. Balancin

A partir de la figura 3.7 se definen las ecuaciones de las fuerzas que inter-
vienen en el sistema

mi + bi + mhf — mab? —mgsinb = f, (3.9)
(J +mh?+2mzi+mz?)0+mhi+bhi —mgh sin § —mgaz cos § — M sgesin ) = 0,
(3.10)
al despejar a & en la Ec. 3.9
. bi
;'L*:i—hH—l—xGQ—&—gsinG——x, (3.11)
m m
obteniendo a 6 en la Ec. 3.10:
é:mghsin9+mgxcos9+Msgcsin97mhifbhx" (3.12)

J + mh? + 2mai + ma?
sustituyendo la Ec. 3.11 en la Ec. 3.12:

mgax cos O + Msgesin — fh — mha6?
J + 2maif + ma?

9.:

)
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finalmente se sustituye 0 en la Ec. 3.11 para obtener &

: l H _ 2 2,.092
+ 262 4 gsinf — b—x - fimgz cos 0 + hMsge Sl? 0= fh® — mh7zd ,
m J + 2maxz0 + ma?

. f

T ==
m

al linealizar y agrupar los términos

mgx + Msgc — hf

0= 7 ,
_ (mh*+J)f  g(Mshc—J)0+mghx b
N Jm a J o m’
representando al sistema en variables de estado
i 0 0 1 0] [« 0
0 0 0 0 1|10 0
i __mgh _ g(Mshc—J) b 0 i + mh3+.J f7
0 ”LJ @ Om ol 16 i@
J J J

donde
x y & son la posicién y velocidad del carro respectivamente
0y 6 son la posiciéon y velocidad angular del balancin respectivamente
f es la fuerza aplicada al carro
c es la distancia del punto de pivote del balancin al riel
h es la distancia de la base del balancin al riel
J es la inercia del balancin
M s es la masa del balancin mas el riel
m es la masa del carro
g es la aceleracién gravitacional
b es el coeficiente de friccion viscosa entre el carro y el riel.

Al susituir los valores se tiene como resultado las siguientes matrices

@ 0 0 1 0] [ 0

0| 0 0 0 1| | 0

i@ 16674 91451 —03846 0| |#| T | 1.9600 |
0 11.9101  4.5350 0 0| |6 —0.3279

donde la matriz A tiene los valores caracteristicos A(A) = {3.4447,—0.1234 +
3.0698¢, —0.1234 — 3.0698:, —3.5825}, de lo anterior es claro que el sistema en
tiempo continuo es inestable.
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Figura 3.7: Balancin

Cuando se discretiza el sistema se tienen las nuevas matrices Ad y Bd para el
tiempo discreto. Una vez utilizado el método de retenedor de orden cero (ZOH),
el resultado es el sistema en tiempo discreto

i 0.9999 0 0.008 0 T 0

0| 0 1 0  0.008 |0 0

i —0.0133 0.0731 0.9969 0 #| T | 00157 |
0 0.0953  0.0363 0 1 0 —0.0026

en donde la matriz Ad tiene los valores caracteristicos A\(Ad) = {1.0279,0.9987+
0.02454,0.9987 — 0.0245¢,0.9717}. Con estos valores caracteristicos se sabe que
el sistema es inestable, ya que al menos uno se encuentra fuera del circulo de
radio unitario.

El siguiente paso es comprobar la controlabilidad del sistema linealizado,
para lo cual se obtiene el rango de la matriz de controlabilidad

rango(opar) = 4,

con lo que se comprueba que el sistema linealizado es controlable.

Para el disefio de un control difuso es necesario hacer un anélisis empirico
del sistema. Se sabe que cuando el carro permanece a la izquierda del centro
del riel (referencia), entonces el balancin tiende a caer hacia el lado izquierdo;
lo mismo ocurre cuando el carro se encuentra a la derecha de la referencia. Por
otra parte, entre mas alejado se encuentre el carro del centro del riel, mas rapido
cae el balancin. En caso de que éste se encuentre inclinado, basta con mover el
carro al lado contrario para hacer contrapeso y lograr que el balancin pueda
equilibrarse.
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En resumen el carro debe estar al lado contrario de la inclinacién del bal-
ancin, cuando éste logre estar centrado, entonces el carro deberd mantenerse en
el centro del riel para que el balancin no pierda el equilibrio.

3.3.2. Péndulo

Esta parte del sistema se modela mediante ecuaciones diferenciales, que rep-
resentan a las fuerzas involucradas en la dindmica de la barra y del carro,
obtenidas a partir de la figura 3.8

1

gmLQd =VLsina — HLcosa, (3.13)
V —mg = —mL(dsina + &2 cos a), (3.14)
H —m# = mL(dcosa — é*sina), (3.15)

donde tanto H como V son fuerzas que se presentan en el punto de pivote; estas
fuerzas son producto del movimiento del carro y son, respectivamente, la fuerza
en el eje horizontal y la fuerza en el eje vertical.

La suma de fuerzas de interés, que acttian sobre el carro es

f=Mi+bt+ H. (3.16)
De la Ec. 3.15 se despeja a la fuerza H y al sustituirla en la Ec. 3.16
f=(M+m)i+mL(Gcosa — a?sina) + bi. (3.17)
De la Ec. 3.17 se encuentra una relaciéon entre & y & descrita por

. fH+mL(d®sina — dcosa) — bi
Tr =
M+m

)

se despeja a la fuerza V de la Ec. 3.14, y ya conociendo a la fuerza H, se pueden

sustiuir estas dos fuerzas en la Ec. 3.13

1

gmLQd = (mg—mL(ésin a+&? cos a)) Lsin a—(mL(é cos a—d&? sin a)+mi) L cos a,
(3.18)

de la Ec. 3.18 se agrupan términos para finalmente encontrar otra relacién entre

Ty a

. _3gsina 3Zcosa

o = 3
4 L 4 L
de las relaciones obtenidas entre & y ¢& es posible despejar ambas variables:

f—bi+mLd®sina — %mg cos asin«

(M 4+ m) — 2mcos?® o

T = ,

(M +m)gsina — cosa(f + mL&?sina — bi)
3L(M +m) — Lm cos? « '

d:
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Al linealizar y agrupar términos,

f—bx — %mga

(M +m)—3m’

(M 4+ m)ga — f + bi
$L(M +m)—Lm

Si se representa al sistema en variables de estado

n 0 0 1 0 " 0

& 0 0 0 1 o 0

=g _gme LS SIS N

: e | R e

A m b : SR S

@ 0 %L(M-&-m)_ng TL(M+m)—Lm 0 L« 2L(M+m)—Lm
donde

x y & son la posicién y velocidad del carro, respectivamente

a 'y & son la posicién y velocidad angular del péndulo, respectivamente
f es la fuerza aplicada al carro

L es la distancia del pivote al centro de masa de la barra

m es la masa de la barra

M es la masa del carro

g es la aceleracién gravitacional

b es el coeficiente de friccién viscosa entre el carro y el riel.

Al sustiuir los valores

i 0 0 1 0] [« 0
al o o 0 1] |a 0

#| = |0 —29213 —03463 of |&| T | 1316 |
i 0 297687 08117 0] |a —4.0584

donde la matriz A tiene los valores caracteristicos A\(A) = {0,5.4182, —5.4981, —0.2665},
de lo anterior es claro que el sistema en tiempo continuo es inestable.

Al discretizar el sistema se obtienen las nuevas matrices Ad y Bd para el
tiempo discreto. Una vez utilizado el método de retenedor de orden cero (ZOH),
el sistema resultante en tiempo discreto es

T 1 0 0.008 0 x 0

al |0 1 0 0.008| |o 0

Z| [0 —0.0233 0.9972 0 z + 0.0138 !
o 0 0.2381 0.0065 1 o —0.0324
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Figura 3.8: Péndulo invertido

Para comprobar la estabilidad del sistema se observan los valores propios
de la matriz Ad, los cuales son A\(Ad) = {1,1.0443,0.9570,0.9979}. A partir de
estos valores caracteristicos se determina que este sistema es inestable en lazo
abierto, pues uno de los valores caracteristicos esta fuera del circulo de radio
unitario.

De la misma forma que ocurre con el balancin, es importante comprobar la
controlabilidad del sistema mediante el rango de la matriz de controlabilidad

rango(opar) = 4,

con lo que se comprueba que el sistema, linealizado es controlable.

Al igual que ocurre con el balancin, es necesario hacer un anélisis empirico
del sistema. Cuando el péndulo se encuentra cayendo hay que compensar el
movimiento, moviendo al carro rdpidamente hacia el mismo lado hacia el cual
cae aquél, de esta manera se evita que la barra caiga totalmente. No obstante,
hacer que el carro converja a la referencia es un problema distinto al caso del
balancin, pues se tiene como prioridad mantener en posicién vertical a la barra,
ain cuando esto signifique alejar al carro del centro del riel.

3.3.3. Sistema péndulo-carro-balancin

Al unir los dos sistemas ya modelados anteriormente, se obtiene el sistema
de la figura 3.9, el cual tiene més estados y cuenta con una sola entrada al
igual que los dos anteriores; ademas presenta fenémenos no lineales. El modelo
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matematico se obtiene a partir de los modelos expuestos en [18, 22|, haciendo
las adecuaciones necesarias para una sola masa.

f mi1 M1z Mmiz| |41 ci1 ci2 ciz| |[q1
0 = |ma21 M2z Ma3| [q2| + [C21 C22 cC23| |q2| +
0 |m31 M3z ma3| 43 c31 C32 C33] |43
| —
M c
di1 di2 diz| [q1 g1
do1 dop dosz| |[g2| — |92],
|d31 dz2 ds3| |43 g3
D be
donde
mi1 = Me + My C23 = 32

Mmi2 = Ma1 = hmi1 + mpLcosa

mi3 = m31 = mpL cosa

32 = mpLO(hsina + z cos a)

di1 =0
mag = my(h?+ 2%+ L?+2L(hcos a — 1
zsina)) + me(h? + 22) + J d,, = O0vn # 11
meg = ms2 = myL(L + hcosa — )
zsina) g1 = —g(me+my)sind

msz3 = mpL2

ci1 =c31 =c33 =0

g2 = —g(zme+mp(2+Lsin(0+a)))+
mgcsin 6

g3 = —gm.Lsin(f + a)

C12 = M12
€13 = M13 QG =z
Co1 = 29z(mp +me)
g =10
c22 = —2Lmy(a(hsina + zcosa) +
Zsina) g3 =«

Para este modelo se describe la relacién voltaje-par en el motor, mediante
algunos valores nominales de éste, teniendo como resultado la relacién

_ KngU

2 2
KK,

! Rr

donde

Rr2 7’

z y 2 son la posicién y velocidad del carro, respectivamente

0 y 6 son la posicion y velocidad angular del balancin, respectivamente
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a 'y & son la posicién y velocidad angular del péndulo, respectivamente
L es la distancia del pivote al centro de masa de la barra

m es la masa de la barra

c es la distancia del punto de pivote del balancin al riel

h es la distancia de la base del balancin al riel

J es la inercia del balancin

M:s es la masa del balancin mas el riel

m es la masa del carro

g es la aceleracién gravitacional

b es el coeficiente de fricciéon viscosa entre el carro y el riel

R es la resistencia en la armadura del motor

Km es la constante del par del motor

r es el radio del engrane del motor

Kg es la relacion de transformacion en la caja de engranes del motor
f es la fuerza aplicada al carro

v es el voltaje aplicado al motor.

Para poder expresar el modelo en variables de estado es necesario despejar
el vector ¢, lo cual resulta en la ecuacion

j=-M"'Di—M1CG— MG+ M. (3.19)

El sistema en variables de estado tiene la forma

~[).

de la ecuacién 3.19 se obtiene el sistema no lineal representado en variables de
estado

3
6
o
fi(z,0,0, 2,0, 6, f)
fa(z,0,0, 2,0, 6, f)
fa(z,0,0, 2,0, 6, f)
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Figura 3.9: Sistema péndulo-carro-balancin

Una vez linealizado el sistema mediante los jacobianos, se sustituyen los
valores y se obtiene el sistema lineal

@ 0 0 0 1 0 0 x
6 0 0 0 0 1 0 0
al 0 0 0 0 0 1 o
il T |-24049 93893 —5.1159 —15.601 —0.3517 —0.1449| |
) 17.178 27904  5.6435  2.5979  0.0586  0.0241 | |6
& |—17.178 —2.7904 38437 4502  1.0148  0.4182 | |a
[0
0
0
3.3936 |
—0.5651
| —9.7927

la matriz A tiene los valores propios A(4) = {—15.8796, 5.6590, 2.3267, —1.0578+
2.4095¢, —1.0578 — 2.40957, —5.1148}, por lo cual el sistema en tiempo continuo
es inestable.

Al discretizar el sistema se obtienen las matrices Ad y Bd para el tiempo
discreto. Una vez utilizado el método de retenedor de orden cero (ZOH), se tiene
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como resultado el sistema en tiempo discreto.

& 1 0 0 0.007 0 0 T
] 0 1 0 0 0.008 0 9
al 0 0 1 0.001 0 0.008 | |«
#| T |-0.0182 0.0706 —0.0387 0.8824 —0.0024 —0.0012| |&| "
g 0.1372  0.0231  0.0448  0.0201 1 0 6
é | —0.1405 —0.0093 0.3012 0.3388 0.0076  1.0044 | |&
[0
0
0
0.0256 |
—0.0043
| —0.0738

Para comprobar la estabilidad del sistema se observan los valores propios de
la matriz Ad, los cuales son A(Ad) = {0.8807,1.0463,1.0188,0.9914 + 0.01911,
0.9914 —0.01914,0.9599}. De dichos valores propios, se determina que el sistema
es inestable en lazo abierto, debido a que dos de sus polos se encuentran fuera
del circulo de radio unitario.

Para determinar la controlabilidad de este sistema, se verifica el rango de la
matriz de controlabilidad, teniendo como resultado

Ta’ngo(gcompleto) = 67

con lo que se comprueba que el sistema linealizado es controlable.

Al analizar este sistema, se observa un caso particular que limita en forma
fisica a éste. Cuando el balancin tiene una inclinacién mayor o igual a 4°, en
sentido horario o antihorario, la barra del péndulo tiende a caer hacia el lado
inclinado. Para compensar la caida de la barra, el carro se mueve hacia el mismo
lado hacia el cual esta inclinado el balancin, provocando que éste se incline atn
més. Lo anterior ocurre hasta que el balancin no se puede inclinar mas y el carro
se topa con el fin del riel, haciendo que la barra del péndulo caiga.

Debido a lo anterior se debe evitar una inclinacién pronunciada del balancin.

3.4. Tarjeta de Adquisicién

La tarjeta utilizada para adquisicién y escritura de datos es la USB-6009 de
National Instruments, la cual es una tarjeta de bajo costo que tiene las siguientes
caracteristicas de interés

= 12 puertos digitales entrada/salida

= 8 puertos analégicos de entrada, los cuales equivalen a 8 canales de adquisi-
cién en Single-Ended Mode o 4 canales de adquisiciéon en modo diferencial,
entre cada puerto de entrada y la tierra interna de la tarjeta puede existir
una diferencia de potencial maxima de +10V
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= 2 puertos analogicos de salida con un rango de trabajo de £5V
= una referencia a 5V y otra de 2.5V

= una tasa méaxima de muestreo de 42 mil muestras/segundo, cuando se
trabaja con més de un canal, esto equivale a un tiempo de muestreo de
aproximadamente 0.02ms, este tiempo depende del programa utilizado
para la comunicaciéon con la tarjeta,

= convertidores D/A de 12 bits y un convertidor A/D de 14 bits

= una precisién en las entradas analégicas de 14.7V para el caso del Single-
Ended Mode y de 7.73V para el caso del modo diferencial manejando un
rango de £10V que es el utilizado

» una frecuencia de actualizacion de 150H z para las salidas analogicas (esta
frecuencia depende del software), lo cual equivale a un tiempo de escritura
de 6.67ms

= un ruido nominal en las entradas analdgicas de 0.73mVrms en el caso del
Single-Ended Mode y de 0.37mVrms para el modo diferencial.

De los datos anteriores se determina que el menor tiempo de muestreo es de
aproximadamente 7ms ya que se realizan las operaciones de lectura y escritura,
ademas resulta conveniente utilizar el modo diferencial ya que presenta un menor
ruido y una mayor precision.

La interfaz que utiliza para este trabajo es Simulink, debido a que LabView
(software de National Instruments) requiere de un tiempo de muestreo mayor
para ejecutar las operaciones necesarias. Por su parte Visual Basic con el cual se
trabajo en [11], brinda un mejor tiempo de muestreo, pero presenta la desventaja
de no poder mostrar los datos adquiridos en tiempo real.



Capitulo 4

Diseno de controladores

A lo largo de este capitulo, se disefian los controladores para cada sistema.
Ademas se muestran los resultados obtenidos a partir de simulaciones realizadas,
con el fin de conocer el desempeno de cada controlador disenado.

4.1. Diseno de controladores lineales

Los controladores se disenan con base en los modelos en tiempo discreto
obtenidos en las secciones 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3, respectivamente.

4.1.1. Balancin

Al disenar el control lineal del balancin, se considera que el estado de mayor
importancia es la posicién de éste. El criterio para elegir las matrices Q y R, es
el siguiente

= el gasto energético no debe ser demasiado alto, pues puede provocar os-
cilaciones al momento de implementar fisicamente

= los estados deben converger en el origen
= ¢l tiempo de asentamiento debe ser el menor posible

= el controlador debe ser capaz de estabilizar al sistema cuando las condi-
ciones iniciales tengan valores fisicamente posibles.

Tras varias simulaciones, se proponen las matrices que mejor cumplen con
el criterio, que son

100 0 0 0
0 5000 0 0

Q=109 0o 1 ol
0 0 0 10
R =0.25,
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con las cuales se tiene una matriz P que resuelve la ecuacién algebraica de
Ricatti en tiempo discreto

0.7655 1.5093 0.0931 0.3951
p_ 1.5093 4.1311 0.1824 0.8697 % 10°
~10.0931 0.1824 0.0118 0.0481 ’

0.3951 0.8697 0.0481 0.2176
después de sustituir valores en la ecuaciéon 2.3, se obtiene la matriz de ganacias

k:[160.1983 218.2106 22.4401 69.3094].

Con la matriz k se forma el sistema (A— Bk), que tiene valores caracteristicos
A(A—Bk) = {0.9581+0.05427,0.9581 —0.0542¢,0.951+0.01344,0.951 —0.0134:}.
Al estar contenidos dentro del circulo de radio unitario, los valores propios son
estables; con esto se asegura que el comportamiento del sistema realimentado
es estable. Finalmente la senal de control est4 dada por

x
0
U= — [160.1983 218.2106 22.4401 69.3094] i
0
Posicion carro Posicion balancin
02 0.15
g 0.1F
0 5 005
g
2
a or
0 OIS 1 1I5 2 215 3 4 050 015 1 WIS 2 215 3
Velocidad carro Velocidad balancin
1
! % naf,
= 02
bl 0
R g
£-02r
29 05 1 15 7 25 3 g 05 1 15 7 25 3
Tiempo {seg) Tiempo (seq)

Figura 4.1: Estados del sistema masa-balancin (simulacion)

Se realiza una simulacién para comprobar que los estados convergen en el
origen. Para la simulacion se emplea el modelo no lineal, se eligen condiciones
iniciales distintas de cero y se realimenta con la matriz de ganancias k. Las
condiciones iniciales elegidas son
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Senal de control

45

Fuerza (N)

05 1

Figura 4.2: Senal de

1
15
Tiempo (seq)

control para el sistema masa-blancin (simulacion)

Los resultados de simulacion se pueden observar en las figuras 4.1 y 4.2.

A partir de la simulacién, se puede concluir que el controlador logra esta-
bilizar al sistema sin sobrepasar sus limites fisicos. Ademaés, éste converge, ain
cuando las condiciones iniciales son lejanas al punto de equilibrio, por lo que la
regién para la cual es vélida la linealizacién es adecuada para la implementacion

fisica del controlador.

4.1.2. Péndulo

Para el caso del péndulo invertido, el punto de equilibrio es el origen. El
estado de mayor interés es la posicion de la barra del péndulo, por lo que en
la matriz @ se la da un mayor peso a este estado. Siguiendo el mismo criterio
que se utilizé para el balancin, se realizan varias simulaciones y se proponen las
matrices que mejor cumplen con el criterio, siendo

100 0
0 1000
Q= 0 0
0 0
R =0.25.

o= O O

o O O

—
o

Con estas matrices se encuentra una solucién a la ecuacién algebraica de
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Ricatti en tiempo discreto

1.2526 1.1187 0.6163 0.2785
p_ 1.1187 3.2035 0.838 0.4379 % 10
~ 10.6163 0.838 0.5003 0.2291 ’

0.2785 0.4379 0.2291 0.1121
después de sustituir valores en la ecuacioén 2.3 se obtiene una matriz de ganancias
k= [—17.2075 —90.9856 —17.4431 —15.7617} ,

con la matriz k se forma el sistema (A — Bk), el cual tiene como valores carac-
teristicos, A(A — Bk) = {0.8197,0.9196, 0.9895 + 0.009¢, 0.9895 — 0.009: }. Todos
los valrores propios del nuevo sistema, estan ubicados dentro del radio de circulo
unitario, por lo que el sistema se vuelve estable en lazo cerrado.

La senal de control es entonces

T
«
u=—[-17.2075 —90.9856 —17.4431 —15.7617] |
T
o'
Paosicién del camo %107 Posicién del péndulo
01 -
£ g’
g |
< 005 S -10F
OO 05 1 15 2 25 3 7200 05 1 15 2 25 3
Velocidad del carro Velocidad del péndulo
01 T T T 005 T T T
o3 )
£ 008 1 30
E o0 4 8005
- :
2 -0.05 E g -0
015 05 1 15 2 25 3 015 05 1 15 2 25 3
Tiempo (seq) Tiempo (seq)

Figura 4.3: La figura muestra el comportamiento de los estados del sistema de
péndulo invertido (simulacion)

Se realiza una simulacién empleando el modelo no lineal y con condiciones
inicales distintas de cero

0.1
0.002
0
0

Ty —
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Sefial de control
@ T T T T T

Fuerza {N)

15
Tiempo (seg)

Figura 4.4: Sefial de control para el péndulo invertido (simulacion)

Los resultados de la simulacién muestran que los estado convergen al punto
deseado. Lo anterior se logra sin sobrepasar los limites fisicos del sistema, ademés
las condiciones iniciales propuestas son lejanas al punto de equilibrio, pudiéndose
observar que la regién en la cual es vélida el modelo lineal, es adecuada para la
implementacién fisica del controlador disenado.

Las figuras 4.3 y 4.4, muestran el resultado de cerrar el lazo de control,
realimentando al sistema con la matriz de ganancias k.

Se puede concluir, que el controlador disenado cumple con el objetivo de
estabilizar al sistema; ain cuando éste se aleje del punto de equilibrio. Los
estados no sobrepasan los limites fisicos del sistema.

4.1.3. Sistema péndulo-carro-balancin

Para el caso del sistema de péndulo-carro-balancin las tres posiciones mane-
jadas son de suma importancia. Si la barra del péndulo llega a desviarse £0.122rad
respecto al eje vertical, el motor no tiene el par suficiente para levantarla de nue-
vo, por tanto a este estado es al que mayor peso se le otorga en la matriz Q.
Cuando la masa esta lejos del origen, provoca una inclinacién en el balancin,
dicha inclinacién hace que la barra tienda a caer; cuando la barra tiende a caer
hace que el carro cambie su posicion para compensar la caida. Lo anterior provo-
ca que las posiciones del carro y del balancin tengan pesos similares a las de la
barra en la matriz Q.

Para este sistema se sigue utilizando el criterio de los disenos anteriores para
la selecciéon de las matrices; después de realizar varias simulaciones se proponen
@ y R con los siguientes valores

700 O 0 0 0 O

0 600 O 0o 0 O

|10 0 1000 0 O O
@= 0 0 0 10 0 0|’

0 0 0 0 30 O

0 0 0 0 0 300
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con las cuales se tiene una matriz P que resuelve la ecuacién algebraica de
Ricatti en tiempo discreto

9.9316 7.3674 4.6111 2.2585 2.5147 0.6478
7.3674 6.2569 3.592 1.7784 2.0146 0.5091

p_ 4.6111 3.592 2527 1.1427 1.187 0.3349 < 10°
2.2585 1.7784 1.1427 0.5713 0.5814 0.1674 ’
2.56147 2.0146 1.187 0.5814 0.6815 0.165

0.6478 0.5091 0.3349 0.1674 0.165 0.0498
después de sustituir valores en la ecuacién 2.3 se obtiene una matriz de ganancias
k= [—346.483 —309.2034 —256.3999 —105.42 —95.5249 40.3441} ,

con la cual se forma un sistema (A—Bk), el cual tiene como valores propios A(A—
Bk) = {0.2725,0.9902+0.03194, 0.9902—0.0319i, 0.955, 0.9275+0.0046, 0.9275—
0.0046¢}, a partir de estos valores caracteristicos se puede determianr que el
sistema en lazo cerrado, realimentado con la matriz de ganancias k se vuelve
estable.

La senal de control del sistema estd dada por

u=—[—346.483 —309.2034 —256.3999 —105.42 —95.5249 40.3441]

Q- K O X

En las figuras 4.5 y 4.6 se muestra el resultado de una simulacién del con-
trol previamente diseniado, para unas condiciones iniciales cercanas al punto de
equilibrio, las cuales estan dadas por

en donde se puede observar, que los estados del sistema convergen al punto

deseado, sin superar los limites fisicos de aquél. Por lo que el sistema se vuelve
estable en lazo cerrado, al realimentarse con la matriz de ganancias k. Sin em-
bargo, para implementar el controlador en forma fisica, es necesario realizar
simulaciones en donde las condiciones iniciales se encuentren méas alejadas del
punto de equilibrio. Debido a esto se eligen las siguientes condiciones iniciales
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Fosicidn carro Pasicidn balancin

001 001
E 0005 g 0 g
5 5 s
5 7 00 z
o @ @
o -0005 £ -002 g
0 2 4 s g 2 4 6
Velocidad carro Velocidad balancin
008 0.04
T 004 g o
E & &
o 002 Z 0oz =
o @ ol
G 0 = =
z E 8
= -002 g 0 T
0045 2 4 & 0 2 4 8
Tiempo {seq) Tiempo (seq)

Figura 4.5: La figura muestra el comportamiento de
péndulo-carro-balancin (simulacion)

Sefial de control

49
Pasicién péndulo
003
002
0.0
0
A 2 4 6
Velocidad péndulo
005
0
-0.05
-0
015 2 4 6
Tiempo (seq)

los estados del sistema

i T T T T T T T

Fuerza (N)

02 L L i L il L L

2 25
Tiempo (seq)

Figura 4.6: Senal de control para el sistema péndulo-carro-balancin (simulacién)

Se puede apreciar en la figura 4.7, que el sistema no logra estabilizarse dentro
de los limites fisicos de éste. Lo que significa que el modelo lineal, no es valido
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Posicidn carro Fosicidn balancin Posicidn pendulo
02 005
= = 0.15 =
E 0.1 g 8 0
= b=
5 o - 5 005
& o (005 o
o w o
a -01 g 0 g 01
02 -005 -015
0 2 4 5 0 2 4 § 0 2 4 §
Velocidad carmo Velocidad balancin Velocidad pendulo
1 1
T 2 o4 o)
£ os 3 - 30 [\/\/———
g o = B
2 Z 0 =
2 05 = c 5
= 202 2"
1 04 -3
0 2 4 53 0 2 4 ] 0 2 4 ]
Tiempo (seq) Tiempo (seq) Tiempo (seg)

Figura 4.7: La figura muestra el comportamiento de los estados del sistema
péndulo-carro-balancin con la masa lejos del punto de equilibrio. Simulacién

para la toda la regién en la que el sistema opera en forma fisicaados. De esta for-
ma se concluye que el controlador disenado, no es adecuado para implementarse
de manera fisica.

4.2. Diseno de controladores no lineales

Los controladores se disenan con base en el anélisis realizado en las secciones
3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3 respectivamente.

4.2.1. Control difuso para el balancin

El control difuso para el balancin, se basa en el anélisis empirico realizado
en la seccion 3.3.1. Se consideran tres entradas, las cuales son la posicién del
carro, la posicion del balancin y la velocidad de éste. Se elige un sistema de
tipo Singleton debido a que la desdifusion es simple y requiere menor tiempo
de procesamiento, por su parte se eligen funciones de membresia triangulares
y cuadradas ya que con estas se pueden evitar traslapes no deseados. Cada
variable de entrada cuenta con cinco conjuntos difusos que la describen, esto
con la finalidad de tener un control suave. Las etiquetas lingiiisticas son

¢ centro
i, d ligeramente izquierda o derecha, respectivamente

mi, md muy a la izquierda o derecha, respectivamente.
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Si se propone una regla para cada posible combinacién de conjuntos difusos,
se tiene un total de 125 reglas. No obstante, sintonizar todas esas reglas eleva
la complejidad del problema. Debido a lo anterior se descartan situaciones que
fisicamente no son posibles, por ejemplo, cuando el balancin y el carro se ubican
en un mismo lado, no es posible que la velocidad del balancin se dirija al lado
contrario. Haciendo esa suposicién, dnicamente son necesarias 75 reglas. No
obstante, con el fin de tener un controlador més suave se agregan casos generales
en los que la velocidad del balancin tiene un sentido contrario a la posicién del
carro. De esta manera se forma un sistema de 83 reglas difusas; en donde para
cada una se propone un valor de salida constante.

A diferencia de los controladores lineales previamente disefiados, la salida del
controlador difuso, es una senal de voltaje y no de fuerza o par. Dicha senal de
voltaje se encuentra dentro del rango de operacién de la tarjeta de adquisicion,
y ademas considera la zona muerta del motor. De esta forma se evita tener que
hacer modificaciones a la senal de salida del sistema difuso para implementarse
en forma fisica.

La tabla 4.9 muestra las 83 reglas difusas que conforman al controlador, asi
como su respectivo valor de salida.

plot poirts:
Membership function plots e

mi i [} d me

1 1 1 1 1 1 1
-0.4 03 -0z -0.1 o 01 0z 03 04
input variable "poscar”

Figura 4.8: Conjunto difuso para la posicién del carro
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Figura 4.9: Reglas difusas para el sistema de masa-balancin
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plot poirts:
Membership function plots B
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Figura 4.10: Conjunto difuso para la posicién del balancin

plot poirts:
200
Membership function plots

mi i [ d mel

05+ =

input variable "velbal"

Figura 4.11: Conjunto difuso para la velocidad del balancin

Las figuras 4.8, 4.10 y 4.11 muestran los conjuntos difusos que conforman a
cada variable de entrada. La distancia maxima del carrito al centro es de 40cm,
la inclinacién méaxima del balancin es de 6.9°y la velocidad méxima de éste es
de 0.9%; estos limites son importantes porque son los maximos valores que las
variables de entrada pueden tomar, para que el controlador funcione de manera
adecuada. Por lo que es conveniente saturar los valores de entrada en los limites
ya mencionados.

Por su parte, las figuras 4.12 y 4.13 muestran las superficies formadas a
partir de las reglas difusas. Estas superficies tienen pendiente negativa o nula
en todo momento, por lo que su derivada también es negativa o nula; de lo que
se puede determinar que el sistema en lazo cerrado es estable al realimentarse
con el controlador difuso. En caso de que se desee un control mas suave, se
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debe incrementar el numero de conjuntos difusos que forman a las variables de
entrada, sin embargo esto provoca un mayor numero de reglas difusas, haciendo
mas dificil sintonizar al sistema.

A diferencia de los controladores lineales, este controlador no puede presentar
valores mayores a 5V o menores a 0V, por lo que el gasto energético debe de
ser menor. No obstante, es probable que la respuesta sea mas lenta debido a la
misma situacion.

Figura 4.12: Superficies generadas por las variables de entrada del sistema masa-
balancin

Figura 4.13: Superficie formada por las variables de entrada del sistema masa-
balancin
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4.2.2. Control difuso para el péndulo invertido

En los trabajos [10, 8, 11], se ataca el problema del péndulo invertido por
medio de un sistema difuso; presentando variantes en el sistema o en la forma
de emplear el control difuso. Los trabajos antes citados sirven de referencia, sin
embargo el objetivo es atacar al problema de una manera diferente. Se propone
realimentar al sistema con diferentes matrices de ganancia, obtenidas a partir de
controladores LQR, y un controlador difuso que se encargue de la conmutacién
entre dichas matrices. De esta forma el controlador difuso, decide cual es la
matriz mas adecuada para los valores de los estados del sistema en ese intante.
En la figura 4.14 se muestra el esquema del controlador propuesto.

Planta

1 Conmtacion (-

Controlador Difvzo

Figura 4.14: Esquema del controlador disenado para el sistema de péndulo in-
vertido

plot poirts:
Membership function plots PDD

mi ci [ =2 mel

-025 -02 -015 =01 -00s5 a 005 a1 015 0z 025
input variable "poscar

Figura 4.15: Conjuntos difusos para la posiciéon del carro
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plot points:
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Figura 4.16: Conjuntos difusos para la posicién del péndulo

plot points:
Membership function plots
T T T T T T T
mi i [:] d mel

input varisble "velcar"

Figura 4.17: Conjuntos difusos para la velocidad del carro

Los estados del sistema se definen mediante conjuntos difusos, como se mues-

tra en las figuras 4.15, 4.16, 4.17 y 4.18. En estas figuras se observan los intervalos
de cada variable de entrada, asi como las funciones de membresia que describen
a cada conjunto, las cuales son del tipo gaussiano ya que los traslapes definiran
en qué grado se activa cada matriz de ganancia. Las etiquetas lingiiisticas son
las mismas que las utilizadas para el balancin.

El siguiente paso es definir las situaciones diferentes en las que se puede

encontrar operando el sistema, las cuales son:

= El carro se encuentra lejos, pero la barra esta cerca de la posicién vertical
= Tanto el carro como la barra se encuentran lejos del punto deseado

= El carro y el péndulo se encuentran cerca del punto deseado
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plat points: b
Membership function plots o

input variable "welpen"

Figura 4.18: Conjuntos difusos para la velocidad del péndulo

= El péndulo se encuentra muy lejos de la posicién vertical, en este caso no
importa la posicion del carro.

Para obtener las matrices de ganancia es necesario resolver la ecuacién al-
gebraica de Ricatti para tiempo discreto, variando los pesos de los estados en
la matriz @ y siguiendo el criterio utilizado para los controladores lineales. Por
su parte el gasto energético es igual para los cuatro casos siendo R = 0.25. Las
matrices de ganancia k; son

800 0 0 0
|0 15000 0 0
Q=1 0 1 o0}

0 0 0 10

50 0 0 0
0 2000 0 O

Q=1 o 1 ol
0 0 0 10

ke =[-12.1 —105 —15.8 —15.5],

15000 0 0 0
0 8000 0 O

Qs = 0 0 1 0]’
0 0 0 10

ks =[-63.5 —216.4 —52.3 —33.2],
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00 0 0 0

0 1000 0 O
Q=1 0 1 ol

0 0 0 10

ky=[-172 —91 —174 -15.8].

El sistema difuso utilizado es de tipo Takagi-Sugeno, de esta forma las matri-
ces de ganancia obtenidas expresan valores asignados a las reglas de correspon-
dencia. Cuando se hace la desdifusion el sistema hace un promedio ponderado,
el cual indica en qué grado se activa cada una de las matrices de ganancia,
dependiendo de las lecturas obtenidas de los estados del sistema.

Figura 4.20: Superficies formadas por las variables de entrada del sistema

En las figuras 4.19, 4.20 y 4.21 se observan las superficies de control, las
cuales poseen una pendiente negativa en todo momento y son claramente més
suaves que las del balancin.

Por su parte en las figuras 4.22 y 4.23, muestran el comportamiento de
los estados, asi como la senal de control del sistema. Las condiciones iniciales
elegidas para la simulacion son las mismas que se eligieron para el diseno del
controlador lineal; teniendo resultados muy similares en ambos casos. El sistema
en lazo cerrado se vuelve estable, sin sobrepasar los limites fisicos de los estados,
por lo que es posible implementar este controlador de manera fisica.
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Capitulo 5

Resultados experimentales

En este capitulo se exponen las soluciones a los problemas relacionados con el
manejo fisico de las seniales, necesarias para la implementacién fisica de los con-
troladores disefiados en el capitulo anterior. Ademas, se muestran los resultados
experimentales obtenidas a partir de lecturas fisicas del sistema realimentado
con los controladores diseniados en el capitulo anterior.

5.1. Acondicionamiento de las senales

Para acondicionar las senales de los potencidémetros se conectan a 12V y
tierra, tomando la medicion de la terminal central. Esto se ilustra en la figura 5.2.
Posteriormente se obtiene una ecuacién lineal que relacione voltaje y posicién;
de esta manera la tarjeta obtiene una lectura de voltaje que se puede interpretar
para saber en qué posicién se encuentra el carro, el balancin o el péndulo.

La obtencién de las ecuaciones lineales que relacionan la posicién con el
voltaje se hace de forma experimental, tomando varias mediciones de voltaje en
diferentes posiciones y realizando una regresion lineal del tipo Az + B.

Para el caso del potenciémetro ubicado en el carro, la recta que describe la
relacion entre el voltaje y la posicion estd dada por z = 0.2454V,5¢cqr — 1.4149,
donde z es la posicién expresada en metros. La recta que describe la relaciéon
entre la posiciéon y el voltaje en el potenciémetro que detecta el movimiento
del péndulo es o = —0.3863V,0tpend + 2.276, donde « es la posicién angular de
la barra y esté expresada en radianes. Por su parte la relacién posicién-voltaje
en el potenciémetro del balancin, esta descrita por 0 = —0.0774Vo1pa1 + 0.512,
donde 0 es la posiciéon angular del balancin expresada en radianes; para el caso
del modelo del sistema de péndulo-carro-balancin, la recta anterior cambia de
signos, esto se debe a que en el modelo se consideran angulos positivos aquellos
que tienen un sentido antihorario.

También es necesario filtrar las senales adquiridas por los potenciémetros
debido a que existe una gran cantidad de ruido en ellas. Vease A.3
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Potenciémetro

del péndulo
Motor

Potenciémetro
del carro

Potencidmetro
del balancin

Figura 5.1: En la figura se muestran los potenciémetros y el motor
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Figura 5.2: Conexion de los potenciémetros

5.2. LQR balancin

Al implementar de forma fisica el controlador disenado en el capitulo ante-
rior, se obtienen los resultados mostrados en las figuras 5.3 y 5.4. El sistema
fisico tiende a estabilizarse en el punto deseado, ademas es capaz de compensar
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pequenas fuerzas externas aplicadas sobre el riel balancin; los resultados mues-
tran un error aproximado de 0.02rad y de 2c¢m, en las respectivas posiciones.
A partir de lo observado se determina que el controlador cumple con la funcién
de mantener al riel del balancin en una posicién cercana a la linea paralela a la
base de éste, siendo el objetivo principal del control implementado.

Los resultados experimentales muestran un sobrepaso importante en la senal
de control, asi como oscilaciones en la posicién del carro. Lo anterior se debe a
una ganancia alta en la posicién del carro. No obstante, con la matriz @) elegida
se consigue estabilizar al sistema aproximadamente en 1.5seg, siendo este el
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mejor tiempo obtenido.

5.3. Control difuso para el balancin

Para implementar de manera fisica el controlador difuso disenado es nece-
sario reducir el tiempo de procesamiento requerido para el sistema difuso. Esto se
debe a que utilizar un bloque que evalie el sistema en tiempo real con Simulink,
consume demasiados recursos de computo, por lo que se forman tablas que con-
tengan valores de salida correspondientes a combinaciones de valores de entrada.
Se hace un mapeo en el cual se evaluan valores de salida ante distintos vectores de
entrada, guardando los resultados en las tablas mencionadas; con éstas se realiza
una interpolacién lineal, la cual reduce el tiempo de procesamiento brindado un
valor casi idéntico al del controlador difuso. Lo anterior logra reducir el tiempo
necesario de 14ms a 10ms por muestra.
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Figura 5.5: Comportamiento de los estados y de la sefial de control para el
sistema masa-balancin controlado por métodos difusos

El desempeno del sistema se muestra en la figura 5.5, donde se observa
que el sistema en comparacién con el controlador lineal, tarda més tiempo en
llegar al punto deseado, no presenta tantas oscilaciones y el gasto energético es
considerablemente menor. De lo anterior se concluye que el controlador difuso
cumple con el objetivo de mantener al riel del balancin en una posicién cercana a
la linea paralela a la base de éste, presentando un error menor al del controlador
lineal con ganancias menores y siendo capaz de compensar fuerzas externas
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aplicadas al riel del balancin.

5.4. LQR péndulo

Al implementar de forma fisica el controlador lineal para el péndulo inver-
tido se tienen los resultados mostrados en las figuras 5.6 y 5.7. De los datos
obtenidos se observa que los estados del sistema, principalmente las posiciones,
presentan importantes oscilaciones; ademaés de lo anterior el carro no logra llegar
al punto deseado. No obstante, el controlador cumple con su principal funcién
que es mantener en una posiciéon vertical a la barra, siendo capaz de compensar
pequenas fuerzas externas aplicadas a ésta.
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Figura 5.6: Comportamiento de los estados del sistema de péndulo invertido

Sefial de control

50 T T T T

Fuerza (M)

-200F

_250 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Tiempo (seg)

Figura 5.7: Senal de control para el sistema de péndulo invertido
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Al igual que en el caso del balancin, la senal de control presenta un sobrepaso
grande, resultado de una ganancia alta. Sin embargo, esta ganancia es necesaria
para que el controlador responda rapidamente. Respecto a las oscilaciones en
la posicién del carro, el aumentar el peso de este estado resulta en oscilaciones
mucho mayores; mientras que el decrementarlo, hace que el error de convergencia
sea mayor.

5.5. Control difuso para el péndulo invertido

Para implementar el controlador difuso en forma fisica, debe realizarse una
interpolaciéon multilineal de una manera muy similar a la realizada en la seccién
5.3, con el fin de requerir menor tiempo de procesamiento para cada muestra.
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Figura 5.8: Comportamiento de los estados del sistema de péndulo invertido
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Figura 5.9: Senal de control para el sistema de péndulo invertido
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Las figuras 5.8 y 5.9 muestran los resultados obtenidos de las pruebas fisicas,
en donde se observa que el sistema tiende a estabilizarse en el punto deseado,
presentando pequenas oscilaciones y un error cercano a los 3cm en la posicion
del carro. El sistema no se estabiliza por completo, sin embargo evita que la
barra del péndulo caiga ain ante fuerzas externas aplicadas a ésta.

Haciendo una comparacién entre este controlador y el lineal, se hacen varias
observaciones, por ejemplo, este controlador tiene una respuesta mas rapida que
el lineal; asi mismo cuando se comparan las senales de control, se encuentra un
sobrepaso menor en este controlador, pero se pueden notar oscilaciones mayores
en su sefial de control. La diferencia més significativa se encuentra en el estado
de la posicién del carro, para el caso de este controlador las oscilaciones son
mucho menores, ademas de reducir el error.
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Capitulo 6

Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos, tanto tedrica como experimentalmente,
se puede hacer una comparacién entre las técnicas de control utilizadas en este
trabajo. Cada una presenta caracteristicas distintas, lo que hace que tenga ven-
tajas y desventajas ante la otra; en la implementacién fisica de controladores
para sistemas electrmecanicos. Algunas de las caracteristicas mas importantes
son

= los controladores difusos presentan un sobrepaso menor que los lineales

= Jos controladores lineales requieren un tiempo de procesamiento menor que
los difusos. Siendo para los primeros de aproximadamente 8ms, mientras
que en los difusos oscila entre 14ms — 16ms.

= ¢l error que presentan los controladores difusos es menor con respecto al
de los lineales

= el tiempo de asentamiento de los lineales es menor que los difusos, en gran
medida por la dificultad de sintonizar estos tultimos

= el gasto energético en los controladores lineales es mayor que en los difu-
sos, razén por la cual también se presenta una mayor saturaciéon en los
primeros.

Como ya se dijo los controladores difusos disefiados en esta tesis presen-
tan un error menor a los lineales. No obstante, también presentan un tiempo
de procesamiento mayor, lo que hace que se requieran técnicas de manejo de
datos, tales como la interpolacién vista en este trabajo; ademas se vuelven poco
practicos cuando el sistema tiene més de cuatro estados. Por su parte los con-
troladores lineales resultan menos complejos de disenar. Sin embargo, dependen
de un modelo matematico lineal, lo cual puede ocasionar que se vean muy afec-
tados por incertidumbres paramétricas o fenémenos no lineales ignorados en los
modelos. En conclusién, no se puede decir en forma general que alguna de las
técnicas de control utilizada en esta tesis sea mejor que la otra. Para tomar la
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decision de cudl usar se deben considerar varios factores, tales como el nimero
de estados, la dificultad para modelar al sistema, el conocimiento que se tenga
de éste, la rapidez de convergencia requerida y que tan afectado se ve por no
linealidades.

Para un sistema en el cual se tienen méas de cuatro estados, las no linealidades
no influyen demasiado en el comportamiento de éste o se cuenta con un modelo
matematico que lo describe de una manera precisa; resulta conveniente utilizar
un controlador del tipo LQR, debido a que su implementacién y sintonizacién es
sencilla en relacién con los controladores difusos. Por su parte cuando el sistema
presenta pocos estados, no es facil modelarlo o se tiene un amplio conocimiento
de su comportamiento; un controlador difuso es una buena opcién, debido a
la exactitud que puede llegar a tener, ademés de evitar los problemas que se
presentan al modelar el sistema. También se ha visto que el combinar ambas
técnicas puede resultar benéfico, pudiendo obtener mayor presicién, un tiempo
de asentamiento menor u oscilaciones menores.

Se puede pensar en utilizar el algoritmo de control LQG como técnica de
control lineal, con lo que se eliminan los filtros derivativos, evitando que la sefial
se atrase. Sin embargo, en los modelos utilizados en esta tesis no se consider-
an algunos fenémenos de friccion, por lo que dichos modelos presentan incer-
tidumbres. Los observadores se ven afectados por el error proveniente de las
incertidumbres paramétricas, haciendo que el desempeno de los controladores
LQG no sea el adecuado. Los métodos necesarios para eliminar incertidumbres
paramétricas, resultan complejos, razén por la cual se utilizan controladores
LQR.

En lo que se refiere al sistema de péndulo-carro-balancin, las técnicas de con-
trol que se utilizan en esta tesis no resultan adecuadas para lograr estabilizar a
este sistema. Se presentan limitaciones fisicas que ya se han expuesto en capitu-
los anteriores, las cuales alteran el comportamiento de éste. Ademas, la tarjeta
de adquisicién utilizada cuenta con un tiempo de escritura alto, provocando que
el controlador sea menos eficiente. Como trabajo futuro para lograr controlar
este sistema, se propone utilizar una tarjeta de adquisicién que tenga un tiem-
po de escritura menor; disenar un controlador que no dependa de un modelo
lineal y en caso de ser necesario desarrollar un modelo no lineal que contemple
incertidumbres paramétricas, logrando describir de una manera més adecuada
la dinamica del sistema. Esperando con lo anterior, poder aplicar técnicas de
control no lineal, que permitan estabilizar al sistema en un rango de operacién
mayor al obtenido en este trabajo, lo cual es necesario para implementar en
forma fisica un controlador para este sistema.



Apéndice A

Anexos

A.1. Regresion lineal

Una regresion lineal, intenta ajustar datos dispersos al comportamiento de
una recta. Existen varias maneras de hacerlo, el método que se utiliza para este
trabajo es el de minimos cuadrados.

Suponiendo la ecuacién de una recta en la forma,

y=mx+ b,
y un error
E=Y— ga
se intenta aproximar la recta estimada como
9= Po + fix.
De las ecuaciones anteriores, se hace un desarrollo para encontrar a BO y ﬁl
Tt =Sy~ ) L’ = 2y — fo — hiz)?,
al obtener las derivadas parciales respecto a Bo y B},

Ye?

e =2X(y — Bo — frz)(—1) =0,

Sy — o — frx) =0,
Sy —nfo— ¥z =0,
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Y2
9,

=23(y — fo — frz)(—z) =0,

2y — bo — brx)(z) = 0,
E.’lﬁy — 50233‘ — 3121}2 = 0,

Yy — ﬁlZ’x
n

nXxy — Yo — 312;162 =0,

nXay — Xy — f1YeXx —nb Xa? =0,
nXzy — YeXy+ f(Zz)? —nf Xa® =0,

de donde se despeja 31

A nXxy — YxXy
= A2
b nXx? — (Xx)2’ (4.2)

sustituyendo la ecuacion A.2 en A.1

s Xy nXoy-—YaXylw
bo = n nXa?— (Zx)2 n’
desarrollando
s XYy — YaXuy
bo = nXx? — (Xx)2
Con las ecuaciones A.3 y A.2 se aproximan los valores dispersos al compor-

tamiento de una recta, considerando que n es el nimero de datos con el que se
trabaja.

(A.3)

A.2. Interpolacién lineal y multilineal

Las tablas de datos, sirven para escenificar dependencias de datos entre
variables. Son comunmente utilizadas por que son sencillas de entender. Sin
embargo, carecen de continuidad y eso puede llegar a limitarlas; por ejemplo, al
buscar la relacién entre dos variables de la tabla en algtn valor que no exista
en ésta, aparentemente resulta inservible. No obstante, mediante los métodos
de interpolacién se puede resolver este problema. El método que se utiliza para
este trabajo es el de interpolacion lineal y multilineal.

Las condiciones para poder aplicar este método a una tabla de datos, son
tres:

Que todas la variables sean numeéricas y pertenezcan al conjunto de los niimeros
reales

En el caso de existir mas de una variable dominante, estas deben de ser inde-
pendientes entre si

Que la variable dependiente sea funcién de las variables dominantes.
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Al suponer el caso méas sencillo en el que tnicamente se tiene una variable
dominante = y una dependiente y, la tabla necesita tener al menos dos puntos,
Py = (Xo,Y0) y PL = (X31,Y7), si se desea conocer el valor de y para un valor
de = entre Xy y X1, se puede utilizar el método de interpolacién lineal; el cual
consiste en aproximar el comportamiento de los datos a un linea recta. Lo cual
se hace con la ecuacion

y= A+ Bz.

Considerando que se tienen dos puntos, se puede determinar B y A teniendo
las ecuaciones

Y, — Y,
B = 1 07
X1 — X,
A_YOXl—YlXO
X1 —Xo

De las tres ecuaciones anteriores se puede encontrar la siguiente relacién

X17$ ‘T*XO
y= Yo —
X1 —Xo X1 —Xo

Yla

donde se observa que cuando x — X entonces y — Yy y si x — X; entonces
y — Y7. Por su parte cuando x esta en un valor intermedio, entonces se calcula
un valor aproximado de y, en caso de que la tabla contenga mas de dos valores
para cada variable, es posible seguir utlizando este método, inicamente cuidando
que los puntos elegidos sean contiguos en la tabla.

Cuando existe mas de una variable dominante se aplica el método de in-
terpolacién multilineal, el cual es bastante similar al lineal pero permite el uso
de mas varibles dominantes. Se tiene que encontrar la ecuacién que describe la
pendiente y la ordenada al origen de la recta formada entre cada uno de los
puntos de cada variable dominante. Siendo expresado de la siguiente forma

ﬁ rectas — 21:1 variables dominantes

Por ejemplo para un sistema de tres variables dominantes y una dependiente
se tiene

Y = 000 Y000+001 Y001 +010Yo10+011 Y011 +100 Y100+ 101 Y101 +0110 Y110 111 Y1115
con

Yi ik es el valor de y correspondiente al punto (Xi;, Xo;, X3x), donde 4,5,k
valen 1 00

Q5 5k = Bliﬁgjﬁgk, donde i,j,k‘ valen 1 00

— Xm1—Zm

Bmo = XX donde m toma valores de 1, 2 0 3
m m

Bm1 =1 — By, donde m toma valores de 1, 2 o 3.
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A.3. Filtros analégicos

Las mediciones de los potenciémetros tienen demasiado ruido para propor-
cionar una medicién correcta, por lo que es necesario filtrar la sefial, para este
proposito se utilizan filtros activos tipo sallen key [6]. Se eligen filtros analégicos
debido a que al realizar pruebas con filtros digitales programados el resultado
no es satisfactorio, ya que atrasan demasiado la sefial o no eliminan la cantidad
suficiente de ruido; la configuracion utilizada se muestra en la figura A.1. Estos
filtros son pasabajas y se utilizan para los tres potenciémetros, teniendo todos
una frecuencia de corte de f. ~ 8.8 Hz. Sus componentes son dos resistencias de
180K, dos capacitores de 0.1uF y un amplificador operacional (TL084).

VDD
12v
c1
T
1t
100nF
Vin
| R1 R2 i UTA
¥ +
| 180k0 180KQ : }
1
et
TLOB4ACD
c2
10DuF

i VSS
-2y

Figura A.1: Filtro activo pasabajas

La frecuencia de corte de estos filtros se determina a través de su funcién
de transferencia. Se considera que las resistencias tienen el mismo valor, mis-
ma, consideraciéon que se hace para los capacitores, al realizar un analisis de

corrientes se tiene
Vz - Vout _ Vout

= A4
=2, (A4
‘/in - Va: Vout - Vw V$ - ‘/out
_ = A5
7 70 7 (A.5)
de la Ec. A4 se despeja a V,, quedando
Zc + R
V;c = ‘/ou >
t 7
al sustituir este valor de V, en la Ec. A.5
V; ZC +R Vout ZC +R Vout
- 2Vvou Y - ‘/ou s ) = — )
R Rz T 7 ) TR
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Vin ZocR+ R*+222 +2ZcR — Zc — 73,
= ‘/out( b} )7
R Z2R
Vou 7?2
G(S)= 2% = c

Vin R2+Z2+2ZcR’
en donde el término Zgo es la impedancia del capacitor. Sin embargo, esta
impedancia también puede ser expresada como

1
Zo = —
C SC”
al sutituir lo anterior en G(S),
%
G(S) = e
R? +2R50 + wem
1
_ 527
G(5) = gpecatssmoTt
52C?
1
G(s)

" S?R2C? £ 25RC + 17
al normalizar .
G(S) = 53202 1
52+ 7o + moe
lo cual se puede igualar con la forma general de una funcién de transferencia
para un sistema de segundo orden, dada por

)

K()OJ2

n

S2 + 26w, S + w2’

al igualar
1

RC”

Sin embargo, para el caso del filtro se sabe que

Wn =

Wn = We,

w=2nf,

entonces 1

Je= 2nRC’

En la figura A.2 se observa el resultado de filtrar la sefial; mientras que en
la figura A.3 se observa la senal de ruido que se elimina con el filtro.

Al derivar las senales de posicion para obtener las velocidades, el ruido se in-
crementa. Debido a lo anterior es necesario que las senales de los potenciémetros
tengan un ruido méximo de +6mV. Por su parte los filtros analogicos imple-
mentados eliminan, hasta +4mV de ruido, con lo cual éste se reduce a £5mV
en las senales obtenidas de los potenciémetros.
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Sefial sin filtrar
'002 T 1 T 1 T 1 Ll 1 1

_0035 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 g i 8 9 10

Sefial filtrada
T T T T T T T T T

-0.025

-0.03

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 L5} B 7 8 9 10
Tiempo (seq)

Figura A.2: Comparacién entre la senal filtrada y la sefial sin filtrar

x10° Ruido fitrado

4 T T T T T T T T T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 ] 7 g 9 10
Tiempo (seq)

Figura A.3: Ruido eliminado por el filtro
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