
Universidad Nacional Autónoma

de México
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Introducción

La noción de sistema estratificante fue introducida en el 2002, generalizan-

do las nociones de módulo “estándar” e “inclinante caracteŕıstico” asociados

clásicamente a álgebras casi-hereditarias y estandarmente estratificadas. Dichas

álgebras estan definidas en base a un orden dado en los módulos proyectivos

inescindibles y han sido extensamente estudiadas desde finales de los años 80.

Cabe señalar que dichas álgebras aparecen también en el estudio de los grupos

algebraicos, álgebras de Lie, categoŕıas de peso máximo, y ciertas propiedades

homológicas en álgebras asociativas de dimensión finita sobre un campo.

Las Categoŕıas de Peso Máximo fueron introducidas por E. Cline, B. Pars-

hall y L. Scott en [9]. Dicha noción fue dada con la finalidad de unificar ciertas

construcciones que se dan muy frecuentemente en: (a) la teoŕıa de representa-

ciones de álgebras de Lie y de Grupos algebraicos, (b) álgebras de caminos, (c)

espacios singulares y categoŕıas de gavillas perversas (viene de geometŕıa alge-

braica), y (d) categoŕıas trianguladas (una nueva herramienta homológica que

ha sido aplicada con éxito en el estudio de las ecuaciones diferenciales parcia-

les lineales). La clase de álgebras casi-hereditarias fue introducida por L. Scott

en [23], donde la idea era darle un contexto algebraico a las categoŕıas de pe-

so máximo. Dicha conexión fue establecida por primera vez en [10], donde se

ve que, de cierta manera, las álgebras casi-hereditarias modelan (describen en

términos de módulos) a las categoŕıas de peso máximo.

Las álgebras casi-hereditarias se definen mediante una cadena muy especial

de ideales (ver [10] y [23]). Seŕıa pues muy deseable, tener otra “forma” de

ver a dicha clase de álgebras. Este paso, fue dado por V. Dlab y C.M.Ringel

en [11] donde se introduce por primera vez la clase de módulos estándar A∆

asociada a una k-álgebra de dimensión finita A. Dicho concepto fue crucial

para la “popularización” de las álgebras casi-hereditarias en el campo de las

representaciones de álgebras. En [11], V. Dlab y C.M.Ringel se restringen al
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caso de conjuntos linealmente ordenados. A pesar de ello, este primer paso

fue muy importante pues resultó que este tipo de álgebras (en el caso lineal)

ya exist́ıan en la teoŕıa de representaciones de álgebras sólo que no se hab́ıan

estudiado desde este punto de vista.

Debido al éxito alcanzado en la teoŕıa de álgebras casi-hereditarias, se in-

tentaron varias posibles generalizaciones. Una de las más importantes ha sido

la dada por I. Agoston, V. Dlab y E. Lukacs en [1], donde se introduce la clase

de álgebras estardarmente estratificadas (ss-álgebras) con respecto a un orden

lineal. Una de las propiedades más interesantes de las ss-álgebras es su cone-

xión con la teoŕıa de inclinación. Dicha conexión fue establecida en 1991 por

C.M. Ringel (ver [20]), cuando estudiaba las propiedades homológicas de la ca-

tegoŕıa F(A∆) de módulos A∆-filtrados en el caso en que A es casi-hereditaria.

Para esto, dada una álgebra casi-hereditaria A, C.M.Ringel construye el llama-

do “módulo caracteŕıstico” T (que resulta ser inclinante) asociado a F(A∆), y

prueba que el álgebra de endomorfismos End (T ) es de nuevo casi-hereditaria.

Muchos de los resultados de C.M. Ringel, fueron generalizados por I. Agoston,

D. Happel, E. Lukacs y L. Unger en [2] para las ss-álgebras.

La primera noción (existen varias actualmente) de sistema estratificante

(Θ, Y ,≤), fue introducida por K. Ermann y C. Sáenz en [18]. En tal caso, la

clase Θ generaliza a la clase de los módulos estándar y la clase Y a la noción de

inclinante caracteŕıstico. Por otro lado, los sistemas estratificantes son también

una “categorificación” de las ss-álgebras; y por lo tanto, una generalización de

las categoŕıas de peso máximo para el caso en que los “pesos” son un conjunto

finito y linealmente ordenado.

La teoŕıa de sistemas estratificantes, en el caso de conjuntos finitos lineal-

mente ordenados, ha sido desarrollada inicialmente por E. Marcos, O. Mendoza

y C. Saénz. Posteriormente, O. Mendoza, C. Sáenz y C. Xi, introducen en [15]

las nociones de sistemas estratificantes para conjuntos finitos pre-ordenados.

En [13] se da una caracterización homológica de los, llamados en [18], sistemas

estratificantes (Θ, Y ,≤) en términos de los Θ conocidos como simples relativos.

Con dicha caracterización el par (Θ,≤) se les conoce actualmente como sistema

estratificante (ss); pasando el sistema (Θ, Y ,≤) a rebautizarse con el nombre de

sistema estratificante Ext-inyectivo (eiss). Esto se debe a que la clase Y carac-

teriza a los inyectivos relativos en la categoŕıa F(Θ) de módulos Θ-filtrados.

En [14] se introduce el triple (Θ, Q,≤) llamado Sistema estratificante Ext-

proyectivo (epss). Con dicha noción, se generaliza, para ss-álgebras, la noción

de sistema estandarizable introducida por V. Dlab y C.M. Ringel en [11] pa-
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ra álgebras casi-hereditarias; probándose la existencia de cubiertas proyectivas

relativas en F(Θ). En dicho trabajo, se prueba también que dado un sistema

estratificante (Θ,≤) existen un único (salvo isomorfismos) epss (Θ, Q,≤) y un

único (salvo isomorfismos) eiss (Θ, Y ,≤) asociados a (Θ,≤); más aun, las álge-

bras de endomorfismos B := End(Y ) y B′ := End(Q) son ss-álgebras.

En [16] se muestra cómo se puede usar la teoŕıa de sistemas estratificantes para

obtener información sobre las dimensiones globales y finitistas de un álgebra

en general. También se investiga, desde el punto de vista de los sistemas es-

tratificantes, algunos de los resultados más importantes obtenidos en [2]. Como

aplicación, se consiguen cotas para la dimensión finitista de un álgebra; y en

particular la llamada cota óptima de 2n− 2 para la dimensión finitista de una

ss-álgebra con n simples (no isomorfos dos a dos).

Esta tesis tiene por objetivo recopilar estos resultados para sistemas estrati-

ficantes lineales; y en algunas ocasiones, proporcionar demostraciones distintas

y más sencillas a las dadas en los art́ıculos ya mencionados.

En el primer caṕıtulo, el lector encontrará las definiciones y conceptos bási-

cos de Teoŕıa de Categoŕıas que serán utilizadas a lo largo de esta tesis. En

el segundo caṕıtulo, veremos la definición de ss-álgebra y algunas de sus pro-

piedades básicas. El tercer caṕıtulo comprende la parte central de esta tesis:

los sistemas estratificantes. Aqúı, se definen dichos sistemas y se estudian sus

propiedades básicas, mostrando los resultados que hemos mencionado; y que

pueden ser encontrados en [18], [13] y [14]. Finalmente, en el cuarto caṕıtu-

lo, el lector podrá encontrar algunos de los resultados de [16]. Además, hemos

agregado un Apéndice donde el lector podrá encontrar definiciones y resultados

conocidos que usamos a lo largo de esta tesis. Esto, con el fin de que el texto

sea en lo posible autocontenido.
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Caṕıtulo 1

Algunas nociones categóricas.

En éste caṕıtulo, introduciremos algunos conceptos categóricos que serán

necesarios en el resto de esta tesis.

1.1. Definiciones Básicas de Categoŕıas.

Definición 1.1. Una categoŕıa A está dada por una clase de objetos, denota-

da por Obj(A) ó simplemente por A, una clase Mor(A) de morfismos y una

operación parcial binaria ◦ definida en Mor(A), tales que las siguientes condi-

ciones se satisfacen.

(a) Mor(A) =
∪

(A,B)∈Obj(A)×Obj(A)

HomA(A,B), donde HomA(A,B) es un conjun-

to para todo par (A,B) ∈ Obj(A)×Obj(A).

(b) HomA(A,B) = HomA(C,D) si y sólo si A = C y B = D.

(c) Para cada triple (A,B,C) ∈ Obj(A) × Obj(A) × Obj(A), la operación

parcial binaria ◦, definida en Mor(A), induce por restricción, la función

Ω : HomA(B,C)×HomA(A,B)→ HomA(A,B) dada por Ω(f, g) := f ◦g,
que satisface las siguientes propiedades:

(i) asociatividad: (h ◦ f) ◦ g = h ◦ (f ◦ g) siempre que dicha composición

esté definida,

(ii) existencia de identidades: para cada A ∈ Obj(A), existe 1A ∈
HomA(A,A) tal que, para cada f ∈ HomA(A,B) y para cada g ∈
HomA(C,A) se tiene que f ◦ 1A = f y 1A ◦ g = g.
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CAPÍTULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGÓRICAS.

Para simplificar la notación, escribiremos fg en lugar de f ◦g; y en ocasiones,

denotaremos a HomA(A,A) por EndA(A). Observemos además, que para cada

A ∈ A, el elemento identidad 1A ∈ HomA(A,A) es único.

Veamos ahora algunos ejemplos de categoŕıas.

Ejemplo 1.2. (a) La categoŕıa S, cuya clase de objetos es la clase de todos los

conjuntos, HomS(A,B) es el conjunto de todas las funciones de A en B y la

composición de morfismos es la composición usual de funciones.

(b) La categoŕıa Gr, cuyos objetos son todos los grupos y HomGr(G,G
′) es el

conjunto de todos los morfismos de grupos de G en G′.

(c) La categoŕıa Ab, cuyos objetos son todos los grupos abelianos; y para cada

par de grupos abelianos G y G′, HomAb(G,G
′) es el conjunto de todos los

morfismos de grupos abelianos. La composición de morfismos en Ab es la

misma que en la categoŕıa de grupos.

(d) La categoŕıa mod(R), de R−módulos izquierdos finitamente generados,

donde R es un anillo (asociativo con identidad); y HomR(A,B) es el con-

junto de todos los morfismo de R−módulos finitamente generados.

Definición 1.3. Una categoŕıa A es pequeña si la clase de objetos Obj(A) es

un conjunto.

Definición 1.4. Sea A una categoŕıa. Diremos que A′ es una subcategoŕıa de

A si se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Obj(A′) ⊆ Obj(A).

(b) Para cada (A,B) ∈ Obj(A′) × Obj(A′), se tiene que HomA′(A,B) ⊆
HomA(A,B).

(c) La operación parcial ◦′ en Mor(A′), coincide con la restricción de la ope-

ración parcial ◦ (definida en Mor(A)) en Mor(A′).

(d) Si 1′A ∈ HomA′(A,A) es la identidad en A′, entonces 1′A = 1A; donde

1A ∈ HomA(A,A) es la identidad en A.

Si A es una categoŕıa y B es una subclase de objetos de A, podemos ver a B

como una subcategoŕıa de A, definiendo HomB(X,Y ):=HomA(X,Y ) para cada

par (X,Y ) de objetos en B. En tal caso, se dice que B es una subcategoŕıa

plena de A; y son el único tipo de subcategoŕıas que consideraremos.
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1.1. DEFINICIONES BÁSICAS DE CATEGORÍAS.

Definición 1.5. Sean A y B categoŕıas. Un funtor covariante F : A→ B es

una asignación de un objeto F (A) ∈ B, para cada objeto A ∈ A; y un morfismo

F (f) ∈ HomB(F (A), F (A
′)) para cada morfismo f ∈ HomA(A,A

′), tal que:

(a) si fg está definida en A, entonces F (fg) = F (f)F (g); y

(b) para cada A ∈ A, se tiene que F (1A) = 1F (A).

Definición 1.6. Sean A y B categoŕıas. Un funtor contravariante F : A→
B es una asignación de un objeto F (A) ∈ B, para cada objeto A ∈ A; y un

morfismo F (f) ∈ HomB(F (A
′), F (A)) para cada morfismo f ∈ HomA(A,A

′),

tal que:

(a) si fg está definida en A, entonces F (fg) = F (g)F (f); y

(b) para cada A ∈ A, se tiene que F (1A) = 1F (A).

Ejemplo 1.7. El funtor covariante 1A : A→ A, tal que 1A(A) = A para cada

A ∈ A y 1A(f) = f para cada morfismo f en A, es llamado el funtor identidad

sobre A.

Definición 1.8. Sean F : A→ B y G : B→ C funtores cualesquiera. Definimos

la composición GF : A → C por las reglas GF (A) := G(F (A)) y GF (f) :=

G(F (f)).

Observemos que: si G y F son del mismo tipo (es decir, covariantes ó con-

travariantes), entonces GF es covariante; mientras que, si uno es covariante y

el otro contravariante entonces GF es contravariante.

En general, por simplicidad, en todo lo que sigue usaremos el término funtor

para referirnos a funtor covariante.

Definición 1.9. Sea F : A → B y G : A → B funtores cualesquiera. Una

transformación natural η : F → G es una familia de morfismos η := {ηA :

F (A) → G(A)}A∈A en B tal que para cada morfismo f : A → A′ en A, el

siguiente diagrama conmuta

F (A)
ηA //

F (g)

��

G(A)

G(g)

��
F (A′)

ηA′ // G(A′).

Observación 1.10. (a) Si ηA es un isomorfismo para cada A ∈ A, decimos

que η es una equivalencia natural. En este caso, tenemos una transforma-

ción natural η−1 : G → F definida por (η−1)A := (ηA)
−1 para cada A ∈ A.
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CAPÍTULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGÓRICAS.

En ocasiones escribiremos F ≃ G para denotar que F y G son naturalmente

equivalentes.

(b) Si η : F → G y ρ : G → F son transformaciones naturales de funtores,

definimos la composición ρη : F → G por (ρη)A := ρAηA, para cada

A ∈ A.

(c) Para cualquier funtor F : A → B, la transformación natural identidad

1F : F → F es por definición (1F )A := 1F (A) para cada A ∈ A.

(d) Sean F,G : A → B y H : B → C funtores; y η : F → G una transforma-

ción natural. Entonces tenemos una transformación natural Hη : HF →
HG definida por (Hη)A := H(ηA) para cada A ∈ A. Similarmente, si

L : D→ A es un funtor, entonces ηL : FL→ GL es una transformación

natural dada por (ηL)D := ηL(D), para cada D ∈ D.

Definición 1.11. Sea F : A→ B un funtor. Para cada par de objetos A, B ∈ A,

se tiene la función inducida por F,

FA,B := HomA(A,B)→ HomB(F (A), F (B)),

dada por FA,B(f) := F (f), para cada f ∈ HomA(A,B).

(a) Decimos que F es fiel si la función inducida FA,B es inyectiva para cada

A, B ∈ A.

(b) Decimos que F es pleno si la función inducida FA,B es suprayectiva para

cada A, B ∈ A.

(c) Decimos que F es denso si para cada objeto B de B, existe un objeto A

en A, tal que B es isomorfo a F (A).

(d) Decimos que F es una equivalencia de categoŕıas si existe un funtor

G : B → A tal que GF ≃ 1A y FG ≃ 1B. Además, diremos en este caso

que F y G son cuasi-inversos uno del otro.

Observación 1.12. Una dualidad. es un funtor contravariante F : A→ B, el

cual es una equivalencia de categoŕıas.

Definición 1.13. Sea C una categoŕıa. Decimos que C es una categoŕıa adi-

tiva si se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Para cada familia finita {Xi}ni=1 de objetos en C, existe el coproducto

X1 ⊕ . . .⊕Xn en C.
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1.1. DEFINICIONES BÁSICAS DE CATEGORÍAS.

(b) Para cada X, Y ∈ Obj(C), el conjunto HomC(X,Y ) es un grupo abeliano.

(c) Para cada X, Y, Z ∈ Obj(C), la composición de morfismos en C es Z−bi-
lineal. Esto es, para cada f, f ′ ∈ HomC(Y,Z) y g, g′ ∈ HomC(X,Y ) se

tiene que (f + f ′)g = fg + f ′g y f(g + g′) = fg + fg′.

(d) Existe un objeto 0 ∈ Obj(C) (llamado el objeto cero de C) tal que el

morfismo identidad 10 es el elemento cero del grupo abeliano HomC(0, 0).

Definición 1.14. Sea F : C→ C′ un funtor entre categoŕıas aditivas.

(a) Decimos que F preserva sumas directas, si para cada par de objetos

X1 y X2 en C, se tiene que F (X1 ⊕X2) ∼= F (X1)⊕ F (X2).

(b) Decimos que F es aditivo, si para cada par de objetos X y Y en C, la

función FX,Y : HomC(X,Y ) → HomC′(F (X), F (Y )) satisface que F (f +

g) = F (f) + F (g) para cada f, g ∈ HomC(X,Y ).

Definición 1.15. Sea C una categoŕıa aditiva y f : X → Y un morfismo en C.

(a) Un núcleo de f es un objeto Ker(f) junto con un morfismo u :

Ker(f)→ X que satisface las siguientes condiciones.

(i) fu = 0.

(ii) Para cada morfismo h : Z → X en C tal que fh = 0, existe un único

morfismo h′ : Z → Ker(f) tal que h = uh′. (Ésta es llamada la

propiedad universal del núcleo).

(b) Un Conúcleo de f es un objeto Coker(f) junto con un morfismo ρ :

Y → Coker(f) que satisface las siguientes condiciones.

(i) ρf = 0.

(ii) Para cada morfismo g : Y → Z en C tal que gf = 0, existe un único

morfismo g′ : Coker(f) → Z tal que g = g′ρ. (Ésta es llamada la

propiedad universal del conúcleo).

Observación 1.16. (a) Se puede probar que el morfismo u : Ker(f)→ X dado

en 1.15 (a), es un monomorfismo. Similarmente, el morfismo ρ : Y → Coker(f),

dado en 1.15 (b), es un epimorfismo.
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CAPÍTULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGÓRICAS.

(b) Si C es una categoŕıa aditiva que admite núcleos y conúcleos;

entonces, para cada morfismo f : X → Y en C, existe un único morfismo

f : Coker(u)→ Ker(ρ) en C, tal que el siguiente diagrama conmuta

Ker(f)
u // X

f //

ρ′

��

Y
ρ // Coker(f)

Coker(u)
f // Ker(ρ)

u′

OO

donde u′ : Ker(ρ) → Y es el núcleo de ρ y ρ′ : X → Coker(u) es el

conúcleo de u. El objeto Ker(ρ) es llamado la imagen de f y es denotado

por Im(f).

Definición 1.17. Una categoŕıa C es llamada abeliana si satisface las si-

guientes condiciones.

(a) C es una categoŕıa aditiva.

(b) Cada morfismo f : X → Y en C admite un núcleo u : Ker(f)→ X de f y

un conúcleo ρ : Y → Coker(f) de f ; y el morfismo f : Coker(f)→ Ker(ρ)

es un isomorfismo.

Definición 1.18. Sea K un campo y A un anillo asociativo con identidad.

(a) Decimos que A es una K−álgebra si tiene una estructura de K−espacio
vectorial K ×A→ A, con (k, a) 7→ k · a, compatible con la multiplicación

del anillo A. Esto es, para cada k ∈ K y para cada x, y ∈ A se tiene que

k · (xy) = (k · x)y = x(k · y).

(b) Decimos que una K−álgebra A es de dimensión finita, si la dimensión

dimK(A), del K−espacio vectorial A, es finita.

Observación 1.19. En esta tesis, estaremos interesados sólo en la categoŕıa

abeliana mod(A) de una K−álgebra A de dimensión finita.

Definición 1.20. Sea B una subcategoŕıa plena de mod(A), donde A es una

K−álgebra. Decimos que B es cerrada por extensiones si para cada sucesión

exacta 0→M1 →M→M2 → 0 en mod(A), tal que M1, M2 ∈ B, se tiene que

M ∈ B.

Definición 1.21. Sea A una K−álgebra, X una subcategoŕıa plena de mod(A)

cerrada por extensiones y SX la clase de sucesiones exactas en mod(A) con

términos en X. El par (X, SX) se dice que es una subcategoŕıa exacta de

14



1.2. APROXIMACIONES A IZQUIERDA Y A DERECHA.

mod(A). Un funtor aditivo H : X→ Y, entre subcategoŕıas de mod(A) cerradas

por extensiones, se dice que es un funtor exacto si H(SX) ⊆ SY.

Definición 1.22. Sea A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Definimos

add(M) := {X ∈ mod(A) : ∃n ∈ N y Y ∈ mod(A) tal que X ⊕ Y ∼=Mn}.

1.2. Aproximaciones a izquierda y a derecha.

Definición 1.23. Sea A una K−álgebra. Para cada objeto N ∈ mod(A), se

define la categoŕıa mod(A)�N, como sigue.

(a) Obj(mod(A)�N) :=
∪
B∈mod(A) HomA(B,N),

(b) Mor(mod(A)�N) : para cada par de morfismos f : B → N, f ′ : B′ → N

en mod(A), se define Hom(f, f ′) := {g ∈ HomA(B,B
′) : f ′g = f}.

(c) La composición de morfismos Ω : Hom(f ′, f ′′)×Hom(f, f ′)→ Hom(f, f ′′)

es la inducida de mod(A), esto es, Ω(g′, g) := g′g (ver en el siguiente

diagrama).

B
f //

g

��

N

B′

f ′
==zzzzzzzz g′ // B′′.

f ′′

OO

Definición 1.24. Sea A una K−álgebra y f :M → N un morfismo en mod(A).

Decimos que f es minimal a derecha si para cada g ∈ End(AM) tal que

fg = f se tiene que g es un isomorfismo.

Observación 1.25. Sean f : B → N y g : B → B morfismos en mod(A), tales

que fg = f. Notemos que g : f → f es un isomorfismo en mod(A)�N si y sólo

si g : B → B es un isomorfismo en mod(A).

Se define la relación de equivalencia ∼ en Obj(mod(A)�N) como sigue:

f ∼ f ′ si y sólo si Hom(f, f ′) ̸= ∅ y Hom(f ′, f) ̸= ∅. La clase de equivalencia de

f, se denotará por [f ].

Proposición 1.26. Sean A una K−álgebra y f :M → N un morfismo minimal

a derecha en mod(A). Entonces, para cada isomorfismo φ :M →M, se cumple

que fφ :M → N es minimal a derecha.

Demostración. Sea g : M → M tal que fφg = fφ. Entonces, fφgφ−1 = f.

Como f es minimal a derecha, se tiene que φgφ−1 es un isomorfismo. Por lo

tanto, g = φ−1(φgφ−1)φ también es un isomorfismo.
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�

Teorema 1.27. Sean A una K−álgebra y f : B → N en mod(A). Enton-

ces existe f ′ : B′ → N minimal a derecha (único salvo isomorfismos) en

mod(A)�N tal que f ′ ∈ [f ].

Demostración. En vista de que A es una K−álgebra de dimensión finita,

sabemos que cada B ∈ mod(A) es de longitud finita; aśı que este resultado es

consecuencia de [6, Proposition 2.1].

�

Definición 1.28. Sean A una K−álgebra y f : B → N en mod(A). El morfismo

f ′ : B′ → N del Teorema 1.27 es llamado la versión minimal a derecha de

f.

Teorema 1.29. Sean A una K−álgebra y g : X → N en mod(A). Entonces,

las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Existen X1, X2 ∈ mod(A) tales que X = X1⊕X2, g = (0, g2) : X1⊕X2 →
N y g2 : X2 → N es la versión minimal a derecha de g.

(b) Ker(g) ∼= X1 ⊕Ker(g2).

(c) Si g es un epimorfismo, entonces g2 también lo es.

Demostración. Ver [6, Theorem 2.2].

�

Corolario 1.30. Sea A una K−álgebra y f : B → N un morfismo en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) f es minimal a derecha.

(b) Si 0 ̸= B′ ∈ mod(A) es un sumando directo de B, entonces f |B′ ̸= 0.

Demostración. Ver [6, Corollary 2.3].

�
De manera dual, tenemos la noción de morfismo minimal a izquierda.

Definición 1.31. Sea A una K−álgebra. Para cada objeto M ∈ mod(A), se

define la categoŕıa mod(A)�M, como sigue.

(a) Obj(mod(A)�M) :=
∪
B∈mod(A) HomA(M,B),
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(b) Mor(mod(A)�M) : para cada par de morfismos f :M → B, f ′ :M → B′

en mod(A), se define Hom(f, f ′) := {g ∈ HomA(B,B
′) : gf = f ′}.

(c) La composición de morfismos Ω : Hom(f ′, f ′′)×Hom(f, f ′)→ Hom(f, f ′′)

es la inducida de mod(A); esto es, Ω(g′, g) := g′g (ver en el siguiente

diagrama)

M
f //

f ′′

��

f ′

!!D
DD

DD
DD

D B

g

��
B′′ B′.

g′
oo

Definición 1.32. Sea A una K−álgebra y f :M → N un morfismo en mod(A).

Decimos que f es minimal a izquierda si para cada g ∈ End(AN) tal que

gf = f se tiene que g es un isomorfismo.

Observación 1.33. Sean f :M → B y g : B → B morfismos en mod(A), tales

que gf = f. Notemos que g : f → f es un isomorfismo en mod(A)�M si y sólo

si g : B → B es un isomorfismo en mod(A).

Se define la relación de equivalencia ∼ en Obj(mod(A)�M) como sigue:

f ∼ f ′ si y sólo si Hom(f, f ′) ̸= ∅ y Hom(f ′, f) ̸= ∅. La clase de equivalencia de

f, se denotará por [f ].

Proposición 1.34. Sean A una K−álgebra y f :M → N un morfismo minimal

a izquierda en mod(A). Entonces, para cada isomorfismo φ : N → N, se cumple

que φf :M → N es minimal a izquierda.

Demostración. Sea g : N → N tal que gφf = φf. Entonces, φ−1gφf = f.

Como f es minimal a izquierda, se tiene que φ−1gφ es un isomorfismo. Por lo

tanto, g = φ(φ−1gφ)φ−1 también lo es.

�

Teorema 1.35. Sean A una K−álgebra y f : M → N en mod(A). Enton-

ces existe f ′ : M → N ′ minimal a izquierda (único salvo isomorfismo) en

Mod(A)�M tal que f ′ ∈ [f ].

Demostración. Es dual de 1.27.

�

Definición 1.36. Sean A una K−álgebra y f : M −→ N en mod(A). El

morfismo f ′ :M −→ N ′, del Teorema 1.35, es llamado la versión minimal a

izquierda de f.
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Teorema 1.37. Sean A una K−álgebra y g : M → X en mod(A). Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Existen X1, X2 ∈ mod(A) tales que X = X1 ⊕ X2, g =

(
g1

0

)
: M →

X1 ⊕X2 y g1 :M → X1 es la versión minimal a izquierda de g.

(b) Coker(g) ∼= Coker(g1)⊕X2.

(c) Si g es un monomorfismo, entonces g1 también lo es.

Demostración. Ver [6, Theorem 2.4].

�

Corolario 1.38. Sean A una K−álgebra y g :M → N un morfismo en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) g es minimal a izquierda.

(b) Para todo epimorfismo que se escinda α : N → N ′, si αg = 0 entonces

N ′ = 0.

�

Definición 1.39. Sea A una K−álgebra, C una clase de objetos en mod(A) y

f : N →M un morfismo en mod(A).

(a) Decimos que f es una C−aproximación a derecha de M si N ∈
C y para cada C ∈ C, HomA(C, f) : HomA(C,N) → HomA(C,M) es

suprayectivo.

(b) Decimos que f es una C−aproximación a izquierda de N si M ∈
C y para cada C ∈ C, HomA(f, C) : HomA(M,C) → HomA(N,C) es

suprayectivo.

Proposición 1.40. Sea A una K−álgebra, C una clase de objetos en mod(A)

cerrada por extensiones y γ : Z → N una C−aproximación a derecha de N. Si

Z
γ̄→ Im(γ)

i→ N es la factorización de γ a través de su imagen, entonces γ̄ es

una C−aproximación a derecha de Im(γ). Más aún, si γ es minimal a derecha,

entonces γ̄ también lo es.

Demostración. Sea g : C → Im(γ), con C ∈ C. Entonces, ig : C → N.

Como γ es una C−aproximación a derecha de N, existe w : C → Z tal que
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ig = γw = iγ̄w. Del hecho de que i es un monomorfismo, se sigue que g = γ̄w.

Por lo tanto, γ̄ es un C−aproximación a derecha de Im(γ).

Asumamos ahora que γ es minimal a derecha y veamos que γ̄ también lo es.

Sea h : Z → Z tal que γ̄h = γ̄. Entonces, γh = iγ̄h = iγ̄ = γ; lo cual implica

que h es un isomorfismo.

�

Definición 1.41. Sea A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Decimos que:

(a) C es contravariantemente finita en mod(A) si para cada M ∈ mod(A)

existe una C−aproximación a derecha de M.

(b) C es covariantemente finita en mod(A) si para cada M ∈ mod(A)

existe una C−aproximación a izquierda de M.

(c) C es funtorialmente finita en mod(A) si C es contravariantemente

finita y covariantemente finita en mod(A).

1.3. C−filtraciones en mod(A).

Definición 1.42. Dada una clase C de objetos en mod(A), denotamos por F(C)

a la subcategoŕıa plena de mod(A) cuyos objetos son los A−módulos que son

C−filtrados; es decir, los M∈ mod(A) para los cuales existe una C−filtración
ξ de M, esto es, una cadena finita ξ : 0 =M0 ⊆M1 ⊆M2 ⊆ · · · ⊆Mm =M

de submódulos de M tal que Mi/Mi−1 es isomorfo a un módulo de C para todo

i = 1, . . . ,m. Cada cociente Mi/Mi−1 se dice que es un factor de composición

de la C−filtración ξ de M. Observe que 0 ∈ F(C) con la filtración trivial 0 =M0.

Para una clase C = ∅, hacemos F(C) := {0}.

Definición 1.43. Sea A una K−álgebra, C una clase de objetos en mod(A),

C ∈ C y M ∈ F(C). Dada una C−filtración ξ de M, denotaremos por [M : C]ξ

al número de veces que aparece C como factor de composición en la C−filtración
ξ de M.

Definición 1.44. Sean A una K−álgebra y C una subcategoŕıa plena de mod(A).

(a) La clase de los C−proyectivos en mod(A) es

P(C) := {M ∈ mod(A) : Ext1A(M,−)|C = 0}.
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(b) La clase de los C−inyectivos en mod(A) es

I(C) := {M ∈ mod(A) : Ext1A(−,M)|C = 0}.

Por simplicidad, denotaremos P(A) := P(mod(A)) y I(A) := I(mod(A)). De

hecho, P(A) es la clase de los A−módulos proyectivos finitamente generados y

I(A) es la clase de los A−módulos inyectivos finitamente generados.

Lema 1.45. Sean A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) P(A) ⊆ P(C), donde P(A) := P(mod(A)).

(b) I(A) ⊆ I(C), donde I(A) := I(mod(A)).

(c) P(C) y I(C) son cerradas por extensiones y sumandos directos.

Demostración. (a) De 5.84 se tiene, en particular, que Ext1A(P,−)|C = 0 para

cada P ∈ P(A).

(b) Es dual a la hecha en (a).

(c) Haremos la prueba para P(C), ya que es similar para I(C). Primero probemos

que P(C) es cerrada por extensiones. Sea ξ : 0→ L→M → N → 0 una sucesión

exacta en mod(A), con L, N ∈ P(C). Veamos queM ∈ P(C). Para ello, tomando

C ∈ C y aplicando HomA(−, C) a la sucesión ξ, obtenemos

Ext1A(N,C)→ Ext1A(M,C)→ Ext1A(L,C).

Como Ext1A(N,C) = 0 = Ext1A(L,C), concluimos que Ext1A(M,C) = 0.

Finalmente, veamos que P(C) es cerrado por sumandos directos. Sean M ∈
P(C) y L, N ∈ mod(A) tales que M = L ⊕ N. Veamos que L, N ∈ P(C). En

efecto, usando que M = L ⊕ N y el hecho de que el funtor Ext1A(−, C) con

C ∈ C es aditivo; obtenemos que Ext1A(L,C) = 0 = Ext1A(N,C). Por lo tanto,

L,N ∈ P(C).

�

Definición 1.46. Sea A una K−álgebra, C una subcategoŕıa plena de mod(A)

y M ∈ F(C). Decimos que M admite una cubierta C−proyectiva si exis-

te una P(C)−aproximación minimal a derecha πM : PC(M)→M de M tal

que Im(πM )=M y Ker(πM )∈F(C). Dualmente, M admite una envolvente

C−inyectiva si existe una I(C)−aproximación minimal a izquierda ϵM : M →
IC(M) de M tal que Ker(ϵM ) = 0 y Coker(ϵM ) ∈ F(C).

Observación 1.47. En el caso de existir, la cubierta C−proyectiva y la envol-

vente C−inyectiva son únicas salvo isomorfismos. En efecto, sean πM : PC(M)→
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M y π′
M : P ′

C(M) → M cubiertas C−proyectivas de M. Como πM y π′
M son

P (C)−aproximaciones a derecha de M y PC(M), P ′
C(M) ∈ P(C); existen mor-

fismos f : P ′
C(M) → PC(M) y g : PC(M) → P ′

C(M), tales que πMf = π′
M y

π′
Mg = πM . Luego, πMfg = πM y π′

Mgf = π′
M . Del hecho de que πM y π′

M son

minimales a derecha, se sigue que fg y gf son isomorfismos; y por lo tanto, que

f es un isomorfismo.

La prueba para la envolvente C−inyectiva es similar.

Ejemplo 1.48. Si C = {S ∈ mod(A) : S es simple }, tenemos que los C−proyec-
tivos (C−inyectivos) son los proyectivos (inyectivos) en mod(A) y la cubierta

C−proyectiva (envolvente C−inyectiva) es simplemente la cubierta proyectiva

(envolvente inyectiva) en mod(A).

Proposición 1.49. Sea A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) P(C) = P(F(C)) y I(C) = I(F(C)),

(b) F(C) es la menor subcategoŕıa plena de mod(A) que es cerrada por exten-

siones y contiene a C.

(c) F(C) es cerrada por coproductos finitos.

Demostración. (a) Veamos primero que P(F(C)) = P(C). Es claro que

P(F(C)) ⊆ P(C) pues C ⊆ F(C).

Supongamos ahora que M ∈ P(C). Veamos que Ext1A(M,N) = 0 para cada

N∈F(C). Sea N ∈ F(C) y 0 = N0 ⊆ N1 ⊆ · · · ⊆ Nm = N una C−filtración de

N. Aśı, para cada i ∈ [0,m−1], obtenemos la sucesión exacta

ξi : 0→ Ni → Ni+1 → Ci+1 → 0 con Ci ∈ C.

En particular, N1
∼= C1.

Luego, aplicando el funtor HomA(M,−) a cada sucesión ξi; y dado que

Ext1A(M,Ci) = 0 para cada i ∈ [1,m− 1], obtenemos la sucesión exacta

Ext1A(M,Ni)→ Ext1A(M,Ni+1)→ 0.

Como Ext1A(M,N1)∼=Ext1A(M,C1)=0, de la sucesión exacta anterior se tiene

que Ext1A(M,N2) = 0; y repitiendo el proceso, dado que Nm = N, obtenemos

que Ext1A(M,N) = 0.

Ahora bien, la igualdad I(F(C)) = I(C), se obtiene de la anterior usando las

propiedades de la dualidad D (ver 5.89) pues D(P(C)) = I(D(C)).

(b) Sea 0 → M
f→ N

g→ L → 0 una sucesión exacta en mod(A) con

L,M ∈ F(C). Consideremos las C−filtraciones 0 =M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mm =M
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y 0 = L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Lk = L, de M y L, respectivamente. Entonces, tenemos

que 0 = f(M0) ⊆ · · · ⊆ f(Mm) ⊆ g−1(L1) ⊆ · · · ⊆ g−1(Lk) = N es una

C−filtración de N. Por lo tanto, N ∈ F(C).

Finalmente, probemos que si B una subcategoŕıa plena de mod(A) que es

cerrada por extensiones y contiene a C, entonces F(C) está contenida en B.

Sea X ∈ F(C). Consideremos la C−filtración 0 = X0 ⊆ X1 ⊆ · · · ⊆ Xm = X,

con Xi+1/Xi
∼= Ci ∈ C ⊆ B para i ∈ [0,m− 1] y Xm = X. Entonces, para cada

i ∈ [0,m− 1] tenemos la sucesión exacta

ξ : 0→ Xi → Xi+1 → Ci+1 → 0.

En particular, X1
∼= C1 ∈ C ⊆ B. Luego, dado que B es cerrada por exten-

siones y C ⊆ B, tenemos para i = 1 que X2 ∈ B. Repitiendo este razonamiento

para cada i ∈ {0,m− 1}, concluimos que Xm = X ∈ B.

(c) Es consecuencia de (b).

�

Definición 1.50. Sea A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Decimos que C es resolvente si es cerrada por extensiones, núcleos de epimor-

fismos y contiene a todos los proyectivos finitamente generados. Decimos que C

es co-resolvente si es cerrada por extensiones, conúcleos de monomorfismos y

contiene a todos los inyectivos finitamente generados.
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Caṕıtulo 2

Álgebras estandarmente

estratificadas.

En esta tesis, todas las álgebras a ser consideradas serán K−álgebras de

dimensión finita sobre un campo K. Además, como es usual, mod(A) denotará a

la categoŕıa de los A−módulos finitamente generados a izquierda, donde A es

una K−álgebra.
Este caṕıtulo tiene por objetivo introducir al lector en la definición de ss-

álgebra, familiarizarse con algunas de sus propiedades básica de éstas y de los

módulos estándar. Enunciamos el teorema 2.26 que será importante en el si-

guiente caṕıtulo, para darnos una idea de cómo es que los sistemas estratificantes

generalizan el concepto de módulos estándar.

2.1. La traza en mod(A).

Definición 2.1. Sea M ∈mod(A) y U una familia de objetos en mod(A). La

traza TrU(M) de U en M es el submódulo de M generado por el conjunto∪
U∈U

∪
f∈HomA(U,M)

Im(f).

Veamos ahora, algunas de las propiedades de la traza.

Lema 2.2. Sean M, N, P ∈ mod(A) con P proyectivo. Entonces,

(a) HomA(P,M/TrP (M)) = 0;

(b) si N es un submódulo de M y HomA(P,M/N) = 0, entonces TrP (M) ⊆
N.
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CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS ESTANDARMENTE ESTRATIFICADAS.

Demostración. (a) Sea φ ∈ HomA(P,M/TrP (M)). Consideremos el epimor-

fismo canónico π :M →M/TrP (M). Como P es proyectivo, existe φ̄ : P →M

tal que φ = π φ̄. Luego, como Im(φ̄) ⊆ TrP (M), concluimos que φ = 0. En el

siguiente diagrama ilustramos dicho argumento.

P
φ̄

yys s
s
s s

s

φ

��
M

π // // M/TrP (M)

(b) Sea N un submódulo de M con HomA(P,M/N)=0. Consideremos la suce-

sión exacta canónica

0 −→ N
ι−→M

π−→M/N −→ 0

y φ : P−→M. Como πφ ∈ HomA(P,M/N) = 0, por la propiedad universal del

núcleo, existe φ̄ : P −→ N tal que ι φ̄ = φ; esto es,

P
φ̄

~~~
~
~
~

φ

��
0 // N

ι // M
π // // M/N // 0.

Entonces Im(φ) ⊆ Im(φ̄) ⊆ N y por lo tanto TrP (M) ⊆ N.
�

El siguiente lema nos da una caracteŕıstica importante de la traza y que

será utilizadada en la prueba de 2.8 (b).

Lema 2.3. Sean A una K−álgebra y Y, Z ∈ mod(A). Entonces, TrY (Z) es el

mayor submódulo de Z tal que existe un epimorfismo φ : Y m → TrY (Z), con

m ≥ 1.

Demostración. Notemos que HomA(Y, Z) ∼= HomA(Y,TrY (Z)). Ahora, con-

sideremos una base {f1, . . . , fm} del K−espacio vectorial HomA(Y,TrY (Z)) y el

morfismo φ : Y m → TrY (Z) dado por φ(y1, . . . , ym) :=
m∑
i=1

fi(yi). Veamos que φ

es un epimorfismo. En efecto, dado x ∈ TrY (Z) existe un morfismo f : Y → Z

tal que f(y) = x, para algún y ∈ Y. Luego, como f =

m∑
i=1

aifi, se sigue que

x = f(y) =

m∑
i=1

f(aiyi) =: φ(a1y, . . . , amy).

Por otro lado, si N es un submódulo de Z tal que existe un epimorfismo

f : Y m → N ; entonces tenemos el morfismo ιf : Y m → Z, donde ι : N → Z es
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la inclusión. Aśı, N = Im(ιf) ⊆ TrY (Z). Esto muestra que TrY (Z) es el mayor

submódulo de Z con la propiedad mencionada.

�

2.2. A∆−módulos y A∇-módulos.

Para cada t ∈ N\{0}, el conjunto {1, 2, . . . , t} será denotado por [1, t]. Sea

A una K−álgebra. Denotaremos por {S(λ) : λ ∈ [1, n]} a una familia completa

de A−módulos simples no isomorfos dos a dos. Para cada λ ∈ [1, n], la cubierta

proyectiva de S(λ) será denotada por P (λ); e I(λ) denotará a la envolvente

inyectiva de S(λ). Fijaremos el n como el número de A−módulos simples salvo

isomorfismos.

Consideraremos la dualidad usual D := HomK(−,K): mod(A)→mod(Aop),

con respecto al campo base K.

Definición 2.4. Sea A una K−álgebra y ( [1, n] , ≤) linealmente ordenado.

Para cada λ ∈ [1, n], definimos el A−módulo estándar A∆(λ) :=
P (λ)

TrP>λ(P (λ))
,

donde P>λ:=
⊕
µ>λ

P (µ).

(a) Los módulos estándar son A∆ := {A∆(λ) : λ ∈ [1, n]}.

(b) Los módulos co-estándar son A∇ := {A∇(λ) : λ ∈ [1, n]}, donde

A∇(λ) := D(Aop∆(λ)).

Sea A una K−álgebra, M ∈ mod(A) y S ∈ mod(A) simple. La multipli-

cidad de S en M, es decir, el número de veces que aparece S como factor de

composición en M, será denotado por [M : S].

Proposición 2.5. Sea A una K−álgebra, λ ∈ [1, n] y M ∈ mod(A). Entonces,

HomA(P (λ),M) ̸= 0 si y sólo si [M : S(λ)] ̸= 0.

Demostración. Por 5.26, se tiene que

dimK(HomA(P (λ),M)) = [M : S(λ)] · dimK(End(AS(λ))).

Ahora, observemos que dimK(End(AS(λ))) ̸= 0, pues S(λ) es simple.

Por lo tanto, HomA(P (λ),M) ̸= 0 si y sólo si [M : S(λ)] ̸= 0.

�
Veamos ahora algunas propiedades de los módulos estándar.

Proposición 2.6. Sea A una K−álgebra, ([1, n], ≤) linealmente ordenado y

λ ∈ [1, n]. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) [A∆(λ) : S(µ)] = 0 si µ > λ.

(b) Sea φ : P (λ)→M un epimorfismo en mod(A). Si [M : S(µ)] = 0

para µ > λ, entonces φ se factoriza a través del epimorfismo canónico

π : P (λ) → A∆(λ); esto es, existe un homomorfismo φ : A∆(λ) → M tal

que φπ = φ.

Demostración. (a) Por 2.4 y 2.2(a), se tiene que HomA

(⊕
µ>λ

P (µ),A∆(λ)

)
= 0.

Luego, (a) es consecuencia de 2.5.

(b) Sea φ : P (λ)→M un epimorfismo en mod(A), con [M : S(µ)] = 0 para

µ > λ. Veamos que existe φ : A∆(λ)→M tal que φ = φπ; para lo cual es

suficiente ver que TrP>λ(P (λ)) ⊆ Ker(φ). En efecto, por la hipótesis sobre M,

se tiene de 2.5 que HomA(P
>λ, P (λ)/Ker(φ)) = 0; y por 2.2 (b) concluimos que

TrP>λ(P (λ)) ⊆ Ker(φ).

�

Observación 2.7. Sea A una K−álgebra y ([1, n],≤) linealmente ordenado.

(a) El resultado de 2.6 nos dice que, para cada λ∈ [1, n], el A−módulo A∆(λ)

es el cociente más grande de P (λ) cuyos factores de composición están

entre los simples S(µ) con µ ≤ λ.

(b) El resultado dual de 2.6, dice que: para cada λ∈ [1, n], el A−módulo co-

estándar A∇(λ) es el submódulo más grande de I(λ) cuyos factores de

composición están entre los simples S(µ) con µ ≤ λ.

Proposición 2.8. Sea A una K−álgebra,M ∈ mod(A) y ([1, n],≤) linealmente

ordenado. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) [M : S(λ)] ̸= 0 si HomA(A∆(λ),M) ̸= 0.

(b) HomA(TrP>λ(P (λ)),M) = 0 si [M : S(µ)] = 0 para µ > λ.

(c) Existe µ > λ tal que [M : S(µ)] ̸= 0 si Ext1A(A∆(λ),M) ̸= 0.

Demostración. (a) Sea π : P (λ)→A∆(λ) el epimorfismo canónico. Por hipóte-

sis existe f ∈ HomA(A∆(λ),M) con f ̸= 0. Luego 0 ̸= fπ ∈ HomA(P (λ),M); y

aplicando 2.5 se obtiene (a).

(b) Supongamos que [M : S(µ)] = 0 para µ > λ. Sea U(λ) := TrP>λ(P (λ)).

Por 2.3, existe m ∈ N y un epimorfismo ψ : (P>λ)m → U(λ). Supongamos que

existe f ∈ HomA(U(λ),M) con f ̸= 0. Luego 0 ̸= fψ ∈ HomA((P
>λ)m,M), y
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en particular, existe µ > λ con HomA(P (µ),M) ̸= 0; por lo tanto (ver 2.5) se

tiene que [M : S(µ)] ̸= 0 con µ > λ, lo cual es una contradicción. De donde se

obtiene que HomA(U(λ),M) = 0.

(c) Sea Ext1A(A∆(λ),M) ̸= 0; y supongamos que [M : S(µ)] = 0 para cada

µ > λ. Luego, por (b), se tiene que HomA(TrP>λ(P (λ)),M) = 0. Ahora bien,

aplicando el functor HomA(−,M) a la sucesión exacta

0→ TrP>λ(P (λ))→ P (λ)→ A∆(λ)→ 0

se obtiene la sucesión exacta HomA(TrP>λ(P (λ)),M)→ Ext1A(A∆(λ),M)→ 0,

pues Ext1A(P (λ),M) = 0 por ser P (λ) un A−módulo proyectivo. De donde se

tiene que Ext1A(A∆(λ),M) = 0, contradiciendo la hipótesis. Luego, existe µ > λ

tal que [M : S(µ)] ̸= 0.

�

Proposición 2.9. Sean A una K−álgebra y ([1, n], ≤) linealmente ordenado.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) HomA(A∆(λ), A∆(µ)) = 0 si λ > µ,

(b) Ext1A(A∆(λ), A∆(µ)) = 0 si λ ≥ µ.

Demostración. (a) Sea φ : A∆(λ)→ A∆(µ) con φ ̸= 0 y π:P (λ)→ A∆(λ) el

epimorfismo canónico. Luego 0 ̸= φπ ∈ HomA(P (λ),A∆(µ)) y por 2.5 se tiene

que [A∆(µ), S(λ)] ̸= 0; por lo tanto de 2.6 (a) se tiene que λ ≤ µ.

(b) Sea λ ≥ µ. Consideremos la siguiente sucesión exacta canónica en mod(A)

0 −→ TrP>λ(P (λ)) −→ P (λ) −→ A∆(λ) −→ 0.

Aplicándole HomA(−,A∆(µ)) a dicha sucesión, obtenemos la sucesión exacta

HomA(A∆(λ),A∆(µ))→HomA(P (λ),A∆(µ))→HomA(TrP>λ(P (λ)),A∆(µ))

→Ext1A(A∆(λ),A∆(µ))→Ext1A(P (λ),A∆(µ)) = 0.

Si TrP>λ(P (λ))=0, se tiene que A∆(λ)=P (λ) y aśı Ext1A(A∆(λ),A∆(µ))=0.

Por lo tanto podemos suponer que TrP>λ(P (λ)) ̸= 0. Para concluir, veamos que

HomA(TrP>λ(P (λ)),A∆(µ)) = 0. En efecto, si existe 0 ̸= ψ : P (σ) → A∆(µ)

con σ > λ entonces [A∆(µ), S(σ)] ̸= 0. Luego, por 2.6 (a), se tiene que λ < σ ≤ µ
contradiciendo que λ ≥ µ; probándose que HomA(TrP>λ(P (λ)),A∆(µ)) = 0.

Aśı, de la sucesión exacta larga, concluimos que Ext1A(A∆(λ),A∆(µ))=0.

�

Proposición 2.10. Sean A una K−álgebra y ([1, n],≤) linealmente ordenado.

Entonces A∆(λ) es indescomponible, para cada λ ∈ [1, n].
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Demostración. Consideremos los epimorfismos π : P (λ) → A∆(λ) y φ :

P (λ) → top(P (λ)). Dado que P (λ) es proyectivo e indescomponible, sabemos

que top(P (λ)) ∼= S(λ). Entonces, para cada µ > λ se tiene que [top(P (λ)) :

S(µ)] = 0. Luego, por 2.6 (b), existe un morfismo ψ : A∆(λ) → top(P (λ)) tal

que ψπ = φ; y con ello, Ker(π) ⊆ Ker(φ) = rad(P (λ)). Luego, por 5.22 y 5.15,

concluimos que top(A∆(λ)) ∼= top(P (λ)) ∼= S(λ). En particular, top(A∆(λ)) es

indescomponible; y por lo tanto, de 5.24 se tiene que A∆(λ) es indescomponible.

�

2.3. Algunas propiedades de F(A∆).

Proposición 2.11. Sean A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, t]. Enton-

ces, F(A∆) es cerrada por extensiones y núcleos de epimorfismos en mod(A).

Demostración. Ver 1.49 (b) y [25, Proposition 2.1].

�

Definición 2.12. Sea A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, n]. Para cada

i ∈ [1, n], el módulo propio estándar A∆(i) := P (i)/Tr⊕j≥iP (j)(rad(P (i))).

Se puede ver que es el cociente más grande de A∆(i) tal que [A∆(i) : S(i)] = 1.

Dualmente, el módulo propio co-estandar A∇(i) es el submódulo maximal

de A∇(i) tal que [A∇(i) : S(i)] = 1.

Observación 2.13. En el caso en que el campo base K sea algebraicamente

cerrado, se tiene que:

(a) dimK(HomA(M, I(i))) = [M : S(i)] = dimK(HomA(P (i), M) ) para

M∈ mod(A).

(b) Para todo i ∈ [1, n], se tiene que dimK( EndA(A∆(i)) ) = 1 si y sólo si

[A∆(i) : S(i)] = 1.

Definición 2.14. Sea A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, n],

donde n es el número de A−módulos simples hasta isomorfismos. El par

(A,≤) se dice que es un álgebra estandarmente estratificada (ss-álgebra)

si AA ∈ F(A∆). Decimos que una ss−álgebra (A,≤) es casi-hereditaria si

EndA(A∆(λ)) es un anillo con división, para cada λ ∈ [1, n].

Veamos ahora un ejemplo de una K−álgebra A, que es casi-hereditaria con

respecto a cierto orden lineal ≤ en [1, n] y no con respecto a otro ≼ .
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Ejemplo 2.15. Sea A = KQ/I, con K algebraicamente cerrado, donde

Q = 3
α1−→ 1

α2←− 2
α3←− 4

e I es el ideal admisible en KQ generado por α2α3.

Los proyectivos indescomponibles son

P (1) = S(1), P (2) =
2

1
, P (3) =

3

1
y P (4) =

4

2
.

Consideremos los siguientes órdenes para [1, 4] : σ1 el orden natural; σ2 el

orden tal que 2 ≤σ2 3 ≤σ2 1 ≤σ2 4; y σ3 el orden tal que 4 ≤σ3 3 ≤σ3 1 ≤σ3 2.

Denotaremos por A∆σ(i) al A−módulo estándar calculado con el correspondien-

te orden lineal ≤σ en [1, 4]. Entonces, tenemos lo siguiente:

(a) A∆σ1(i) = P (i) para cada i ∈ [1, 4]. Por lo tanto, A es casi-hereditaria

con respecto al orden natural.

(b) A∆σ2(2) = S(2), A∆σ2(3) = S(3), A∆σ2(1) = P (1) y A∆σ2(4) =

P (4). Observe que: 0 ⊆ A∆σ2(1) ⊆ P (2) y 0 ⊆ A∆σ2(1) ⊆ P (3) son

A∆σ2−filtraciones, pues se tiene que A∆σ2(2)
∼=P (2)/A∆σ2(1) y A∆σ2(3)

∼=
P (3)/A∆σ2(1). Ahora bien, dado que [A∆σ2(i) : S(i)] = 1 para cada

i ∈ [1, 4], concluimos por 2.13 (b), que End(A∆σ2(i)) es un anillo con

división para cada i ∈ [1, 4]. Por lo tanto, A es casi-hereditaria con res-

pecto al orden σ2.

(c) A∆σ3(4) = S(4), A∆σ3(3) = S(3), A∆σ3(1) = P (1) y A∆σ3(2) = P (2).

Notemos que P (4) /∈ F(A∆).En efecto, el único submódulo no trivial de

P (4) es S(2). Dado que S(2) y P (4) no son isomorfos a ningún elemento

de A∆σ3 , se tiene que las únicas filtraciones posibles de P (4), que son

0 ⊆ S(2) ⊆ P (4) y 0 ⊆ P (4), ninguna de ellas es una A∆σ3−filtración.
Aśı, A no es una ss−álgebra con respecto al orden σ3; y por lo tanto

tampoco es casi-hereditaria.

Ejemplo 2.16. Sea A = KQ/I con K algebraicamente cerrado, donde

Q = 1
α // 2 βdd

e I es el ideal admisible en KQ generado por βα y β2. Consideremos el orden

2 ≤σ 1. Entonces tenemos que A∆σ(1) = P (1) y A∆σ(2) = P (2). De ah́ı que,

(A,≤σ) es una ss-álgebra. Sin embargo, no es una álgebra casi-hereditaria. En

efecto, End(A∆σ(2)) no es un anillo con división, ya que [A∆σ(2) : S(2)] = 2.

Otra razón, es en vista de que gldim(A) =∞ y el siguiente resultado (2.17).
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Teorema 2.17. Sea (A,≤) una ss-álgebra. Entonces, A es casi-hereditaria si y

sólo si gldim(A) <∞.

Demostración. Ver [2, Theorem 2.4].

�

Teorema 2.18. Sea A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, n]. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) (A,≤) es una ss−álgebra.

(b) D(AA) ∈ F(A∇).

(c) AopAop ∈ F(Aop∆).

Demostración. Ver [2, Theorem 1.1].

�

Teorema 2.19. Sea (A,≤) una ss−álgebra. Entonces, las siguientes condicio-

nes se satisfacen.

(a) F(A∆) es funtorialmente finita, resolvente y cerrada por sumandos direc-

tos.

(b) F(A∇) es covariantemente finita, co-resolvente y cerrada por sumandos

directos.

(c) F(A∇) = I(A∆) y F(A∆) = P(A∇)

Demostración. Ver [2, Theorem 1.6].

�

Proposición 2.20. Sea (A,≤) una ss−álgebra. Entonces ExtiA(F(A∆), I(A∆)) =

0 para cada i ≥ 1.

Demostración. Haremos la prueba por inducción sobre i.

Para i = 1. Sea X ∈ F(A∆). De la definición de I(A∆), se tiene que

Ext1A(X,Y ) = 0 para cada Y ∈ I(A∆).

Supongamos ahora que i ≥ 2. Sea X ∈ F(A∆). Tomando la cubierta proyec-

tiva de X, obtenemos la siguiente sucesión exacta

ξ : 0→ Ker(ϵX)→ P0(X)
ϵX→ X → 0.

Por 2.19(a), Ker(ϵX), P0(X) ∈ F(A∆). Luego Ext1A(Ker(ϵX), I) = 0 para

cada I ∈ I(A∆).
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Por otro lado, aplicando el functor HomA(−, I) a la sucesión ξ, obtenemos

Ext1A(Ker(ϵX), I)→ Ext2A(X, I)→ Ext2A(P0(X), I)→ · · ·
→ Exti−1

A (P0(X), I)→ Exti−1
A (Ker(ϵX), I)→ ExtiA(X, I)→ ExtiA(P0(X), I).

Usando la hipótesis de inducción, y el hecho de que P0(X) es proyectivo, obte-

nemos que ExtiA(X, I)
∼= Exti−1

A (Ker(ϵX), I) = 0.

Por lo tanto, ExtiA(X, I) = 0 para todo X ∈ F(A∆) e I ∈ I(A∆).

�

Definición 2.21. [19] Sea A una K−álgebra y T ∈mod(A). Decimos que T es

un módulo inclinante, si satisface las siguientes condiciones:

(a) T tiene dimensión proyectiva finita, es decir, pd(T ) <∞;

(b) ExtiA(T, T ) = 0 para cada i ≥ 1; y

(c) existe una sucesión exacta 0 → AA → T0 → T1 → · · · → Tm → 0 en

mod(A), con Tj ∈ add(T ) para todo j.

Observación 2.22. Sea AT un A−módulo inclinante, con AT =
⊕n

i=1 T
mi
i ; y

donde los ATi son indescomponibles tales que ATi � ATj para cada i ̸= j. Se

sabe (Ver [19, Theorem 1.19, Corollary 1] y prueba de [19, Corollary 2]) que n

es el número, salvo isomorfismos, de A−módulos simples.

Definición 2.23. Sea A una K−álgebra y M ∈mod(A.) Decimos que M es

básico siM∼=
⊕m

i=1Mi conMi indescomponible para todo i ∈ [1,m] yMi �Mj

para i ̸= j.

Teorema 2.24. Sea (A,≤) una ss−álgebra. Entonces, existe un (único hasta

isomorfismos) A−módulo inclinante básico T tal que add(T ) = F(A∆)∩ I(A∆).

Demostración. Ver [25, Theorem 3.3].

�

Definición 2.25. Dada una ss−álgebra (A,≤), al A−módulo inclinante básico

T de 2.24, se le conoce como el módulo inclinante caracteŕıstico asociado

a la ss−álgebra (A,≤).

Teorema 2.26. Sea A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, n] tal que

(A,≤) es una ss−álgebra. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada i ∈ [1, n], existe una sucesión exacta en mod(A)
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0→ A∆(i)→ T (i)→ Z(i)→ 0,

tal que Z(i) ∈ F({A∆(j) : j < i}).

(b) {T (i)}ni=1 es un conjunto de A−módulos indescomponibles y T :=
⊕n

i=1 T (i)

es el A−módulo inclinante caracteŕıstico asociado a la ss−álgebra (A,≤).

(c) La K−álgebra B := End(AT ) es una ss−álgebra básica con respec-

to al orden opuesto ≤op en [1, n]; donde {BP (i)}ni=1, con BP (i) :=

HomB(T (i),ATBop), es una familia completa de B−módulos proyectivos

indescomponibles no isomorfos entre śı.

(d) Los funtores F := HomA(−, ATBop) : mod(A)→ mod(B) y

G := HomB(−,ATBop) : mod(B) → mod(A), inducen por restricción,

equivalencias exactas de categoŕıas F(A∆)
F→ F(B∆)

G→ F(A∆) tales

que: G es cuasi-inverso de F, F (A∆(i)) ∼= B∆(i) y G(B∆(i)) ∼= A∆(i)

para cada i ∈ [1, n].

(e) I(A∆) = {X ∈ mod(A) : ExtiA(T,X) = 0 para cada i ≥ 1}.

Demostración. Ver [25, Lemma 4.2, Lemma 4.4] y [2, Theorem 2.6, Lemma

2.5].

�

Definición 2.27. Dados una ss−álgebra (A,≤) y T el A−módulo inclinante

caracteŕıstico asociado a (A,≤), el dual de Ringel asociado a (A,≤) es la

ss−álgebra (R(A),≤op) donde R(A) := End(AT ).

Proposición 2.28. Si (A,≤) es una ss−álgebra básica, entonces R(R(A)) ∼= A.

Demostración. Ver [2, Theorem 2.6].

�

Observación 2.29. Otra prueba de 2.28, usando la teoŕıa de sistemas estrati-

ficantes, puede verse en 3.61.
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Caṕıtulo 3

Sistemas Estratificantes Lineales

La noción de sistema estratificante fue introducida en 2002, como una gene-

ralización de los módulos estándar e inclinante caracteŕıstico asociados clásica-

mente a álgebras estandarmente estratificadas y casi-hereditarias (ver 2.26).

En este caṕıtulo veremos las definiciones de sistemas estratificantes (Θ,≤),
sistemas estratificantes Ext−inyectivos (Θ, Y ,≤) y Ext−proyectivos (Θ, Q,≤).
Estudiaremos sus principales propiedades. Además, veremos que las álgebras

de endomorfismos B := End(Y ) y B′ := End(Q) son ss-álgebras. Más aún,

veremos que las categoŕıas F(Θ) y F(B∆) son contravariantemente equivalentes

y las consecuencias que esto nos da.

3.1. Definiciones y propiedades básicas.

Definición 3.1. Sea A una K−álgebra, Θ = {Θ(i)}ti=1 una familia de objetos

en mod(A) y ≤ un orden lineal en [1, t]. El par (Θ,≤) se dice que es un sistema

estratificante (ss) de talla t, si se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) HomA(Θ(j),Θ(i)) = 0 para j > i.

(b) Ext1A(Θ(j),Θ(i)) = 0 para j ≥ i.

(c) Θ(i) es indescomponible ∀ i ∈ [1, t].

Ejemplo 3.2. Sean A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, n]. Por 2.9

y 2.10, se tiene que el par (A∆,≤) es un ss de talla n. A dicho sistema se le

conoce como el ss−canónico asociado al par (A,≤).

Definición 3.3. Sea A una K−álgebra, Θ = {Θ(i)}ti=1 una familia de objetos

no nulos en mod(A), Y = {Y (i)}ti=1 una familia de objetos indescomponibles
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en mod(A) y ≤ un orden lineal en [1, t]. El triple (Θ, Y ,≤) se dice que es un

sistema estratificante Ext-inyectivo (eiss) de talla t, si se satisfacen las

siguientes condiciones.

(a) HomA(Θ(j),Θ(i)) = 0 para j > i.

(b) Para cada i ∈ [i, t], existe una sucesión exacta en mod(A)

0 −→ Θ(i)
αi−→ Y (i) −→ Z(i) −→ 0

tal que Z(i) ∈ F({Θ(j) : j < i}).

(c) Ext1A(−, Y )|F(Θ) = 0 donde Y :=
t⊕
i=1

Y (i).

Ejemplo 3.4. Sea (A,≤) una ss−álgebra y T := {T (i)}ni=1 la familia de

A−módulos de 2.26 (b). Por 2.26 (a) y (e), se tiene que (A∆, T ,≤) es un eiss

de talla n.

Definición 3.5. Sea A una K−álgebra, Θ = {Θ(i)}ti=1 una familia de objetos

no nulos en mod(A), Q = {Q(i)}ti=1 una familia de objetos indescomponibles

en mod(A) y ≤ un orden lineal en [1, t]. El triple (Θ, Q,≤) se dice que es un

sistema estratificante Ext-proyectivo (epss) de talla t, si se satisfacen

las siguientes condiciones.

(a) HomA(Θ(j),Θ(i)) = 0 para j > i.

(b) Para cada i ∈ [i, t], existe una sucesión exacta en mod(A)

0 −→ K(i) −→ Q(i)
βi−→ Θ(i) −→ 0

tal que K(i) ∈ F({Θ(j) : j > i}).

(c) Ext1A(Q,−)|F(Θ) = 0, donde Q :=
t⊕
i=1

Q(i).

Ejemplo 3.6. Sea (A,≤) una ss−álgebra y Q := {P (i)}ni=1. Se tiene que

(A∆, Q,≤) es un epss de talla n.

Ejemplo 3.7. Sea A una K−álgebra y M ∈ mod(A) indescomponible y tal

que Ext1A(M,M) = 0. Consideremos Θ := {M}; en tal caso (Θ,≤) es un ss de

talla 1 en mod(A). Además, tomando Y := {M} y Q := {M}, obtenemos que

(Θ, Y ,≤) y (Θ, Q,≤) son, respectivamente, eiss y epss de talla 1.

Lema 3.8. Sea A una K−álgebra y (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t. Entonces

Y (i) ∈ F(Θ) para cada i ∈ [1, t]. En particular, add(Y ) ⊆ F(Θ).

34



3.1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BÁSICAS.

Demostración. Dado que Y (i) es indescomponible, el resultado es consecuen-

cia de 3.3 (b) y 1.49 (b) y (c).

�

Lema 3.9. Sea A una K−álgebra y (Θ, Q,≤) un epss de talla t. Entonces

Q(i) ∈ F(Θ) para cada i ∈ [1, t]. En particular, add(Q) ⊆ F(Θ).

Demostración. Dado que Q(i) es indescomponible, el resultado es consecuen-

cia de 3.5 (b) y 1.49 (b) y (c).

�

Teorema 3.10. Sea A una K−álgebra, ≤ un orden lineal en [1, t], Θ :=

{Θ(i)}ti=1 una familia de objetos en mod(A) y M ∈ F({Θ(j) : j ≤ µ}). En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si HomA(Θ(j),Θ(i)) = 0 para j > i, entonces HomA(Θ(ℓ),M) = 0 para

cada ℓ > µ.

(b) Si Ext1A(Θ(j),Θ(i)) = 0 para j ≥ i, entonces Ext1A(Θ(ℓ),M) = 0 para

cada ℓ ≥ µ.

Demostración. (a) Sea 0 = M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mm = M una Θ−filtración
de M tal que Mr/Mr−1

∼= Θ(jr) y jr ≤ µ para cada r ∈ [1,m]. Entonces, para

cada r ∈ [1,m], se tiene la sucesión exacta

0→Mr−1 →Mr → Θ(jr)→ 0.

Aplicándole a dicha sucesión el funtor Hom(Θ(i),−), con i > µ, obtenemos la

sucesión exacta

0→ HomA(Θ(i),Mr−1)→ HomA(Θ(i),Mr)→ HomA(Θ(i),Θ(jr)).

Como HomA(Θ(i),Θ(jr)) = 0, pues i > µ ≥ jr; obtenemos el isomorfismo

HomA(Θ(i),Mr−1) ∼= HomA(Θ(i),Mr) para cada r ∈ [1,m]. Como además,

HomA(Θ(i),M1) ∼= HomA(Θ(i),Θ(j1)) = 0. Entonces se tiene que,

HomA(Θ(i),M) ∼= HomA(Θ(i),Mm−1) ∼= · · · ∼= HomA(Θ(i),M1) = 0.

Por lo tanto HomA(Θ(i),M) = 0 para i > µ.

(b) Sea 0=M0⊆M1⊆· · ·⊆Mm=M una Θ−filtración de M tal que Mr/Mr−1
∼=

Θ(jr) y jr ≤ µ para cada r∈[1,m].

Ahora, para cada r ∈ [1,m], tenemos la sucesión exacta

0→Mr−1 →Mr → Θ(jr)→ 0.
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Aplicándole a dicha sucesión el funtor Hom(Θ(i),−), con i ≥ µ, y usando el

hecho de que Ext1A(Θ(i),Θ(jr)) = 0 pues i ≥ µ ≥ jr; obtenemos el epimorfismo

Ext1A(Θ(i),Mr−1)
gr−→ Ext1A(Θ(i),Mr) −→ 0.

En particular, Ext1A(Θ(i),M1) = 0 (pues Ext1A(Θ(i),M0) = 0 y g1 es un epi-

morfismo). Luego, Ext1A(Θ(i),M2) = Im(g2) = 0. Ahora, dado que g2 es un

epimorfismo, se sigue que Ext1A(Θ(i),M3) = 0. Repitiendo este procedimiento

para cada gr, concluimos que Ext1A(Θ(i),M) = 0.

�

Lema 3.11. Sea A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A) y

M ∈ F({Θ(j) : j ≥ µ}). Si µ > i entonces HomA(M,Θ(i)) = 0.

Demostración. Sea 0 = M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mm = M una Θ−filtración para

M tal que Mr/Mr−1
∼= Θ(jr) y jr ≥ µ para cada r ∈ [1,m]. Luego, para cada

r ∈ [1,m], tenemos la sucesión exacta ξr : 0→Mr−1 →Mr → Θ(jr)→ 0.

Sea i < µ. Aplicando el funtor Hom(−,Θ(i)) a la sucesión ξr, obtenemos

el isomorfismo HomA(Mr,Θ(i))∼=HomA(Mr−1,Θ(i)) para cada r ∈ [1,m], ya

que HomA(Θ(jr),Θ(i))= 0 y Ext1A(Θ(jr),Θ(i)) = 0 pues i < µ ≤ jr. Como

además, HomA(M1,Θ(i)) ∼= HomA(Θ(j1),Θ(i)) = 0. Entonces se tiene que,

HomA(M,Θ(i)) ∼= HomA(Mm−1,Θ(i)) ∼= · · · ∼= HomA(M1,Θ(i)) = 0.

Por lo tanto HomA(M,Θ(i)) = 0 para i < µ.

�

En lo que sigue, veremos algunas de las propiedades básicas de los sistemas

estratificantes Ext-inyectivos de talla t.

Proposición 3.12. Sea A una K−álgebra y (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t. En-

tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Ext1A(Θ(µ),Θ(λ)) = 0 = HomA(Θ(µ), Z(λ)) para µ ≥ λ,

(b) HomA(Θ(µ), Y (λ)) ∼= HomA(Θ(µ),Θ(λ)) para µ ≥ λ.

Demostración. Sea µ ≥ λ. Por 3.3 (b), se tiene la sucesión exacta en mod(A)

ξ : 0→ Θ(λ)→ Y (λ)→ Z(λ)→ 0

con Z(λ)∈F({Θ(j) : j < λ}). Aplicando el funtor HomA(Θ(µ),−) a ξ y usando

que Ext1A(Θ(µ), Y (λ))=0 (ver 3.3 (c) ), se obtiene la siguiente sucesión exacta

ξ : 0→ HomA(Θ(µ),Θ(λ))→ HomA(Θ(µ), Y (λ))→ HomA(Θ(µ), Z(λ))→
Ext1A(Θ(µ),Θ(λ))→ 0.
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Ahora bien, dado que Z(λ) ∈ F({Θ(j) : j < λ}) y λ ≤ µ, se obtiene por

3.10 (a) que HomA(Θ(µ), Z(λ)) = 0. Luego, de la sucesión exacta ξ se obtiene

el resultado.

�

Proposición 3.13. Sean A una K−álgebra y (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A). Entonces, para cadaM ∈ F(Θ) la multiplicidad [M : Θ(i)]ξ no depende

de la Θ−filtración ξ de M en Θ.

Demostración. Definamos la matriz D := [ dij ]t×t, donde

dij := dimK(HomA(Θ(i), Y (j))).

Por 3.12 (b) se tiene que dij=0 para i > j; y además dii = dimK(End(Θ(i))) > 0

para cada i. Por lo tanto, D es invertible pues det(D) =

t∏
i=1

dii > 0.

Por otro lado, dado que M ∈ F(Θ), existe una Θ−filtración

ξ : 0=M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mm =M

tal que Mr/Mr−1
∼= Θ(ir) para cada r ∈ [1,m]. Aśı, para cada r podemos

considerar la sucesión exacta 0→Mr−1→Mr→Θ(ir)→0; y aplicándole el funtor

HomA(−, Y (i)) a dicha sucesión, se obtiene la siguiente sucesión exacta

0→ HomA(Θ(ir), Y (i))→ HomA(Mr, Y (i))→ HomA(Mr−1, Y (i))→ 0

para cada r ∈ [1,m].

De ah́ı se sigue que dimK(HomA(Mr, Y (i)) = dimK(HomA(Θ(ir), Y (i)))+

dimK(HomA(Mr−1, Y (i))) para todo r ∈ [1,m].

Luego, dimK(HomR(M,Y (i)))=
t∑

j=1

[M : Θ(j)]ξdimK(HomA(Θ(j), Y (i))).

Por lo tanto,
dimK(HomA(M,Y (1)))

...

dimK(HomA(M,Y (t)))

 = D


[M : Θ(1)]ξ

...

[M : Θ(t)]ξ

 .

Como D es invertible, se sigue que

D−1


dimK(HomA(M,Y (1)))

...

dimK(HomA(M,Y (t)))

 =


[M : Θ(1)]ξ

...

[M : Θ(t)]ξ

 .

De donde, [M : Θ(j)]ξ depende de dij y de dimK(HomA(M,Y (i))), los cuales

no dependen de ξ.
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�

En vista de la proposición anterior, de aqúı en adelante, dado un eiss

(Θ, Y ,≤) y M ∈ F(Θ), denotaremos a la multiplicidad de Θ(i) en M sim-

plemente como [M : Θ(i)]. De ah́ı que, la Θ−longitud de M, se define como

ℓΘ(M) :=
∑t
i=1[M : Θ(i)].

Corolario 3.14. Sea A una K−álgebra y (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A). Entonces Y (i) � Y (j) si i ̸= j.

Demostración. Podemos suponer que j > i. Consideremos la sucesión exacta

0→ Θ(i)→ Y (i)→ Z(i)→ 0,

donde Z(i) ∈ F({Θ(k) : k < i}). En particular, se tiene que Y (i) ∈ F({Θ(k) :

k ≤ i}). Luego [Y (i) : Θ(λ)] = 0 para λ > i y [Y (i) : Θ(i)] = 1. El resultado

se tiene de lo anterior, pues si ocurriera que Y (i) ∼= Y (j), llegaŕıamos a la

contradicción 0 = [Y (i) : Θ(j)] = [Y (j) : Θ(j)] = 1.

�

Proposición 3.15. Sean A y B K−álgebras, C una clase de objetos en mod(A)

y H : mod(A) → mod(B) un funtor (covariante o contravariante) exacto. En-

tonces H(F(C)) ⊆ F(H(C)).

Demostración. Supongamos que H es covariante, pues el caso contravariante

es similar.

Sean M ∈ F(C) y ξ : 0 =M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mm =M una C−filtración para

M. Dado que Mi/Mi−1
∼= Ci ∈ C para i ∈ [1,m], tenemos la sucesión exacta

0→Mi−1 →Mi → Ci → 0 en mod(A).

Aplicando H a dicha sucesión y usando el hecho de que H es exacto en F(C),

obtenemos la sucesión exacta en mod(B)

ξi : 0→ H(Mi−1)→ H(Mi)→ H(Ci)→ 0

para cada i ∈ [1,m]. Como H(M1) ∼= H(Ci) y F(H(C)) es cerrado por ex-

tensiones, obtenemos que H(M2) ∈ F(H(C)). Luego, aplicando el argumento

anterior consecutivamente a cada una de las sucesiones exactas ξi, obtenemos

que H(M) ∈ F(H(C)).

�

Teorema 3.16. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en mod(A),

B := End(AY ), F :=HomA(−,A YBop) : mod(A) −→ mod(B) y ≤op el orden

opuesto de ≤ en [1, t]. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones.
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(a) (B,≤op) es una ss-álgebra básica, donde {BP (i)}ti=1, con BP (i):=F (Y (i)),

es una familia completa de B−módulos proyectivos indescomponibles no

isomorfos dos a dos.

(b) B∆(i) ∼= F (Θ(i)) ∀ i ∈ [1, t].

(c) La restricción F |F(Θ) : F(Θ)→ mod(B) es un funtor exacto y F (F(Θ)) ⊆
F(B∆).

Demostración. [(a) y (b)] Dado que {Y (i)}ti=1 es una familia de A−módulos

indescomponibles y no isomorfos dos a dos (por 3.14), concluimos de 5.90 que

B es básica y {BP (i)}ti=1 es una familia completa de B−módulos proyectivos

indescomponibles.

Ahora bien, como Ext1A(−, Y )|F(Θ)=0, se tiene que F |F(Θ) : F(Θ)→ mod(B)

es exacto. Luego, aplicando F a la sucesión de 3.3 (b), para cada i ∈ [1, t], se

tiene la sucesión exacta en mod(B)

0→ F (Z(i))
α(i)→ BP (i)

F (αi)→ F (Θ(i))→0,

con F (Z(i))∈ F({F (Θ(j)) : j < i}).
Notemos que [F (Θ(j)):BS(j)] = 0 si j >op i. En efecto, para j < i tenemos

por 5.90 y 3.12 (b) que

HomB(BP (j), F (Θ(i))) = HomB(F (Y (j)), F (Θ(i))) ∼= HomA(Θ(i), Y (j)) = 0.

Luego, por 2.5, concluimos que [F (Θ(i)) : S(j)] = 0 para j < i.

Ahora, veamos que Im(α(i)) ⊆ U(i):=Tr
BP

op
> i

(BP (i)). Para ello, conside-

remos 0 = X0 ⊆ X1 ⊆ · · · ⊆ Xm = F (Z(i)) una F (Θ)−filtración de F (Z(i)).

Ésta filtración induce, para cada r ∈ [1,m], la sucesión exacta en mod(B)

0→ Xr−1
νr→ Xr → F (Θ(ir))→ 0.

Para r = 2, tenemos el siguiente diagrama

0 //
BP (i1)

π1

����

(1 0) // P2

β2

��

(
0
1

)
//
BP (i2)

π̄2

zzv
v
v
v
v

π2

����

// 0

0 // X1
ν1 // X2

// F (Θ(i2)) // 0,

donde X1:=F (Θ(i1)) y P2:=BP (i1) ⊕ BP (i2). Por el Lema de la Serpiente, la

aplicación β2:=(ν1π1, π̄2) : P2 → X2 es un epimorfismo. Además i1 < i y i2 < i.

De manera análoga obtenemos, para r=3, el siguiente diagrama conmutativo
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0 // P2

β2

����

// P3

β3

��

//
BP (i3)

π̄3

zzv
v
v
v
v

π3

����

// 0

0 // X2
ν2 // X3

// F (Θ(i3)) // 0,

donde P3 := P2 ⊕ BP (i3). Usando el Lema de la Serpiente, concluimos que la

aplicación β3:=(ν2π2, π̄3) : P3 → X3 es un epimorfismo y i3 < i.

Continuando éste proceso para cada r ∈ [1,m], obtenemos Pm =
m⊕
r=1

BP (ir)

con ir < i para todo r y un epimorfismo βm : Pm → F (Z(i)).

De ah́ı, se tiene el morfismo α(i)βm : Pm → BP (i) con Im(α(i)βm) =

Im(α(i)). Luego Tr
BP

op
> i

(BP (i)) =
∑
j<i

{Im(f) | f : BP (j)→ BP (i)} ⊇ Im(α(i)).

Ahora bien, dado que F (Z(i)) ∈ F({F (Θ(j)) : j < i}) y [F (Θ(i)) : BS(j)] =

0 si jop > i, de la maximalidad del cociente BP (i)→ B∆(i) (ver 2.6 (b)), existe

un morfismo u : A∆(i) → F (Θ(i)) y por lo tanto un morfismo ū : U(i) →
F (Z(i)) tal que el siguiente diagrama conmuta

0 // F (Z(i))
α(i) //

BP (i)
F (αi)// F (Θ(i)) // 0

0 // U(i)

ū

OO

//
BP (i) //

B∆(i)

u

OO

// 0.

Como Im(α(i)) ⊆ U(i), existe un morfismo v : F (Θ(i)) → B∆(i) tal que el

siguiente diagrama conmuta

0 // F (Z(i))

��

α(i) //
BP (i)

F (αi)// F (Θ(i))

v

��

// 0

0 // U(i) //
BP (i)

π //
B∆(i) // 0

Entonces, B∆(i) ∼= F (Θ(i)) y U(i) ∼= F (Z(i)). En particular, BP (i) ∈
F(B∆) para todo i; probándose que (B,≤op) es una ss−álgebra.
(c) De (a) sabemos que F es exacto en F(Θ). Luego, es consecuencia de 3.15

que F (F(Θ)) ⊆ F(B∆), tomando C = Θ.

�

3.2. Morfismos de ss, eiss y epss.

Lema 3.17. Sean A una K−álgebra y (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t. Entonces,

para cada i ∈ [1, t], el morfismo αi : Θ(i) −→ Y (i), dado en 3.3 (b), es una
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I(Θ)−aproximación minimal a izquierda de Θ(i).

Demostración. Primero veamos que αi es una I(Θ)−aproximación a izquierda

de Θ(i). Consideremos la sucesión exacta

0→ Θ(i)
αi→ Y (i)→ Z(i)→ 0,

con Z(i) ∈ F({Θ(j) : j < i}).
Aplicamos el funtor HomA(−, X), con X ∈ I(Θ), a la sucesión exacta ante-

rior, obtenemos la sucesión exacta

0 −→ HomA(Z(i), X) −→ HomA(Y (i), X) ∗αi−→ HomA(Θ(i), X) −→ 0,

donde ∗αi := Hom(αi, X). Se sigue que ∗αi es suprayectiva y entonces para

cada f : Θ(i) −→ X, existe g : Y (i) −→ X tal que f = ∗αi(g) = gαi. Esto

muestra que αi es una I(Θ)−aproximación a izquierda de Θ(i).

Por otro lado, del hecho que Y (i) es indescomponible se sigue que αi es

minimal a izquierda (Ver 1.37 y 1.38.)

�

Lema 3.18. Sean A una K−álgebra y (Θ, Q,≤) un epss de talla t en mod(A).

Entonces, para cada i ∈ [1, t], el morfismo βi : Q(i)→ Θ(i), dado en 3.5 (b), es

una P(Θ)−aproximación minimal a derecha de Θ(i).

Demostración. Es similar a 3.17.

�

Definición 3.19. Sean A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, t] que con-

sideramos fijo. Denotamos por SS≤ a la siguiente clase de objetos y morfismos.

(a) Obj(SS≤) : Son todos los sistemas estratificantes (Θ,≤), de talla t en

mod(A), donde ≤ es el orden fijo en [1, t].

(b) Mor(SS≤) : Un morfismo f : (Θ,≤)→ (Θ′,≤) de ss, es una familia de

morfismos f := {f(i) : Θ(i)→ Θ′(i)}i∈[1,t] en mod(A).

(c) La composición de los morfismos f : (Θ,≤) → (Θ′,≤) y g : (Θ′,≤) →
(Θ′′,≤) de ss, se define como gf := {g(i)f(i) : Θ(i)→ Θ′′(i)}i∈[1,t].

Proposición 3.20. Sean A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, t] que

consideramos fijo. La clase SS≤ es una categoŕıa y se le conoce como la ca-

tegoŕıa de sistemas estratificantes en mod(A) con respecto al orden lineal

([1, t],≤).
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Demostración. Dado que la aplicación

ϕ : Hom((Θ,≤), (Θ′,≤))→
⊕t

i=1 HomA(Θ(i),Θ′(i)),

dada por ϕ({fi}i∈[1,t]) := (fi)i∈[1,t] es biyectiva, se satisface 1.1 (a).

Consideremos ahora los morfismos f :(Θ,≤)→ (Θ′,≤), g:(Θ′,≤)→ (Θ′′,≤)
y h : (Θ′′,≤) → (Θ′′′,≤). Para cada i ∈ [1, t] se tiene que (h(i)g(i))f(i) =

h(i)(f(i)g(i)), lo cual prueba que (hg)f = h(gf) en SS≤.

Finalmente, sea (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A) y 1(Θ,≤) := {1Θ(i) : Θ(i)→
Θ(i)}i∈[1,t], donde 1Θ(i) denota al morfismo identidad de Θ(i). Es claro que éste

es el morfismo identidad del ss (Θ,≤).
�

Definición 3.21. Sea A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, t] que con-

sideramos fijo. Denotaremos por EISS≤ a la siguiente clase de objetos y mor-

fismos.

(a) Obj(EISS≤) : Son todos los eiss (Θ, Y ,≤) de talla t en mod(A), donde

≤ es el orden fijo en [1, t].

(b) Mor(EISS≤) : Un morfismo de eiss f : (Θ, Y ,≤) −→ (Θ′, Y ′,≤),
es una familia de morfismos f = {f1(i) : Θ(i) → Θ′(i), f2(i) : Y (i) →
Y ′(i)}i∈[1,t] en mod(A), tales que para cada i ∈ [1, t], el siguiente diagra-

ma conmuta

Θ(i)

αi

��

f1(i) // Θ′(i)

α′
i

��
Y (i)

f2(i)
// Y ′(i),

donde αi y α
′
i están dadas por 3.3 (b).

(c) Sean f : (Θ, Y ,≤) → (Θ′, Y ′,≤) y g : (Θ′, Y ′,≤) → (Θ′′, Y ′′,≤) morfis-

mos de eiss en mod(A). La composición está dada por gf := {g1(i)f1(i) :
Θ(i)→ Θ′′(i), g2(i)f2(i) : Y (i)→ Y ′′(i)}i∈[1,t].

Θ(i)

αi

��

f1(i) // Θ′(i)

α′
i

��

g1(i) // Θ′′(i)

α′′
i

��
Y (i)

f2(i)
// Y ′(i)

g2(i)
// Y ′′(i)

Proposición 3.22. Sea A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, t] que

consideramos fijo. La clase EISS≤ es una categoŕıa y se le conoce como la
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categoŕıa de sistemas estratificantes Ext−inyectivos en mod(A) con -

respecto al orden lineal ([1, t],≤).

Demostración. Tenemos una aplicación inyectiva natural

φ:Hom((Θ, Y ,≤), (Θ′, Y ′,≤))→
t∏
i=1

(HomA(Θ(i),Θ′(i))×HomA(Y (i), Y ′(i))),

dada por φ(f):=(f1(i), f2(i))
t
i=1, aśı que la clase Hom((Θ, Y ,≤), (Θ′, Y ′,≤)) es

un conjunto.

Ahora consideremos los morfismos de eiss f : (Θ, Y ,≤) → (Θ′, Y ′,≤),
g : (Θ′, Y ′,≤) → (Θ′′, Y ′′,≤) y h : (Θ′′, Y ′′,≤) → (Θ′′′, Y ′′′,≤). Para cada

i ∈ [1, t] se tiene el siguiente diagrama conmutativo en mod(A)

Θ(i)

αi

��

f1(i) // Θ′(i)

α′
i

��

g1(i) // Θ′′(i)

α′′
i

��

h1(i) // Θ′′′(i)

α′′′
i

��
Y (i)

f2(i)
// Y ′(i)

g2(i)
// Y ′′(i)

h2(i)
// Y ′′′(i).

Luego, para cada i ∈ [1, t], se tiene que (h(i)g(i))f(i) = h(i)(f(i)g(i)), lo

cual prueba que (hg)f = h(gf) en EISS≤.

Finalmente, sea (Θ, Y , ≤) un eiss de talla t en mod(A) y 1(Θ,Y ,≤) :=

{1Θ(i) : Θ(i) → Θ(i), 1Y (i) : Y (i) → Y (i)}i∈[1,t]; donde, para cada i ∈ [1, t],

1Θ(i) y 1Y (i) denotan al morfismo identidad de Θ(i) y de Y (i), respectivamente.

Es claro que éste es el morfismo identidad del eiss (Θ, Y ,≤).
�

Definición 3.23. Sean A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, t], que

consideramos fijo. Denotaremos por EPSS≤ a la siguiente clase de objetos y

morfismos.

(a) Obj(EPSS≤) : son todos los epss (Θ, Q,≤) de talla t en mod(A), donde

≤ es el orden fijo en [1, t].

(b) Mor(EPSS≤) : Un morfismo de epss g : (Θ, Q,≤) → (Θ′, Q′,≤),
es una familia de morfismos g := {g1(i) : Θ(i) → Θ′(i), g2(i) : Q(i) →
Q′(i)}i∈[1,t] en mod(A), tales que para cada i ∈ [1, t], el siguiente diagrama

conmuta

Q(i)

βi

��

g2(i) // Q′(i)

β′
i

��
Θ(i)

g1(i)
// Θ′(i),
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donde los morfismos βi y β
′
i están dados por 3.5 (b).

(c) Sean g : (Θ, Q,≤) → (Θ′, Q′,≤) y h : (Θ′, Q′,≤) → (Θ′′, Q′′,≤) morfis-

mos en mod(A). La composición hg : (Θ, Q,≤) → (Θ′′, Q′′,≤) está dada

por hg := {h1(i)g1(i) : Θ(i)→ Θ′′(i), h2(i)g2(i) : Q(i)→ Q′′(i)}i∈[1,t].

Q(i)

βi

��

g2(i) // Q′(i)

β′
i

��

h2(i) // Q′′(i)

β′′
i

��
Θ(i)

g1(i)
// Θ′(i)

h1(i)
// Θ′′(i)

Proposición 3.24. Sean A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, t]. La

categoŕıa EPSS≤ es una categoŕıa y se le conoce como la categoŕıa de siste-

mas estratificantes Ext−proyectivos en mod(A) con respecto al orden lineal

([1, t],≤).

Demostración. Es similar a la dada en 3.22.

�

Definición 3.25. Sea A una K−álgebra y ≤ un orden lineal en [1, t].

(a) Sea f : (Θ,≤)→ (Θ′,≤) un morfismo de ss. Decimos que f es un isomor-

fismo si existe un morfismo de ss g : (Θ′,≤)→ (Θ,≤) tal que gf = 1(Θ,≤)

y fg = 1(Θ′,≤).

(b) Sea f : (Θ, Y ,≤)→ (Θ′, Y ′,≤) un morfismo de eiss. Decimos que f es un

isomorfismo, si existe un morfismo de eiss g:(Θ′, Y ′,≤)→ (Θ, Y ,≤) tal
que fg = 1(Θ′,Y ′,≤) y gf = 1(Θ,Y ,≤).

(c) Sea g : (Θ, Q,≤)→ (Θ′, Q′,≤) un morfismo de epss. Decimos que g es un

isomorfismo, si existe un morfismo de epss h:(Θ′, Q′,≤) → (Θ, Q,≤)
tal que gh = 1(Θ′,Q′,≤) y hg = 1(Θ,Q,≤).

Proposición 3.26. Sea f : (Θ, Y ,≤) → (Θ′, Y ′,≤) un morfismo en EISS≤.

Entonces, f es un isomorfismo si y sólo si f1(i) y f2(i) son isomorfismos en

mod(A), para cada i ∈ [1, t].

Demostración. Si f es un isomorfismo, existe g : (Θ, Y ,≤) → (Θ′, Y ′,≤) tal
que fg = 1(Θ′,Y ′,≤) y gf = 1(Θ,Y ,≤). Luego, g1(i)f1(i) = 1Θ(i), g2(i)f2(i) =

1Y (i), f1(i)g1(i) = 1Θ′(i) y f2(i)g2(i) = 1Y ′(i); probándose que f1(i) y f2(i) son

isomorfismos, para cada i. Rećıprocamente, si f1(i) y f2(i) son isomorfismos
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en mod(A), para cada i existen morfismos g1(i) : Θ′(i) → Θ(i) y g2(i) :

Y ′(i) → Y (i) en mod(A) tales que g1(i)f1(i) = 1Θ(i), g2(i)f2(i) = 1Y (i),

f1(i)g1(i) = 1Θ′(i) y f2(i)g2(i) = 1Y ′(i). Además tenemos que,

g2(i)α
′(i) = g2(i)α

′(i)f1(i)g1(i) = g2(i)f2(i)α(i)g1(i) = α(i)g1(i).

Por lo tanto, g := {g1(i), g2(i)} : (Θ′, Y ′,≤)→ (Θ, Y ,≤) es un morfismo de eiss

y satisface que fg = 1(Θ′,Y ′,≤) y gf = 1(Θ,Y ,≤).

�

Proposición 3.27. Sea f : (Θ, Q,≤) → (Θ′, Q′,≤) un morfismo en EPSS≤.

Entonces, f es un isomorfismo si y sólo si f1(i) : Θ(i)→ Θ′(i) y f2(i) : Q(i)→
Q′(i) son isomorfismos en mod(A), para cada i ∈ [1, t].

Demostración. Es similar a la hecha el 3.26.

�

Proposición 3.28. Sea A una K−álgebra, ≤ un orden lineal en [1, t]; y

(Θ, Y ,≤) y (Θ, Y ′,≤) dos eiss de talla t en mod(A). Entonces, existe una

familia de isomorfismos {fi : Y (i) → Y ′(i)}i∈[1,t] en mod(A), de tal manera

que f := {1Θ(i), fi}ti=1 : (Θ, Y ,≤)→ (Θ, Y ′,≤) es un isomorfismo de eiss .

Demostración. Sean αi : Θ(i)→ Y (i) y α′
i : Θ(i)→ Y ′(i) las I(Θ)−aproxi-

maciones minimales a izquierda de Θ(i) y Θ′(i), respectivamente. Luego, existen

morfismos fi :Y (i)−→Y ′(i) y gi :Y
′(i)−→Y (i) tales que fi αi = α′

i y gi α
′
i = αi,

para todo i.

Θ(i)

α′
i

��

αi // Y (i)

fi||xx
xx
xx
xx

Θ(i)

αi

��

α′
i // Y ′(i)

gi||xx
xx
xx
xx

Y ′(i) Y (i)

De ah́ı se sigue que fi gi α
′
i = fi αi = α′

i y gi fi αi = gi α
′
i = αi; y dado que

αi y α
′
i son minimales a izquierda, se sigue que fi gi y gi fi son isomorfismos

para cada i ∈ [1, t]. De donde, fi y gi son isomorfismos.

Sea f := {1Θ(i) : Θ(i)→ Θ(i), fi : Y (i)→ Y ′(i)}i∈[1,t]. Dado que fiαi = α′
i,

es claro que f es un morfismo de eiss. Luego, el resultado se sigue de 3.26.

�

Proposición 3.29. Sean A una K−álgebra, ≤ un orden lineal en [1, t] y

(Θ, Q,≤) y (Θ, Q′,≤) epss de talla t en mod(A). Entonces, existe una fami-

lia de isomorfismos {fi : Q(i) → Q′(i)}i∈[1,t] en mod(A), de tal manera que

f := {1Θ(i), fi}ti=1 : (Θ, Q,≤)→ (Θ, Q′,≤) es un isomorfismo de epss.
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Demostración. Es similar a la hecha en 3.28.

�

3.3. Θ-soportes y sucesiones especiales.

Sea A una K−álgebra y ≤ un orden lineal [1, t]. Extendemos el orden ≤ a

⟨1, t⟩ := [1, t] ∪ {±∞}, como sigue: −∞ < i < +∞ para cada i ∈ [1, t].

Definición 3.30. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en mod(A)

y M ∈ F(Θ). El Θ−soporte de M se define como SuppΘ(M):={i∈[1, t] : [M :

Θ(i)] ̸=0}. Observe que, por 3.13, la definición de soporte tiene sentido.

Definición 3.31. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en mod(A)

y M ∈ F(Θ). Definimos las funciones max, min : F(Θ)→ ⟨1, t⟩ como sigue: si

M ̸= 0, max(M) :=max(SuppΘ(M),≤) y min(M) :=min(SuppΘ(M),≤); en el

caso M = 0, definimos max(M) := −∞ y min(M) := +∞.

Lema 3.32. Sea A una K−álgebra y Z ⊆ Y ⊆ X una cadena de submódulos en

mod(A) tal que X/Y ∼= Θ2 y Y/Z ∼= Θ1. Si Ext
1
A(Θ2,Θ1) = 0 entonces existe

una cadena de submódulos Z ⊆W ⊆ X tal que X/W ∼= Θ1 y W/Z ∼= Θ2.

Demostración. Consideremos las sucesiones exactas dadas por las hipótesis

0→ Y → X → Θ2 → 0, y 0→ Z → Y → Θ1 → 0.

Haciendo push-out obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en

mod(A).

0

��

0

��
Z

��

Z

��
ξ : 0 // Y

��

// X

��

// Θ2
// 0

η : 0 // Θ1

��

// C

��

// Θ2
// 0

0 0

Dado que Ext1A(Θ2, Θ1) = 0, la sucesión exacta η se escinde. Entonces

X/Z ∼= C ∼= Θ1 ⊕ Θ2; y por lo tanto Θ2 es un sumando directo de X/Z.
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Luego, existe una cadena de submódulos Z ⊆W ⊆ X tal que W/Z ∼= Θ2 y

X/W ∼=
(X/Z)

(W/Z)
∼=

Θ1 ⊕Θ2

0⊕Θ2

∼= Θ1.

�

Proposición 3.33. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A), 0 ̸=M ∈F(Θ), i0:=min(M) y m := [M : Θ(i0)]. Entonces, existe una

cadena 0 ⊆ N ⊆ Mm ⊆ Mm−1 ⊆ · · · ⊆ M1 ⊆ M0 = M de submódulos de M,

tal que:

(a) N ∈ F({Θ(j) : j > i0}),

(b) Mk/Mk+1
∼= Θ(i0) para cada k ∈ [0,m], donde Mm+1 := N.

Demostración. Procederemos por inducción sobre la Θ−longitud ℓΘ(M) de

M. Si ℓΘ(M) = 1, se tiene que M ∼= Θ(i0); y en tal caso 0 ⊆ N ⊆M1 ⊆M con

N = 0 y M1 =M satisface lo requerido.

Supongamos ahora que ℓΘ(M) = r > 1. Consideremos ξ : 0 = Lr+1 ⊆ Lr ⊆
· · · ⊆ L1 ⊆ L0 = M una Θ−filtración de M. Por 3.32, podemos suponer que

L0/L1
∼= Θ(i0); y entonces [L1 : Θ(i0)] = m− 1.

Dado que ℓΘ(L1) = r − 1, por hipótesis de inducción, el resultado vale para

L1. Por lo tanto vale para M pues M/L1
∼= Θ(i0).

�

Lema 3.34. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en mod(A) y

0 ̸=M ∈ F(Θ). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Existe una sucesión exacta 0 −→ N −→ M −→ Θ(io)
mi0 −→ 0 en F(Θ)

tal que i0 := min(M) < min(N) y mi0 := [M : Θ(i0)].

(b) Existe una sucesión exacta 0 −→ Θ(i1)
mi1 −→M −→M ′ −→ 0 en F(Θ)

tal que max(M ′) < max(M) =: i1 y mi1 := [M : Θ(i1)].

Demostración. (a) Por 3.33, se tiene una cadena de submódulos de M,

ξ : 0 ⊆ N = Mm+1 ⊆ Mm ⊆ · · · ⊆ M0 = M tal que N ∈ F({Θ(j) : j > i0}) y
Mk/Mk+1

∼= Θ(i0) para cada k ∈ [0,m] con m := [M : Θ(i0)].

Veamos que M/N ∼= Θ(i0)
m. Usando la filtración ξ, obtenemos la filtración

cocienteN/N ⊆Mm/N ⊆ · · · ⊆M0/N =M/N.Además (Mk/N)/(Mk+1/N) ∼=
Mk/Mk+1

∼= Θ(i0) y entonces tenemos las siguientes sucesiones exactas

ζm : 0→Mm/N→Θ(i0)→0, ζm−1 : 0→Mm/N→Mm−1/N→Θ(i0)→0, · · ·
ζk : 0→Mk+1/N→Mk/N→Θ(i0)→0, ζ0 : 0→M1/N →M/N → Θ(i0)→ 0.
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Notemos que ζm y ζm−1, nos dan el siguiente diagrama conmutativo

0 // Mm/N //

∼=
��

Mm−1/N

��

// Θ(i0) // 0

0 // Θ(i0) // C // Θ(i0) // 0.

Aśı, por el Lema del Cinco, tenemos que Mm−1/N ∼= C. Por otro lado, como

Ext1A(Θ(i0),Θ(i0)) = 0, el segundo renglón del diagrama se escinde y por lo

tanto Mm−1/N ∼= C ∼= Θ(i0)
2. Usando un argumento análogo para cada k ∈

[0,m], obtenemos que Mk/N ∼= Θ(i0)
m−k+1. Por lo tanto M/N ∼= Θ(i0)

m, lo

cual nos induce la sucesión exacta

0→ N →M → Θ(i0)
m → 0

con las propiedades requeridas.

(b) Se prueba de manera análoga al inciso (a).

�

Proposición 3.35. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A) y 0 ̸=M ∈ F(Θ). Entonces, existe una sucesión exacta en F(Θ)

0→M
ϵM−→ YM −→M ′ → 0,

tal que max(M ′) < max(M), YM ∈ add(
⊕

j≤max(M) Y (j)) y ϵM : M → YM es

una I(Θ)−aproximación a izquierda de M.

Demostración. Por simplicidad supondremos que ≤ es el orden natural en

[1, t]. Procederemos por inducción sobre i1 := max(M). Sea m1 := [M : Θ(i1)].

Si i1 = 1, entonces toda Θ−filtración deM tiene cocientes isomorfos a Θ(1);

y como Ext1A(Θ(1),Θ(1)) = 0, se tiene un isomorfismo f : M → Θ(1)m1 . Por

otro lado, por 3.3 (b), tenemos que Θ(1) ∼= Y (1) pues Z(1) = 0. En tal caso

la sucesión exacta 0 → M
f→ Θ(1)m1 → 0 → 0, con YM := Θ(1)m1 y M ′ = 0,

satisfacen lo requerido.

Supongamos ahora que i1 > 1. Por 3.34 (b), existe una sucesión exacta

0 → Θ(i1)
m1 → M → N → 0 en F(Θ) con max(N) < i1. Ahora bien, por

3.3 (b) se tiene la sucesión exacta 0 → Θ(i1)
m1

αi
m1

→ Y (i1)
m1 → Z(i1)

m1 → 0.

Luego, de las dos sucesiones exactas anteriores, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo y exacto en mod(A)

48



3.3. Θ-SOPORTES Y SUCESIONES ESPECIALES.

0

��

0

��
0 // Θ(i1)

mi1

��

// M

��

// N // 0

0 // Y (i1)
mi1

��

// C

��

// N // 0

Z(i1)
mi1

��

Z(i1)
mi1

��
0 0.

Dado que Ext1A(N,Y (i1)) = 0, se tiene que C ∼= Y (i1)
m1 ⊕ N. En particular,

obtenemos la sucesión exacta

ξ : 0→M → Y (i1)
m1 ⊕N → Z(i1)

m1 → 0.

Ahora, como max(N) < i1, por hipótesis de inducción, existe una sucesión

exacta ζ : 0→ N → YN → N ′ → 0 en F(Θ), tal que YN ∈ add(
⊕

j≤max(N) Y (j))

y max(N ′) < max(N). Por lo tanto, de las sucesiones ξ y ζ, junto con el Lema de

la Serpiente, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0

��

0

��
0 // M // Y (i1)

mi1⊕N //

��

Z(i1)
mi1 //

��

0

0 // M // Y (i1)
mi1⊕YN //

��

K //

��

0

N ′

��

N ′

��
0 0.

Dado que F(Θ) es cerrada por extensiones, max(N ′) < i1 y max(Z(i1)
m1) <

i1, concluimos que K ∈ F(Θ) y max(K) < i1. Luego, la sucesión exacta

0→M → Y (i1)
m1 ⊕ YN → K → 0

con YM := Y (i1)
m1⊕YN yM ′ := K satisface las condiciones requeridas, ya que

Ext1A(K,−)|I(Θ) = 0.

�
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Corolario 3.36. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en mod(A)

y Y :=
⊕t

i=1 Y (i). Entonces, cualquier M ∈ F(Θ) admite una co-resolución

finita en add(Y ); esto es, una sucesión exacta

0 −→M
f−1−→ Y0

f0−→ Y1
f1−→ · · · −→ Yk−1

fk−1−→ Yk
fk−→ 0

tal que k ≤ t− 1, Im(fi) ∈ F(Θ) y Yi ∈ add(Y ) para cada i ∈ [0, k].

Demostración. Sea M ∈ F(Θ). Podemos suponer que M ̸= 0 pues en caso

contrario es trivial. Ahora bien, por 3.35, tenemos una sucesión exacta

0→M
f−1−→ Y0

g0−→M0 → 0

en F(Θ) tal que max(M0)<max(M) y Y0 ∈ add(Y ). Como M0 ∈ F(Θ), aplica-

mos nuevamente 3.35 y obtenemos una sucesión exacta

0 −→M0
h0−→ Y1

g1−→M1 −→ 0

en F(Θ) tal que max(M1) < max(M0) y Y1 ∈ add(Y ). Tomando f0 := h0g0,

obtenemos la sucesión de morfismos 0 −→ M
f−1−→ Y0

f0−→ Y1. Usando el mismo

argumento para M1 ∈ F(Θ), obtenemos 0 −→ M
f−1−→ Y0

f0−→ Y1
f1−→ Y2 y

M2 ∈ F(Θ) con max(M2) < max(M1) < max(M0) < max(M). Repetimos el

procedimiento anterior paraM2, y aśı sucesivamente. Dado que max(M) ∈ [1, t],

este proceso termina obteniéndose un k ≤ t− 1 tal que Mk ∈ add(Y ).

�

Proposición 3.37. Sea A una K−álgebra, (Θ, Q,≤) un epss de talla t en

mod(A) y 0 ̸=M ∈ F(Θ). Entonces, existe una sucesión exacta

0 −→M ′ −→ QM
νM−→M −→ 0

en F(Θ), tal que min(M) < min(M ′), QM ∈ add(
⊕

j≥min(M)

Q(j)) y νM : QM →M

es una P(Θ)−aproximación a derecha de M.

Demostración. La prueba es similar a 3.35.

�

Corolario 3.38. Sea A una K−álgebra, (Θ, Q,≤) un epss de talla t en mod(A)

y Q :=
⊕t

i=1Q(i). Entonces, cualquier M ∈ F(Θ) admite una resolución finita

en add(Q); esto es, una sucesión exacta

0 −→ Qk
fk−→ Qk−1

fk−1−→ · · · −→ Q0
f0−→M

f−1−→ 0

tal que k ≤ t− 1, Ker(fi) ∈ F(Θ) y Qi ∈ add(Q) para cada i ∈ [0, k].

Demostración. Es inmediato de 3.37; y similar a la prueba de 3.36.

�
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3.4. Equivalencia contravariante entre F(Θ) y

F(B∆).

Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t y B := End(AY ). En esta

sección probaremos que las categoŕıas F(B∆) y F(Θ) son contravariantemente

equivalentes.

Definición 3.39. Sea A una K−álgebra, Y ∈mod(A) y B := End(AY ).

Consideremos los funtores F := HomA(−, Y ) : mod(A) → mod(B) y

G := HomB(−, Y ) : mod(B)−→mod(A). La evaluación ε : 1mod(A) → GF, se

define como la familia de morfismos ε := {εX : X → GF (X)}X∈mod(A), donde

εX(x)(f) = f(x) para cada x ∈ X y f ∈ HomA(X,Y ).

Lema 3.40. Sea A una K−álgebra. La evaluación ε : 1mod(A) → GF es una

transformación natural de funtores.

Demostración. Primero veamos que εX(x) : HomA(X,Y )→ Y es un morfis-

mo en mod(B). En efecto, dados f, g : X → Y εX(x)(f + g) = (f + g)(x) =

f(x) + g(x) = εX(x)(f) + εX(x)(g); y dada b ∈ B, εX(x)(bf) = (bf)(x) =

f(x)bop = bεX(x)(f).

Ahora vemos que εX : X → GF (X) es un morfismo en mod(A). Sean

f : X → Y , x, y ∈ X y r ∈ A. Entonces εX(rx + y)(f) = f(rx + y) =

rf(x) + f(y) = rεX(x)(f) + εX(x)(f) = (rεX(x) + εX(y))(f).

Finalmente, veamos que ε es una transformación natural. Para ello, tenemos

que probar que para cualquier α :M → N en mod(A), el siguiente diagrama en

mod(A) conmuta

M
εM //

α

��

GF (M)

GF (α)

��
N

εN
// GF (N).

En efecto, sean f ∈ F (N) y m ∈ M. Entonces (GF (α))(εM (m))(f) =

εM (m)(F (α)(f)) = εM (m)(fα) = f(α(m)) = εN (α(m))(f); y por lo tanto

el diagrama anterior conmuta.

�

Observación 3.41. Análogamente a 3.39, tenemos otra transformación natural

llamada también evaluación ε′ : 1mod(B) → FG, definida como la familia {ε′X :
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X → FG(X)}X∈mod(B) de morfismos en mod(B), donde ε′X(x)(f) := f(x) para

cada x ∈ X y f ∈ HomB(X,Y ).

Para probar el resultado principal de esta sección, nos será de utilidad el

siguiente lema.

Lema 3.42. Sean A y B K−álgebras; C y D subcategoŕıas plenas de mod(A)

y mod(B), respectivamente; H, L : C→ D funtores aditivos; y η : H → L una

transformación natural de funtores. Si 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 es una

sucesión exacta en C que se escinde, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes.

(a) ηM : H(M)→ L(M) es un monomorfismo (resp. epimorfismo).

(b) ηM ′ : H(M ′) → L(M ′) y ηM ′′ : H(M ′′) → L(M ′′) son monomorfismos

(resp. epimorfismos).

Demostración. Sea ξ : 0 → M ′ f→ M
g→ M ′′ → 0 una sucesión exacta en

C que se escinde. Esto es, existen morfismos f ′ : M → M ′ y g′ : M ′′ → M

en C tales que f ′f = 1M ′ y gg′ = 1M ′′ ; y que nos dan la sucesión exacta

ξ′ : 0→M ′′ g
′

→M
f ′

→M ′ → 0 que también se escinde.

El hecho de que η sea una transformación natural entre los funtores aditivos

H y L, induce los siguientes diagramas conmutativos en D

H(ξ) : 0 // H(M ′)
H(f) //

ηM′

��

H(M)
H(g) //

ηM

��

H(M ′′)

ηM′′

��

// 0

L(ξ) : 0 // L(M ′)
L(f) // L(M)

L(g) // L(M ′′) // 0,

H(ξ′) : 0 // H(M ′′)
H(g′) //

ηM′′

��

H(M)
H(f ′) //

ηM

��

H(M ′)

ηM′

��

// 0

L(ξ′) : 0 // L(M ′′)
L(g′) // L(M)

L(f ′) // L(M ′) // 0;

donde las sucesiones H(ξ), L(ξ), H(ξ′) y L(ξ′) también se escinden.

(a)⇒(b) Supongamos que ηM es un monomorfismo. Aplicando el Lema de la

Serpiente al primer diagrama, obtenemos que Ker(ηM ′) = 0. Haciendo lo mismo

en el segundo diagrama, obtenemos que Ker(ηM ′′) = 0.

Si ηM es un epimorfismo, la prueba es similar.

(b)⇒(a) Es inmediato del Lema de la Serpiente, pues Ker(ηM ′)→Ker(ηM ) →
Ker(ηM ′′) (resp. Coker(ηM ′) → Coker(ηM ) → Coker(ηM ′′)) es una sucesión

exacta.
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�

Proposición 3.43. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A), Y :=
⊕t

i=1 Y (i) y B := End(AY ). Consideremos los funtores

F := HomA(−, Y ) : mod(A) −→ mod(B) y G := HomB(−, Y ) : mod(B) −→
mod(A). Entonces, el morfismo evaluación εX : AX → GF (AX) dado por

εX(x)(f)=f(x), es un isomorfismo para cualquier X ∈ F(Θ).

Demostración. Sea X ∈ F(Θ). Si X = Y, el morfismo εY : AY → GF (AY ) es

un isomorfismo. En efecto, εY es un monomorfismo, ya que si εY (x) = 0 entonces

0 = εY (x)(1) = 1(x) = x; y además para cualquier f ∈ HomB(B, Y ) se tiene que

f(b) = bf(1) para cada b ∈ B, lo cual implica que ε(f(1))(b) = b(f(1)) = bf(1),

probándose que εY es suprayectivo.

Ahora, para cada m ∈ N, se tiene que εYm : Y m → GF (Y m) es un isomor-

fismo pues F (Y m) = HomA(Y
m, Y ) ∼= HomA(Y, Y )m = Bm; y por lo tanto,

G(F (Y m)) ∼= HomB(B
m, Y ) ∼= HomB(B, Y )m ∼= Y m.

De lo anterior se sigue que para cada X ∈ add(Y ), el morfismo evaluación εX

es un isomorfismo. En efecto, seanm ∈ N y N ∈ mod(A) tales que X⊕N ∼= Y m.

Usando que F y G son funtores aditivos y el hecho de que Y ∼= GF (Y ), tenemos

que X⊕N ∼= Y m ∼= GF (Y )m ∼= GF (Y m) ∼= GF (X)⊕GF (Y ). De esta manera,

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en F(Θ)

ξ : 0 // X

εX

��

// Y m

∼= εY m

��

// N

εN

��

// 0

η : 0 // GF (X) // GF (Y m) // GF (N) // 0.

Como ξ se escinde, ε es una transformación natural y εYm es un isomorfismo;

se sigue por 3.42 que εX es un isomorfismo.

Ahora veamos el caso general. Sea 0 ̸= M ∈ F(Θ). Para ver que εM es un

isomorfismo, usaremos inducción sobre max(M).

Sea t1 := min([1, t],≤) y m1 := [M : Θ(t1)]. Si max(M) = t1, entonces

M ∼= Θ(t1)
m1 ∼= Y (t1)

m1∈add(Y ). Luego, por el argumento anterior, εM es un

isomorfismo.

Supongamos ahora que max(M)>t1. Por 3.35, existe una sucesión exacta

0 → M → Y0 → N → 0 tal que Y0 ∈ add(Y ) y max(N) < max(M). Por

3.16 (c), sabemos que F : F(Θ) → mod(B) es exacto; y entonces tenemos el

siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)
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Ker(εM )

��

0

��

0

��
0 // M

εM

��

// Y0

∼= εY0

��

// N

∼= εN

��

// 0

0 // GF (M) //

��

GF (Y0) //

��

GF (N)

��
Coker(εM ) 0 0.

Por hipótesis de inducción εN es un isomorfismo; y dado que Y0 ∈ add(Y ),

εY0 es un isomorfismo. Luego, por el Lema de la Serpiente concluimos que εM

es un isomorfismo.

�

Proposición 3.44. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t, Y :=⊕t
i=1 Y (i) y B := End(AY ). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Ext1B(N,Y ) = 0 para cada N ∈ F(A∆).

(b) La restricción G|F(B∆) : F(B∆)→ mod(A) es un funtor exacto y además

G(F(B∆)) ⊆ F(Θ).

(c) La aplicación ε′X : X → FG(X), dada por ε′X(x)(f) = f(x), es un iso-

morfismo en mod(B) para cualquier X ∈ F(B∆).

Demostración. (a) y (b) Veamos que G es un funtor exacto sobre F(B∆).

Para ello, es suficiente probar que Ext1B(−, Y )|F(B∆) = 0. Consideremos la su-

cesión exacta 0 → Θ(i) → Y (i) → Z(i) → 0 en mod(A). Aplicando el funtor

F a dicha sucesión, obtenemos la sucesión exacta

0→ F (Z(i))→ BP (i)→ B∆(i)→ 0

donde BP (i) := F (Θ(i)) es B−proyectivo (ver el 3.16).

Luego, aplicando el funtor G y usando el isomorfismo de 3.43, obtenemos el

siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 // Θ(i)

∼= εΘ(i)

��

f // Y (i)

∼= εY (i)

��

g // Z(i)

∼= εZ(i)

��

// 0

0 // G(B∆(i))
f ′ // G(P (i))

g′ // GF (Z(i))
h′
// Ext1B(B∆(i), Y ) // 0.

54



3.4. EQUIVALENCIA CONTRAVARIANTE ENTRE F(Θ) Y F(B∆).

Como g es suprayectiva, εY (i) y εZ(i) son isomorfismos; se tiene que g′ es su-

prayectiva. Por lo tanto, Ext1B(B∆(i), Y ) = 0 para cada i ∈ [1, t]; y entonces

Ext1B(−, Y )|F(B∆) = 0.

Finalmente, notemos que la imagen de F(B∆) bajo G está contenida en

F(Θ). En efecto, esto se sigue de 3.15 usando el hecho de que G es exacto sobre

F(B∆).

(c) SeaM ∈ F(B∆). Probemos, por inducción sobre la B∆−longitud deM, que

ε′M es un isomorfismo.

Veamos primero que ε′
B∆(i) : B∆(i) → FG(B∆(i)) es un isomorfismo para

cada i ∈ [1, t]. En efecto, por 3.43 y 3.16 (b), tenemos

FG(B∆(i)) = FG(F (Θ(i))) = F (GF (Θ(i))) ∼= F (Θ(i)) ∼= B∆(i).

Aśı que si ℓ
B∆(M) = 1, entonces M ∼= B∆(j) para algún j ∈ [1, t]; y por lo

tanto εM :M → FG(M) es un isomorfismo.

Supongamos ahora que ℓB∆(M) = n ≥ 2. Sea 0 = M0 ⊆ · · · ⊆ Mn = M

una B∆−filtración para M, con Mi/Mi−1
∼= B∆(ji) para cada i ∈ [1, n]. En

particular, tenemos que M/Mn−1
∼=∆(jn) con Mn−1∈F(B∆) y ℓB∆(Mn−1) =

n− 1.

Luego, usando la hipótesis de inducción y el hecho de que F : F(Θ)→ F(B∆)

y G : F(B∆)→ F(Θ) son exactos, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // Mn−1

ε′Mn−1

��

// M

ε′M
��

//
B∆(jn)

ε′
B∆(jn)

��

// 0

0 // FG(Mn−1) // FG(M) // FG(B∆(jn)) // 0.

Por hipótesis de inducción ε′Mn−1
es un isomorfismo. Además, hemos probado

que ε′
B∆(jn)

es un isomorfismo. Finalmente, aplicando el Lema Corto del Cinco

(ver 5.45) al diagrama anterior, concluimos que ε′M es un isomorfismo.

�

Teorema 3.45. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A), Y :=
⊕t

i=1 Y (i) y B := End(AY ). Entonces, los funtores

F :=HomA(−, Y ) : mod(A)→mod(B) y G:=HomB(−, Y ) : mod(B)→mod(A)

inducen, por restricción, equivalencias exactas de categoŕıas

F1 := F |F(Θ) : F(Θ)→ F(B∆) y G1 := G|F(B∆) : F(B∆)→ F(Θ)

tales que F1 es cuasi-inverso de G1; esto es, ε : 1F(Θ) → G1F1 y

ε′ : 1F(B∆) → F1G1 son isomorfismos.

Demostración. Es inmediato de 3.16 (c), 3.43 y 3.44.
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�

Observación 3.46. Por simplicidad, las equivalencias F1 y G1, del resultado

anterior, serán denotadas por F y G.

Observación 3.47. (a) Se puede par una prueba diferente a 3.45, usando

5.94, ya que las evaluaciones ε : 1mod(A) → GF y ε′ : 1mod(B) → FG

satisfacen 5.93; y el hecho de que F(Θ) ⊆ AR[Y ] y F(B∆) ⊆ RB [Y ] (ver

5.92 y 5.94).

(b) Como lo mencionamos en (a), las evaluaciones ε : 1mod(A) → GF y ε′ :

1mod(B) → FG satisfacen 5.93.

Aśı, que si vemos a F y G como los funtores covariantes F : mod(A) →
(mod(B))op y G : (mod(B))op → mod(A) (donde (mod(B))op denota a

la categoŕıa opuesta de mod(B)), tenemos en vista de lo anterior, que

las transformaciones ε : 1mod(A) → GF y ε′ : GF → 1(mod(B))op satis-

facen 5.95; implicando que F y G (vistos como funtores covariantes) son

adjuntos.

Luego, se puede probar que se satisfacen las hipótesis de 5.97. Como con-

secuencia, obtendremos que F y G inducen, por restricción, una equiva-

lencia entre las categoŕıas F(Θ) y (F(B∆))op (donde (F(B∆))op denota

que estamos viendo a F(B∆) como subcategoria de (mod(B))op.)

Corolario 3.48. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en mod(A),

Y :=
⊕t

i=1 Y (i) y f : M → N un morfismo en F(Θ) tal que Ker(f) = 0. En-

tonces, Coker(f) ∈ F(Θ) si y sólo si Ext1A(Coker(f), Y ) = 0.

Demostración. Primero supongamos que Coker(f) ∈ F(Θ). Dado que

Ext1A(F(Θ), Y ) = 0, es claro que Ext1A(Coker(f), Y ) = 0. Ahora, supongamos

que Ext1A(Coker(f), Y (i)) = 0. Entonces tenemos la sucesión exacta en mod(B)

0→ F (Coker(f))→ F (N)
F (f)→ F (M)→ 0,

con F (f) en F(B∆). Por lo tanto, Ker(F (f)) ∈ F(B∆) (ver 2.11) y Ker(F (f)) ∼=
F (Coker(f))). Luego, por 3.45, se tiene la sucesión exacta en F(Θ)

0→M
f→ N → G(Ker(F (f)))→ 0

En particular, Coker(f) ∼= G(Ker(F (f))) ∈ F(Θ).

�

Corolario 3.49. Sea A una K−álgebra y (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en mod(A).

Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

56



3.4. EQUIVALENCIA CONTRAVARIANTE ENTRE F(Θ) Y F(B∆).

(a) (Θ,≤) es un ss de talla t en mod(A).

(b) F(Θ) es cerrado por sumandos directos en mod(A).

Demostración. (a) Por 3.3 (a) y 3.12 (a), resta probar que Θ(i) es indescom-

ponible para cada i ∈ [1, t]. De 2.10 tenemos que End(B∆(i)) es una K−álge-
bra local. Luego por, 3.16 (b) y 3.45, se tiene el isomorfismo de K−álgebras
End(AΘ(i)) ∼= End(B∆(i)). Por lo tanto, Θ(i) es indescomponible.

(b) Sea B := End(AY ). Por 3.45, sabemos que F := HomA(−, Y ) : F(Θ) →
F(B∆) y G := HomB(−, Y ) : F(B∆) → F(Θ) son equivalencias exactas cuasi-

inversas una de la otra. Mas aún, por 3.16 tenemos que (B,≤op) es una ss−álge-
bra. Luego, por 2.19, F(B∆) es cerrada por sumandos directos.

SeaM ∈ F(Θ) yM1, M2 ∈ mod(A) sumandos directos deM tales queM :=

M1 ⊕M2. Esto es, tenemos una sucesión exacta ξ : 0 → M1 → M → M2 → 0

que se escinde en mod(A).

Ahora, como F (M) ∼= F (M1) ⊕ F (M2) ∈ F(B∆) y F(B∆) es cerrada por

sumandos directos; se sigue que F (M1), F (M2) ∈ F(B∆).

Por lo tanto, aplicando el funtor GF a la sucesión exacta ξ, obtenemos la

sucesión exacta ξ′ : 0→ GF (M1)→ GF (M)→ GF (M2)→ 0 en mod(A), que

también se escinde.

ξ : 0 // M1
//

εM1

��

M //

εM ∼=
��

M2
//

εM2

��

0

ξ′ : 0 // GF (M1) // GF (M) // GF (M2) // 0,

donde εM : M → GF (M) es un isomorfismo (ver 3.43). Ahora bien, por 3.42,

concluimos que εM1 y εM2 son isomorfismos. Por lo tanto,Mi
∼= GF (Mi) ∈ F(Θ)

para i = 1, 2.

�

Corolario 3.50. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A), Y :=
⊕t

i=1 Y (i) y B := End(AY ). Consideremos las dualidades

exactas F : F(Θ) → F(B∆) y G : F(B∆) → F(Θ) (ver 3.45). Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada M,N ∈ F(Θ), la función

φ : Ext1A(M,N)→ Ext1B(F (N), F (M)),

dada por φ([µ]) := [F (µ)], es un isomorfismo de grupos abelianos.
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(b) Para cada M,N ∈ F(B∆), la función

ψ : Ext1B(M,N)→Ext1A(G(N), G(M)),

dada por ψ([ν]) := [G(ν)], es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostración. Es inmediato del hecho que F y G son exactos, 1F(Θ)
∼= GF

y 1F(B∆)
∼= FG.

�

Proposición 3.51. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A), Y :=
⊕t

i=1 Y (i) y B := End(AY ). Entonces, las siguientes condi-

ciones se satisfacen.

(a) F(Θ) ∩ I(Θ) = add(Y ).

(b) F(Θ) ∩ P(Θ) = add(G(BT )), donde G : F(B∆) → F(Θ) es la dualidad

obtenida en 3.45 y BT es el B−módulo inclinante caracteŕıstico asociado

a la ss-álgebra (B,≤op).

Demostración. (a) Por 3.8, se tiene que add(Y ) ⊆ F(Θ). Además, para cada

i ∈ [1, t], se tiene que Y (i) ∈ I(Θ) pues Ext1A(F(Θ), Y (i)) = 0. Por lo tanto

add(Y ) ⊆ F(Θ) ∩ I(Θ).

Sea M ∈ F(Θ) ∩ I(Θ). Por 3.35, obtenemos la sucesión exacta en F(Θ)

ξ : 0→M → Y0 → N → 0,

con Y0 ∈ add(Y ). Ahora bien, dado que M ∈ I(Θ), concluimos que ξ se parte;

y por lo tanto M ∈ add(Y ); probándose (a).

(b) Sea X ∈ F(Θ)∩P(Θ). En particular, Ext1A(X,M) = 0 para cadaM ∈ F(Θ);

y por 3.50 esto es equivalente a que Ext1B(F(B∆), F (X)) = 0. Luego, F (X) ∈
F(B∆) ∩ I(B∆) = add(BT ) (ver 2.24). Ahora, bien F (X) ∈ add(BT ) si y sólo

si X ∈ G(add(BT )), por 3.45.
�

Lema 3.52. Sean A una K−álgebra y M,N ∈ mod(A) básicos. Si add(M) =

add(N) entonces M ∼= N.

Demostración. Supongamos que add(M) = add(N). Sean {Mi}mi=1 y {Nj}nj=1

conjuntos de objetos en mod(A) que son indescomponibles y no isomorfos dos a

dos, tales que M ∼=
⊕m

i=1Mi y N ∼=
⊕n

j=1Nj . Luego, como add(M) = add(N),

se sigue por el Teorema de Krull-Schmidt (ver 5.10) quem = n; y que para cada i

existe un único ji tal queMi
∼= Nji . Esto induce una biyección σ : [1,m]→ [1, n],
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con σ(i) = ji, ya queN yM son básicos. LuegoM ∼=
⊕m

i=1Mσ(i)
∼=
⊕m

i=1Nji
∼=

N.

�

Definición 3.53. Sea A una K−álgebra. Para cada M ∈ mod(A), sea M =⊕m
i=1M

mi
i la descomposición en indescomponibles con Mi �Mj para i ̸= j. Se

define el rango de M como rk(M) :=
m∑
i=1

mi. Observe que, por el Teorema de

Krull-Schmidt (ver 5.10), el rango de un módulo está bien definido.

3.5. Existencia de eiss asociados a ss.

En esta sección probaremos la existencia de eiss asociados a los sistemas

estratificantes. Para ello, usaremos la noción de extensión universal.

Teorema 3.54. Sea A una K−álgebra y M, N ∈ mod(A) tales que

Ext1A(M,N) ̸= 0. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Existe una sucesión exacta corta que no se parte

ηM,N : 0→ N → E →Md → 0,

llamada extensión universal, donde d = dimK(Ext1A(M,N)); y tal que

el morfismo de conexión δ : HomA(M,Md)→ Ext1A(M,N), inducido por

ηM,N , es suprayectivo.

(b) Si Ext1A(M,M) = 0 entonces Ext1A(M,E) = 0.

Demostración. (a) Sean ξi : 0 → N
fi→ Ei

gi→ M → 0 tales que {[ξi]}di=1 es

una K−base de Ext1A(M,N) ̸= 0. Consideremos la sucesión exacta en mod(A)

ξ :=
d⊕
i=1

ξi : 0→ Nd f→
⊕d

i=1Ei
g→Md → 0,

donde f :=

 f1 0
. . .

0 fd

 y g :=

 g1 0
. . .

0 gd

 . Haciendo push-out con f y el

morfismo co-diagonal

κ := [1N , . . . , 1N ] : Nd → N, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y

exacto
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ξi : 0 // N

ιi

��

fi // Ei

νi
��

gi // M

ui

��

// 0

ξ : 0 // Nd

κ

��

f //⊕d
i=1Ei

ν

��

g // Md // 0

η : 0 // N
f ′

// E
g′ // Md // 0,

donde ιi, νi yui denotan a la i−ésima inclusión correspondiente, en cada caso.

Ahora, dado que κιi = 1N , el diagrama anterior, induce el siguiente diagrama

conmutativo

ξi : 0 // N
fi // Ei

ννi

��

gi // M

ui

��

// 0

η : 0 // N
f ′

// E
g′ // Md // 0,

Veamos que ηM,N := η es la sucesión buscada. Aplicando el funtor

HomA(M,−) a la sucesión exacta η, obtenemos la sucesión exacta

HomA(M,E)→ HomA(M,Md)
δ→ Ext1A(M,N).

Del diagrama anterior, se tiene que ξi = ηui = δ(ui) para cada i; esto es, cada

elemento generador [ξi] de Ext1A(M,N) está en la imagen de δ. Por lo tanto δ

es suprayectivo. En particular, dado que cada ξi no se escinde, se tiene que η

tampoco se escinde.

(b) Supongamos que Ext1A(M,M) = 0. Aplicando el funtor HomA(M,−) a la

sucesión exacta ηM,N , obtenemos la sucesión exacta

HomA(M,Md)
δ→ Ext1A(M,N)

γ→ Ext1A(M,E)→ 0.

Como δ es suprayectivo, se sigue que Ext1A(M,N)=Im(δ)=Ker(γ) y entonces

Im(γ)=0. Por lo tanto Ext1A(M,E) = 0.

�

Lema 3.55. Sea A una K−álgebra y M,N ∈ mod(A), con N indescomponible

y HomA(N,M) = 0. Si ξ : 0 → N
f→ W

g→ M → 0 es una sucesión exacta

que no se escinde, entonces ξ es isomorfa a la suma directa de una sucesión

0 → N → W ′ → M ′ → 0 con una sucesión que se escinde, donde W ′ es

indescomponible.

Demostración. Procederemos por inducción sobre rk(W ).

Si rk(W ) = 1 entoncesW es indescomponible y por lo tanto ξ = ξ⊕ 0̃, donde
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0̃ denota a la sucesión exacta cero.

Supongamos ahora que rk(W ) > 1. Sea W = W1 ⊕W2, con W1 indescom-

ponible. Consideremos, para cada i = 1, 2, la proyección canónica πi :W →Wi

y la inclusión canónica ιi : Wi → W. Definamos los morfismos fi := πif y

gi := gιi con i = 1, 2. Sea hi : Ker(gi) → Wi la inclusión para cada i = 1, 2.

Notemos que gι1h1 = 0; luego por la propiedad universal del Ker(g), existe un

único morfismo α : Ker(g1)→ N tal que fα=ι1h1. Como ι1h1 es un monomor-

fismo, se tiene que α es un monomorfismo; y por lo tanto obtenemos la sucesión

exacta γ′ : 0 −→ Ker(g1)
α−→ N

φ−→ Coker(α) −→ 0. Por otro lado, tenemos la

sucesión exacta γ′′ : 0→ Im(g1)
j1→M

ψ→ Coker(g1)→ 0,

donde j1 : Im(g1)→M es la inclusión.

Haciendo uso de las observaciones anteriores y del Lema de la Serpiente,

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)
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CAPÍTULO 3. SISTEMAS ESTRATIFICANTES LINEALES

γ′ γ γ′′

0

��

0

��

0

��
ξ′ : 0 // Ker(g1)

α

��

h1 // W1

ι1

��

g1 // Im(g1)

j1

��

// 0

ξ : 0 // N

φ

��

f // W

π2

��

g // M

ψ

��

// 0

ξ′′ : 0 // Coker(α)

��

u // W2

��

v // Coker(g1)

��

// 0

0 0 0.

Veamos que ξ ∼= ξ′⊕ξ′′. Para ello es suficente probar que γ′ y γ′′ se escinden,

pues el diagrama anterior conmuta y γ se escinde.

Probemos primero que γ′ se escinde. Es claro que Ker(g1) ∩ Ker(g2) ⊆
W1∩W2 = 0 y Ker(g1)⊕Ker(g2) ⊆ f(N). Veamos que f(N) ⊆ Ker(g1)⊕Ker(g2).

En efecto, sea f(n) = (n1, n2) ∈ W1 ⊕ W2, esto es, ni = πif(n) para cada

i = 1, 2. Como giπif ∈ HomA(N,M) = 0 para cada i; se tiene que g1(n1) = 0 y

g2(n2) = 0, de donde f(n) ∈ Ker(g1)⊕Ker(g2).

De lo anterior obtenemos que N ∼= f(N) = Ker(g1)⊕Ker(g2). De ah́ı que

Coker(α)∼=
N

Ker(g1)
∼=
Ker(g1)⊕Ker(g2)

Ker(g1)
∼=Ker(g2);

y por lo tanto γ′ se escinde.

Ahora probemos que γ′′ se escinde. Para ello, consideremos las sucesiones ξ

y γ′′. Usando los teoremas de isomorfismos obtenemos que

M ∼= (W1 ⊕W2)/N ∼= (W1/Ker(g1))⊕ (W2/Ker(g2)) ∼= Im(g1)⊕ Im(g2).

Luego, Coker(g1)∼=
M

Im(g1)
∼=
Im(g1)⊕ Im(g2)

Im(g1)
∼= Im(g2), probándose que γ′′

se escinde.

Ahora, dado que N ∼= Ker(g1) ⊕ Ker(g2) es indescomponible, se sigue que

Ker(g1) = 0 ó Ker(g2) = 0.

Si Ker(g2) = 0, ξ′′ se escinde y ξ′ es la otra sucesión deseada, pues W1 es

indescomponible.

Por otro lado, si Ker(g1) = 0, entonces ξ′ se escinde y ξ′′ no se escinde

(pues ξ ∼= ξ′⊕ ξ′′ no se escinde). Dado que N ∼= Ker(g2), se sigue que Ker(g2) es

indescomponible y HomA(Ker(g2),M) = 0. Además rk(W2) = rk(W )−1. Luego,
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aplicando la hipótesis de inducción a la sucesión ξ′′, existe una sucesión exacta

ζ que se escinde y una sucesión exacta ζ ′ : 0 → Ker(g2) → W ′′ → M ′′ → 0

con W ′′ indescomponible tal que ξ′′ ∼= ζ ⊕ ζ ′. Finalmente, ξ ∼= (ξ ⊕ ζ)⊕ ζ ′ es la
descomposición deseada de ξ.

�

Teorema 3.56. (Existencia de eiss asociados a ss) Sean A una K−álgebra
y (Θ,≤) un ss de talla t. Entonces existe Y = {Y (i)}ti=1 en mod(A) tal que

(Θ, Y ,≤) es un eiss de talla t.

Demostración. Por simplicidad asumimos que ≤ es el orden natural en [1, t].

Para probar el resultado, hay que construir una sucesión exacta en mod(A)

0→ Θ(i)→ Y (i)→ Z(i)→ 0

tal que Z(i) ∈ F({Θ(j) : j < i}) y Y (i) ∈ I(Θ) con Y (i) indescomponible.

Para i = 1, definimos Y (1) := Θ(1) y Z(1) := 0, los cuáles satisfacen las

condiciones requeridas. Consideremos ahora i fijo con 1 < i ≤ t. Para cada

1 ≤ k ≤ i − 1, probaremos por inducción la existencia de una sucesión exacta

que no se escinde ξk : 0→ Θ(i)→ Uk → Vk → 0, tal que Uk es indescomponible,

Vk ∈ F({Θ(j) : i− k ≤ j < i}) y Ext1A(Θ(j), Uk) = 0 para i− k ≤ j ≤ i.
Sean k = 1, N := Θ(i) y M := Θ(i−1). Si Ext1A(M,N) = 0, hacemos

U1 := Θ(i) y V1 := 0. Por otro lado, si Ext1A(M,N) ̸= 0, tomamos la extensión

universal ϱ : 0→ Θ(i)→ U →Mn → 0. Por 3.54 tenemos que Ext1A(M,U) =

0, pues Ext1A(M,M) = 0. Además, aplicando HomA(Θ(i),−) a la sucesión

exacta ϱ y usando que 0 = Ext1A(Θ(i),Θ(i)) = 0 = Ext1A(Θ(i),M), obtenemos

que Ext1A(Θ(i), U) = 0. Ahora como N es indescomponible, ϱ no se escinde y

HomA(N,M) = 0 (pues i > i− 1); obtenemos, por 3.55, una sucesión exacta

que no se escinde ξ1 : 0 → Θ(i) → U1 → Mm → 0, con U1 un sumando

directo indescomponible de U y m ≤ n. Para ver que ξ1 satisface las condiciones

deseadas, es suficiente ver que Ext1A(Θ(j), U1) = 0 para i− 1 ≤ j < i, lo cual se

debe a que Ext1A(Θ(j), U) = 0.

Sea 1 < k < i− 1. Supongamos por hipótesis de inducción, que hemos

construido la sucesión exacta ξk. Construyamos la sucesión exacta ξk+1. Si

Ext1A(Θ(i−k−1), Uk) = 0, tomamos ξk+1 := ξk. Si Ext
1
A(Θ(i−k−1), Uk) ̸= 0,

tomamos la extensión universal ϱ′ : 0 → Uk → U → Θ(i − k − 1)n →
0. Dado que Uk ∈ F({Θ(λ) : i − k ≤ λ ≤ i}), por 3.11 obtenemos que

HomA(Uk,Θ(i−k−1)n) = 0. Luego, por 3.55 existe una sucesión exacta que no

se escinde 0 → Uk → Uk+1 → Θ(i − k − 1)b → 0, tal que Uk+1 es un sumando

directo indescomponible de Uk y b ≤ n.
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Haciendo un push-out de dicha sucesión y ξk, se obtiene el siguiente diagrama

conmutativo y exacto en mod(A)

0

��

0

��
Θ(i)

��

Θ(i)

��
0 // Uk

��

// Uk+1

��

// Θ(i− (k + 1))b // 0

0 // Vk

��

// Vk+1

��

// Θ(i− (k + 1))b // 0.

0 0.

Como la sucesión ξk no se escinde, se tiene que la sucesión exacta

ξk+1 : 0→ Θ(i)→ Uk+1 → Vk+1 → 0

tampoco se escinde. Ahora, dado que F(Θ) es cerrado por extensiones, se tiene

que Vk+1 ∈ F({Θ(r) : i − k ≤ r < i}). Finalmente, para probar que ξk+1 es la

sucesión deseada, resta probar que Ext1A(Θ(j), Uk+1) = 0 para i−k−1 ≤ j ≤ i.
Aplicando el funtor HomA(Θ(j),−), para i − k ≤ j ≤ i, a la sucesión

exacta 0 → Uk → Uk+1 → Θ(i − k − 1)b → 0 obtenemos la sucesión exacta

Ext1A(Θ(j), Uk) → Ext1A(Θ(j), Uk+1) → Ext1A(Θ(j),Θ(i − k − 1))b = 0. Por

hipótesis de inducción Ext1A(Θ(j), Uk) = 0. Por lo tanto, Ext1A(Θ(j), Uk+1) = 0

para i− k ≤ j ≤ i.
Ahora, como Ext1A(Θ(i − k − 1),Θ(i − k − 1)) = 0, tenemos por 3.54 que

Ext1A(Θ(i−k−1), U) = 0. De aqúı es inmediato que Ext1A(Θ(i−k−1), Uk+1) = 0.

Finalmente para cada i ∈ [1, t] definimos Y (i) := Ui−1, que son indescompo-

nibles; y Z(i) := Vi−1 ∈ F({Θ(j) : j < i}). Veamos que Ext1A(−, Y )|F(Θ) =

0. En vista de 1.49 (a) y de que Y :=
⊕t

i=1 Y (i); es suficiente probar que

Ext1A(Θ(j), Y (i)) = 0 para cada i, j ∈ [1, t]. Hemos probado arriba esta igual-

dad para j ≤ i. Veamos que también se cumple para i ≤ j. Aplicando el funtor

HomA(Θ(j),−) a la sucesión exacta ξi−1 : 0 → Θ(i) → Y (i) → Z(i) → 0,

obtenemos la sucesión exacta

Ext1A(Θ(j),Θ(i))→ Ext1A(Θ(j), Y (i))→ Ext1A(Θ(j), Z(i)).

Por hipótesis Ext1A(Θ(j),Θ(i)) = 0, pues j ≥ i. Por otro lado, por 3.10 (b)

Ext1A(Θ(j), Z(i)) = 0, ya que Z(i) ∈ F({Θ(λ) : λ < i}) y i ≤ j. Por lo tanto,
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Ext1A(Θ(j), Y (i)) = 0 para cada i, j ∈ [1, t].

�

Teorema 3.57. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Existe un único (salvo isomorfismos) eiss (Θ, Y ,≤) asociado a (Θ,≤).

(b) F(Θ) es cerrada por sumandos directos.

(c) Para 0 ̸=M ∈ F(Θ) existe una sucesión exacta en F(Θ)

0 −→M
εM−→ IΘ(M) −→M ′ −→ 0

tal que εM : M → IΘ(M) es una envolvente Θ−inyectiva, max(M ′) <

max(M) y IΘ(M) ∈ add(
⊕

j≤max(M)

Y (j)).

Demostración. (a) Es consecuencia de 3.56 y 3.28.

(b) Usando 3.56 obtenemos un eiss (Θ, Y ,≤) de talla t asociado al ss (Θ,≤).
Luego, por 3.49 (b), se tiene que F(Θ) es cerrada por sumandos directos.

(c) Es inmediato de (b), 3.35 y 1.37.

�

Observación 3.58. Como aplicación de la teoŕıa desarrollada, podemos obtener

una prueba independiente de 2.26 a la dada en [25, Lemma 4.2, Lemma 4.4] y

[2, Theorem 2.6, Lemma 2.5].

Teorema 3.59. Sean A una K−álgebra y A∆ = {A∆(i)}ni=1 definidos con un

orden lineal ≤ en [1, n]. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) (A∆,≤) es un ss de talla n.

(b) Existe un único eiss (A∆, T ,≤) asociado a (A∆,≤).

(c) Si (A,≤) es una ss−álgebra, entonces T es un A−módulo inclinante

generalizado.

Demostración. (a) Es una consecuencia de 2.10 y 2.9.

(b) Se sigue de (a) y 3.56.

(c) De (b) se tiene el eiss (A∆, T ,≤) de talla n. Dado que AA es una ss−álgebra,
AA ∈ F(A∆). Luego, por el Lema 3.36, tenemos la sucesión exacta 0 →A A →
T0 → T1 → · · · → Tm → 0 con Tj ∈ add(T ) para todo j.
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Por 3.51 add(T ) = F(A∆)∩ I(A∆). En particular T ∈ F(A∆)∩ I(A∆); luego

aplicando 2.20 concluimos que ExtiA(T, T ) = 0 para todo 1 ≤ i ∈ N. Finalmente,

por 4.14, se tiene que pd(T ) <∞.
�

Teorema 3.60. Sea A una K−álgebra básica, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A) y B := End(AY ). Sea BT el B−módulo inclinante caracteŕıstico aso-

ciado a la ss-álgebra (B,≤op). Entonces, las siguientes condiciones son equiva-

lentes.

(a) AA ∈ F(Θ) y t = rk(AA) (ver 3.53 ).

(b) F(Θ) ∩ P(Θ) = add(AA).

(c) A ∼= End(BY ) y BTAop ∼= BY Aop .

(d) (A,≤) es una ss-álgebra y A∆(i) ∼= Θ(i), para cada i ∈ [1, t].

(e) AA ∈ F(Θ) y AY es un A−módulo inclinante generalizado.

(f) F(Θ) es resolvente.

Demostración. (a)⇒(b) De (a) y 3.51 (b), se tiene que add(AA) ⊆ F(Θ) ∩
P(Θ) = add(G(BT )). Luego rk(AA) = t = rk(G(BT )); y dado que A es básica,

concluimos que add(AA) = add(G(BT )) = F(Θ) ∩ P(Θ).

(b)⇒(c) Supongamos que F(Θ)∩P(Θ) = add(AA). Luego, por 3.51 (b), se tiene

que add(G(BT )) = add(AA). Como G(BT ) y AA son básicos, aplicando 3.52 te-

nemos que AA ∼= G(BT ). Entonces, BY ∼= HomA(A, Y ) = F (AA) ∼= FG(BT ) ∼=
BT ; y por lo tanto, A ∼= End(AA)

op ∼= G(BT ) ∼= G(BY ) := End(BY ).

(c)⇒(d) Por 3.4 y 3.16, se tiene que (B∆,BT ,≤op) es un eiss de talla t en

mod(B). Sea A′ := End(BT ). Luego, por 3.16 (A′,≤) es una ss-álgebra con

A′P (i) := HomB(T (i), T ) y A′∆(i) ∼= HomB(B∆(i),BT ). Supongamos que A ∼=
End(BY ) y BTAop ∼= BY Aop . Por lo tanto A ∼= End(BY ) ∼= End(BT ) =: A′, esto

es,A ∼= A′. Entonces, se tiene que BY Aop ∼= BTAop ∼= BTA′op .De ah́ı que, Θ(i) ∼=
G(B∆(i)) = HomB(B∆(i),AYBop) ∼= HomB(B∆(i),BTA′op) =: A′∆(i) ∼= A∆(i).

Por lo tanto, (A,≤) ∼= (A′,≤) es una ss-álgebra y A∆(i) ∼= Θ(i) para cada

i ∈ [1, t].

(d)⇒(e) Supongamos que (A,≤) es una ss−álgebra y A∆(i) ∼= Θ(i) para ca-

da i ∈ [1, t]. En particular, se tiene que AA ∈ F(Θ). Veamos que AY es un

A−módulo inclinante generalizado.
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En vista de 2.24, sea AT el módulo inclinante asociado a (A,≤). Por 3.4,

(A∆, T ,≤) es un eiss de talla t. Como A∆(i) ∼= Θ(i) para cada i ∈ [1, t], podemos

pensar que A∆ = Θ. Entonces (B∆, T ,≤) ∼= (Θ, Y ,≤); y por lo tanto AT ∼= AY.

(e)⇒(a) Por (e), sólo nos resta ver que t = rk(AA). Como AY es un A−módulo

inclinante generalizado, se sabe que rk(AY ) = rk(AA) pues AA es básico; y

además por 3.14, se tiene que rk(AY ) = t. De donde t = rk(AA)

(d)⇒(f) De las hipótesis se sigue que F(Θ) = F(A∆). Como (A,≤) es una

ss-álgebra, se tiene que F(A∆) es resolvente. De donde, F(Θ) también lo es.

(f)⇒ (b) Como F(Θ) es resolvente, se tiene que add(A) = F(Θ) ∩ P(Θ).

Ahora, sean M ∈ F(Θ)∩P(Θ) y ϵM : P0(M)→M la cubierta proyectiva de

M. Como F(Θ) es resolvente, tenemos que

ξ : 0→ Ker(ϵM )→ P0(M)
ϵM→ M → 0

es una sucesión exacta en F(Θ). Ahora, comoM ∈ P(Θ), se sigue que la sucesión

ξ se escinde; y con ello M es proyectivo. Por lo tanto, F(Θ) ∩ P(Θ) ⊆ add(A).

�

Corolario 3.61. Sea (A,≤) una ss−álgebra básica, AT el módulo inclinante

caracteŕıstico asociado a (A,≤). Si C := End(AT ) y CT
′ es el módulo inclinan-

te caracteŕıstico asociado a la ss−álgebra (C,≤op), entonces A ∼= End(CT
′) y

CT
′
Aop ∼= CTAop .

Demostración. El resultado es inmediato de 3.60 (c) y (d), tomando

(Θ, Y ,≤) := (A∆,AT ,≤).
�

Definición 3.62. Sea A una K−álgebra, ≤ un orden lineal en [1, t] y (Θ,≤) un
ss de talla t en mod(A). Diremos que (Θ,≤) es un ss estándar si AA ∈ F(Θ).

Dualmente, diremos que (Θ,≤) es ss co-estándar si D(AA) ∈ F(Θ).

Ejemplo 3.63. Consideremos A = KQ/I, con K algebraicamente cerrado,

donde

Q = 3
α→ 1

β← 2
γ← 4

e I es el ideal admisible en KQ generado por βγ.

Tomando Θ(1) := S(1) = A∆(1) = P (1), Θ(2) := A∆(2), Θ(3) := A∆(3) =

P (3), Θ(4) := A∆(4) = P (4) = I(2) y Θ(5) := S(4); obtenemos el ss (Θ,≤)
(≤ es el orden natural) de talla 5 ; y que resulta ser estándar. Por otro lado,

tenemos que (A,≤) es una ss-álgebra y (A∆,≤) es un ss de talla 4.
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3.6. Dualidad y sistemas estratificantes.

En lo que sigue, usaremos la dualidad usualDA := HomK(−,K) : mod(A)→
mod(Aop). Algunas propiedades de la dualidad, que usaremos a continuación,

se pueden ver en el apéndice 5.9.

Proposición 3.64. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) (DA(Θ),≤op) es un ss de talla t en mod(Aop).

(b) DA(F(Θ)) = F(DA(Θ)).

(c) DA(P(Θ)) = I(DA(Θ)) y DA(I(Θ)) = P(DA(Θ)).

Demostración. (a) El resultado se sigue de aplicar 5.89 a las hipótesis y del

hecho de que i ≤ j si y sólo si j ≤op i.
(b) Por 3.15, se tiene que DA(F(Θ)) ⊆ F(DA(Θ)). Aplicando de nuevo el ar-

gumento anterior, se tiene que DAop(F(DA(Θ))) ⊆ F(DAopDA(Θ)); y además

F(DAopDA(Θ)) = F(Θ) pues DAopDA(Θ(i)) ∼= Θ(i) para cada i. Por lo tan-

to F(DA(Θ)) = DADAop(F(DA(Θ))) ⊆ DA(F(Θ)). De donde se concluye que

F(DA(Θ)) = DA(F(Θ)).

(c) Veamos que DA(P(Θ)) = I(DA(Θ)), la otra igualdad de (c) se prueba análo-

gamente. Por 5.89, se tiene que Ext1Aop(−, DA(M),−)|DA(F(Θ)) = 0. Luego,

por (b), concluimos que DA(P(Θ)) = I(DA(Θ)).

�

Como consecuencia de la proposición anterior y de las propiedades de la

dualidad (ver 5.89 ) tenemos lo siguiente.

Proposición 3.65. Sea A una K−álgebra, (Θ, Q,≤) un epss de talla t en

mod(A) y δA := DAopDA : mod(A) → mod(A) la autoequivalencia usual de

categoŕıas. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) (DA(Θ), DA(Q),≤op) es un eiss de talla t en mod(Aop).

(b) (δA(Θ), δA(Q),≤) es un epss de talla t en mod(A), el cual es isomorfo a

(Θ, Q,≤).

(c) F(Θ) = F(δA(Θ)) y P(Θ) = P(δA(Θ)).
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Demostración. (a) Dado que

HomAop(DA(Θ(j)), DA(Θ(i))) ∼= HomA(Θ(i),Θ(j)) = 0

para i > j, obtenemos la condición 3.3 (a). Usando ahora que

Ext1Aop(DA(M), DA(N)) ∼= Ext1A(N,M),

para cada N, M ∈ mod(A), se obtiene 3.3 (c).

Ahora, veamos que la familia DA(Q)={DA(Q(i))}ti=1 satisface 3.3 (b). Sea

i ∈ [1, t] y ξ : 0 → K(i) → Q(i) → Θ(i) → 0 con K(i) ∈ F({Θ(j) : j > i})
(ver 3.5 (b)). Dado que DA : mod(A) → mod(Aop) es una equivalencia exacta

y K(i) ∈ F({Θ(j) : j > i}); aplicando sucesivamente dicho funtor en cada

sucesión exacta (determinada por la Θ−filtración de K(i)), se concluye que

DA(K(i)) ∈ F({DA(Θ(j)) : j ≤op i}), y además que DA(ξ) : 0 → DA(Θ(i)) →
DA(Q(i))→ DA(K(i))→ 0 es exacta en F(DA(Θ)).

(b) ComoDAop : mod(Aop)→ mod(A) es una dualidad exacta, con cuasi-inverso

DA : mod(A)→ mod(Aop); y que (DA(Θ), DA(Q),≤op) es un eiss en mod(Aop),

se tiene análogamente (como se hizo en (a)) que (δA(Θ), δA(Q),≤) es un epss

en mod(A). Ahora bien, dado que existe un isomorfismo natural j : 1mod(A) →
δA, se tiene que f := {f1(i), f2(i)}ti=1 : (Θ, Q,≤) → (δA(Θ), δA(Q),≤) es un

isomorfismo de eiss, donde f1(i) := jΘ(i) t f2(i) := jQ(i), para cada i ∈ [1, t].

(c) Es inmediato del hecho que δA(X) ∼= X para cada X ∈ mod(A).

�

Proposición 3.66. Sea A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A) y δA := DAop ◦ DA : mod(A) → mod(A) la autoequivalencia usual

de categoŕıas. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) (DA(Θ), DA(Y ),≤op) es un epss de talla t en mod(Aop).

(b) (δA(Θ), δA(Y ),≤) es un eiss de talla t en mod(A), el cual es isomorfo a

(Θ, Y ,≤).

(c) F(Θ) = F(δA(Θ)) y I(Θ) = I(δA(Θ))

Demostración. Es similar a 3.65.

�

Corolario 3.67. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Existe un único (salvo isomorfismos) epss (Θ, Q,≤) asociado a (Θ,≤).
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(b) Para cada 0 ̸= M ∈ F(Θ) existe una sucesión exacta 0 −→ M ′ −→
PΘ(M)

πM−→ M −→ 0 en F(Θ) tal que πM : PΘ(M) −→ M es la cubierta

Θ−proyectiva, min(M) < min(M ′) y PΘ(M) ∈ add(
⊕

j≥min(M)Q(j)).

Demostración. Se sigue de 3.64, 3.66 y 3.57.

�

Corolario 3.68. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Consideremos el eiss (Θ, Y ,≤) asociado a (Θ,≤) (ver 3.56) y el epss (Θ, Q,≤)
asociado a (Θ,≤) (ver 3.67). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) PΘ(Θ(i)) ∼= Q(i) y IΘ(Θ(i)) ∼= Y (i) para cada i ∈ [1, t].

(b) (DA(Θ), DA(Y ),≤op) y (DA(Θ), DA(Q),≤op) son el epss y eiss asociados,

respectivamente, al ss (DA(Θ),≤op) en mod(Aop).

Demostración. (a) Por 3.16, el monomorfismo αi : Θ(i)→ Y (i) es una I(Θ)-

aproximación minimal a izquierda de Θ(i); y además, como Coker(αi) = Z(i) ∈
F(Θ), se tiene que αi : Θ(i) → Y (i) es una envolvente Θ-inyectiva de Θ(i). De

donde concluimos que IΘ(Θ(i)) ∼= Y (i) para cada i ∈ [1, t].

Análogamente se prueba que βi : Q(i) → Θ(i), de 3.5(b), es una cubierta

Θ-proyectiva de Θ(i).

(b) Es inmediato de 3.65 (a) y 3.66 (a).

�

Corolario 3.69. Sea A una K−álgebra, (Θ, Q,≤) un epss de talla t y

f : M → N un epimorfismo en F(Θ). Entonces Ker(f) ∈ F(Θ) si y sólo si

Ext1A(Q(λ),Ker(f)) = 0, para cada λ ∈ [1, t].

Demostración. Como (Θ, Q,≤) es un epss de talla t en mod(A), aplicando

la dualidad usual tenemos que (DA(Θ),DA(Q),≤op) es un eiss de talla t en

mod(Aop) y que DA(f) : DA(N)→ DA(M) es un monomorfismo en F(DA(Θ)).

Luego, por 3.47 y 5.89 tenemos que DA(Ker(f)) ∼= Coker(DA(f) ∈ F(DA(Θ))

si y sólo si Ext1A(Q(λ),Ker(f)) ∼= Ext1Aop(Coker(DA(f)), DA(Q(λ))) = 0. El

resultado se tiene de lo anterior.

�
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Caṕıtulo 4

Sistemas estratificantes y

homoloǵıa.

En este caṕıtulo veremos que dado un eiss (Θ, Y ,≤) de talla t en mod(A),

la categoŕıa F(Θ) resulta ser funtorialmente finita; aśı como de obtener algunas

condiciones para que el módulo Y sea inclinante y t ≤ n; donde n es el número

de simples salvo isomorfismos en mod(A).

Además veremos algunas de las aplicaciones de los sistemas estratificantes;

por ejemplo, para obtener información sobre las dimensiones globales y finitistas

de una K−álgebra A.

4.1. F(Θ) es funtorialmente finita.

En [20], C. M. Ringel probó que si Θ := {Θ(i)}ti=1 es una familia de objetos

en mod(A) y ≤ es un orden lineal en [1, t], que satisfacen la condición 3.1

(b), entonces la categoŕıa F(Θ) es funtorialmente finita. En particular, para un

(Θ,≤) ss de talla t en mod(A), se tiene que F(Θ) es funtorialmente finita.

En esta sección, veremos éste y otros resultados relacionados que se encuen-

tran en [20].

Lema 4.1. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A). Si

ξ : 0 → Y → X
γ→ M → 0 en una sucesión exacta en mod(A) con X ∈ X y

Y ∈ I(X), entonces γ es una X−aproximación a derecha de M.

Demostración. Sea γ′ : X ′ → M un morfismo en X. Haciendo pull-back,

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en mod(A)
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ξγ′ : 0 // Y // E

��

// X ′

γ′

��

// 0

ξ : 0 // Y // X
γ // M // 0.

Como Y ∈ I(X), tenemos que ξγ′ se escinde, lo cual es equivalente a que γ′ se

factorice a través de γ (ver 5.50).

�

Lema 4.2. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A) ce-

rrada por extensiones. Si para cada N ∈ mod(A) existe una sucesión exacta

0 → N → Y → X → 0 con X ∈ X y Y ∈ I(X), entonces X es contravarian-

temente finita en mod(A).

Demostración. Sean M ∈ mod(A) y M ′ := TrX(M). Dado que M ′ es finita-

mente generado, existen morfismos pi : Xi → M con Xi ∈ X y 1 ≤ i ≤ s tales

que M ′ está generado por las imágenes de estos morfismos. Aśı, obtenemos los

morfismos jipi : Xi → M ′, donde ji : Im(pi) → M ′ es la inclusión corres-

pondiente. Ahora, como X es cerrada por sumas directa finitas, tenemos que

X :=
⊕s

i=1Xi ∈ X. Luego, por la propiedad universal de la suma directa, exis-

te un morfismo p : X → M ′, tal que p|Xi
= jipi para cada i. Observemos que

p es un epimorfismo pues M ′ =
∑s
i=1 Im(pi). Por lo tanto se tiene la sucesión

exacta µ : 0→ Ker(p)→ X
p→M ′ → 0.

Por otro lado, de las hipótesis, se tiene la sucesión exacta

ν : 0→ Ker(p)
r→ Y0 →W → 0,

con W ∈ X y Y0 ∈ I(X). Haciendo push-out, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo y exacto en mod(A)

0

��

0

��
µ : 0 // Ker(p)

r

��

// Y0

��

// W // 0

0 // X

p

��

// Z

γ

��

// W // 0

M ′

��

M ′

��
0 0.
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Dado que Y0 ∈ I(X) y Z ∈ X (pues X es cerrada por extensiones); se sigue de

4.1 (a), que γ : Z →M ′ es una X−aproximación a derecha de M ′.

Finalmente, tomando la inclusión ι : M ′ → M, veamos que ιγ : Z → M es

una X−aproximación a derecha de M. En efecto, sean C ∈ X y g : C → M.

Entonces Im(g) ⊆ M ′ pues M ′ = TrX(M). Por lo tanto, se tiene el siguiente

diagrama conmutativo

Z
γ // M ′ ι // M

Im(g)

j

OO
k

<<yyyyyyyyy
C,

g′oo

g

OO

donde j, ι, k son las correspondientes inclusiones, g = kg′ y k = ιj. Conside-

remos el morfismo jg′ : C → Z. Como γ es una X−aproximación a derecha de

M ′, existe un morfismo β : C → Z tal que jg′ = γβ. Por lo tanto, (ιγ)β =

ι(jg′) = (ιj)g′ = kg′ = g.

�

Lema 4.3. Sea A una K−álgebra, 1 ≤ k ≤ t y Θ := {Θ(i)}ti=1 una familia

de objetos en mod(A) tales que Ext1A(Θ(j), Θ(i)) = 0 para cada j ≥ i.

Si N ∈ mod(A) y Ext1A(Θ(j), N) = 0 para cada j > k, entonces existe

una sucesión exacta 0 → N → N ′ → Q → 0 tal que Q ∈ add(Θ(k)) y

Ext1A(Θ(j), N ′) = 0 para cada j ≥ k.

Demostración. Siguiendo la prueba de 3.54 (ver la sección 3.5), se construye

la extensión universal ϱ : 0→ N → N ′ → Q→ 0 con Q ∈ add(Θ(k)). Observe

que en este caso ϱ podŕıa partirse. Aplicando el funtor HomA(Θ(j),−) a la

sucesión ϱ, obtenemos la siguiente sucesión exacta

ξ : HomA(Θ(j), Q)
δ→ Ext1A(Θ(j), N)

γ→ Ext1A(Θ(j), N ′)→ 0,

pues Ext1A(Θ(j), Q) = 0; y con el morfismo de conexión δ suprayectivo (por

3.54).

Ahora sea j ≥ k. Veamos que Ext1A(Θ(k), N ′) = 0. Si j = k, se tiene en la

sucesión exacta ξ que Ker(γ) = Ext1A(Θ(k), N), pues δ es suprayectivo; y por

lo tanto Ext1A(Θ(k), N ′) = Im(γ) = 0. Si j > k, el resultado es inmedianto ya

que por hipótesis Ext1A(Θ(j), N) = 0 y además dado que Q ∈ add(k) y k < j se

tiene que Ext1A(Θ(j), Q) = 0 en ξ.

�

Lema 4.4. Sean A una K−álgebra, y Θ := {Θ(i)}ti=1 una familia de objetos

en mod(A) tales que Ext1A(Θ(j),Θ(i)) = 0 para cada j ≥ i. Si N ∈ mod(A),
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ℓ ∈ [1, t] y Ext1A(Θ(j), N) = 0 para cada j > ℓ, entonces existe una sucesión

exacta 0→ N → Y → X → 0 tal que X ∈ F({Θ(k) : k ≤ ℓ}) y Y ∈ I(Θ).

Demostración. Supongamos primero que ℓ = 1. Por 4.3 se tiene la suce-

sión exacta 0 → N
f1→ N1 → X1 → 0 con X1 ∈ add(Θ(1)) = F({Θ(1)}) y

Ext1A(Θ(j), N1) = 0 para cada j ≥ 1 por lo tanto N1 ∈ I(Θ).

Supongamos ahora que ℓ ̸= 1. Entonces, existe i ∈ [0, t− 1] tal que ℓ = t− i.
Por 4.3, existe una sucesión exacta 0→ N

fℓ→ Nℓ → Xℓ → 0 con Xℓ ∈ add(Θ(ℓ))

y Ext1A(Θ(j), Nℓ) = 0 para cada j ≥ ℓ; esto es, para j > ℓ− 1.

Ahora, Nℓ satisface las hipótesis de 4.3, aśı que existe una sucesión exacta

0→ Nℓ → Nℓ−1 → Xℓ−1 → 0 con Xℓ−1 ∈ add(Θ(ℓ− 1)) y Ext1A(Θ(j), Nℓ−1) =

0 para cada j > ℓ− 2.

Haciendo lo mismo para cada r ∈ [0, ℓ− 1], obtenemos la sucesión exacta

0→ Nℓ−r+1
fℓ−r→ Nℓ−r → Xℓ−r → 0

con Nℓ+1 := N y Y := N1; tal que Xℓ−r ∈ add(Θ(ℓ−r)), Ext1A(Θ(j), Nℓ−r) = 0

para j > ℓ− r − 1 y

Sea f := f1f2 · · · fℓ−1fℓ : N → Y. Este morfismo es una composición de

monomorfismos y por lo tanto un monomorfismo. Aśı que tenemos la sucesión

exacta ξ : 0→ N
f→ Y → Coker(f)→ 0 en mod(A).

Veamos que ξ es la sucesión exacta buscada. Dado que Ext1A(Θ(j), N1) = 0

para cada j ≥ 1, se tiene que Y := N1 ∈ I(Θ). Aśı que sólo nos resta ver que

Coker(f) ∈ F({Θ(k) : k ≤ ℓ}).

ξ : 0 // N
fℓ //

∼=
��

Nℓ

fℓ−1 //

∼=
��

Nℓ−1

fℓ−2 //

∼=
��

· · ·N2
f1 //

∼=
��

Y

fℓ(N) //
, �

99tttttttttt
fℓ−1(Nℓ) //

+ �

88qqqqqqqqqqq
fℓ−2(Nℓ−1) //

* 


88ppppppppppp
· · · f1(N2)

, �

;;vvvvvvvvv

Para cada r ∈ [0, ℓ − 1], se tiene que N ∼= fℓ−rfℓ−r−1 · · · fℓ(N) ⊆ Nℓ−r y

Nℓ−r+1
∼= fℓ−r(Nℓ−r+1) ⊆ Nℓ−r. De manera que si identificamos a cada Nℓ−r+1

con fℓ−r(Nℓ−r+1); podemos suponer que Nℓ−r ⊆ Nℓ−r−1.

Entonces 0 ⊆ Nℓ/N ⊆ Nℓ−1/N ⊆ · · ·N1/N = Y/N es una {Θ(k) : k ≤
ℓ}−filtración de Y/N, pues (Nℓ−r/N)/(Nℓ−r+1/N) ∼= Nℓ−r/Nℓ−r+1

∼= Xℓ−r ∈
add(Θ(ℓ−r)) para cada r ∈ [0, ℓ−1]. Por lo tanto, Coker(f) ∼= Y/N ∈ F({Θ(k) :

k ≤ ℓ}).
�

Corolario 4.5. Sea A una K−álgebra, Θ := {Θ(i)}ti=1 una familia de objetos

en mod(A) tales que Ext1A(Θ(j),Θ(i)) = 0 para cada j ≥ i. Entonces, para
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cada N ∈ mod(A) existe una sucesión exacta 0 → N → Y → X → 0 tal que

X ∈ F(Θ) y Y ∈ I(Θ).

Demostración. Es inmediato de 4.4, tomando ℓ := t, ya que la condición en

4.4 para j > t es vaćıa.

�

Corolario 4.6. Sean A una K−álgebra, Θ := {Θ(i)}ti=1 una familia de objetos

en mod(A) tales que Ext1A(Θ(j),Θ(i)) = 0 para cada j ≥ i. Entonces, para cada

N ∈ mod(A), existe una sucesión exacta 0→ X → Z → N → 0 en mod(A), tal

que X ∈ F(Θ) y Z ∈ P(Θ).

Demostración. Se sigue de 4.5 por dualidad. �

Proposición 4.7. Sea A una K−álgebra, Θ := {Θ(i)}ti=1 una familia de ob-

jetos en mod(A) tal que Ext1A(Θ(j),Θ(i)) = 0 para cada j ≥ i. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.

(a) I(Θ) es covariantemente finita en mod(A).

(a) P(Θ) es contravariantemente finita en mod(A).

Demostración. (a) Sea N ∈ mod(A). Por 4.5, existe una sucesión exacta

ξ : 0→ N
β→ Y → X → 0,

tal que X ∈ F(Θ) y Y ∈ I(Θ). Ahora, como Ext1A(X,Y
′) = 0 para cada Y ′ ∈

I(Θ), usando la versión dual de 4.1 concluimos que β es una I(Θ)−aproximación

a izquierda de N.

(b) Es similar a la prueba de (a), por dualidad.

�

Teorema 4.8. Sean A una K−álgebra y Θ:={Θ(i) : i∈[1, t]} una familia de

objetos en mod(A) tal que Ext1A(Θ(j),Θ(i)) = 0 para j ≥ i. Entonces F(Θ) es

funtorialmente finita en mod(A).

Demostración. Por 4.5 y 4.2, se tiene que F(Θ) es contravariantemente finita.

Usando 4.6 y dualizando 4.2, se tiene que F(Θ) es covariantemente finita.

�

Como consecuencia de 4.5 y 4.6, se tiene lo siguiente.
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Proposición 4.9. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, para cada M ∈ mod(A), existen sucesiones exactas en mod(A)

0→M → YM → ZM → 0 y 0→ KM → QM →M → 0,

tales que YM ∈ I(Θ), QM ∈ P(Θ) y ZM ,KM ∈ F(Θ).

�

La siguiente proposición es el conocido Lema de Wakamatsu.

Proposición 4.10. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A)

cerrada por extensiones. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si f : X → C es una X−aproximación minimal a derecha de C, entonces

Ker(f) ∈ I(X).

(b) Si g : C → X es una X−aproximación minimal a izquierda de C, entonces

Coker(g) ∈ P(X).

Demostración. Probaremos solamente el inciso (a), ya que la prueba de (b)

es análoga.

En vista de 1.40, podemos suponer que f es suprayectiva y considerar la

sucesión exacta ξ : 0→ Y
i→ X

f→ C → 0 con Y := Ker(f).

Sea M ∈ X. Aplicando el funtor HomA(M,−) a la sucesión ξ, obtenemos la

sucesión exacta

HomA(M,X)
f⋆→ HomA(M,C)

δ→ Ext1A(M,Y )
γ→ Ext1A(M,X),

donde f⋆ := HomA(M,f) y γ := Ext1A(M, i). Veamos que δ = 0 = γ, pues ello

implicará que Ext1A(M,Y ) = 0; probándose que Y ∈ I(X).

Como f es una X−aproximación a derecha de C, se sigue que f∗ es supra-

yectivo. Luego, Ker(δ) = Im(f∗) = HomA(M,C), y por lo tanto δ = 0.

Finalmente, veamos que γ = 0. Sea ν : 0 → Y
t→ Z → M → 0 una

sucesió exacta en en mod(A). Haciendo el push-out del diagrama X
i← Y

t→ Z,

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A).
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4.2. APLICACIONES DE SISTEMAS ESTRATIFICANTES A LA DIMENSIÓN
FINITISTA.

0

��

0

��
ν : 0 // Y

i

��

t // Z

j

��

// M // 0

η : 0 // X

f

��

β // E

h

��

// M // 0

C

��

C

��
0 0

Del hecho de que X es cerrada por extensiones y X,M ∈ X, tenemos que E ∈ X.

Luego, dado que f es una X−aproximación a derecha de C, existe λ : E → X

tal que fλ = h. De donde, f = fλβ. Ahora, como f es minimal a derecha, β se

escinde; y en particular, η se parte. De donde concluimos que γ = 0.

�

4.2. Aplicaciones de sistemas estratificantes a la

dimensión finitista.

Definición 4.11. Sean A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

La dimesión proyectiva de C es pd(C) := sup{pd(C) : C ∈ C}, donde pd(C)

es la dimensión proyectiva del A-módulo C. Análogamente, la dimesión in-

yectiva de C es id(C) := sup{id(C) : C ∈ C}, donde id(C) es la dimensión

inyectiva del A-módulo C.

La dimensión global del álgebra A es gldim(A) := pd(mod(A)). Es bien

conocido que gldim(A) coincide con id(mod(A)).

En lo que sigue, dado un ss (Θ,≤) de talla t en mod(A), consideraremos al

epss (Θ, Q,≤) y al eiss (Θ, Y ,≤) asociadas a (Θ,≤).

Lema 4.12. Sean A una K−álgebra, (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A) y

M ∈ F(Θ). Entonces se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) pd(M) ≤ pd(Y ) ≤ pd(Q) + t− 1.

(b) id(M) ≤ id(Q) ≤ id(Y ) + t− 1.

(c) pd(Θ) = pd(F(Θ)).

77
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Demostración. Por simplicidad, supondremos que ≤ es el orden natural en

[1, t].

(a) Si M ∈ add(Q), entonces M es sumando directo de Q y por lo tanto

pd(M) ≤ pd(Q) ≤ pd(Q) + t− 1.

Por otro lado si t = 1, entonces Q ∼= Θ(1); y por lo tanto, para cada 0 ̸=M ∈
F(Θ) se tiene que M ∈ add(Q). El resultado se sigue de ah́ı inmediatamente.

Supongamos entonces queM /∈ add(Q) y t > 1. Por 3.38, tenemos la sucesión

exacta 0→ Qs → · · · → Q1 → Q0 →M → 0,

con s ∈ [1, t− 1] y Qi ∈ add(Q), para cada i ∈ [0, s].

Ahora, para cada i ∈ [0, s − 1] tenemos una sucesión exacta 0 → Mi+1 →
Qi → Mi → 0 en F(Θ), donde M0 := M y Ms = Qs. De ah́ı que, pd(Mi) ≤
sup{pd(Qi), pd(Mi+1) + 1}. Luego, pd(M) ≤ sup{pd(Q)pd(M1) + 1} ≤ · · · ≤
sup{pd(Q), pd(Qs) + s} ≤ pd(Q) + s ≤ pd(Q) + (t − 1). Veamos ahora que

pd(M) ≤ pd(Y ). En efecto, si M = 0, es claro. Supongamos que M ̸= 0.

Haremos la prueba por inducción sobre max(M).

Si max(M) = 1, entonces M ∼= Θ(1)m, donde m := [M : Θ(1)]; pues

Ext1A(Θ(1),Θ(1)) = 0. Ahora, supongamos que max(M) > 1. Por 3.35, te-

nemos la sucesión exacta 0 → M → Y0 → N → 0 en F(Θ), Y0 ∈ add(Y ) y

max(N) ≤ max(M). En particular, por hipótesis de inducción, pd(N) ≤ pd(Y ).

Luego, pd(M) ≤ sup{pd(Y0), pd(N)− 1} ≤ pd(Y ).

(b) Por dualidad, (D(Θ), D(Y ),≤op) es un epss de talla t en mod(Aop) y

D(M) ∈ F(D(Θ)). Por (a) y haciendo uso de la dualidad; concluimos que

id(M) = pd(D(M)) ≤ pd(D(Y )) + (t − 1) = id(Y ) + (t − 1). Por otro lado

id(M) = pd(D(M)) ≤ pd(D(Q)) = id(Q).

(c) En vista de que Θ ⊆ F(Θ), es suficiente probar que pd(M) ≤ pd(Θ) para

cada M ∈ F(Θ).

SeaM ∈ F(Θ). SiM = 0, no hay nada que probar. Supongamos queM ̸= 0.

Procederemos por inducción sobre ℓΘ(M).

Si ℓΘ(M) = 1, entonces M ∼= Θ(i) para algún i ∈ [1, t], y por lo tanto

pd(M) = pd(Θ(i)) ≤ pd(Θ).

Supongamos ahora que ℓΘ(M) > 1. Luego, por 3.34 existe una sucesión

exacta 0 → N → M → Θ(i0)
mi0 → 0 en F(Θ), con ℓΘ(N) < ℓΘ(M). En

particular, por hipótesis de inducción, pd(N) ≤ pd(Θ). Consecuentemente,

pd(M) ≤ sup{pd(N), pd(Θ(i))} ≤ pd(Θ).

�

Teorema 4.13. Sea A una K-álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).
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Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) pd(Y ) = pdF(Θ) = pd(Θ) ≤ pd(Q) + t− 1.

(b) id(Q) = idF(Θ) = id(Θ) ≤ id(Y ) + t− 1.

(c) F(Θ) ⊆ P<∞(A) si y sólo si pd(Y ) <∞ si y sólo si pd(Q) <∞.

(d) F(Θ) ⊆ I<∞(A) si y sólo si id(Y ) <∞ si y sólo si id(Q) <∞.

Demostración. Se sigue de 4.12.

�

Corolario 4.14. Sea (A,≤) una ss−álgebra y AT el módulo inclinante carac-

teŕıstico asociado a (A,≤). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) pd(AT ) = pd(F(A∆)) ≤ n− 1,

(b) id(AA) = id(F(A∆)) ≤ id(AT ) + n− 1,

Demostración. Se sigue de 3.4, 3.6 y 4.13.

�

Definición 4.15. Sea A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Se define P<∞(C) := {C ∈ C : pd(C) <∞} y I<∞(C) := {C ∈ C : id(C) <∞}.
La dimensión proyectiva finitista de C es pfd(C) := pd(P<∞(C)). Análo-

gamente, la dimensión inyectiva finitista de C es ifd(C) := id(I<∞(C)).

Por simplicidad, pfd(A) denotará a pfd(mod(A)), y ifd(A) a ifd(mod(A)).

Aśı mismo, P<∞(A) := P<∞(mod(A)) y I<∞(A) := I<∞(mod(A))

Lema 4.16. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si pd(Y ) < ∞, entonces pfd(A) = pfd(I(Θ)), donde (Θ, Y ,≤) es el eiss

asociado a (Θ,≤).

(b) Si id(Q) < ∞, entonces ifd(A) = ifd(P(Θ)), donde (Θ, Q,≤) es el epss

asociado a (Θ,≤).

Demostración. (a) Supongamos que pd(Y ) < ∞. Sea X ∈ mod(A) tal que

pd(X) <∞. Por 4.9, tenemos la sucesión exacta

0→ X → YX →MX → 0,
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con YX ∈ I(Θ) y MX ∈ F(Θ). Como MX ∈ F(Θ), se sigue que pd(MX) ≤
pd(F(Θ)) = pd(Y ) <∞. Aśı que pd(YX) < sup{pd(X), pd(MX)} <∞. Por lo
tanto, pd(YX) ≤ pfd(I(Θ)). Por lo tanto, pd(X) < sup{pd(YX), pd(MX)− 1}.

Ahora, como MX ∈ F(Θ) y pd(MX) ≤ pd(Y ) <∞; se sigue que pd(MX) ≤
pfd(I(Θ)) y por lo tanto pd(X) ≤ pfd(I(Θ)). De donde, pfd(A) ≤ pfd(I(Θ)) ≤
pfd(A).

(b) Es dual de (a).

�

Teorema 4.17. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si pd(Y ) <∞ entonces pfd(A) = pfd(I(Θ)) ≤ sup{pfd(P(Θ)), pd(Y )+1}.

(b) Si id(Q) <∞ entonces ifd(A) = ifd(P(Θ)) ≤ sup{ifd(I(Θ)), id(Q) + 1}.

Demostración. (a) En vista de 4.16, sólo nos resta probar que pfd(A) ≤
sup{pfd(P(Θ)), pd(Y ) + 1}. Para ello, tomemos M ∈ mod(A) con pd(M) <∞.

Por 4.9, se tiene una sucesión exacta 0 → XM → YM → M → 0, con

YM ∈ P(Θ) y XM ∈ F(Θ). Luego, en vista de que pd(Y ) < ∞ y 4.13 (a),

tenemos que pd(XM ) <∞; y consecuentemente, pd(YM ) <∞.
Luego, pd(M) ≤ sup{pd(YM ), pd(XM ) + 1} ≤ sup{pfd(P(Θ)), pd(Y ) + 1},

dado que por 4.12 (a), pd(XM ) ≤ pd(Y ).

(b) Es dual de (a).

�

Corolario 4.18. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A) indescomponible tal

que Ext1A(M,M) = 0. Entonces:

(a) pfd(A) ≤ sup{pfd(P(Θ)), pd(M) + 1} si pd(M) <∞;

(b) ifd(A) ≤ sup{ifd(I(Θ)), id(M) + 1} si id(M) <∞.

Demostración. (a) Sea Θ := {M}. Se puede probar que esto nos dá un ss de

talla 1 en mod(A) y Y = {M} = Q. Por lo tanto, F(Θ) = add(M). Luego, el

resultado es inmediato de 4.17.

(b) Es dual de (a).

�
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4.3. Homoloǵıa relativa.

Definición 4.19. Sea A una K−álgebra y X ∈ mod(A). Asociadas a X, se

tienen las siguientes subcategoŕıas de mod(A).

(a) X⊥ := {M ∈ mod(A) : ExtiA(X,M) = 0 ∀ i > 0}

(b) ⊥X := {N ∈ mod(A) : ExtiA(N,X) = 0 ∀ i > 0}

(c) fact(X) := {M ∈ mod(A) : ∃m ∈ N y un epimorfismo β : Xm →M}.

Definición 4.20. Sean A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

(a) Sea M ∈ mod(A). Decimos que M admite una C−resolución, si existe
una sucesión exacta

· · · → Xt → Xt−1 → · · · → X1 → X0 →M → 0,

con Xi ∈ C, para cada i. Si existe una C−resolución de M de la forma

0→ Xm → Xm−1 → · · · → X1 → X0 →M → 0,

diremos que M tiene una C−resolución finita de longitud m.

(b) Sea M ∈ mod(A). Decimos que M admite una C−co-resolución si

existe una sucesión exacta

0→M → X0 → X1 → · · ·Xt → Xt−1 → · · ·
con Xi ∈ C, para cada i. Si existe un m ∈ N tal que Xk = 0 para cada

k ≥ m+ 1, diremos que M admite una C−co-resolución finita de

longitud m.

Definición 4.21. Sean A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Definimos las siguientes subcategoŕıas de mod(A).

(a) C
∧
:= {M ∈ mod(A) :Madmite una C− resolución finita}.

(b) C
∨
:= {M ∈ mod(A) :Madmite una C− co-resolución finita}.

Ejemplo 4.22. Si (A,≤) es una ss−álgebra con n simples (salvo isomor-

fismos) y AT es el inclinante caracteŕıstico asociado a (A,≤), tenemos que

AA ∈ add(T )
∨
. Además, P<∞(add(T )) = add(T ).

Definición 4.23. Sea A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Se define lo siguiente.
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CAPÍTULO 4. SISTEMAS ESTRATIFICANTES Y HOMOLOGÍA.

(a) La correspondencia pdC : mod(A) → N ∪ {∞} dada por: pdC(M) :=

min{m ∈ N : ExtjA(M,−)|C = 0 ∀ j > m ≥ 0}. Ésta es llamada la di-

mensión proyectiva relativa de M con respecto a C (o bien, la

C−dimensión proyectiva de M). En particular, si C = mod(A), se tiene

que pdC(M) = pd(M).

(b) La correspondencia idC : mod(A) → N ∪ {∞} dada por: idC(M) :=

min{m ∈ N : ExtjA(−,M)|C = 0∀ j > m ≥ 0}. Ésta es llamada la

dimensión inyectiva relativa de M con respecto a C (o bien, la

C−dimensión inyectiva de M). En particular, si C = mod(A), se tiene

que idC(M) = id(M).

Definición 4.24. Sean A una K−álgebra, C una clase de objetos en mod(A)

y M ∈ mod(A). Se define lo siguiente.

(a) La dimensión de C−resolución de M , denotada por resdimC(M),

se define como sigue. Si M /∈ C∧, resdimC(M) := ∞; y si M ∈ C∧,

resdimC(M) := min{r ∈ N :M tiene una C−resolución de longitud r}.

(b) La dimensión de C−co-resolución de M , denotada por coresdimC(M),

se define como sigue. Si M /∈ C∨, coresdimC(M):=∞; y si M ∈ C∨,

coresdimC(M):=min{r∈N :M tiene una C−co-resolución de longitud r}.

Proposición 4.25. Sea A una K−álgebra, ≤ un orden lineal en [1, t], (Θ,≤)
un ss de talla t y M ∈ F(Θ). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) M ∈ (add(Y ))∨ y coresdimadd(Y )(M) ≤ t− 1, donde (Θ, Y ,≤) es el eiss

asociado a (Θ,≤).

(b) M ∈ (add(Q))∧ y resdimadd(Q)(M) ≤ t − 1, donde (Θ, Q,≤) es el epss

asociado a (Θ,≤).

Demostración. Es consecuencia de 3.36 y 3.38.

�

Observación 4.26. Sea (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A). De 4.25 concluimos

que F(Θ) ⊆ add(Y )∨ y F(Θ) ⊆ add(Q)∧.

Proposición 4.27. Sean A una K−álgebra, y (Θ,≤) es un ss de talla t en

mod(A). Entonces,

idadd(Y )(F(Θ)) = idadd(Y )(Q) = pdadd(Q)(Y ) = pdadd(Q)(F(Θ)).
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Demostración. Supondremos que d := pdadd(Q)(Y ) finita, pues en otro caso,

el resultado es claro.

Veamos primero que pdadd(Q)(Y ) = pdadd(Q)(F(Θ)).

Dado que Y ∈ F(Θ), se tiene que pdadd(Q)(Y ) ≤ pdadd(Q)(F(Θ)); aśı que

sólo nos resta probar que pdadd(Q)(Y ) ≥ pdadd(Q)(F(Θ)). Sea M ∈ F(Θ).

Probaremos por inducción sobre max(M), que pdadd(Q)(M) ≤ pdadd(Q)(Y ).

Si max(M) = 1, entonces M ∈ add(Y ) y consecuentemente pdadd(Q)(M) ≤
pdadd(Q)(Y ). Supongamos ahora que max(M) > 1. Por 3.35, existe una sucesión

exacta
ξ : 0→M → YM →M ′ → 0,

tal que max(M ′) < max(M) y YM ∈ add(Y ). Aplicándole el funtor HomA(−, Q)

obtenemos

ExtjA(YM , Q)→ ExtjA(M,Q)→ Extj+1
A (M ′, Q).

Como pdadd(Q)(Y ) = d y por hipótesis de inducción pdadd(Q)(M) ≤ d; se

sigue que para cada j > d, ExtjA(YM , Q) = 0 = ExtjA(M
′, Q). De donde,

pdadd(Q)(M) ≤ d.
Por lo tanto, pdadd(Q)(F(Θ)) ≤ pdadd(Q)(Y ).

De manera similar, se prueba que idadd(Y )(Q) = idadd(Y )(F(Θ)).

Por otro lado, en vista de 4.46, se tiene que pdadd(Q)(Y ) = idadd(Y )(Q).

�

Definición 4.28. Sean A una K−álgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Para cada clase X de objetos en mod(A), definimos lo siguiente.

(a) La C−dimensión proyectiva de X como pdC(X) := sup{pdC(X) : X ∈
X}; y la C−dimensión inyectiva de X como idC(X) := sup{idC(X) :

X ∈ X}.

(b) La C−dimensión de resolución de X se define como resdimC(X) :=

sup{resdimC(X) : X ∈ X}. Dualmente, se define la C−dimensión de

co-resolución de X, coresdimC(X) := sup{coresdimC(X) : X ∈ X}.

Definición 4.29. Sean A una K−álgebra y T ∈ mod(A).

(a) Si T es inclinante, definimos αT (X) := resdimadd(T )(X), para cada X ∈
mod(A); y αT := resdimadd(T )(P

<∞(T⊥)).

(b) Si T es co-inclinante, definimos βT (X) := coresdimadd(T )(X), para cada

X ∈ mod(A); y βT := coresdimadd(T )(I
<∞(⊥T )).
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Lema 4.30. Sean A una K−álgebra y T ∈ mod(A). Entonces, las siguientes

condiciones se satisfacen.

(a) T es inclinante si y sólo si T⊥ es covariantemente finita. Más aún, T⊥ =

{C ∈ mod(A) : existe una sucesión exacta · · · → Tn+1
fn→ Tn → · · · →

T0 → C → 0, con Ti ∈ add(T ) ∀i}.

(b) add(T ) es funtorialmente finita en mod(A).

(c) La correspondencia T → T⊥ induce una biyección entre iso-clases de in-

clinantes básicos y subcategoŕıas X en mod(A) que son covariantemente

finitas, co-resolventes y satisfaciendo que X∧ = mod(A).

Demostración. Ver [7] y las versiones duales de [22, Teorema 3.28 y Teorema

3.39].

�

Lema 4.31. Sean A una K−álgebra y T ∈ mod(A). Entonces T⊥ es co-

resolvente

Demostración. Primero veamos que T⊥ es cerrada por extensiones. Sea ξ :

0 → L → M → N → 0 una sucesión exacta en mod(A), con L,N ∈ T⊥.

Aplicándole a ξ el funtor HomA(T,−) obtenemos la sucesión exacta

ExtiA(T, L)→ ExtiA(T,M)→ ExtiA(T,N).

Como ExtiA(T,N) = 0 = ExtiA(T, L) para cada i; se sigue que ExtiA(T,M) = 0

para cada i > 0. Consecuentemente, M ∈ T⊥.

Ahora probemos que T⊥ es cerrada por conúcleos de monomorfismos. Sea

ξ : 0 → M
f→ N → W → 0 una sucesión exacta en mod(A), con M,N ∈ T⊥.

Aplicando el funtor HomA(T,−) a la sucesión ξ, obtenemos

ExtiA(T,N)→ ExtiA(T,W )→ Exti+1
A (T,M).

En vista de que ExtiA(T,N) = 0 = Exti+1
A (T,M), se sigue que ExtiA(T,W ) = 0

para cada i. Por lo tanto W ∈ T⊥.

Finalmente, dado que ExtiA(−, I) = 0 para cada I ∈ I(A) e i > 0, en

particular, ExtiA(T, I) = 0. De donde I(A) ⊆ T⊥.

�

Lema 4.32. Sean A una K−álgebra y T ∈ mod(A) inclinante. Entonces,

(a) T⊥ ⊆ fac(T ).
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(b) add(T ) ⊆ T⊥.

Demostración. (a) Sea M ∈ T⊥. En vista de 4.30, existe un epimorfismo

f : T0 → M con T0 ∈ add(T ). Por otro lado, dado que T0 ∈ add(T ), existe

un epimorfismo h : Tm → T0 con m ∈ N. Luego, fh : Tm → M implica que

M ∈ fac(T ).

(b) Es consecuencia de que ExtiA(T, T ) = 0 para cada i > 0.

�

Lema 4.33. Sean A una K−álgebra y T ∈ mod(A) inclinante. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada M ∈ T⊥ existe una sucesión exacta

0→ Ker(f)→ T0
f→M → 0,

tal que T0 ∈ add(T ), Ker(f) ∈ T⊥ y f : T0 →M es la add(T )−aproximación

minimal a derecha de M.

(b) Si X ∈ P<∞(T⊥), entonces X ∈ add(T )∧ y αT (X) ≤ pd(X).

(c) pd(X) ≤ pd(T ) + αT (X) para cada X ∈ add(T )∧.

(d) Si X ∈ T⊥, entonces pd(X) <∞ si y sólo si αT (X) <∞.

(e) P<∞(T⊥) = add(T )∧.

Demostración. (a) Sea M ∈ T⊥. Como add(T ) es funtorialmente en mod(A)

(ver 4.30), existe una add(T )−aproximación minimal a derecha f : T0 → M,

con T0 ∈ add(T ). Ahora, por 4.32 (a), existe un epimorfismo g : T ′ → M tal

que T ′ ∈ add(T ).

T0
f // M

T ′
h

``A
A
A
A

g

OO

Como f es una aproximación a derecha, existe h : T ′ → T0 tal que g = fh. De

donde, f es un epimorfismo. y por lo tanto, Im(f) = M. Además, por el Lema

de Wakamatsu se tiene que Ext1A(T,Ker(f)) = 0.

Consideremos ahora la sucesión exacta 0 → Ker(f) → T0
f→ M → 0.

Aplicándole el funtor Hom(T,−) obtenemos la sucesión exacta

ExtiA(T,M)→ Exti+1
A (T,Ker(f))→ Exti+1

A (T, T0),
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para cada i ≥ 1. Como ExtiA(T,M) = 0 y Exti+1
A (T, T0) = 0, se sigue que

Exti+1
A (T,Ker(f)) = 0 para cada i ≥ 1. De donde, Ker(f) ∈ T⊥.

(b) Sea X ∈ T⊥ con pd(X) = r. Probemos que X ∈ add(T )∧ y que αT (X) ≤ r.
Como X ∈ T⊥ por (a) obtenemos la sucesión exacta

ξ−1 : 0→ K0 → T0 → X → 0,

tal que K0 ∈ T⊥. Luego por (a), existe una sucesión exacta

ξ0 : 0→ K1 → T1 → K0 → 0,

conK1 ∈ T⊥. Repitiendo este argumento para cadam ∈ {−1, . . . , r}, obtenemos

la sucesión exacta

ξm : 0→ Km+1 → Tm+1 → Km → 0,

con K−1 := X; y tal que Km+1 ∈ T⊥. y Tm+1 ∈ add(T ). Aplicando el funtor

Hom(−,Kr+1) a ξj , obtenemos la sucesión exacta

ExtiA(Tj+1,Kr+1)→ Exti+1
A (Kj+1,Kr+1)→ Exti+1

A (Kj ,Kr+1)

→ Exti+1
A (Tj ,Kr+1).

Usando que ExtiA(Tj ,Kr+1) = Exti+1
A (Tj ,Kr+1) = 0 para cada i ∈ [1, r + 1] y

pd(X) = r; obtenemos que ExtiA(Kr,Kr+1) ∼= Extr+2
A (X,Kr+1) = 0. De donde,

la sucesión ξr se parte; implicando que Kr ∈ add(T ). Por lo tanto,

ξ : 0→ Kr → Tr → Tr−1 → · · · → T0 → X → 0

es una add(T )−resolución de X. Esto implica que X ∈ add(T ) y αT (X) ≤ r.
(c) Sea X ∈ add(T )∧ con X ̸= 0. Consideremos una add(T )−resolución de X

de longitud r := αT (X),

0→ Tr
fr→ Tr−1

fr−1→ Tr−2
fr−2→ · · · f1→ T0

f0→ X → 0.

Sea Ki := Ker(fi), entonces tenemos la sucesión exacta

ξi : 0→ Ki → Ti
fi→ Im(fi)→ 0.

para cada i ∈ [0, r]. Luego,

pd(X) ≤ sup{pd(T0), pd(K0) + 1} ≤ sup{pd(T0), pd(K1) + 2}
≤ · · · ≤ sup{pd(T ),pd(Kr−1) + r − 1} ≤ pd(T ) + r.

(d) Sea X ∈ T⊥. Si pd(X) <∞, entonces de (b) se sigue que αT (X) ≤ pd(X) <

∞. Rećıprocamente, si αT (X) < ∞ entonces X ∈ add(T )∧. Luego, por (c)

tenemos que pd(X) ≤ pd(T ) + αT (X) <∞.

(e) De (b) se sigue que P<∞(T⊥) ⊆ add(T )∧. Veamos que se satisface la otra

contención.

Sea M ∈ add(T )∧. Por (c) tenemos que pd(M) ≤ pd(T ) + αT (M) < ∞;

aśı que sólo nos resta probar por inducción sobre d := αT (M), que M ∈ T⊥.

Si d = 0, entonces M ∈ add(T ) ⊆ T⊥.

86



4.3. HOMOLOGÍA RELATIVA.

Si d = 1, existe una sucesión exacta 0 → T1 → T0 → M → 0. Usando que

add(T ) ⊆ T⊥, obtenemos que ExtiA(T,M) = 0 ∀i ≥ 1.

Supongamos ahora que d > 1. Consideremos una add(T )−resolución de M

de longitud d,

0→ Td → Td−1 → · · · → T1
f→ T0

g→M → 0.

En particular, αT (Im(f)) = d − 1 y por hipótesis de inducción se tiene que

Im(f) ∈ T⊥. Finalmente aplicando el funtor Hom(T,−) a la sucesión exacta

0→ Im(f)→ T0
f0→M → 0;

y usando el hecho de que ExtiA(T, T0) = 0 = Exti+1
A (T, Im(f)) para cada i ≥ 1;

concluimos que ExtiA(T,M) = 0 para cada i ≥ 1.

�

Proposición 4.34. Sea A una K−álgebra, T ∈ mod(A) inclinante, Γ :=

End(AT ) y F := HomA(T,−) : mod(A) → mod(Γ). Entonces, las siguientes

condiciones se satisfacen.

(a) αT ≤ pfd(T⊥) ≤ pd(T ) + αT .

(b) αT <∞ si y sólo si pfd(T⊥) <∞.

(c) El funtor F induce, por restricción, equivalencias exactas de categoŕıas

T⊥ ∼→ Im(F |T⊥) y add(T )
∼→ P(Γ).

(d) αT (X) ≤ pd(F (X)) ≤ pd(X) para cada X ∈ P<∞(T⊥).

(e) αT ≤ pfd(Im(F |T⊥)) ≤ pfd(T⊥).

(f) pfd(T⊥) ≤ pd(T ) + pfd(Γ).

Demostración. (a) Para cadaX ∈ P<∞(T⊥) se tiene por 4.33 (b) que αT (X) ≤
pd(P∞(T⊥)). De donde, αT ≤ pfd(T⊥).

Ahora, por 4.33 (b) y (c), tenemos que X ∈ add(T )∧ y pd(X) ≤ pd(T ) +

αT (X) para cada X ∈ P<∞(T⊥). Por lo tanto, pfd(T⊥) ≤ pd(T ) + αT (X).

(b) Es consecuencia de (a).

(c) La equivalencia add(T )
∼→ P(Γ) es bien conocida y puede ser encontrada en

[4, Proposición 1.2]. Ahora, la equivalencia T⊥ ∼→ Im(f |T⊥) se sigue del hecho

de que para cada M ∈ T⊥ existe una sucesión exacta

T1
f→ T0 →M → 0,

con T1, T0 ∈ add(T ) y Ker(f), Im(f) ∈ T⊥ (ver 4.33 (a)).
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CAPÍTULO 4. SISTEMAS ESTRATIFICANTES Y HOMOLOGÍA.

(d) Sea X ∈ P<∞(T⊥). Supongamos que X /∈ add(T ) (pues en otro caso

no hay nada que probar ). Por 4.33, existe r > 0 tal que r ≤ pd(X) y una

add(T )−resolución de M de longitud r

ξ : 0→ Tr → Tr−1
fr−1→ Tr−2

fr−2→ · · · → T1
f1→ T0

f0→ X
f−1→ 0,

tal que Ker(f) ∈ T⊥\add(T ) para cada i ∈ [−1, r−2] y fi : Ti → Ker(fi−1) es la

add(T )−aproximación minimal a derecha de Ker(fi−1) para cada i ∈ [0, r − 1].

Por lo tanto, αT (X) ≤ r ≤ pd(X).

Aplicando el funtor F a ξ y usando (c), obtenemos una resolución proyectiva

minimal de F (X). De donde, r = pdF (X).

(e) El hecho de que αT ≤ pfd(Im(f |T⊥)) ≤ pfd(T⊥) se debe a que pd(X) es

finita si y sólo si pd(F (X)) es finita para X ∈ T⊥.

(f) Se sigue de (a) y (e).

�

Teorema 4.35. Sean (A,≤) una ss−álgebra, n el número de simples (salvo

isomorfismos) en mod(A), AT el inclinante caracteŕıstico asociado a (A,≤) y

Γ := EndA(T )
op. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) αT ≤ pfd(F(Γ∆)) ≤ n− 1.

(b) pfd(A) = pfd(T⊥) = pd(add(T )∧) ≤ pd(T ) + αT ≤ 2n− 2.

Demostración. Ver [16, Teorema 3.3].

�
Consideremos (Θ, Y ,≤) es un eiss de talla t en mod(A) y Y :=

⊕t
i=1 Y (i).

La siguiente proposición nos da condiciones suficientes para que sea inclinante.

Proposición 4.36. Sean A una K−álgebra y (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en

mod(A) y Y :=
⊕t

i=1 Y (i). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0 si y sólo si I(Θ) es co-resolvente.

(b) Si I(Θ) es co-resolvente, entonces ExtiA(Y, Y ) = 0 para cada i > 0.

(c) Si Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0, pd(Y ) < ∞ y AA ∈ F(Θ), entonces Y es

inclinante en mod(A).

Demostración. (a) Primero supongamos que Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0 y probe-

mos que I(Θ) es co-resolvente.

Por 1.45, sólo nos resta probar que I(Θ) es cerrada por conúcleos de mono-

morfismos. Consideremos la sucesión exacta
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ξ : 0→M → E → N → 0,

con M,E ∈ I(Θ). Ahora, dado X ∈ F(Θ), aplicando el funtor Hom(X,−) a la

sucesión ξ se tiene la sucesión exacta

Ext1A(X,E)→ Ext1A(X,N)→ Ext2A(X,M).

Como Ext1A(X,E) = 0 y Ext2A(X,M) = 0, concluimos que Ext1A(X,N) = 0.

Por lo tanto, N ∈ I(Θ).

Supongamos ahora que I(Θ) es co-resolvente. Sean M ∈ F(Θ) y N ∈ I(Θ).

Luego, existe una sucesión exacta en I(Θ),

ξ : 0→ N → I0(N)→ LN → 0,

con I0(N) ∈ I(A). Aplicándole el funtor Hom(M,−) a la sucesión ξ, obtenemos

que Ext2A(M,N) = 0, ya que Ext1A(M,LN ) = 0 y Ext2A(M, I0(N)) = 0.

(b) Como Y ∈ add(Y ) ⊆ I(Θ) e I(Θ) es co-resolvente, existe una sucesión exacta

ξ : 0→ Y → I0(Y )→ I1(Y )→ · · · → Ii−1(Y )→ Ω−i(Y )→ 0,

con Im(Y ) ∈ I(A) para cada m ∈ [0, i − 1] y Ω−i(Y ) ∈ I(Θ). Aplicándole el

funtor Hom(Y,−) y usando el hecho de que cada Im(Y ) ∈ I(A), obtenemos que

Exti+1
A (Y, Y ) ∼= Ext1A(Y,Ω

−i(Y )) = 0.

(c) En vista de que pd(Y ) es finita, es suficiente verificar (b) y (c) de 2.21. Como

AA ∈ F(Θ), por 3.36, existe una sucesión exacta

0→ AA→ Y0 → Y1 → · · · → Yk → 0,

con Yi ∈ add(Y ) para cada i ∈ [0, k] y k < t. Por lo tanto, se satisface 2.21

(c). Finalmente, dado que Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0, se sigue de (a) y (b) que

ExtiA(Y, Y ) = 0 para cada i ≥ 1. Esto verifica 2.21 (b).

�

Observación 4.37. Se puede probar que Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0 si y sólo si

Ext2A(Θ, I(Θ)) = 0.

Teorema 4.38. Sea A una K−álgebra y (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si existe T ∈ mod(A) inclinante tal que I(Θ) = T⊥, entonces Y es un

sumando directo de T.

(b) Existe T ∈ mod(A) inclinante básico tal que I(Θ) = T⊥ si y sólo si

pd(Y ) <∞ y Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0.
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Demostración. (a) Supongamos que I(Θ) = T⊥, con T ∈ mod(A) inclinante.

Dado que Y ∈ I(Θ), en vista de 4.33 (a), existe una sucesión exacta

ξ : 0→ K → T0 → Y → 0,

con K ∈ T⊥ y T0 ∈ add(T ) ⊆ T⊥. Ahora, como Y ∈ F(Θ) y K ∈ I(Θ), se tiene

que la sucesión ξ se escinde; y por lo tanto Y ∈ add(T ). En particular, cada

Y (i) ∈ add(T ). El hecho de que Y sea básico implica que Y es un sumando

directo de T.

(b) Primero supongamos que existe T ∈ mod(A) inclinante básico tal que I(Θ) =

T⊥. En vista de 4.31 y 4.36, se tiene que Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0. Por otro lado,

de (a) se sigue que pd(Y ) ≤ pd(T ) <∞.
Supongamos ahora que pd(Y ) es finita y Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0. Probemos

que existe T ∈ mod(A) inclinante básico tal que I(Θ) = T⊥.

Por hipótesis y 4.7 tenemos que I(Θ) es co-resolvente y covariantemente finita

en mod(A). Luego, en vista de 4.30 (c), basta probar que mod(A) ⊆ I(Θ)∨.

Sea X ∈ mod(A). Dado que I(Θ) es co-resolvente, tenemos para cada d > 0

una sucesión exacta

0→ X → I0(X)→ I1(X)→ · · · → Id−1(X)→ Ω−d(X)→ 0,

con Ii(X) ∈ I(A) para cada i ∈ [0, d − 1]. Veamos que Ω−d(X) ∈ I(Θ), si

d = pd(Y ). De 4.13 (a) tenemos que pd(F(Θ)) = pd(Y ) = d. De ah́ı se sigue

que Ext1A(M,Ω−d(X)) ∼= Extd+1
A (M,X) = 0 para cada X ∈ F(Θ); y por lo

tanto, Ω−d(X) ∈ I(Θ).

�

Corolario 4.39. Sean A una K−álgebra, n el número de simples (salvo iso-

morfismos) en mod(A), (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A) y T ∈ mod(A)

inclinante y básico. Si I(Θ) = T⊥ y AA ∈ F(Θ), entonces Y ∼= T y t = n,

donde (Θ, Y ,≤) es el eiss de talla t asociado a (Θ,≤) y Y :=
⊕t

i=1 Y (i).

Demostración. Dado que I(Θ) = T⊥ es co-resolvente, se sigue por 4.36 (a)

que Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0. Ahora, de 4.38 (a) se sigue que Y es un sumando

directo de T ; y en particular, pd(Y ) ≤ pd(T ) <∞. Luego, por 4.36 (c), se tiene

que Y es inclinante.

Finalmente, como Y y T son inclinantes básicos, con Y sumando directo de

T, concluimos que Y ∼= T y t = rk(Y ) = rk(T ) = n.

�

Proposición 4.40. Sean A una K−álgebra, n el número de simples (salvo

isomorfismos) en mod(A) y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A). Si existe T ∈
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4.3. HOMOLOGÍA RELATIVA.

mod(A) inclinante tal que I(Θ) = T⊥, entonces t ≤ n e I(Θ) es co-resolvente

en mod(A).

Demostración. El hecho de que I(Θ) sea co-resolvente es consecuencia de 4.31,

ya que I(Θ) = T⊥ por hipótesis.

Por otro lado, de 4.38 (a) se sigue que Y es un sumando directo de T. En

particular, t = rk(Y ) ≤ rk(T ) = n.

�

Proposición 4.41. Sean A una K−álgebra, n el número de simples (salvo

isomorfismos) en mod(A) y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A). Entonces, las

siguientes condiciones son equivalentes.

(a) I(Θ) es co-resolvente

(b) Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0.

(c) ExtiA(F(Θ), I(Θ)) = 0 para cada i > 0.

Demostración. ((a)⇔ (b)) Es inmediato de 4.36 (a).

((c)⇔ (b)) Es claro, tomando i = 2.

((a)⇔ (c)) SeanM ∈ F(Θ) y N ∈ I(Θ). Como I(Θ) es co-resolvente, obtenemos

para cada i ≥ 2 una sucesión exacta

ξ : 0→ N → I0(N)→ I1(N)→ · · · → Ii−2(N)→ Ω−i+1(N)→ 0,

con Im(N) ∈ I(A) para cada m ∈ [0, i − 2] y Ω−i+1(N) ∈ I(Θ). Aplican-

do el funtor Hom(M,−) a la sucesión ξ obtenemos que ExtiA(M,N) ∼= · · · ∼=
Ext1A(M,Ω−i+1(N)) = 0.

�

Corolario 4.42. Sean (A,≤) una ss−álgebra casi-hereditaria, n el número de

simples (salvo isomorfismos) en mod(A) y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si I(Θ) es co-resolvente entonces t ≤ n.

(b) Si A es hereditaria entonces t ≤ n.

Demostración. (a) Sea (Θ, Y ,≤) el eiss de talla t asociado a (Θ,≤). En vista

de 2.17, se tiene que gldim(A) < ∞. En particular, pd(Y ) es finita. Por otro

lado, de 4.36 (a) se tiene que Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0. Aśı, por 4.38 (b), existe T ∈
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mod(A) inclinante básico tal que I(Θ) = T⊥. Finalmente, t ≤ n es consecuencia

de 4.40.

(b) Como A es hereditaria tenemos que gldim(A) ≤ 1. En particular, se obtiene

que Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0. Por 4.41, esto es equivalente a que I(Θ) es co-

resolvente. Finalmente, de (a) se tiene que t ≤ n.
�

A continuación, veremos una prueba distinta para 2.20, usando los resultados

que hemos obtenido y 2.19.

Corolario 4.43. Sean (A,≤) una ss−álgebra y n el número de módulos simples

(salvo isomorfismos) en mod(A). Entonces ExtiA(F(A∆), I(A∆)) = 0 para cada

i > 0.

Demostración. Consideremos (A∆,≤) el ss de talla n en mod(A) (ver 3.2 ).

Luego, el resultado es consecuencia de 2.19 (b) y (c); y de 4.41.

�
Dada una ss−álgebra, de 2.26 (e) y de la definición de T⊥, se obtiene que

I(A∆) = T⊥. En el siguiente corolario, veremos una prueba diferente , usando

2.20.

Corolario 4.44. Sea (A,≤) una ss−álgebra, n el número de simples (salvo

isomorfismos) en mod(A) y T ∈ mod(A) el inclinante caracteŕıstico asociado a

(A,≤). Entonces, I(A∆) = T⊥.

Demostración. Consideremos el eiss de talla n (A∆, T ,≤) (ver 3.4 ). En vista

de 2.20, tenemos que ExtiA(F(A∆), I(A∆)) = 0 para cada i > 0. De 4.41, se

sigue que I(A∆) es co-resolvente y Ext2A(F(A∆), I(A∆)) = 0.

Como además pd(T ) es finita, aplicando 4.38 (a), obtenemos T ′ ∈ mod(A)

inclinante y básico, tal que I(Θ) = (T ′)⊥. Finalmente, por 4.39 concluimos que

T ∼= T ′. Por lo tanto, I(A∆) = (T ′)⊥ = T⊥.

�
Dualizando 4.38, se tiene lo siguiente.

Teorema 4.45. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si P(Θ) = ⊥T para algún T ∈ mod(A) co-inclinante, entonces Q es un

sumando directo de T ; donde (Θ, Q,≤) es el epss asociado a (Θ,≤).

(b) Existe T ∈ mod(A) co-inclinante tal que P(Θ) = ⊥T si y sólo si id(Q) es

finita y Ext2A(P(Θ),F(Θ)) = 0.
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Demostración. Es similar a la prueba de 4.38, por dualidad.

�

Proposición 4.46. Sea A una K−álgebra y n el número de simples (salvo

isomorfismos) en mod(A). Si (A,≤) es una ss−álgebra, T el inclinante asociado

a (A,≤) y F(A∆) = P<∞(A), entonces pfd(A) = pd(AT ) ≤ n− 1.

Demostración. Consideremos el eiss de talla n (A∆, T ,≤) (ver 3.4 ). Por 4.14 y
la hipótesis se tiene que pfd(A) = pd(P<∞(A)) = pd(F(A∆)) = pd(T ) ≤ n− 1.

�

Proposición 4.47. Sean (A,≤) una ss−álgebra y T ∈ mod(A) el inclinante

caracteŕıstico asociado a (A,≤). Entonces, las siguientes condiciones son equi-

valentes.

(a) F(A∆) = P<∞(mod(A)).

(b) add(T )∧ ⊆ F(A∆).

(c) P<∞(I(A∆)) ⊆ F(A∆)

Demostración. ((a)⇒(b)) Por 4.33 (e), se tiene si X ∈ add(T )∧ entonces

pd(X) <∞. De donde X ∈ P<∞(A) = F(A∆) para cada X ∈ add(T )∧.

((b)⇒(c)) Como (A,≤) es una ss−álgebra, sabemos que I(A∆) = T⊥. Luego,

por 4.33 y (b), tenemos que P<∞(T⊥) = add(T⊥) ⊆ F(A∆).

((c)⇒(a)) En vista de 4.14 (a) tenemos que pd(F(A∆)) ≤ n− 1; y por lo tanto,

F(A∆) ⊆ P<∞(A).

Probemos ahora que P<∞(A) ⊆ F(A∆). Sea X ∈ mod(A) tal que pd(X) <

∞. Por 4.9, existe una sucesión exacta

0→ X → YX → QX → 0,

tal que YX ∈ I(A∆) y QX ∈ F(A∆). Dado que pd(QX) ≤ pd(F(A∆)) ≤ n− 1,

se tiene por 5.74 (a) que pd(YX) también es finita. Luego, (a) implica que

YX ∈ F(A∆).

Finalmente, del hecho de que F(A∆) es resolvente ( ver 2.19 ), concluimos

que X ∈ F(A∆).

�

Proposición 4.48. Sean A una K−álgebra, (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A),

(Θ, Q,≤) el epss de talla t asociado a (Θ,≤), Q :=
⊕t

i=1Q(i), B′ := End(AQ) y

T es el inclinante caracteŕıstico asociado a la ss-álgebra (B′,≤op). Si pd(Q) ≤ 1,

entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) pd(HomA(Q,AM)) ≤ pd(M) para cada M ∈ F(Θ).

(b) pd(F(B′∆)) ≤ pd(F(Θ)), en particular pd(B′T ) ≤ pd(Y ).

(c) Si F(B′∆) es cerrada por submódulos, entonces B′ es casi-hereditaria,

gldim(B′) ≤ 1 + pd(Y ) y id(B′T ) ≤ 1.

Demostración. Ver [16, Proposición 3.20].

�

Proposición 4.49. Sean (A,≤) una ss−álgebra y T ∈ mod(A) el inclinante

caracteŕıstico asociado a (A,≤). Si F(A∆) es cerrada por submódulos, entonces

A es hereditaria y gldim(A) ≤ 1 + pd(T ).

Demostración. [16, Proposición 3.21] �

Teorema 4.50. Sea A un K−álgebra básica. Entonces, las siguientes condicio-

nes son equivalentes.

(a) (A,≤) es casi-hereditaria.

(b) gldim(A) < ∞ y existe (Θ,≤) un ss de talla t tal que AA ∈ F(Θ) y

Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0.

Demostración. ((a)⇒ (b)) Por 3.2, tenemos que (A∆,≤) es un ss de talla

n en mod(A). Como (A,≤) es casi-hereditaria, tenemos que AA ∈ F(A∆) y

gldim(A) es finita. Ahora, como I(A∆) es co-resolvente, se sigue por 4.36 (a)

que Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0.

((b)⇒(a)) Sean (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A) tal que AA ∈ F(Θ) y

Ext2A(F(Θ), I(Θ)) = 0; y (Θ, Y ,≤) el eiss asociado a (Θ,≤). Por 4.36 (c),

tenemos que Y es inclinante. Por 3.60, esto es equivalente a que (A,≤) sea una

ss−álgebra. Finalmente, el resultado es consecuencia de 2.17.

�

Lema 4.51. Sean A una K−álgebra, (Θ, Y ,≤) un eiss de talla t en mod(A)

y B := End(AY ). Si F(B∆) = P<∞(B), entonces las siguientes condiciones se

satisfacen.

(a) Si 0 → M → Y0
f→ Y1 → 0 es una sucesión exacta en mod(A) con

Y0, Y1 ∈ add(Y ), entonces M ∈ F(Θ).

(b) Si 0 → M → Y0
f→ K → 0 es una sucesión exacta en mod(A) con

Y0 ∈ add(Y ) y K ∈ F(Θ), entonces M ∈ F(Θ).
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(c) F(Θ) = add(Y )∨.

Demostración. (a) Sea ξ : 0→M → Y0
f→ Y1 → 0 es una sucesión exacta en

mod(A) con Y0, Y1 ∈ add(Y ).

Consideremos el funtor F := HomA(−,AYBop) : mod(A) → mod(B). Apli-

cando dicho funtor a la sucesión exacta ξ y usando el hecho de que Ext1A(Y, Y ) =

0, obtenemos la sucesión exacta

F (ξ) : 0→ F (Y1)
F (f)→ F (Y0)Y1 → F (M)→ 0.

Como F (Y0), F (Y1) ∈ F(B∆) = P<∞(B), por 5.74, concluimos que F (M) ∈
P<∞(B) = F(B∆) = F (F(Θ)).

Finalmente, aplicando el funtor G := HomB(−,AYBop) : mod(B)→ mod(A)

a la sucesión F (ξ) y usando 3.45, concluimos que M ∼= G(F (M)) ∈ F(Θ).

(b) Sea ξ : 0 → M → Y0
f→ K → 0 es una sucesión exacta en mod(A) con

Y0 ∈ add(Y ) y K ∈ F(Θ). Consideremos el funtor F := HomA(−,AYBop) :

mod(A) → mod(B). Aplicando dicho funtor a la sucesión exacta ξ y usando el

hecho de que Ext1A(Y, Y ) = 0, obtenemos la sucesión exacta

F (ξ) : 0→ F (K)
F (f)→ F (Y0)→ F (M)→ 0.

Como F (Y0), F (K) ∈ F (F(Θ)) = F(B∆) = P<∞(B), se sigue por 5.74 que

F (M) ∈ P<∞(B) = F(B∆).

Finalmente, aplicando el funtor G := HomB(−,AYBop) : mod(B)→ mod(A)

y usando 3.45, concluimos que M ∼= G(F (M)) ∈ F(Θ).

(c) De 4.25 se sigue que F(Θ) ⊆ add(Y )∨. Por (a) y (b) se tiene la otra conten-

ción.

�

4.4. Homoloǵıa relativa, categoŕıas inclinantes y

temas afines.

En ésta sección, veremos algunos resultados que nos servirán para probar

los resultados de la siguiente sección y que están relacionados con los sistemas

estratificantes.

Lema 4.52. Sean A una K−álgebra y X, Y clases de objetos en mod(A). En-

tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) pdX(M)=sup{pd{X}(M) : X∈X} y idX(M)=sup{id{X}(M) : X∈X}.
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(b) pdX(Y) = idY(X).

(c) Si Y ⊆ X entonces coresdimX(M) ≤ coresdimY(M).

Demostración. (a) Sea S := {pd{X}(M) : X ∈ X}. Es claro que S está acotado

superiormente por pdX(M). Consecuentemente, sup(S) ≤ pdX(M). Por otro

lado, pdX(M) = min{n : ExtiA(M,X) = 0∀ i > n∀X ∈ X} ≤ sup{min{n :

ExtiA(M,X) = 0 ∀ i > n} : X ∈ X} = sup(S).

Por dualidad, se prueba que idX(M) = sup{id{X}(M) : X ∈ X}.
(b) El hecho de que pdX(Y) = idY(X), se sigue de lo anterior y de la defi-

nición de pdX(Y) y idY(X). En efecto, pdX(Y) = sup{pdX(Y ) : Y ∈ Y} =

sup{sup{pdX(Y ) : X ∈ X} : Y ∈ Y} = sup{sup{idY (X) : X ∈ X} : Y ∈ Y} =
sup{idY (X) : Y ∈ Y} = idY(X).

(c) Si M = 0 es clara la igualdad. Si M /∈ X∨, entonces M /∈ Y∨; y por lo tanto,

también se tiene la igualdad. Ahora, si M /∈ Y∨, tenemos que coresdimY(M) =

∞ ≥ coresdimX(M).

SiM ∈ Y∨ entoncesM ∈ X∨, ya que Y ⊆ X. Luego, {n :M tiene X−co-reso-
lución de longitud n} ⊇ {n : M tiene Y−co-resolución de longitud n}. De don-

de, coresdimX(M) ≤ coresdimY(M).

�
En [17] O. Mendoza y C. Sáenz trabajaron con ideas de Auslander, Buchweitz

y Reiten, sobre la relación entre la dimensión inyectiva relativa y la dimensión

de co-resolución de un módulo dado. En este art́ıculo, ellos tuvieron como meta

establecer algunos resultados de categoŕıas inclinantes, que pueden ser aplicados

tanto a módulos inclinantes, como a sistemas estratificantes. Una de sus moti-

vaciones fue haber obtenido que para un eiss (Θ, Y ,≤) de talla t en mod(A) se

tiene que coresdimadd(Y )(F(Θ)) ≤ t − 1; y que dado un epss (Θ, Q,≤) de talla

t en mod(A), se tiene que resdimadd(Q)(F(Θ)) ≤ t− 1.

Teorema 4.53. Sean A una K−álgebra y X, Y clases de objetos en mod(A)

cerradas por isomorfismos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) idX(L) ≤ idX(Y) + coresdimY(L) para cada L ∈ mod(A).

(b) Sean Y = I(X) o bien Y ⊆ X con Y cerrada por sumandos. Si idX(Y) = 0,

entonces idX(L) = coresdimY(L) para cada L ∈ Y∨.

Demostración. (a) Podemos suponer que idX(Y) < ∞ y coresdimY(L) < ∞;

pues si uno de los dos fuese infinita no habŕıa nada que probar.

Sean α:=idX(Y) y d:=coresdimY(L). Probaremos (a) por inducción sobre d.
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Si d = 0, entonces tenemos la sucesión exacta ξ : 0 → L → Y → 0, con

Y ∈ Y. Como Y es cerrada por isomorfismos, se sigue que L ∈ Y. En particular,

idX(L) ≤ idX(Y) = α y coresdimY(L) = 0.

Si d = 1, tenemos la sucesión exacta ξ : 0 → L → Y0 → Y1 → 0, con

Y0, Y1 ∈ Y. Sea M ∈ X. Aplicando el funtor HomA(M,−) a ξ, obtenemos para

cada i, la sucesión exacta

Exti−1
A (M,Y1)→ ExtiA(M,L)→ ExtiA(M,Y0).

Por hipótesis, Exti−1
A (M,Y1) = 0 y ExtiA(M,Y0) = 0 para cada i > α + 1 y

M ∈ X. Por lo tanto, ExtiA(−, L)|X = 0 para cada i > α+1, concluyéndose que

idX(L) ≤ α+ 1.

Sea d ≥ 2. Consideremos la Y−co-resolución de L de longitud d

ξ : 0→ L→ Y0
f0→ Y1 → · · ·

fd−1→ Yd → 0.

Sea I0 := Im(f0). Entonces coresdimY(I0) = d−1; y por hipótesis de inducción,

se tiene que idX(I0) ≤ α+ d− 1.

Sea M ∈ X. Aplicando el funtor HomA(M,−) a la sucesión exacta

0→ L→ Y0 → I0 → 0,

obtenemos para i > 0 la sucesión exacta

Exti−1
A (M, I0)→ ExtiA(M,L)→ ExtiA(M,Y0).

Como Exti−1
A (M, I0) = 0 y ExtiA(M,Y0) para cada i ≥ α + d + 1, obtenemos

que idX(L) ≤ α+ d.

(b) Sean L ∈ Y∨ y d := coresdimY(L). Supongamos que idX(Y) = 0.

Probaremos por inducción sobre d, que idX(L) = d.

Si d = 0, existe Y ∈ Y tal que L ∼= Y. En particular L ∈ Y, pues Y es cerrada

por isomorfismos. Luego, el hecho de que idX(Y) = 0 implica que idX(L) = 0.

Si d = 1, tenemos la sucesión exacta

ξ : 0→ L→ Y0 → Y1 → 0,

con Y0, Y1 ∈ Y y L /∈ Y. Aplicándole el funtor HomA(M,−) a ξ y usando el

hecho de que idX(Y) = 0; tenemos que ExtiA(M,Y1) = 0 = ExtiA(M,Y0). De

ah́ı que ExtiA(M,L) = 0 para i > 1; y con ello, idX(L) ≤ 1. Ahora veamos que

Ext1A(−, L)|X ̸= 0, pues esto implica que idX(L) = 1.

En efecto, si ocurriera que Ext1A(−, L)|X = 0, entonces tendŕıamos que L ∈
I(X). Luego, en el caso de que Y = I(X), llegaŕıamos a la contradicción L ∈ Y.

Mientras que en el caso de que Y ⊆ X, con Y cerrada por sumandos directos, el

hecho de que Ext1A(−, L) = 0 implicaŕıa que la sucesión ξ se escinda; y por lo
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tanto tendŕıamos que L ∈ Y, lo cual es una contradicción.

Supongamos ahora que d ≥ 2. Consideremos la Y−co-resolución de L de

longitud d,

ξ : 0→ L→ Y0
f0→ Y1 → · · ·

fd−1→ Yd → 0.

con Yi ∈ Y para cada i. Como coresdimY(Im(f0)) = d− 1, se sigue por hipótesis

de inducción que idX(Im(f0)) = d−1. Por lo tanto, idX(L) ≤ idX(Im(f0))+1 =

d. Veamos que idX(L) no es menor que d. En efecto, si ocurriese ésto, tendŕıamos

que ExtdA(−, L)|X = 0. Luego, considerando la sucesión exacta 0 → L → Y0 →
K0 → 0 y el funtor HomA(M,−), con M ∈ X; obtenemos la sucesión exacta

Extd−1
A (M,Y0)→ Extd−1

A (M,K0)→ ExtdA(M,L).

Entonces, dado que idX(Y) = 0, Extd−1
A (−, Y0)|X = 0 y Extd−1

A (−, L)|X = 0,

obtenemos que ExtdA(−,K0)|X = 0. Pero esto nos lleva a la contradicción

idX(K0) ≤ (d− 1)− 1 = d− 2. Por lo tanto, idX(L) = d.

�

Corolario 4.54. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si I(A) ⊆ X, entonces idX(M) = id(M) para cada M ∈ I<∞(A).

(b) Si I(A) ⊆ X, entonces ifd(A) = idX(I
<∞(A)).

Demostración. (a) Por 4.53 (b) y dado que idX(I(A)) = 0; se sigue que

idX(L) = coresdimI(A)(L) := id(L), para cada L ∈ I(A)∨ = I<∞(A).

(b) De (a) se sigue que idX(I
<∞(A)) = sup{idX(I) : I ∈ I<∞(A)} = sup{id(I) :

I ∈ I<∞(A)} = ifd(A).

�

Corolario 4.55. Sean A una K−álgebra y X, Y clases de objetos en mod(A).

Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) idX(X) ≤ idX(Y) + coresdimY(X).

(b) Si idX(I(X)) = 0 y X es cerrado por sumandos directos, entonces

idX(M) = coresdimI(X)(M) = coresdimW(X)(M) = idW(X)(M),

para cada M ∈W(X)∨; y donde W(X) := X ∩ I(X).

Demostración. (a) Es consecuencia inmediata de 4.53 (a).
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(b) Dado que idX(I(X)) = 0, se tiene que idW(X)(W(X)) = 0 = idX(W(X)).

Luego, aplicando 4.53 (b) dos veces, una con Y = I(X) y la otra con Y = W(X),

se obtiene (b).

�

Corolario 4.56. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) idI(X)(X) ≤ idI(X)(I(X)) + coresdimI(X)(X).

(b) idI(X)(P(X)) ≤ idI(X)(I(X)) + coresdimI(X)(P(X)).

Demostración. Es inmediato de 4.53 (a).

�

Lema 4.57. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) I(X) es co-resolvente en mod(A).

(b) idX(I(X)) = 0.

(c) Ext2A(X, I(X)) = 0.

Demostración. (a)⇒ (b) Sea M ∈ X. Como I(X) es co-resolvente, para cada

N ∈ I(X), existe una sucesión exacta

0→ N → I0
f0→ I1 → · · ·

fi−2→ Ii−1
fi−1→ Ω−i+1(N)→ 0,

con Im ∈ I(A) para cada m y Ω−i+1(N) ∈ X. De donde, se sigue que

ExtiA(M,N) ∼= Ext1A(M,Ω−i+1(N)) = 0 para cada i > 0.

Por lo tanto, idX(I(X)) = 0.

(b) ⇒ (c) Es inmediato de la definición de idX(I(X)).

(c)⇒ (a) Supongamos que Ext2A(X, I(X)) = 0.Veamos que I(X) es co-resolvente.

En vista de 1.45, sólo nos resta ver que I(X) es cerrada por conúcleos de mono-

morfismos.

Sean M,N ∈ I(X). Consideremos la sucesión exacta ξ : 0 → M
f→ N →

C → 0. Probaremos que C ∈ I(X).

Sea X ∈ X. Aplicando el funtor HomA(X,−) a ξ, obtenemos la sucesión

exacta

Ext1A(X,N)→ Ext1A(X,C)→ Ext2A(X,M).
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Por hipótesis Ext2A(X,M) = 0; y como N ∈ I(X), Ext1A(X,N) = 0. De donde

Ext1A(X,C) = 0, lo cual prueba que C ∈ I(X).

�

Definición 4.58. Sea A una K−álgebra. Decimos que un funtor F : mod(A)→
mod(Z) es finitamente generado si existe un epimorfismo HomA(−, C)→ F,

para algún C ∈ mod(A).

Ejemplo 4.59. Sea C una clase de objetos en mod(A). Entonces se satisfacen

los siguientes enunciados.

(a) C es contravariantemente finita en mod(A) si y sólo si para cada X ∈
mod(A), el funtor HomA(−, X)|C es finitamente generado.

(b) C es covariantemente finita en mod(A) si y sólo si para cada X ∈ mod(A),

el funtor HomA(X,−)|C es finitamente generado.

Proposición 4.60. Sean A una K−álgebra, C ∈ mod(A) y Y una subcate-

goŕıa de mod(A) cerrada por extensiones y sumandos directos. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Ext1A(C,−)|X es finitamente generado, si y sólo si existe una sucesión

exacta ξ : 0 → XC → QC → C → 0 con QC ∈ P(X) y XC ∈ X.

Dualmente, Ext1A(−, C)|X es finitamente generado si y sólo si existe una

sucesión ξ : 0→ C → Y → X ′ → 0, con Y ∈ I(X) y X ′ ∈ X.

(b) Si X es covariantemente finita, entonces Ext1A(C,−)|X es finitamente ge-

nerado y P(X) es contravariantemente finita.

(c) Si X es contravariantemente finita, entonces Ext1A(−, C)|X es finitamente

generado e I(X) es covariantemente finita.

Demostración. Ver [7, Proposición 2.14] y [22, Proposición 3.2].

�

Lema 4.61. Sean A una K−álgebra y X, Y clases de objetos en mod(A) tales

que Ext1A(−, C)|X es finitamente generado, para cada C ∈ Y. Si X es cerra-

da por extensiones y sumandos directos, entonces las siguientes condiciones se

satisfacen, para cada M ∈ mod(A).

(a) idY(M) ≤ max{idX(M), idI(X)(M)}.

(b) Si X ∪ I(X) ⊆ Y, entonces idY(M) = max{idX(M), idI(X)(M)}.
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AFINES.

Demostración. (a) Sea M ∈ mod(A). Asumiremos que d := idX(M) y d′ :=

idI(X)(M) son finitas, ya que en otro caso no hay hada que probar. Por 4.60,

para cada N ∈ Y existe una sucesión exacta ξ : 0 → N → YN → N ′ → 0 con

YN ∈ I(X) y N ′ ∈ X.

Aplicando el funtor HomA(−,M) a la sucesión ξ; y usando el hecho de que

d = idX(M), obtenemos para cada i > d la sucesión exacta

0→ ExtiA(YN , N)→ ExtiA(N,M)→ 0.

Dado que ExtiA(YN , N) = 0 para cada i > d′, obtenemos que ExtiA(−,M)|Y =

0 para cada i > max{d, d′}. Por lo tanto, idY(M) ≤ max{d, d′}.
(b) Como X∪I(X) ⊆ Y, se tiene que idY(M) ≥ max{idX(M), idI(X)(M)}. Luego,
(b) se sigue de (a).

�

Corolario 4.62. Sean A una K−álgebra, X una clase de objetos en mod(A)

cerrada por extensiones y sumandos directos tal que Ext1A(−, C)|X finitamen-

te generado para cada C ∈ mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se

satisfacen, para cualquier M ∈ mod(A).

(a) id(M) = max{idX(M), idI(X)(M)}.

(b) pd(M) = max{pdX(M), pdP(X)(M)}.

Demostración. (a) Se tiene por 4.61 tomando Y := mod(A) y usando el hecho

de que idmod(A)(M) = id(M).

(b) Es similar a la prueba hecha en (a), por dualidad.

�

Teorema 4.63. Sean A una K−álgebra y X una subcategoŕıa de mod(A) con-

travariantemente finita, cerrada por extensiones y sumandos directos. Entonces,

se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) pd(X) ≤ idX(I(X)) + coresdimI(X)(X) + 1.

(b) ifd(A) ≤ max{ifd(I(X), id(X) + 1)}.

(c) Si I(X) es co-resolvente, entonces idI(X)(I(X)) = id(I(X)). Más aún,

pd(X) ≤ 1 + coresdimI(X)(X) y id(X) ≤ id(I(X)) + coresdimI(X)(X) + 1

(d) Sea W(X) := I(X) ∩ X. Si X ⊆W(X)∨, entonces se tiene lo siguiente.

(i) Si pd(W(X)) <∞ entonces pfd(A) = pfd(I(X)).
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(ii) gldim(A) = pd(I(X)).

(iii) Si P∞(I(X)) ⊆ (W(X))∨ y pd(W(X)) < ∞, entonces pfd(A) =

pd(W(X)).

Demostración. (a) De 4.60 (c) se sigue que el funtor Ext1A(−, C)|X es fini-

tamente generado, para cada C ∈ mod(A). Veamos que pd(X) ≤ idX(I(X)) +

coresdimI(X)(X) + 1.

Sean α := idX(I(X)) y β := coresdimI(X)(X). Supongamos que α y β son

finitas. Por 4.60 (a) y (b), existe una sucesión exacta ξ : 0→ C → Y → X ′ → 0

con Y ∈ I(X) y X ′ ∈ X.

Sea M ∈ X. Aplicando el funtor HomA(M,−) a ξ, obtenemos para cada

i ≥ α+ 1 la sucesión exacta

0→ ExtiA(M,X ′)→ Exti+1
A (M,C)→ 0.

Por lo tanto, para cada i ≥ α+1 tenemos que ExtiA(−, X ′)|X ∼= Exti+1
A (−, C)|X.

Por otro lado, dado que X ′ ∈ X, se tiene por 4.55 (a) que idX(X
′) ≤ idX(I(X))+

coresdimY(X) = α+ β. Luego, ExtiA(−, X ′)|X = 0 para cada i ≥ α+ β + 1.

Entonces, para cada M ∈ X obtenemos que ExtiA(M,C) = 0 para cada

i ≥ max{α+ 1, α+ β + 1}. Esto implica por 5.74 que pd(M) ≤ α+ β + 1. Por

lo tanto, pd(X) = idX(mod(A)) ≤ α+ β + 1.

(b) Supongamos que id(X) es finita. Sea X ∈ I<∞(A). Como X es contravarian-

temente finita, por 4.60 (c), existe una sucesión exacta ξ : 0 → X → YX →
X ′ → 0, con YX ∈ I(X) y X ′ ∈ X. Luego, como id(X) es finita, se sigue por el

dual de 5.74 que id(YX) es finita. Por lo tanto, id(X) ≤ max{id(YX), id(X ′) +

1} ≤ max{ifd(I(X)), id(X) + 1}.

(c) Como I(X) es co-resolvente, se sigue por 4.57 que idX(I(X)) = 0. Por 4.62 (a)

se tiene que id(I(X)) = max{idX(I(X)), idI(X)(I(X))}. Por otro lado, la primera

desigualdad se tiene por (a).

Veamos finalmente que id(X) ≤ id(I(X)) + coresdimI(X)(X) + 1. Primero,

usando (a) tenemos que idX(X) = pdX(X) ≤ pd(X) ≤ coresdimI(X)(X) + 1.

Luego, por 4.56 y 4.62, concluimos que id(X) ≤ id(I(X)) + coresdimI(X)(X) + 1.

(d) (i) Sea pd(W(X)) finita. Veamos primero que pd(X) = pd(W(X)). En efecto,

como X ⊆ W(X)∨, tenemos que pd(X) ≤ pd(W(X)∨) = pd(W(X)) (ver 4.64).

Por otro lado, como W(X) ⊆ X, tenemos que pd(W(X)) ≤ pd(X).

Por lo tanto, pd(X) es finita, pues pd(X) = pd(W(X)).
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Ahora veamos que pfd(A) = pfd(I(X)). Basta probar que pfd(A) ≤ pfd(I(X));

pues la desigualdad pfd(I(X)) ≤ pfd(A) se tiene del hecho de que I(X) ⊆
mod(A).

Sea M ∈ P<∞(A). Por 4.60, existe una sucesión exacta

ξ : 0→M → L→ Ñ → 0,

con L ∈ I(X) y Ñ ∈ X. Como pd(X) < ∞ y pd(M) < ∞, se sigue de 5.74

que pd(L) < ∞. Por lo tanto pd(L) ≤ pfd(I(X)). Finalmente concluimos que

pd(M) ≤ max{pd(L), pd(Ñ) − 1} ≤ pfd(I(X)) (ya que pd(Ñ) ≤ pd(X) =

pd(W(X)) ≤ pfd(I(X))).

Por lo tanto, pfd(A) ≤ pfd(I(X)).

Observación 4.64. pd(W(X)) = pd(W(X)∨).

Es suficiente probar que pd(W(X)∨) ≤ pd(W(X)), ya que la desigualdad

pd(W(X)) ≤ pd(W(X)∨) se debe a que W(X) ⊆ W(X)∨. Ahora, dado M ∈
W(X)∨ y d := coresdimW(X)(M); haciendo inducción sobre d, se puede probar

que pd(M) ≤ pd(W(X)). Por lo tanto, pd(W(X)∨) ≤ pd(W(X)).

(ii) Es similar a la prueba hecha en (i).

(iii) Probemos finalmente que si P<∞(I(X)) ⊆ W(X)∨. y pd(W(X)) < ∞, en-
tonces pfd(A) = pd(W(X)).

Por (ii) sabemos que pfd(A) = pfd(I(X)).Veamos que pfd(I(X)) = pd(W(X)).

Como pd(W(X)) es finita, tenemos que W(X) ⊆ P<∞(I(X)); y por lo tanto,

pd(W(X)) ≤ pfd(I(X)).

Aśı que sólo nos resta probar que pfd(I(X)) ≤ pd(W(X)). En efecto, por

4.64 y en vista de que P<∞(I(X)) ⊆ W(X)∨, obtenemos que pfd(I(X)) =

pd(P<∞(I(X))) ≤ pd(W(X)∨) = pd(W(X)).

�

Definición 4.65. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A)

cerrada por extensiones y sumandos directos.

(a) Decimos que X es una categaŕıa parcialmente inclinante si pdX(X) y

pdP(X)(X) son finitas.

(b) Decimos que X es una categoŕıa inclinante, si X es parcialmente incli-

nante y AA ∈W(X)∨, donde W(X) := I(X) ∩ X.

Ejemplo 4.66. Si (A,≤) es una ss−álgebra casi-hereditaria, entonces X :=

F(A∆) es una categoŕıa inclinante.
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Definición 4.67. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A)

cerrada por extensiones y sumandos directos.

(a) Decimos que X es una categoŕıa parcialmente co-inclinante si idX(X)

y idI(X)(X) son finitas.

(b) Decimos que X es una categoŕıa co-inclinante, si X es co-inclinante y

D(AA) ∈ Z(X)∧, donde Z(X) := P(X) ∩ X.

Proposición 4.68. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A)

contravariantemente finita, cerrada por extensiones y sumandos directos. Si

AA ∈ X entonces X = P(I(X)).

Demostración. Es claro, por definición, que X ⊆ P(I(X)). Veamos la otra

contención.

Sea C ∈ mod(A) tal que Ext1A(C, I(X)) = 0. Como X es contravariantemente

finita en mod(A), existe una X−aproximación minimal a derecha de C, f : XC →
C. Ahora, como C ∈ mod(A), existe un epimorfismo g : An � C en X, pues

AA ∈ X y X es cerrada por extensiones.

Luego, como f es una aproximación a derechas existe h : An → XC tal que

g = fh. En particular, f es un epimorfismo.

Aśı, obtenemos la sucesión exacta ξ : 0 → Ker(f) → XC
f→ C → 0. Por el

Lema de Wakamatsu, Ker(f) ∈ I(X). Por lo tanto, la sucesión ξ se escinde, ya

que Ext1A(C, I(X)) = 0. De donde C ∈ X.

�

Lema 4.69. Sean A una K−álgebra y X una clase de objetos en mod(A) cerrada

por extensiones y sumandos directos. Entonces, las siguientes condiciones se

satisfacen.

(a) Sea X covariantemente finita. Entonces, X es parcialmente inclinante si y

sólo si pd(X) <∞.

(b) Sea X es contravariantemente finita. Entonces, X es parcialmente co-

inclinante si y sólo si id(X) <∞.

Demostración. Probaremos sólo (a), pues (b) se tiene por dualidad. Para ello,

consideremos las siguientes obsevaciones.

Observación 4.70. pd(M) = máx{pdX(M), pdP(X)(M)} para cada M ∈ X.

Sea Y := mod(A). Por 4.60 (b), se tiene que Ext1A(C,−)|X es finitamente ge-

nerado para cada C ∈ Y. Luego, por 4.61 se tiene que pd(M) = pdY(M) =

máx{pdX(M), pdP(X)(M)} para cada M ∈ X.
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Observación 4.71. pd(M) = máx{pdP(X)(M), pdP(P(X))(M)} para cadaM ∈
X. En efecto, por 4.60 (b) y (c) tenemos que la categoŕıa P(X) es contravariante-

mente finita y Ext1A(−, C)|P(X) es finitamente generado para cada C ∈ mod(A).

Luego, por 4.62 obtenemos pd(M) = máx{pdP(X)(M), pdP(P(X))(M)} para cada

M ∈ X.

Si X es parcialmente inclinante, entonces pdX(X) < ∞ y pdX(X) < ∞; y

por lo tanto, de 4.70 concluimos que pd(X) <∞.
Rećıprocamente, si pd(X) < ∞, entonces tenemos que pd(M) < ∞ para

cadaM ∈ X. Luego, por 4.70 y 4.71 tenemos que pdX(M) <∞ y pdP(X)(M) <

∞ para cada M ∈ X. De donde pdX(X) y pdP(X)(X) son finitas; probándose

que X es parcialmente inclinante.

�

Proposición 4.72. Sean A una K−álgebra y X una subcategoŕıa contravarian-

temente finita en mod(A) cerrada por extensiones, sumandos directos y tal que

I(X) es co-resolvente. Entonces, se tiene lo siguiente.

(a) coresdimI(X)(X) es finita si y sólo si pd(X) es finita si y sólo si

coresdimI(X)(mod(A)) es finita. Más aún, coresdimI(X)(mod(A)) = pd(X).

(b) Si pd(X) es finita, entonces

coresdimI(X)(X) = pdX(X) ≤ pd(X) = coresdimI(X)(mod(A)).

Si además, P(A) ⊆ X, entonces coresdimI(X)(X) = pdX(X) = pd(X) =

coresdimI(X)(mod(A)).

Demostración. (a) Observemos que para cada M ∈ mod(A), tenemos que

coresdimI(X)(M) ≤ max{idX(M), 1} y coresdimI(X)(mod(A)) ≤ max{pd(X), 1}.
Luego, el hecho de que coresdimI(X)(X) <∞ implica por 4.63 que pd(X) <∞.
Entonces, por la observación, I(X)∨ = mod(A). Finalmente, por 4.53 concluimos

que coresdimI(X)(mod(A)) = pd(X), probándose (a).

(b) Por (a) obtenemos que coresdimI(X)(mod(A)) = pd(X) ≥ pdX(X). Por otro

lado, como pd(X) es finita y P(A) ⊆ X, se sigue por 4.53 y el resultado dual de

4.54 que coresdimI(X)(X) = pdX(X) = pd(X).

�

Proposición 4.73. Sean A una K−álgebra y X una subcategoŕıa contrava-

riantemente finita en mod(A) cerrada por extensiones y sumandos directos. Si

idX(W(X)) = 0, entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) Si pdX(X) es finita, entonces X ⊆W(X)∨ y coresdimW(X)(X) ≤ pdX(X).

(b) idX(M) = coresdimW(X)(M) para cada M ∈W(X)∨.

Demostración. (a) Dado que X es contravariantemente finita y cerrada por

extensiones, se sigue por 4.60 que para cada X ∈ X existe una sucesión exacta

ξ : 0→ X →W → X ′ → 0, con W ∈W(X) y X ′ ∈ X.

Sea X ∈ X, X−1 := X y d := pdX(X). Usando la sucesión ξ podemos

construir las sucesiones ξi := 0 → Xi−1 → Wi → Xi → 0, con Wi ∈ W(X)

y Xi ∈ X. Aplicando el funtor HomA(Xd,−) a la sucesión ξi obtenemos que

ExtjA(Xd, Xi) ∼= Extj+1
A (Xd, Xi−1), ya que idX(W(X)) = 0. Luego,

Ext1A(Xd, Xd−1) ∼= Ext2A(Xd, Xd−2) ∼= · · · ∼= Extd+1
A (Xd, X−1) = 0,

ya que pdX(X) = d. Por lo tanto, la sucesión ξd se escinde, probándose que

W ′
d := Xd−1 es un sumando directo de Wd ∈ W(X). De donde, la sucesión

exacta

η : 0→ X →W0 →W1 → · · · →Wd−1 →W ′
d → 0

es una W(X)−co-resolución de M.

(b) Se sigue de 4.53, pues idX(W(X)) = 0.

�

Teorema 4.74. Sea A una K−álgebra y X una subcategoŕıa de mod(A) con-

travariantemente finita y parcialmente inclinante. Entonces, las siguientes con-

diciones se satisfacen.

(a) pd(X) ≤ idX(I(X)) + coresdimI(X)(X) + 1 <∞.

(b) coresdimI(X)(mod(A)) ≤ max{pd(X), 1} <∞.

(c) Si idX(I(X)) = 0 entonces:

(i) idX(M) = coresdimW(X)(M) = idW(X)(M) para cada M ∈W(X)∨.

(ii) idX(M) = coresdimI(X)(M) para cada M ∈ mod(A).

(iii) coresdimI(X)(mod(A)) = pd(X) = pdP(X)(X) = coresdimI(X)(P(X)).

(iv) idW(X)(X) = coresdimW(X)(X) = pdX(X) = coresdimI(X)(X).

Demostración. (a) Por 4.63 (a), tenemos que

pd(X) ≤ idX(I(X)) + coresdimI(X)(X) + 1.

Aśı que, para probar el inciso (a), sólo nos falta notar que coresdimI(X)(X) <∞;

pues idX(I(X)) es finita por hipótesis.
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Veamos que coresdimI(X)(X) ≤ máx{pdX(X), 1} = máx{idX(X), 1} < ∞..
En efecto, sea M ∈ mod(A). Sea d := idX(M) finita; y consideremos la sucesión

exacta ξ : 0→M → I0 → I1 → · · · → Is−1 → Ω−s(M)→ 0, con s = 1 si d = 0

y s = d en otro caso. Entonces, Ext1A(−,Ω−s(M))|X
∼= Exts+1

A (−,M)|X = 0.

De donde, Ω−s(M) ∈ I(X) y por lo tanto, coresdimI(X)(M) ≤ s; probándose
lo deseado.

Finalmente, como X es parcialmente inclinante, tenemos que pdX(X) < ∞.
Por lo tanto, coresdimI(X)(X) <∞.

(b) Por (a) tenemos que pd(X) es finita; aśı que sólo nos falta probar que

coresdimI(X)(mod(A)) ≤ máx{pd(X) + 1}.
Notemos primero que idX(mod(A)) = pd(X). Luego, como lo notamos en (a),

coresdimI(X)(M) ≤ máx{idX(M), 1} ∀M ∈ mod(A); aśı que tomando supremos

concluimos que coresdimI(X)(mod(A)) ≤ máx{pd(X), 1}.
(c) (i) Se sigue de 4.55(.b)

(ii) Se sigue (b) y 4.53

(iii) De (ii) tenemos que pd(X) = idX(mod(A)) = coresdimI(X)(mod(A)) y

pd(X) = idX(P(X)) = coresdimI(X)(P(X)). Por otro lado, del resultado dual de

4.54 tenemos que pd(X) = pdP(X)(X), pues pd(X) es finita.

(iv) Tenemos que idX(I(X)) = 0. Aśı que en particular, idX(W(X)) = 0. Veamos

primero que X ⊆W(X)∨ y coresdimW(X)(X) ≤ pdX(X).

Dado que X es contravariantemente finita y cerrada por extensiones, se sigue

por 4.60, que para cada X ∈ X existe una sucesión exacta ξ : 0 → X → W →
X ′ → 0, con W ∈W(X) y X ′ ∈ X.

Sea X ∈ X, X−1 := X y d := pdX(X). Usando la sucesión ξ podemos

construir las sucesiones ξi := 0 → Xi−1 → Wi → Xi → 0, con Wi ∈ W(X)

y Xi ∈ X. Aplicando el funtor HomA(Xd,−) a la sucesión ξi obtenemos que

ExtjA(Xd, Xi) ∼= Extj+1
A (Xd, Xi−1), ya que idX(W(X)) = 0. Luego, Ext1A(Xd, Xd−1) ∼=

Ext2A(Xd, Xd−2) ∼= · · · ∼= Extd+1
A (Xd, X−1) = 0, ya que pdX(X) = d.

Por lo tanto, la sucesión ξd se escinde, probándose que W ′
d := Xd−1 es un

sumando directo de Wd ∈W(X). Por lo tanto,

η : 0→ X →W0 →W1 → · · · →Wd−1 →W ′
d → 0

es una W(X)−coresolución de M.

Finalmente, probemos que idW(X)(X) = coresdimW(X)(X) = pdX(X) =

coresdimI(X)(X). Se sigue de 4.55 (b) y del hecho que idX(I(X)) = 0, que

idX(M) = coresdimI(X)(M) = coresdimW(X)(M) = idW(X)(M) ∀M ∈ W(X)∨.

Como X ⊆W(X)∨, en particular obtenemos que idW(X)(X) = coresdimW(X)(X) =
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idW(X)(X).

�

Lema 4.75. Sean A una K−álgebra, X una clase de objetos en mod(A) con-

travariantemente finita, cerrada por extensiones, sumandos directos y Y :=

P(I(X)). Si I(X) es co-resolvente, entonces las siguientes condiciones se sa-

tisfacen.

(a) Y es resolvente y funtorialmente finita.

(b) I(Y) = I(X) y pdI(X)(Y) = 0.

Demostración. Ver [17, Lema 3.9].

�

Teorema 4.76. Sea A una K−álgebra, X una subcategoŕıa contravariantemen-

te finita y parcialmente inclinante de mod(A) y Y := P(I(X)). Si I(X) es co-

resolvente, entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) coresdimI(X)(Y) = pdY(Y) = pd(Y) = coresdimI(X)(mod(A)) = pd(X) =

pd(W(X)) <∞.

(b) Y es una subcategoŕıa inclinante, resolvente y funtorialmente finita de

mod(A).

(c) pdI(X)(M) = resdimY(M) para cada M ∈ Y∧.

(d) Y∧ = {M ∈ mod(A) : pdI(X)(M) <∞} = P<∞(A).

(e) Para cada M ∈ P<∞(A) se tiene que pd(M) ≤ pd(W(X)) + resdimY(M).

(f) pfd(A) = pfd(I(X)) ≤ pd(W(X)) + resdimY(P
<∞(I(X))) ≤ pd(W(X)) +

resdimY(Y
∧).

(g) gldim(A) = pd(I(X)). Más aún, si X es covariantemente finita, entonces

gldim(A) ≤ pd(W(X)) + id(I(X)).

Demostración. (a) Por el lema 4.75 tenemos que Y es contravariantemente

finita, cerrada por sumandos directos y extensiones, IY = I(X) y P(A) ⊆ Y.

Como I(X) es co-resolvente, se sigue por 4.57 que idX(I(X)) = 0. Luego, por

el teorema 4.74 (c) (iii) y (iv) tenemos que coresdimI(X)(mod(A)) = pd(X) =

pdP(X)(X) = coresdimI(X)(P(X)) <∞.
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Ahora, dado que X ⊆ W(X)∨, se sigue que pd(X) = pd(W(X)) < ∞. Vea-
mos que esto es equivalente a que coresdimI(X)(X) sea finita. En efecto, esto se

tiene del hecho de que coresdimI(X)(X) ≤ máx{idX(X), 1} = máx{pdX(X), 1}
y coresdimI(X)(mod(A)) ≤ máx{pd(X), 1} < ∞. Por lo tanto, sólo nos res-

ta probar que coresdimI(X)(X) = pdX(X) = pd(X) = coresdimI(X)(mod(A)).

Como pd(X) < ∞ y P(A) ⊆ A, obtenemos por 4.53 y el resultado dual de

4.54, coresdimI(X)(X) = pdX(X) = pd(X). Aśı, que por lo anterior tenemos que

pd(X) = coresdimI(X)(mod(A)).

(b) De (a) se sigue que pd(Y) = pdY(Y) = (Y) < ∞. Por 4.74 se tiene que

pdP(Y)(Y) < ∞. Por lo tanto Y es parcialmente inclinante. Finalmente, como

I(Y) es co-resolvente, tenemos que idY(W(Y)) = 0; lo cual implica por 4.73 que

Y ⊆ W(X)∨. Por lo tanto, Y es una categoŕıa inclinante, pues P(A) ⊆ Y ⊆
W(X)∨; y por lo tanto, A ∈W(X)∨.

Finalmente, por 4.75, sabemos que Y es resolvente y funtorialmente finita en

mod(A).

(c) Del lema 4.75 se tiene que pdI(X)(Y) = 0. Finalmente (c) se obtiene del

resultado dual de 2.1 (b).

(d) Sea P<∞
I(X)(A) := {M ∈ mod(A) : pdI(X)(M) < ∞}. Notemos que

resdimP(I(X))(M) ≤ máx{pdI(X)(M), 1} para cada M ∈ mod(A). Por lo tanto,

P<∞
I(X)(A) ⊆ Y∧. Luego, de (c) obtenemos que Y∧ = P<∞

I(X)(A).

Dado que P(A) ⊆ Y, se sigue que resdimY(M) ≤ resdimP(A)(M) = pd(M);

y por lo tanto P<∞(A) ⊆ Y∧. Por otro lado, dado que pd(Y) <∞ se tiene que

Y∧ ⊆ P<∞(A).

(e) Por 4.53 (a), tenemos que pdY(M) ≤ pdY(Y) + resdimY(M) para cada

M ∈ Y∧. Por otro lado, por (a) y (d) tenemos que Y∧ = P<∞(A) y pd(Y) =

pd(W(X)) <∞. Finalmente, el resultado se sigue del dual de 4.54, pues P(A) ⊆
Y.

(f) Como hemos visto en (a) y (b), X ⊆W(X)∨ y pd(W(X)) <∞. Aśı que por

4.63 (d) obtenemos que pfd(A) = pfd(I(X)). Entonces, el resultado se sigue de

(e), pues P<∞(I(X)) ⊆ Y∧, (ver (d)).

(g) Dado que X ⊆ W(X)∨, obtenemos de 4.63 (d) que gldim(A) = pd(I(X)).

Ahora, en vista de que I(X) es co-resolvente, se sigue por 4.63 (c) que id(I(X)) =

idI(X)(I(X)).

Aśı por 4.60 y 4.62 obtenemos que pd(I(X)) = máx{id(I(X)), pdY(I(X))},
ya que I(X) es covariantemente finita y pdI(X)(I(X)) = idI(X)(I(X)) = id(I(X)).
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Si además X es covariantemente finita, por 4.60 y 4.62, tenemos que pd(I(X)) =

máx{pdX(I(X)), pdP(X)(I(X))}.
Por otro lado, de 4.56 tenemos que

idI(X)(P(X)) ≤ idI(X)(I(X)) + coresdimI(X)(P(X)).

Por lo tanto, de 4.74 (c), se sigue que

pd(I(X)) ≤ id(I(X)) + máx{pdX(X), pdP(X)(X)} = id(I(X)) + pd(X).

De lo anterior concluimos que gldim(A) ≤ pd(W(X)) + id(I(X)), ya que por

(a) se tiene que pd(X) = pd(W(X)).

�

Teorema 4.77. Sean A una K−álgebra y X una subcategoŕıa contravarian-

temente finita y parcialmente inclinante de mod(A). Si I(X) es co-resolvente,

entonces existe T ∈ mod(A) inclinante, que satisface las siguientes condiciones.

(a) I(X) = T⊥ y pd(X) ≤ pd(T ).

(b) pfd(A) = pfd(T⊥) ≤ pd(T ) + resdimadd(T )(add(T )
∧).

(c) pfd(A) es finita si y sólo si resdimadd(T )(add(T )
∧) es finita.

(d) Las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) id(T⊥) es finita.

(ii) gldim(A) es finita.

(iii) T⊥ = add(T )∧ y pfd(A) es finita.

(iv) pd(T⊥) es finita.

(e) Si gldim(A) es finita, entonces id(I(X)) = id(T ).

Demostración. Ver [17, Teorema 4.2].

�

Teorema 4.78. Sean A una K−álgebra y X una subcategoŕıa contravariante-

mente finita e inclinante de mod(A). Si existe una sucesión exacta

0 → AA → X0 → · · · → Xm → 0, con Xi ∈ W(X) := I(X) ∩ X para cada

i ∈ [0,m] y I(X) es co-resolvente, entonces el módulo T :=
⊕m

i=0Xi satisface

las siguientes condiciones.

(a) T es inclinante.
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(b) W(X) = add(T ).

(c) I(X) = T⊥.

(d) pd(X) = pd(T ).

Demostración. Ver [17, Teorema 4.5].

�

4.5. Sistemas estratiticantes como fuentes de

categoŕıas parcialmente inclinantes.

En esta sección veremos como los sistemas estratificantes nos proveen de una

importante fuente de categoŕıas parcialmente inclinantes o co-inclinantes.

Proposición 4.79. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) F(Θ) es una categoŕıa parcialmente inclinante si y sólo si pd(Y ) es finita.

(b) F(Θ) es una categoŕıa inclinante si y sólo si pd(Y ) es finita y AA ∈
add(Y )∨.

(c) F(Θ) es una categoŕıa parcialmente coinclinante si y sólo si id(Q) es finita

(d) F(Θ) es una categoŕıa coinclinante si y sólo si id(Q) es finita y D(AA) ∈
add(Q)∧.

Demostración. (a) Se sigue de 4.69 (a) pues F(Θ) es funtorialmente finita (

ver 4.8) y pd(Y ) = pd(F(Θ)), por 4.13.

(b) Se sigue de (a) y del hecho de que W(F (Θ)) = F(Θ) ∩ I(Θ) = add(Y ).

(c) y(d) Son obtenidos dualizando (a) y (b), respectivamente.

�
Con la finalidad de saber cuándo la categoŕıa F(Θ) es parcialmente inclinan-

te, es necesario encontrar una cota para la dimensión proyectiva de F(Θ). La

siguiente proposición nos da una cota para esto en términos de idF(Θ)(I(Θ)).

En particular, si I(Θ) es co-resolvente, entonces obtendremos que pd(F(Θ)) es

finita siempre.

Proposición 4.80. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Entonces pd(F(Θ)) ≤ idF(Θ)(I(Θ)) + t y id(F(Θ)) ≤ pdF(Θ)(P(Θ)) + t.
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Demostración. Probaremos que pd(F(Θ)) ≤ idF(Θ)(I(Θ)) + t. Primero, dado

que F(Θ) es funtorialmente finita, cerrada por sumandos directos y extensiones,

se sigue por 4.63 (a) que pd(F(Θ)) ≤ idF(Θ)(I(Θ))+coresdimI(Θ)(F(Θ))+1. Por

otro lado, de 4.25 (a), y del hecho de que add(Y ) = F(Θ)∩I(Θ), obtenemos que

coresdimI(Θ)(F(Θ)) ≤ coresdimadd(Y )(F(Θ)) ≤ t− 1. Por lo tanto, pd(F(Θ)) ≤
idF(Θ)(I(Θ)) + t.

De manera similar se prueba que id(F(Θ)) ≤ pdF(Θ)(P(Θ)) + t.

�
El siguiente teorema establece que si (Θ,≤) es un ss de talla t y I(Θ) es

co-resolvente, entonces t esta acotada por n, donde n es el número de simples

(salvo isomorfismos) en mod(A).Más aún, establece que si F(Θ) es una categoŕıa

inclinante, entonces t = n.

Teorema 4.81. Sean A una K−álgebra, n es el número de simples (salvo

isomorfismos) en mod(A), y (Θ,≤) es un ss de talla t. Si I(Θ) es co-resolvente,

entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) pd(F(Θ)) ≤ t ≤ n y id(F(Θ)) ≤ id(I(Θ)) + t.

(b) Si AA ∈ add(Y )∨ entonces la categoŕıa F(Θ) es inclinante, Y es inclinante

y I(Θ) = Y ⊥.

Demostración. (a) Dado que I(Θ) es co-resolventes, se sigue por 4.57 que

idF(Θ)(I(Θ)) = 0. Aśı, por 4.80 (a) obtenemos que pd(Y ) = pd(F(Θ)) ≤ t.

Ahora bien, por 4.38 existe T ∈ mod(A) inclinante tal que I(Θ) = T⊥ y con Y

un sumando directo de él. En particular, t ≤ n.
(b) De (a) se sigue que pd(Y ) es finita. Por 4.79 (b), concluimos que F(Θ) es

inclinante.

Ahora, como F(Θ) es funtorialmente fnita ( 4.8 ), AA ∈ add(Y )∨, y I(Θ) es

co-resolvente; aplicando 4.78, obtenemos que Y es inclinante y I(Θ) = Y ⊥.

�

Corolario 4.82. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t. Si I(Θ) es

co-resolvente y AA ∈ add(Y )∨, entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) pfd(A) ≤ pd(Y ) + resdimadd(Y )(add(Y )∧).

(b) pfd(A) es finita si y sólo si resdimadd(Y )(add(Y )∧) es finita.

(c) gldim(A) es finita si y sólo si Y ⊥ = add(Y )∧ y pfd(A) es finita.
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(d) Si gldim(A) es finitae entonces id(I(Θ)) = id(Y ).

Demostración. De 4.81 se sigue que Y es inclinante y I(Θ) = Y ⊥. Por lo

tanto, el resultado es consecuencia de 4.78 y 4.77.

�

Corolario 4.83. Sean A una K−álgebra básica y (Θ,≤) un ss de talla t. Si

I(Θ) es co-resolvente y AA ∈ F(Θ), entonces A es una ss-álgebra.

Demostración. Por 4.25 tenemos que F(Θ) ⊆ add(Y )∨. Aśı que aplicando

4.81 (b), obtenemos que Y es inclinante y I(Θ) = Y ⊥. Finalmente, por 4.39 y

3.60 podemos concluir que t = n y (A,≤) es una ss−álgebra.
�

Teorema 4.84. Sean A una K−álgebra y (Θ,≤) un ss de talla t en mod(A).

Si I(Θ) es co-resolvente, entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cadaM ∈ P<∞(A) se tiene que pd(M) ≤ pd(Y )+resdimP(I(Θ))(M).

(b) pfd(A) = pfd(I(Θ)) ≤ pd(Y ) + resdimP(I(Θ))(P(I(Θ))∧).

(c) gldim(A) = pd(I(Θ)) ≤ pd(Y ) + id(I(Θ)).

Demostración. Sabemos que F(Θ) es funtorialmente finita y add(Y ) = F(Θ)∩
I(Θ) = W(F(Θ)). Ahora como I(Θ) es co-resolvente, se sigue de 4.81 y 4.79 que

F(Θ) es inclinante. Luego, el resultado es consecuencia de 4.76.

�
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CAPÍTULO 4. SISTEMAS ESTRATIFICANTES Y HOMOLOGÍA.
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Caṕıtulo 5

Apéndice.

A continuación enunciamos algunos hechos básicos de teoŕıa de módulos

sobre K−álgebras. Para más detalles y consulta de las demostraciones de los

resultados aqúı enunciados, el lector puede ver los textos [3], [5], [6], [21] y [24].

5.1. Sobre módulos

Definición 5.1. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Decimos que M es

simple si M ̸= 0 y los únicos submódulos de M son 0 y él mismo.

Definición 5.2. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Se dice que M es

semisimple si existe una familia {Si}i∈I de simples en mod(A) tales que M ∼=⊕
i∈I Si. En particular, diremos que A es semisimple si AA es semisimple.

Definición 5.3. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Decimos que M es

indescomponible (o inescindible) si satisface las siguientes dos condiciones.

(a) M ̸= 0.

(b) Si M =M1 ⊕M2 entonces M1 = 0 ó M2 = 0.

Definición 5.4. Sean A una K−álgebra, M ∈ mod(A) y X un submódulo de

M. Se dice que X es un submódulo maximal de M si satisface la siguiente

condición: si L es un submódulo propio de M tal que X ⊆ L ⊂ M, entonces

X = L.

Definición 5.5. Sean A una K−álgebra, M ∈ mod(A) y MM := {X :

X es un submódulo maximal de M}. El radical de M es el submódulo de M,

rad(M) :=
∩
X∈MM

X.
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Definición 5.6. Sea A una K−álgebra. El radical de Jacobson de A es el

submódulo J(A) := rad(AA).

Proposición 5.7. Sea A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes.

(a) M es simple.

(b) 0 es un submódulo maximal de M.

(c) M ̸= 0 y para cada X ∈ mod(A) y cada morfismo f : M → X, se tiene

que f = 0 ó Ker(f) = 0.

(d) M ̸= 0 y para cada X ∈ mod(A) y cada morfismo g : X → M se tiene

que f = 0 ó Im(f) =M.

�

Proposición 5.8. Sea A una K−álgebra, M ∈ mod(A) y N un submódulo de

M. Entonces, N es un submódulo maximal de M si y sólo si M/N es simple.

�

Proposición 5.9. Sean R y S K−álgebras. Consideremos un R−módulo

izquierdo RM, un S−módulo derecho NS y un R−izquierdo S−derecho bimódulo

RUS . Entonces, la correspondencia

η : HomR(RM,HomS(NS ,R US))→ HomS(NS ,HomR(RM,R US)),

dada por [η(γ)(n)](m) := [γ(m)](n), es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostración. Ver [3, Proposition 20.7].

�

Teorema 5.10. (Krull-Schmidt) Sea A una K−álgebra. Entonces, las siguien-
tes condiciones se satisfacen.

(a) Cada M ∈ mod(A) no nulo, tiene una descomposición M =
⊕m

i=1M
mi
i ,

donde M1, . . . ,Mm son módulos no isomorfos dos a dos e indescomponi-

bles en mod(A).

(b) Si M =
⊕m

i=1M
mi
i y M =

⊕s
j=1N

nj

j , son dos descomposiciones de M

como en (a), entonces m = n y existe una permutación σ de {1, . . . ,m}
tal que Mi

∼= Nσ(i) para cada i = 1, . . . ,m.

�
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5.2. Estructura de los proyectivos.

Definición 5.11. Sean A una K−álgebra y P ∈ mod(A). Decimos que P es

proyectivo si para cada epimorfismo h : M → N y para cualquier morfismo

f : P → N, existe un morfismo f ′ : P → M tal que f = hf ′. Esto es, el

siguiente diagrama conmuta

P
f ′

~~}
}
}
}

f

��
M

h // N // 0.

Lema 5.12. Sean A una K−álgebra y {Pi}i∈I una familia finita de objetos en

mod(A). Entonces
⊕
i∈I

Pi es proyectivo si y sólo si cada Pi es proyectivo.

�

Proposición 5.13. Sean A una K−álgebra y P ∈ mod(A). Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes.

(a) P es proyectivo.

(b) P es un sumando directo de un módulo libre F ∈ mod(A).

(c) Cada sucesión exacta 0→ L
α→M

β→ P → 0 en mod(A) se escinde.

(d) Para cada sucesión exacta 0→M1
φ→M

ψ→M2 → 0 en mod(A), se tiene

que 0 → HomA(P,M1)
φ̄→ HomA(P,M)

ψ̄→ HomA(P,M2) → 0 es una

sucesión exacta, donde φ̄ := HomA(P,φ) y ψ̄ := HomA(P, ψ).

�

Definición 5.14. Sean A una K−álgebra. Un epimorfismo f :M → N en

mod(A), se dice que es esencial si satisface la siguiente condición: ∀ g ∈
HomA(X,M), si fg es un epimorfismo, entonces g también lo es.

Notemos que para cada M ∈ mod(A), el morfismo identidad 1M : M → M

es un claro ejemplo de un epimorfismo esencial.

Proposición 5.15. Sean A una K−álgebra y f : M → N un epimorfismo en

mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es un epimorfismo esencial.
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(b) Ker(f) ⊆ rad(M).

(c) El morfismo f : M/rad(M) → N/rad(N), dado por f(a) := f(a), es un

isomorfismo.

�
Como consecuencia de 5.15, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 5.16. El epimorfismo canónico πM : M → M/rad(M), con

πM (m) := m+ rad(M), es esencial para todo M ∈ mod(A).

�

Proposición 5.17. Sean A una K−álgebra y f : M → N un epimorfismo en

mod(A). Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen.

(a) Si f es un epimorfismo esencial, entonces f es minimal a derecha.

(b) Sea M proyectivo. Entonces, f es minimal a derecha si y sólo si f es un

epimorfismo esencial.

�

Definición 5.18. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Una cubierta pro-

yectiva de M es un epimorfismo esencial f : P →M con P proyectivo.

Proposición 5.19. Sean A una K−álgebra y h : P −→ M una cubierta pro-

yectiva de M ∈ mod(A). Entonces, Ker(h) ⊆ rad(P ).

�

Proposición 5.20. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Si f : P → M y

g : Q→M son dos cubiertas proyectivas de M, entonces existe un isomorfismo

h : P → Q tal que gh = f.

Demostración. Tenemos que f : P →M es un epimorfismo y Q es proyectivo;

aśı que existe un morfismo h̃ : Q → P tal que fh̃ = g. En vista de que g es un

epimorfismo y f es esencial, tenemos que h̃ es un epimorfismo.

Ahora, como P es proyectivo, existe un morfismo h : P → Q tal que h̃h = 1P .

Luego, h es un monomorfismo; y además un epimorfismo, pues 1P es esencial.

Por lo tanto h : P → Q es un isomorfismo; y gh = fh̃h = f1P = f.

�
De 5.20 se sigue que si M ∈ mod(A) admite una cubierta proyectiva, ésta es

única (salvo isomorfismos). En este caso, denotaremos como ϵM : P0(M)→ M

a la elección de una cubierta proyectiva de M.
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Teorema 5.21. Sea A una K−álgebra. Entonces, cada M ∈ mod(A), admite

una cubierta proyectiva ϵM : P0(M)→M.

�

Definición 5.22. Sea A una K−álgebra. Para cadaM ∈ mod(A), el top de M

es el cociente top(M) :=M/rad(M).

Proposición 5.23. Sea A una K−álgebra y P ∈ mod(A). Si P es proyectivo,

entonces el epimorfismo canónico t : P −→ top(P ) es una cubierta proyectiva

de top(P ).

�

Proposición 5.24. Sea A una K−álgebra. Definamos la correspondencia

top : mod(A) → mod(A),

dada por top(f) : top(X) → top(Y ) con top(f)(x) := f(x) + rad(Y ) ∀x ∈ X,
∀ f ∈ HomA(X,Y ). Entonces, dicha correspondencia es un funtor aditivo que

conmuta con coproductos arbitrarios y preserva epimorfismos.

�

Proposición 5.25. Sea A una K−álgebra. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) Sea f : P → M un epimorfismo en mod(A), con P proyectivo. Entonces,

f es una cubierta proyectiva de M si y sólo si top(f) es un isomorfismo.

(b) Sea {fi : Pi→Mi}ni=1 una familia de epimorfismos en mod(A) con Pi pro-

yectivo para todo i∈[1, n]. Consideremos P :=
⊕n

i=1 Pi, M :=
⊕n

i=1Mi y

el epimorfismo f :=
⊕n

i=1 fi. Entonces, f es una cubierta proyectiva deM

si y sólo si cada fi es una cubierta proyectiva de Mi, para cada i ∈ [1, n].

�

Proposición 5.26. Sea A una K−álgebra, P ∈ mod(A) proyectivo indescom-

ponible, S := top(P ) y πP : P → S el epimorfismo canónico. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada X ∈ mod(A) simple, HomA(P,X) ̸= 0 si y sólo si S ∼= X.

(b) dimK(HomA(P,M)) = [M : S] ·dimK(End(AS)), para cada M ∈ mod(A).
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�

Proposición 5.27. Sea A una K−álgebra. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) Para cada M ∈ mod(A), top(M) es semisimple.

(b) Sean M ∈ mod(A) y πM :M → top(M) el epimorfismo canónico. Enton-

ces, existe un isomorfismo t : P0(M) −→ P0(top(M)) que hace conmutar

el siguiente diagrama.

P0(M)

t

��

ϵM // M

πM

��
P0(top(M))

ϵtop(M)

// top(M)

(c) Sea {Mi}ni=1 en mod(A) y M :=
⊕n

i=1Mi. Entonces, existe un isomor-

fismo h : P0(M) →
⊕n

i=1 P0(Mi), tal que hace conmutar el siguiente

diagrama.

P0(M)
ϵM //

h

��

M

⊕n
i=1 P0(Mi)

⊕n

i=1
ϵMi// M

(d) Para cada M ∈ mod(A), si P0(M) es indescomponible entonces top(M)

es simple.

�

Teorema 5.28. Sea A una K−álgebra. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Para cada P ∈ mod(A) proyectivo, el epimorfismo canónico πP : P −→
top(P ) es una cubierta proyectiva.

(b) Para cualesquiera P,Q ∈ mod(A) proyectivos, se tiene que P ∼= Q si y

sólo si top(P ) ∼= top(Q).

(c) Sea P ∈ mod(A) proyectivo. Entonces, P es indescomponible si y sólo si

top(P ) es simple.
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Corolario 5.29. Sean A una K−álgebra y {Si}ni=1 una lista completa de

A−módulos simples no isomorfos dos a dos en mod(A). Entonces, {P0(Si)}ni=1

es una lista completa de A−módulos proyectivos indescomponibles, finitamente

generados y no isomorfos dos a dos.

�

Corolario 5.30. Sea A una K−álgebra. Entonces, para cada M ∈ mod(A), se

tiene que top(P0(M)) ∼= top(M).

�

5.3. Módulos inyectivos.

Definición 5.31. Sean A una K−álgebra e I ∈ mod(A). Decimos que I es

inyectivo si para cada monomorfismo u : L → M y cualquier morfismo g :

L → I, existe un morfismo g′ : M → I tal que g = g′u. Esto es, el siguiente

diagrama conmuta

0 // L

g

� �

u // M.

g′~~}
}
}
}

I

Proposición 5.32. Sean A una K−álgebra y I ∈ mod(A). Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes.

(a) I es inyectivo.

(b) Cada sucesión exacta 0→ I
α→ L

β→M → 0 en mod(A) se escinde.

(c) Para cada sucesión exacta 0 → M1 → M → M2 → 0 en mod(A), se

tiene que 0→ HomA(M2, I)→ HomA(M, I)→ HomA(M1, I)→ 0 es una

sucesión exacta.

�

Definición 5.33. Sean A una K−álgebra y f : M → N un monomorfismo

en mod(A). Decimos que f es un monomorfismo esencial si satisface la

siguiente condición: ∀ g ∈ HomA(N,X), si gf es un monomorfismo, entonces

g también lo es.
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Definición 5.34. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Una envolvente

inyectiva de M es un monomorfismo esencial g : M → I con I ∈ mod(A)

inyectivo.

Proposición 5.35. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Si f : M → I y

g :M → E son dos envolventes inyectivas deM, entonces existe un isomorfismo

h : I → E tal que hf = g.

�
De 5.35 se sigue que siM ∈ mod(A) admite una envolvente inyectiva, ésta es

única (salvo isomorfismos). En este caso, denotaremos como iM : M → I0(M)

a la elección de una envolvente inyectiva de M.

5.4. Álgebras locales.

Teorema 5.36. Sean A una K−álgebra no trivial (esto es, 1 ̸= 0). Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A tiene un único ideal izquierdo maximal.

(b) rad(A) es el único ideal izquierdo maximal en A.

(c) rad(A) = A\U(A); donde U(A) denota al conjunto de las unidades de A,

es decir, a los elementos de A que son invertibles.

(d) A\U(A) es cerrado bajo la suma en A.

(e) Para cada a ∈ A, se tiene que {a, 1− a} ∩ U(A) ̸= ∅.

(f) A/rad(A) es una K−álgebra con división.

�

Definición 5.37. Decimos que una K−álgebra A es local si A es no trivial y

satisface alguna de las condiciones equivalentes del teorema anterior.

Teorema 5.38. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Entonces, las siguien-

tes condiciones se satisfacen.

(a) End(M) es local si y sólo si M es indescomponible.

(b) Sea M es indescomponible. Entonces, para cada f ∈ End(M) se tiene que

f es nilpotente o un isomorfismo.

�
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5.5. Sucesiones Exactas, diagramas y temas afi-

nes.

Definición 5.39. Sean A una K−álgebra y

ε : · · · fi−2−→Mi−1
fi−1−→Mi

fi−→Mi+1
fi+1−→ · · ·

una sucesión finita o infinita de morfismos en mod(A).

(a) Decimos que la sucesión ε es un complejo, si para cada i se satisface que

Im(fi−1) ⊂ Ker(fi). Esto es equivalente a que fifi−1 = 0 para cada i ∈ Z.

(b) Decimos que la sucesión ε es exacta si Im(fi−1) = Ker(fi) para cada i.

Definición 5.40. Sean A una K−álgebra y

ε : · · · fi−2−→Mi−1
fi−1−→Mi

fi−→Mi+1
fi+1−→ · · ·

una sucesión exacta finita o infinita en mod(A). Decimos que ε se escinde,

si para cada subsucesión de la forma Mi−1
fi−1−→ Mi

fi−→ Mi+1 se tiene que

Mi = Im(fi−1)⊕Ker(fi).

Definición 5.41. Una sucesión exacta de la forma

0 −→M −→ N −→W −→ 0

es llamada sucesión exacta corta.

Definición 5.42. Sean A una K−álgebra y ξ : 0 → L
α−→ M

β→ N → 0 una

sucesión exacta corta en mod(A). Decimos que ξ se escinde (ó divide) si existe

un isomorfismo h :M −→ L⊕N, tal que el siguiente diagrama conmuta

0 // L
α // M

β //

h ∼=
��

N // 0

0 // L // L⊕N // N // 0.

Proposición 5.43. Sean A una K−álgebra y

ξ : 0→ L
α→M

β→ N → 0

una sucesión exacta corta en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son

equivalentes.

(a) La sucesión ξ se escinde.

(b) Existe un morfismo φ :M −→ L tal que φα = 1L.

(c) Existe un morfismo ψ : N −→M tal que βψ = 1N .
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�

Lema 5.44. (Lema del Cinco) Sea A una K−álgebra. Consideremos el siguiente

diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

L1
//

t1

��

L2
//

t2

��

L3
//

t3

��

L4
//

t4

��

L5

t5

��
M1

// M2
// M3

// M4
// M5.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si t2 y t4 son epimorfismos y t5 es monomorfismo, entonces t3 es un

epimorfismo.

(b) Si t2 y t4 son monomorfismos y t1 es un epimorfismo, entonces t3 es un

monomorfismo.

(c) Si t2 y t4 son isomorfismos, t1 es un epimorfismo y t5 es un monomorfis-

mo; entonces t3 es un isomorfismo.

Demostración. Ver [24, Lemma 1.3.6 y Corolary 1.3.7].

�

Corolario 5.45. (Lema Corto del Cinco) Sea A una K−álgebra. Consideremos

el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 // A1
//

t1

��

A2
//

t2

��

A3
//

t3

��

0

0 // B1
// B2

// B3
// 0.

Si dos cualesquiera de los morfismos t1, t2, y t3 son isomorfismos, entonces el

tercero también lo es.

Demostración. Ver [24, Corolary 1.3.9].

�

Teorema 5.46. (Lema de la Serpiente) Sea A una K−álgebra. Consideremos

el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

L
g

//

α

��

N
f

//

β

��

M //

γ

��

0

0 // L′ h // N ′ t // M ′.
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Entonces, existe una sucesión exacta en mod(A)

Ker(α)→ Ker(β)→ Ker(γ)
δ→ Coker(α)→ Coker(β)→ Coker(γ),

donde δ : Ker(γ) → Coker(α) está dado por δ(m) := h−1βf−1(m) + Im(α).

Más aún, si g : L → N es un monomorfismo, entonces Ker(α) → Ker(β) es

un monomorfismo; y si t : N ′ → M ′ es un epimorfismo, entonces Coker(β) →
Coker(γ) es un epimorfismo.

Demostración. Ver [21, Theorem 6.5].

�

Definición 5.47. Sean A una K−álgebra. Consideremos el siguiente diagrama

conmutativo en mod(A)

C
f //

g

��

B

t

��
Z

s // E.

Decimos que E ∈ mod(A), junto con los morfismos t : B → E y s : Z → E,

es un push-out(o coproducto fibrado) si se satisface la siguiente condición:

Para cada X ∈ mod(A) y morfismos s′ : Z → X y t′ : B → X tales que

t′f = s′g; existe un único morfismo φ : E → X tal que φs = s′ y φt = t′. Esto

es, el siguiente diagrama conmuta

C

g

��

f
// B

t

��
t′

��

Z
s //

s′ ++

E

φ

  
X.

Definición 5.48. Sea A una K−álgebra. Consideremos el siguiente diagrama

conmutativo en mod(A)

E
u //

v

��

Z

g

��
B

f // C.

Decimos que E ∈ mod(A), junto con los morfismos u : E → Z y v : E → B es

un pull-back (o producto fibrado) si se satisface la siguiente condición: Para

cada W ∈ mod(A) y morfismos v′ : W → B y u′ : W → Z tales que gu′ = fv′;

existe un único morfismo ψ :W → E tal que uψ = u′ y vψ = v′
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W

v′

��

u′

##
ψ

  
E

v

��

u
// Z

g

��
B

f // C.

Teorema 5.49. Sea A una K−álgebra. Entonces, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) Cada diagrama Z
g← C

f→ B en mod(A) admite un push-out, el cual es

único (salvo isomorfismos).

(b) Cada diagrama B
f→ C

g← Z en mod(A) admite un pull-back, el cual es

único (salvo isomorfismos).

Demostración. (a) Ver [24, Proposition 1.7.2 y Proposition 1.7.3]. (b) Ver [24,

Proposition 1.7.5 y Proposition 1.7.6].

�

Proposición 5.50. Sea A una K−álgebra. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) Consideremos el siguiente diagrama pullback en mod(A)

E
g′ //

h′

��

X

h
��

B
g // C.

Si g es un epimorfismo, entonces g′ es un epimorfismo. Más aún, g′ es un

epimorfismo que se escinde si y sólo si h se factoriza a través de g.

(b) Consideremos el siguiente push-out en mod(A)

C
f //

t

��

B

t′

��
Z

f ′
// E.

Si f es un monomorfismo, entonces f ′ es un monomorfismo. Más aún, f ′

es un monomorfismo que se escinde si y sólo si t se factoriza a través de

f.

�
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5.6. Otras cosas.

Proposición 5.51. Si A es una K−álgebra tal que AA = Ae1⊕· · ·⊕Aen es una

descomposicion de A en submódulos indescomponibles. Entonces se satisfacen

los siguientes enunciados.

(a) Cada A−módulo simple es isomorfo a uno de los módulos

S1 = top(Ae1), . . . , Sn = top(Aen).

(b) Cada A−módulo proyectivo e indescomponible es isomorfo a uno de los

módulos P1 = Ae1, P2 = Ae2, . . . , Pn = Aen.

Más aún, Aei ∼= Aej si y sólo si Si ∼= Sj .

�
En el siguiente Teorema encontramos una caracterización para los módulos

sobre una álgebra semisimple. Este teorema nos asegura que cuando A es una

K−álgebra semisimple, entonces cada M ∈ mod(A) es proyectivo e inyectivo.

Teorema 5.52. Sea A una K−álgebra. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes.

(a) A es semisimple.

(b) Cada M ∈ mod(A) es proyectivo.

(c) Cada M ∈ mod(A) es inyectivo.

�

5.7. Álgebras básicas

Definición 5.53. Sea A una K−álgebra con un conjunto completo {e1, . . . , en}
de idempotentes ortogonales primitivos. El álgebra A es llamada básica si Aej �
Aei, para todo j ̸= i.

El siguiente teorema es de gran utilidad para saber cuando un álgebra es

básica o no.

Proposición 5.54. Sea A una K−álgebra, con K algebraicamente cerrado.

Entonces, las siguientes condiciones se satistacen.
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(a) A es básica si y sólo si el álgebra B := A/rad(A) es isomorfa a un producto

de copias de K.

(b) Cada módulo simple sobre una K−álgebra básica es uno-dimensional.

�

Definición 5.55. Sea A una K−álgebra con un conjunto completo de idempo-

tentes ortogonales primitivos {e1, . . . , en}. Un álgebra básica asociada a A es

el álgebra Ab = eAAeA donde eA = ej1 + · · ·+ eja , y ej1 , . . . , eja son elegidos de

tal manera que Aeji � Aejt para i ̸= t y cada módulo Aes es isomorfo a uno de

los módulos Aej1 , . . . , Aeja .

5.8. Algunos resultados de Álgebra Homológica.

En esta sección enunciaremos algunos resultados básicos de la Teoŕıa de

Álgebra Homológica que utilizamos en esta tesis.

5.8.1. Resoluciones proyectivas e inyectivas.

Recordemos que un A−módulo M está generado por una familia {xi}i∈I de

elementos de M si cada elemento x ∈ M se puede escribir como x =
∑
i∈I

aixi,

con ai = 0 para casi todo i. Si además se cumple que los ai están únicamente

determinados por x, entonces la familia {xi}i∈I es una base para M.

Definición 5.56. Sean A una K−álgebra y M un A−módulo. Decimos de M

es libre si tiene una base.

Proposición 5.57. Sea A una K−álgebra y M un A−módulo. Entonces M es

libre si y sólo si M ∼= A(I) para algún I. Es decir, M es libre si y sólo si M es

isomorfo a una suma directa de |I| copias del módulo AA.

�
.

Proposición 5.58. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Entonces existe

F ∈ mod(A) libre, tal que M es un módulo cociente de F.

�
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Proposición 5.59. Sean A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Entonces existe

una sucesión exacta en mod(A)

ξ : · · · −→ P2
h2−→ P1

h1−→ P0
h0−→ M −→ 0,

tal que Pj es proyectivo para cada j.

�

Definición 5.60. Sea A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Una resolución

proyectiva de M, está formada por un complejo

ξ : · · · −→ Pm
hm−→ Pm−1

hm−1−→ · · · −→ P1
h1−→ P0 −→ 0

de módulos Pi ∈ mod(A) proyectivos junto con un epimorfismo h0 : P0 → M ;

de tal manera que la siguiente sucesión es exacta

· · · −→ P2
h2−→ P1

h1−→ P0
h0−→ M −→ 0.

Definición 5.61. Sea A una K−álgebra y M ∈ mod(A).

(a) Una sucesión exacta P1
p1−→ P0

p0−→ M −→ 0 en mod(A) es una pre-

sentación proyectiva minimal de M si los morfismos p0 : P0 → M y

p1 : P1 → Ker(p0) son cubiertas proyectivas.

(b) Consideremos la sucesión exacta en mod(A)

ξ : · · · −→ P2
h2−→ P1

h1−→ P0
h0−→ M −→ 0

con Pj ∈ mod(A) proyectivo para cada j. Decimos que ξ es una resolu-

ción proyectiva minimal de M si hj : Pj −→ Imhj es una cubierta

proyectiva, para cada j ≥ 1 y h0 : P0 → M es una cubierta proyectiva de

M.

Proposición 5.62. Sea A una K−álgebra. Entonces, cadaM ∈ mod(A) admite

una presentación proyectiva minimal y una resolución proyectiva minimal en

mod(A).

�
.

Definición 5.63. Sea A una K−álgebra y M ∈ mod(A). Una co-resolución

inyectiva de M en mod(A) está dada por un complejo

η : 0 −→ I0
d1−→ I1 −→ · · · −→ Im

dm+1

−→ Im+1 −→ · · ·

de A− módulos inyectivos y un monomorfismo d0 : M −→ I0 en mod(A); de

tal manera que se tiene la sucesión exacta

0 −→M −→ I0
d1−→ I1 −→ · · · −→ Im

dm+1

−→ Im+1 −→ · · · .
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Se puede probar que cualquier A−módulo finitamente generado mod(A) tie-

ne una resolución inyectiva de módulos finitamente generados.

5.8.2. Dimensiones proyectiva, inyectiva y global.

A continuación introducimos el concepto de dimensión proyectiva de un

módulo, que es lo más cercano a ”medir ” qué tan lejos está un módulo de

ser proyectivo.

Definición 5.64. Sea A una K−álgebra, M ∈ mod(A) y

P• : · · · −→ Pn+1 −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→M −→ 0

una resolución proyectiva de M. Se define long(P•) la longitud de la resolu-

ción P•, como sigue :

(a) Si existe n ∈ N tal que Pn ̸= 0 y Pn+k = 0 para todo k > 1, long(P•) :=

min{m ∈ N : Pn = 0, ∀n > m}; y en tal caso, diremos que P• tiene

longitud finita.

(b) Si para cada m ∈ N existe n > m tal que P (n) ̸= 0, long(P•) := ∞; y

diremos que P• es es longitud infinita.

Definición 5.65. Sean A un K−álgebra y M ∈ mod(A). Se define la dimen-

sión proyectiva de M

pd(M) := min{long(P•) : P• es una resolución proyectiva de M}.
Si no existe una resolución proyectiva de longitud finita para M, diremos que

pd(M) :=∞.

Ejemplo 5.66. Si P es proyectivo, entonces pd(P ) = 0. De hecho, que P sea

proyectivo es equivalente a que pd(P ) = 0.

Proposición 5.67. Sea A una K−álgebra. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) pd(
⊕m

i=1Mi) = max1≤i≤m{pd(Mi)}.

(b) Sea M ∈ mod(A). Entonces, pd(M) ≤ n si y sólo si, para cada sucesión

exacta Pn−1
fn−1−→ · · · −→ P1 −→ P0 −→ M −→ 0, con Pi ∈ mod(A)

proyectivo para cada i; se tiene que Ker(fn−1) es proyectivo.

�
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Proposición 5.68. Sean A una K−álgebra y 0 −→ L −→M −→ N −→ 0 una

sucesión exacta en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si cualesquiera dos de los tres A−módulos tienen dimensión proyectiva

finita, entonces el tercero también.

(b) pd(L) ≤ max(pd(M), pd(N)− 1).

(c) pd(M) ≤ max(pd(L), pd(N)).

(d) pd(N) ≤ max(pd(M), pd(L) + 1).

(e) Si pd(L) < pd(M) entonces pd(N) = pd(M).

(f) Si pd(L) = pd(M) entonces pd(N) ≤ 1 + pd(M).

(g) Si pd(L) > pd(M) entonces pd(N) = 1 + pd(L).

�

Proposición 5.69. Sea A una K−álgebra y 0→ L→ P → M → 0 una suce-

sión exacta de A−módulos, con P proyectivo. Si M no es proyectivo, entonces

pd(M) = pd(L) + 1.

�

Proposición 5.70. Sea A una K−álgebra y 0 → L → Pk−1 → · · · → P1 →
P0 →M → 0 una sucesión exacta con módulos proyectivos P0, P1, . . . , Pk−1 en

mod(A). Si pd(M) ≥ k, entonces pd(M) = pd(L) + k

�

Definición 5.71. Sea A una K−álgebra, M ∈ mod(A) y

I• : 0→M → I0 → I1 → · · · → Im+1 →,
una co-resolución inyectiva de M en mod(A). Se define la longitud de la co-

resolución I• como sigue:

(a) Si existe m ∈ N tal que In = 0 para cada n > m, long(I•) := min{m ∈
N : In = 0 ∀ n > m}; y en tal caso, diremos que I• tiene longitud finita.

(b) Si para cada m ∈ N existe n > m tal que In ̸= 0, long(I•) :=∞.
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Definición 5.72. Sean A un K−álgebra y M ∈ mod(A). Se define la dimen-

sión inyectiva de M

id(M) := min{long(I•) : I• es una co-resolución inyectiva de M}.
Si no existe una co-resolución inyectiva de longitud finita para M, diremos que

id(M) :=∞.

Proposición 5.73. Sea A una K−álgebra. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) id(
⊕m

i=1Mi) = max1≤i≤m{id(Mi)}.

(b) Sea M ∈ mod(A). Entonces, id(M) ≤ n si y sólo si, para cada sucesión

exacta 0→ M → I0 → · · · → In−2 fn−2→ In−1 con Ii ∈ mod(A) inyectivo

para cada i; se tiene que Coker(fn−2) es inyectivo.

�

Proposición 5.74. Sean A una K−álgebra y 0 −→ L −→M −→ N −→ 0 una

sucesión exacta en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) id(L) ≤ max(id(M), id(N) + 1).

(b) id(M) ≤ max(id(L), id(N)).

(c) id(N) ≤ max(id(M), id(L)− 1).

�

Definición 5.75. Sea A una K−álgebra. La dimensión global de A se define

como gldim(A) := sup{pd(M) :M ∈ mod(A)}.

Teorema 5.76. Sea A una K−álgebra. Entonces, gldim(A) = pd(top(AA)) =

máx{pd(S) : S ∈ mod(A) es simple}.

�

5.8.3. Ext.

Definición 5.77. Sea A una K−álgebra y X, Y ∈ mod(A). Consideremos una

resolución proyectiva de X

P• : · · · → P2
d2→ P1

d1→ P0
d1→ X → 0.

Para cada n ∈ N, introducimos el K−espacio vectorial

ExtnA(X,Y ) := Ker(Hom(dn+1, Y ) )/Im(Hom(dn, Y ) ).
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Se puede probar que ExtnA(X,Y ) es independiente de la elección de una

resolución proyectiva para X.

Para el functor covariante HomA(X,−) se consideran functores derivados

usando co-resoluciones inyectivas.

Definición 5.78. Sean A una K−álgebra y X, Y ∈ mod(A). Consideremos

una co-resolución inyectiva de Y

Q• : 0→ Y → Q0
d0→ Q1

d1→ Q2 → . . . .

Para cada n ∈ Z, introducimos el K−espacio vectorial

ExtnA(X,Y ) := Ker(Hom(X, dn) )/Im(Hom(X, dn+1) ) donde

es una co-resolución inyectiva del A−módulo Y.

Se puede probar que la definición de ExtnA(X,Y ) es independiente de la

elección de una co-resolución inyectiva para Y.

Además, se puede probar que ambos functores Ext son isomorfos; y por ello

podemos abusar de la notación y escribir ExtnA(X,Y ), para n ∈ Z.
Después de estas definiciones presentamos los siguientes resultados conocidos

de Álgebra Homológica; y que pueden ser consultados en [21].

Proposición 5.79. Sean A una K−álgebra y X, Y ∈ mod(A). Entonces

Ext0A(X,Y ) es equivalentemente natural a HomA(X,Y ).

�

Proposición 5.80. Sea A una K−álgebra y X, Y ∈ mod(A). Entonces

ExtnA(X,Y ) = 0 para cada n ∈ Z negativo.

�

Teorema 5.81. Sea A una K−álgebra y 0→ Y ′ → Y → Y ′′ → 0 una sucesión

exacta de A−módulos. Entonces, existe una sucesión exacta

0→ HomA(X,Y
′)→ HomA(X,Y ) −→ HomA(X,Y

′′)→ Ext1A(X,Y
′)→ . . .

· · · → ExtnA(X,Y
′)→ ExtnA(X,Y )→ ExtnA(X,Y

′′)→ Extn+1
A (X,Y ′)→ . . .

�

Teorema 5.82. Sea A una K−álgebra y 0→ X ′ → X → X ′′ → 0 una sucesión

exacta en mod(A). Entonces, existe una sucesión exacta

0→ HomA(X
′′, Y )→ HomA(X,Y )→ HomA(X

′, Y )→ Ext1A(X
′′, Y )→ · · ·

· · · → ExtnA(X
′′, Y )→ ExtnA(X,Y )→ ExtnA(X

′, Y )→ Extn+1
A (X ′′, Y )→ · · ·

�
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Proposición 5.83. Sea A una K−álgebra y P ∈ mod(A) proyectivo. Entonces

ExtnA(P, Y ) = 0 para cada Y ∈ mod(A) y para cada n ∈ N\{0}.

�

La proposición anterior tiene su versión dual para los A−módulos inyectivos.

Si Q es un A−módulo inyectivo, entonces para cada n ∈ N\{0} y para cada

A−módulo X se tiene que ExtnA(X,Q) = 0.

Proposición 5.84. Sea A una K−álgebra y X ∈ mod(A). Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes.

(a) X es un A−módulo proyectivo.

(b) ExtnA(X,Y ) = 0 para cada Y ∈ mod(A) y n ∈ N\{0};

(c) Ext1A(X,Y ) = 0 para cada Y ∈ mod(A).

�

Proposición 5.85. Sea A una K−álgebra y · · · → P2
d2→ P1

d1→ P0
π→ M → 0

una resolución proyectiva para M ∈ mod(A). Entonces, para cada Y ∈ mod(A)

y n ∈ N, se tiene que Extn+1
A (X,Y ) ∼= Ext1A(Ker(dn−1), Y ).

�

Proposición 5.86. Sean A una K−álgebra y X ∈ mod(A). Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes.

(a) pd(X) ≤ n.

(b) ExtkA(X,Y ) = 0 para cada Y ∈ mod(A) y para cada k ∈ N tal que k ≥
n+ 1.

(c) Extn+1
A (X,Y ) = 0 para cada Y.

(d) Para cualquier resolución proyectiva de X, Ker(dn−1) es un A−módulo

proyectivo.

�

Ejemplo 5.87. Sea A una K−álgebra. Se dice que A es hereditaria si cada

ideal I de A es proyectivo. En este caso, si A es hereditaria, se satisface que cada

submódulo N de un módulo proyectivo M es proyectivo y entonces pd(M) ≤ 1.

Por lo tanto, gl.dim.(A) ≤ 1.
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Ahora bien, si A es semisimple, entonces en vista del Teorema 5.52, se tie-

ne que todo A−módulo M es proyectivo y por tanto pd(M) = 0. De donde

gl.dim.(A) = 0.

5.9. La dualidad usual HomK(−, K)

Sea A una K−álgebra. Denotaremos por DA : mod(A) → mod(Aop) a la

dualidad usual HomK(−,K). Se sabe que DA◦DAop ≃ 1mod(Aop) y DAop ◦DA ≃
1mod(A) (Ver [5] y [6]).

Proposición 5.88. Sea A una K−álgebra, DA : mod(A)→ mod(Aop) la dua-

lidad usual y h : M → N un morfismo en mod(A). Entonces, las siguientes

condicones se satisfacen.

(a) Existe un isomorfismo t : DA(Ker(h)) → Coker(DA(h)) tal que el sig-

uiente diagrama conmuta.

DA(Y )
DA(h) // DA(X)

DA(i) //

��

DA(Ker(h))

t

vvm m m m m m

Coker(DA(h)),

donde i : Ker(h)→ X es la inclusión.

(b) Existe un isomorfismo t′ : Ker(DA(h)) → DA(Coker(h)) tal que el si-

guiente diagrama conmuta.

Ker(DA(h)) //

t′ ((Q
QQQQQ

DA(Y )
DA(h) // DA(X)

DA(Coker(h)),

DA(π)

OO

donde π : Y → Coker(h).

(c) h es un monomorfismo si y sólo si DA(h) es un epimorfismo.

(c) h es un epimorfismo si y sólo si DA(h) es un monomorfismo.

�

Proposición 5.89. Sea A una K−álgebra, DA : mod(A)→ mod(Aop) la duali-

dad usual y M,N ∈ mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) DA es un funtor exacto que conmuta con coproductos finitos.
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(b) HomA(M,N) ∼= HomAop(D(N), D(M)) como K−módulos.

(c) Ext1A(M,N) ∼= Ext1Aop(DA(N), DA(M)) como K−módulos.

(d) M es indescomponible en mod(A) si y sólo si DA(M)es indescomponible

en mod(Aop).

(e) M es simple mod(A) si y sólo si DA(M)es simple en mod(Aop).

(f) M es proyectivo(resp. inyectivo) en mod(A) si y sólo si DA(M)es inyectivo

(resp. proyectivo) en mod(Aop).

(f) f : M → N es un epimorfismo esencial en mod(A) si y sólo si DA(f) :

DA(N)→ DA(M) es un monomorfismo esencial en mod(Aop).

�

Teorema 5.90. Sea A una K−álgebra, M ∈ mod(A), B := End(AM) y F :=

HomA(−,AMBop) : mod(A) → mod(B). Entonces se satisfacen las siguientes

condiciones.

(a) ∀Z ∈ add(M) ∀X ∈ mod(A), HomA(X,Z) ∼= HomB(F (Z), F (X)) en

mod(K) y es functorial en X y Z.

(b) F|add(M)
: add(M)→ add(BB) es una K−equivalencia de categoŕıas.

Demostración. (a) Primero probemos el resultado para M. Notemos que

F (X) = HomA(X,M) ∼= HomB(B,HomA(X,M)) = HomB(B,F (X))

= HomB(F (M), F (X)). Esto es,

HomA(X,M) ∼= HomB(F (M), F (X)).

Ahora, sea n ∈ N. Considerando lo anterior y el hecho de que F y el funtor

Hom son aditivos, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo para Mn.

HomA(X,M
n)

∼= //

���
�
�

HomA(X,M)n

∼=
��

HomB(F (M
n), F (X)) HomB(F (M), F (X))n.∼=

oo

De donde, HomA(X,M
n) ∼= HomB(F (M

n), F (X)).

Finalmente, tomemos Z ∈ add(M). Luego, existe n ∈ N tal que Z⊕Y ∼=Mn.

Consideremos la sucesión exacta que se parte

0→ Z
ιZ→Mn πY→ Y → 0.

Como F es un funtor aditivo, se tiene que la sucesión
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0→ F (Y )→ F (Mn)→ F (Z)→ 0

es exacta y se parte.

Aśı, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto.

Ker(βZ )

��

Ker(βY )

��
0 // HomA(X,Z) //

βZ

��

HomA(X,Mn)

∼=

��

// HomA(X, Y )

βY

��

// 0

0 // HomB(F (Z), F (X)) //

��

HomB(F (Mn), F (X)) // HomB(F (Y ), F (X)) //

��

0

Coker(βZ ) Coker(βY )

Aplicando el Lema de la Serpiente obtenemos que Ker(βZ) = 0 = Coker(βY ).

Haciendo un procedimiento similar con la sucesión exacta que se parte

0→ Y →Mn → Z → 0,

obtenemos que Ker(βY ) = 0 = Coker(βZ).

Por lo tanto, βZ es el isomorfismo deseado.

(b) Primero notemos que F (add(M)) ⊆ add(B). En efecto, sea X ∈ add(M).

Entonces, existen Y y n ∈ N tales que Mn ∼= X ⊕ Y. Luego, aplicando el funtor

F y usando el hecho de que éste es aditivo obtenemos que Bn = F (M)n ∼=
F (X)⊕ F (Y ); probándose que F (X) ∈ add(B). Aśı, tenemos F1 := F |add(M) :

add(M)→ add(B).

Ahora, por (a) se sigue que F1 es fiel y pleno, aśı que sólo resta ver que

F1 es denso. Sea X ∈ add(B), entonces existe Y ∈ add(B) y m ∈ N tal que

ψ := X ⊕ Y ∼= Bm.

Sea φ ∈ End(Bm), con φ := ψιY πY ψ
−1. Luego, se puede notar que φ2 = φ,

Y = Im(φ) y X = Ker(φ) = Im(1Bm − φ).

Por otro lado, sabemos que End(AM
m) ∼= End(BB

m). Entonces, existe u ∈
End(AM

m) tal que φ = F1(u) y por lo tanto u = u2.

Sea N := (1Mm−u)(Mm) y notemos que F1(N) ∼= F1(1Mm−u)(F (M)m) =

(1Bm − F1(u))(B
m) = (1− φ)(Bm) = X. Esto es, F1(N) ∼= X.

Por lo tanto, F1 es un funtor fiel, pleno y denso, lo cual significa que es una

K−equivalencia de categoŕıas.

�
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5.10. Módulos reflexivos.

Los siguientes resultados se encuentra en [3, Proposition 20.14 y Proposition

23.1], en un contexto más general para anillos y módulos. A continuación enun-

ciaremos dichos resultados para K−álgebras y módulos finitamente generados

a izquierda.

Definición 5.91. Sean R, S K−álgebras y RUS un R−izquierdo S−derecho
bimódulo. Consideremos los funtores F := HomR(−, U) : mod(R)→ mod(Sop)

y G := HomSop(−, U) : mod(Sop)→ mod(R).

(a) La evaluación ε : 1mod(R) → GF, se define como la familia de morfismos

ε := {εX : X → GF (X)}X∈mod(R), donde εX(x)(f) = f(x) para cada

x ∈ X y f ∈ HomR(X,U).

(b) La evaluación ε′ : 1mod(Sop) → FG, se define como la familia de morfismos

ε′ := {ε′X : X → FG(X)}X∈mod(Sop), donde ε
′
X(x)(f) = f(x) para cada

x ∈ X y f ∈ HomSop(X,U).

De manera similar a 3.40, se puede probar que las evaluaciones ε : 1mod(R) →
GF y ε′ : 1mod(Sop) → FG son transformaciones naturales.

Definición 5.92. Sean R, S K−álgebras y RUS un R−izquierdo S−derecho
bimódulo. Consideremos los funtores F y G definidos en 5.91. Definimos lo

siguiente.

(a) SeaM ∈ mod(R). Decimos queM es U−reflexivo si εM :M → GF (M)

es un isomorfismo.

(b) Sea N ∈ mod(Sop). Decimos que N es U−reflexivo si ε′N : N → FG(N)

es un isomorfismo.

(c) La subcategoŕıa plena de mod(R) de los objetos en mod(R) que son los

U−reflexivos es RR[U ] := {M ∈ mod(R) : εM es un isomorfismo }.

(d) La subcategoŕıa plena de mod(Sop) de los objetos en mod(Sop) que son los

U−reflexivos, es RS [U ] := {N ∈ mod(Sop) : ε′N es un isomorfismo }.

Proposición 5.93. Sean R, S K−álgebras y RUS un R − S−bimódulo. Con-

sideremos los funtores F := HomR(−, U) : mod(R) → mod(Sop) y G :=

HomSop(−, U) : mod(Sop) → mod(R). Entonces, las siguientes condiciones se

satisfacen.
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(a) Las categoŕıas RR[U ] y RS [U ] son cerradas por sumandos directos y sumas

directas finitas.

(b) F (εM )ε′F (M) = 1F (M), para cada M ∈ mod(R); y G(ε′N )εG(N) = 1G(N),

para cada N ∈ mod(Sop). Esto es, se tienen los siguientes diagramas

conmutativos.

F (M)

ε′F (M)

��

1F (M)

%%KK
KKK

KKK
KK

FGF (M)
F (εM ) // F (M)

G(N)

εG(N)

��

1G(N)

%%KK
KK

KK
KK

K

GFG(N)
G(ε′N ) // G(N)

(d) Si M ∈ mod(R) (resp. N ∈ mod(Sop)) es U−reflexivo, entonces F (M)

(resp. G(N)) es U−reflexivo.

Demostración. Ver [3, Proposition 20.13 y Proposition 20.14].

�

Teorema 5.94. Sean R, S K−álgebras y RUS un R − S−bimódulo. Con-

sideremos los funtores F := HomR(−, U) : mod(R) → mod(Sop) y G :=

HomS(−, U) : mod(Sop)→ mod(R). Entonces, se satisfacen las siguientes con-

diciones.

(a) F y G inducen, por restricción, una equivalencia contravariante entre las

categorias RR[U ] y RS [U ].

(b) Para cada M ∈ RR[U ] y cada N ∈ RS [U ], los morfismos εM : M →
GF (M) y ε′N : N → FG(N) son isomorfismos naturales.

Demostración. Ver [3, Proposition 23.1].

�

5.11. Funtores adjuntos y una aplicación intere-

sante.

Definición 5.95. Sean A y B dos categoŕıas. Consideremos dos funtores F :

A→ B y G : B→ A. Decimos que los funtores F y G son adjuntos(ó un par

adjunto), denotado por F ⊣ G, si se satisfacen las siguientes dos condiciones.

(a) Existe una transformación natural η : 1A → GF, llamada unidad de la

adjunción, tal que para cada M ∈ A se satisface que ϵF (M)F (ηM ) =

1F (M). Esto es, se tiene el siguiente diagrama conmutativo en B.
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F (M)

F (ηM )

��

1F (M)

%%KK
KKK

KKK
KK

FGF (M)
ϵF (M) // F (M)

(b) Existe una transformación natural ϵ : FG → 1B, llamada co-unidad de

la adjunción, tal que para cada N ∈ B se satisface que G(ϵN )ηG(N) =

1G(N). Esto es, se tiene el siguiente diagrama conmutativo en A.

G(N)

ηG(N)

��

1G(N)

%%KK
KK

KK
KK

K

GFG(N)
G(ϵN ) // G(N)

Si F y G son funtores adjuntos, de acuerdo con la definición 5.95, entonces

diremos que F es adjunto izquierdo de G y que G es adjunto derecho de

F.

Definición 5.96. Sean A una categoria y C una subcategoŕıa de A Decimos

que C es reflexiva en A, si existe un funtor H : A → A0, tal que H es

adjunto izquierdo de la inclusión ι : A0 → A. Dualmente, decimos que C es co-

reflexiva en A, si existe un funtor L : A → A0, tal que L es adjunto derecho

de la inclusión ι : A0 → A.

Teorema 5.97. Sean A y B dos categoŕıas. Consideremos un par de funtores

adjutos, F ⊣ G, F : A→ B y G : B→ A; tales que para cada M ∈ A y N ∈ B,

se tiene que los morfismos ηG(N) : G(N) → GFG(N) y ϵF (M) : FGF (M) →
F (M) son isomorfismos en A y B, respectivamente. Consideremos las categoŕıas

plenas A0 := {M ∈ A : ∃N ∈ B tal que M ∼= G(B)} y B0 := {N ∈ B : ∃M ∈
A tal que N ∼= F (M)} de A y B, respectivamente. Entonces, F y G inducen,

por restricción, una equivalencia entre las categoŕıas A0 y B0. Más aún, A0 es

reflexiva en A y B0 es co-reflexiva en B.

Demostración. Ver [12, Lemma II.6.4].

�
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