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Introduccion

La nocién de sistema estratificante fue introducida en el 2002, generalizan-
do las nociones de médulo “estdndar” e “inclinante caracteristico” asociados
clasicamente a dlgebras casi-hereditarias y estandarmente estratificadas. Dichas
algebras estan definidas en base a un orden dado en los moédulos proyectivos
inescindibles y han sido extensamente estudiadas desde finales de los anos 80.
Cabe senalar que dichas dlgebras aparecen también en el estudio de los grupos
algebraicos, algebras de Lie, categorias de peso maximo, y ciertas propiedades
homoldgicas en algebras asociativas de dimensién finita sobre un campo.

Las Categorias de Peso Méximo fueron introducidas por E. Cline, B. Pars-
hall y L. Scott en [9]. Dicha nocién fue dada con la finalidad de unificar ciertas
construcciones que se dan muy frecuentemente en: (a) la teorfa de representa-
ciones de dlgebras de Lie y de Grupos algebraicos, (b) dlgebras de caminos, (c)
espacios singulares y categorias de gavillas perversas (viene de geometria alge-
braica), y (d) categorias trianguladas (una nueva herramienta homolégica que
ha sido aplicada con éxito en el estudio de las ecuaciones diferenciales parcia-
les lineales). La clase de dlgebras casi-hereditarias fue introducida por L. Scott
en [23], donde la idea era darle un contexto algebraico a las categorias de pe-
so maximo. Dicha conexién fue establecida por primera vez en [10], donde se
ve que, de cierta manera, las dlgebras casi-hereditarias modelan (describen en
términos de médulos) a las categorias de peso maximo.

Las dlgebras casi-hereditarias se definen mediante una cadena muy especial
de ideales (ver [10] y [23]). Seria pues muy deseable, tener otra “forma” de
ver a dicha clase de algebras. Este paso, fue dado por V. Dlab y C.M.Ringel
en [11] donde se introduce por primera vez la clase de médulos estdndar 4 A
asociada a una k-algebra de dimensién finita A. Dicho concepto fue crucial
para la “popularizacion” de las algebras casi-hereditarias en el campo de las

representaciones de dlgebras. En [11], V. Dlab y C.M.Ringel se restringen al
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caso de conjuntos linealmente ordenados. A pesar de ello, este primer paso
fue muy importante pues resulté que este tipo de dlgebras (en el caso lineal)
va existian en la teoria de representaciones de algebras s6lo que no se habian
estudiado desde este punto de vista.

Debido al éxito alcanzado en la teoria de algebras casi-hereditarias, se in-
tentaron varias posibles generalizaciones. Una de las mas importantes ha sido
la dada por I. Agoston, V. Dlab y E. Lukacs en [1], donde se introduce la clase
de dlgebras estardarmente estratificadas (ss-dlgebras) con respecto a un orden
lineal. Una de las propiedades més interesantes de las ss-algebras es su cone-
xién con la teoria de inclinaciéon. Dicha conexién fue establecida en 1991 por
C.M. Ringel (ver [20]), cuando estudiaba las propiedades homoldgicas de la ca-
tegoria F(4A) de médulos 4 A-filtrados en el caso en que A es casi-hereditaria.
Para esto, dada una &lgebra casi-hereditaria A, C.M.Ringel construye el llama-
do “mddulo caracteristico” T' (que resulta ser inclinante) asociado a F(4A), y
prueba que el dlgebra de endomorfismos End (T') es de nuevo casi-hereditaria.
Muchos de los resultados de C.M. Ringel, fueron generalizados por 1. Agoston,
D. Happel, E. Lukacs y L. Unger en [2] para las ss-dlgebras.

La primera nocién (existen varias actualmente) de sistema estratificante
(0,Y, <), fue introducida por K. Ermann y C. Sdenz en [18]. En tal caso, la
clase © generaliza a la clase de los médulos estandar y la clase Y a la nocién de
inclinante caracteristico. Por otro lado, los sistemas estratificantes son también
una “categorificacion” de las ss-dlgebras; y por lo tanto, una generalizacién de
las categorias de peso maximo para el caso en que los “pesos” son un conjunto
finito y linealmente ordenado.

La teorfa de sistemas estratificantes, en el caso de conjuntos finitos lineal-
mente ordenados, ha sido desarrollada inicialmente por E. Marcos, O. Mendoza
y C. Saénz. Posteriormente, O. Mendoza, C. Sdenz y C. Xi, introducen en [15]
las nociones de sistemas estratificantes para conjuntos finitos pre-ordenados.
En [13] se da una caracterizacién homoldgica de los, llamados en [18], sistemas
estratificantes (0,Y, <) en términos de los © conocidos como simples relativos.
Con dicha caracterizacién el par (©, <) se les conoce actualmente como sistema
estratificante (ss); pasando el sistema (0,Y, <) a rebautizarse con el nombre de
sistema estratificante Ext-inyectivo (eiss). Esto se debe a que la clase Y carac-
teriza a los inyectivos relativos en la categorfa F(0) de médulos ©-filtrados.
En [14] se introduce el triple (©,Q, <) llamado Sistema estratificante Ext-
proyectivo (epss). Con dicha nocién, se generaliza, para ss-dlgebras, la nocién

de sistema estandarizable introducida por V. Dlab y C.M. Ringel en [11] pa-
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ra algebras casi-hereditarias; probandose la existencia de cubiertas proyectivas
relativas en F(0). En dicho trabajo, se prueba también que dado un sistema
estratificante (©, <) existen un tnico (salvo isomorfismos) epss (©,Q, <) y un
tnico (salvo isomorfismos) eiss (0,Y, <) asociados a (0, <); mds aun, las dlge-
bras de endomorfismos B := End(Y) y B’ := End(Q) son ss-algebras.

En [16] se muestra cémo se puede usar la teoria de sistemas estratificantes para
obtener informacién sobre las dimensiones globales y finitistas de un algebra
en general. También se investiga, desde el punto de vista de los sistemas es-
tratificantes, algunos de los resultados mas importantes obtenidos en [2]. Como
aplicacién, se consiguen cotas para la dimensién finitista de un algebra; y en
particular la llamada cota 6ptima de 2n — 2 para la dimensién finitista de una
ss-dlgebra con n simples (no isomorfos dos a dos).

Esta tesis tiene por objetivo recopilar estos resultados para sistemas estrati-
ficantes lineales; y en algunas ocasiones, proporcionar demostraciones distintas
y més sencillas a las dadas en los articulos ya mencionados.

En el primer capitulo, el lector encontrard las definiciones y conceptos bési-
cos de Teoria de Categorias que seran utilizadas a lo largo de esta tesis. En
el segundo capitulo, veremos la definicién de ss-algebra y algunas de sus pro-
piedades basicas. El tercer capitulo comprende la parte central de esta tesis:
los sistemas estratificantes. Aqui, se definen dichos sistemas y se estudian sus
propiedades bésicas, mostrando los resultados que hemos mencionado; y que
pueden ser encontrados en [18], [13] y [14]. Finalmente, en el cuarto capitu-
lo, el lector podréd encontrar algunos de los resultados de [16]. Ademé&s, hemos
agregado un Apéndice donde el lector podra encontrar definiciones y resultados
conocidos que usamos a lo largo de esta tesis. Esto, con el fin de que el texto

sea en lo posible autocontenido.
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Capitulo 1

Algunas nociones categoricas.

En éste capitulo, introduciremos algunos conceptos categéricos que seran

necesarios en el resto de esta tesis.

1.1. Definiciones Basicas de Categorias.

Definicién 1.1. Una categoria A estd dada por una clase de objetos, denota-
da por Obj(A) 6 simplemente por A, una clase Mor(A) de morfismos y una
operacidn parcial binaria o definida en Mor(A), tales que las siguientes condi-

ciones se satisfacen.

(a) Mor(A) = U Homy (A, B), donde Hom 4 (A, B) es un conjun-
(A,B)€ODj(A)xObj(A)
to para todo par (A, B) € Obj(A) x Obj(A).

(b) Homu (A, B) = Hom4(C, D) siy sdlo si A=C y B=D.

(¢) Para cada triple (A,B,C) € Obj(A) x Obj(A) x Obj(A), la operacion
parcial binaria o, definida en Mor(A), induce por restriccion, la funcion
Q : Hom4(B,C) x Homy (A, B) — Homy4 (A, B) dada por Q(f,g) :== fog,

que satisface las siguientes propiedades:

(i) asociatividad: (ho f)og=ho(fog) siempre que dicha composicién
esté definida,

(ii) existencia de identidades: para cada A € Obj(A), existe 14 €
Homy (A, A) tal que, para cada f € Homy (A, B) y para cada g €
Homy, (C, A) se tiene que foly=f ylaog=yg.



CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGORICAS.

Para simplificar la notacién, escribiremos fg en lugar de fog; y en ocasiones,
denotaremos a Hom 4 (A, A) por End4(A). Observemos ademds, que para cada
A € A, el elemento identidad 14 € Hom4 (A, A) es tnico.

Veamos ahora algunos ejemplos de categorias.

Ejemplo 1.2. (a) La categoria 8, cuya clase de objetos es la clase de todos los
conjuntos, Homg (A, B) es el conjunto de todas las funciones de A en B y la

composicion de morfismos es la composicion usual de funciones.

(b) La categoria Gr, cuyos objetos son todos los grupos y Hom ,.(G,G") es el

conjunto de todos los morfismos de grupos de G en G'.

(¢) La categoria Ab, cuyos objetos son todos los grupos abelianos; y para cada
par de grupos abelianos G y G', Hom 4(G, G') es el conjunto de todos los
morfismos de grupos abelianos. La composicion de morfismos en Ab es la

misma que en la categoria de grupos.

(d) La categoria mod(R), de R—mddulos izquierdos finitamente generados,
donde R es un anillo (asociativo con identidad); y Hompg(A, B) es el con-

junto de todos los morfismo de R—mddulos finitamente generados.

Definicién 1.3. Una categoria A es pequenia si la clase de objetos Obj(A) es

un conjunto.

Definicién 1.4. Sea A una categoria. Diremos que A’ es una subcategoria de

A si se satisfacen las siguientes condiciones.
(a) Obj(A") C Obj(A).

(b) Para cada (A,B) € Obj(A’) x Obj(A’), se tiene que Hompy (A, B) C
Homy (A, B).

(¢) La operacion parcial o en Mor(A'), coincide con la restriccidn de la ope-
racion parcial o (definida en Mor(A)) en Mor(A').

(d) Si 1y € Homgy/ (A, A) es la identidad en A’, entonces 1’y = 14; donde
14 € Homy4 (A, A) es la identidad en A.

Si A es una categoria y B es una subclase de objetos de A, podemos ver a ‘B
como una subcategoria de A, definiendo Homg (X, Y):=Homy (X,Y) para cada
par (X,Y) de objetos en B. En tal caso, se dice que B es una subcategoria

plena de A; y son el tnico tipo de subcategorias que consideraremos.
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1.1. DEFINICIONES BASICAS DE CATEGORIAS.

Definicién 1.5. Sean A y B categorias. Un funtor covariante F : A — B es
una asignacion de un objeto F(A) € B, para cada objeto A € A; y un morfismo
F(f) € Homg(F(A), F(A")) para cada morfismo f € Homy (A, A, tal que:

(a) si fg estd definida en A, entonces F(fg) = F(f)F(g); y
(b) para cada A € A, se tiene que F(14) = 1p(a).

Definicién 1.6. Sean A y B categorias. Un funtor contravariante F' : A —
B es una asignacion de un objeto F(A) € B, para cada objeto A € A; y un
morfismo F(f) € Homg(F(A’), F(A)) para cada morfismo f € Homy (A, A),
tal que:

(a) st fg estd definida en A, entonces F(fg) = F(9)F(f); vy
(b) para cada A € A, se tiene que F(14) = 1p(a).

Ejemplo 1.7. El funtor covariante 14 : A — A, tal que 14(A) = A para cada
AeAyla(f)=f para cada morfismo f en A, es llamado el funtor identidad
sobre A.

Definicién 1.8. Sean F : A — B y G : B — C funtores cualesquiera. Definimos
la composicion GF : A — € por las reglas GF(A) := G(F(A)) y GF(f) :=
G(F(f))

Observemos que: si G y F son del mismo tipo (es decir, covariantes ¢ con-
travariantes), entonces GF es covariante; mientras que, si uno es covariante y

el otro contravariante entonces GF' es contravariante.

En general, por simplicidad, en todo lo que sigue usaremos el término funtor

para referirnos a funtor covariante.

Definicién 1.9. Sea F : A - B y G : A — B funtores cualesquiera. Una
transformacion natural n: F — G es una familia de morfismos n := {na :
F(A) = G(A)}aca en B tal que para cada morfismo f : A — A’ en A, el

stquiente diagrama conmuta
nA

F(A) " q(A)

F(g)l lG(g)

nar

F(A) 2 qan.

Observacién 1.10. (a) Si na es un isomorfismo para cada A € A, decimos
que n es una equivalencia natural. En este caso, tenemos una transforma-

cion natural n=' : G — F definida por (n™1)a := (na)~! para cada A € A.
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CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGORICAS.

En ocasiones escribiremos F ~ G para denotar que F y G son naturalmente

equivalentes.

(b) Sin: F = Gyp:G— F son transformaciones naturales de funtores,
definimos la composicion pn : F — G por (pn)a := pana, para cada
Ae A

(¢) Para cualquier funtor F : A — B, la transformacion natural identidad
1p : F = F es por definicion (1p)4 := 1p(A) para cada A € A.

(d) Sean F,G: A — B y H:B — C funtores; yn : F — G una transforma-
cion natural. Entonces tenemos una transformacion natural Hn : HF —
HG definida por (Hn)a := H(na) para cada A € A. Similarmente, si
L:D — A es un funtor, entonces nL : FL — GL es una transformacion

natural dada por (nL)p = nr(p), para cada D € D.

Definicién 1.11. Sea F' : A — B un funtor. Para cada par de objetos A, B € A,

se tiene la funcion inducida por F,
Fa p:=Homyu(A, B) — Homg(F(A), F(B)),
dada por Fa p(f) = F(f), para cada f € Homy (A, B).

(a) Decimos que F' es fiel si la funcidn inducida Fa g es inyectiva para cada
A, BeA.

(b) Decimos que F' es pleno si la funcién inducida Fu g es suprayectiva para

cada A, B € A.

(¢) Decimos que F' es denso si para cada objeto B de B, existe un objeto A
en A, tal que B es isomorfo a F(A).

(d) Decimos que F es una equivalencia de categorias si existe un funtor
G:B — A tal que GF ~ 14 y FG ~ 1. Ademds, diremos en este caso

que F' y G son cuasi-inversos uno del otro.

Observacion 1.12. Una dualidad. es un funtor contravariante F : A — B, el

cual es una equivalencia de categorias.

Definicién 1.13. Sea € una categoria. Decimos que C es una categoria adi-

tiva si se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Para cada familia finita {X;}_, de objetos en C, existe el coproducto
X1®...9X, enC.

12



1.1. DEFINICIONES BASICAS DE CATEGORIAS.

(b) Para cada X, Y € Obj(@), el conjunto Home(X,Y) es un grupo abeliano.

(¢) Para cada X,Y, Z € Obj(C), la composicidn de morfismos en C es Z— bi-
lineal. Esto es, para cada f, f' € Home(Y,Z) y g, ¢ € Home(X,Y) se
tiene que (f +f)g=fg+fgy flg+g)=fg+fg"

(d) Existe un objeto 0 € Obj(C) (llamado el objeto cero de C) tal que el

morfismo identidad 1y es el elemento cero del grupo abeliano Home(0,0).
Definicién 1.14. Sea F' : C — € un funtor entre categorias aditivas.

(a) Decimos que F preserva sumas directas, si para cada par de objetos
X1 y Xo en C, se tiene que F(X7 © Xo) =2 F(X;) ® F(X>).

(b) Decimos que F es aditivo, si para cada par de objetos X yY en C, la
funcidn Fx y : Home(X,Y) — Home (F(X), F(Y)) satisface que F(f +
g) = F(f) + F(g) para cada f, g € Home(X,Y).

Definicién 1.15. Sea C una categoria aditiva y f : X — Y un morfismo en C.

(a) Un nicleo de [ es un objeto Ker(f) junto con un morfismo u :

Ker(f) — X que satisface las siguientes condiciones.

(i) fu=0.
(i1) Para cada morfismo h: Z — X en C tal que fh =0, existe un dnico

morfismo h' : Z — Ker(f) tal que h = uk'. (Esta es llamada la

propiedad universal del nicleo).

(b) Un Conicleo de f es un objeto Coker(f) junto con un morfismo p :

Y — Coker(f) que satisface las siguientes condiciones.

(i) pf =0.
(ii) Para cada morfismo g:Y — Z en C tal que gf = 0, existe un dnico

morfismo ¢’ : Coker(f) — Z tal que g = ¢'p. (E'sta es llamada la

propiedad universal del conicleo).

Observacién 1.16. (a) Se puede probar que el morfismo u : Ker(f) — X dado
en 1.15 (a), es un monomorfismo. Similarmente, el morfismo p : Y — Coker(f),

dado en 1.15 (b), es un epimorfismo.
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CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGORICAS.

(b) Si € es una categoria  aditiva que  admite nicleos y conicleos;
entonces, para cada morfismo f: X —Y en C, existe un dnico morfismo
f : Coker(u) — Ker(p) en C, tal que el siguiente diagrama conmuta

Ker(f) —= X ! Y > Coker(f)

11

Coker(u) N Ker(p)

donde v’ : Ker(p) — Y es el nicleo de p y p' : X — Coker(u) es el

contcleo de u. El objeto Ker(p) es llamado la imagen de f y es denotado
por Im(f).

Definicién 1.17. Una categoria C es llamada abeliana si satisface las si-

guientes condiciones.
(a) € es una categoria aditiva.

(b) Cada morfismo f: X =Y en C admite un nicleo u : Ker(f) — X de f y
un conticleo p : Y — Coker(f) de f; y el morfismo f : Coker(f) — Ker(p)

es un isomorfismo.
Definicién 1.18. Sea K un campo y A un anillo asociativo con identidad.

(a) Decimos que A es una K—dlgebra si tiene una estructura de K—espacio
vectorial K x A — A, con (k,a) — k- a, compatible con la multiplicacion

del anillo A. Esto es, para cada k € K y para cada x, y € A se tiene que
k- (zy) = (k- 2)y = x(k-y).

(b) Decimos que una K—dlgebra A es de dimension finita, si la dimensidn

dimg (A), del K—espacio vectorial A, es finita.

Observacion 1.19. En esta tesis, estaremos interesados solo en la categoria

abeliana mod(A) de una K—dlgebra A de dimension finita.

Definicién 1.20. Sea B una subcategoria plena de mod(A), donde A es una
K —adlgebra. Decimos que B es cerrada por extensiones si para cada sucesion
exacta 0—M; -M—Msy — 0 en mod(A), tal que My, My € B, se tiene que
M e B.

Definicién 1.21. Sea A una K—dlgebra, X una subcategoria plena de mod(A)
cerrada por extensiones y Sx la clase de sucesiones exactas en mod(A) con

términos en X. El par (X,8x) se dice que es una subcategoria exacta de

14



1.2. APROXIMACIONES A IZQUIERDA Y A DERECHA.

mod(A). Un funtor aditivo H : X — Y, entre subcategorias de mod(A) cerradas

por extensiones, se dice que es un funtor exacto si H(Sx) C Sy.

Definicién 1.22. Sea A una K—dlgebra y M € mod(A). Definimos
add(M) :={X €emod(A4) : Ine N yY € mod(4) tal que X Y = M"}.

1.2. Aproximaciones a izquierda y a derecha.

Definicién 1.23. Sea A una K—dlgebra. Para cada objeto N € mod(A), se
define la categoria mod(A), N, como sigue.

(a) Obj(mod(A), N) :=Upemoa(a) Homa(B, N),

(b) Mor(mod(A),N) : para cada par de morfismos f: B— N, f': B'—= N
en mod(A), se define Hom(f, f') :={g € Homu(B,B’): f'g = f}.

(¢) La composicion de morfismos 2 : Hom(f’, f"")xHom(f, f') — Hom(f, ")
es la inducida de mod(A), esto es, Qg’,g) = g'g (ver en el siguiente
diagrama,).

34]0)]\7

¥
g f

B/ L B//.

Definicién 1.24. Sea A una K—dlgebra y f : M — N un morfismo en mod(A).

Decimos que f es minimal a derecha si para cada g € End(aM) tal que

fg = f se tiene que g es un isomorfismo.

Observacién 1.25. Sean f: B — N y g : B — B morfismos en mod(A), tales
que fg = f. Notemos que g : f — f es un isomorfismo en mod(A), /N siy sdlo

si g: B— B es un isomorfismo en mod(A).

Se define la relacién de equivalencia ~ en Obj(mod(A),/N) como sigue:
[~ [’ siysélosi Hom(f, f') # 0y Hom(f’, f) # 0. La clase de equivalencia de
f, se denotaré por [f].

Proposicién 1.26. Sean A una K—dlgebray f : M — N un morfismo minimal
a derecha en mod(A). Entonces, para cada isomorfismo ¢ : M — M, se cumple

que fo: M — N es minimal a derecha.

Demostracion. Sea g : M — M tal que fog = fo. Entonces, fogp~! = f.

1

Como f es minimal a derecha, se tiene que pgp™" es un isomorfismo. Por lo

tanto, g = ¢~ (pge !¢ también es un isomorfismo.
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CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGORICAS.

O

Teorema 1.27. Sean A una K—dlgebra y f : B — N en mod(A). Enton-
ces existe f' : B’ — N minimal a derecha (inico salvo isomorfismos) en
mod(A), /N tal que [’ € [f].

Demostracién. En vista de que A es una K —dlgebra de dimension finita,
sabemos que cada B € mod(A) es de longitud finita; asi que este resultado es
consecuencia de [6, Proposition 2.1].

O

Definicién 1.28. Sean A una K—dlgebray f : B — N enmod(A). El morfismo
f': B" = N del Teorema 1.27 es llamado la versiéon minimal a derecha de

f.

Teorema 1.29. Sean A una K—dlgebra y g : X — N en mod(A). Entonces,

las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Emisten X1, Xo € mod(A) tales que X = X1 B X5, g =(0,g2) : X1 X2 —

N y go: Xo — N es la version minimal a derecha de g.
(b) Ker(g) = X; @ Ker(ga).
(c) Sig es un epimorfismo, entonces ga también lo es.

Demostracion. Ver [6, Theorem 2.2].
g

Corolario 1.30. Sea A una K—dlgebra y f : B — N un morfismo en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) f es minimal a derecha.
(b) Si0# B" € mod(A) es un sumando directo de B, entonces f|p # 0.

Demostracién. Ver [6, Corollary 2.3].

De manera dual, tenemos la nociéon de morfismo minimal a izquierda.

Definicién 1.31. Sea A una K—dlgebra. Para cada objeto M € mod(A), se
define la categoria mod(A)\M, como sigue.

(a) Obj(mod(A)N\M) := Upemoa(a) Homa (M, B),

16



1.2. APROXIMACIONES A IZQUIERDA Y A DERECHA.

(b) Mor(mod(A)\M) : para cada par de morfismos f : M — B, f': M — B’
en mod(A), se define Hom(f, f') := {g € Homu(B,B’) : gf = f'}.

(¢) La composicion de morfismos Q : Hom(f’, f"') xHom(f, f') — Hom(f, f")
es la inducida de mod(A); esto es, Qg',g) := g'g (ver en el siguiente
diagrama)

M- .p

AN

BN 6 B/.
g9

Definicién 1.32. Sea A una K—dlgebray f : M — N un morfismo en mod(A).
Decimos que f es minimal a izquierda si para cada g € End(aN) tal que

gf = [ se tiene que g es un isomorfismo.

Observacién 1.33. Sean f: M — B y g: B — B morfismos en mod(A), tales
que gf = f. Notemos que g : f — [ es un isomorfismo en mod(A)N\M si y sdlo

st g: B— B es un isomorfismo en mod(A).

Se define la relacién de equivalencia ~ en Obj(mod(A)\ M) como sigue:
f ~ f'siysélosi Hom(f, f') # 0 y Hom(f’, f) # 0. La clase de equivalencia de
f, se denotard por [f].

Proposicion 1.34. Sean A una K—adlgebra y f : M — N un morfismo minimal
a izquierda en mod(A). Entonces, para cada isomorfismo ¢ : N — N, se cumple

que of : M — N es minimal a izquierda.

Demostracion. Sea g : N — N tal que gof = ¢f. Entonces, o lgpf = f.
Como f es minimal a izquierda, se tiene que ¢ 'gp es un isomorfismo. Por lo
tanto, g = o(¢ tgp)p~! también lo es.

O

Teorema 1.35. Sean A una K—dlgebra y f : M — N en mod(A). Enton-
ces existe f' @ M — N' minimal a izquierda (dnico salvo isomorfismo) en
Mod(A)\M tal que f' € [f].

Demostracion. Es dual de 1.27.
O

Definicién 1.36. Sean A una K—dlgebra y f : M — N en mod(A). El
morfismo f': M —s N’ del Teorema 1.35, es llamado la versién minimal a

izquierda de f.

17



CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGORICAS.

Teorema 1.37. Sean A una K—dlgebra y g : M — X en mod(A). Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes.

g1

(a) Ezisten X1, Xo € mod(A) tales que X = X1 ® Xo, g = M —
X188 X5 y g1: M — Xy es la version minimal a izquierda de g.
(b) Coker(g) = Coker(g1) ® Xo.
(¢) Sig es un monomorfismo, entonces g1 también lo es.
Demostracion. Ver [6, Theorem 2.4].
O

Corolario 1.38. Sean A una K—dlgebray g : M — N un morfismo en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) g es minimal a izquierda.

b) Para todo epimm SMo que Se escinda o« : N — NI, St ag = 0 entonces
N' = 0.

O

Definicién 1.39. Sea A una K—dlgebra, € una clase de objetos en mod(A) y
f: N —= M un morfismo en mod(A).

(a) Decimos que f es una C—aprorimacion a derecha de M si N €
C y para cada C € €, Homu(C, f) : Homa(C,N) — Homu(C, M) es

suprayectivo.

(b) Decimos que f es una C—aproximacion a izquierda de N si M €
C y para cada C € €, Homy(f,C) : Homa(M,C) — Homyu(N,C) es

suprayectivo.

Proposicién 1.40. Sea A una K—dlgebra, C una clase de objetos en mod(A)
cerrada por extensiones y v : Z — N una C—aprozrimacion a derecha de N. Si
z2 Im(vy) L N esla factorizacion de vy a través de su imagen, entonces y es
una C—aproximacion a derecha de Im(y). Mds ain, siy es minimal a derecha,

entonces 7 también lo es.

Demostracién. Sea g : C — Im(y), con C € C. Entonces, ig : C — N.

Como v es una C—aproximacién a derecha de N, existe w : C — Z tal que
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1.3. C—FILTRACIONES EN MOD(A).

ig = yw = yw. Del hecho de que i es un monomorfismo, se sigue que g = Jw.
Por lo tanto, 4 es un C—aproximacién a derecha de Im(vy).

Asumamos ahora que v es minimal a derecha y veamos que 4 también lo es.
Sea h : Z — Z tal que Yh = 7. Entonces, vh = iyh = iy = ~; lo cual implica
que h es un isomorfismo.

O

Definicién 1.41. Sea A una K—dlgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Decimos que:

(a) € es contravariantemente finita en mod(A) si para cada M € mod(A)

existe una C—aprorimacion a derecha de M.

(b) C es covariantemente finita en mod(A) si para cada M € mod(A)

eziste una C—aprozimacion a izquierda de M.

(c) € es funtorialmente finita en mod(A) si C es contravariantemente

finita y covariantemente finita en mod(A).

1.3. C—filtraciones en mod(A).

Definicién 1.42. Dada una clase C de objetos en mod(A), denotamos por F(C)
a la subcategoria plena de mod(A) cuyos objetos son los A—mddulos que son
C—filtrados; es decir, los M€ mod(A) para los cuales existe una C— filtracidn
& de M, esto es, una cadena finita §&: 0=My C My CM; C---C M, =M
de submddulos de M tal que M;/M;_1 es isomorfo a un mddulo de C para todo
i=1,...,m. Cada cociente M;/M;_1 se dice que es un factor de composicion
de la C—filtracion & de M. Observe que 0 € F(C) con la filtracién trivial 0 = M.
Para una clase € = 0, hacemos F(€) := {0}.

Definicién 1.43. Sea A una K—dlgebra, C una clase de objetos en mod(A),
C ey MeFC). Dada una C—filtracion & de M, denotaremos por [M : C)¢
al numero de veces que aparece C como factor de composicion en la C— filtracidn
¢ de M.

Definicién 1.44. Sean A una K—dlgebra y C una subcategoria plena de mod(A).

(a) La clase de los C—proyectivos en mod(A) es
P(€) := {M € mod(A) : Exty, (M, —)|e = 0}.
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CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGORICAS.

(b) La clase de los C—inyectivos en mod(A) es
J(€) := {M € mod(A) : Extl(—, M)|e = 0}.

Por simplicidad, denotaremos P(A) := P(mod(A)) y I(A) := I(mod(A)). De
hecho, P(A) es la clase de los A—mddulos proyectivos finitamente generados y

J(A) es la clase de los A—médulos inyectivos finitamente generados.

Lema 1.45. Sean A una K—dlgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) P(A) CP(C), donde P(A) := P(mod(A)).

(b) (A) C I(C), donde I(A) :=I(mod(A)).

(c¢) P(C) y I(C) son cerradas por extensiones y sumandos directos.

Demostracién. (a) De 5.84 se tiene, en particular, que ExtY (P, —)|¢ = 0 para
cada P € P(A).
(b) Es dual a la hecha en (a).
(c) Haremos la prueba para P(C), ya que es similar para J(C). Primero probemos
que P(C) es cerrada por extensiones. Sea £ : 0 - L — M — N — 0 una sucesién
exacta en mod(A), con L, N € P(€). Veamos que M € P(€). Para ello, tomando
C € Cy aplicando Hom(—, C) a la sucesién &, obtenemos
Exth (N, C) — ExtY (M, C) — Ext! (L, 0).

Como Ext! (N,C) = 0 = Ext! (L, C), concluimos que Ext! (M, C) = 0.

Finalmente, veamos que P(€) es cerrado por sumandos directos. Sean M €
P(C) y L, N € mod(A) tales que M = L @ N. Veamos que L, N € P(C). En
efecto, usando que M = L @ N y el hecho de que el funtor ExtY(—,C) con
C € € es aditivo; obtenemos que Ext! (L,C) = 0 = ExtY (N, C). Por lo tanto,
L,N € P(C).

O

Definicién 1.46. Sea A una K—dlgebra, C una subcategoria plena de mod(A)
y M e F(C). Decimos que M admite una cubierta C—proyectiva si exis-
te una P(C)—aprozimacion minimal a derecha 7y : Pe(M) — M de M tal
que Im(mps) =M y Ker(mar) € F(C). Dualmente, M admite una envolvente
C—inyectiva si existe una J(C)—aproximacion minimal a izquierda epr : M —
Ie(M) de M tal que Ker(epr) = 0 y Coker(epr) € F(C).

Observacion 1.47. En el caso de existir, la cubierta C—proyectiva y la envol-

vente C—inyectiva son dnicas salvo isomorfismos. En efecto, seanmpy : Pe(M) —
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1.3. C—FILTRACIONES EN MOD(A).

M y 7wy« Po(M) — M cubiertas C—proyectivas de M. Como my y )y son
P(C)—aprozimaciones a derecha de M y Pe(M), P,(M) € P(C); existen mor-
fismos f : Po(M) — Pe(M) y g : Pe(M) — PL(M), tales que maprf = mhy y
g = . Luego, marfg = mar y whygf = . Del hecho de que wpr y wh, son
minimales a derecha, se sigue que fg y gf son isomorfismos; y por lo tanto, que
f es un isomorfismo.

La prueba para la envolvente C—inyectiva es similar.

Ejemplo 1.48. Si C={S € mod(A) : S es simple }, tenemos que los C—proyec-
tivos (C—inyectivos) son los proyectivos (inyectivos) en mod(A) y la cubierta
C—proyectiva (envolvente C—inyectiva) es simplemente la cubierta proyectiva

(envolvente inyectiva) en mod(A).

Proposicién 1.49. Sea A una K—dlgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) P(€) =P(F(C)) y I(€) =I(F(C)),

(b) F(C) es la menor subcategoria plena de mod(A) que es cerrada por exten-

siones y contiene a C.
(c) F(C) es cerrada por coproductos finitos.

Demostracion. (a) Veamos primero que P(F(C)) = P(C). Es claro que
P(F(C)) C P(C) pues C C F(C).

Supongamos ahora que M € P(€). Veamos que Exth (M, N) = 0 para cada
NeF(€). Sea NeF(€) y0 =Ny C Ny C--- C N,,, = N una C—filtracién de
N. Asi, para cada i € [0, m—1], obtenemos la sucesién exacta

& :0—N; - Nijyy — Cipq — 0 con C; € C.
En particular, N; = Cf.

Luego, aplicando el funtor Homa (M, —) a cada sucesién &; y dado que

Exth (M, C;) = 0 para cada i € [1,m — 1], obtenemos la sucesién exacta

Extl, (M, N;) — ExtY (M, Ni41) — 0.
Como Exty (M, N1) 2 Ext! (M, C;) =0, de la sucesién exacta anterior se tiene
que Ext}q(M, Ns) = 0; y repitiendo el proceso, dado que N,, = N, obtenemos
que Extl (M, N) = 0.

Ahora bien, la igualdad J(F(C)) = J(C), se obtiene de la anterior usando las
propiedades de la dualidad D (ver 5.89) pues D(P(€)) = IJ(D(C)).

(b) Sea 0 — M Sy N % L — 0 una sucesién exacta en mod(A) con
L, M € F(€). Consideremos las C—filtraciones 0 = My C M; C--- C M,, = M

21



CAPITULO 1. ALGUNAS NOCIONES CATEGORICAS.

yv0=LyC L C---CLy=1L,de M y L, respectivamente. Entonces, tenemos
que 0 = f(M) C -+ C f(Mp) € g7'(I1) € - € g7 () = N s una
C—filtracién de N. Por lo tanto, N € F(C).

Finalmente, probemos que si B una subcategoria plena de mod(A) que es
cerrada por extensiones y contiene a C, entonces F(C) estd contenida en B.

Sea X € F(€). Consideremos la C—filtraciéon 0 = X C X; C--- C X,, = X,
con X;11/X; 2C; € CC Bparaie€[0,m—1]y X,, = X. Entonces, para cada
i € [0,m — 1] tenemos la sucesién exacta

E:0—X; = Xiy1 = Cip1 — 0.

En particular, X; 2 C7 € € C B. Luego, dado que B es cerrada por exten-
siones y € C B, tenemos para i = 1 que Xy € B. Repitiendo este razonamiento
para cada i € {0,m — 1}, concluimos que X,,, = X € B.

(c) Es consecuencia de (b).

O

Definicién 1.50. Sea A una K—dlgebra y C una clase de objetos en mod(A).
Decimos que C es resolvente si es cerrada por extensiones, nicleos de epimor-
fismos y contiene a todos los proyectivos finitamente generados. Decimos que C
es co-resolvente si es cerrada por extensiones, conicleos de monomorfismos y

contiene a todos los inyectivos finitamente generados.
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Capitulo 2

Algebras estandarmente

estratificadas.

En esta tesis, todas las dlgebras a ser consideradas seran K —&lgebras de
dimensién finita sobre un campo K. Ademads, como es usual, mod(A4) denotara a
la categoria de los A—mddulos finitamente generados a izquierda, donde A es
una K —algebra.

Este capitulo tiene por objetivo introducir al lector en la definiciéon de ss-
algebra, familiarizarse con algunas de sus propiedades béasica de éstas y de los
modulos estandar. Enunciamos el teorema 2.26 que sera importante en el si-
guiente capitulo, para darnos una idea de cémo es que los sistemas estratificantes

generalizan el concepto de médulos estandar.

2.1. La traza en mod(A).

Definicién 2.1. Sea M € mod(A) y U una familia de objetos en mod(A). La
traza Try(M) de U en M es el submddulo de M generado por el conjunto

U Um&).

Uel feHoma(U,M)
Veamos ahora, algunas de las propiedades de la traza.
Lema 2.2. Sean M, N, P € mod(A) con P proyectivo. Entonces,
(a) Homu (P, M/Trp(M)) = 0;

(b) si N es un submddulo de M y Hom (P, M/N) = 0, entonces Trp(M) C
N.
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CAPITULO 2. ALGEBRAS ESTANDARMENTE ESTRATIFICADAS.

Demostracion. (a) Sea ¢ € Homa (P, M/Trp(M)). Consideremos el epimor-
fismo canénico 7 : M — M/Trp(M). Como P es proyectivo, existe @ : P — M
tal que ¢ = 7 @. Luego, como Im(p) C Trp(M), concluimos que ¢ = 0. En el

siguiente diagrama ilustramos dicho argumento.

e
= r e
Y
- i‘ﬁ’
b

M E T M Tep(M)
(b) Sea N un submédulo de M con Homy (P, M/N)=0. Consideremos la suce-

sion exacta candnica
0—N-“>M-" M/N—0

y ¢ : P—M. Como mp € Hom (P, M/N) = 0, por la propiedad universal del

nucleo, existe ¢ : P — N tal que ¢t = ; esto es,

0 N —+M —" M/N ——0.

Entonces Im(¢) C Im(@) € N y por lo tanto Trp(M) C N.
U

El siguiente lema nos da una caracteristica importante de la traza y que

serd utilizadada en la prueba de 2.8 (b).

Lema 2.3. Sean A una K—dlgebra y Y, Z € mod(A). Entonces, Try(Z) es el
mayor submddulo de Z tal que existe un epimorfismo ¢ : Y™ — Try (Z), con
m > 1.

Demostracion. Notemos que Hom (Y, Z) = Homy (Y, Try (Z)). Ahora, con-
sideremos una base {f1,..., fi} del K—espacio vectorial Hom (Y, Try (Z)) y el

morfismo ¢ : Y™ — Try (Z) dado por ¢(y1, ..., Ym) := Z fi(yi). Veamos que ¢
i=1
es un epimorfismo. En efecto, dado x € Try (Z) existe un morfismo f:Y — Z
tal que f(y) = z, para algin y € Y. Luego, como f = Zaifi, se sigue que
i=1

m
v =fy) =D flaws) = plary, ..., amy).
i=1
Por otro lado, si N es un submédulo de Z tal que existe un epimorfismo

f:Y™ — N, entonces tenemos el morfismo ¢f : Y™ — Z, donde ¢ : N — Z es
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2.2, AA—MODULOS Y 4V-MODULOS.

la inclusién. Asi, N =Im(cf) C Try (Z). Esto muestra que Try (Z) es el mayor
submaddulo de Z con la propiedad mencionada.
O

2.2. jsA—mobdulos y 4V-mébdulos.

Para cada t € N\{0}, el conjunto {1,2,...,t} serd denotado por [1,t]. Sea
A una K —algebra. Denotaremos por {S(A) : A € [1,n]} a una familia completa
de A—mddulos simples no isomorfos dos a dos. Para cada A € [1,n], la cubierta
proyectiva de S(A) serd denotada por P(M); e I(\) denotard a la envolvente
inyectiva de S(A). Fijaremos el n como el ntimero de A—mddulos simples salvo
isomorfismos.

Consideraremos la dualidad usual D := Homg (—, K): mod(A4) —mod(A°P),

con respecto al campo base K.
Definicién 2.4. Sea A una K—dlgebra y ([1,n], <) linealmente ordenado.
P(\
Para cada A € [1,n], definimos el A—mddulo estindar sA(N) := ’I‘rp>)\((.P)(>\))7
donde P>*:= @ P(u).
u>A
(a) Los médulos estdndar son 4A = {4A(N) : X € [1,n]}.

(b) Los mddulos co-estdndar son 4V :={aV(\) : XA € [L,n]}, donde
AV(A) := D(a0r A(N)).

Sea A una K—algebra, M € mod(A4) y S € mod(A) simple. La multipli-
cidad de S en M, es decir, el nimero de veces que aparece S como factor de

composicién en M, serd denotado por [M : S].

Proposicién 2.5. Sea A una K—dlgebra, A € [1,n] y M € mod(A). Entonces,
Homy (P(X), M) # 0 si y sélo si [M : S(A)] # 0.
Demostracion. Por 5.26, se tiene que
dimg (Homa (P(A), M)) = [M : S(N)] - dimg (End(4S(N))).
Ahora, observemos que dimg (End(4.5()))) # 0, pues S(A) es simple.
Por lo tanto, Hom 4 (P(A\), M) # 0 si y sélo si [M : S(A)] # 0.

Veamos ahora algunas propiedades de los médulos estandar.

Proposicién 2.6. Sea A una K—dlgebra, ([1, n], <) linealmente ordenado y

X € [1,n]. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
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CAPITULO 2. ALGEBRAS ESTANDARMENTE ESTRATIFICADAS.

() [aAN): S(w)] =0 s1p> .

(b) Sea ¢:P(\) = M un epimorfismo en mod(A). Si [M : S(u)] = 0
para | > A, entonces ¢ se factoriza a través del epimorfismo candnico
m: P(\) = aA(N\); esto es, existe un homomorfismo @ : AA(N) = M tal
que T = p.

Demostracién. (a)Por 2.4y 2.2(a), se tiene que HomA<@ P(p), AA()\)) =0.

>\
Luego, (a) es consecuencia de 2.5.

(b) Sea ¢: P(A\) — M un epimorfismo en mod(A), con [M :S(u)] =0 para
@ > A Veamos que existe : 4A(N) = M tal que ¢ = @g7; para lo cual es
suficiente ver que Trp>x(P(X)) C Ker(yp). En efecto, por la hipétesis sobre M,
se tiene de 2.5 que Hom 4 (P>*, P(X\)/Ker()) = 0; y por 2.2 (b) concluimos que
Trp=»(P(A)) C Ker(p).

O

Observacién 2.7. Sea A una K—dlgebra y ([1,n], <) linealmente ordenado.

(a) El resultado de 2.6 nos dice que, para cada A€ [1,n], el A—mddulo 4 A(X)
es el cociente mds grande de P(X\) cuyos factores de composicion estdn

entre los simples S(p) con p < A.

(b) El resultado dual de 2.6, dice que: para cada A€ [1,n], el A—mddulo co-
estandar sV (A) es el submddulo mds grande de I(\) cuyos factores de

composicion estan entre los simples S(u) con p < .

Proposicién 2.8. Sea A una K—dlgebra, M € mod(A) y ([1,n], <) linealmente

ordenado. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) [M: S(\)] £ 0 si Homa(4A(N), M) £ 0.
(b) Homa(Trp>»(P(N)),M) =0 si [M:S(p)] =0 para pu > X
(c) Eziste p > X tal que [M : S(n)] #0 si Exty(4A(N), M) # 0.

Demostracion. (a)Seaw : P(\)— 4A()\) el epimorfismo canénico. Por hipdte-
sis existe f € Homa(4A(N), M) con f # 0. Luego 0 # fr € Homyu(P(A), M); y
aplicando 2.5 se obtiene (a).

(b) Supongamos que [M : S(u)] = 0 para p > A. Sea U(A) := Trpsx(P(N)).
Por 2.3, existe m € N y un epimorfismo 1 : (P>*)™ — U()). Supongamos que
existe f € Homa(U(X), M) con f # 0. Luego 0 # fi € Homa((P>N)™, M), y
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en particular, existe p > A\ con Hom 4 (P(u), M) # 0; por lo tanto (ver 2.5) se
tiene que [M : S(p)] # 0 con p > A, lo cual es una contradiccién. De donde se
obtiene que Hom4 (U (M), M) = 0.
(c) Sea Exth(4A(N), M) # 0; y supongamos que [M : S(u)] = 0 para cada
p > A. Luego, por (b), se tiene que Hom4(Trp>x(P(A)), M)=0. Ahora bien,
aplicando el functor Hom 4 (—, M) a la sucesién exacta
0— Trp=a(P(N) = P(A) = 4aA(N) =0

se obtiene la sucesién exacta Hom 4 (Trp>x (P(N)), M) — Ext (4A(N), M) — 0,
pues Extl(P()\), M) = 0 por ser P(\) un A—mddulo proyectivo. De donde se
tiene que ExtY (4A(X), M) = 0, contradiciendo la hipétesis. Luego, existe p > A
tal que [M : S(u)] # 0.

O

Proposicién 2.9. Sean A una K—dlgebra y ([1, n|, <) linealmente ordenado.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Homa(aA(A), aA(n)) =0 si A > p,
(b) Exty(4AN), aA(k)) =0 si A > p.

Demostracion. (a) Sea ¢ : AA(X) = aA(u) con ¢ # 0y m:P(A) = 4A(N) el
epimorfismo canénico. Luego 0 # ¢ € Hom4(P(A),4 A(n)) ¥ por 2.5 se tiene
que [4A(u), S(A)] # 0; por lo tanto de 2.6 (a) se tiene que A < p.

(b) Sea A > p. Consideremos la siguiente sucesién exacta candénica en mod(A)

0 — Trp>r(P(N) — P(A) — 4A(N) — 0.

Aplicandole Hom 4 (—,4 A(p)) a dicha sucesion, obtenemos la sucesién exacta

Hom a (4 A(\), 4A (1)) —Hom(P(A), aA (1)) —Hom 4 (Trpsr (P(V)), 4A(11))
SExth (AAMN), aA ) SExth (P(V), 4A(1)) = 0.

Si Trpsa(P(X))=0, se tiene que AA(N)=P(X) y as{ Ext!(4A(N), aA(p))=0.
Por lo tanto podemos suponer que Trp>» (P(\)) # 0. Para concluir, veamos que
Homy (Trp>»(P(A)), aA(n)) = 0. En efecto, si existe 0 # ¢ : P(o) — aA(p)
con o > A entonces [4A(p), S(0)] # 0. Luego, por 2.6 (a), se tiene que A < o < p
contradiciendo que A > pu; probéandose que Hom(Trp>x(P(A)),4 A(p)) = 0.
Asi, de la sucesién exacta larga, concluimos que Ext'(4A(N), 4A(1))=0.

O

Proposicién 2.10. Sean A una K—dlgebra y ([1,n], <) linealmente ordenado.

Entonces AA(XN) es indescomponible, para cada X € [1,n].
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Demostracion. Consideremos los epimorfismos 7 : P(A) — 4A(\) v ¢ :
P(\) — top(P())). Dado que P(\) es proyectivo e indescomponible, sabemos
que top(P(A)) = S(A). Entonces, para cada p > A se tiene que [top(P())) :
S(u)] = 0. Luego, por 2.6 (b), existe un morfismo % : 4A(X) — top(P (X)) tal
que Y = ¢; y con ello, Ker(n) C Ker(p) = rad(P(\)). Luego, por 5.22 y 5.15,
concluimos que top(4A(N)) = top(P()A)) = S(A). En particular, top(4A(X)) es
indescomponible; y por lo tanto, de 5.24 se tiene que 4 A(X) es indescomponible.

0

2.3. Algunas propiedades de F(4A).

Proposicién 2.11. Sean A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,t]. Enton-

ces, F(aA) es cerrada por extensiones y nicleos de epimorfismos en mod(A).

Demostracion. Ver 1.49 (b) y [25, Proposition 2.1].
0

Definicién 2.12. Sea A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,n]. Para cada
i € [1,n], el médulo propio estindar sA(i) := P(i)/Trg,, p(;)(rad(P(i))).
Se puede ver que es el cociente mds grande de s A(i) tal que [4A(i) : S(i)] = 1.
Dualmente, el médulo propio co-estandar sV (i) es el submdédulo mazimal
de AV (i) tal que [AV (i) : S(i)] = 1.

Observacion 2.13. En el caso en que el campo base K sea algebraicamente

cerrado, se tiene que:

(a) dimg(Homa(M, I(z))) = [M : S(@)] = dimg(Homyu(P(i), M)) para
Me mod(A).

(b) Para todo i € [1,n], se tiene que dimg (Enda(aA(i))) =1 si y sdlo si
[aA(i) : S(i)] = 1.

Definicién 2.14. Sea A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,n],
donde n es el numero de A—mddulos simples hasta isomorfismos. El par
(A, <) se dice que es un dlgebra estandarmente estratificada (ss-dlgebra)
si AA € F(aA). Decimos que una ss—dalgebra (A, <) es casi-hereditaria si

End4(4A(X)) es un anillo con division, para cada X € [1,n].

Veamos ahora un ejemplo de una K—algebra A, que es casi-hereditaria con

respecto a cierto orden lineal < en [1,n] y no con respecto a otro <.
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Ejemplo 2.15. Sea A= KQ/I, con K algebraicamente cerrado, donde
Q= 35182284
e I es el ideal admisible en KQ generado por asas.

Los proyectivos indescomponibles son

Consideremos los siguientes drdenes para [1,4] : o1 el orden natural; oo el
orden tal que 2 <,, 3 <5, 1 <5, 4; y 03 el orden tal que 4 <., 3 <55 1 <45, 2.
Denotaremos por AA(,(') al A—mddulo estandar calculado con el correspondien-

te orden lineal <, en [1,4]. Entonces, tenemos lo siguiente:

(a) 4l (i) = P(i) para cada i € [1,4]. Por lo tanto, A es casi-hereditaria

con respecto al orden natural.

(b) 48q,(2) = 5(2), aB5,(3) = S(3), Al (1) = P(1) y ald,(4) =
P(4). Observe que: 0 C 4A,,(1) C P(2) y 0 C 4A,,(1) C P(3) son
AD G, —filtraciones, pues se tiene que 4Ny, (2 )§ (2)/ 400, (1) y 404, (3)=
P(3)/alAs,(1). Ahora bien, dado que [aQDs, (1) = S(i)] = 1 para cada

i € [1,4], concluimos por 2.13 (b), que End(4A,,(i)) es un anillo con

divisidn para cada i € [1,4]. Por lo tanto, A es casi-hereditaria con res-

pecto al orden os.

(©) 4Bny(4) = S(4), 4Ary(3) = SB), 4hny(1) = P(1) § 42 (2) = P(2).
Notemos que P(4) ¢ F(aA).En efecto, el 1inico submddulo no trivial de
P(4) es S(2). Dado que S(2) y P(4) no son isomorfos a ningin elemento
de A, se tiene que las unicas filtraciones posibles de P(4), que son
0C S(2) C P(4) y0 C P(4), ninguna de ellas es una aAy,—filtracion.
Asi, A no es una ss—dlgebra con respecto al orden os; y por lo tanto

tampoco es casi-hereditaria.

Ejemplo 2.16. Sea A = KQ/I con K algebraicamente cerrado, donde

Q=12-=2 Q 8
e I es el ideal admisible en KQ generado por Ba y 2. Consideremos el orden
2 <, 1. Entonces tenemos que aA,(1) = P(1) y aA,(2) = P(2). De ahi que,
(4, <,) es una ss-dlgebra. Sin embargo, no es una dlgebra casi-hereditaria. En
efecto, End(4A,(2)) no es un anillo con division, ya que [aA,(2) : S(2)] = 2.

Otra razon, es en vista de que gldim(A) = oo y el siguiente resultado (2.17).
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Teorema 2.17. Sea (A, <) una ss-dlgebra. Entonces, A es casi-hereditaria si y

sdlo si gldim(A) < 0.

Demostracion. Ver [2, Theorem 2.4].
U

Teorema 2.18. Sea A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,n]. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) (A, <) es una ss—dlgebra.

(b) D(Aa) € F(aV).
(C) Aon AP € ?(AopZ).

Demostracion. Ver [2, Theorem 1.1].
U

Teorema 2.19. Sea (A, <) una ss—dlgebra. Entonces, las siguientes condicio-

nes se satisfacen.

(a) F(4A) es funtorialmente finita, resolvente y cerrada por sumandos direc-

tos.

(b) F(aV) es covariantemente finita, co-resolvente y cerrada por sumandos

directos.
(c) F(aV) =3(44) y F(aA) =P(4V)

Demostracion. Ver [2, Theorem 1.6].
O

Proposicién 2.20. Sea (4, <) una ss—dlgebra. Entonces Ext’y (F(4A),I(4A)) =
0 para cada i > 1.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre i.

Para i = 1. Sea X € F(4A). De la definicién de J(4A), se tiene que
Exth (X,Y) =0 para cada Y € J(4A).

Supongamos ahora que i > 2. Sea X € F(4A). Tomando la cubierta proyec-

tiva de X, obtenemos la siguiente sucesion exacta
€:0— Ker(ex) = Py(X) 3 X — 0.

Por 2.19(a), Ker(ex), Po(X) € F(4A). Luego Ext! (Ker(ex),I) = 0 para
cada I € J(4A).
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Por otro lado, aplicando el functor Hom4(—, I) a la sucesién £, obtenemos
Exth (Ker(ex), I) — Ext% (X, I) — Ext% (Py(X),I) — - --
— Ext’y H(Po(X), I) — Ext’y ' (Ker(ex), I) — Exti (X, I) — Ext?y (Py(X),I).
Usando la hipétesis de induccién, y el hecho de que Py(X) es proyectivo, obte-
nemos que Exty (X, ) = Ext’, ! (Ker(ex), I) = 0.
Por lo tanto, Ext’y (X, I) = 0 para todo X € F(4A) e I € I(4A).
O

Definicién 2.21. [19] Sea A una K—dlgebra y T €mod(A). Decimos que T es

un modulo inclinante, si satisface las siguientes condiciones:
(a) T tiene dimension proyectiva finita, es decir, pd(T') < oo;
(b) Exti(T,T) =0 para cada i > 1; y

(¢c) emiste una sucesion exacta 0 — 4 A — To - Ty — -+ = T, — 0 en
mod(A), con T; € add(T) para todo j.

Observacion 2.22. Sea 4T un A—mddulo inclinante, con AT = @, T""; y
donde los 5T; son indescomponibles tales que AT; 2 4T para cada i # j. Se
sabe (Ver [19, Theorem 1.19, Corollary 1] y prueba de [19, Corollary 2]) que n

es el nimero, salvo isomorfismos, de A—mddulos simples.

Definicién 2.23. Sea A una K—dlgebra y M € mod(A.) Decimos que M es
bdsico si M=@." | M; con M, indescomponible para todo i € [1,m] y M; % M,
para i # j.

Teorema 2.24. Sea (A, <) una ss—dlgebra. Entonces, existe un (inico hasta

isomorfismos) A—mddulo inclinante bdsico T tal que add(T) = F(4A)NI(4A).

Demostracion. Ver [25, Theorem 3.3].
O

Definicién 2.25. Dada una ss—dlgebra (A, <), al A—mddulo inclinante bdsico
T de 2.2, se le conoce como el mdédulo inclinante caracteristico asociado

a la ss—dlgebra (A, <).

Teorema 2.26. Sea A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,n] tal que

(A, <) es una ss—dlgebra. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada i € [1,n], existe una sucesion exacta en mod(A)
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0— AA(G) > T3G) — Z(1E) — 0,
tal que Z(i) € F({aA()) : j < i}).

(b) {T(i)}1, esun conjunto de A—mddulos indescomponibles y T:=D;_, T (i)

es el A—mddulo inclinante caracteristico asociado a la ss—dlgebra (A, <).

(¢) La K—dlgebra B := End(uT) es una ss—dlgebra bdsica con respec-
to al orden opuesto <°P en [l,n]; donde {pP(i)}!~,, con pP(i):=
Homp (T (i), aATBer), es una familia completa de B—mddulos proyectivos

indescomponibles no isomorfos entre si.

(d) Los funtores F := Homu(—, aTgor): mod(A) — mod(B) vy
G := Homp(—, ATger) : mod(B) — mod(A), inducen por restriccion,
equivalencias exactas de categorias F(aA) EN F(sA) 4 F(aA) tales
que: G es cuasi-inverso de F, F(4A(i)) = pA(1) y G(BA(1)) =2 4A(%)

para cada i € [1,n).
(e) J(aA) = {X € mod(A) : Exty, (T, X) = 0 para cada i > 1}.

Demostracion. Ver [25, Lemma 4.2, Lemma 4.4] y [2, Theorem 2.6, Lemma
2.5].
O

Definicién 2.27. Dados una ss—dlgebra (A, <) y T el A—mddulo inclinante
caracteristico asociado a (A, <), el dual de Ringel asociado a (A,<) es la
ss—dlgebra (R(A), <°P) donde R(A) := End(4T).

Proposicién 2.28. Si (A, <) es una ss—dlgebra bdsica, entonces R(R(A)) = A.

Demostracion. Ver [2, Theorem 2.6].
O

Observacion 2.29. Otra prueba de 2.28, usando la teoria de sistemas estrati-

ficantes, puede verse en 3.61.
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Capitulo 3

Sistemas Estratificantes Lineales

La nocién de sistema estratificante fue introducida en 2002, como una gene-
ralizacion de los médulos estdndar e inclinante caracteristico asociados clasica-
mente a dlgebras estandarmente estratificadas y casi-hereditarias (ver 2.26).

En este capitulo veremos las definiciones de sistemas estratificantes (0, <),
sistemas estratificantes Ext—inyectivos (0,Y, <) y Ext—proyectivos (0, Q, <).
Estudiaremos sus principales propiedades. Ademads, veremos que las dlgebras
de endomorfismos B := End(Y) y B’ := End(Q) son ss-dlgebras. Més atin,
veremos que las categorias F(0©) y F(pA) son contravariantemente equivalentes

y las consecuencias que esto nos da.

3.1. Definiciones y propiedades basicas.

Definicién 3.1. Sea A una K—dlgebra, © = {O(i)}!_, una familia de objetos
en mod(A) y < un orden lineal en [1,t]. El par (©, <) se dice que es un sistema

estratificante (ss) de talla t, si se satisfacen las siguientes condiciones.
(a) Homa(0(5),0(i)) =0 para j > i.
(b) ExtL(©(5),0(i)) = 0 para j > i.
(c) O(i) es indescomponible Vi € [1,t].

Ejemplo 3.2. Sean A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,n]. Por 2.9
y 2.10, se tiene que el par (4A,<) es un ss de talla n. A dicho sistema se le

conoce como el ss—candnico asociado al par (A, <).

Definicién 3.3. Sea A una K—dlgebra, © = {O(i)}!_; una familia de objetos

no nulos en mod(A), Y = {Y(i)},_; una familia de objetos indescomponibles
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en mod(A4) y < un orden lineal en [1,t]. El triple (0,Y,<) se dice que es un
sistema estratificante Ext-inyectivo (eiss) de talla t, si se satisfacen las

siguientes condiciones.
(a) Homu(O(5),0(:)) =0 para j > i.

(b) Para cada i € [i,t], existe una sucesion exacta en mod(A)

0—03) 25 Y() — Z(3i) — 0

tal que Z(i) € F{O() : j < i}).
(¢) Exth(—Y)|5@e) =0 donde Y := @Y(z)

Ejemplo 3.4. Sea (A,<) una ss—dlgebra y T = {T(i)}, la familia de

A—mddulos de 2.26 (b). Por 2.26 (a) y (e), se tiene que (AA,T,<) es un eiss
de talla n.

Definicién 3.5. Sea A una K—dlgebra, © = {O(i)}._, una familia de objetos
no nulos en mod(A), Q = {Q(i)},_, una familia de objetos indescomponibles
en mod(A) y < un orden lineal en [1,t]. El triple (©,Q, <) se dice que es un
sistema estratificante Ext-proyectivo (epss) de talla t, si se satisfacen

las siguientes condiciones.
(a) Homu(©(4),0(4)) =0 para j > i.
(b) Para cada i € [i,t], existe una sucesion ezxacta en mod(A)
0 — K(i) — Q(i) 5 ©(i) — 0

tal que K(i) € F{O() : j > i}).

t
(c) ExtL(Q,—)ls(e) =0, donde Q := @ Q(i).

i=1
Ejemplo 3.6. Sea (A, <) una ss—dlgebra y Q := {P(i)}{_,. Se tiene que
(44, Q, <) es un epss de talla n.

Ejemplo 3.7. Sea A una K—dlgebra y M € mod(A) indescomponible y tal
que Extl (M, M) = 0. Consideremos © := {M}; en tal caso (0,<) es un ss de
talla 1 en mod(A). Ademds, tomando Y := {M} y Q := {M}, obtenemos que
(0,Y,<) y (0,Q,<) son, respectivamente, eiss y epss de talla 1.

Lema 3.8. Sea A una K—dlgebra y (0,Y,<) un eiss de talla t. Entonces
Y (i) € F(O) para cada i € [1,t]. En particular, add(Y') C F(O).
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Demostracion. Dado que Y (i) es indescomponible, el resultado es consecuen-
cia de 3.3 (b) y 1.49 (b) y ().
O

Lema 3.9. Sea A una K—dlgebra y (©,Q,<) un epss de talla t. Entonces
Qi) € F(O©) para cada i € [1,t]. En particular, add(Q) C F(O).

Demostracion. Dado que Q(%) es indescomponible, el resultado es consecuen-
ciade 3.5 (b) y 1.49 (b) y ().
O

Teorema 3.10. Sea A una K—dlgebra, < un orden lineal en [1,t], © =
{O(i)}t_, una familia de objetos en mod(A) y M € F{O(j) : j < u}). En-

tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si Homa(©(5),0(i)) = 0 para j > i, entonces Homa(0O(¢), M) = 0 para
cada € > (.

(b) Si ExtY(©(5),0(i)) = 0 para j > i, entonces ExtY(0(¢),M) = 0 para
cada 0 > L.

Demostracion. (a) Sea 0 = My C M; C --- C M,;, = M una O—filtracién
de M tal que M, /M,_1 =2 O(j,) y jr < u para cada r € [1,m]. Entonces, para
cada r € [1,m], se tiene la sucesién exacta
0— M1 — M, = 0(j,) = 0.
Aplicédndole a dicha sucesién el funtor Hom(©(:), —), con i > u, obtenemos la
sucesion exacta
0 — Hom4(©(¢), M,_1) — Homa(©(2), M,.) — Hom(O(7), O(j,)).

Como Homy(0(4),0(j,)) = 0, pues ¢ > u > j,; obtenemos el isomorfismo
Homy4 (0(4), My—1) = Homux(O(3), M,) para cada r € [1,m]. Como ademas,
Hom 4 (©(4), M1) = Hom4(©(7),0(j1)) = 0. Entonces se tiene que,

Hom 4 (0(i), M) =2 Hom (0(i), My—1) = -+ 2 Homu (©(i), My) = 0.
Por lo tanto Homy4 (0(i), M) = 0 para i > p.
(b) Sea 0=MyCM;C---CM,,=M una O—filtracién de M tal que M, /M,_; =
O©(jr) y jr < p para cada re[l, m].

Ahora, para cada r € [1,m], tenemos la sucesién exacta

0— M1 — M, = 06(j,) = 0.
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Aplicdndole a dicha sucesién el funtor Hom(©(i),—), con i > pu, y usando el
hecho de que ExtY (©(i), ©(j,)) = 0 pues i > u > j,; obtenemos el epimorfismo
Ext!(©(i), M,_1) 2% Ext!,(©(i), M,) — 0.

En particular, Ext} (©(i), M1) = 0 (pues Ext!(©(i), My) = 0 y g1 es un epi-
morfismo). Luego, Ext! (©(i), M) = Im(g2) = 0. Ahora, dado que g> es un
epimorfismo, se sigue que Extl (©(4), M3) = 0. Repitiendo este procedimiento

para cada g, concluimos que ExtY (©(i), M) = 0.
|

Lema 3.11. Sea A wuna K—dlgebra y (©,<) un ss de talla t en mod(A) y
M e FH{O(): 5> p}). Sip>i entonces Homa(M,0O(i)) = 0.
Demostracion. Sea 0 = My C M, C --- C M,, = M una ©—filtracién para
M tal que M, /M,_1 =2 O(j,) y jr > u para cada r € [1,m]. Luego, para cada
r € [1,m], tenemos la sucesién exacta &.: 0 = M,_1 — M, — 6(j,) — 0.

Sea ¢ < p. Aplicando el funtor Hom(—, ©(i)) a la sucesién &, obtenemos
el isomorfismo Homy (M., ©(i)) 2Hom4 (M, _1,0(i)) para cada r € [1,m], ya
que Hom4(0(5,),0(:)) =0 y Ext4(0(4.),0(i)) = 0 pues i < g < j,. Como
ademds, Hom 4 (M;,0(i)) = Hom4(0(41),©(i)) = 0. Entonces se tiene que,

Homy (M, 0(7)) =2 Homy (M,,—1,0(3)) = - - - =2 Homy (M7, 0(i)) = 0.
Por lo tanto Homy (M, ©(i)) = 0 para i < .
O

En lo que sigue, veremos algunas de las propiedades bésicas de los sistemas

estratificantes Ext-inyectivos de talla ¢.

Proposicién 3.12. Sea A una K—dlgebra y (0,Y,<) un eiss de talla t. En-

tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Ext(O(n),0())) = 0=Homa(O(n), Z(N)) para i > A,
(b) Homa(O(), Y'(A) = Homa(6(k), O(X)) para > A,

Demostracion. Sea p > A. Por 3.3 (b), se tiene la sucesién exacta en mod(A)
E: 00N =Y\ —=2Z(\)—0

con Z(A\)eF({O(j) : j < A}). Aplicando el funtor Hom4© (i), —) a & y usando

que Ext! (©(u), Y (A))=0 (ver 3.3 (c) ), se obtiene la siguiente sucesién exacta

£: 0 — Homa(O(p),0(N) = Hom4(0(1), Y (N) — Homa(O(u), Z(N) —
Ext’y (0(4), O(\)) 0.
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Ahora bien, dado que Z(X) € F{O() : j < A\}) y A < u, se obtiene por
3.10 (a) que Homa(O(p), Z(\)) = 0. Luego, de la sucesién exacta & se obtiene
el resultado.

O

Proposicién 3.13. Sean A una K—dlgebra y (0,Y,<) un eiss de talla t en
mod(A). Entonces, para cada M € F(©) la multiplicidad [M : O(i)]e no depende
de la ©—filtracion & de M en ©.

Demostracion. Definamos la matriz D := [d;; ]¢x¢, donde
dij = dlmK(HomA(@(z),Y(j)))
Por 3.12 (b) se tiene que d;;=0 para i > j; y ademds d;; = dimg (End(©(7))) > 0
t
para cada ¢. Por lo tanto, D es invertible pues det(D) = H dy; > 0.
=1

Por otro lado, dado que M € F(O), existe una ©—filtracién
§: 0=MoC M, C---CM,=M
tal que M, /M,_1 = O(i,) para cada r € [1,m]. Asi, para cada r podemos

considerar la sucesién exacta 0— M, _; — M, —©(i,.)—0; y aplicdndole el funtor

Hom 4 (—, Y (¢)) a dicha sucesidn, se obtiene la siguiente sucesién exacta
0 — Hom 4 (©(4,),Y (i) — Homa (M,,Y (i) — Homa(M,_1,Y (7)) — 0

para cada r € [1,m].
De ahf se sigue que dimg (Homa (M, Y (i) = dimg (Hom 4 (0O(i,), Y (2)))+
dimg (Hom4 (M,—1,Y (7)) para todo r € [1,m].
t

Luego, dimK(HomR(M,Y(i))):Z[M 1 O(j)]edimg (Hom 4 (©(5), Y (4))).

Por lo tanto, =
dim g (Hom4 (M, Y (1)) [M: O(1)]¢
: =o|
dimg (Homa (M, Y (t))) [M : O(t)]e
Como D es invertible, se sigue que
dimg (Hom4 (M, Y (1))) [M = 0(1)]e
D! : = :
dim g (Hom 4 (M, Y (1)) [M : ()]

De donde, [M : ©(j)]¢ depende de d;; y de dimg(Homa(M,Y (4))), los cuales
no dependen de &.

37



CAPITULO 3. SISTEMAS ESTRATIFICANTES LINEALES

O

En vista de la proposiciéon anterior, de aqui en adelante, dado un eiss
(0,Y,<) y M € F(O), denotaremos a la multiplicidad de O(i) en M sim-
plemente como [M : ©(i)]. De ahi que, la ©—longitud de M, se define como
lo(M) := 32, [M : ©(i)].

Corolario 3.14. Sea A una K—dlgebra y (0,Y,<) un eiss de talla t en
mod(A). Entonces Y (i) Z2Y(j) si i # j.

Demostracion. Podemos suponer que j > i. Consideremos la sucesion exacta
0—-0) —-Y(#)— Z({) —0,
donde Z(i) € F{O(k) : k < i}). En particular, se tiene que Y (i) € F{O(k) :
k <i}). Luego [Y (i) : ©(A)] =0 para A >4 y [Y(i): ©(i)] = 1. El resultado
se tiene de lo anterior, pues si ocurriera que Y (i) = Y (j), llegarfamos a la
contradiccién 0 = [Y' (i) : ©(4)] = [Y () : ©()] = 1.
O

Proposicién 3.15. Sean A y B K—dlgebras, € una clase de objetos en mod(A)
y H : mod(A4) — mod(B) un funtor (covariante o contravariante) exacto. En-
tonces H(F(C)) C F(H(C)).

Demostraciéon. Supongamos que H es covariante, pues el caso contravariante
es similar.

Sean M € F(C)y&: 0=MyC M; C--- C M, =M una C—filtracién para
M. Dado que M;/M;_1 = C; € C para i € [1,m], tenemos la sucesién exacta
0— M;_1 = M; —» C; = 0 en mod(A).

Aplicando H a dicha sucesién y usando el hecho de que H es exacto en F(C),

obtenemos la sucesién exacta en mod(B)
para cada i € [1,m]|. Como H(M;) = H(C;) y F(H(C)) es cerrado por ex-
tensiones, obtenemos que H(Ms) € F(H(C)). Luego, aplicando el argumento
anterior consecutivamente a cada una de las sucesiones exactas &;, obtenemos
que H(M) € F(H(C)).

O

Teorema 3.16. Sea A una K—dlgebra, (©,Y,<) un eiss de tallat en mod(A),
B := End(4Y), F:=Homa(—,4 Yper) : mod(4) — mod(B) y < el orden

opuesto de < en [1,t]. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones.
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(a) (B,<°P) es una ss-dlgebra bdsica, donde {pP(i)}._,, con gP(i):=F(Y (i)),
es una familia completa de B—mddulos proyectivos indescomponibles no

isomorfos dos a dos.
(b) BA(i) = F(O(i)) Vie[l,t].

(c) La restriccion F|ge) : F(©) — mod(B) es un funtor exvacto y F'(F(0©)) C
F(sA).

Demostracion. [(a) y (b)] Dado que {Y(i)}{_; es una familia de A—mddulos
indescomponibles y no isomorfos dos a dos (por 3.14), concluimos de 5.90 que
B es basica y {pP(i)}!_; es una familia completa de B—modulos proyectivos
indescomponibles.

Ahora bien, como Ext} (—,Y)|5()=0, se tiene que F|5(g) : F(©) — mod(B)
es exacto. Luego, aplicando F' a la sucesién de 3.3 (b), para cada i € [1,¢], se

tiene la sucesién exacta en mod(B)

0 F(z(@) Y zp@e) 78

con F(Z(i))e FEF(O()) : j <i}).

Notemos que [F(©(5)):85(j)] = 0 si j >°P . En efecto, para j < i tenemos
por 5.90 y 3.12 (b) que
Homp(pP(5), F(O(i))) = Homp(F (Y (j)), F(©(i))) = Homa(6(i), Y (j)) = 0.
Luego, por 2.5, concluimos que [F(O(7)) : S(j)] = 0 para j < i.

Ahora, veamos que Im(a(i)) C U(i):=Tr or (pP(i)). Para ello, conside-
remos 0 = Xo C X1 C --- C Xpn = F(Z(3)) ina F(©)—filtracién de F(Z(i)).
Esta filtracién induce, para cada r € [1,m], la sucesién exacta en mod(B)

0— X, 13X, — F(O(i,)) — 0.

F(6(i))=0,

Para r = 2, tenemos el siguiente diagrama

oo, (1

0 BP(i1) P pP(iy) —0
_ -
Tfli ,le Tr2/ - 2
v }/ .
0 X1 XQ F(@(ZQ)) E—— O,

donde X1:=F(0©(i1)) y Pa:=pP(i1) ® pP(i2). Por el Lema de la Serpiente, la
aplicacion Bo:=(v171,T2) : Po — X5 es un epimorfismo. Ademds i1 < ¢y iy < i.

De manera anéloga obtenemos, para r=3, el siguiente diagrama conmutativo
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0 PQ P3 BP(Zg) 0
ﬂZi Bgi 7?3/ d 3
L ~
0 Xy —2> X F(O(i3)) — 0,

donde P3 := P; @ gP(i3). Usando el Lema de la Serpiente, concluimos que la

aplicacion f3:=(vome, T3) : P3 — X3 es un epimorfismo y iz < i.
Continuando éste proceso para cada r € [1,m], obtenemos P, = @ sP(ir)

con i, < i para todo r y un epimorfismo 8, : Py, — F(Z(i)).
De ahi, se tiene el morﬁbmo a(i)Bm : Pn — BP(i) con Im(a(i)B,) =
Im(a(i)). Luego Tr 3 (BP(7) Z{Im VI f:BP(y) — sP(i)} 2 Im(a(i)).

71<1

Ahora bien, dado que F(Z(3)) € FHF(O())) : j < i}) vy [F(O(i)) : 8S(H)] =
0 si j°P > i, de la maximalidad del cociente g P(i) — pA(i) (ver 2.6 (b)), existe
un morfismo u : 4A(i) — F(O(i)) y por lo tanto un morfismo @ : U(i) —
F(Z(3)) tal que el siguiente diagrama conmuta

0 —— F(2(i) “s , ) 2 PO(3H) —= 0

| X

0 U(2) i) — pA(i) ——0.

Como Im(«(i)) C U(i), existe un morfismo v : F(O(i)) = pA(i) tal que el
siguiente diagrama conmuta

0—— F(2(0) s 5P 2 FO (i) ——0

| _F
0 u(i) i) —"= pAG) —=0

Entonces, pA(i) & F(0(i)) y U(z) ~ F(Z(i)). En particular, gP(i) €
F(BA) para todo i; probandose que (B, <°?) es una ss—algebra.

(¢) De (a) sabemos que F es exacto en F(O). Luego, es consecuencia de 3.15
que F(F(©)) C F(pA), tomando C = 6.
d

3.2. Morfismos de ss, eiss y epss.

Lema 3.17. Sean A una K—dlgebra y (0,Y,<) un eiss de talla t. Entonces,
para cada i € [1,t], el morfismo a; : O(i) — Y (i), dado en 3.3 (b), es una
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J(©)—aprozimacion minimal a izquierda de © (7).

Demostracién. Primero veamos que «; es una J(0)—aproximacion a izquierda

de O(i). Consideremos la sucesién exacta
0—03) B Y(@i)— Z(i) =0,
con Z(i) € F{O®) : j < i}).
Aplicamos el funtor Hom4(—, X), con X € J(©), a la sucesién exacta ante-

rior, obtenemos la sucesién exacta
0 — Hom(Z(i), X) — Homa (Y (i), X) == Hom4(0(i), X) — 0,

donde .a; := Hom(a;, X). Se sigue que ,«; es suprayectiva y entonces para
cada f : O(i) — X, existe g : Y (i) — X tal que f = .a;(9) = go;. Esto
muestra que «; es una J(©)—aproximacién a izquierda de O(7).

Por otro lado, del hecho que Y (i) es indescomponible se sigue que «; es
minimal a izquierda (Ver 1.37 y 1.38.)

O

Lema 3.18. Sean A una K—dlgebra y (0,Q,<) un epss de tallat en mod(A).
Entonces, para cada i € [1,1], el morfismo B; : Q(i) — O(i), dado en 3.5 (b), es

una P(©)—aprozimacion minimal a derecha de ©(1).

Demostracion. Es similar a 3.17.
O

Definicién 3.19. Sean A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,t] que con-

sideramos fijo. Denotamos por SS< a la siguiente clase de objetos y morfismos.

(a) Obj(SS<) : Son todos los sistemas estratificantes (©,<), de talla t en
mod(A), donde < es el orden fijo en [1,t].

(b) Mor(SS<) : Un morfismo f:(0,<) = (0',<) de ss, es una familia de
morfismos f = {f(i) : ©(i) = ©'() }ic[1,g en mod(A).

(¢) La composicion de los morfismos f : (0,<) = (0/,<) y g : (0',<) —
(0", <) de ss, se define como gf = {g(i)f(i) : O(i) = O" (i) }icp1y-

Proposicién 3.20. Sean A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,t] que
consideramos fijo. La clase SS< es una categoria y se le conoce como la ca-

tegoria de sistemas estratificantes en mod(A) con respecto al orden lineal
(1,1, <).
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Demostracion. Dado que la aplicacion
¢ : Hom((©, <), (', <)) — @;_, Hom4(6(3),0'(i)),
dada por ¢({fi}ic1,g) := (fi)ic1,y es biyectiva, se satisface 1.1 (a).

Consideremos ahora los morfismos f:(0,<) — (6',<), ¢:(0',<) — (0", <)
y h:(0,<) = (0”,<). Para cada i € [1,t] se tiene que (h(i)g(z))f(i) =
h(i)(f(3)g(3)), lo cual prueba que (hg)f = h(gf) en SS<.

Finalmente, sea (©, <) un ss de talla t en mod(A) y 1(g <) := {le@) : O(i) —
O(7) }ie,y, donde 1g(;) denota al morfismo identidad de ©(i). Es claro que éste
es el morfismo identidad del ss (0, <).

O

Definicién 3.21. Sea A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,t] que con-
sideramos fijo. Denotaremos por EISS< a la siguiente clase de objetos y mor-

fismos.

(a) Obj(EISS<) : Son todos los eiss (©,Y,<) de talla t en mod(A), donde
< es el orden fijo en [1,t].

(b) Mor(EISS<) : Un morfismo de eiss f : (0,Y,<) — (0,Y’ <),
es una familia de morfismos f = {f1(i) : ©() = ©'(i), f2(i) : Y (i) —
Y'(i)}iep,g en mod(A), tales que para cada i € [1,t], el siguiente diagra-

ma conmuta

@(’L) f1(4)

-

Y(i)—=Y'(i
(i) = Y'(0),

@

donde a; y o estin dadas por 3.3 (b).

(c) Sean f:(0,Y,<) = (0,Y,<) yg:(0,Y,<) = (0",Y" <) morfis-
mos de eiss en mod(A). La composicion estd dada por gf := {g1(i) f1(7) :
O(i) = ©"(1), g2(2) f2(2) : Y (i) = Y" (i) }icp,g-

f1(3) 91(4)

o(i) o' (4) 0" (i)
.
Y (i) —= Y'(i) —= Y"(i)

f2(i) g2(7)

Proposicién 3.22. Sea A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,t] que

consideramos fijo. La clase E1SS< es una categoria y se le conoce como la
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categoria de sistemas estratificantes Ext—inyectivos en mod(A) con -

respecto al orden lineal ([1,1], <).

Demostracion. Tenemos una aplicacion inyectiva natural
¢

¢:Hom((0,Y,<),(0,Y',<))— H(HomA(@(i), O©'(i)) x Homa (Y (2),Y'(4))),
i=1
dada por (P(f)::(fl (Z)v fQ(i))gzlv asf que la clase HOHI((@,X, S)a (@/azla g)) €s
un conjunto.
Ahora consideremos los morfismos de eiss f : (0,Y,<) — (0,Y', <),
g: (0.Y,<) = (0Y"' <)y h:(©0,Y"<) = (0 Y" <). Para cada

i € [1,t] se tiene el siguiente diagrama conmutativo en mod(A)
hi(i)

o(i) 2L or(i) 2L gy 1L gy

@zl a;l la;’ la;"

Y - Y/ - (- Y/// - .
O e YO gV O5z7"0

Luego, para cada i € [1,¢t], se tiene que (h(i)g(¢))f(i) = h(?)(f(i)g(i)), lo
cual prueba que (hg)f = h(gf) en EISS<.

Finalmente, sea (0, Y, <) un eiss de talla ¢t en mod(A) y ley, <) :=
{le@) : ©@) — O(i), 1y : Y (i) = Y (i)}ien,yg; donde, para cada i € [1,t],
log) ¥ ly(s) denotan al morfismo identidad de ©(7) y de Y (i), respectivamente.

Es claro que éste es el morfismo identidad del eiss (0,Y, <).
U

Definicién 3.23. Sean A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,t], que
consideramos fijo. Denotaremos por EPSS< a la siguiente clase de objetos y

morfismos.

(a) Obj(EPSS<) : son todos los epss (©,Q, <) de talla t en mod(A), donde

< es el orden fijo en [1,t].

(b) Mor(EPSS<) : Un morfismo de epss g : (0,Q,<) — (0',Q',<),
es una familia de morfismos g := {g1(?) : ©(i) = 0'(3),92(4) : Q(3) —
Q' (i) }Yien,q en mod(A), tales que para cada i € [1,t], el siguiente diagrama

conmuta
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donde los morfismos f3; y i estdn dados por 3.5 (b).

(c) Sean g:(0,Q,<) — (0,Q,<) y h: (0,Q,<) = (0”,Q", <) morfis-
mos en mod(A). La composicion hg : (0,Q,<) — (0”,Q",<) estd dada
por hg := {hi(i)g1(2) : ©(1) = ©"(i), ha(i)g2(i) - Qi) = Q" (i) }iepn.y-

Q) = Q') = Q)

51¢ ﬁﬁl lﬂil

(i) = 6" (i)

g1 () ha (i

Proposicién 3.24. Sean A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,t]. La
categoria EPSS< es una categoria y se le conoce como la categoria de siste-
mas estratificantes Ext—proyectivos en mod(A) con respecto al orden lineal
([L,2], <).

Demostracion. Es similar a la dada en 3.22.

Definicién 3.25. Sea A una K—dlgebra y < un orden lineal en [1,t].

(a) Sea f:(©,<) = (0, <) un morfismo de ss. Decimos que f es un isomor-
fismo si existe un morfismo de ss g : (0", <) — (0, <) tal que gf = 1(o, <)
vy fg=1w <.

(b) Sea f:(0,Y,<) — (0",Y' <) un morfismo de eiss. Decimos que f es un
isomorfismo, si existe un morfismo de eiss g:(0",Y', <) — (0,Y, <) tal

que fg =1y <) ¥y9f=1ey<):

(c) Seag:(0,Q,<) — (@’,Q’, <) un morfismo de epss. Decimos que g es un
isomorfismo, si existe un morfismo de epss h:(0',Q",<) — (6,Q,<)
tal que gh = 1(@/7Q"§) i) hg = 1(@’Q’S)'

Proposicién 3.26. Sea f:(0,Y,<) — (0',Y’, <) un morfismo en EISS<.
Entonces, [ es un isomorfismo si y sélo si f1(i) y f2(i) son isomorfismos en
mod(A), para cada i € [1,1].

Demostracidén. Si f es un isomorfismo, existe g : (0,Y,<) — (0',Y’ <) tal
que fg = Loy <)y 9f = Loy, <) Luego, g1(i)f1(i) = leq), 92(i) f2(i) =
Ly @y, f1(1)91(7) = ler@) ¥ f2(i)g2(i) = 1y (;); probandose que fi(i) y f2(i) son
isomorfismos, para cada i. Reciprocamente, si f1(¢) y f2(i) son isomorfismos
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en mod(A), para cada i existen morfismos ¢1(i) : ©'(i) — O(i) y g2(i) :
Y'(i) — Y (i) en mod(A) tales que g1(i)f1(i) = low), 9g2(i)f2(i) = L1y,
f1(i)g1(7) = Loy ¥y f2(4)g2(i) = Ly (iy- Ademds tenemos que,

92(i)a (i) = g2(i)/ (i) f1(1) g1 () = g2(@) f2(i) (i) g1 (i) = (i) g (7).
Por lo tanto, g := {g1(¢),g2(1)} : (©",Y’, <) = (6,Y, <) es un morfismo de eiss

y satisface que fg = ley/ <)y 9f = Lo,y,<)-
d

Proposicién 3.27. Sea f:(0,Q,<) — (0,Q’,<) un morfismo en EPSS<.
— 0'(i) y f2(i) : Qi) —

Entonces, f es un isomorfismo si y sélo si f1(i) : O(%)
1,¢

]

Q' (i) son isomorfismos en mod(A), para cada i € |

Demostracion. Es similar a la hecha el 3.26.
O

Proposicién 3.28. Sea A una K—dlgebra, < wun orden lineal en [1,t]; y
(0,Y,<) y (8,Y,<) dos eiss de talla t en mod(A). Entonces, existe una
familia de isomorfismos {f; : Y (i) — Y'(i)}ien,) en mod(A), de tal manera
que f:={lew), fiti—; : (0,Y,<) = (0,Y’, <) es un isomorfismo de eiss.

Demostracion. Sean «; : O(i) =Y (i) y o : ©(i) = Y'(i) las J(©)—aproxi-
maciones minimales a izquierda de ©(i) y ©’(7), respectivamente. Luego, existen
morfismos f;:Y (1) —Y'(3) y g::Y' (i) —Y (i) tales que f; a; = o} y ¢; o} = i,

para todo i.

0(i) —> Y (i) Oi) — = Y'(4)
e
V(i) Y (i)

De ahi se sigue que f;g;af = fia; = oy g fioy = ¢; & = ay; y dado que
a; y o} son minimales a izquierda, se sigue que f;¢g; y ¢; fi son isomorfismos
para cada i € [1,t]. De donde, f; y g; son isomorfismos.
Sea f:= {le() : ©(i) = O(4), fi : Y (i) = Y'(i) }icp1,4- Dado que fia; = o,
es claro que f es un morfismo de eiss. Luego, el resultado se sigue de 3.26.
O

Proposicién 3.29. Sean A una K—dlgebra, < un orden lineal en [1,t] y
(0,0,2) vy (@,Q’, <) epss de talla t en mod(A). Entonces, existe una fami-
lia de isomorfismos {f; : Q(i) = Q'(i)}icn,g en mod(A), de tal manera que
[ ={lew), fiti—; : (6,Q,<) = (G,Q', <) es un isomorfismo de epss.
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Demostracion. Es similar a la hecha en 3.28.

3.3. ©O-soportes y sucesiones especiales.

Sea A una K—élgebra y < un orden lineal [1,¢]. Extendemos el orden < a
(1,t) :=[1,t] U {£oo}, como sigue: —oo < i < +oo para cada i € [1,¢].

Definicién 3.30. Sea A una K—dlgebra, (©,Y, <) un eiss de talla t en mod(A)
y M € F(©). El©—soporte de M se define como Suppg(M):={i€[l,t] : [M :
©(1)]£0}. Observe que, por 3.13, la definicidn de soporte tiene sentido.

Definicién 3.31. Sea A una K—dlgebra, (©,Y, <) un eiss de tallat en mod(A)
y M € F(O). Definimos las funciones max, min : F(O) — (1,t) como sigue: si
M # 0, max(M):=max(Suppg (M), <) y min(M):=min(Suppg (M), <); en el
caso M =0, definimos max(M) := —oo y min(M) := +oo0.

Lema 3.32. Sea A una K—dlgebray Z CY C X una cadena de submddulos en
mod(A) tal que X/Y = Oy yY/Z =2 0;. Si Ext!(02,01) = 0 entonces existe
una cadena de submddulos Z CW C X tal que X/W 20, y W/Z = ©,.
Demostracion. Consideremos las sucesiones exactas dadas por las hipétesis
0-Y—>X—>0,-20,y0—-2—-Y >0, —0.

Haciendo push-out obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en
mod(A).

0 0
A Z
€:0 Y X 0, 0
n:0 01 C O3 0
0 0

Dado que Extl(©2, ©1) = 0, la sucesién exacta 7 se escinde. Entonces
X/Z =2 C = 01 @ Oy; y por lo tanto Oy es un sumando directo de X/Z.
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Luego, existe una cadena de submédulos Z C W C X tal que W/Z = Oy y
(X/Z) 0,0 60,
X/W = = ~ 0.
W=z = s, ~ X

O

Proposicién 3.33. Sea A una K—dlgebra, (0,Y,<) un eiss de talla t en
mod(A4), 0# M e F(0), ig:=min(M) y m := [M : O(ip)]. Entonces, existe una
cadena 0CNCM,, CM,_1C---C M C My=M de submddulos de M,
tal que:

(a) NeF({O(@):j>io}),
(b) My /M1 =2 O(ip) para cada k € [0,m], donde My,41 := N.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre la ©—longitud £g(M) de
M. Sileo(M) =1, se tiene que M = O(ip); y en tal caso 0 C N C M; C M con
N =0y M; = M satisface lo requerido.

Supongamos ahora que ¢g(M) =r > 1. Consideremos £ : 0 = L,41 C L, C
-+ C Ly € Ly = M una ©—filtracion de M. Por 3.32, podemos suponer que
Lo/Ly =2 ©(ip); y entonces [Ly : O(ig)] = m — 1.

Dado que ¢g(L1) = r — 1, por hipdtesis de induccidn, el resultado vale para
L;. Por lo tanto vale para M pues M/L; = O(ig).

O

Lema 3.34. Sea A una K—dlgebra, (0,Y,<) un eiss de talla t en mod(A) y

0# M € F(0). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Ewxiste una sucesion exacta 0 — N — M — O(i,)™0 — 0 en F(O)
tal que i := min(M) < min(N) y m;, := [M : O(ip)].

(b) Eziste una sucesion exacta 0 — O(i1)™n — M — M’ — 0 en F(O)
tal que max(M') < max(M) =:41 y my, :=[M : O(i1)].

Demostracion. (a) Por 3.33, se tiene una cadena de submdédulos de M,
£:0C N =My My C--- C My=M tal que N € F{O(j) : j >io}) y
My, /M1 = O(ig) para cada k € [0,m] con m := [M : O(ip)].

Veamos que M/N = ©(ip)™. Usando la filtracién £, obtenemos la filtracién
cociente N/N C M,,,/N C --- C My/N = M/N. Ademés (M /N)/(My41/N) =

My /M1 = O(ig) y entonces tenemos las siguientes sucesiones exactas

Cm @ 0=M,,,/N—=O(ig)—0, (m-1 : 0=>My/N—=M,,_1/N—0(ig)—0, ---
Ck : O—)MkJrl/N—)Mk/N—)@(’Lo)—)O, CO 0 — Ml/N — M/N — @(’Lo) — 0.
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Notemos que (, ¥ (n—1, nos dan el siguiente diagrama conmutativo

0 > M‘"L/N > Mmfl/NHG(ZO) —0

|

0 (io) c O(ip) — 0.

Asi, por el Lema del Cinco, tenemos que M,,_1/N = C. Por otro lado, como
Exth (O(io), O(ig)) = 0, el segundo renglén del diagrama se escinde y por lo
tanto M,,—1/N = C = O(ig)?. Usando un argumento analogo para cada k €
[0,m], obtenemos que M}, /N = O(ip)™ **+L. Por lo tanto M/N = ©(ig)™, lo

cual nos induce la sucesion exacta
0—>N—->M-—0(y™—0
con las propiedades requeridas.

(b) Se prueba de manera analoga al inciso (a).

Proposicién 3.35. Sea A una K—dlgebra, (©,Y,<) un eiss de talla t en
mod(A4) y 0 # M € F(O). Entonces, existe una sucesion exacta en F(O)

€M

0—-M—=Yy — M —0,

tal que max(M') < max(M), Yy € add(®;<axan Y (1) y €nr - M — Yy es

una J(O©)—aprozimacion a izquierda de M.

Demostracion. Por simplicidad supondremos que < es el orden natural en

[1,t]. Procederemos por induccién sobre i; := max(M). Sea my := [M : ©(i1)].

Si 4y = 1, entonces toda O—filtracién de M tiene cocientes isomorfos a ©(1);
y como Ext!(6(1),0(1)) = 0, se tiene un isomorfismo f : M — ©(1)™*. Por
otro lado, por 3.3 (b), tenemos que ©(1) = Y (1) pues Z(1) = 0. En tal caso
la sucesién exacta 0 — M % O(1)™ - 0—0,con Yy =0(1)™ y M' =0,

satisfacen lo requerido.

Supongamos ahora que i; > 1. Por 3.34 (b), existe una sucesién exacta
0— O@G1)™ - M - N — 0 en F(O) con max(N) < i;. Ahora bien, por
3.3 (b) se tiene la sucesién exacta 0 — O(i1)™! e Y (i)™ — Z(iy)™ — 0.
Luego, de las dos sucesiones exactas anteriores, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo y exacto en mod(A)
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0 0
0 ——O(i1)™" M N 0
0 ——Y (i)™ C N 0
Z(i)™n === Z(ir)™"
0 0.

Dado que Ext!(N,Y (i1)) = 0, se tiene que C' = Y (i;)™ & N. En particular,
obtenemos la sucesién exacta
€: 0 M—->Y(@1)™dN — Z(iy)™ — 0.
Ahora, como max(N) < iy, por hip6tesis de induccién, existe una sucesién
exacta(:0 > N > Yy - N = 0 enF(0),talque Yy € add(@jgmax(m Y (5))
y max(N’) < max(N). Por lo tanto, de las sucesiones £ y ¢, junto con el Lema de

la Serpiente, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 0

0——> M ——=Y(i1)"1@&N — Z(i1)™1 —> 0

0—= M ——=Y(iy)"1&Yy K 0
N’ N’
0 0.

Dado que F(0) es cerrada por extensiones, max(N') < i1 y max(Z(i1)™) <

i1, concluimos que K € F(0©) y max(K) < ;. Luego, la sucesién exacta
0->M-—->Y(@@)"dYy > K —0
con Yy =Y (i1)™ @Yy y M’ := K satisface las condiciones requeridas, ya que

EXt}L‘(K7 —)|j((_)) =0.
]
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Corolario 3.36. Sea A una K—dlgebra, (0,Y,<) un eiss de talla t en mod(A)
yY = @le Y (i). Entonces, cualquier M € F(O) admite una co-resolucion
finita en add(Y); esto es, una sucesion exacta

0o—MIyy Ly In oy Py o
tal que k <t —1,Im(f;) € F(O©) y Y; € add(Y) para cada i € [0, k].
Demostracion. Sea M € F(0). Podemos suponer que M # 0 pues en caso
contrario es trivial. Ahora bien, por 3.35, tenemos una sucesion exacta

0— M I3 vy 2% My =0
en F(0) tal que max(My)<max(M) y Yy € add(Y). Como M, € F(O), aplica-
mos nuevamente 3.35 y obtenemos una sucesién exacta
0— My 2% vy 25 My — 0

en F(0) tal que max(M;) < max(My) y Y1 € add(Y). Tomando fy := hogo,
obtenemos la sucesién de morfismos 0 —» M = Y, ﬁ> Y7. Usando el mismo
argumento para M; € F(©), obtenemos 0 — M AN Yo fo, Yi ELN Yo v
My € F(O) con max(Mz) < max(M;) < max(My) < max(M). Repetimos el
procedimiento anterior para Ma, y as{ sucesivamente. Dado que max(M) € [1,¢],

este proceso termina obteniéndose un k& <t — 1 tal que M}, € add(Y).
O

Proposicién 3.37. Sea A una K—dlgebra, (©,Q,<) un epss de talla t en
mod(A) y 0 # M € F(O). Entonces, existe una sucesion exacta

0— M —Qu 25 M—0

en F(0), tal que min(M) < min(M’), Qs € add( @ Q) yvm : Qum — M
jZmin(M)
es una P(©)—aprozimacion a derecha de M.

Demostracion. La prueba es similar a 3.35.
O

Corolario 3.38. Sea A una K—dlgebra, (©,Q, <) un epss de tallat en mod(A)
y Q= @._, Q(i). Entonces, cualquier M € F(©) admite una resolucion finita
en add(Q); esto es, una sucesidn exacta

0— Qr 5 Qe 29— Qo 5 M I3 0
tal que k <t —1, Ker(f;) € F(O) y Q; € add(Q) para cada i € [0, k].

Demostracion. Es inmediato de 3.37; y similar a la prueba de 3.36.
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3.4. Equivalencia contravariante entre F(0) y
F(A).

Sea A una K —algebra, (0,Y, <) un eiss de tallat y B := End(4Y). En esta
seccién probaremos que las categorias F(pA) y F(O) son contravariantemente

equivalentes.

Definicién 3.39. Sea A una K—dlgebra, Y € mod(A4) y B := End(4Y).
Consideremos  los  funtores F := Homa(—,Y) : mod(A) — mod(B) vy
G := Homp(—,Y) : mod(B) —mod(A). La evaluacion ¢ : 1,q(4) — GF, se
define como la familia de morfismos € := {ex : X = GF(X)}xecmod(a), donde
ex(x)(f) = f(z) para cada xz € X y f € Homa(X,Y).

Lema 3.40. Sea A una K—dlgebra. La evaluacion € : 1yoq(4) — GF es una

transformacion natural de funtores.

Demostracion. Primero veamos que ex(z) : Homy (X,Y) — Y es un morfis-
mo en mod(B). En efecto, dados f,g: X = Y ex(z)(f +9) = (f +g)(z) =
f(2) + 9(@) = ex(@)(f) + ex(2)(9); ¥ dada b € B, ex(2)(bf) = (bf)(z) =
(@) = bex (2)(F).

Ahora vemos que ex : X = GF(X) es un morfismo en mod(A4). Sean
f:X =Y, z,ye X yr e A Entonces ex(rz + y)(f) = fira +y) =
rf(z) + fly) = rex(@)(f) + ex (@) (f) = (rex () +ex (y))(f)-

Finalmente, veamos que ¢ es una transformacién natural. Para ello, tenemos
que probar que para cualquier o : M — N en mod(A), el siguiente diagrama en

mod(A) conmuta

M —% GF(M)

l Jer
(

N ——= GF(N).
EN

En efecto, sean f € F(N) y m € M. Entonces (GF(a))(enm(m))(f) =

ext(m)(F(@)(f)) = en(m)(fa) = fla(m)) = ex(a(m))(f); ¥ por lo tanto
el diagrama anterior conmuta.

O

Observacion 3.41. Andlogamente a 3.39, tenemos otra transformacion natural

llamada también evaluacion €' : 1y0q(p) — FG, definida como la familia {€'y :
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X = FG(X)} xemod(B) de morfismos en mod(B), donde €' (x)(f) := f(x) para
cada x € X y f € Homp(X,Y).

Para probar el resultado principal de esta seccidn, nos serd de utilidad el

siguiente lema.

Lema 3.42. Sean A y B K—dlgebras; C y D subcategorias plenas de mod(A)
y mod(B), respectivamente; H, L : C — D funtores aditivos; yn: H — L una
transformacion natural de funtores. Si 0 — M' — M — M" — 0 es una
sucesion exacta en C que se escinde, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes.
(a) nay : H(M) — L(M) es un monomorfismo (resp. epimorfismo).

(b) nayr : HM') — L(M') y napr : HM"”) — L(M") son monomorfismos

(resp. epimorfismos).

Demostracion. Sea £ : 0 — M’ Iy M % M” = 0 una sucesion exacta en
C que se escinde. Esto es, existen morfismos f/ : M — M' y ¢ : M" — M
en C tales que f'f = 1y y g¢° = 1y y que nos dan la sucesién exacta
g:0—- M il) M L; M’ — 0 que también se escinde.

El hecho de que 7 sea una transformacién natural entre los funtores aditivos

H y L, induce los siguientes diagramas conmutativos en D

H(E): 0 —— ar) 2% gon) 2L goury — o
l’?]\/ﬂ l’?M \LW}\/[//
L) : 0 —— (M) =5 povy 9% pory — o,

HE): 0 — 7o) 2% gon 25 gy —— o

v M J/TIM/

L(g") L(f")
—_—

L() : 0 — L(M") L) = L) —— s

donde las sucesiones H (), L(§), H(¢') y L(£') también se escinden.

(a)=(b) Supongamos que 73 es un monomorfismo. Aplicando el Lema de la
Serpiente al primer diagrama, obtenemos que Ker(ns) = 0. Haciendo lo mismo
en el segundo diagrama, obtenemos que Ker(ny) = 0.

Si nps es un epimorfismo, la prueba es similar.

(b)=(a) Es inmediato del Lema de la Serpiente, pues Ker(ny; )—Ker(na) —
Ker(nar) (resp. Coker(nar) — Coker(na) — Coker(nas)) es una sucesién

exacta.
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O

Proposicién 3.43. Sea A una K—dlgebra, (©,Y ,<) un eiss de talla t en
mod(A), Y := @._,Y (i) y B :=End(aY). Consideremos los funtores

F := Homu(—,Y) : mod(4A) — mod(B) y G := Homp(—,Y) : mod(B) —
mod(A). Entonces, el morfismo evaluacion ex : aX — GF(aX) dado por
ex(z)(f)=f(x), es un isomorfismo para cualquier X € F(O).

Demostracion. Sea X € F(0). Si X =Y, el morfismo ey : 4Y — GF(4Y) es
un isomorfismo. En efecto, £y es un monomorfismo, ya que si ey (z) = 0 entonces
0 =ey(z)(1) = 1(x) = x; y ademds para cualquier f € Hompg(B,Y) se tiene que
f(b) =bf(1) para cada b € B, lo cual implica que e(f(1))(b) = b(f(1)) = bf(1),
probandose que €y es suprayectivo.

Ahora, para cada m € N, se tiene que eym : Y™ — GF(Y™) es un isomor-
fismo pues F(Y™) = Homu(Y™,Y) = Homx(Y,Y)™ = B™; y por lo tanto,
G(F(Y™)) 2 Homp(B™,Y) 2 Homp(B,Y)™ =2 Y™,

De lo anterior se sigue que para cada X € add(Y), el morfismo evaluacién ¢ x
es un isomorfismo. En efecto, sean m € Ny N € mod(A) tales que XN = Y™™,
Usando que F'y G son funtores aditivos y el hecho de que Y =2 GF(Y'), tenemos
que XN XY 2XGFY)" 2 GF(Y™) 2 GF(X)®GF(Y). De esta manera,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en F(©)

€:0 X ym™ N 0

eX\L leym leN

n:0——GF(X) ——GF{Y") —— GF(N) ——0.

Como ¢ se escinde, € es una transformacién natural y £ym es un isomorfismo;
se sigue por 3.42 que €x es un isomorfismo.

Ahora veamos el caso general. Sea 0 # M € F(O). Para ver que €7 es un
isomorfismo, usaremos induccién sobre max(M).

Sea t1 := min([1,t],<) y m1 := [M : O(¢1)]. Si max(M) = t1, entonces
M =2 0(t)™ 2Y(t;)™ cadd(Y). Luego, por el argumento anterior, 57 es un
isomorfismo.

Supongamos ahora que max(M)>¢;. Por 3.35, existe una sucesién exacta
0> M — Yy - N — 0 tal que Yy € add(Y) y max(N) < max(M). Por
3.16 (¢), sabemos que F : F(0) — mod(B) es exacto; y entonces tenemos el

siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)
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Ker(enr) 0 0
0 M Yo N 0
EM =~ | €Yy >~ |EN

0 — GF(M) — GF(Yy) —= GF(N)

Coker(enr) 0 0.

Por hipétesis de induccién €y es un isomorfismo; y dado que Yy € add(Y),
€y, es un isomorfismo. Luego, por el Lema de la Serpiente concluimos que e,
es un isomorfismo.

a

Proposicién 3.44. Sea A una K—dlgebra, (0,Y,<) un eiss de tallat, Y :=

@221 Y (i) y B:=End(4Y). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) ExtL(N,Y) =0 para cada N € F(4A).

(b) La restriccion G|g(,a) : F(BA) — mod(A) es un funtor exacto y ademds
G(F(5A)) C 5(O).

(¢) La aplicacion €'y : X — FG(X), dada por £y (x)(f) = f(x), es un iso-
morfismo en mod(B) para cualquier X € F(pA).

Demostracion. (a)y (b) Veamos que G es un funtor exacto sobre F(pA).
Para ello, es suficiente probar que Exth(—,Y)| F(za) = 0. Consideremos la su-
cesién exacta 0 — O(i) = Y (i) - Z(i) - 0 en mod(A). Aplicando el funtor

F a dicha sucesién, obtenemos la sucesion exacta
0— F(Z(i)) = gP(i) » gA(i) = 0
donde pP(i) := F(O(i)) es B—proyectivo (ver el 3.16).
Luego, aplicando el funtor G y usando el isomorfismo de 3.43, obtenemos el

siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)
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Como g es suprayectiva, €y (;) ¥ €z(;) son isomorfismos; se tiene que g’ es su-
prayectiva. Por lo tanto, ExtL(5A(i),Y) = 0 para cada i € [1,t]; y entonces
EXtJlB(_ﬂy)k?(BA) =0.

Finalmente, notemos que la imagen de F(pA) bajo G estd contenida en
F(©). En efecto, esto se sigue de 3.15 usando el hecho de que G es exacto sobre
F(BA).

(¢) Sea M € F(pA). Probemos, por induccién sobre la gA—longitud de M, que
¢’y es un isomorfismo.

Veamos primero que €, 5 ;) : BA(i) = FG(pA(i)) es un isomorfismo para
cada i € [1,t]. En efecto, por 3.43 y 3.16 (b), tenemos

FG(pA(i) = FG(F(6(i)) = F(GF(©(i))) = F(6(i)) = BA(i).
Asf que si £ a(M) = 1, entonces M = gA(j) para algin j € [1,¢]; y por lo
tanto ep : M — FG(M) es un isomorfismo.

Supongamos ahora que {,a(M) =n>2.Sea0 =My C---C M, =M
una pA—filtracién para M, con M;/M;_1 = pA(j;) para cada i € [1,n]. En
particular, tenemos que M /M, _12A(j,) con M, 1€F(gA) y bon(Mp_1) =
n— 1.

Luego, usando la hipétesis de induccién y el hecho de que F' : F(0) — F(pA)

y G : F(gA) = F(O) son exactos, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0

My M BA(jn) 0

’ / ’
lsMnl lEM \LSBA(].‘IL)

0 — FG(M,—1) — FG(M) —— FG(8A(jn)) — 0.

Por hipétesis de induccién 5an4 es un isomorfismo. Ademaés, hemos probado
que 5; A(j,) €8 un isomorfismo. Finalmente, aplicando el Lema Corto del Cinco
(ver 5.45) al diagrama anterior, concluimos que €', es un isomorfismo.

O

Teorema 3.45. Sea A una K—dlgebra, (©,Y,<) un eiss de talla t en
mod(A), Y :=@'_, Y (i) y B:=End(aY). Entonces, los funtores
F:=Homu(—,Y) : mod(A)—mod(B) y G:=Hompg(—,Y) : mod(B)—mod(A)
iducen, por restriccion, equivalencias exactas de categorias

Fi = Flye) : F(©) = F(BA) y G1:=Gly,a) : F(BA) = F(O)
tales que Fy es cuasi-inverso de Gi; estoes, €:lge) — GiF1 y

€ 1g(,n) = F1G1 son isomorfismos.

Demostracion. Es inmediato de 3.16 (c), 3.43 y 3.44.
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O

Observacion 3.46. Por simplicidad, las equivalencias Fy y G, del resultado

anterior, serdn denotadas por F y G.

Observacién 3.47. (a) Se puede par una prueba diferente a 3.45, usando
5.94, ya que las evaluaciones € : lyoqa) — GF y €' 1 lyoay — FG
satisfacen 5.93; y el hecho de que F(©) C AR[Y] y F(A) C Rp[Y] (ver
5.92 y 5.94).

(b) Como lo mencionamos en (a), las evaluaciones € : 1poaa) — GF y e :
Limod(B) — F'G satisfacen 5.93.

Ast, que si vemos a F' y G como los funtores covariantes F' : mod(A) —
(mod(B))°? y G : (mod(B))°? — mod(A) (donde (mod(B))°? denota a
la categoria opuesta de mod(B)), tenemos en vista de lo anterior, que
las transformaciones € : lpoaay — GF y €' @ GF — l(moa(p))er Satis-
facen 5.95; implicando que F y G (vistos como funtores covariantes) son

adjuntos.

Luego, se puede probar que se satisfacen las hipdtesis de 5.97. Como con-
secuencia, obtendremos que F y G inducen, por restriccion, una equiva-
lencia entre las categorias F(O) y (F(pA))°? (donde (F(pA))°P denota

que estamos viendo a F(gA) como subcategoria de (mod(B))°P.)

Corolario 3.48. Sea A una K —dlgebra, (0,Y, <) un eiss de tallat en mod(A),
Y = @2:1 Y@)y f: M — N un morfismo en F(©) tal que Ker(f) = 0. En-
tonces, Coker(f) € F(0) si y sdlo si Extl (Coker(f),Y) = 0.
Demostracion. Primero supongamos que Coker(f) € F(©). Dado que
ExtL (F(0),Y) = 0, es claro que Ext} (Coker(f),Y) = 0. Ahora, supongamos
que Ext!, (Coker(f),Y (i)) = 0. Entonces tenemos la sucesién exacta en mod(B)

0 = F(Coker(f)) — F(N) ™ F(ar) = o,
con F(f) en F(pA). Por lo tanto, Ker(F(f)) € F(pA) (ver 2.11) y Ker(F(f)) =
F(Coker(f))). Luego, por 3.45, se tiene la sucesién exacta en F(O)

0— ML N GEKer(F(f)) = 0
En particular, Coker(f) = G(Ker(F(f))) € F(O).
0

Corolario 3.49. Sea A una K—dlgebray (©,Y, <) un eiss de tallat en mod(A).

Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) (©,<) es un ss de talla t en mod(A).
(b) F(O) es cerrado por sumandos directos en mod(A).

Demostracion. (a) Por 3.3(a) y 3.12 (a), resta probar que ©(¢) es indescom-
ponible para cada i € [1,¢]. De 2.10 tenemos que End(gA(7)) es una K—élge-
bra local. Luego por, 3.16 (b) y 3.45, se tiene el isomorfismo de K—4&lgebras
End(40(7)) = End(pA(i)). Por lo tanto, O(i) es indescomponible.

(b) Sea B := End(4Y). Por 3.45, sabemos que F' := Homy(—,Y) : F(O©) —
F(BA) y G:=Homp(—,Y) : F(pA) — F(O) son equivalencias exactas cuasi-
inversas una de la otra. Mas atin, por 3.16 tenemos que (B, <°P) es una ss—alge-
bra. Luego, por 2.19, F(pA) es cerrada por sumandos directos.

Sea M € F(©) y My, M> € mod(A) sumandos directos de M tales que M :=
M & Ms. Esto es, tenemos una sucesion exacta & : 0 — My — M — My — 0
que se escinde en mod(A).

Ahora, como F(M) = F(M;) & F(M,) € F(gA) y F(BA) es cerrada por
sumandos directos; se sigue que F(M;), F(Ms3) € F(5A).

Por lo tanto, aplicando el funtor GF' a la sucesién exacta &, obtenemos la
sucesién exacta £ : 0 = GF(M;) - GF(M) — GF(M2) — 0 en mod(A4), que

también se escinde.

51 0 M1 M M2 0

€M1\L EM\L: ie?Mg

¢: 0——=GF(M,) — GF(M) —— GF (M) —=0,

donde ey : M — GF(M) es un isomorfismo (ver 3.43). Ahora bien, por 3.42,
concluimos que €y, v €, son isomorfismos. Por lo tanto, M; = GF(M;) € F(O)
para i =1,2.

(]

Corolario 3.50. Sea A una K-—dlgebra, (©,Y,<) un eiss de talla t en
mod(4), Y := @le Y(i) y B := End(nY). Consideremos las dualidades
exactas F : F(O©) — F(A) y G : F(BA) — F(O) (ver 3.45). Entonces, las

stguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada M,N € F(O), la funcién
¢ Exty (M, N) — ExtL(F(N), F(M)),

dada por ¢([p]) := [F(n)], es un isomorfismo de grupos abelianos.
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(b) Para cada M,N € F(gA), la funcidn
Y Exth (M, N)—Exty (G(N), G(M)),

dada por ¢([v]) := [G(v)], es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostracién. Es inmediato del hecho que F'y G son exactos, 1) = GF
y 13(BA) >~ FG.
O

Proposicién 3.51. Sea A una K—dlgebra, (0,Y,<) un eiss de talla t en
mod(A), YV := @!_,Y(i) y B := End(4Y). Entonces, las siguientes condi-

ciones se satisfacen.
(a) F(O)NI(O) = add(Y).

(b) FO)NPO) = add(G(T)), donde G : F(gA) — F(O) es la dualidad
obtenida en 3.45 y gT es el B—mddulo inclinante caracteristico asociado
a la ss-dlgebra (B, <°P).

Demostracion. (a) Por 3.8, se tiene que add(Y) C F(©). Ademds, para cada
i € [1,t], se tiene que Y (i) € J(O©) pues Ext! (F(©),Y (7)) = 0. Por lo tanto
add(Y) C F(©)NI(O).
Sea M € F(©)NJ(O). Por 3.35, obtenemos la sucesién exacta en F(O)
E:0=-M—=>Yy— N =0,

con Yy € add(Y). Ahora bien, dado que M € J(©), concluimos que & se parte;
y por lo tanto M € add(Y'); probandose (a).
(b) Sea X € F(©)NP(O). En particular, ExtY (X, M) = 0 para cada M € F(O);
y por 3.50 esto es equivalente a que ExtL(F(pA), F(X)) = 0. Luego, F(X) €
F(A)NI(pA) = add(gT) (ver 2.24). Ahora, bien F(X) € add(gT) si y sélo
si X € G(add(pT)), por 3.45.

|

Lema 3.52. Sean A una K—dlgebra y M, N € mod(A) bdsicos. Si add(M) =
add(N) entonces M = N.

Demostracién. Supongamos que add(M) = add(N). Sean {M; }]; y {N;}7_,
conjuntos de objetos en mod(A) que son indescomponibles y no isomorfos dos a
dos, tales que M = @ M; y N = @?:1 N;. Luego, como add(M) = add(N),
se sigue por el Teorema de Krull-Schmidt (ver 5.10) que m = n; y que para cada i

existe un nico j; tal que M; = Nj,. Esto induce una biyeccién o : [1,m] — [1,n],
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1%

con (i) = ji, yaque N y M son basicos. Luego M = @ | My, = @~ N,
N.
O

Definicién 3.53. Sea A una K—dlgebra. Para cada M € mod(A), sea M =

@, M™ la descomposicién en indescomponibles con M; % M; para i # j. Se
m

define el rango de M como k(M) := Zmi. Observe que, por el Teorema de
i=1
Krull-Schmidt (ver 5.10), el rango de un mddulo estd bien definido.

3.5. Existencia de eiss asociados a ss.

En esta seccién probaremos la existencia de eiss asociados a los sistemas

estratificantes. Para ello, usaremos la nocién de extensién universal.

Teorema 3.54. Sea A wuna K-—dlgebra y M, N € mod(A) tales que

Exth (M, N) # 0. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Ewxiste una sucesion exacta corta que no se parte

MmN - O—>N—>E—>Md—>0,

llamada extension universal, donde d = dimg (Ext! (M, N)); y tal que
el morfismo de conexion & : Homa (M, M?) — ExtL (M, N), inducido por

NM,N, €$ suprayectivo.
(b) Si ExtYy(M, M) =0 entonces Extl (M, E) = 0.

Demostracion. (a) Sean §; : 0 — N £t E; 2% M — 0 tales que {[&]}%_; es

una K —base de Ext! (M, N) # 0. Consideremos la sucesién exacta en mod(A)

d
=@ 0N L DL E S M0,

i=1
fi 0 g1 0

donde f := y g:= . Haciendo push-out con f y el
0 fa 0 gd

morfismo co-diagonal

k:=[ly,...,15] : N4 — N, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y

exacto
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fi gi

n:0 N E
donde ¢;, v; y u; denotan a la i—ésima inclusién correspondiente, en cada caso.

Ahora, dado que kt; = 1y, el diagrama anterior, induce el siguiente diagrama

conmutativo
€10 N-TLopg %M 0
-
n:0 N gL 0,
Veamos que np,y = 1 es la sucesién buscada. Aplicando el funtor

Hom 4 (M, —) a la sucesién exacta 7, obtenemos la sucesién exacta
Hom (M, E) — Hom (M, M%) 5 Ext (M, N).

Del diagrama anterior, se tiene que & = nu; = 6(u;) para cada i; esto es, cada
elemento generador [§;] de Extl (M, N) estd en la imagen de §. Por lo tanto §
es suprayectivo. En particular, dado que cada &; no se escinde, se tiene que 7
tampoco se escinde.

(b) Supongamos que Extl (M, M) = 0. Aplicando el funtor Hom4 (M, —) a la

sucesién exacta 1y, v, obtenemos la sucesién exacta
Homa(M, M%) % Extl (M, N) 2 Ext! (M, E) — 0.
Como § es suprayectivo, se sigue que Extl (M, N)=Im(§)=Ker(y) y entonces

Im(v)=0. Por lo tanto Ext} (M, E) = 0.
O

Lema 3.55. Sea A una K—dlgebra y M, N € mod(A), con N indescomponible
y Homa(N,M) =0. 5 £€:0—> N J W S M S0 es una sucesion ezacta
que no se escinde, entonces & es isomorfa a la suma directa de una sucesion
0> N —> W — M — 0 con una sucesién que se escinde, donde W' es

indescomponible.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre rk(W).

Sirk(WW) = 1 entonces W es indescomponible y por lo tanto § = €90, donde
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0 denota a la sucesion exacta cero.

Supongamos ahora que k(W) > 1. Sea W = Wy @ W5, con W; indescom-
ponible. Consideremos, para cada ¢ = 1,2, la proyeccién canénica m; : W — W;
y la inclusién canénica ¢; : W; — W. Definamos los morfismos f; := m;f y
gi := gt; con i = 1,2, Sea h; : Ker(g;) — W; la inclusién para cada i = 1, 2.
Notemos que git1hy = 0; luego por la propiedad universal del Ker(g), existe un
tnico morfismo « : Ker(g1) — N tal que fa=t1hy. Como ¢1hy es un monomor-
fismo, se tiene que « es un monomorfismo; y por lo tanto obtenemos la sucesién
exacta 7' : 0 — Ker(g1) —— N -2 Coker(a) — 0. Por otro lado, tenemos la
sucesién exacta v : 0 — Im(g1) LA VRt Coker(g1) — 0,

donde j; : Im(g1) — M es la inclusién.

Haciendo uso de las observaciones anteriores y del Lema de la Serpiente,

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)
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Y v Y
0 0 0
¢ 0——Ker(g1) "W 2 Im(g)) —>0
«@ L1 J1
£: 0 N—L w—* M 0
%2} T2 K
€ : 0 —— Coker(a) ~—> Wy —% Coker(g;) — 0
0 0 0

Veamos que £ = &' ", Para ello es suficente probar que 7' y 7" se escinden,
pues el diagrama anterior conmuta y v se escinde.

Probemos primero que 4’ se escinde. Es claro que Ker(g;) N Ker(gs) C
WinWs = 0y Ker(g1 )®Ker(gz2) C f(INV). Veamos que f(N) C Ker(g1)®Ker(gz).
En efecto, sea f(n) = (n1,n2) € Wi & Wy, esto es, n, = m;f(n) para cada
i =1,2. Como g;m;f € Homa (N, M) = 0 para cada i; se tiene que g1(n1) =0y
g2(n2) =0, de donde f(n) € Ker(g1) ® Ker(gz).

De lo anterior obtenemos que N 22 f(N) = Ker(g1) ® Ker(g2). De ahi que

~ N __Ker(g1) @ Ker(g2) .,
Coker(a):Ker(gl): ( K)er(gl) ( )zKer(g2);

y por lo tanto 7' se escinde.

Ahora probemos que 7" se escinde. Para ello, consideremos las sucesiones &£

vy v". Usando los teoremas de isomorfismos obtenemos que

M = (W @ W) /N = (W1 /Ker(g1)) @ (W2/Ker(gz)) = Im(g1) @ Im(ga).

M Im(g1) © Im(g2)
Im(g1) Im(g1)

1

Luego, Coker(gy)= Im(gz), probandose que ~”
se escinde.

Ahora, dado que N = Ker(g;) @ Ker(gz) es indescomponible, se sigue que
Ker(g1) = 0 6 Ker(gs) = 0.

Si Ker(g2) = 0, &” se escinde y & es la otra sucesién deseada, pues W es
indescomponible.

Por otro lado, si Ker(g1) = 0, entonces & se escinde y &” no se escinde
(pues £ 2 ¢ & ¢ no se escinde). Dado que N 2 Ker(gz), se sigue que Ker(gs) es
indescomponible y Hom 4 (Ker(gz), M) = 0. Ademas rk(W>) = rk(WW)—1. Luego,
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aplicando la hipdtesis de induccién a la sucesién £, existe una sucesién exacta
¢ que se escinde y una sucesién exacta ¢’ : 0 — Ker(ga) = W’ - M"” — 0
con W indescomponible tal que £” = ¢ & (’. Finalmente, £ = (€& () & (' es la
descomposicién deseada de &.

U

Teorema 3.56. (Existencia de eiss asociados a ss) Sean A una K—dlgebra
y (0,<) un ss de talla t. Entonces existe Y = {Y (i)}i_; en mod(A) tal que
(0,Y,<) es un eiss de talla t.

Demostracién. Por simplicidad asumimos que < es el orden natural en [1,¢].

Para probar el resultado, hay que construir una sucesién exacta en mod(A)

05036 —=Y({)—Z>#6) =0
tal que Z(i) € F{O(j) : j <i}) y Y (i) € J(O) con Y (i) indescomponible.

Para i = 1, definimos Y (1) := ©(1) y Z(1) := 0, los cudles satisfacen las
condiciones requeridas. Consideremos ahora i fijo con 1 < ¢ < t. Para cada
1 < k <i—1, probaremos por induccién la existencia de una sucesion exacta
que no se escinde & : 0 = ©(i) = Uy — Vi — 0, tal que Uy, es indescomponible,
Vi € F{O®U) i —k<j<i}) y Ext}(0(j),Ux) =0 parai—k < j <i.

Sean k = 1, N := O(i) y M := O(i—1). Si ExtL(M,N) = 0, hacemos
Uy :=0(i) y V4 :=0. Por otro lado, si Ext!(M, N) # 0, tomamos la extensién
universal g: 0 — O(i) = U — M™ — 0. Por 3.54 tenemos que Extl (M,U) =
0, pues Extl(M,M) = 0. Ademds, aplicando Hom4(O(i), —) a la sucesién
exacta ¢ y usando que 0 = Ext} (0(i),0(i)) = 0 = Ext!(0(i), M), obtenemos
que Ext!(©(i),U) = 0. Ahora como N es indescomponible, g no se escinde y
Homy (N, M) = 0 (pues ¢ > i — 1); obtenemos, por 3.55, una sucesién exacta
que no se escinde & : 0 — ©(i) - Uy - M™ — 0, con U; un sumando
directo indescomponible de U y m < n. Para ver que &; satisface las condiciones
deseadas, es suficiente ver que Extk(@(j), Uy) =0parai—1<j<i,locual se
debe a que Ext!(©(5),U) = 0.

Sea 1 <k <7—1. Supongamos por hipétesis de induccién, que hemos
construido la sucesién exacta €. Construyamos la sucesion exacta &py1. Si
Exth (©(i —k—1),U;) = 0, tomamos &1 = &. Si Exty(0(i—k—1),U;) # 0,
tomamos la extensién universal o : 0 - Uy, - U — O —k —1)" —
0. Dado que Uy € F({O(A) : i — k < X < i}), por 3.11 obtenemos que
Homy (U, ©(i—k—1)") = 0. Luego, por 3.55 existe una sucesién exacta que no
se escinde 0 — Uy, — U1 — O(i — k — 1)” — 0, tal que U1 es un sumando
directo indescomponible de Uy, y b < n.

63



CAPITULO 3. SISTEMAS ESTRATIFICANTES LINEALES

Haciendo un push-out de dicha sucesion y &, se obtiene el siguiente diagrama

conmutativo y exacto en mod(A)

0 0
€10 o(i)
0 Uk U1 0% —(k+1))) ——=0
0 Vi Vier1 0@ — (k+1))> ——=o0.
0 0.

Como la sucesion & no se escinde, se tiene que la sucesién exacta

Ek+1:0—=0(i) > Ugr1 — Vi1 — 0
tampoco se escinde. Ahora, dado que F(0) es cerrado por extensiones, se tiene
que Viy1 € F{O(r) : i — k < r < i}). Finalmente, para probar que &1 es la
sucesién deseada, resta probar que Ext! (©(j),Ug41) =0 parai—k—1<j <i.

Aplicando el funtor Homa(©(j),—), para i — k < j < 4, a la sucesién
exacta 0 = Uy — Up41 — O3 — k — 1)b — 0 obtenemos la sucesién exacta
Exty(0(5),Ux) — Ext4(0(j),Ursr1) — Ext4(0(4),0(i — k — 1))® = 0. Por
hipétesis de induccién ExtY (©(j), Ug) = 0. Por lo tanto, ExtY(0(j), Ux+1) =0
parai—k < j <i.

Ahora, como Ext%(0(i — k —1),0(i — k — 1)) = 0, tenemos por 3.54 que
Ext (©(i—k—1),U) = 0. De aquf es inmediato que Ext!, (©(i—k—1),U41) = 0.
Finalmente para cada 4 € [1,¢] definimos Y (¢) := U;_1, que son indescompo-
nibles; y Z(i) := Vicy € F({O(j) : j < i}). Veamos que Exth(—,Y)|5@) =
0. En vista de 1.49 (a) y de que Y := ®§=1 Y (i); es suficiente probar que
Ext (©(j),Y (i)) = 0 para cada i,j € [1,t]. Hemos probado arriba esta igual-
dad para j < i. Veamos que también se cumple para i < j. Aplicando el funtor
Homy(O(j), —) a la sucesién exacta &—1 : 0 = O(i) — Y (i) — Z(i) — 0,
obtenemos la sucesion exacta

Ext}y (©(5), ©(i)) — Ext}(0(j), Y (1)) — Ext}4(0(j), Z(4)).

Por hipétesis Ext!(©(5),0(i)) = 0, pues j > i. Por otro lado, por 3.10 (b)
Ext (0(j), Z(i)) = 0, ya que Z(i) € F{O(\) : A < i}) y i < j. Por lo tanto,
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Ext}(©(j),Y (i)) = 0 para cada 4,5 € [1,1].
O

Teorema 3.57. Sean A una K—dlgebra y (©,<) un ss de talla t. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Euxiste un dnico (salvo isomorfismos) eiss (0,Y, <) asociado a (0, <).
(b) F(O) es cerrada por sumandos directos.

(¢) Para 0# M € F(O) existe una sucesion exacta en F(O)
0— M 2% Jo(M) — M’ — 0

tal que ey 2 M — Io(M) es una envolvente ©—inyectiva, max(M') <
max(M) y Ie(M) € add( @ Y (j)).
j<max(M)
Demostracion. (a) Es consecuencia de 3.56 y 3.28.
(b) Usando 3.56 obtenemos un eiss (©,Y,<) de talla t asociado al ss (©, <).
Luego, por 3.49 (b), se tiene que F(O) es cerrada por sumandos directos.
(¢) Es inmediato de (b), 3.35 y 1.37.
t

Observacion 3.58. Como aplicacion de la teoria desarrollada, podemos obtener
una prueba independiente de 2.26 a la dada en [25, Lemma 4.2, Lemma 4.4] y
[2, Theorem 2.6, Lemma 2.5].

Teorema 3.59. Sean A una K—dlgebra y aA = {aA(i)}?, definidos con un

orden lineal < en [1,n]. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) (4A, <) es un ss de talla n.
(b) Existe un tdnico eiss (4A, T, <) asociado a (44, <).

(c) Si (A, <) es una ss—dlgebra, entonces T es un A—mddulo inclinante

generalizado.

Demostracion. (a) Es una consecuencia de 2.10 y 2.9.

(b) Se sigue de (a) y 3.56.

(c) De (b) se tiene el eiss (4 A, T, <) de tallan. Dado que 4 A es una ss—algebra,
AA € F(4A). Luego, por el Lema 3.36, tenemos la sucesién exacta 0 —4 A —
To =Ty — -+ —= T, =0 con T, € add(T') para todo j.
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Por 3.51 add(T") = F(4A)NI(4A). En particular T € F(4A)NI(4A); luego
aplicando 2.20 concluimos que Ext% (T, T) = 0 para todo 1 < i € N. Finalmente,
por 4.14, se tiene que pd(T") < oco.

O

Teorema 3.60. Sea A una K—dlgebra bdsica, (0,Y,<) un eiss de talla t en
mod(A) y B := End(4Y). Sea gT el B—mddulo inclinante caracteristico aso-
ciado a la ss-dlgebra (B, <°P). Entonces, las siguientes condiciones son equiva-

lentes.
(a) AA€TF(O) yt=r1k(aA) (ver 8.53 ).
(b) F(O)NP(O) = add(4A).
(¢) AZEnd(gY) y T aor = BY pos.
(d) (A,<) es una ss-dlgebra y 4A(i) =2 O(i), para cada i € [1,1].
() AA€F(O)y AY es un A—mddulo inclinante generalizado.
(f) F(©) es resolvente.

Demostracion. (a)=(b) De (a) y 3.51 (b), se tiene que add(44) C F(O) N
P(O©) = add(G(BT)). Luego rk(4A) =t =rk(G(BT)); y dado que A es basica,
concluimos que add(4A) = add(G(5T)) = F(O) N P(O).

(b)=(c) Supongamos que F(O)NP(O) = add(4A4). Luego, por 3.51 (b), se tiene
que add(G(gT)) = add(4A). Como G(pT) y 4A son bésicos, aplicando 3.52 te-
nemos que 4 A = G(gT). Entonces, gY 2 Homu(A,Y) = F(4A) 2 FG(pT) =
sT; y por lo tanto, A 2 End(4A4)°? 2 G(T) 2 G(gY) := End(gY).

(¢)=>(d) Por 3.4 y 3.16, se tiene que (BA, pT, <) es un eiss de talla ¢ en
mod(B). Sea A’ := End(gT). Luego, por 3.16 (A’, <) es una ss-dlgebra con
4 P(3) :=Homp(T(%),T) vy aA(7) =2 Homp(pA(i), gT). Supongamos que A =
End(gY) y pTaer = BY gop. Por lo tanto A =2 End(gY) = End(gT) =: A’, esto
es, A = A’. Entonces, se tiene que gY gop = T gor = BT gr0p. De ahi que, O (i) &
G(pA(i)) = Homp(A(i), AYper) =2 Homp(pA(i), pTarer) =: 4 A1) =2 4A(3).
Por lo tanto, (4,<) = (A’,<) es una ss-dlgebra y 4A(i) = O(i) para cada
i€[1,t].

(d)=(e) Supongamos que (A, <) es una ss—élgebra y 4A(i) = O(i) para ca-
da i € [1,t]. En particular, se tiene que 4A € F(0). Veamos que 4Y es un

A—médulo inclinante generalizado.
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En vista de 2.24, sea 4T el médulo inclinante asociado a (A4, <). Por 3.4,

(4A, T, <) es un eiss de talla t. Como 4A(7) = O(¢) para cada i € [1,t], podemos
pensar que 4A = ©. Entonces (pA,T,<) = (0,Y,<); y por lo tanto 4T = 4Y.
(e)=(a) Por (e), sblo nos resta ver que t = rk(4A4). Como 4Y es un A—mdédulo
inclinante generalizado, se sabe que rk(4Y) = rk(4A) pues 4 A es bdsico; y
ademds por 3.14, se tiene que rk(4Y’) =t. De donde ¢ = 1k(4 A)
(d)=(f) De las hipétesis se sigue que F(O) = F(4A). Como (A, <) es una
ss-dlgebra, se tiene que F(4A) es resolvente. De donde, F(O) también lo es.
(f)= (b) Como F(O) es resolvente, se tiene que add(A4) = F(O) N P(O).

Ahora, sean M € F(O©)NP(O) y eps : Po(M) — M la cubierta proyectiva de

M. Como F(O) es resolvente, tenemos que
€:0— Ker(epy) = Po(M) X% M — 0
es una sucesion exacta en F(0). Ahora, como M € P(0O), se sigue que la sucesién
¢ se escinde; y con ello M es proyectivo. Por lo tanto, F(0) N P(O) C add(A).
(]

Corolario 3.61. Sea (A, <) una ss—dlgebra bdsica, AT el mddulo inclinante
caracteristico asociado a (A, <). Si C :=End(4T) y ¢T’ es el mddulo inclinan-
te caracteristico asociado a la ss—dlgebra (C,<°P), entonces A = End(cT") y

CT/AOP = CTAUP .

Demostracion. El resultado es inmediato de 3.60 (¢) y (d), tomando
(®aza S) = (AA7£7 S)
t

Definicién 3.62. Sea A una K—dlgebra, < un orden lineal en [1,t] y (0,<) un
ss de talla t en mod(A). Diremos que (©,<) es un ss estdndar si 4A € F(O).
Dualmente, diremos que (0,<) es ss co-estdndar si D(A4) € F(O).

Ejemplo 3.63. Consideremos A = KQ/I, con K algebraicamente cerrado,
donde

0=3%129274

e I es el ideal admisible en KQ generado por 3.
Tomando ©(1) := S(1) = 4A(1) = P(1), ©(2) := 4A(2), O(3) := 4A(3) =
P(3), ©(4) := aA4) = P(4) = 1(2) y ©(5) := S(4); obtenemos el ss (0, <)
(< es el orden natural) de talla 5 ; y que resulta ser estdndar. Por otro lado,

tenemos que (A, <) es una ss-dlgebra y (4, <) es un ss de talla 4.
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3.6. Dualidad y sistemas estratificantes.

En lo que sigue, usaremos la dualidad usual D4 := Homg (—, K) : mod(4) —
mod(A°P). Algunas propiedades de la dualidad, que usaremos a continuacion,

se pueden ver en el apéndice 5.9.

Proposicién 3.64. Sean A una K—dlgebra y (©, <) un ss de tallat en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) (Da(©),<°P) es un ss de talla t en mod(A%).
(b) Da(F(0)) = F(Da(©)).
(c) Da(P(0)) =1(Da(©)) y Da(1(0)) = P(Da(O)).

Demostracion. (a) El resultado se sigue de aplicar 5.89 a las hip6tesis y del
hecho de que 7 < j si y sélo si j < i.
(b) Por 3.15, se tiene que D4(F(0)) C F(DA(O)). Aplicando de nuevo el ar-
gumento anterior, se tiene que D 4op (F(DA(O))) C F(DaorDA(O)); v ademds
F(Daor DA(O)) = F(O) pues Dsor D4(O(i)) = O(i) para cada i. Por lo tan-
to F(D4(O)) = DaDaor(F(D4(O))) € Da(F(O)). De donde se concluye que
F(Da(®)) = Da(3(0)).
(¢) Veamos que D4(P(©)) = I(D4(0)), la otra igualdad de (c) se prueba analo-
gamente. Por 5.89, se tiene que Exthop(f,DA(M),f)|DA(5v(@)) = 0. Luego,
por (b), concluimos que D4(P(0)) = I(D4(O)).

O

Como consecuencia de la proposicién anterior y de las propiedades de la

dualidad (ver 5.89 ) tenemos lo siguiente.

Proposicién 3.65. Sea A una K—dlgebra, (0,Q,<) un epss de talla t en
mod(A) y 64 := Dger Dy : mod(A) — mod(A) la autoequivalencia usual de

categorias. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) (Da(©),Da(Q),<P) es un eiss de talla t en mod(A°P).

(b) (04(©),04(Q),<) es un epss de talla t en mod(A), el cual es isomorfo a
(0,Q,<).

(c) () = F(04(0)) y P(©) = P(64(O)).
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Demostracion. (a) Dado que
Hom 40 (Da(©(5)), Da(O(i))) = Homa(O(i), ©(j)) = 0
para i > j, obtenemos la condicién 3.3 (a). Usando ahora que
Extl,,(Da(M),Da(N)) = ExtL (N, M),
para cada N, M € mod(A), se obtiene 3.3 (c).

Ahora, veamos que la familia D 4(Q)={Da(Q(7))};—, satisface 3.3 (b). Sea
ielLt]y€: 0— K@) = Q@) = O3) — 0con K(i) € F{O@) : § > i})
(ver 3.5 (b)). Dado que D4 : mod(A) — mod(A°P) es una equivalencia exacta
y K@) € F{O(j) : j > i}); aplicando sucesivamente dicho funtor en cada
sucesién exacta (determinada por la ©—filtracién de K (i)), se concluye que
DA(K(1)) € F{DAB()) : j < i}), y ademds que Da(€) : 0 — DA(O(i)) —
DA(Q(i)) = Da(K(i)) — 0 es exacta en F(D4(0)).

(b) Como D gop : mod(A°?) — mod(A) es una dualidad exacta, con cuasi-inverso
D4 :mod(A) — mod(A°); y que (DA(O), Da(Q), <°P) es un eiss en mod(AP),

se tiene andlogamente (como se hizo en (a)) que (94(0),04(Q),<) es un epss
en mod(A). Ahora bien, dado que existe un isomorfismo natural j : 1,,6q(4) —
04, se tiene que f := {f1(i), f2(i)}'oy : (©,Q,<) — (04(0),04(Q), <) es un
isomorfismo de eiss, donde f1(i) := jo() t f2(i) := jg(), para cada i € [1,1].
(c) Es inmediato del hecho que d4(X) = X para cada X € mod(A).

O

Proposicién 3.66. Sea A una K—dlgebra, (0,Y,<) un eiss de talla t en
mod(A) y d4 := Dgor 0 Dy : mod(A) — mod(A) la autoequivalencia usual

de categorias. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) (Da(©),Da(Y), <) es un epss de talla t en mod(A°P).

(b) (64(©),04(Y), <) es un eiss de talla t en mod(A), el cual es isomorfo a
(0,Y,<).

(c) () =F(04(0)) y I(©) =I(54(0))

Demostracion. Es similar a 3.65.
O

Corolario 3.67. Sean A una K—dlgebra y (0,<) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Eziste un tnico (salvo isomorfismos) epss (©,Q, <) asociado a (O, <).
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(b) Para cada 0 # M € F(O) existe una sucesion exacta 0 — M' —
Po(M) ™5 M — 0 en F(O) tal que mar : Po(M) — M es la cubierta
©—proyectiva, min(M) < min(M’) y Po(M) € add(B ;> min(ar) @U))-

Demostracion. Se sigue de 3.64, 3.66 y 3.57.
O

Corolario 3.68. Sean A una K—dlgebra y (0, <) un ss de talla t en mod(A).
Consideremos el eiss (0,Y, <) asociado a (0,<) (ver 8.56) y el epss (0,Q, <)

asociado a (0, <) (ver 8.67). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Po(©®(1)) 2 Qi) y Ie(©(i)) 2 Y (4) para cada i € [1,t].

(b) (DA(@)7 DA(Z)a Sop) Y (DA(@)7 DA(Q)v Sop) son el epss Yy eiss aSOCiadOS7
respectivamente, al ss (D4(©),<°?) en mod(A°P).

Demostracion. (a) Por 3.16, el monomorfismo «a; : O(i) — Y (i) es una J(©)-
aproximacién minimal a izquierda de ©(i); y ademds, como Coker(«;) = Z(i) €
F(©), se tiene que «; : O(i) = Y (i) es una envolvente O-inyectiva de ©(i). De
donde concluimos que Jg(0(4)) = Y (i) para cada i € [1,t].

Andlogamente se prueba que §; : Q(i) — ©O(i), de 3.5(b), es una cubierta
O-proyectiva de O(i).
(b) Es inmediato de 3.65 (a) y 3.66 (a).

0

Corolario 3.69. Sea A una K—dlgebra, (0,Q,<) un epss de talla t y
f+ M — N un epimorfismo en F(0O). Entonces Ker(f) € F(O) si y sdlo si
Exth (Q(N), Ker(f)) = 0, para cada X € [1,t].

Demostracién. Como (0,Q, <) es un epss de talla ¢ en mod(A), aplicando
la dualidad usual tenemos que (D4(0),Da(Q),<?) es un eiss de talla ¢ en
mod(A°) y que DA(f) : Da(N) — D4 (M) es un monomorfismo en F(D4(0)).
Luego, por 3.47 y 5.89 tenemos que D 4(Ker(f)) = Coker(Da(f) € F(Da(0))
si y sélo si Extly(Q\), Ker(f)) = Extl,,(Coker(D4(f)), Da(Q(N))) = 0. El
resultado se tiene de lo anterior.

0
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Capitulo 4

Sistemas estratificantes y

homologia.

En este capitulo veremos que dado un eiss (0,Y, <) de talla ¢ en mod(A),
la categoria F(0O) resulta ser funtorialmente finita; asi como de obtener algunas
condiciones para que el médulo Y sea inclinante y ¢ < n; donde n es el nimero
de simples salvo isomorfismos en mod(A).

Ademads veremos algunas de las aplicaciones de los sistemas estratificantes;
por ejemplo, para obtener informacién sobre las dimensiones globales y finitistas

de una K —algebra A.

4.1. F(O) es funtorialmente finita.

En [20], C. M. Ringel probé que si © := {O(i)}{_, es una familia de objetos
en mod(A) y < es un orden lineal en [1,¢], que satisfacen la condicién 3.1
(b), entonces la categoria F(0O) es funtorialmente finita. En particular, para un
(©,<) ss de talla t en mod(A), se tiene que F(O) es funtorialmente finita.

En esta seccién, veremos éste y otros resultados relacionados que se encuen-
tran en [20].

Lema 4.1. Sean A una K—dlgebra y X una clase de objetos en mod(A). Si
£: 05Y - X 5 M — 0 en una sucesion ezacta en mod(A) con X € X y

Y € I(X), entonces v es una X—aproximacion a derecha de M.

/

Demostracion. Sea 7' : X' — M un morfismo en X. Haciendo pull-back,

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en mod(A)
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&' 0 Y E X’ 0
.
€:0 Y X—sMm 0.

Como Y € J(X), tenemos que £’ se escinde, lo cual es equivalente a que v se
factorice a través de v (ver 5.50).
O

Lema 4.2. Sean A una K—dlgebra y X una clase de objetos en mod(A) ce-
rrada por extensiones. Si para cada N € mod(A) eziste una sucesion ezacta
0>N—=>Y—=>X—>0cn XecXyYeIX), entonces X es contravarian-

temente finita en mod(A).

Demostracion. Sean M € mod(A) y M’ := Trx(M). Dado que M’ es finita-
mente generado, existen morfismos p; : X; — M con X; € X y 1 < ¢ < s tales
que M’ esté generado por las imdgenes de estos morfismos. Asi, obtenemos los
morfismos j;p; : X; — M’, donde j; : Im(p;) — M’ es la inclusién corres-
pondiente. Ahora, como X es cerrada por sumas directa finitas, tenemos que
X = @‘;1 X; € X. Luego, por la propiedad universal de la suma directa, exis-
te un morfismo p : X — M’, tal que Plx, = jipi para cada i. Observemos que
p es un epimorfismo pues M’ = Y7 Im(p;). Por lo tanto se tiene la sucesién
exacta p: 0 — Ker(p) - X & M — 0.
Por otro lado, de las hipdtesis, se tiene la sucesién exacta
v: 0= Ker(p) > Yy — W =0,
con W e X'y Yy € J(X). Haciendo push-out, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo y exacto en mod(A)

0 0
p: 0 ——Ker(p) Yo w 0
0 X Z W 0
p 2l
MI M/
0 0.
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Dado que Yy € J(X) y Z € X (pues X es cerrada por extensiones); se sigue de
4.1 (a), que v : Z — M’ es una X—aproximacién a derecha de M’.

Finalmente, tomando la inclusién ¢ : M’ — M, veamos que ¢ty : Z — M es
una X—aproximacién a derecha de M. En efecto, sean C € X y g : C' — M.
Entonces Im(g) € M’ pues M’ = Try(M). Por lo tanto, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

Y

M ——=M

P

Z

donde j, ¢, k son las correspondientes inclusiones, g = kg’ y k = ¢j. Conside-
remos el morfismo jg' : C' — Z. Como v es una X—aproximacién a derecha de
M'; existe un morfismo 8 : C — Z tal que jg' = 7. Por lo tanto, (¢y)8 =
Wig') = ()9 =kg' = g.

O

Lema 4.3. Sea A una K—dlgebra, 1 <k <t y ©:={0(i)}_, una familia
de objetos en mod(A) tales que Extl(©(j), ©(i)) = 0 para cada j > i.
Si N € mod(A4) y Ext4(0(j),N) = 0 para cada j > k, entonces emiste
una sucesion exacta 0 — N — N' — @Q — 0 tal que Q € add(©(k)) y
Ext4 (©(j), N') =0 para cada j > k.

Demostracidon. Siguiendo la prueba de 3.54 (ver la seccién 3.5), se construye
la extensién universal p: 0 - N = N’ — @ — 0 con @ € add(©(k)). Observe
que en este caso p podria partirse. Aplicando el funtor Hom4(O(j),—) a la
sucesion o, obtenemos la siguiente sucesion exacta

¢ : Homa(6(4), Q) = Ext}(6(j), N) 2 Ext}y(0(j), N') =0,
pues Ext! (0(j),Q) = 0; y con el morfismo de conexién § suprayectivo (por
3.54).

Ahora sea j > k. Veamos que Ext! (©(k), N') = 0. Si j = k, se tiene en la
sucesién exacta & que Ker(y) = ExtY(O(k), N), pues § es suprayectivo; y por
lo tanto Ext! (©(k), N’) = Im(y) = 0. Si j > k, el resultado es inmedianto ya
que por hipétesis Exth (0(5), N) = 0 y ademés dado que @ € add(k) y k < j se
tiene que Ext} (0(j),Q) = 0 en &.

O

Lema 4.4. Sean A una K—dlgebra, y © := {O(i)}._, una familia de objetos
en mod(A) tales que Ext!(0(j),0(i)) = 0 para cada j > i. Si N € mod(A),
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e 1,t] y Ext4(©(j),N) = 0 para cada j > ¢, entonces existe una sucesion
exacta 0 > N =Y — X = 0 tal que X € F({O(k) : k < (}) y Y € J(O).

Demostracion. Supongamos primero que ¢ = 1. Por 4.3 se tiene la suce-
sién exacta 0 — N % Ny — X; - 0con X; € add(©(1)) = F{O(1)}) v
Ext! (©(j), N1) = 0 para cada j > 1 por lo tanto Ny € J(©).

Supongamos ahora que ¢ # 1. Entonces, existe ¢ € [0,t — 1] tal que £ = ¢ — 1.
Por 4.3, existe una sucesién exacta 0 — N BN, = X, = 0con X, € add(©())
y ExtL (©(j), N¢) = 0 para cada j > ¢; esto es, para j > £ — 1.

Ahora, N, satisface las hipétesis de 4.3, asi que existe una sucesién exacta
0— Ny — Ny—1 — Xp—1 — 0con X;_1 € add(©O(¢ — 1)) y Exty(0(j), Ne—1) =
0 para cada j > ¢ — 2.

Haciendo lo mismo para cada r € [0,£ — 1], obtenemos la sucesién exacta

0— Nz,rJrl fe—;T Noy_p—>Xe_p—0
con Nyyq1:= N y Y := Ny; tal que X, € add(©(¢—7)), Ext (O(j), Ne—r) =0
paraj>{—r—1y

Sea f = fifo- - fe—1fe : N — Y. Este morfismo es una composicién de
monomorfismos y por lo tanto un monomorfismo. Asi que tenemos la sucesién
exacta & : 0 = N Ly Coker(f) — 0 en mod(A).

Veamos que £ es la sucesién exacta buscada. Dado que ExtY (©(j), N1) =0
para cada j > 1, se tiene que Y := N; € J(©). Asi que sélo nos resta ver que
Coker(f) € F{O(k) : k < £}).

fo— fo_
£:0 N—T N N, N Ly

L

fe(N) —— fo1(N¢) —— fr—2(Ne—1) ——--- f1(N2)

1R

Para cada r € [0,£ — 1], se tiene que N = fo_fo—p_1-- fo(N) C No—p y
No_pi1 = fo—r(Np—ry1) € Ny—,.. De manera que si identificamos a cada Ny_,.11

Entonces 0 C Ny/N C Ny_1/N C ---N1/N = Y/N es una {O(k) : k <
£}—filtracién de Y/N, pues (Ny—/N)/(No—r41/N) = Nyp_p/Ny—py1 = Xy, €
add(©(£—r)) para cada r € [0, £—1]. Por lo tanto, Coker(f) = Y/N € F({O(k) :
kE<{t}).

con fy—r(Ng—ry1); podemos suponer que Ny C Ny_,._1.

d

Corolario 4.5. Sea A una K—dlgebra, © := {O(i)},_, una familia de objetos
en mod(A) tales que Ext!(0(j),0(i)) = 0 para cada j > i. Entonces, para
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cada N € mod(A) eriste una sucesion exacta 0 - N — Y — X — 0 tal que
X eFO)yY €73(0).

Demostracion. Es inmediato de 4.4, tomando ¢ := ¢, ya que la condicién en
4.4 para j >t es vacia.
O

Corolario 4.6. Sean A una K—dlgebra, © := {O©(i)}._, una familia de objetos
en mod(A) tales que Ext(©(5),0(i)) = 0 para cada j > i. Entonces, para cada
N € mod(A), existe una sucesion exacta 0 - X — Z — N — 0 en mod(A), tal
que X € F(O) y Z € P(O).

Demostracion. Sesigue de 4.5 por dualidad.

Proposicién 4.7. Sea A una K—dlgebra, © := {©(i)}._; una familia de ob-
jetos en mod(A) tal que Ext! (©(5),0(i)) = 0 para cada j > i. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.
(a) J(©) es covariantemente finita en mod(A).
(a) P(©) es contravariantemente finita en mod(A).

Demostracion. (a) Sea N € mod(A). Por 4.5, existe una sucesién exacta

0 NAY 5 X o,
tal que X € F(0) y Y € J(©). Ahora, como Ext! (X,Y’) = 0 para cada Y’ €
J(©), usando la versién dual de 4.1 concluimos que f es una J(©)—aproximacién
a izquierda de N.
(b) Es similar a la prueba de (a), por dualidad.
U

Teorema 4.8. Sean A una K—dlgebra y ©:={0(i) : i€[1,t]} una familia de
objetos en mod(A) tal que Exth (©(j),0(i)) = 0 para j > i. Entonces F(O) es

funtorialmente finita en mod(A).

Demostracion. Por 4.5 y 4.2, se tiene que F(0O) es contravariantemente finita.
Usando 4.6 y dualizando 4.2, se tiene que F(O) es covariantemente finita.
O

Como consecuencia de 4.5 y 4.6, se tiene lo siguiente.
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Proposicién 4.9. Sean A una K—dlgebra y (©, <) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, para cada M € mod(A), existen sucesiones exactas en mod(A)

0O—-M-—->Yy—=>Zy—=>0y0—=>Ky —>Qy—M—0,

tales que Yar € 3(©),Qr € P(O) y Zyr, Ky € F(O).

La siguiente proposicion es el conocido Lema de Wakamatsu.

Proposicién 4.10. Sean A una K —dlgebra y X una clase de objetos en mod(A)

cerrada por extensiones. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si f: X — C es una X—aprozimacion minimal o derecha de C, entonces

Ker(f) € I(X).

(b) Sig:C — X es una X—aprozimacion minimal a izquierda de C, entonces
Coker(g) € P(X).

Demostracién. Probaremos solamente el inciso (a), ya que la prueba de (b)
es andaloga.

En vista de 1.40, podemos suponer que f es suprayectiva y considerar la
sucesién exacta £:0 =Y 5 X Lo 50comy = Ker(f).

Sea M € X. Aplicando el funtor Hom 4 (M, —) a la sucesién &, obtenemos la
sucesién exacta

Homu (M, X) &3 Homu (M, C) 5 Exty (M,Y) 2 Extly (M, X),

donde f, := Homu (M, f) y v := ExtY (M,i). Veamos que § = 0 = +, pues ello
implicard que Ext!(M,Y") = 0; probdndose que Y € J(X).

Como f es una X—aproximacién a derecha de C| se sigue que f, es supra-
yectivo. Luego, Ker(d) = Im(f,) = Homa (M, C), y por lo tanto § = 0.

Finalmente, veamos que v = 0. Sea v : 0 — Y L Z 5 M - 0una

sucesié exacta en en mod(A). Haciendo el push-out del diagrama X Ly Lz )

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A).
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4.2. APLICACIONES DE SISTEMAS ESTRATIFICANTES A LA DIMENSION
FINITISTA.

0 0
v:0 y -~z M 0
B
n:0 X E M 0
f h
O:C
0 0

Del hecho de que X es cerrada por extensiones y X, M € X, tenemos que E € X.
Luego, dado que f es una X—aproximacién a derecha de C| existe A : B — X
tal que fA = h. De donde, f = fAB. Ahora, como f es minimal a derecha, [ se
escinde; y en particular, n se parte. De donde concluimos que v = 0.

O

4.2. Aplicaciones de sistemas estratificantes a la

dimension finitista.

Definicién 4.11. Sean A una K—dlgebra y C una clase de objetos en mod(A).
La dimesion proyectiva de C es pd(C) := sup{pd(C) : C € €}, donde pd(C)
es la dimension proyectiva del A-mddulo C. Andlogamente, la dimesion in-
yectiva de C es id(C) := sup{id(C) : C € C}, donde id(C) es la dimensidn
inyectiva del A-mdédulo C.

La dimensién global del algebra A es gldim(A) := pd(mod(A)). Es bien
conocido que gldim(A) coincide con id(mod(A)).

En lo que sigue, dado un ss (0, <) de talla ¢t en mod(A), consideraremos al

epss (0,Q,<) y al eiss (0,Y, <) asociadas a (0, <).

Lema 4.12. Sean A una K—dlgebra, (©,<) un ss de talla t en mod(A) y

M € F(©). Entonces se satisfacen las siguientes condiciones.
(a) pd(M) <pd(Y) <pd(Q)+t—1.
(b) id(M) <id(Q) <id(Y) +1t¢ — 1.

(¢) pd(©) = pd(F(O)).
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Demostracion. Por simplicidad, supondremos que < es el orden natural en
[1,¢].

(a) Si M € add(Q), entonces M es sumando directo de @ y por lo tanto
pd(M) < pd(Q) < pd(Q) +t—1.

Por otro lado si t = 1, entonces Q = ©(1); y por lo tanto, para cada 0 # M €
F(O) se tiene que M € add(Q). El resultado se sigue de ah{ inmediatamente.

Supongamos entonces que M ¢ add(Q) y t > 1. Por 3.38, tenemos la sucesién
exacta 0=2Qs— - —>0Q1—>Qy— M—0,
con s € [1,t— 1]y Q; € add(Q), para cada i € [0, s].

Ahora, para cada i € [0,s — 1] tenemos una sucesién exacta 0 — M;; —
Q; & M; — 0 en F(0), donde My := M y M; = Qs. De ahi que, pd(M;) <
sup{pd(Q;), pd(Mi+1) + 1}. Luego, pd(M) < sup{pd(Q)pd (M) + 1} < --- <
sup{pd(Q), pd(Qs) + 5} < pd(Q) + 5 < pd(Q) + (£ — 1). Veamos ahora que
pd(M) < pd(Y). En efecto, si M = 0, es claro. Supongamos que M # 0.
Haremos la prueba por induccién sobre max(M).

Si max(M) = 1, entonces M = O(1)™, donde m := [M : ©(1)]; pues
Exth (©(1),0(1)) = 0. Ahora, supongamos que max(M) > 1. Por 3.35, te-
nemos la sucesién exacta 0 - M — Yy - N — 0 en F(0),Y; € add(Y) y
max(N) < max(M). En particular, por hip6tesis de induccién, pd(N) < pd(Y).
Luego, pd(M) < sup{pd(Yp), pd(N) — 1} < pd(Y).

(b) Por dualidad, (D(0),D(Y),<°) es un epss de talla ¢t en mod(A°?) y
D(M) € F(D(©)). Por (a) y haciendo uso de la dualidad; concluimos que
id(M) = pd(D(M)) < pd(D(Y)) + (t —1) = id(Y) + (¢t — 1). Por otro lado
(M) = pd(D(M)) < pd(D(Q)) = id(Q).

(¢) En vista de que © C F(O), es suficiente probar que pd(M) < pd(©) para
cada M € F(0©).

Sea M € F(0). Si M = 0, no hay nada que probar. Supongamos que M # 0.
Procederemos por induccién sobre g (M).

Si lo(M) = 1, entonces M = O(i) para algin i € [1,t], y por lo tanto
pd(M) = pd(O(i)) < pd(O).

Supongamos ahora que ¢g(M) > 1. Luego, por 3.34 existe una sucesién
exacta 0 = N — M — O(ip)™0 — 0 en F(O), con lo(N) < Lo(M). En
particular, por hipétesis de induccién, pd(N) < pd(©). Consecuentemente,
pd(M) < sup{pd(N), pd(8(1))} < pd(©).

O

Teorema 4.13. Sea A una K-dlgebra y (0,<) un ss de talla t en mod(A).

78



4.2. APLICACIONES DE SISTEMAS ESTRATIFICANTES A LA DIMENSION
FINITISTA.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) pd(Y) = pdF(©) = pd(©) < pd(Q) +t— 1.
(b) 1d(Q) =1idF(©) =1d(©) <id(Y) +t — 1.
(c) F(©) CP<>®(A) siy sdlo si pd(Y) < 0o si y sdlo si pd(Q) < 0.
(d) F(®) CI<>®(A) siy sdlo siid(Y) < 0o si y sdlo si id(Q) < oo.

Demostracion. Se sigue de 4.12.
O

Corolario 4.14. Sea (A, <) una ss—algebra y AT el mddulo inclinante carac-

teristico asociado a (A, <). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) pd(aT) = pd(F(aQ)) <n—1,
(b) id(44) = id(F(4A)) < id(aT) +n— 1,

Demostracion. Se sigue de 3.4, 3.6 y 4.13.
d

Definicién 4.15. Sea A una K—dlgebra y C una clase de objetos en mod(A).
Se define P<>°(€):={C € €: pd(C) < 0o} y I==(C) :={C € € :1d(C) < oo}.
La dimension proyectiva finitista de C es pfd(C) := pd(P<>°(C)). Andlo-

gamente, la dimension inyectiva finitista de C es ifd(C) := id(I<>°(C)).
Por simplicidad, pfd(A) denotard a pfd(mod(A4)), y ifd(A) a ifd(mod(A)).

As{ mismo, P<>®(A) := P<*(mod(A4)) y I<>°(A4) := J<*°(mod(A))

Lema 4.16. Sean A una K—dlgebra y (©,<) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sipd(Y) < oo, entonces ptd(A) = pfd(J(©)), donde (©,Y,<) es el eiss
asociado a (0, <).

(b) Siid(Q) < oo, entonces ifd(A) = ifd(P(0)), donde (0,Q,<) es el epss
asociado a (0, <).

Demostracion. (a) Supongamos que pd(Y) < co. Sea X € mod(A) tal que

pd(X) < co. Por 4.9, tenemos la sucesién exacta

0=-X—>Yx > Mx —0,
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con Yx € J(©) y Mx € F(©). Como Mx € F(O), se sigue que pd(Mx) <
pd(F(©)) = pd(Y) < oo. Asf que pd(Yx) < sup{pd(X),pd(Mx)} < co. Por lo
tanto, pd(Yx) < pfd(J(©)). Por lo tanto, pd(X) < sup{pd(Yx),pd(Mx) — 1}.
Ahora, como My € F(0©) y pd(Mx) < pd(Y) < oo; se sigue que pd(Mx) <
pfd(J(©)) y por lo tanto pd(X) < pfd(J(0)). De donde, pfd(A4) < pfd(J(©)) <
pfd(A).
(b) Es dual de (a).
|

Teorema 4.17. Sean A una K—dlgebra y (©,<) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Sipd(Y) < oo entonces pfd(A) = pfd(J(0)) < sup{pfd(P(©)),pd(Y)+1}.
(b) Siid(Q) < oo entonces ifd(A) = ifd(P(O)) < sup{ifd(J(©)),id(Q) + 1}.

Demostracion. (a) En vista de 4.16, sélo nos resta probar que pfd(4) <
sup{pfd(P(©)),pd(Y) + 1}. Para ello, tomemos M € mod(A) con pd(M) < .

Por 4.9, se tiene una sucesion exacta 0 — Xy — Yy — M — 0, con
Yu € P(O) y Xy € F(O). Luego, en vista de que pd(Y) < oo y 4.13 (a),
tenemos que pd(Xjs) < oo; y consecuentemente, pd(Ys) < co.

Luego, pd(M) < sup{pd(Yas), pd(Xn) + 1} < sup{pfd(P(0)),pd(Y) + 1},
dado que por 4.12 (a), pd(Xys) < pd(Y).

(b) Es dual de (a).

U

Corolario 4.18. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A) indescomponible tal
que Extl, (M, M) = 0. Entonces:

(a) pfd(A) < sup{pfd(P(©)), pd(M) + 1} si pd(M) < oo;
(b) ifd(A) < sup{ifd(3(O)),id(M) + 1} si id(M) < oo.

Demostracion. (a) Sea © := {M}. Se puede probar que esto nos dd un ss de
talla 1 en mod(A) y Y = {M} = Q. Por lo tanto, F(©) = add(M). Luego, el
resultado es inmediato de 4.17.

(b) Es dual de (a).
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4.3. Homologia relativa.

Definicién 4.19. Sea A una K—dlgebra y X € mod(A). Asociadas a X, se

tienen las siguientes subcategorias de mod(A).

(a) X+ :={M €mod(A) : Ext,(X,M)=0Vi>0}

(b) 1X :={N € mod(A) : Ext{,(N,X) =0Vi> 0}

(c) fact(X) :={M € mod(A4): Im € N y un epimorfismo : X™ — M}.
Definicién 4.20. Sean A una K—dlgebra y € una clase de objetos en mod(A).

(a) Sea M € mod(A). Decimos que M admite una C—resolucion, si existe
una sucesion ezxacta
e X X1 ==Xy 2 Xo—> M —0,
con X; € C, para cada i. Si existe una C—resolucion de M de la forma
0—-Xp—->Xp1—>—2X1=2>Xo—>M—=0,

diremos que M tiene una C—resolucion finita de longitud m.

(b) Sea M € mod(A). Decimos que M admite una C—co-resolucidon si
eriste una sucesion exacta
0O-M-—->Xg—=> X1 = Xy = X4 1>+
con X; € @, para cada i. St existe un m € N tal que X = 0 para cada
k > m+1, diremos que M admite una C—co-resolucion finita de

longitud m.

Definicién 4.21. Sean A una K—dlgebra y € una clase de objetos en mod(A).

Definimos las siguientes subcategorias de mod(A).
(a) €" :={M € mod(A) : Madmite una C — resolucién finita}.
(b) € = {M € mod(A) : Madmite una € — co-resolucion finita}.

Ejemplo 4.22. Si (A,<) es una ss—dlgebra con n simples (salvo isomor-
fismos) y AT es el inclinante caracteristico asociado a (A, <), tenemos que
AA € add(T)” . Ademds, P<°°(add(T)) = add(T).

Definicién 4.23. Sea A una K—dlgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Se define lo siguiente.
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(a) La correspondencia pde : mod(4A) — N U {oo} dada por: pde(M)
min{m € N : Ext/,(M, —)|e = 0¥j > m > 0}. Esta es llamada la di-
mensién proyectiva relativa de M con respecto a C (o bien, la
C—dimension proyectiva de M ). En particular, si C = mod(A), se tiene
que pde(M) = pd (M),

(b) La correspondencia ide : mod(A) — N U {oco} dada por: ide(M) :=
min{m € N : Ext’,(—,M)|le = 0¥j > m > 0}. Esta es llamada la
dimensidén inyectiva relativa de M con respecto a C (o bien, la
C—dimension inyectiva de M ). En particular, si € = mod(A), se tiene
que ide (M) = id(M).

Definicién 4.24. Sean A una K—dlgebra, C una clase de objetos en mod(A)
y M € mod(A). Se define lo siguiente.

(a) La dimension de C—resolucion de M, denotada por resdime(M),
se define como sigue. Si M ¢ C", resdime(M) = oo; y si M € G,

resdime (M) := min{r € N : Mtiene una C—resolucion de longitud r}.

(b) La dimensidén de C—co-resolucion de M, denotada por coresdime (M),
se define como sigue. Si M ¢ GV, coresdime(M):=00; y si M € GV,

coresdime (M ):=min{reN : M tiene una C—co-resolucion de longitud r}.

Proposicién 4.25. Sea A una K—dlgebra, < un orden lineal en [1,t], (©,<)

un ss de tallat y M € F(O). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) M € (add(Y))" y coresdimuqqqy)(M) <t —1, donde (0,Y,<) es el eiss
asociado a (9, <).

(b) M € (add(@Q))" y resdimugq(gy(M) <t — 1, donde (©,Q,<) es el epss
asociado a (0, <).

Demostracion. Es consecuencia de 3.36 y 3.38.
O

Observacién 4.26. Sea (0, <) un ss de tallat en mod(A). De 4.25 concluimos
que F(0©) C add(Y)Y y F(O) C add(Q)".

Proposicién 4.27. Sean A una K—dlgebra, y (©,<) es un ss de talla t en
mod(A). Entonces,

idaqa(vy(F(0)) = idaaa(y)(Q) = Pdada(@)(Y) = pPdaaa) (F(O)).
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Demostracién. Supondremos que d := pd,qq(g)(Y') finita, pues en otro caso,
el resultado es claro.

Veamos primero que pdaqq(q)(Y) = pdadda(q)(F(0)).

Dado que Y € JF(0), se tiene que pdaqq(g)(Y) < pdada(@)(F(O)); asi que
s6lo nos resta probar que pdaqq@)(Y) > PdadaQ)(F(O)). Sea M € F(O).
Probaremos por induccién sobre max(M), que pdaqq@)(M) < pdagdag)(Y)-
Si max(M) = 1, entonces M € add(Y) y consecuentemente pdaqa(g)(M) <
pPdada(g)(Y). Supongamos ahora que max(M) > 1. Por 3.35, existe una sucesién
exacta

E:0—=-M—=Yy — M —0,
tal que max(M') < max(M) y Yas € add(Y'). Aplicdndole el funtor Hom 4 (—, Q)
obtenemos
Ext’, (Yar, Q) — Ext’, (M, Q) — Ext’*" (M, Q).

Como pdaqa(g)(Y) = d y por hipétesis de induccién pdaqqiq)(M) < d; se
sigue que para cada j > d, Extf;(YM,Q) =0 = Extf;‘(MﬂQ). De donde,
Pdadae) (M) < d.
Por lo tanto, pdaqdq(@)(F(0)) < pdadaco)(Y)-
De manera similar, se prueba que id,qq(y)(Q) = idaqayv)(F(O)).
Por otro lado, en vista de 4.46, se tiene que pdaqq()(Y) = idada(y)(Q)-
O

Definicién 4.28. Sean A una K —dlgebra y C una clase de objetos en mod(A).

Para cada clase X de objetos en mod(A), definimos lo siguiente.

(a) La C—dimensidén proyectiva de X como pde(X) :=sup{pde(X): X €
X}; y la C—dimension inyectiva de X como ide(X) := sup{ide(X) :
X e X}

(b) La C—dimension de resolucion de X se define como resdime(X) =
sup{resdime(X) : X € X}. Dualmente, se define la C—dimensidn de
co-resolucion de X, coresdime(X) := sup{coresdime(X) : X € X}.

Definicién 4.29. Sean A una K—dlgebra y T € mod(A).

(a) Si T es inclinante, definimos ar(X) := resdimuqq(r)(X), para cada X €
mod(A); y ar := resdimqq(r) (P<(T)).

(b) SiT es co-inclinante, definimos Br(X) := coresdimuqq(r)(X), para cada
X € mod(A); y Br = coresdimuqq(r) (I (*+7)).
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Lema 4.30. Sean A una K—dlgebra y T € mod(A). Entonces, las siguientes

condiciones se satisfacen.

(a) T es inclinante si y sélo si T+ es covariantemente finita. Mds aiin, T+ =
{C € mod(A) : existe una sucesion exacta --- — Tpy1 Iy T, = —
To — C — 0, con T; € add(T) Vi}.

(b) add(T) es funtorialmente finita en mod(A).

(¢) La correspondencia T — T induce una biyeccion entre iso-clases de in-
clinantes bdsicos y subcategorias X en mod(A) que son covariantemente

finitas, co-resolventes y satisfaciendo que X" = mod(A).

Demostracién. Ver [7] y las versiones duales de [22, Teorema 3.28 y Teorema
3.39].
O

Lema 4.31. Sean A una K—dlgebra y T € mod(A). Entonces T+ es co-

resolvente

Demostraciéon. Primero veamos que T es cerrada por extensiones. Sea & :
0 - L — M — N — 0 una sucesién exacta en mod(A), con L,N € T+.

Aplicédndole a & el funtor Hom 4 (7T, —) obtenemos la sucesién exacta

Exty (T, L) — Exty (T, M) — Ext% (T, N).
Como Ext% (T, N) = 0 = Ext?, (T, L) para cada i; se sigue que Ext’, (T, M) = 0

para cada i > 0. Consecuentemente, M € T,
Ahora probemos que T es cerrada por conticleos de monomorfismos. Sea
E:0—->M Jy N = W = 0 una sucesién exacta en mod(A), con M,N € T+.

Aplicando el funtor Homy4 (7', —) a la sucesion &, obtenemos
ExtYy (T, N) — Exty (T, W) — Ext’" (T, M).

En vista de que Exty (T, N) = 0 = Ext’,"" (T, M), se sigue que Ext’y (T, W) =0
para cada i. Por lo tanto W € T,
Finalmente, dado que Ext%(—,I) = 0 para cada I € J(A) e i > 0, en
particular, ExtY (T, ) = 0. De donde J(A) C T-.
g

Lema 4.32. Sean A una K—dlgebra y T € mod(A) inclinante. Entonces,

(a) T+ C fac(T).
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(b) add(T) C T+

Demostracién. (a) Sea M € T+. En vista de 4.30, existe un epimorfismo
f:To = M con Ty € add(T). Por otro lado, dado que Ty € add(T), existe
un epimorfismo h : T™ — Ty con m € N. Luego, fh : T™ — M implica que
M € fac(T).
(b) Es consecuencia de que Exty (T, T) = 0 para cada i > 0.

U

Lema 4.33. Sean A una K—dlgebra y T € mod(A) inclinante. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada M € T+ existe una sucesion ezacta
0 — Ker(f) — To L M — 0,
tal que Ty € add(T), Ker(f) € T+ y f : Ty — M es la add(T)— aprozimacion

minimal a derecha de M.
(b) Si X € P<(T"), entonces X € add(T)" y ar(X) < pd(X).
(¢) pd(X) < pd(T) + ar(X) para cada X € add(T)".
(d) Si X € T+, entonces pd(X) < oo si y sélo si ar(X) < oco.
(e) P<(T*) = add(T)".

Demostracién. (a) Sea M € T+. Como add(T) es funtorialmente en mod(A)
(ver 4.30), existe una add(T")—aproximacién minimal a derecha f : Ty — M,
con Ty € add(T"). Ahora, por 4.32 (a), existe un epimorfismo g : 77 — M tal
que 77 € add(T).

Ty —L= M
‘\

R J

T/
Como f es una aproximacion a derecha, existe h : T" — Tj tal que g = fh. De
donde, f es un epimorfismo. y por lo tanto, Im(f) = M. Ademés, por el Lema

de Wakamatsu se tiene que Exty (T, Ker(f)) = 0.

Consideremos ahora la sucesién exacta 0 — Ker(f) — Tp 5m o

Aplicédndole el funtor Hom (7T, —) obtenemos la sucesién exacta

Ext’y (T, M) — Ext}/ (T, Ker(f)) — Ext} (T, Tp),
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para cada i > 1. Como Ext’ (T, M) = 0y Exti{H(T, To) = 0, se sigue que

Ext’™ (T, Ker(f)) = 0 para cada i > 1. De donde, Ker(f) € T+.

(b) Sea X € T+ con pd(X) = r. Probemos que X € add(T)" y que ar(X) < r.

Como X € T+ por (a) obtenemos la sucesién exacta
E1:0=2Kyg—=Typ— X —0,

tal que Ko € T*. Luego por (a), existe una sucesién exacta
&:0—-> K1 =Ty — Ky—0,

con K € T+. Repitiendo este argumento para cada m € {-1,...,r}, obtenemos

la sucesion exacta

§7n 0 — Km+1 — T7n+1 — Km — O,

con K_; := X;ytal que K,,»1 € T+, y Tpny1 € add(T). Aplicando el funtor
Hom(—, K,41) a §;, obtenemos la sucesién exacta
Ethq(TjJrl, K,qu) — Eth4+1(Kj+1, Kr+1) — Eth4+1(Kj7 Kr+1)

— Ethjl(Tj, K»,qu).
Usando que Ext’ (T}, K,41) = Exti‘“(Tj,KMl) =0paracadai€ [l,r+1]y
pd(X) = r; obtenemos que Ext’y (K, K, 1) = Ext","*(X, K, 1) = 0. De donde,
la sucesién &, se parte; implicando que K. € add(T'). Por lo tanto,

EO0—=K, =T, =T, 1 —=--=Ty =X —=0

es una add(T")—resolucién de X. Esto implica que X € add(T) y ar(X) <r.
(c) Sea X € add(T)" con X # 0. Consideremos una add(7")—resolucién de X

de longitud r := ap(X),

0T B T, A x o,

Sea K; := Ker(f;), entonces tenemos la sucesién exacta
&0 K — T 3 Im(f;) — 0.

para cada ¢ € [0, r]. Luego,

pd(X) < sup{pd(Tp), pd(Ko) + 1} < sup{pd(Ty), pd (K1) + 2}

< -+ <sup{pd(7T), pd(Kr—1) + 7 —1} < pd(T) + 1.

(d) Sea X € T. Si pd(X) < oo, entonces de (b) se sigue que ar(X) < pd(X) <
oo. Reciprocamente, si ar(X) < oo entonces X € add(T)”". Luego, por (c)
tenemos que pd(X) < pd(T) 4+ ar(X) < oo.
(e) De (b) se sigue que P<>°(T+) C add(T)". Veamos que se satisface la otra
contencion.

Sea M € add(T)". Por (c) tenemos que pd(M) < pd(T) + ar(M) < oo;
asf que s6lo nos resta probar por induccién sobre d := ar (M), que M € T+.

Si d = 0, entonces M € add(T) C T+.
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Si d = 1, existe una sucesién exacta 0 — 177 — Ty — M — 0. Usando que
add(T) C T+, obtenemos que Ext?) (T, M) =0 Vi > 1.
Supongamos ahora que d > 1. Consideremos una add(7")—resolucién de M
de longitud d,
0Ty =Ty — =T 5Ty S M—o0.
En particular, ar(Im(f)) = d — 1 y por hipétesis de induccién se tiene que

Im(f) € T+. Finalmente aplicando el funtor Hom(7', —) a la sucesién exacta
0 — Im(f) — Tp 2 M — 0;

y usando el hecho de que Ext’y (T, Tp) = 0 = Ext4™ (T, Im(f)) para cada i > 1;
concluimos que Ext% (T, M) = 0 para cada i > 1.
]

Proposicién 4.34. Sea A una K—dlgebra, T € mod(A) inclinante, T' :=
End(aT) y F := Homyu(7T,—) : mod(A) — mod(I"). Entonces, las siguientes

condiciones se satisfacen.
(a) ar < pfd(TH) < pd(T) + ar.
(b) ar < oo si y sélo si pfd(T+) < co.

(¢) El funtor F induce, por restriccidon, equivalencias exactas de categorias
T+ 5 Im(F|pe) y add(T) = P(1).

(d) ar(X) <pd(F(X)) < pd(X) para cada X € P<>=(T+).

(e) ar < pfd(Im(F|p.)) < pfd(TL).
(f) pfd(T+) < pd(T) + pfd(T).

Demostracién. (a)Paracada X € P<>(T) se tiene por 4.33 (b) que ar(X) <
pd(P>=(T+)). De donde, ar < pfd(T+).

Ahora, por 4.33 (b) y (c), tenemos que X € add(T)" y pd(X) < pd(T) +
ar(X) para cada X € P<>°(T). Por lo tanto, pfd(T+) < pd(T) + ar(X).
(b) Es consecuencia de (a).
(c) La equivalencia add(T) = P(I') es bien conocida y puede ser encontrada en
[4, Proposicién 1.2]. Ahora, la equivalencia T+ = Im(f|;1) se sigue del hecho
de que para cada M € T existe una sucesién exacta

T 5Ty — M=o,

con Ty, Ty € add(T) y Ker(f),Im(f) € T+ (ver 4.33 (a)).
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(d) Sea X € P<>(T1). Supongamos que X ¢ add(T) (pues en otro caso
no hay nada que probar ). Por 4.33, existe r > 0 tal que r < pd(X) y una

add(T)—resolucién de M de longitud r

E 0T, T /31 5 o B B8 x 5o,

tal que Ker(f) € T+ \add(T) paracadai € [-1,7—2]y f; : T; — Ker(fi_1) esla
add(T)—aproximacién minimal a derecha de Ker(f;—1) para cada i € [0,r — 1].
Por lo tanto, ar(X) <r < pd(X).

Aplicando el funtor F' a £ y usando (c¢), obtenemos una resolucién proyectiva
minimal de F(X). De donde, r = pd F(X).
(e) EI hecho de que ar < pfd(Im(f|y1)) < pfd(T+) se debe a que pd(X) es
finita si y sélo si pd(F (X)) es finita para X € T+.
(f) Se sigue de (a) y (e).

|

Teorema 4.35. Sean (A, <) una ss—dlgebra, n el nimero de simples (salvo
isomorfismos) en mod(A), oT el inclinante caracteristico asociado a (A, <) y

[ :=EndA(T)°P. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) ar < pfd(F(rA)) <n-—1.
(b) pfd(A) = pfd(T+) = pd(add(T)") < pd(T) + ar < 2n — 2.

Demostracion. Ver [16, Teorema 3.3].
U

Consideremos (0,Y, <) es un eiss de talla t en mod(A) y Y := @221 Y ().

La siguiente proposiciéon nos da condiciones suficientes para que sea inclinante.
Proposicién 4.36. Sean A una K—dlgebra y (©,Y, <) un eiss de talla t en
mod(A) y Y := @2:1 Y (7). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Ext%(F(0),3(0)) =0 si y sélo si I(O) es co-resolvente.
(b) SiJ(©) es co-resolvente, entonces ExtYy(Y,Y) =0 para cada i > 0.

(c) Si Ext4(F(0),7(0)) = 0, pd(Y) < oo y 4aA € F(O), entonces Y es

inclinante en mod(A).

Demostracién. (a) Primero supongamos que Ext? (F(0),J(©)) = 0 y probe-
mos que J(O) es co-resolvente.
Por 1.45, s6lo nos resta probar que J(0) es cerrada por contcleos de mono-

morfismos. Consideremos la sucesién exacta
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E:0—-M—FE— N —Q0,
con M, E € J(©). Ahora, dado X € F(©), aplicando el funtor Hom(X, —) a la
sucesiéon & se tiene la sucesiéon exacta
Exth (X, E) — ExtY (X, N) — Ext% (X, M).
Como ExthL (X, E) = 0 y Ext%(X, M) = 0, concluimos que Ext! (X, N) = 0.
Por lo tanto, N € J(©).

Supongamos ahora que J(©) es co-resolvente. Sean M € F(O) y N € J(0O).
Luego, existe una sucesién exacta en J(©),

E:0—>N—=I)(N)— Ly —0,
con Iy(N) € J(A). Aplicandole el funtor Hom(M, —) a la sucesién &, obtenemos
que Ext? (M, N) =0, ya que ExtY (M, Ly) =0 y Ext% (M, IH(N)) = 0.
(b) Como Y € add(Y) C J(©) e J(©) es co-resolvente, existe una sucesién exacta

E:0=Y 5 Lh(Y)>L(Y)— = La(Y) = QYY) =0,
con I,,,(Y) € J(A) para cada m € [0,i — 1] y Q7(Y) € J(0). Aplicdndole el
funtor Hom(Y, —) y usando el hecho de que cada I,,(Y) € J(A), obtenemos que
Ext’™ (Y, Y) = Ext! (YV,Q7{(Y)) = 0.
(c) En vista de que pd(Y') es finita, es suficiente verificar (b) y (c) de 2.21. Como
AA € F(©), por 3.36, existe una sucesién exacta
02 4A=>Yy—=Y 1 = =Y, —0,
con Y; € add(Y) para cada i € [0,k] y k < t. Por lo tanto, se satisface 2.21
(c). Finalmente, dado que Ext?(F(0),J(©)) = 0, se sigue de (a) y (b) que
Ext%(Y,Y) = 0 para cada i > 1. Esto verifica 2.21 (b).
O

Observacién 4.37. Se puede probar que Ext%(F(0),3(0)) = 0 si y sdlo si
Ext%(0,3(0)) = 0.

Teorema 4.38. Sea A una K—dlgebra y (0,Y <) un eiss de tallat en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si existe T € mod(A) inclinante tal que J(©) = T, entonces Y es un

sumando directo de T.

(b) Eziste T € mod(A) inclinante bdsico tal que 3(©) = T+ si y sélo si
pd(Y) < oo y Ext% (F(0),7(0)) = 0.
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Demostracién. (a) Supongamos que J(©) = T+, con T' € mod(A) inclinante.

Dado que Y € J(©), en vista de 4.33 (a), existe una sucesién exacta
E:0->K—->Ty—Y —0,
con K € T+ y Ty € add(T) C T*. Ahora, como Y € F(0) y K € J(O), se tiene

que la sucesion ¢ se escinde; y por lo tanto Y € add(7T). En particular, cada
Y (i) € add(T). El hecho de que Y sea bdsico implica que Y es un sumando
directo de T.

(b) Primero supongamos que existe T' € mod(A) inclinante bésico tal que J(@) =
T+. En vista de 4.31 y 4.36, se tiene que Ext? (F(0),3(0)) = 0. Por otro lado,
de (a) se sigue que pd(Y) < pd(T) < cc.

Supongamos ahora que pd(Y) es finita y Ext? (F(0),J(0)) = 0. Probemos
que existe T € mod(A) inclinante basico tal que J(0) = T+ .

Por hipétesis y 4.7 tenemos que J(©) es co-resolvente y covariantemente finita
en mod(A). Luego, en vista de 4.30 (c), basta probar que mod(4) C J(©)V.

Sea X € mod(A). Dado que J(©) es co-resolvente, tenemos para cada d > 0
una sucesién exacta

0= X —=Lh(X)=L(X)—= = I1(X) = Q4X) =0,
con I;(X) € J(A) para cada i € [0,d — 1]. Veamos que Q~4(X) € J(O), si
d = pd(Y). De 4.13 (a) tenemos que pd(F(©)) = pd(Y) = d. De ahi se sigue
que Extl(M,Q~%(X)) = Ext4 (M, X) = 0 para cada X € F(0); y por lo
tanto, Q~4(X) € 1(0).
O

Corolario 4.39. Sean A una K—dlgebra, n el nimero de simples (salvo iso-
morfismos) en mod(A), (0,<) un ss de talla t en mod(A) y T € mod(A)
inclinante y bdsico. Si J(©) = T+ y 4A € F(O), entonces Y =T y t = n,
donde (©,Y,<) es el eiss de talla t asociado a (0,<) yY = @_, Y (i).

Demostracién. Dado que J(©) = T es co-resolvente, se sigue por 4.36 (a)
que Ext%(F(©),9(0)) = 0. Ahora, de 4.38 (a) se sigue que Y es un sumando
directo de T'; y en particular, pd(Y') < pd(T') < oo. Luego, por 4.36 (c), se tiene
que Y es inclinante.
Finalmente, como Y y T son inclinantes bésicos, con Y sumando directo de
T, concluimos que Y 2T y t = rk(Y) = 1rk(T) = n.
g

Proposicién 4.40. Sean A una K—dlgebra, n el nimero de simples (salvo
isomorfismos) en mod(A) y (0,<) un ss de talla t en mod(A). Si existe T €
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mod(A) inclinante tal que J(©) = T+, entonces t < n e I(O) es co-resolvente
en mod(A).

Demostracion. El hecho de que J(©) sea co-resolvente es consecuencia de 4.31,
ya que J(©) = T por hipdtesis.
Por otro lado, de 4.38 (a) se sigue que Y es un sumando directo de 7. En
particular, ¢t = rk(Y") < tk(T) = n.
O

Proposicién 4.41. Sean A una K—dlgebra, n el nimero de simples (salvo
isomorfismos) en mod(A) y (©,<) un ss de talla t en mod(A). Entonces, las

siguientes condiciones son equivalentes.
(a) J(O) es co-resolvente
(b) Ext%(5(0),3(0)) = 0.
(c) Ext4(F(©),9(0)) =0 para cada i > 0.

Demostracion. ((a)< (b)) Es inmediato de 4.36 (a).
((c)& (b)) Es claro, tomando i = 2.
((a)& (¢)) Sean M € F(©) y N € J(©). Como J(O) es co-resolvente, obtenemos
para cada ¢ > 2 una sucesién exacta
E:0— N —=I(N) = L(N)— - = L_s(N) = QFYN) — 0,
con I,,(N) € J(A) para cada m € [0,i — 2] y Q7"TY(N) € J(©). Aplican-

~

do el funtor Hom(M, —) a la sucesién ¢ obtenemos que Ext? (M, N) & ... &
Exth (M, Q7 H(N)) = 0.
O

Corolario 4.42. Sean (A, <) una ss—dlgebra casi-hereditaria, n el nimero de
simples (salvo isomorfismos) en mod(A) y (0, <) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) SiJ(©) es co-resolvente entonces t < n.
(b) Si A es hereditaria entonces t < n.

Demostracion. (a) Sea (0,Y,<) el eiss de talla ¢ asociado a (©, <). En vista
de 2.17, se tiene que gldim(A) < oo. En particular, pd(Y) es finita. Por otro
lado, de 4.36 (a) se tiene que Ext? (F(©),J(0)) = 0. Asi, por 4.38 (b), existe T €
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mod(A) inclinante basico tal que J(©) = T. Finalmente, ¢t < n es consecuencia
de 4.40.
(b) Como A es hereditaria tenemos que gldim(A) < 1. En particular, se obtiene
que Ext%(F(0),3(0)) = 0. Por 4.41, esto es equivalente a que J(0) es co-
resolvente. Finalmente, de (a) se tiene que ¢ < n.
U
A continuacion, veremos una prueba distinta para 2.20, usando los resultados

que hemos obtenido y 2.19.

Corolario 4.43. Sean (A, <) una ss—dlgebra y n el nimero de mddulos simples
(salvo isomorfismos) en mod(A). Entonces Exty(F(4A),I(4A)) =0 para cada
t> 0.

Demostracion. Consideremos (4 A, <) el ss de talla n en mod(A) (ver 3.2 ).
Luego, el resultado es consecuencia de 2.19 (b) y (c); y de 4.41.
O
Dada una ss—algebra, de 2.26 (e) y de la definicién de T, se obtiene que
J(4A) = T+. En el siguiente corolario, veremos una prueba diferente , usando
2.20.

Corolario 4.44. Sea (A, <) una ss—dlgebra, n el nimero de simples (salvo
isomorfismos) en mod(A) y T € mod(A) el inclinante caracteristico asociado a
(A, <). Entonces, J(4A) = T+.

Demostracién. Consideremos el eiss de tallan (4 A, T, <) (ver 3.4 ). En vista
de 2.20, tenemos que Ext%(F(4A),I(4A)) = 0 para cada i > 0. De 4.41, se
sigue que J(4A) es co-resolvente y Ext% (F(4A),I(4A)) = 0.

Como ademds pd(T") es finita, aplicando 4.38 (a), obtenemos T’ € mod(A)
inclinante y basico, tal que J(©) = (T")*. Finalmente, por 4.39 concluimos que
T =T’ Por lo tanto, J(4A) = (T")* =T+.

|

Dualizando 4.38, se tiene lo siguiente.

Teorema 4.45. Sean A una K—dlgebra y (0,<) un ss de talla t en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si P(O) = +T para algiin T € mod(A) co-inclinante, entonces Q es un
sumando directo de T'; donde (©,Q, <) es el epss asociado a (0, <).

(b) Ewiste T € mod(A) co-inclinante tal que P(©) = LT si y sélo si id(Q) es
finita y Ext% (P(©),F(0)) = 0.
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Demostracion. Es similar a la prueba de 4.38, por dualidad.
O

Proposicién 4.46. Sea A una K—dlgebra y n el nimero de simples (salvo
isomorfismos) en mod(A). Si (A, <) es una ss—dlgebra, T' el inclinante asociado
a (A, <) y F(4A) = P<>(A), entonces pfd(A) = pd(4T) <n — 1.

Demostracion. Consideremos el eiss de tallan (4 A, T, <) (ver 3.4 ). Por4.14y
la hipétesis se tiene que pfd(A) = pd(P<>°(A4)) = pd(F(4A)) =pd(T) < n-1.
]

Proposicién 4.47. Sean (A, <) una ss—dlgebra y T € mod(A) el inclinante
caracteristico asociado a (A, <). Entonces, las siguientes condiciones son equi-

valentes.
(a) F(4A) = P<>°(mod(A)).
(b) add(T)" C F(4A).
(¢) P<=(I(4A)) € F(aA)

Demostracion. ((a)=-(b)) Por 4.33 (e), se tiene si X € add(T)" entonces
pd(X) < co. De donde X € P<>(A) = F(4A) para cada X € add(T)".
((b)=-(c)) Como (A, <) es una ss—algebra, sabemos que J(4A) = T+. Luego,
por 4.33 y (b), tenemos que P<>®(T+) = add(T+) C F(4A).
((c)=(a)) En vista de 4.14 (a) tenemos que pd(F(4A)) < n—1; y por lo tanto,
F(aA) CP<>®(A).

Probemos ahora que P<*(A) C F(4A). Sea X € mod(A) tal que pd(X) <

00. Por 4.9, existe una sucesién exacta

0->X—->Yx —>Qx —0,
tal que Yx € J(uA) y @x € F(4A). Dado que pd(Qx) < pd(F(al)) <n -1,
se tiene por 5.74 (a) que pd(Yx) también es finita. Luego, (a) implica que
Yx € ?(AA).
Finalmente, del hecho de que F(4A) es resolvente ( ver 2.19 ), concluimos
que X € F(4A).
O

Proposicién 4.48. Sean A una K—dlgebra, (©, <) un ss de talla t en mod(A),
(0,Q,<) el epss de tallat asociado a (0, <), Q := 69::1 Q(i), B' :=End(4Q) y
T es el inclinante caracteristico asociado a la ss-dlgebra (B', <°P). Sipd(Q) < 1,

entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) pd(Homu(Q, AM)) < pd(M) para cada M € F(O).
(b) pd(F(3A)) < pd(F(©)), en particular pd(5T) < pd(Y).

(¢) Si F(p'A) es cerrada por submddulos, entonces B’ es casi-hereditaria,
gldim(B’) <1+ pd(Y) yid(pT) < 1.

Demostracion. Ver [16, Proposicién 3.20].
O

Proposicién 4.49. Sean (A, <) una ss—dlgebra y T € mod(A) el inclinante
caracteristico asociado a (A, <). Si F(4A) es cerrada por submddulos, entonces
A es hereditaria y gldim(A) < 1+ pd(T).

Demostracion. [16, Proposicién 3.21]

Teorema 4.50. Sea A un K—adlgebra bdsica. Entonces, las siguientes condicio-

nes son equivalentes.
(a) (A, <) es casi-hereditaria.

(b) gldim(A) < oo y existe (0,<) un ss de talla t tal que 4A € F(O) y
Ext% (F(0),9(0)) = 0.

Demostracion. ((a)= (b)) Por 3.2, tenemos que (4A,<) es un ss de talla
n en mod(A). Como (A, <) es casi-hereditaria, tenemos que 4 A € F(4A) y
gldim(A) es finita. Ahora, como J(4A) es co-resolvente, se sigue por 4.36 (a)
que Ext% (5(0),3(0)) = 0.
((b)=-(a)) Sean (0,<) un ss de talla ¢ en mod(A) tal que 44 € F(O) y
Ext?(F(0),7(0)) = 0; y (0,Y,<) el eiss asociado a (0,<). Por 4.36 (c),
tenemos que Y es inclinante. Por 3.60, esto es equivalente a que (4, <) sea una
ss—algebra. Finalmente, el resultado es consecuencia de 2.17.

O

Lema 4.51. Sean A una K—dlgebra, (0,Y,<) un eiss de talla t en mod(A)
y B :=End(4Y). Si F(gA) = P<>°(B), entonces las siguientes condiciones se

satisfacen.

(a) Si0 - M = Y, EN Y1 — 0 es una sucesion exacta en mod(A) con
Yo, Y1 € add(Y'), entonces M € F(O).

(b) Si0 - M — Yy Iy K 5 0 es una sucesion ezacta en mod(A) con
Yo € add(Y) y K € F(O), entonces M € F(O).
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(c) F(O) = add(Y).

Demostracion. (a) Sea&: 0— M — Yy 4, Y7 — 0 es una sucesién exacta en
mod(A) con Yy, Y7 € add(Y).

Consideremos el funtor F' := Homy(—, a4Yper) : mod(A) — mod(B). Apli-
cando dicho funtor a la sucesién exacta ¢ y usando el hecho de que Ext} (Y, Y) =

0, obtenemos la sucesién exacta
FE): 0 FW) ™Y Fivy)y: — F(M) = 0.
Como F(Yy), F(Y1) € F(BA) = P<>®(B), por 5.74, concluimos que F(M) €
P<®(B) =F(gA) = F(F(0)).
Finalmente, aplicando el funtor G := Hompg(—, 4Yper) : mod(B) — mod(A)
a la sucesién F(§) y usando 3.45, concluimos que M = G(F(M)) € F(O).

)

(b)y Sea & : 0 - M — Yy Jy K = 0 es una sucesién exacta en mod(A) con
Yo € add(Y) y K € F(O). Consideremos el funtor F := Homy(—, 4Yper) :
mod(4) — mod(B). Aplicando dicho funtor a la sucesién exacta £ y usando el

hecho de que ExtY (Y,Y) = 0, obtenemos la sucesién exacta
FE): 0 F(E) ™Y Fyy) = F(M) = o.

Como F(Yy), F(K) € F(F(0)) = F(pA) = P<>(B), se sigue por 5.74 que
F(M) € P<*°(B) = F(pA).

Finalmente, aplicando el funtor G := Homp(—, 4Yper) : mod(B) — mod(A)
y usando 3.45, concluimos que M = G(F(M)) € F(O©).
(c) De 4.25 se sigue que F(O©) C add(Y)". Por (a) y (b) se tiene la otra conten-
cién.

O

4.4. Homologia relativa, categorias inclinantes y

temas afines.

En ésta seccién, veremos algunos resultados que nos servirdn para probar
los resultados de la siguiente seccién y que estan relacionados con los sistemas

estratificantes.

Lema 4.52. Sean A una K—dlgebra y X, Y clases de objetos en mod(A). En-

tonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) pdx(M)=sup{pd{x}(M): XeX} yidx(M)=sup{id;xy (M) : X€X}.
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(b) pda(¥) = idy(X).
(¢) SiY C X entonces coresdimy (M) < coresdimy (M).

Demostracién. (a)Sea 8 := {pd;x}(M): X € X}. Es claro que 8 estd acotado
superiormente por pdx(M). Consecuentemente, sup(8) < pdx(M). Por otro
lado, pdx (M) = min{n : Ext,(M,X) = 0Vi > nVX € X} < sup{min{n :
Exty(M,X)=0Vi>n}: X € X} =sup(8).

Por dualidad, se prueba que idy (M) = sup{id{x}(M) : X € X}.

(b) El hecho de que pdx(Y) = idy(X), se sigue de lo anterior y de la defi-
nicién de pdx(Y) y idy(X). En efecto, pdx(Y) = sup{pdx(Y) : ¥V € Y} =
sup{sup{pdx(Y) : X € X} : Y € Y} = sup{sup{idy(X) : X ¢ X} : Y € Y} =
sup{idy (X) : Y € Y} = idy(X).

(c) Si M =0 es clara la igualdad. Si M ¢ XV, entonces M ¢ YY; y por lo tanto,
también se tiene la igualdad. Ahora, si M ¢ YV, tenemos que coresdimy (M) =
oo > coresdimy (M).

Si M €YY entonces M € XV, ya que Y C X. Luego, {n : M tiene X—co-reso-
lucién de longitud n} D {n : M tiene Y—co-resolucién de longitud n}. De don-
de, coresdimy (M) < coresdimy(M).

O

En [17] O. Mendoza y C. Sdenz trabajaron con ideas de Auslander, Buchweitz
v Reiten, sobre la relacion entre la dimensién inyectiva relativa y la dimensién
de co-resolucién de un moédulo dado. En este articulo, ellos tuvieron como meta
establecer algunos resultados de categorias inclinantes, que pueden ser aplicados
tanto a médulos inclinantes, como a sistemas estratificantes. Una de sus moti-
vaciones fue haber obtenido que para un eiss (0,Y, <) de talla ¢ en mod(A) se
tiene que coresdim,qq(yy(F(©)) <t —1; y que dado un epss (0, Q, <) de talla
t en mod(A), se tiene que resdim,qq(g)(F(O)) <t — 1.

Teorema 4.53. Sean A una K—dlgebra y X, Y clases de objetos en mod(A)

cerradas por isomorfismos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) idx (L) <idx(Y) + coresdimy (L) para cada L € mod(A).

(b) Sean Y =I(X) o bien Y C X con Y cerrada por sumandos. Si idx(Y) = 0,
entonces idy (L) = coresdimy(L) para cada L € YV.

Demostracién. (a) Podemos suponer que idx(Y) < oo y coresdimy(L) < oo;
pues si uno de los dos fuese infinita no habria nada que probar.

Sean a:=idx(Y) y d:=coresdimy(L). Probaremos (a) por induccién sobre d.
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Si d = 0, entonces tenemos la sucesiéon exacta £ : 0 - L — Y — 0, con
Y €Y. Como Y es cerrada por isomorfismos, se sigue que L € Y. En particular,
idy (L) <idx(Y) = a y coresdimy (L) = 0.

Si d = 1, tenemos la sucesién exacta £ : 0 - L — Yy — Y73 — 0, con
Yy, Y1 € Y. Sea M € X. Aplicando el funtor Hom4 (M, —) a &, obtenemos para

cada i, la sucesion exacta
Ext’ (M, Y1) — Exti (M, L) — Exti (M, Yp).

Por hipétesis, Exti‘_l(M, Y1) =0y Exty(M,Yy) = 0 paracada i > a+1y
M € X. Por lo tanto, Ext’y(—, L)|x = 0 para cada i > a+ 1, concluyéndose que
idx (L) < a+1.

Sea d > 2. Consideremos la Y—co-resolucién de L de longitud d

05 LoY v TSy, o

Sea Iy := Im(fp). Entonces coresdimy(Ip) = d — 1; y por hipétesis de induccion,
se tiene que idx () < a+d— 1.

Sea M € X. Aplicando el funtor Hom4 (M, —) a la sucesién exacta

0—-L—=>Yy—Iy—0,
obtenemos para ¢ > 0 la sucesién exacta
Ext’y (M, Ip) — Ext’y (M, L) — Ext% (M, Yy).

Como Exti(l(M, Ip) = 0 y Ext(M,Yp) para cada i > a + d + 1, obtenemos
que idy (L) < a +d.

(b) Sean L € YV y d := coresdimy(L). Supongamos que idx(Y) = 0.
Probaremos por induccién sobre d, que idx (L) = d.
Sid=0,existe Y €Y tal que L =Y. En particular L € Y, pues Y es cerrada
por isomorfismos. Luego, el hecho de que idx(Y) = 0 implica que idy (L) = 0.

Si d = 1, tenemos la sucesién exacta
E:0—->L—-Yy—YL —0,

con Yo, Y7 € Yy L ¢ Y. Aplicandole el funtor Homa (M, —) a & y usando el
hecho de que idx(Y) = 0; tenemos que Exty(M,Y;) = 0 = Ext4(M,Y). De
ahf que Ext% (M, L) =0 para i > 1; y con ello, idyx(L) < 1. Ahora veamos que
Exth (—, L)|x # 0, pues esto implica que idx (L) = 1.

En efecto, si ocurriera que Ext!(—, L)|x = 0, entonces tendrfamos que L €
J(X). Luego, en el caso de que Y = J(X), llegarfamos a la contradiccién L € Y.
Mientras que en el caso de que Y C X, con Y cerrada por sumandos directos, el

hecho de que Ext!(—, L) = 0 implicarfa que la sucesién & se escinda; y por lo
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tanto tendriamos que L € Y, lo cual es una contradiccién.

Supongamos ahora que d > 2. Consideremos la Y—co-resolucién de L de
longitud d,

E0=LoYo By, .5y, o

con Y; € Y para cada i. Como coresdimy (Im(fy)) = d — 1, se sigue por hipdtesis
de induccién que idy (Im(fp)) = d—1. Por lo tanto, idx (L) < idx(Im(fy))+1 =
d. Veamos que idx (L) no es menor que d. En efecto, si ocurriese ésto, tendriamos
que Ext%(—, L)|x = 0. Luego, considerando la sucesién exacta 0 — L — Yy —

Ky — 0y el funtor Hom4 (M, —), con M € X; obtenemos la sucesién exacta
Ext (M, Yy) — Ext (M, Ko) — Ext% (M, L).
Entonces, dado que idx(Y) = 0, Extj_l(—,Yo)\x =0y Extj_l(—,L)|x =0,

obtenemos que Ext%(—,Ko)|x = 0. Pero esto nos lleva a la contradiccién
idy(Kp) < (d—1) —1=d—2. Por lo tanto, idx (L) = d.
O

Corolario 4.54. Sean A una K—dlgebra y X una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) SiIJ(A) C X, entonces idy (M) =id(M) para cada M € J<>®(A).
(b) SiJ(A) C X, entonces ifd(A) = idy (I<(A)).

Demostracion. (a) Por 4.53 (b) y dado que idx(J(A)) = 0; se sigue que
idx (L) = coresdimg(4y(L) := id(L), para cada L € J(A)Y = J<>(A).
(b) De (a) se sigue que idy (I<°(A)) = sup{idx(I) : I € I<*°(A4)} = sup{id(I) :
I €J<*(A)} =ifd(A).

O

Corolario 4.55. Sean A una K—dlgebra y X, Y clases de objetos en mod(A).

Entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) idx(X) <idx(Y) + coresdimy (X).

(b) Siidyx(I(X)) =0 y X es cerrado por sumandos directos, entonces

idy (M) = coresdimg(x) (M) = coresdimyy(x) (M) = idyy(x) (M),

para cada M € W(X)V; y donde W(X) := X NI(X).

Demostracion. (a) Es consecuencia inmediata de 4.53 (a).
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(b) Dado que idx(J(X)) = 0, se tiene que idywx)(W(X)) = 0 = idx(W(X)).
Luego, aplicando 4.53 (b) dos veces, una con Y = J(X) y la otra con Y = W(X),
se obtiene (b).

(]

Corolario 4.56. Sean A una K—dlgebra y X una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) idgex) (X) <idgex) (J(X)) + coresdimg ) (X).
(b) idg(x) (P(X)) < idy(x)(I(X)) + coresdimyx) (P(X)).

Demostracion. Es inmediato de 4.53 (a).
O

Lema 4.57. Sean A una K—dlgebra y X una clase de objetos en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) IJ(X) es co-resolvente en mod(A).
(b) 1dx(I(X)) = 0.
(c) Ext?(X,J(X)) = 0.

Demostracion. (a)= (b) Sea M € X. Como J(X) es co-resolvente, para cada
N € J(X), existe una sucesién exacta
0N L8052 T5 o) So,
con I,,, € J(A) para cada m y Q=1 (N) € X. De donde, se sigue que
ExtYy (M, N) = Ext!y (M, Q7" (N)) = 0 para cada i > 0.

Por lo tanto, idx (J(X)) = 0.
(b) = (c¢) Es inmediato de la definicién de idy (J(X)).
(¢) = (a) Supongamos que Ext? (X,9(X)) = 0. Veamos que J(X) es co-resolvente.
En vista de 1.45, sélo nos resta ver que J(X) es cerrada por conticleos de mono-
morfismos.

Sean M, N € J(X). Consideremos la sucesién exacta & : 0 — M N VN
C' — 0. Probaremos que C € J(X).

Sea X € X. Aplicando el funtor Homy4 (X, —) a &, obtenemos la sucesién

exacta

Extl (X, N) — Ext! (X,C) — Ext? (X, M).
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Por hipétesis Ext% (X, M) = 0; y como N € J(X), Ext (X, N) = 0. De donde
Ext} (X,C) =0, lo cual prueba que C € J(X).
O

Definicién 4.58. Sea A una K—dlgebra. Decimos que un funtor F' : mod(A) —
mod(Z) es finitamente generado si existe un epimorfismo Homua(—,C) — F,

para algin C' € mod(A).

Ejemplo 4.59. Sea C una clase de objetos en mod(A). Entonces se satisfacen

los siguientes enunciados.

(a) C es contravariantemente finita en mod(A) si y sdlo si para cada X €

mod(A), el funtor Homa(—, X)|e es finitamente generado.

(b) C es covariantemente finita en mod(A) siy sdlo si para cada X € mod(A),

el funtor Hom 4 (X, —)|e es finitamente generado.

Proposicién 4.60. Sean A una K—dlgebra, C € mod(A) y Y una subcate-
goria de mod(A) cerrada por extensiones y sumandos directos. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.

(a) ExtL(C,—)|x es finitamente generado, si y sdlo si existe una sucesion
exacta £ : 0 = Xo = Q¢ — C = 0 con Qc € P(X) y X € X.
Dualmente, Extl(—, C)|x es finitamente generado si y sélo si existe una
sucesion £:0 >C =Y - X' =0, conY € J(X) y X' € X.

(b) Si X es covariantemente finita, entonces Extl (C,—)|x es finitamente ge-

nerado y P(X) es contravariantemente finita.

(c) Si X es contravariantemente finita, entonces ExtY(—, C)|x es finitamente

generado e J(X) es covariantemente finita.

Demostracion. Ver [7, Proposicién 2.14] y [22, Proposicién 3.2].
O

Lema 4.61. Sean A una K—dlgebra y X, Y clases de objetos en mod(A) tales
que ExtY(—, C)|x es finitamente generado, para cada C € Y. Si X es cerra-
da por extensiones y sumandos directos, entonces las siguientes condiciones se

satisfacen, para cada M € mod(A).
(a) idy (M) < max{idy (M),idg(x)(M)}.

(b) SiXUI(X) CY, entonces idy(M) = max{idx (M), idgex)(M)}.
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Demostracion. (a) Sea M € mod(A4). Asumiremos que d := idy(M) y d' :=
idg(x)(M) son finitas, ya que en otro caso no hay hada que probar. Por 4.60,
para cada N € Y existe una sucesién exacta £ : 0 - N — Yy — N’ — 0 con
Yy eId(X)y N € X.
Aplicando el funtor Hom 4(—, M) a la sucesién &; y usando el hecho de que
d = idx (M), obtenemos para cada i > d la sucesién exacta
0 — ExtY (Yy, N) — Ext’ (N, M) — 0.
Dado que Ext%(Yy, N) =0 para cada i > d’, obtenemos que Ext% (—, M)|y =
0 para cada ¢ > max{d,d'}. Por lo tanto, idy (M) < max{d,d'}.
(b) Como XUJ(X) C Y, se tiene que idy (M) > max{idx (M), idg(x)(M)}. Luego,
(b) se sigue de (a).
U

Corolario 4.62. Sean A una K—dlgebra, X una clase de objetos en mod(A)
cerrada por extensiones y sumandos directos tal que ExtY(—, C)|x finitamen-
te generado para cada C € mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se

satisfacen, para cualquier M € mod(A).
(a) ld(M) = max{idx (M), ldg(x) (M)}
(b) pd(M) = max{pdy (M), pdp(x)(M)}.

Demostracion. (a) Se tiene por 4.61 tomando Y := mod(A4) y usando el hecho
de que idmod(A) (M) = ld(M)
(b) Es similar a la prueba hecha en (a), por dualidad.

O

Teorema 4.63. Sean A una K—dlgebra y X una subcategoria de mod(A) con-
travariantemente finita, cerrada por extensiones y sumandos directos. Entonces,

se satisfacen las siguientes condiciones.
(a) pd(X) <idx(I(X)) 4 coresdimyy (X) + 1.
(b) ifd(A4) < max{ifd(I(X),id(X) + 1)}.

(c) Si J(X) es co-resolvente, entonces idgx)(I(X)) = id(J(X)). Mds ain,
pd(X) < 14 coresdimyx (X) ¥ id(X) < id(J(X)) + coresdimyg(x)(X) + 1

(d) Sea W(X) :=I(X)NX. Si X CW(X)Y, entonces se tiene lo siguiente.

(1) Si pd(W(X)) < oo entonces pfd(A) = pfd(I(X)).
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(ii) gldim(A) = pd(J(X)).

(iii) S P> (I(X)) € (W(X))Y y pd(W(X)) < oo, entonces pfd(A) =
pd(W(X)).

Demostracion. (a) De 4.60 (c) se sigue que el funtor Extl (—,C)|x es fini-
tamente generado, para cada C' € mod(A). Veamos que pd(X) < idy(I(X)) +
coresdimgy (X) + 1.

Sean a := idx(J(X)) y B := coresdimg(x)(X). Supongamos que a y 3 son
finitas. Por 4.60 (a) y (b), existe una sucesién exacta ¢ : 0 > C =Y — X' =0
conY €eJ(X)y X' € X.

Sea M € X. Aplicando el funtor Hom4 (M, —) a &, obtenemos para cada

7 > o+ 1 la sucesion exacta
0 — BExti (M, X') — Ext’™' (M, C) — 0.

Por lo tanto, para cada i > a+1 tenemos que Ext?y (—, X’)|x = Ext’,"" (=, C)|x.
Por otro lado, dado que X’ € X, se tiene por 4.55 (a) que idx (X’) < idx(I(X))+
coresdimy (X) = o + . Luego, Ext% (—, X’)|x = 0 para cada i > o+ 3 + 1.

Entonces, para cada M € X obtenemos que Exti (M,C) = 0 para cada
i > max{a+ 1,a+ §+ 1}. Esto implica por 5.74 que pd(M) < a+ 8+ 1. Por
lo tanto, pd(X) = idy(mod(A)) < a+ 3 + 1.

(b) Supongamos que id(X) es finita. Sea X € J<*°(A). Como X es contravarian-
temente finita, por 4.60 (c), existe una sucesién exacta £ : 0 = X — Yx —
X" =0, con Yy € J(X) y X' € X. Luego, como id(X) es finita, se sigue por el
dual de 5.74 que id(Yx) es finita. Por lo tanto, id(X) < max{id(Yx),id(X"’) +
1} < max{ifd(J(X)),id(X) 4+ 1}.

(¢) Como J(X) es co-resolvente, se sigue por 4.57 que idy (J(X)) = 0. Por 4.62 (a)
se tiene que id(J(X)) = max{idx(J(X)), idg(x)(I(X))}. Por otro lado, la primera
desigualdad se tiene por (a).

Veamos finalmente que id(X) < id(J(X)) + coresdimg(x)(X) + 1. Primero,
usando (a) tenemos que idy(X) = pdyx(X) < pd(X) < coresdimg(x)(X) + 1.
Luego, por 4.56 y 4.62, concluimos que id(X) < id(J(X)) + coresdimgx) (X) + 1.

(d) (i) Sea pd(W(X)) finita. Veamos primero que pd(X) = pd(W(X)). En efecto,
como X € W(X)V, tenemos que pd(X) < pd(W(X)V) = pd(W(X)) (ver 4.64).
Por otro lado, como W(X) C X, tenemos que pd(W(X)) < pd(X).

Por lo tanto, pd(X) es finita, pues pd(X) = pd(W(X)).
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Ahora veamos que pfd(A) = pfd(J(X)). Basta probar que pfd(A) < ptd(J(X));
pues la desigualdad pfd(J(X)) < pfd(A) se tiene del hecho de que J(X) C
mod(A).

Sea M € P<>(A). Por 4.60, existe una sucesién exacta

£:0>M—L—N—0,
con L € J(X) y N € X. Como pd(X) < oo y pd(M) < oo, se sigue de 5.74
que pd(L) < co. Por lo tanto pd(L) < pfd(J(X)). Finalmente concluimos que
pd(M) < max{pd(L),pd(N) — 1} < pfd(J(X)) (ya que pd(N) < pd(X) =
pd(W(X)) < pfd(J(X))).

Por lo tanto, pfd(A4) <

pfd(J(X)).

Observacién 4.64. pd(W(X)) = pd(W(X)V).

Es suficiente probar que pd(W(X)V) < pd(W(X)), ya que la desigualdad
pd(W(X)) < pd(W(X)Y) se debe a que W(X) C W(X)Y. Ahora, dado M €
W(X)Y y d := coresdimyy(x)(M); haciendo induccién sobre d, se puede probar
que pd(M) < pd(W(X)). Por lo tanto, pd(W(X)V) < pd(W(X)).

(ii) Es similar a la prueba hecha en (i).
(iii) Probemos finalmente que si P<>°(J(X)) C W(X)Y. y pd(W(X)) < oo, en-
tonces pfd(A) = pd(W(X)).

Por (ii) sabemos que pfd(A) = pfd(J(X)). Veamos que pfd(J(X)) = pd(W(X)).
Como pd(W(X)) es finita, tenemos que W(X) C P<>°(J(X)); y por lo tanto,
pd(W(X)) < pfd(3(X)).

Asi que sélo nos resta probar que pfd(J(X)) < pd(W(X)). En efecto, por
4.64 y en vista de que P<*(J(X)) € W(X)V, obtenemos que pfd(J(X)) =
pd(P=(J(X))) < pd(W(X)") = pd(W(X)).

]

Definicién 4.65. Sean A una K—dlgebra y X una clase de objetos en mod(A)

cerrada por extensiones y sumandos directos.

(a) Decimos que X es una categaria parcialmente inclinante si pdx(X) y

pdy(x)(X) son finitas.

(b) Decimos que X es una categoria inclinante, si X es parcialmente incli-
nante y 4A € W(X)V, donde W(X) := J(X) N X.

Ejemplo 4.66. Si (A, <) es una ss—dlgebra casi-hereditaria, entonces X :=

F(4A) es una categoria inclinante.

103



CAPITULO 4. SISTEMAS ESTRATIFICANTES Y HOMOLOGIA.

Definicién 4.67. Sean A una K—dlgebra y X una clase de objetos en mod(A)

cerrada por extensiones y sumandos directos.

(a) Decimos que X es una categoria parcialmente co-inclinante si idy(X)

y idg(x)(X) son finitas.

(b) Decimos que X es una categoria co-inclinante, si X es co-inclinante y

D(Aa) € Z(X)", donde Z(X) := P(X) N X.
Proposicion 4.68. Sean A una K —dlgebra y X una clase de objetos en mod(A)

contravariantemente finita, cerrada por extensiones y sumandos directos. Si
AA € X entonces X = P(I(X)).

Demostracion. Es claro, por definicién, que X C P(J(X)). Veamos la otra
contencién.

Sea C' € mod(4) tal que Ext!,(C,J(X)) = 0. Como X es contravariantemente
finita en mod(A), existe una X—aproximacién minimal a derechade C, f : X¢ —
C. Ahora, como C' € mod(A), existe un epimorfismo g : A — C en X, pues
4A € Xy X es cerrada por extensiones.

Luego, como f es una aproximacién a derechas existe h : A™ — X¢ tal que
g = fh. En particular, f es un epimorfismo.

Asi, obtenemos la sucesién exacta £ : 0 — Ker(f) — X¢ 40 = 0. Por el
Lema de Wakamatsu, Ker(f) € J(X). Por lo tanto, la sucesién £ se escinde, ya
que Ext! (C,J(X)) = 0. De donde C € X.

O

Lema 4.69. Sean A una K—dlgebra y X una clase de objetos en mod(A) cerrada
por extensiones y sumandos directos. FEntonces, las siguientes condiciones se

satisfacen.

(a) Sea X covariantemente finita. Entonces, X es parcialmente inclinante si y

sélo si pd(X) < oco.

(b) Sea X es contravariantemente finita. Entonces, X es parcialmente co-

inclinante si y sdlo si id(X) < oo.

Demostracion. Probaremos sélo (a), pues (b) se tiene por dualidad. Para ello,

consideremos las siguientes obsevaciones.

Observacién 4.70. pd(M) = max{pdx (M), pdpx)(M)} para cada M € X.
Sea Y := mod(A). Por 4.60 (b), se tiene que ExtY(C,—)|x es finitamente ge-
nerado para cada C € Y. Luego, por 4.61 se tiene que pd(M) = pdy(M) =
méx{pdx (M), pdyx) (M)} para cada M € X.
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Observacién 4.71. pd(M) = méx{pdpx)(M), pdppx)) (M)} para cada M €
X. En efecto, por 4.60 (b) y (c) tenemos que la categoria P(X) es contravariante-
mente finita y Extly(—, O)|px) es finitamente generado para cada C' € mod(A).
Luego, por 4.62 obtenemos pd(M) = méx{pdypx)(M), pdppxy) (M)} para cada
MeX.

Si X es parcialmente inclinante, entonces pdy(X) < oo y pdy(X) < oo; v
por lo tanto, de 4.70 concluimos que pd(X) < co.

Reciprocamente, si pd(X) < oo, entonces tenemos que pd(M) < oo para
cada M € X. Luego, por 4.70 y 4.71 tenemos que pdx (M) < ooy pdpx) (M) <
oo para cada M € X. De donde pdx(X) y pdpx)(X) son finitas; probdndose
que X es parcialmente inclinante.

O

Proposicion 4.72. Sean A una K—dlgebra y X una subcategoria contravarian-
temente finita en mod(A) cerrada por extensiones, sumandos directos y tal que

J(X) es co-resolvente. Entonces, se tiene lo siguiente.

(a) coresdimg(y)(X) es finita si y sélo si pd(X) es finita si y solo si
coresdimgx)(mod(A)) es finita. Mds ain, coresdimg(x)(mod(A)) = pd(X).

(b) Sipd(X) es finita, entonces
coresdimg ) (X) = pdx(X) < pd(X) = coresdimgy(mod(A)).

Si ademads, P(A) C X, entonces coresdimy(x)(X) = pdx(X) = pd(X) =
coresdimgx) (mod(A4)).

Demostracién. (a) Observemos que para cada M € mod(A), tenemos que
coresdimg(x) (M) < max{idyx (M), 1} y coresdimyg(x)(mod(A)) < max{pd(X),1}.
Luego, el hecho de que coresdimgy(X) < oo implica por 4.63 que pd(X) < co.
Entonces, por la observacién, J(X)Y = mod(A). Finalmente, por 4.53 concluimos
que coresdimg(x)(mod(A)) = pd(X), probandose (a).
(b) Por (a) obtenemos que coresdimgy)(mod(A)) = pd(X) > pdx(X). Por otro
lado, como pd(X) es finita y P(A4) C X, se sigue por 4.53 y el resultado dual de
4.54 que coresdimgx)(X) = pdx(X) = pd(X).

O

Proposicién 4.73. Sean A una K—dlgebra y X una subcategoria contrava-
riantemente finita en mod(A) cerrada por extensiones y sumandos directos. Si

idy (W(X)) = 0, entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
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a) Si pdx(X) es finita, entonces X C W(X)V y coresdimyyxy(X) < pdy(X).
(%)
b) idy (M) = coresdimyy(y) (M) para cada M € W(X)V.
(%)

Demostracion. (a) Dado que X es contravariantemente finita y cerrada por
extensiones, se sigue por 4.60 que para cada X € X existe una sucesién exacta
0> X—>W—-X -0,con WeWX)y X' eX.

Sea X € X, X_1 := X y d := pdx(X). Usando la sucesién ¢ podemos
construir las sucesiones & (=0 = X, 1 - W; — X; = 0, con W; € W(X)
y X; € X. Aplicando el funtor Hom4(Xg4, —) a la sucesién ; obtenemos que
Ext’, (Xg, X;) = Ext’,™ (X4, X;_1), ya que idx(W(X)) = 0. Luego,

Ext) (Xg, Xq-1) = Ext? (Xg, Xg-2) = -+ = Ext4M (X, X_1) =0,
ya que pdx(X) = d. Por lo tanto, la sucesién &; se escinde, probandose que
W} := X4—1 es un sumando directo de Wy € W(X). De donde, la sucesién
exacta
N:0=>X->Wy—=>W1— - > Wyg1 > W;—0
es una W(X)—co-resolucién de M.
(b) Se sigue de 4.53, pues idyx (W(X)) = 0.
O

Teorema 4.74. Sea A una K—dlgebra y X una subcategoria de mod(A) con-
travariantemente finita y parcialmente inclinante. Entonces, las siguientes con-

diciones se satisfacen.
(a) pd(X) <idx(I(X)) 4 coresdimg(x (X) 4+ 1 < oo.
(b) coresdimyg(y)(mod(A)) < max{pd(X),1} < oo.
(¢) Siidx(I(X)) =0 entonces:

(i) idx (M) = coresdimyy(x) (M) = idy(x) (M) para cada M € W(X)Y.

)
(ii) idx (M) = coresdimg(x)(M) para cada M € mod(A).
(iii) coresdimg(x)(mod(A)) = pd(X) = pdyp(x)(X) = coresdimg ) (P(X)).
)

(iv) idw(x)(X) = coresdimyy(x)(X) = pdx(X) = coresdimy ) (X).

Demostracion. (a) Por 4.63 (a), tenemos que
pd(X) <idx(J(X)) + coresdimyg(x)(X) + 1.

Asf que, para probar el inciso (a), s6lo nos falta notar que coresdimg ) (X) < oo;

pues idy (J(X)) es finita por hipdtesis.
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Veamos que coresdimgxy(X) < méx{pdx(X),1} = max{idx(X),1} < oc..
En efecto, sea M € mod(A). Sea d := idx (M) finita; y consideremos la sucesién
exacta £ : 0> M —>Ip—>1 = =T, —>Q%(M)—>0,cons=1sid=0
y s = d en otro caso. Entonces, Ext!,(—, Q~*(M)), = Ext5" (-, M), = 0.

De donde, Q27*(M) € J(X) y por lo tanto, coresdimg(x) (M) < s; probandose
lo deseado.

Finalmente, como X es parcialmente inclinante, tenemos que pdx(X) < oo.

Por lo tanto, coresdimgx)(X) < oc.

(b) Por (a) tenemos que pd(X) es finita; asi que s6lo nos falta probar que
coresdimyx)(mod(A)) < méx{pd(X)+ 1}.

Notemos primero que idy (mod(A4)) = pd(X). Luego, como lo notamos en (a),
coresdimg () (M) < max{idx (M), 1} VM € mod(A); asi que tomando supremos
concluimos que coresdimy(yy(mod(A)) < max{pd(X),1}.

(c) (i) Se sigue de 4.55(.b)

(ii) Se sigue (b) y 4.53

(iii) De (ii) tenemos que pd(X) = idx(mod(A)) = coresdimgx)(mod(A)) y
pd(X) = idx(P(X)) = coresdimgx(P(X)). Por otro lado, del resultado dual de
4.54 tenemos que pd(X) = pdpx)(X), pues pd(X) es finita.

(iv) Tenemos que idy(J(X)) = 0. Asi que en particular, idyx (W(X)) = 0. Veamos
primero que X € W(X)" y coresdimyy(x)(X) < pdx(X).

Dado que X es contravariantemente finita y cerrada por extensiones, se sigue
por 4.60, que para cada X € X existe una sucesién exacta £ : 0 - X — W —
X' —-0,con WeWX)y X' € X.

Sea X € X, X1 := X y d := pdx(X). Usando la sucesién £ podemos
construir las sucesiones & =0 — X;_; —» W; —» X; — 0, con W; € W(X)
y X; € X. Aplicando el funtor Hom4 (X4, —) a la sucesién & obtenemos que
Ext?, (X4, X;) = Ext’T (X4, Xi_1), ya que idx (W(X)) = 0. Luego, Ext!y (X4, Xq_1) &
Ext? (X4, Xg_2) = - =2 Ext4™(Xg, X_1) = 0, ya que pdx(X) = d.

Por lo tanto, la sucesién &; se escinde, probandose que W} := X4_1 es un
sumando directo de Wy € W(X). Por lo tanto,

n:0=>X—->Wy—=W, = > Wy = W;—=0
es una W(X)—coresolucién de M.

Finalmente, probemos que idwx)(X) = coresdimyyx)(X) = pdx(X) =
coresdimg(x)(X). Se sigue de 4.55 (b) y del hecho que idx(J(X)) = 0, que
idy (M) = coresdimg(yy (M) = coresdimyy(x) (M) = idyx) (M) VM € W(X)".
Como X € W(X)"Y, en particular obtenemos que idyy(x)(X) = coresdimyyx)(X) =
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idyy () (X).
U

Lema 4.75. Sean A una K—dlgebra, X una clase de objetos en mod(A) con-
travariantemente finita, cerrada por extensiones, sumandos directos y Y =
PI(X)). Si I(X) es co-resolvente, entonces las siguientes condiciones se sa-

tisfacen.
(a) Y es resolvente y funtorialmente finita.

(b) I3(¥) = I(X) y pdy(x)(¥) = 0.

Demostracion. Ver [17, Lema 3.9].
O

Teorema 4.76. Sea A una K—dlgebra, X una subcategoria contravariantemen-
te finita y parcialmente inclinante de mod(A) y Y := P(I(X)). Si I(X) es co-

resolvente, entonces las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) coresdimg(xy(Y) = pdy(Y) = pd(Y) = coresdimgx)(mod(A)) = pd(X) =
pd(W(X)) < oo.

(b) Y es una subcategoria inclinante, resolvente y funtorialmente finita de
mod(A).

(¢) pdg(x)(M) = resdimy (M) para cada M € Y".
(d) Y ={M € mod(A) : pdyx)(M) < oo} = P<>(A).
(e) Para cada M € P<>°(A) se tiene que pd(M) < pd(W(X)) + resdimy (M).

(f) pfd(A) = pfd(I(X)) < pd(W(X)) + resdimy (P=>*(J(X))) < pd(W(X)) +
resdimy (Y").

(g) gldim(A) = pd(I(X)). Mds ain, si X es covariantemente finita, entonces
gldim(A) < pd(W(X)) + id(I(X)).

Demostracion. (a) Por el lema 4.75 tenemos que Y es contravariantemente
finita, cerrada por sumandos directos y extensiones, Jy = J(X) y P(A) C Y.
Como J(X) es co-resolvente, se sigue por 4.57 que idy(J(X)) = 0. Luego, por
el teorema 4.74 (c) (iii) y (iv) tenemos que coresdimgy)(mod(A)) = pd(X) =
pdap(x)(X) = coresdimgx) (P(X)) < oo.
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Ahora, dado que X C W(X)V, se sigue que pd(X) = pd(W(X)) < oco. Vea-
mos que esto es equivalente a que coresdimgx)(X) sea finita. En efecto, esto se
tiene del hecho de que coresdimy(x)(X) < max{idx(X),1} = max{pdx(X),1}
y coresdimyg(yy(mod(A4)) < max{pd(X),1} < oo. Por lo tanto, sélo nos res-
ta probar que coresdimgx)(X) = pdx(X) = pd(X) = coresdimg(x)(mod(A4)).
Como pd(X) < oo y P(A) C A, obtenemos por 4.53 y el resultado dual de
4.54, coresdimg(x)(X) = pdx (X) = pd(X). Asi, que por lo anterior tenemos que
pd(X) = coresdimgy(mod(A)).

(b) De (a) se sigue que pd(Y) = pdy(Y) = (¥Y) < oco. Por 4.74 se tiene que
pdypy)(¥) < co. Por lo tanto Y es parcialmente inclinante. Finalmente, como
J(Y) es co-resolvente, tenemos que idy (W(Y)) = 0; lo cual implica por 4.73 que
Y C W(X)V. Por lo tanto, Y es una categoria inclinante, pues P(4) C Y C
W(X)Y; y por lo tanto, A € W(X)V.

Finalmente, por 4.75, sabemos que Y es resolvente y funtorialmente finita en
mod(A).

(c) Del lema 4.75 se tiene que pdgx)(Y) = 0. Finalmente (c) se obtiene del
resultado dual de 2.1 (b).

(d) Sea 9’;&")(14) = {M € mod(A) : pdyu)(M) < oo}. Notemos que
resdimgpg(x)) (M) < méx{pdgx)(M),1} para cada M € mod(A). Por lo tanto,
Tf&o)(A) C Y~ . Luego, de (c) obtenemos que Y = ‘J’j<&°) (A).

Dado que P(A) C Y, se sigue que resdimy (M) < resdimp a4y (M) = pd(M);
y por lo tanto P<>(A) C Y. Por otro lado, dado que pd(Y) < oo se tiene que
YN C P<>(A).

(e) Por 4.53 (a), tenemos que pdy(M) < pdy(Y) + resdimy(M) para cada
M € Y*. Por otro lado, por (a) y (d) tenemos que Y = P<*(A) y pd(Y) =
pd(W(X)) < oo. Finalmente, €l resultado se sigue del dual de 4.54, pues P(A) C

Y.
(f) Como hemos visto en (a) y (b), X C W(X)" y pd(W(X)) < oco. Asi que por
4.63 (d) obtenemos que pfd(A4) = pfd(I(X)). Entonces, el resultado se sigue de
(e), pues P<>(J(X)) C Y", (ver (d)).
(g) Dado que X € W(X)V, obtenemos de 4.63 (d) que gldim(A) = pd(J(X)).
Ahora, en vista de que J(X) es co-resolvente, se sigue por 4.63 (c¢) que id(J(X)) =
idg(x) (9(X))-

Asf por 4.60 y 4.62 obtenemos que pd(J(X)) = max{id(I(X)), pdy(I(X))},
ya que J(X) es covariantemente finita y pdgx)(I(X)) = idg(x)(J(X)) = id(I(X))
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Si ademds X es covariantemente finita, por 4.60 y 4.62, tenemos que pd(J(X)) =
méx{pdaxc(J(X)), pdp(x)(I(X))}-
Por otro lado, de 4.56 tenemos que

Por lo tanto, de 4.74 (c), se sigue que
pd(J(X)) <id(I(X)) + max{pdx(X), pdp(x) (X)} = id(I(X)) + pd (X).
De lo anterior concluimos que gldim(A) < pd(W(X)) +id(J(X)), ya que por
(a) se tiene que pd(X) = pd(W(X)).
O
Teorema 4.77. Sean A una K—dlgebra y X una subcategoria contravarian-

temente finita y parcialmente inclinante de mod(A). Si IJ(X) es co-resolvente,

entonces existe T € mod(A) inclinante, que satisface las siguientes condiciones.
(a) 3(X) =T+ y pd(X) < pd(T).
(b) pfd(A) = pfd(T+) < pd(T) + resdimadd(T)(add(T)/\).
(c) pfd(A) es finita si y sélo si resdimuqq(r)(add(T)") es finita.
(d) Las siguientes condiciones son equivalentes.
(i) id(T+) es finita.
(i) gldim(A) es finita.
(iii) 7+ = add(T)" y pfd(A) es finita.
(iv) pd(T+) es finita.
(e) Sigldim(A) es finita, entonces id(IJ(X)) = id(T).

Demostracion. Ver [17, Teorema 4.2].

0

Teorema 4.78. Sean A una K—dlgebra y X una subcategoria contravariante-
mente finita e inclinante de mod(A). Si existe una sucesion exacta

0= 44— Xo— - = X, 20, con X; € WX) :=I3(X)NX para cada
i € [0,m] y I(X) es co-resolvente, entonces el médulo T := @, X; satisface

las siguientes condiciones.

(a) T es inclinante.
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(b) W(X) = add(T).
(c) 3(X) = T+
(d) pd(X) = pd(T).

Demostracion. Ver [17, Teorema 4.5].

4.5. Sistemas estratiticantes como fuentes de

categorias parcialmente inclinantes.

En esta seccién veremos como los sistemas estratificantes nos proveen de una

importante fuente de categorias parcialmente inclinantes o co-inclinantes.

Proposicién 4.79. Sean A una K —dlgebra y (©, <) un ss de tallat en mod(A).

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) F(O) es una categoria parcialmente inclinante si y sdlo si pd(Y') es finita.

(b) F(O) es una categoria inclinante si y solo si pd(Y) es finita y 4A €
add(Y)V.

(¢) F(©) es una categoria parcialmente coinclinante si y sdlo siid(Q) es finita

(d) F(O) es una categoria coinclinante si y sdlo si id(Q) es finita y D(A4) €
add(Q)".

Demostracion. (a) Se sigue de 4.69 (a) pues F(O) es funtorialmente finita (
ver 4.8) y pd(Y) = pd(F(0)), por 4.13.
(b) Se sigue de (a) y del hecho de que W(F(©)) = F(O©)NI(O) = add(Y).
(c) y(d) Son obtenidos dualizando (a) y (b), respectivamente.
O

Con la finalidad de saber cudndo la categoria F(O) es parcialmente inclinan-
te, es necesario encontrar una cota para la dimensién proyectiva de F(0). La
siguiente proposicién nos da una cota para esto en términos de idg(e)(J(0)).
En particular, si J(0) es co-resolvente, entonces obtendremos que pd(F(©)) es

finita siempre.

Proposicién 4.80. Sean A una K—dlgebra y (0, <) un ss de tallat en mod(A).
Entonces pd(F(0)) < idge)(1(0)) +t y id(F(0)) < pdge)(P(0)) + t.
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Demostracién. Probaremos que pd(F(0)) < idge)(J(O)) +t. Primero, dado
que F(O) es funtorialmente finita, cerrada por sumandos directos y extensiones,
se sigue por 4.63 (a) que pd(F(0)) < idg(e)(I(O))+coresdimye)(F(O))+1. Por
otro lado, de 4.25 (a), y del hecho de que add(Y) = F(©)NI(O), obtenemos que
coresdimg ) (F(0)) < coresdim,qgq(y)(F(O©)) <t — 1. Por lo tanto, pd(F(0)) <
idg(e)(J(©)) +t.
De manera similar se prueba que id(F(0)) < pdye)(P(0)) + t.
U
El siguiente teorema establece que si (©,<) es un ss de talla ¢t y J(O) es
co-resolvente, entonces t esta acotada por n, donde n es el nimero de simples
(salvo isomorfismos) en mod(A). Més atn, establece que si F(©) es una categoria

inclinante, entonces t = n.

Teorema 4.81. Sean A una K—dlgebra, n es el nimero de simples (salvo
isomorfismos) en mod(A), y (0,<) es un ss de talla t. SiI(O) es co-resolvente,

entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) pA(F(©)) <t <n yid(F(O)) <id(I(©)) +1.

(b) SiaA € add(Y)Y entonces la categoria F(O) es inclinante, Y es inclinante
yJ1(O) =YL

Demostracion. (a) Dado que J(O) es co-resolventes, se sigue por 4.57 que
idge)(9(©)) = 0. Asi, por 4.80 (a) obtenemos que pd(Y) = pd(F(©)) < t.
Ahora bien, por 4.38 existe T' € mod(A) inclinante tal que J(©) =T+ y con YV’
un sumando directo de él. En particular, t < n.
(b) De (a) se sigue que pd(Y) es finita. Por 4.79 (b), concluimos que F(O) es
inclinante.

Ahora, como F(©) es funtorialmente fnita (4.8 ), 44 € add(Y), y J(©) es
co-resolvente; aplicando 4.78, obtenemos que Y es inclinante y J(0) = Y.

g

Corolario 4.82. Sean A una K—dlgebra y (©,<) un ss de talla t. Si J(O) es

co-resolvente y 4 A € add(Y)V, entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) pfd(A4) < pd(Y') + resdimuqq(y)(add(Y)").
(b) pfd(A) es finita si y sélo si resdim,qq(y)(add(Y)") es finita.

(c) gldim(A) es finita si y sélo si Y+ = add(Y)" y pfd(A) es finita.
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(d) Sigldim(A) es finitae entonces id(3(0)) =id(Y).

Demostracién. De 4.81 se sigue que Y es inclinante y J(©) = Y*. Por lo
tanto, el resultado es consecuencia de 4.78 y 4.77.
O

Corolario 4.83. Sean A una K—dlgebra bdsica y (©,<) un ss de talla t. Si

J(©) es co-resolvente y 4 A € F(O), entonces A es una ss-dlgebra.

Demostracién. Por 4.25 tenemos que F(O) C add(Y)V. Asi que aplicando
4.81 (b), obtenemos que Y es inclinante y J(©) = Y*. Finalmente, por 4.39 y
3.60 podemos concluir que t = n y (4, <) es una ss—algebra.

O

Teorema 4.84. Sean A una K—dlgebra y (0,<) un ss de talla t en mod(A).

Si J(O) es co-resolvente, entonces las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Para cada M € P<>(A) se tiene que pd(M) < pd(Y)+resdimep(gey)(M).
(b) pld(4) = pd(3(©)) < pd(Y) + resdimp(a(ey) (PI(O))").
() gldim(A) = pd(3(0)) < pd(Y) +id(3(6)).

Demostracion. Sabemos que F(0) es funtorialmente finita y add(Y) = F(O)N
J(©) = W(F(O)). Ahora como J(©) es co-resolvente, se sigue de 4.81 y 4.79 que
F(©) es inclinante. Luego, el resultado es consecuencia de 4.76.

U
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Capitulo 5

Apéndice.

A continuacién enunciamos algunos hechos bésicos de teoria de mddulos
sobre K —algebras. Para mas detalles y consulta de las demostraciones de los

resultados aqui enunciados, el lector puede ver los textos [3], [5], [6], [21] v [24].

5.1. Sobre modulos

Definicién 5.1. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A). Decimos que M es

stmple st M # 0 y los unicos submodulos de M son 0 y €l mismo.

Definicién 5.2. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A). Se dice que M es
semisimple si existe una familia {S;}icr de simples en mod(A) tales que M =

@;c; Si- En particular, diremos que A es semisimple si 4 A es semisimple.

Definicién 5.3. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A). Decimos que M es

indescomponible (o inescindible) si satisface las siguientes dos condiciones.
(a) M #0.
(b) Si M = M; & My entonces My =0 6 Ms = 0.

Definicién 5.4. Sean A una K—dlgebra, M € mod(A) y X un submddulo de
M. Se dice que X es un submddulo maximal de M si satisface la siguiente

condicion: st L es un submodulo propio de M tal que X C L C M, entonces
X =1L.

Definicién 5.5. Sean A una K—dlgebra, M € mod(A) y My = {X :

X es un submddulo mazimal de M'}. El radical de M es el submddulo de M,

rad(M) := nXeMM X.
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Definicién 5.6. Sea A una K—dlgebra. El radical de Jacobson de A es el
submddulo J(A) :=rad(4A4).

Proposicién 5.7. Sea A una K—dlgebra y M € mod(A). Entonces, las si-
guientes condiciones son equivalentes.

(a) M es simple.

(b) 0 es un submddulo mazximal de M.

(¢) M #0 y para cada X € mod(A) y cada morfismo f : M — X, se tiene
que f =0 6 Ker(f) =0.

(d) M # 0 y para cada X € mod(A) y cada morfismo g : X — M se tiene
que f =0 6 Im(f) = M.
O

Proposicién 5.8. Sea A una K—dlgebra, M € mod(A) y N un submddulo de

M. Entonces, N es un submddulo mazimal de M si y sélo si M/N es simple.

O

Proposicion 5.9. Sean R y S K—algebras. Consideremos un R—mddulo
izquierdo g M, un S—mddulo derecho Ng y un R—izquierdo S—derecho bimddulo

rUs. Entonces, la correspondencia
n: HOIl’lR(R]\I7 Homs(Ns,R US)) — Homs(Ns, HomR(RM,R US)),
dada por [n(y)(n)](m) := [y(m)](n), es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostracion. Ver [3, Proposition 20.7].
O

Teorema 5.10. (Krull-Schmidt) Sea A una K —dlgebra. Entonces, las siguien-

tes condiciones se satisfacen.

(a) Cada M € mod(A) no nulo, tiene una descomposicion M = @~ M™,
donde My, ..., M,, son mddulos no isomorfos dos a dos e indescomponi-
bles en mod(A).

(b) SiM =@~ M™ y M = @;Zl N;Lj, son dos descomposiciones de M
como en (a), entonces m = n y existe una permutacion o de {1,...,m}

tal que M; = Ny para cada i =1,...,m.
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5.2. Estructura de los proyectivos.

Definicién 5.11. Sean A una K—dlgebra y P € mod(A). Decimos que P es
proyectivo si para cada epimorfismo h : M — N y para cualquier morfismo
f : P — N, existe un morfismo f' : P — M tal que f = hf'. Esto es, el

siquiente diagrama conmuta

Lema 5.12. Sean A una K—dlgebra y {P;};cr una familia finita de objetos en

mod(A4). Entonces @Pi es proyectivo si y solo si cada P; es proyectivo.
icl
O

Proposicién 5.13. Sean A una K—dlgebra y P € mod(A). Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes.
(a) P es proyectivo.
(b) P es un sumando directo de un mddulo libre F' € mod(A).
(c) Cada sucesion evacta 0 — L % M 5P 50en mod(A) se escinde.

(d) Para cada sucesion exacta 0 — My, 5 M LA Ms — 0 en mod(A), se tiene
que 0 — Hom (P, M) 5 Homy (P, M) KA Homa (P, My) — 0 es una
sucesion ezacta, donde @ := Hom (P, ) y ¢ := Hom (P, 1)).

O

Definicién 5.14. Sean A wuna K—dlgebra. Un epimorfismo f:M — N en
mod(A4), se dice que es esencial si satisface la siguiente condicidn: Vg €

Homy (X, M), si fg es un epimorfismo, entonces g también lo es.

Notemos que para cada M € mod(A), el morfismo identidad 157 : M — M

es un claro ejemplo de un epimorfismo esencial.

Proposicién 5.15. Sean A una K—dlgebra y f : M — N un epimorfismo en

mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es un epimorfismo esencial.
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(b) Ker(f) C rad(M).

(c) El morfismo f : M/rad(M) — N/rad(N), dado por f(@) := f(a), es un

isomorfismo.

Como consecuencia de 5.15, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 5.16. El epimorfismo candnico wp @ M — M/rad(M), con
mp(m) :=m +rad(M), es esencial para todo M € mod(A).

O

Proposicién 5.17. Sean A una K—dlgebra y f : M — N un epimorfismo en

mod(A). Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen.
(a) Si f es un epimorfismo esencial, entonces f es minimal a derecha.

(b) Sea M proyectivo. Entonces, f es minimal a derecha si y sdlo si f es un

epimorfismo esencial.

O

Definicién 5.18. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A). Una cubierta pro-

yectiva de M es un epimorfismo esencial f : P — M con P proyectivo.

Proposicion 5.19. Sean A una K—dlgebra y h : P — M una cubierta pro-
yectiva de M € mod(A). Entonces, Ker(h) C rad(P).

O

Proposicién 5.20. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A). Si f : P — M y
g:Q — M son dos cubiertas proyectivas de M, entonces existe un isomorfismo
h: P — Q tal que gh = f.

Demostracion. Tenemos que f : P — M es un epimorfismo y () es proyectivo;
asi que existe un morfismo h : Q — P tal que fh = g. En vista de que ¢ es un
epimorfismo y f es esencial, tenemos que h es un epimorfismo.

Ahora, como P es proyectivo, existe un morfismo h : P — @ tal que hh = 1p.
Luego, h es un monomorfismo; y ademas un epimorfismo, pues 1p es esencial.
Por lo tanto h : P — Q es un isomorfismo; y gh = fhh = flp = f.

O

De 5.20 se sigue que si M € mod(A) admite una cubierta proyectiva, ésta es
tunica (salvo isomorfismos). En este caso, denotaremos como €ps : Po(M) — M

a la eleccién de una cubierta proyectiva de M.
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Teorema 5.21. Sea A una K—dlgebra. Entonces, cada M € mod(A4), admite

una cubierta proyectiva epr : Po(M) — M.
O

Definicién 5.22. Sea A una K—dlgebra. Para cada M € mod(A), el top de M
es el cociente top(M) := M /rad(M).

Proposicién 5.23. Sea A una K—dlgebra y P € mod(A). Si P es proyectivo,
entonces el epimorfismo candnico t : P — top(P) es una cubierta proyectiva
de top(P).

Proposicién 5.24. Sea A una K—dlgebra. Definamos la correspondencia
top : mod(A) — mod(A),

dada por top(f) : top(X) — top(Y) con top(f)(x) := f(z) + rad(Y) Vz € X,

Vf € Homa(X,Y). Entonces, dicha correspondencia es un funtor aditivo que

conmuta con coproductos arbitrarios y preserva epimorfismos.
O

Proposicion 5.25. Sea A una K—dlgebra. Entonces, las siguientes condiciones

se satisfacen.

(a) Sea f: P — M un epimorfismo en mod(A), con P proyectivo. Entonces,

f es una cubierta proyectiva de M si y sdlo si top(f) es un isomorfismo.

(b) Sea {f;: P,—>M;}"_, una familia de epimorfismos en mod(A) con P; pro-
yectivo para todo i€[1,n]. Consideremos P := @, Pi, M =@, M; y
el epimorfismo f := @?21 fi. Entonces, f es una cubierta proyectiva de M

sty sdlo si cada f; es una cubierta proyectiva de M;, para cada i € [1,n].
O

Proposicién 5.26. Sea A una K—dlgebra, P € mod(A) proyectivo indescom-
ponible, S := top(P) y mp : P — S el epimorfismo candnico. Entonces, las

siguientes condiciones se satisfacen.
(a) Para cada X € mod(A) simple, Homa (P, X) # 0 si y sdlo si S = X.

(b) dimg (Hom (P, M)) = [M : S]-dimg (End(4S5)), para cada M € mod(A).
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O

Proposiciéon 5.27. Sea A una K—dlgebra. Entonces, las siguientes condiciones

se satisfacen.
(a) Para cada M € mod(A), top(M) es semisimple.

(b) Sean M € mod(A) y war : M — top(M) el epimorfismo candnico. Enton-
ces, existe un isomorfismo t : Po(M) — Py(top(M)) que hace conmutar

el siguiente diagrama.
Py(M) —2 > M

tl ™M

Po(top(M)) s top(M)

€top(M)

(c) Sea {M;}!, en mod(A) y M = @}, M;. Entonces, existe un isomor-
fismo h : Py(M) — @@, Po(M;), tal que hace conmutar el siguiente
diagrama.

Py(M) 2 M

:
n @?:fMi
D, , Po(M;) —= M

(d) Para cada M € mod(A), si Po(M) es indescomponible entonces top(M)
es simple.

O

Teorema 5.28. Sea A una K—dlgebra. Entonces, las siguientes condiciones se

satisfacen.

(a) Para cada P € mod(A) proyectivo, el epimorfismo candnico mp : P —»

top(P) es una cubierta proyectiva.

(b) Para cualesquiera P,Q € mod(A) proyectivos, se tiene que P =2 Q si y
sdlo si top(P) = top(Q).

(¢) Sea P € mod(A) proyectivo. Entonces, P es indescomponible si y sdlo si

top(P) es simple.
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Corolario 5.29. Sean A una K—dlgebra y {S;}'_; wuna lista completa de
A—mddulos simples no isomorfos dos a dos en mod(A). Entonces, {Py(S;)}1,
es una lista completa de A—mdodulos proyectivos indescomponibles, finitamente

generados y no isomorfos dos a dos.

O

Corolario 5.30. Sea A una K—dlgebra. Entonces, para cada M € mod(A), se
tiene que top(Po(M)) = top(M).

5.3. Modbdulos inyectivos.

Definicién 5.31. Sean A una K—dlgebra e I € mod(A). Decimos que I es
inyectivo si para cada monomorfismo u : L — M y cualquier morfismo g :
L — I, existe un morfismo g : M — I tal que g = g'u. Esto es, el siguiente

diagrama conmuta

Proposicién 5.32. Sean A una K—dlgebra y I € mod(A). Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes.
(a) I es inyectivo.
(b) Cada sucesion evacta 0 — I = L 5 M =0 en mod(A) se escinde.

(¢) Para cada sucesion exacta 0 — My — M — My — 0 en mod(A4), se
tiene que 0 — Hom s (Mo, I) — Homy (M, I) — Homa(M;,I) — 0 es una

sucesion exacta.
O

Definicién 5.33. Sean A una K—dlgebra y f : M — N un monomorfismo
en mod(A). Decimos que [ es un monomorfismo esencial si satisface la
siguiente condicion: ¥ g € Homu (N, X), si gf es un monomorfismo, entonces

g también lo es.
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Definicién 5.34. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A). Una envolvente
inyectiva de M es un monomorfismo esencial g : M — I con I € mod(A)

myectivo.

Proposicién 5.35. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A4). Si f : M — I y
g: M — E son dos envolventes inyectivas de M, entonces existe un isomorfismo
h:I— E tal que hf = g.

O
De 5.35 se sigue que si M € mod(A) admite una envolvente inyectiva, ésta es
Unica (salvo isomorfismos). En este caso, denotaremos como iy : M — Io(M)

a la eleccion de una envolvente inyectiva de M.

5.4. Algebras locales.

Teorema 5.36. Sean A una K—dlgebra no trivial (esto es, 1 # 0). Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) A tiene un unico ideal izquierdo mazximal.

(b) rad(A) es el dnico ideal izquierdo mazimal en A.

(c) rad(A) = A\U(A); donde U(A) denota al conjunto de las unidades de A,

es decir, a los elementos de A que son invertibles.
(d) A\U(A) es cerrado bajo la suma en A.
(e) Para cada a € A, se tiene que {a,1 —a} NU(A) # 0.
(f) A/rad(A) es una K—dlgebra con division.
O

Definicién 5.37. Decimos que una K—adlgebra A es local si A es no trivial y

satisface alguna de las condiciones equivalentes del teorema anterior.

Teorema 5.38. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A). Entonces, las siguien-

tes condiciones se satisfacen.
(a) End(M) es local si y sdlo si M es indescomponible.

(b) Sea M es indescomponible. Entonces, para cada f € End(M) se tiene que

f es nilpotente o un isomorfismo.

122



5.5. SUCESIONES EXACTAS, DIAGRAMAS Y TEMAS AFINES.

5.5. Sucesiones Exactas, diagramas y temas afi-

nes.

Definicién 5.39. Sean A una K—dlgebra y

e f—72>Ml,1f—71>MZL>MH1f—“>

una sucesion finita o infinita de morfismos en mod(A).

(a) Decimos que la sucesion e es un complejo, si para cada i se satisface que
Im(fi—1) C Ker(f;). Esto es equivalente a que f;f;—1 =0 para cada i € Z.

(b) Decimos que la sucesion € es exacta si Im(f;—1) = Ker(f;) para cada i.

Definicién 5.40. Sean A una K—dlgebra y

. fi—2 fi—l

i fi
€: —>Mi,1—)MiL>Mi+1—+l>“'

una sucesion exacta finita o infinita en mod(A). Decimos que € se escinde,
. ., fi—1 fi .
st para cada subsucesion de la forma M;—y — M; — M;;1 se tiene que

Mi = Im(fl,l) D Ker(fl)

Definicién 5.41. Una sucesion ezacta de la forma
0—M—N—W —0

es llamada sucesion exacta corta.

Definicién 5.42. Sean A una K—dlgebra y € : 0 — L = M 2N 50 una
sucesion exacta corta en mod(A). Decimos que £ se escinde (6 divide) si existe

un isomorfismo h : M — L & N, tal que el siguiente diagrama conmuta

0 L—2sMm—" N 0
|
0O——L——->LpN — N ——0.
Proposicién 5.43. Sean A una K—dlgebra y
0L SMENS0

una sucesion exacta corta en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son

equivalentes.
(a) La sucesion & se escinde.
(b) Existe un morfismo ¢ : M — L tal que pa = 1p,.

(¢c) FExiste un morfismo ¢ : N — M tal que S = 1y.
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O

Lema 5.44. (Lema del Cinco) Sea A una K—dlgebra. Consideremos el siguiente

diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

Ly Lo L3 Ly Ls
ltl \Ltz its \Lt4 \LtB
M,y Mo M3 My Ms.

Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sity y ty son epimorfismos y ts es monomorfismo, entonces ts es un

epimorfismo.

(b) Site yty son monomorfismos y t1 es un epimorfismo, entonces t3 es un

monomorfismo.

(c) Sity yty son isomorfismos, t1 es un epimorfismo y ts es un monomorfis-

mo; entonces t3 es un isomorfismo.

Demostracion. Ver [24, Lemma 1.3.6 y Corolary 1.3.7].
O

Corolario 5.45. (Lema Corto del Cinco) Sea A una K—dlgebra. Consideremos

el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

0 Ay Aqy As 0
N
0 Bl BQ Bg 0.

Si dos cualesquiera de los morfismos t1, to, y t3 son isomorfismos, entonces el

tercero también lo es.

Demostracion. Ver [24, Corolary 1.3.9].
g

Teorema 5.46. (Lema de la Serpiente) Sea A una K —dlgebra. Consideremos

el siguiente diagrama conmutativo y exacto en mod(A)

L N M 0
g f
0 Lo Nt
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Entonces, existe una sucesion exacta en mod(A)
Ker(a) = Ker(8) — Ker(7) LA Coker(a) — Coker(3) — Coker(v),
donde § : Ker(y) — Coker(a) estd dado por 6(m) := h='3f~1(m) + Im().

Mds atn, si g : L — N es un monomorfismo, entonces Ker(a) — Ker(8) es
un monomorfismo; y sit : N' — M’ es un epimorfismo, entonces Coker(S) —

Coker(vy) es un epimorfismo.

Demostracion. Ver [21, Theorem 6.5].
g

Definicién 5.47. Sean A una K—dlgebra. Consideremos el siguiente diagrama
conmutativo en mod(A)
f

C——=B

Z—>E.
Decimos que E € mod(A), junto con los morfismost: B — E ys: Z — E,
es un push-out(o coproducto fibrado) si se satisface la siguiente condicion:
Para cada X € mod(A) y morfismos s’ : Z — X yt' : B — X tales que
t'f = s'g; existe un inico morfismo ¢ : E — X tal que ps = s y ot =1t'. Esto

es, el siguiente diagrama conmuta

Definicién 5.48. Sea A una K—dlgebra. Consideremos el siguiente diagrama

B—f>C.

conmutativo en mod(A)

u
—_—

Decimos que E € mod(A), junto con los morfismosu:FE — Z yv: E — B es
un pull-back (o producto fibrado) si se satisface la siguiente condicion: Para
cada W € mod(A) y morfismosv' : W — B yu' : W — Z tales que gu’ = fv';

existe un tinico morfismo ¢ : W — E tal que uyp = v’ y vip =’
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Teorema 5.49. Sea A una K—dlgebra. Entonces, las siguientes condiciones se

satisfacen.

(a) Cada diagrama Z & C 5 B en mod(A) admite un push-out, el cual es

unico (salvo isomorfismos).

(b) Cada diagrama B Lod Zen mod(A) admite un pull-back, el cual es

dnico (salvo isomorfismos).

Demostracion. (a) Ver [24, Proposition 1.7.2 y Proposition 1.7.3]. (b) Ver [24,
Proposition 1.7.5 y Proposition 1.7.6].
O

Proposiciéon 5.50. Sea A una K—dlgebra. Entonces, las siguientes condiciones

se satisfacen.

(a) Consideremos el siguiente diagrama pullback en mod(A)

’

FE-2-Xx
h'l ih
B—g>0.

Si g es un epimorfismo, entonces g’ es un epimorfismo. Mds atn, g' es un

epimorfismo que se escinde si y solo si h se factoriza a través de g.
(b) Consideremos el siguiente push-out en mod(A)
C N B
|,k
f/
Z ——FE.

Si [ es un monomorfismo, entonces [’ es un monomorfismo. Mds atun, f’

es un monomorfismo que se escinde si y solo si t se factoriza a través de

f.
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5.6. Otras cosas.

Proposicién 5.51. Si A es una K—algebra tal que 4A = Ae1 @ - - Ae, es una
descomposicion de A en submddulos indescomponibles. Entonces se satisfacen

los siguientes enunciados.

(a) Cada A—mddulo simple es isomorfo a uno de los mddulos
S1 =top(A4ey), ..., S, = top(4e,).

(b) Cada A—mddulo proyectivo e indescomponible es isomorfo a uno de los
mddulos Py = Aey, Py = Aes, ..., P, = Ae,.

Mds ain, Ae; =2 Aej siy solo si .S; = 5.

O

En el siguiente Teorema encontramos una caracterizacién para los médulos
sobre una &lgebra semisimple. Este teorema nos asegura que cuando A es una

K —4lgebra semisimple, entonces cada M € mod(A) es proyectivo e inyectivo.

Teorema 5.52. Sea A una K—dlgebra. Entonces, los siguientes enunciados son

equivalentes.
(a) A es semisimple.
(b) Cada M € mod(A) es proyectivo.

(¢) Cada M € mod(A) es inyectivo.

5.7. Algebras basicas

Definicién 5.53. Sea A una K—dlgebra con un conjunto completo {e1,...,en}
de idempotentes ortogonales primitivos. El dlgebra A es llamada bdsica si Ae; 2

Ae;, para todo j # i.

El siguiente teorema es de gran utilidad para saber cuando un &algebra es

bésica o no.

Proposiciéon 5.54. Sea A una K—dlgebra, con K algebraicamente cerrado.

Entonces, las siguientes condiciones se satistacen.
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(a) A es bdsica siy sdlo si el dlgebra B := A/rad(A) es isomorfa a un producto

de copias de K.

(b) Cada mddulo simple sobre una K—dlgebra bdsica es uno-dimensional.
O

Definicién 5.55. Sea A una K—dlgebra con un conjunto completo de idempo-
tentes ortogonales primitivos {e1,...,e,}. Un dlgebra bdsica asociada a A es

el dlgebra A® = e Aey donde ea =ej, +- - +ej., Yej,...,ej son elegidos de

a

tal manera que Ae;, % Aej, parai #t y cada modulo Ae, es isomorfo a uno de

los mddulos Aej, , ..., Aej,.

5.8. Algunos resultados de Algebra Homoloégica.

En esta seccién enunciaremos algunos resultados bésicos de la Teoria de

Algebra Homoldgica que utilizamos en esta tesis.

5.8.1. Resoluciones proyectivas e inyectivas.

Recordemos que un A—mddulo M estd generado por una familia {x;},c5 de

elementos de M si cada elemento x € M se puede escribir como x = E a;T;,
iel
con a; = 0 para casi todo i. Si ademas se cumple que los a; estdn unicamente

determinados por z, entonces la familia {z;};c; es una base para M.

Definicién 5.56. Sean A una K—adlgebra y M un A—mddulo. Decimos de M

es libre si tiene una base.

Proposicién 5.57. Sea A una K—dlgebra y M un A—mddulo. Entonces M es
libre si y solo si M = AD) para algin I. Es decir, M es libre si y sélo si M es

isomorfo a una suma directa de |I| copias del mddulo s A.

Proposicién 5.58. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A). Entonces existe
F € mod(A) libre, tal que M es un mddulo cociente de F.
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Proposicién 5.59. Sean A una K—dlgebra y M € mod(A). Entonces existe
una sucesion exacta en mod(A)
i — Py 2P

tal que Pj es proyectivo para cada j.

h h
1 0

P, M — 0,

O

Definicién 5.60. Sea A una K—dlgebra y M € mod(A). Una resolucion
proyectiva de M, estd formada por un complejo
Pm—

€ o Py tmp S P Py —0
de mddulos P; € mod(A) proyectivos junto con un epimorfismo hg : Py — M;
de tal manera que la siguiente sucesion es exacta

R N N NN ¥ )
Definicién 5.61. Sea A una K—dlgebra y M € mod(A).

(a) Una sucesion evacta Py 2% Py 2% M — 0 en mod(A) es una pre-

sentacion proyectiva minimal de M si los morfismos pg: Py — M y

p1: P — Ker(pg) son cubiertas proyectivas.

(b) Consideremos la sucesion exacta en mod(A)

i P 2 op My op My o 0

con P; € mod(A) proyectivo para cada j. Decimos que & es una resolu-
cion proyectiva minimal de M si h; : P; — Imh; es una cubierta

proyectiva, para cada j > 1 y hg : Pp — M es una cubierta proyectiva de
M.

Proposicién 5.62. Sea A una K—dlgebra. Entonces, cada M € mod(A) admite

una presentacion proyectiva minimal y una resolucion proyectiva minimal en
mod(A).

O

Definicién 5.63. Sea A una K—dlgebra y M € mod(A). Una co-resolucion

inyectiva de M en mod(A) estd dada por un complejo
1 m+1
n: 00— 10yt s

de A— mddulos inyectivos y un monomorfismo d° : M — I° en mod(A); de

tal manera que se tiene la sucesion exacta

o d' 1 m d" m—+1
O—M —I"—I1—.-. - — 1" — 1 —
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Se puede probar que cualquier A—mdédulo finitamente generado mod(A) tie-

ne una resolucién inyectiva de médulos finitamente generados.

5.8.2. Dimensiones proyectiva, inyectiva y global.

A continuacién introducimos el concepto de dimensién proyectiva de un

”

modulo, que es lo mas cercano a "medir 7 qué tan lejos estd un moédulo de

ser proyectivo.

Definicién 5.64. Sea A una K—dlgebra, M € mod(A) y

Pb:w-— Py — —P—F—M-—70
una resolucion proyectiva de M. Se define long(P,) la longitud de la resolu-

cion P,, como sigue :

(a) Siexiste n € N tal que P, # 0 y Ppyr = 0 para todo k > 1, long(P,) :=
min{m € N : P, = 0,Vn > m}; y en tal caso, diremos que P, tiene

longitud finita.

(b) Si para cada m € N eziste n > m tal que P(n) # 0, long(P,) := o0; y

diremos que P, es es longitud infinita.

Definicién 5.65. Sean A un K—dlgebra y M € mod(A). Se define la dimen-
sion proyectiva de M

pd(M) := min{long(P,) : Ps es una resolucion proyectiva de M}.
Si no existe una resolucion proyectiva de longitud finita para M, diremos que
pd(M) = co.

Ejemplo 5.66. Si P es proyectivo, entonces pd(P) = 0. De hecho, que P sea
proyectivo es equivalente a que pd(P) = 0.

Proposiciéon 5.67. Sea A una K—dlgebra. Entonces, las siguientes condiciones

se satisfacen.

(a) pd(P;~, M;) = maxi<i<m{pd(M;)}.

(b) Sea M € mod(A). Entonces, pd(M) < n si y sdlo si, para cada sucesion

eracta P,_1 Jc;; o — P — Ph — M — 0, con P; € mod(A)

proyectivo para cada i; se tiene que Ker(f,_1) es proyectivo.
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Proposicién 5.68. Sean A una K—dlgebra y0 — L — M — N — 0 una

sucesidn exacta en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si cualesquiera dos de los tres A—mddulos tienen dimension proyectiva

finita, entonces el tercero también.
(b) pd(L) < max(pd(M),pd(N) —1).
(c) pd(M) < max(pd(L),pd(N)).
(d) pd(N) < max(pd(M),pd(L) +1).
(e) Si pd(L) < pd(M) entonces pd(N) = pd(M).
(f) Sipd(L) = pd(M) entonces pd(N) < 1+ pd(M).
(g) Sipd(L) > pd(M) entonces pd(N) = 1+ pd(L).

O

Proposicién 5.69. Sea A una K—dlgebra y0 — L — P — M — 0 una suce-

sion exacta de A—mddulos, con P proyectivo. Si M mo es proyectivo, entonces
pd(M) =pd(L) + 1.

g

Proposicion 5.70. Sea A una K—dlgebra y0 - L — P,_1 — --- = P —
Py — M — 0 una sucesion exacta con modulos proyectivos Py, Py, ..., P,_1 en
mod(A). Si pd(M) > k, entonces pd(M) = pd(L) + k

Definicién 5.71. Sea A una K—dlgebra, M € mod(A) y
I": 0> M—=1°— T — ... [t .
una co-resolucion inyectiva de M en mod(A). Se define la longitud de la co-

resolucion I®* como sigue:

(a) Si existe m € N tal que I = 0 para cada n > m, long(I*) := min{m €

N:I" =0V n>m}; y en tal caso, diremos que I* tiene longitud finita.

(b) Si para cada m € N existe n > m tal que I"™ # 0, long(I®) := oco.
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Definicién 5.72. Sean A un K—dlgebra y M € mod(A). Se define la dimen-
sion inyectiva de M

id(M) := min{long(I®) : I® es una co-resolucion inyectiva de M}.
Si no existe una co-resolucion inyectiva de longitud finita para M, diremos que
id(M) := oo.

Proposicion 5.73. Sea A una K—dlgebra. Entonces, las siguientes condiciones

se satisfacen.

(a) (D2, Mi) = maxy<i<m {id(M;)}.

(b) Sea M € mod(A). Entonces, id(M) < n si y sdlo si, para cada sucesién
ezacta 0 — M — 10 = ... 5 [7=2 7252 [n=1 o i ¢ mod(A) inyectivo

para cada i; se tiene que Coker(f,—2) es inyectivo.
g

Proposicién 5.74. Sean A una K—dlgebra y0 — L — M — N — 0 una

sucesion exacta en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
(a) id(L) < max(id(M),id(N) + 1).
(b) id(M) < max(id(L),id(N)).
(¢) id(N) < max(id(M),id(L) — 1).
O

Definicién 5.75. Sea A una K—dlgebra. La dimension global de A se define
como gldim(A) := sup{pd(M) : M € mod(A)}.

Teorema 5.76. Sea A una K—dlgebra. Entonces, gldim(A) = pd(top(44)) =
méax{pd(S) : S € mod(A) es simple}.

5.8.3. Ext.

Definicién 5.77. Sea A una K—dlgebra y X, Y € mod(A). Consideremos una
resolucion proyectiva de X
Po:-aPBP PN x 0.
Para cada n € N, introducimos el K—espacio vectorial
Ext’; (X,Y) := Ker(Hom(dy,41,Y) )/Im(Hom(d,,,Y) ).
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Se puede probar que Ext%(X,Y) es independiente de la eleccién de una
resolucién proyectiva para X.
Para el functor covariante Hom 4 (X, —) se consideran functores derivados

usando co-resoluciones inyectivas.

Definicién 5.78. Sean A una K—dlgebra y X, Y € mod(A). Consideremos
una co-resolucion inyectiva de Y
Qe:0-Y 5 Qo B1BQy— ...
Para cada n € Z, introducimos el K—espacio vectorial
Ext (X,Y) := Ker(Hom(X, d,,) ) /Im(Hom (X, d,+1) ) donde

es una co-resolucion inyectiva del A—mddulo Y.

Se puede probar que la definicién de Ext’;(X,Y) es independiente de la
eleccion de una co-resolucién inyectiva para Y.

Adema3s, se puede probar que ambos functores Ext son isomorfos; y por ello
podemos abusar de la notacién y escribir Ext” (X,Y), para n € Z.

Después de estas definiciones presentamos los siguientes resultados conocidos

de Algebra Homolégica; y que pueden ser consultados en [21].

Proposicién 5.79. Sean A una K—dlgebra y X,Y € mod(A). Entonces
Ext9(X,Y) es equivalentemente natural a Hom(X,Y).

Proposicién 5.80. Sea A una K—dlgebra y X,Y € mod(A). Entonces
Ext% (X,Y) = 0 para cada n € Z negativo.

O

Teorema 5.81. Sea A una K—dlgebra y0 —Y' =Y —Y"” — 0 una sucesion
exacta de A—mddulos. Entonces, existe una sucesion ezxacta
0 — Homy (X,Y’) = Homa (X,Y) — Homa(X,Y”) — Ext4 (X, Y") — ...
c = Ext (X, YY) = Exty (X, Y) = Ext (X, V") — Ext’}TH(X,Y) — ...

O

Teorema 5.82. Sea A una K—dlgebra y0 — X' — X — X" — 0 una sucesion
exacta en mod(A). Entonces, existe una sucesion exacta
0 — Homa(X"Y) — Homa(X,Y) — Homa (X", Y) — Ext}{ (X", Y) — ---
= Exti(X7)Y) = Ext(X,Y) — Ext (X', Y) = ExtT M (X")Y) — -
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Proposicién 5.83. Sea A una K—dlgebra y P € mod(A) proyectivo. Entonces
Ext" (P,Y) = 0 para cada Y € mod(A) y para cada n € N\{0}.

O

La proposicién anterior tiene su versién dual para los A—méddulos inyectivos.
Si @ es un A—médulo inyectivo, entonces para cada n € N\{0} y para cada
A—médulo X se tiene que Ext’} (X, Q) = 0.

Proposicién 5.84. Sea A una K—dlgebra y X € mod(A). Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes.
(a) X es un A—mddulo proyectivo.
(b) Ext%(X,Y) =0 para cada Y € mod(A) y n € N\{0};
(c) Ext4(X,Y) =0 para cada Y € mod(A).
O

Proposicién 5.85. Sea A una K—dlgebra y --- — Py & P d Py 5B M =0
una resolucion proyectiva para M € mod(A). Entonces, para cadaY € mod(A)
yn €N, se tiene que Ext™(X,Y) = Ext!y(Ker(d, 1), V).

O

Proposicién 5.86. Sean A una K—dlgebra y X € mod(A). Entonces, las si-

guientes condiciones son equivalentes.
(a) pd(X) < n.

(b) Ext¥(X,Y) = 0 para cada Y € mod(A) y para cada k € N tal que k >
n+1.

(c) Ext}™(X,Y) =0 para cada Y.

(d) Para cualquier resolucién proyectiva de X, Ker(d,—1) es un A—mddulo

proyectivo.
O

Ejemplo 5.87. Sea A una K—dlgebra. Se dice que A es hereditaria si cada
ideal I de A es proyectivo. En este caso, si A es hereditaria, se satisface que cada
submddulo N de un mddulo proyectivo M es proyectivo y entonces pd(M) < 1.
Por lo tanto, gl.dim.(A) < 1.
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Ahora bien, si A es semisimple, entonces en vista del Teorema 5.52, se tie-
ne que todo A—mddulo M es proyectivo y por tanto pd(M) = 0. De donde
gl.dim.(A4) = 0.

5.9. La dualidad usual Homg(—, K)

Sea A una K —4&lgebra. Denotaremos por D4 : mod(A) — mod(A°P) a la
dualidad usual Homg (—, K). Se sabe que D 0D por =~ 1y0q(a00) Y Daovo Dy =~
Lmod(a) (Ver [5] y [6]).

Proposicién 5.88. Sea A una K—dlgebra, D4 : mod(A) — mod(A°) la dua-
lidad usual y h : M — N un morfismo en mod(A). Entonces, las siguientes

condicones se satisfacen.

(a) Euxiste un isomorfismo t : D(Ker(h)) — Coker(Dy(h)) tal que el sig-
uiente diagrama conmuta.

Da(h) Da(i)
Da(Y) ———= Da(X) ———= Da(Ker(h))

| T
z ~
Coker(D 4 (h)),

donde i : Ker(h) — X es la inclusion.

(b) Eziste un isomorfismo t' : Ker(Da(h)) — Da(Coker(h)) tal que el si-

guiente diagrama conmuta.
Ker(D4(h))

~
~

Da(h)

Da(Y)

S TDM)
t N

D 4(Coker(h)),

Da(X)

donde 7 : Y — Coker(h).
(¢) h es un monomorfismo si y sélo si Da(h) es un epimorfismo.
(¢) h es un epimorfismo si y solo si Da(h) es un monomorfismo.
(]

Proposicién 5.89. Sea A una K —dlgebra, D 4 : mod(A) — mod(A°P) la duali-

dad usual y M, N € mod(A). Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) D4 es un funtor exacto que conmuta con coproductos finitos.
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(b) Homa (M, N) =2 Homger (D(N), D(M)) como K—mddulos.

(c) Extl(M,N) = ExtYy.,(Da(N),Da(M)) como K—mddulos.

(d) M es indescomponible en mod(A) si y sdlo si Da(M)es indescomponible
en mod(A°P).

(e) M es simple mod(A) siy sdlo si Da(M)es simple en mod(A°P).

(f) M es proyectivo(resp. inyectivo) en mod(A) siy sdlo si D 4(M)es inyectivo
(resp. proyectivo) en mod(A°P).

(f) f: M — N es un epimorfismo esencial en mod(A) si y sdlo si Da(f) :
DA(N) — Da(M) es un monomorfismo esencial en mod(A°P).

0

Teorema 5.90. Sea A una K—dlgebra, M € mod(A), B :=End(uM) y F :=
Hom(—, aAMpor) : mod(A) — mod(B). Entonces se satisfacen las siguientes

condiciones.

(a) VZ € add(M) VX € mod(A), Homu(X,Z) =2 Homp(F(Z),F(X)) en
mod(K) y es functorial en X y Z.

(b) F, a0 add(M) — add(sB) es una K —equivalencia de categorias.
Demostracion. (a) Primero probemos el resultado para M. Notemos que
F(X)=Homu(X, M) =~ Hompg(B,Homu4 (X, M)) = Homp(B, F(X))
= Hompg(F (M), F(X)). Esto es,

Hom (X, M) = Homp(F (M), F(X)).
Ahora, sea n € N. Considerando lo anterior y el hecho de que F' y el funtor

Hom son aditivos, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo para M™.

Hom 4 (X, M™) = Hom 4 (X, M)"

i :

Homp (F(M"), F(X)) < Homp (F(M), F(X))".

De donde, Hom 4 (X, M™) = Hompg(F(M™), F(X)).
Finalmente, tomemos Z € add(M). Luego, existe n € N tal que Z®Y = M™.
Consideremos la sucesién exacta que se parte
023 M"Y =0

Como F' es un funtor aditivo, se tiene que la sucesién
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0—FY)—FM")—F(Z)—0
es exacta y se parte.

Asi, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto.

Ker(Bz) Ker(By )

0 ——————> Homy (X, Z) ——————> Hom g (X, M") —————————> Hom 4 (X,Y) —> 0

Bz l“ By

0 ——> Homp (F(Z), F(X)) ——> Homp (F(M"), F(X)) ——> Hompg (F(Y), F(X)) ——> 0

Coker(B8z) Coker(By )

Aplicando el Lema de la Serpiente obtenemos que Ker(8z) = 0 = Coker(8y).
Haciendo un procedimiento similar con la sucesion exacta que se parte
0—-Y —-M"—Z—0,
obtenemos que Ker(fy) = 0 = Coker(8z).
Por lo tanto, 8z es el isomorfismo deseado.

(b) Primero notemos que F(add(M)) C add(B). En efecto, sea X € add(M).
Entonces, existen Y y n € N tales que M™ = X &Y. Luego, aplicando el funtor
F y usando el hecho de que éste es aditivo obtenemos que B" = F(M)™ =
F(X)® F(Y); probandose que F(X) € add(B). Asi, tenemos F| := Flaqq(m) :
add(M) — add(B).

Ahora, por (a) se sigue que Fj es fiel y pleno, asi que sélo resta ver que
Fy es denso. Sea X € add(B), entonces existe Y € add(B) y m € N tal que
vi=XOY =B™

Sea ¢ € End(B™), con ¢ := Yy myth~L. Luego, se puede notar que ¢? = ¢,
Y =Im(p) y X = Ker(p) = Im(lpm — ).

Por otro lado, sabemos que End(4M™) = End(pB™). Entonces, existe u €

End(4M™) tal que ¢ = Fy(u) y por lo tanto u = u?.

Sea N := (1pym —u)(M™) y notemos que Fy (N) = Fy (1pm —u)(F(M)™) =
(Ipm — F1(u))(B™) = (1 — ¢)(B™) = X. Esto es, F1(N) & X.
Por lo tanto, F} es un funtor fiel, pleno y denso, lo cual significa que es una

K —equivalencia de categorias.
O
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5.10. Moddulos reflexivos.

Los siguientes resultados se encuentra en [3, Proposition 20.14 y Proposition
23.1], en un contexto més general para anillos y mdédulos. A continuacién enun-
ciaremos dichos resultados para K —algebras y médulos finitamente generados

a izquierda.

Definicién 5.91. Sean R, S K—dlgebras y rUs un R—izquierdo S—derecho
bimddulo. Consideremos los funtores F := Hompg(—,U) : mod(R) — mod(S°P)
y G := Homgop(—,U) : mod(S°?) — mod(R).

(a) La evaluacion € : 1yoq(r) — GF, se define como la familia de morfismos
€ :={ex : X = GF(X)}xemod(r), donde ex(z)(f) = f(x) para cada
r€X y feHomp(X,U).

(b) La evaluacion €’ : 1,,04(s0ry — F'G, se define como la familia de morfismos
e = {ey : X = FG(X)}xemod(ser), donde e'x(z)(f) = f(x) para cada
x€X y f €Homgor(X,U).

De manera similar a 3.40, se puede probar que las evaluaciones € : 1,,0q(r) —

GFy €' : 1yoa(sory — FG son transformaciones naturales.

Definicién 5.92. Sean R, S K—dlgebras y rUs un R—izquierdo S—derecho
bimddulo. Consideremos los funtores F y G definidos en 5.91. Definimos lo

stquiente.

(a) Sea M € mod(R). Decimos que M es U—reflexivo siepy : M — GF(M)

es un isomorfismo.

(b) Sea N € mod(S°P). Decimos que N es U—reflexivo sie’y : N — FG(N)

es un isomorfismo.

(¢) La subcategoria plena de mod(R) de los objetos en mod(R) que son los
U—reflexivos es gR[U] := {M € mod(R) : eps es un isomorfismo }.

(d) La subcategoria plena de mod(S°P) de los objetos en mod(S°P) que son los
U—reflexivos, es Rg[U] := {N € mod(S°P) : &y es un isomorfismo }.

Proposicién 5.93. Sean R, S K—dlgebras y rUs un R — S—bimddulo. Con-
sideremos los funtores F' := Homp(—,U) : mod(R) — mod(S°?) y G :=
Homgor (—,U) : mod(S°P) — mod(R). Entonces, las siguientes condiciones se

satisfacen.
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(a) Las categorias pR[U] y Rs[U] son cerradas por sumandos directos y sumas

directas finitas.

(b) F(&M)E;;(M) = lpny, para cada M € mod(R); y G(ely)eav)y = lamy,

para cada N € mod(S°P). Esto es, se tienen los siguientes diagramas

conmutativos.
F(M) G(N)
| | e
EF(M) EG(N
FGF(M)"2% () GrG(N) M Gy

(d) Si M € mod(R) (resp. N € mod(S°)) es U—reflexivo, entonces F(M)
(resp. G(N)) es U—reflexivo.

Demostracién. Ver [3, Proposition 20.13 y Proposition 20.14].
O

Teorema 5.94. Sean R, S K-—dlgebras y rUs un R — S—bimddulo. Con-
sideremos los funtores F := Hompg(—,U) : mod(R) — mod(S°?) y G :=
Homg(—,U) : mod(S°?) — mod(R). Entonces, se satisfacen las siguientes con-

diciones.

(a) F y G inducen, por restriccion, una equivalencia contravariante entre las

categorias rR[U] y Rs[U].

(b) Para cada M € grR[U] y cada N € Rg[U], los morfismos epy : M —
GF(M) y ey : N = FG(N) son isomorfismos naturales.

Demostracion. Ver [3, Proposition 23.1].

5.11. Funtores adjuntos y una aplicaciéon intere-

sante.

Definicién 5.95. Sean A y B dos categorias. Consideremos dos funtores F :
A—ByG:B — A. Decimos que los funtores F' y G son adjuntos(é un par

adjunto), denotado por F 4 G, si se satisfacen las siguientes dos condiciones.

(a) Ewxiste una transformacion natural n : 14 — GF, llamada unidad de la
adjuncidn, tal que para cada M € A se satisface que epnF(nn) =

Lr(ay- Esto es, se tiene el siguiente diagrama conmutativo en B.
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F(M)

1p ()
F(nar)

FGF(M) 2 F(M)
(b) Eziste una transformacion natural € : FG — 1z, llamada co-unidad de
la adjuncion, tal que para cada N € B se satisface que G(en)na(n)y =

La(n)- Esto es, se tiene el siguiente diagrama conmutativo en A.

G(N)
nG(N)l Lo
G(en)
GFG(N) 2 ()

Si F'y G son funtores adjuntos, de acuerdo con la definicién 5.95, entonces

diremos que F' es adjunto izquierdo de GG y que G es adjunto derecho de
F.

Definicién 5.96. Sean A una categoria y C una subcategoria de A Decimos
que C es reflexiva en A, si existe un funtor H : A — A, tal que H es
adjunto izquierdo de la inclusion v : Ag — A. Dualmente, decimos que C es co-
reflexiva en A, si existe un funtor L : A — Ag, tal que L es adjunto derecho

de la inclusion v : Ag — A.

Teorema 5.97. Sean A y B dos categorias. Consideremos un par de funtores
adjutos, F 4G, F: A — B y G : B — A, tales que para cada M € A y N € B,
se tiene que los morfismos ngny : G(N) — GFG(N) y epy : FGF(M) —
F(M) son isomorfismos en A y B, respectivamente. Consideremos las categorias
plenas Ag :={M € A:3IN € B tal que M = G(B)} y By :={Ne€B:3IM ¢
A tal que N = F(M)} de A y B, respectivamente. Entonces, F' y G inducen,
por restriccion, una equivalencia entre las categorias Ag y Bgo. Mds aun, Ay es

reflexiva en A y Bg es co-reflexiva en B.

Demostracion. Ver [12, Lemma I1.6.4].

140



Indice alfabético

O—soporte, 46
C—filtracién, 19
algebra, 14
ss—algebra, 28
casi-hereditaria, 28
local, 122
bésica, 127
hereditaria, 134

categoria, 9

abeliana, 14

aditiva, 12
pequena, 10
cubierta

C—proyectiva, 20
proyectiva, 118

definicién
proyectiva finitista, 79
diagrama
pull-back, 125
push-out, 125
dimension
global, 132
inyectiva, 132
proyectiva, 130
dual de Ringel asociado, 32

envolvente

C—inyectiva, 20
envolvente

inyectiva, 122
equivalencia

categorias, 12
equivalencia natural, 11
Ext, 132

funtor

aditivo, 13

contravariante, 11

covariante, 11

dualidad, 12

exacto, 15

fiel, 12

pleno, 12

adjuncién, 139
co-unidad, 140
unidad, 139

lema
Corto del Cinco., 124
de la Serpiente, 124
de Wakamatsu, 76
Krull-Schmidt, 116
Del cinco , 124

modulo

bésico, 31

141



INDICE ALFABETICO

co-estandar, 25

estandar, 25

inclinante, 31

inclinante caracteristico asociado,

31

propio co-estandar, 28

propio estandar, 28

rango de, 59

inyectivo, 121

libre, 128

proyectivo, 117

reflexivo, 138
monomorfismo esencial, 121
morfismo

aproximacion a derecha, 18

aproximacién a izquierda, 18

de eiss, 42

de epss, 43

de ss, 41

minimal a derecha, 15

minimal a izquierda, 17

versiéon minimal a derecha, 16

versiéon minimal a izquierda, 17

presentacion

proyectiva minimal, 129

resolucién
inyectiva, 129
longitud, 130
proyectiva, 129

proyectiva minimal, 129

sistema estratificante
Ext—inyectivo (eiss), 33
Ext—proyectivo (epss), 34
ss, 33

subcategoria, 10

cerrada por extensiones, 14
co-resolvente, 22
contravariantemente finita, 19
covariantemente finita, 19
funtorialmente finita, 19
plena, 10
resolvente, 22
co-incinante, 104
co-reflexiva, 140
incinante, 103
parcialmente co-inclinante, 104
parcialmente inclinante, 103
reflexiva, 140

subcategoria exacta, 14

sucesion
complejo, 123
escinde, 123
exacta, 123

exacta corta, 123

transformacién natural, 11
traza, 23

142



Bibliografia

I. Agoston, V. Dlab, E. Lukacs. Stratified algebras. C.R.Math. Rep.
Acad. Sci. Canada Vol. 20(1), 1998, 22-28.

L Agoston, D. Happel, E. Lukécs, L. Unger. Standarly stratified alge-
bras and tilting. Journal of Algebra 2000, 226 (144-160).

F. W. Anderson y K. R. Fuller. Rings and Categories of Modules.
Springer-Verlag, 1975.

I. Assem, J. Cappa, M. I. Platzeck y M. Verdecchia. Notas de Alge-
bra y Andlisis, Vol. 21. Mddulos Inclinantes vy Algebms Inclinadas.
INMABB-CONICET, Universidad Nacional del Sur. Bahia Blanca,
Argentina, 2008.

I. Aseem, D. Simson y A. Skowronski. Elements of the Representation
Theory of Associative Algebras. Vol. I Techniques of Representation
Theory. Cambridge University Press, 2006.

M. Auslander, I. Reiten y S. Smalo. Representation Theory of Artin
Algebras. Cambridge Studies in Advanced Mathematics, Vol. 36. 1995.

M. Auslander, I. Reiten. Applications of contravariantly finite subca-
tegories. Adv. Math. Vol. 86, 1991 (111-152).

P. Cadavid Algebms estandarmente estratificadas e dlgebras quase-
hereditdrias. Tesis para obtener el grado de Maestro en Ciencias Ma-
temaéticas, dirigida por el Dr. Eduardo do Nascimento Marcos. Uni-
versidad de Sao Paulo, Brasil, 2008.

E. Cline, B. Parshall y L. Scott. Finite dimensional algebras and hig-
hest weight categories. J. Reine angew. Math. 391 (1988), 85-99.

143



BIBLIOGRAFIA

[14]

[15]

[16]

[17]

[19]

[20]

B. Parshall, L. Scott. Derived Categories, quasi-hereditary algebras
and algebraic groups. Math. LNS, Carleton University, 3 (1988) 1-105.

V. Dlab, C.M.Ringel. The module Theoretical Approach to Quasi-
hereditary algebras. Repr. Theory and Related Topics, London Math.
Soc. LNS, 168 (1992) 200-224.

S. Mac Lane, I. Moerdijk. Sheaves in Geometry and Logic. A first
introduction to Topos Theory. Springer-Verlag Universitext, 1992.

E. Do N. Marcos, O. Mendoza, C. Saénz. Stratitying sistems via rela-
tive simple modules. Journal of Algebra 2004, 280 (472-487).

E. Do N. Marcos, O. Mendoza, C. Saénz. Stratitying sistems via rela-
tive projective modules. Comm. in Algebra 2005, Vol. 33 (1559-1573).

O. Mendoza, C. Saénz, C. Xi. Homological systems in module catego-
ries over pre-ordered sets. Quart. J. Marth. 2009, 60 (75-103).

E. Do N. Marcos, O. Mendoza, C. Saénz. Applications of stratifying
systems to the finitistic dimension. Journal of Pure and Applied Al-
gebra 2006, 205 (393-411).

O. Mendoza, C. Saénz. Tilting categories with applications to stratif-
ying systems. Journal of Pure and Applied Algebra 2006, 302 (419-
449).

K. Erdmann, C. Saénz.On Standardly Stratified Algebras. Comm. in
Algebra 2003, Vol. 31, No. 7 (3429-3446).

Y. Miyashita, Tilting modules of finite projective dimension. Math Z.
1986, 193 (113-146).

C. M. Ringel. The category of modules with good filtrations over a
quasi-hereditary algebra has almost split sequences. Math. Z. 1991,
208 (209-223).

J. Rotman. An Introduction to Homological Algebra. Universytext
Springer, 2009.

V. Santiago Homologia relativa en los contextos de Auslander-

Buchweitz y de Auslander-Reiten. Tesina para obtener el grado de

144



BIBLIOGRAFIA

[25]

Maestro en Ciencias Mateméticas, dirigida por el Dr. Octavio Mendo-

za Herndndez. Universidad Nacional Auténoma de México, 2009.

L. Scott. Simulating Algebraic Geometry with Algebra, I: The Alge-
braic Theory of Derived Categories. Proceedings of Symposia in Pure
Mathematics,47(1987)271-281.

L. R. Vermani. An elementary approach to homological algebra. Chap-
man and Hall/CRC Monographs and Surveys in Pure and Applied
Math, 2003.

C. Xi. Standardly stratified algebras and cellular algebras. Math. Proc.
Camb. Phil. Soc. 2002, 133 (37-53).

145



	Portada

	Introducción

	Índice General

	Capítulo 1. Algunas Nociones Categóricas
 
	Capítulo 2. Álgebras Estandarmente Estratificadas

	Capítulo 3. Sistemas Estratificantes Lineales

	Capítulo 4. Sistemas Estratificantes y Homología

	Capítulo 5. Apéndice

	Bibliografía


