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La segunda mitad del siglo XIX marca un punto importante en el desarrollo de la termodindmica como
disciplina de la fisica, concentrandose en la descripcién macroscépica de resultados experimentales.
A su vez, en estas cinco décadas comenzé a emerger la teoria cinética de los gases en el trabajo de Kronig
Clatsius y James Maxwell, entre otros, quienes buscaban relacionar el movimiento de moléculas en un sis-
tema gaseoso con observables fisicas macroscépicas. Culminando en 1872 con la teorema-H de Boltzmann,
se obtuvo por primera vez contacto con la termodindmica al relacionar la fenomenologia observada con la
mecanica microscopica de un gas y obteniendo la entropia de un sistema desde un enfoque puramente mi-
croscépico.
Sin embargo, el trabajo de Boltzmann resulté altamente controversial y fue ampliamente atacado por su
caracter irreversible, asi como debido a la desconfianza que aun existia con respecto al concepto de atomo y
molécula empleados en dicha teoria.
Sin embargo, Maxwell continué con el trabajo, aplicando este enfoque a sistemas mas sofisticados y, como
resultado, la teoria cinética de los gases cedi6 a la teoria de ensambles formalizando la mecédnica estadistica,
introduciendo, en 1879, una descripcién mediante las coordenadas generalizadas ¢; y el impetu generalizado
p; de un sistema, y definiendo la cantidad m&s importante en la teoria de ensambles: la funcién de densidad
de estados o puntos en el plano fase p(g;, p;).
El siguiente avance importante fue realizado por Josiah W. Gibbs, quien en 1902 enfatiz6 la importancia
de utilizar ensambles generalizados para obtener todas la cantidades termodinamicas en términos de las
propiedades mecanicas de los constituyentes microscopicos del sistema. El resultado fue una teoria general,
aplicable a todo sistema que cumpliera inicamente con las ecuaciones de movimiento de Lagrange y Hamil-
ton.
La publicacién de Gibbs coincidié con los desarrollos de Max Planck (1900) en la descripcién de la radiacién
de cuerpo negro, donde se introdujo la hipétesis de cuantizacién en la emisiéon y absorcién de radiacién elec-
tromagnética. Lo que es mas, trabajos consecuentes en el estudio del efecto fotoeléctrico, el efecto Compton
y la dispersion de rayos X establecieron la cuantizacién del campo electromagnético y la existencia del fotén.
En 1924 fue Satyendra N. Bose quien describi6 la radiacién de cuerpo negro en términos de un “gas” de
fotones, indistinguibles entre si, ocupando los distintos niveles de energia.
El trabajo de Bose tendria un gran impacto en la fisica estadistica, y en 1924-1925 Albert Einstein, argu-
mentando que las implicaciones de Bose deberian aplicar también a particulas materiales, estudio a un gas
ideal desarrollando lo que hoy en dia es conocido como la estadistica de Bose-Einstein y la condensacion de
Bose-FEinstein, resultados que retomaria Fritz London en 1939 para el estudié de la superfluidez.
Después, en 1926, siguiendo la enunciacién del postulado de exclusién de Pauli, Enrico Fermi mostré que
existen sistemas fisicos que obedecen a una estadistica distinta, en la cual no se permite que dos particulas
ocupen el mismo estado.
Esta distincién entre el comportamiento de particulas permitié la clasificacion en dos grupos, Bosones y
Fermiones, segun la estadistica que los regia, pero no fue hasta 1939 que Fermi y Belifante encontraron la
relacién entre el espin de una particula y su comportamiento: particulas cuyo espin fuese un multiplo entero
de h siguen la estadistica de Bose-Einstein, mientras que particulas con espin semi-entero pertenecen a la
familia de fermiones.
Por otro lado, los fermiones pueden ser asociados en general a particulas de materia, mientras que los bo-
sones, al poder ocupar el mismo estado al mismo tiempo, actiian como portadores de las fuerzas, es decir,
mediadores de las interacciones entre las otras particulas. Como tal, el rol de los bosones es fundamental en
el estudio de sistemas con particulas que interactiian mutuamente entre si.
Sera el propdsito de ésta tesis estudiar la cuantizacién de campos bosonicos para describir al comportamiento
de bosones confinados y dos efectos que se prestan para una descripciéon mediante este tratamiento: la fuerza
de Casimir y la superconductividad.



Capitulo 1

Fuerza de Casimir

Un ejemplo excelente de la aplicacién de la fisica estadistica en el estudio de bosones en pequenas cavidades
es la fuerza de Casimir.

El problema fue formulado por primera vez en 1948 por el fisico danés Hendrik B.G. Casimir en el estudio de
la estabilidad de suspensiones de particulas hidrofébicas en electrolitos acuosos diluidos, donde el juego entre
la repulsién coulombiana entre los iones de las moléculas y la atraccién producida por la suma de las fuerzas
interatémicas de Van de Waals producen, a partir de cierta concentracién, la coagulacién de la sustancia.
Empleando un modelo de dos placas paralelas para la descripcién de estas suspensiones se encuentra que
la fuerza repulsiva por unidad de drea, en términos de la densidad de iones n y la longitud de Debye
L2 ~ kT /8mne?, esta dada por F,. ~ 100nkTe~%/Lp.

En cambio, tomando la expresién obtenida por London y van der Waals para la fuerza interatémica que lleva
su nombre

3hwa?
Vir)=-
(r) 476
se obtiene una fuerza atractiva de la forma F, = —A/d~3,con A una constante.

Sin embargo, R.A. Overbeek dedujo en 1946 de resultados experimentales en soluciones con particulas coloi-
dales razonablemente grandes que la fuerza atractiva deberfa decaer més rapido que d—3, proponiendo que
podia ser efecto del valor finito para la velocidad de la luz en el potencial de London-van der Waals.

En un esfuerzo para comprender estos resultados Casimir encontré que una fuerza que decayera como d—’
podria ser atribuida a la energia del vacio entre dos placas perfectamente conductoras. Es decir, aunque
clasicamente la ausencia de fuerzas externas sobre las placas indicaria una ausencia de campo en la regién
entre ellas, cudnticamente el intercambio de fotones virtuales puede resultar en una fuerza neta sobre las
placas.

Aunque este tratamiento haya producido controversia entre aquellos que defienden el rol del potencial de
van der Waals en el problema, la existencia del campo de vacio se ha justificado en la descripcién de toda
una serie de efectos como lo es el corrimiento Lamb o la emisién espontdnea de fotones, y nuevas técnicas
experimentales han permitido corroborar las predicciones realizadas por Casimir.

1.1 Cuantizacion del campo de vacio

El primer paso para describir la fuerza de Casimir debe ser realizar una descripcién cudntica de los modos del
campo electromagnético y obtener expresiones para la energia del vacio. Tomando las ecuaciones de Maxwell



para el caso libre de fuentes(potencial escalar ¢ = 0)

V-E = 0 (1.1)
. 108
P o- _195 1.2
VX c Ot (1.2)
V-B = 0 (1.3)
_ 10E
B = 2= 1.4
VX c Ot (1.4)

con el potencial vectorial A dado por B = V x A en la ecuacién (1.3)

- 1024
VA- 5 =5 =0 L5
2 ot? (15)
y utilizando la norma de Coulomb (V - A= 0) podemos resolver la ecuacién dadas las ecuaciones de frontera
apropiadas. Suponiendo que se puede realizar la separacién de variables, las soluciones monocroméaticas deben
ser de la forma

A1) = a®do() + o (B0 (7)
= a(0)Ao(7) + " (0) A (7) (1.6)
donde /fo cumple con las ecuaciéon de Helmholtz
V2A(F) + k2 Ap(F) =0 (k=w/c) (1.7)
y G(t) = —k2a(t). De aqui las componentes del campo electromagnético estdn dadas por
E(Ft) = —[a(t) A + o () A (7]
B(7t) = a(t) x Ay(7) + a* x (t) Ay ()] (1.8)

y la energia electromagnética
Hp /dBr(E2 + B?)
= e / &P A7) + v (1) / & Ay (7)?
c 0 c 0

T o'z(t)|2/d3r|ff0|2 +a2(t)/d3r[v x Ay)?

+ a*(t)2/d3r[v x A% + 2]a(t)? /d3r|V x Ao (7)| (1.9)
Se puede mostrar[15] que es enteramente valido tomar

/ Er[V x Ap(7)? = ¢ / P Ay (7)? (1.10)

y expresiones similares para las cantidades [V x A';‘;(F)Q y|V x Ay(7)|2. En este caso la ecuacion 1.9 se simplifica

a

_ 1 3,.( 2 2 _q_2 2
Hp = o /d r(E®+ B%) = —la(t)| (1.11)

donde se supuso, sin perdida de generalidad, que la funcién vectorial A, (7) estd normalizada

/d3r| A(P)P =1 (1.12)



Definiendo las siguientes cantidades reales

z(t) = [a(t) — ™ ()] (1.13)
cvarT
q *
p(t) = [a(t) + o™ (1)] (1.14)
cvarT
es facil demostrar que p y z son coordenadas conjugadas ya que cumplen & = p y p = —w?x. Sustituyendo

las dos expresiones anteriores en (1.11) se obtiene al Hamiltoniano del sistema en términos de estas nuevas
variables:

1
Hp = 5(1)2 + w?2?) (1.15)

Observando esta iltima expresién resulta mateméticamente equivalente al de un oscilador arménico de
frecuencia w y masa m = 1 por lo cual precedemos a quantizar de manera analoga, sustituyendo la variable
clasica a(t)/cy/4m por los operadores cudnticos de creacién y destruccién a y af dados por

__(p — iw) (1.16)
a = —(p—iwx .
\/2hwp
1
-I— _ .
a = —(ptwz 1.17
T ) (1.17)
o equivalentemente
h
= — —1—
x i 2w(a a') (1.18)
h
p = ,/%(Haf) (1.19)

Y de esta misma manera se sustituye al potencial vectorial clasico A por el operador

2 2 1/2
A(r,t) = ( ”jc ) (a(t) Ao(r) + at A% (r) (1.20)
y el Hamiltoniano
Hp = hw(aa® + %) (1.21)

En el caso de un vacio sin fronteras debemos considerar la contribucién de una infinidad permitida de modos
del campo. Bajo esta suposicién la intensidad |Ag(7)|? debe ser independiente de la posicién para cada uno
de los modos del campo y Ag(7) debe cumplir con la ecuacién de Helmholtz . Una solucién evidente bajo

—

estas condiciones es ffo (¥) = €,.e™*™ donde k- €, = 0 para cumplir con la condicién de la norma de Coulomb
V-A=0.
Més atn para cumplir con la condicién de normalizacién impuesta en (1.12) suponemos al espacio dividido
en pequenos cubos de volumen V = L? e imponemos condiciones de periodicidad en sus fronteras, es decir
(ks iy ) = T (1) (122
donde cada n; puede ocupar cualquier valor entero positivo y suponemos que L es suficientemente grande
para que este periodo artificial no sea de consecuencia fisica. Asi podemos describir el campo dentro de
cualquiera de estos paralelepipedos y definir el potencial vectorial para cada uno de los modos de osillacion
Ag(7) = V=126,e"7 que satisfaga la ecuacién de Helmholtz, la norma de Coulomb y la normalizacién en
la caja”virtual:

/ d3r|AR(F)| =1 (1.23)
|4



Si suponemos que el vector ¢j, es real, la condicién de ef, - k = 0 implica solo dos posibles opciones para €y,
los cuales denotaremos ey, ez y cumplen ey - ex2 = 0y |ex1|? = |ere|® = 1.
En términos de estos vectores el potencial vectorial cudntico queda dado por

orhc?\ /? Rt Bt
Apy(rit) = ( oV ) (ary(t)e™ " + ak,y(t)e_z ek v=1,2
ok o\ 1/2 ‘ L A L
= < :}T ; > (akw (O)CZ(Wtfk-T) + azfy(o)efz(wtfk-r))elzv (124)
k

la relacion anterior es vélida para cualquier vector k que cumpla con la relacién (1.22) y podemos escribir el
potencial vectorial total del vacio como la suma infinita de modos de la forma anterior, es decir:

onhc?\ /2 ot ot
A(F ) =) < G ) (ary (0)e™ @ =) gl (0)e =R M), (1.25)

Comparando con el resultado para un tinico modo de oscilacién (1.20) es evidente que una andlisis similar
nos lleva a definir el Hamiltoniano del campo

1

Hy = hwy(ar_al. — 1.2

r= 3 hoplogal +3) (1.26)
ky

La expresién anterior es equivalente al de una infinidad de osciladores armoénicos desacoplados satisfaciendo

de manera independiente las leyes de conmutacién conocidas para los operadores de aniquilacién y creacién,

y como tal los eigenvalores asociados a la energia del sistema son

E = Zhwk(ngv + %) (1.27)
ky

En esta ultima relacion se observa explicitamente la contribucién de la energfa del vacio en el termino hwy /2,
y aunque en general se puede descartar este término mediante una nueva definicion del cero para la energia
potencial, se puede mostrar que existen varios efectos que resultan de su consideracién, entre ellas el efecto
Casimir.

1.2 Fuerza de Casimir para conductores perfectos

En 1948 Casimir demostré que como consecuencia de la energia de vacio se produce una fuerza atractiva
entre dos placas perfectamente conductoras. A continuacién se muestra un procedimiento para obtener
el mismo resultado. Consideremos primero los modos normales del campo electromagnético dentro de un
paralelepipedo de lados L, = L, = L y L.. Para conductores perfectos la componente tangencial del campo
eléctrico debe desvanecerse en las fronteras, condicién que expresamos en términos del potencial vectorial
A=A+ Ayf + A,k en las siguientes relaciones

[N

Ay = (§> ay cos(kyx) sin(kyy) sin(k-z)
8\? .
A, = <V> ay sin(kzx) cos(kyy) sin(k. z)
8\? .
A, = (V) a sin(kzx) sin(kyy) cos(k.z) (1.28)



24,24 42 =
conayt+a,+a;=1y

R T (1.29)

Maés aun el potencial vectorial debe satisfacer la condicién V - A = 0 por lo cual imponemos la siguiente
condicion sobre sus componentes

ko Ay + kyAy + kAL = %(mx +mA,) + LlnAz =0 (1.30)

Se observa en la ecuacién anterior que existen dos polarizaciones independientes del campo electromagnético
para cualesquiera tres valores de los enteros positivos n, [ y m, salvo en el caso de ser alguno de ellos igual
a cero en cuyo caso sélo se tiene una.

Es maés, las componentes del campo también deben ser ortogonales entre si y normalizadas, es decir

L L L,
/ dx/ dy/ dz[AL + AS + A2 =1 (1.31)
0 0 0

Tomando en cuenta las condiciones previas las frecuencias permitidas para modos normales del campo dentro
de la cavidad estan dados también en términos de n, I y m

1
l2 + m2 n2:| 2
Wn,lym = Ckn,l,m =T7c |:7 + — (132)
L2 L?
y la energia de vacio para L, =d
1
1 12 + m2 n2 2
z

n,l,m n,l,m

El factor de dos en la expresion aparece al tomar en cuenta las contribuciones de las dos polarizaciones del
campo y la prima en la suma indica que se debe mutliplicar por un factor de % en el caso de ser n,l 6 m
nulos.

Para el caso particular de dos placas paralelas 1.1 podemos considerar L. >> L, y sustituir las sumas sobre
[ y m por integrales sobre todo el espacio

1
L2d o0 oo ) ) nr2 )\ 2
E(d) — ?(ch);’/o dkx/o dk, (kx + kI + d—2) (1.34)

Esta ultima cantidad es infinita en cualquier volumen finito, y con el objetivo de regularizar y extraer un
valor fisico 1til obtenemos primero la energia de vacio asociada a una cavidad de volumen infinito d — oo

L? d > > > 2 2 2\ %
E(oo):7(ch); ) dk, ; dk, ; dk. (k3 + k, + k2)? (1.35)

y definimos la energia potencial U en términos de la energia requerida para traer a las dos placas de infinito
a una distancia d, es decir

U(d) = E(d)— E(x)

[e%) %) n772 %
Z'/ dkx/ dk, <k§+k5+?)
n 0 0

d o0 o0 o0
——/ dkx/ dky/ dkz(kfc+k§+k§)5] (1.36)
™ Jo 0 0

L2
= ) (ch)




— -

e’ —

Figura 1.1: Limite de placas paralelas L >> L, =d

La cantidad anterior sigue siendo una resta de dos cantidades infinitas y para realizar el cdlculo utilizamos
coordenadas polares en el plano (k,ky,)—(p,#). Dado que kz,ky > 0 se tiene que la integracién en este plano
solo debe ser en el primer cuadrante, es decir 0 < 6 < 7/2.

Realizando la integracién sobre el dngulo 6 se tiene la energia en términos del radio p

0 - R[5 [an(or %)

—<;>/0 dkz/o dpp(p2+k3)é} (1.37)

Dado que la integracién sobre p atin es infinita, se introduce una funcién de corte f(k) = f([p* + k2]2) tal
que f(k) =1 para k << ky, y f(k) =0 para k >> k.

Fisicamente esta condicién es valida dado que la aproximacién de conductor perfecto deja de ser congruente
a longitudes de onda del orden atémico.

Podemos tomar entonces a k,, >~ ag dondé ag es el radio de Bohr y sustituir en la expresién para la energia

v = S [Z [ am (2475 )Wf([pu%]“?)

_(;) / k. [ dople? + 12211+ 122 (138)

Definiendo las nuevas variables de integracién » = u?d?/n? y k = k.d/w

Ud) = Z_z (ﬁ) lzn:’/ooo da:(x—l—nQ)l/Qf(g[a:—i—nQ]l/Q)

4pi
T [T /2 (T /
/0 d/@/O da(x + k?)! Zf(d[$+ﬁ2]1 2)]

_ (TP 2 L p) £ 3 R )—/Ood Flx) (1.39)
= PR 5 2 n ; KF(k .
donde -
F(n) E/ dm(x+n2)1/2f(%[x+n2]1/2) (1.40)
0
De acuerdo con la formula de sumas de Euler-Maclaurin [15]
S Fin) - /OO dkF(K) = —2F(0) = = F'(0) + —F"(0)--- (1.41)
0 2 12 720 '



y evaluando la n-essima derivada de F'(k) recordamos

Fo) = [ dovEIGYD = P =-221(5) (1.42)

De donde entonces F'(0)=0 y F”(0)=-4 y todas las derivadas de orden superior desapararecen si suponemos
que las derivadas de la funcién de corte son nulas en k£ = 0. Sustituyendo lo anterior en (1.41)

S F(n) - /OOo dkF (k) = —% (1.43)

w2ch 4 w2ch
d) = Pl )=— (== A4 1.44
v =% ) () = (7o) .49
donde se denota con A = L? el area de cada una de las placas. Se sigue entonces que la fuerza ejercida sobre
cada placa por unidad de drea definida F' = —dU(r)/dr es

Y finalmente la energia

F(d)  72h

A 24044

(1.45)

Esta es la fuerza que obtuvo Casimir en 1948 para placas conductoras como resultado de la energia de vacio
y cuya existencia se ha corroborado experimentalmente desde entonces.

1.3 Formalismo de potenciales de Hertz

A continuacién se reproduce el resultado obtenido para placas paralelas perfectamente conductoras mediante
el formalismo estudiado en [9] en términos de potenciales de Hertz. Este tratamiento es de particular interés
para secciones posteriores dado que incluye de manera natural la condicién de transversalidad del campo
electromagnético, estableciendo un formalismo aplicable en el estudio de distintas geometrias.
Para realizar la descripcion del sistema anterior a temperatura cero partimos de la solucién a las ecuaciones
de Maxwell en el vacio

F’“: =0 Fop+Fppy+F,,=0 (1.46)

y considerando que en la interfase de un conductor perfectos la componente normal del campo magnético y
las componentes tangenciales del campo eléctrico deben anularse, es decir:

ivj =23 T = (t705y7z) Yy (t7d7yaz) (147)

en donde d es la distancia entre las placas. Si ademds escogemos realizar nuestra descripcién mediante un
vector potencial A, invariante ante la norma de Lorentz tal que

Fuy=A,,—A,, 0OA,=0 09"4,=0 (1.48)

de donde se sigue
DA + 034 =0 (1.49)

Observando la relaciéon anterior es claro que podemos expresar al potencial vectorial el términos de los
potenciales de Hertz v, ¢

AH = (w,la —¢,07 ¢,3; _¢,2) (150)
de donde se siguen las siguientes expresiones para el campo eléctrico y magnético
E=(-V3v,—¢03 + V12,002 +¥13) (151)

B = (=V3¢,¥12 + 1,03, 1,13 — 1¥,02)

10



en dénde V2 = 93 + 03.
Introduciendo estos potenciales en las ecuaciones de Maxwell 1.46 y 1.47 encontramos que son equivalentes
a

Op=0 Op=0 (1.52)

con las condiciones de frontera

d=0 Yo=0 (1.53)

en la interfase interior de las placas conductoras. Dadas estas condiciones anteriores podemos referirnos a
vy como campos de Dirichlet y Neumann respectivamente , y a los cuales podemos expresar en términos de
una superposicién lineal de los modos primitivos

A A !
Gk, () = Ney | e T iWlgin <§xl) (1.54)
ik -x —iwt Im
Yik, (¥) = Ny, e+ Te ™ cos — (1.55)
endonde ! € N, k) = (0,ko,k3) y
e\ 2
W =k P+ (g) (1.56)

Imponiendo la condicién de normalizacién dada por
. 3 * 57 /
Z/d :L'Qﬁl}kL ((E) 80 ¢l/,kl (:L‘) = 5(]6J_ - k‘J_)(Sll/ (157)

y en donde (8—()) = (5(; — 2‘)—0) da como resultado

1
2_ 2_
| Nouo, 1= Ny, 7= (2m)2wd I#0 (1.58)
Y 1
N, e — 1.59

Este resultado sugiere utilizar la cuantizacion usual para los campos e Hertz, tomando

6@ = S [Pk (e @ik + 6, @] (k) (1.60)
=0

=)
&
1

S [ (s @bilh) + i, (@8] () (1.61)
=0

en donde @ y b son los operadores de creacién para cada uno de los campos de Hertz respectivamente, tales
que cumplen las leyes de conmutacion:

kL), a" (K )] = 6(ky — K)o blky),bT(K)] = 6(ky — K\ )ow (1.62)

y nulo en cualquier otro caso.
Ahora, podemos obtener las funciones de (auto)correlacién para cada uno de los potenciales de Neumann y
Dirichlet

C™(w,2') = (0] d(x)o(a*) | 0) = D(z,2')
C* (,a') = (0 | 9@)i(a) | 0) = N(z,2') (1.63)



sustituyendo 1.60 para obtener

1 : N (it
Ci(x,x') _ 5 Z/dzkl | Nig, | etk (z—a’) —iw(t—t") (COS |:(%T) (z; — x;):|
=0

F cos K%T) (z +x§)]> (1.64)

Aplicando la formula para sumas de Poisson

> Im d & d & ,
> s <k—lg) == §cos(2kldl) == §exp(12kldl) (1.65)

l=—0c0

se obtiene
C*(x,2') = 1 goo /dzsikexp [ik) - (x —2') + 2ikidl —iw(t — t')]
’ 2 = (27)23w + !

x expliki(z — x')] F exp|—iki(z + )]
= F (xv,2))F F(z.2) (1.66)

Finalmente tomando

R 1
Ff=—-—— 1.67
T T ) R P i P L R (1.67)
se encuentra una expresion sencilla para las funciones de autocorrelacién
C*(x,2') = F~(z,2') F F(z,2) (1.68)

Expresando al potencial vectorial A, en términos de los potenciales de Helmholtz podemos introducir los
operadores de creaciéon y destruccién para cada uno de los potenciales independientemente los cuales ya
toman en cuenta la transversalidad del campo electromagnético. Con esto y tomando en cuenta las reglas de
conmutacién para @ y b obtenemos:

Au@) = (01,-00,0,003 / Py Ny, B @Bk + 0, B ()]
=0

+(0,0,05,~02) S / PN, [bur, (@i (kL) + 6fp, (2] (2)] (1.60)
=0

Para obtener las constantes de normalizacién del campo electromagnético imponemos, como condicion, la
contribucién que debe hacer cada frecuencia a la energia electromagnética, es decir:

1 . . 1
; / Pr(Bup, B o, + Buie, B, ) = ik — K, )ow (1.70)
1%

la cual se satisface siempre que
| Nigey [P=] ko |72 (1.71)

De aqui se obtiene la autocorrelacién del potencial electromagnético 1.50 tomando D,,, = (A4,(z)A,) en
términos de las autocorrelaciones del los potenciales de Dirichlet y Neumann para obtener

KON —nhB 0 0
1| 9N —0hB 0 0
Dw="Fz | "o 0 GOD —070,D (1.72)
0 0 904D —0,°04D
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De manera semejante se pueden tomar 1.51 para obtener las funciones de correlacién del campo electro-
magnético
82
(Ei(z)B;(x") = &1k 570 N (2, 2")

(1.73)
(Bi(2)Bj(2')) = —€i,jk giggr D(. 2")
y finalmente
(Ei(x)Ej(x") 2 O D
= ] - - - | F ’
(Bi(w) B () V"~ g ) @)
\%i —012 —013
+ —812 —8% — 8§ —823 F+ ((E, (E/) (174)
mientras que el tensor de energia-momento puede ser escrito de la forma
Ty (z) = lim Ty, (2, 2") (1.75)
con
g 1 leg
T(z,2') = (Fuo(z)Fo,(a') — anFpg(x)F’) (z"))
= 2872F_(x z') (1.76)
T OxHOxv ’ '

A continuacién se retoman los resultados anteriores tomando el caso particular de un sistema de referencia
inercial en el cual las placas paralelas se encuentran instantdneamente en reposo fijando una posicién x
dentro del sistema y tomando el limite z — ' y t — ' = o en las ecuaciones 1.73 y 1.74 para obtener.

(E;B;) = 0

i i o? + 2dl ]57;]'—2(26”)27%713‘
2 [(o —ig)? — (2d1)?]3

SUBE;) +(B:B) =

Z —[o? +4(x — dl)?]6;5 — 202n;n;
[(0 —ig)?2 — 4(x — dl)?)3

1

SUBiE;) = (BiBj)) = 71_2 (1.77)
l=—00

en donde se ha tomado (E;E;) = (E;(t + 0)E;(t)) y expresiones similares para (E;B;) y (B;B;). Integrado

cada término de las series en estas tultimas expresiones se obtiene la energia de punto cero y la contribucién

de Casimir a la misma, obteniendo tras una serie de cédlculos

l(<EE>—|—<BB)) = L(5~/oow3dou—7T—2(5~—2n'n-) (1.78)
g \WHil iR = g2t 720q4 09 2T '
1 w2 [1- Zsin®(ra/d)]

Deberfamos notar aqui que a pesar de ser tanto (E?) como (B?) divergen como z~* al acercarse a las placas
paralelas, pero sus contribuciones se cancelan dando un resultado finito para la densidad de energia.
Tomando el tensor de energia momento en el sistema de referencia donde x = 2’ y t — t/ = o se obtiene

302 + (adl)? 0 0 0
B 0 o? + 3(2dl)* 0 0
Tulo) = 0 0 0% — (2dl)? 0 (1.80)
0 0 0 — (2d1)?

13



e integrando sobre todas las frecuencias se recupera el tensor usual de punto cero con la contribucién de
Casimir
1 <, 2
Ty = 6?(%“4@1&”)/0 wdw + W(nw —4dn,n,) (1.81)
Es importante observar, para su uso posteriormente que el resultado anterior se puede generalizar a tempera-
turas finitas distintas de cero se utilizar el método de iméagenes para evaluar las funciones de autocorrelacién
de los potenciales de Neumann y Dirichlet encontrando

Ny L _ L i 1
Dg T 4n? = (x1 — 2] —2d1)? 4 (zg — 25)% + (z3 — 25)%2 — (t — ' —imfB3)?
1
) (1.82)

T+ o, —2d0)° + (22 — 22 + (23 — 24)% — (t — ¢ — imp)?

De aqui se sigue el formalismo desarrolado anteriormente, sustituyendo esta F EE en el lugar de F* para
encontrar el tensor de energia momento.

1.4 Fuerza de Casimir entre placas dieléctricas

Recientemente ha surgido un gran interés en generalizar los resultados obtenidos por Casimir a sistemas més
complejos y fisicamente significativos. Entre ellos el estudio de la fuerza de Casimir en sistemas con placas
paralelas dieléctricas [16], [19]y superredes de materiales arbitrarios [6] prometen producir predicciones veri-
ficables en el laboratorio para sistemas reales. En esta seccién daremos un corto tratamiento para generalizar
la teoria de Casimir en términos de los coeficientes de reflexién de cada placa, reproduciendo la deduccién
de Esquivel, Villareal y Mochan en [5] mediante una aproximacién por sistemas espacialmente dispersivos.
Consideremos un sistema S, en equilibrio termodinamico con los alrededores, compuesto por dos placas arbi-
trarias separadas por vacio formando una cavidad de ancho L, imponiendo como tinicas condiciones simetria
traslacional en el plano x-y, no quiralidad e isotropia alrededor del eje z.

De esta manera, al llegar un fotén con polarizacién « (s o p) a la superficie de una de las placas a (1 o
2) éste puede ser coherentemente reflejado con una amplitud de probabilidad r$ o transmitido al exterior
con amplitud de probabilidad T = 1— | 7% |2, Sin embargo el equilibrio termodindmico entre el sistema y
los alrededores implica que radiaciéon del exterior puede ser transmitida incoherentemente al interior de la
cavidad con una probabilidad oc T

Es decir, todo fotén en el interior de la cavidad que alcanza una de las superficies puede ser coherentemente
reflejado con una amplitud de probabilidad r¢ o incoherentemente remplazado con probabilidad 1— | 7% |?
y por lo tanto la radiacién electromagnética dentro de la cavidad estd totalmente caracterizada por el ancho
de la cavidad L y la amplitud de reflexién rg.

Ahora consideremos un segundo sistema, S’, en el cual se remplazan las dos placas anteriores por dos laminas
de ancho infinitamente pequenio tal que sus coeficientes de refleccién coincidan con aquellas del sistema real.
Se tiene entonces que la radiacién electromagnética dentro de la segunda cavidad debe ser equivalente a la
de la cavidad real. Es decir, podemos estudiar los eigenestados del campo dentro del sistema ficticio para
describir el comportamiento del sistema real, tomando las distancias Ly y Ly finitas para contar los modos
del campo electromagnético en el exterior y tomando el limite

Ly, Lip,W=L;+Lir+ L — o (1.83)

Considerando una onda con polarizacién s, frecuencia w y vector de onda Q y tomando, sin pérdida de
generalidad, al plano de incidencia paralelo al plano x-z se tiene que el campo eléctrico debe estar dado por

E(t,7) = Re(0, B, (t,7),0) = ReEoe Q201 p(2) (1.84)
donde la amplitud Ey = (0, Ey,0) y el campo magnético B= (Bs,0, B;) con
Ey .
B, (t,7) = i—2e@e=wh 9, ¢(2) (1.85)
q
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(a) Sistema real S (b) Sistema ficticio S’

Figura 1.2: Arreglo real consistiendo en dos placas dieléctricas de ancho finito y un equivalente S’ con placas
delgadas.

Bu(t, 7) = i L0 cit@u—ut) 4 (1.86)
q

Introduciendo éstas en la ecuacién de onda electromagnética se obtiene que la solucién ¢(z) debe de ser una
combinacién lineal de funciones exponenciales de la forma

B(2) = ape®® 4 Be= = (p =111 1II) (1.87)

donde «, y f3, son los coeficientes de reflexién para cada una de las regiones r=I1I 6 III. Si exigimos que la
componente ortogonal del campo electromagnético sea continua en las fronteras de las disitintas regiones

o2
k1=k11=k7111=\/QQ—QQZ\/C—Q—QQ (1.88)

podemos escribir la condicién de normalizacion

+ sin(kL, . ks
lo1%= [ 106 Pz =30 (1o P15, 42250 mea i) <1 (1)
zZ0 r r

donde hemos denotado . al punto medio de cada regién y se ha utilizado el hecho de que ¢ = % es el vector
de onda libre. Evaluando en el limite (1.83) la relacién anterior se reduce a la expresion

Li(lar P+ [ Br 1*) + Lo (| arr P+ | Brrr P) =1 (1.90)
Tomando en cuenta lo anterior las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético tomarédn la forma

OE

0B
at’” =ci.E (1.92)
0B,
5 = —iQckE, (1.93)
de las cuales se obtiene la ecuacién de onda
1
C—QafE =0°E - Q’E (1.94)
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Si nos fijamos en esta ultima relacién resulta claro que tiene la forma de una ecuacién de Helmholtz en una
dimensién, por lo que impondremos en las fronteras z1 y 2o las condiciones

donde Z7 y Z5 son la impedancia superficial de cada placa para ondas de polarizacion s, definidas como el
coeficiete que multiplica a la razén del campo eléctrico y su derivada normal.
Considerando las relaciones anteriores y la densidad de energia definida por

1

=—(EP+|BJ? 1.96
u=—(EP+|BP) (1.96)

e integrando se obtiene la expresion para la energia electromagnética

A Q? sin(kL, ) o
_ L - 2 2 2_ * 21k 2, 1.
U Ton (Ia |“+ 161"+ Z kL. Reagrfre (1.97)
la cual, en el limite (1.83), se simplifica a la expresi(’)n

U= 16 | Ey |? (1.98)

observamos que en esta utlima aparece explicitamente el drea de las placas A, la cual consideramos finita
hasta el término de los célculos cuando evaluaremos el limite A — co.

Ahora, para calcular la fuerza ejercida sobre una de las placas por la diferencia de energias en el interior
versus el exterior de la cavidad es necesario conocer el valor del tensor de esfuerzos en un punto arbitrario
de la misma, definido por

1 ) . (EP+]|B*)d;
Tij = o Re [EiEj + B;B; — 5 X (1.99)
La cual se reduce, en nuestra configuracion, a la siguiente expresién
k2 5 1 2\ U
70 = (5 1o P 10000 ) 5g (1.100

Considerando las condiciones a la frontera en las posiciones zg, 23 — oo y sustituyendo la energia total U en
términos del nimero de fotones promedio, IV, en cada estado n se obtiene que el tensor de esfuerzos total
debe ser una suma de términos similares a la expresion anterior correspondientes a los modos discretos de
frecuencia w, con componente ortogonal k., del vector de onda, es decir

Z |¢>N )Pz 10.60(2) ) (N + 3)ho, (1.101)
2A 2

La suma anterior puede ser reescrita en términos del niimero de ocupacién en equilibrio térmico a una
temperatura 7' = 5%3 (con kp la constante de Boltzman) obteniendo la expresién

G e (1.102)

1 Bhw
f= Ecoth (T) (1.103)

Observando la forma que toma el tensor de esfuerzos (1.101) y la forma de la integral (1.102), parece sugerir
que la densidad de estados para la polarizacién s p7, debe ser de la forma

Ph2 = KZé(k2 -\ [| o(2) |? +|az<2¢] (1.104)

donde
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Donde K es una constante de normalizaciéon. Introduciendo un vector de onda complejo k=k+ i con
(n > 0) se puede escribir la densidad de estados utilizando la funcién de Green para la ecuacién de Helmholtz

unidimensional, dada por
3 ¢(2)9"(2)
Z, = = 1.105
) — k2 -\, ( )

o es decir
(02 + k) Ga(2,2') = 6(2 — ') (1.106)

y tomando el limite 7 — 07 al final de los cdlculos.
Podemos, entonces, reescribir a la densidad de estados pyz2(z)

1 1
pr2 = 5- (]ImG,p (z,2") + ?azazlﬂm(;,;g (2, z')>zﬁz/ (1.107)
de donde se tiene entonces que la solucién de la ecuacién (1.106) es

_ P (Z<)¢> (z>)

o= T (1.108)

donde z. y z> denotan a el valor minimo y méximo de z y z’ en la cavidad y W es el Wronskiano de las
soluciones de Helmholtz ¢<(z) y ¢~ (z), que obedecen las condiciones de frontera en z = 21, z2. Sustituyendo
el valor de éstas en la definicién de la funcién de Green dada por (1.108) y derivando con respecto a z1 y 22
se obtiene finalmente la densidad de estados para la polarizacién-s

1 1 [ 147rirse 2ikL
pis(z) = —Re|= | ———=——
k 21 e \ 1= rirgexhL
Realizando un anélisis similar para la polarizacién-p pero sustituyendo E— B y B — —E se tiene de manera
similar que la densidad de estados para la polarizacién-p es

1 1 1_|_7,10 p 21kL
' [ _ s
Pra(2) = 27TR€ []; <1 — rertekL (1.110)

pr2(2) = pra + P2 (1.111)

Sustituyendo en la expresién para el tensor de energia 1.101 se obtiene

3 1 s G szL 1 p I? szL
/dQQ/dkfk Re ( T Lot )] (1.112)

1— 7'17"2621“ 1—rir P e2ik L
Ahora obtenemos la fuerza ejercida sobre cada una de las placas de la cavidad restando el flujo de
momento lineal T, en el exterior de la cavidad siguiendo la derivacién anterior pero tomando r% — 0. De
esta manera se obtiene la fuerza total por unidad de area ejercida sobre cada placa

(1.109)

y la densidad de estados total

F, hc 1 1
— = —Re d dkf— + 1.113
A /0 N Q/ & ( -1 E"—l)) (419)
donde
o1 e = ! (1.114)
Tf@emu Pk P o2ikL '

La integral (1.113) debe realizarse sobre todo los valores permitidos del vector de onda paralelo Q y del
vector de onda ortogonal k, es decir la integral sobre k debe tomarse desde i(Q hasta 0 y luego hasta co™ a
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lo largo del eje de los ntimeros reales. Mas atn si desplazamos esta trayectoria una cantidad infinitesimal se
puede sustituir a k por k, cambiar las variables de integracién (Q, k) por las variables (Q,w), y efectuar una
rotacién al plano complejo de tal manera que la integral se toma sobre todas las frecuencias complejas, el
resultado 1.113 se convierte en:

F, h

R . 1 1
%= eme [ a0 [ aure) (e + =) —

donde w = iu.
La integral anterior se puede realizar numéricamente y asi generalizar la férmula de Lifshitz para placas con
propiedades eléctricas arbitrarias, en términos de las amplitudes de reflexiéon de cada una de ellas.
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Capitulo 2

Piston de Casimir

Recientemente el desarrollo de nuevas técnicas experimentales ha puesto a prueba los detalles de las pre-
dicciones realizadas por Casimir para el comportamiento de cavidades pequenas con paredes perfectamente
conductoras, abriendo la puerta para el estudio del fenémeno en distintas configuraciones, tales como cavida-
des esféricas, cilindricas y rectangulares. Aunque en varios de estos casos sea posible aislar las contribuciones
finitas a la fuerza de Casimir, en general requiere de descartar elementos que no aparecen en el desarrollo
original para placas paralelas.

Un arreglo de especial interés, el piston rectangular, introducido por Boyer y Cavalcatti en una y dos dimen-
siones respectivamente, nos permite evadir varias de estas ambigiiedades.

2.1 Espectro electromagnético de una cavidad rectangular

Comenzamos por aplicar el tratamiento desarrollado en la seccién anterior para cudntizar el campo electro-
magnético dentro de una cavidad rectangular mediante potenciales de Hertz, tal como discuten Jauregui,
Hacyan y Villareal en [10] .
Para una cavidad rectangular podemos alinear el sistema, sin pérdida de generalidad, tal que los potenciales
de Helmholtz tengan la forma

1T, = es I, = ¢es (2.1)

en términos de las cuales tenemos las siguientes expresiones para los modos transversales eléctricos
E,=VxIl, B,=VxVxIl (2.2)
y los modos transversales magnéticos
E.=VxVxI, B.=VxIL (2.3)

De aqui es claro que los potenciales 1) y ¢ cumplen una ecuaciéon de onda escalar permitiendo definir al
potencial vectorial

Al = (_83¢) _82¢7 8lwa _80¢) (24)

de donde se siguen las siguientes expresiones para el campo eléctrico y magnético expresados como una
combinacién de ambos modos transversales.

f? = (0029 + 01050, —0p01¢) + 02030, —V3 )

2.5
B = (0002 + 0105 4+ 9g01¢ + 0205¢, —V3 ) (2:3)

Ahora consideremos una cavidad rectangular de volumen finito con lados a, b y ¢ retomamos el formalismo de
campos de Helmholtz explorado anteriormente las condiciones de frontera en el interior de la caja conductora
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se cumplen si ¢ cumple condiciones de Dirichlet para las paredes paralelas a es y condiciones de Neumann
en las perpendiculares, mientras que lo contrario debe ser verdadero para v, de aqui entonces se sigue que
deben tener la forma

Uimn = Nimn eXp(—iWimnt ) cos(lmna/a) cos(lrx/a) sin(mmy /b) sin(nmwz/c)
Otmn = Nimn exp(—iwimne) sin(lmna/a) sin(lrz/a) cos(mmy/b) sin(nwz/c)

o= (8 (4 )] e

De nuevo empleando la condiciéon de normalizaciéon usual para un campo escalar

(2.6)

con

. . —
i [ 0050 215 100 (8) = B 25)
y una expresion idéntica para ¥y, de las cuales se sigue
€01€0m €0
| Nlmn |2:| Dlmn |2: # (29)

Es més, de nuevo podemos cuantizar escribiendo ambos campos en términos de sus operadores de creacién
y destruccién asociados, es decir:

&= (Gtmnimn + Ol (2.10)
l,m,n

b= (Wimnbimn + VinDiyn) (2.11)
l,m,n

con las siguientes reglas de conmutacién

@iy @] = Bty O] = St S O (2.12)
A diferencia del tratamiento para placas paralelas se toman en este caso las funciones de Wight positivas
dadas por
N(z,z') = (0] ¢'(x)g(a’) | 0)
/ ot ) (2'13)
D(z, ") = (0 [ ¥ (z)y(a") | 0)
en donde las funciones de Wight negativas se puede obtener cambiando z «+ z’. Tomando las expresiones

para los campos de Dirichlet y de Neumann respectivamente 2.6 se encuentras expresiones explicitas para
D(z,2') y N(z,2")

3
]?f } = %;L/ % exp(2i(k1al + kabm + kzen) — iwpmn (t — t')]
(expliky (z — 2")] F expliky (x + 2')]) (explikz(y — ¥/)] F explika(y + 1))
x (expliks(z — 2')] £ exp[iks(z + 2')) (2.14)

Es mas, definiendo la funcién

> 1 1
Flae® 27y = — —_
(2%27) 472 (x — 2’ —2al)2 + (y —y' +2bm)2(x — 2’ + 2cn)2 — (t — ' — )2

lmn

(2.15)

en donde se ha tomado la convencién usual en donde indices griegos corren desde la coordenada x° (t) hasta
3 mientras que letras latinas solo corren por las coordenadas espaciales z!',z? y 23. Tomando F€1€2€ =
F(t,z,y,z,—e12’, —eay’, —e32’) con ¢ = £1 se llega finalmente a la relacién

N 4 D = £2(FTFF — pF+E _ p+7+ _ p£EF) (2.16)
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Se puede mostrar que todas la funciones de correlacién escalares pueden ser escritas como una combinacién
lineal de las distintas F€1€2€3 y aunque resulten, en general, expresiones complicadas nos permite calcular
las cantidades relevantes asociadas al campo electromagnético dentro de la cavidad rectangular, y con este
objetivo se introduce la condicién de normalizacién

1 1
5 /d?’x(ElmnE;m/n/ + Blm’ﬂBl*/m/n’) = 5wlmn6w6mm/5nn/ (217)

De donde se sigue la siguiente expresién para la funcion de Wightman asociada al campo electromagnético

(0] Au(z) Ay (2") 1 0)

90D 0 0 —00.D

0 aaN —aaN o

=| 0 —aaN aoN 0 (2.18)
—00D 0 0 AdD

donde las parciales con prima indican derivadas con respecto a las coordenadas z’* mientras que el operador
inverso V2 actuando sobre los potenciales de Helmholtz pueden ser tomadas como [(I7/a)? + (mm/b)?]~2.
Lo que es més, utilizando estd dltima expresién se pueden obtener todas las funciones de correlacion (entre
dos puntos) del campo electromagnético, para obtener las expresiones que se encuentran en [10].

En cambio el tensor de energia momento puede ser evaluado tomando la transformada de Fourier en el
intervalo o =t — t' de

1
Tap(a,2") = (0| Fau(2)F'5(2") = Sap b (2) " (2%) | 0) (2.19)
de donde se obtienen
To() = 2(8§F*** — ({912F7++ — ({922F+7+ — 8§F++7)
T = 2(812F“_ — 8§F_++ + 8§F+_+ + 822F++_)
(2.20)

Toy = 2((922F777 + 8§F7++ — 83F+7+ + 812F++7)

Tss =2(03F~~~ +03F T+ - 9}F*t—+ - 92F++7)

y evaluando en el limite de coincidencia z — z'.
Tomando, por ejemplo, a la densidad de energia para una frecuencia E(z,w)) = T(z,w)po obtenemos en este
limite

! 2
E(z,w) = —8;bc Zw*lé(w—wlmn) [w?mn — <%T) exp|2im(my/b+ nz/c))
lmn
- (") ewiaintizfa-tnz/e)) - (") explzintin/a+ my/b) (2.21)

Como era de esperarse, y como se puede observar en esta ultima expresion, el espectro de densidad de energia
dentro de la cavidad consiste en una serie de funciones ¢ correspondiendo a las frecuencias permitidas dentro
de ésta, e integrando sobre el volumen de la cavidad se encuentra que las iltimas tres contribuciones de la
ecuacién anterior desvanecen al menos de ser dos de los tres indices [, m, o n nulos, dando como resultado

/
E(w) = é > Wimnd(w = Wimn) (1 = Gmodn0 — 510670 — 5106m0) (2.22)

lmn

y finalmente integrando sobre todas las frecuencias se recupera el resultado conocido

1 /
E= 3 Zwlmn(l — 0m00n0 — 81000 — 6106m0) (2.23)
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en donde el campo de vacio dentro de la cavidad es expresado como la suma de todos los modos permitidos
dentro de ella excepto aquellas que sea constantes en una de las direcciones.

Sin embargo continuamos con el procedimiento en [10] integrando las funciones de correlacién sobre el
volumen de la cavidad. Evaluando en el limite en el cual  — 2’ y tomando t — ¢’ = ¢ en la ecuacién 2.20 y

utilizando la férmula
oo a [eS)
> / f(z + al)de = / f(x)d (2.24)
I=—— o0 0 —0o0

se obtiene

E(o) = /dﬂ?Too(t—l—U,x;t—a,x)

__abc 302 + (2al)? + (2bm)? + (2cn)?>  arm o+ (2al)?
25

w2 £<[(2al)2 4 (2bm)? 4 (2en)? — 023 4 2al)? — 02]2

Ilmn

B A S ax 225)

4 L<[(2bm)? — 022 4 2cn)? — 02)2

l

Es mas siguiendo un procedimiento similar se pueden obtener todas las componentes del tensor de energia
momento asociadas a la fuerzas sobre cada una de las caras de la cavidad rectangular.

2.2 Piston a Temperatura cero

Supongamos que el pistén esta compuesto por dos cavidades rectangulares, de lados (al,a2,a3) y (al,a2, L—
a3) cada una, unidas como se muestra en la figura 2.1 y cuyas paredes sean perfectamente conductoras. Se
tiene entonces que las contribuciones infinitas a la energia de Casimir a cada lado de la interfase se deben
cancelar llevando a un valor finito para la presién neta sobre esta misma.

Con este fin consideremos la contribucién de cada modo de vibracién del campo electromagnético wj, dada

y

Figura 2.1: Pistén rectangular con dimensiones (a1,a2,a3)
por la relacién usualmente empleada
1
Flwp) = Tln(1 — e /Ty 4 51wk (2.26)

en donde el segundo término es la contribucion de energia del vacio y se ha tomado, por simplicidad,
kp=h=c=1.

22



Se tiene entonces que la energia libre total de una cavidad se obtiene sumando sobre todas la frecuencias e
introduciendo la distribucién exacta de modos p(w,,) dentro de la cavidad.

Para el caso particular de una cavidad rectangular de lados (a1, as, as) perfectamente conductores, se tiene
por condiciones de frontera que los modos estdn discretizados y son de la forma

wn = W\/<Z_I) + (Z—i) + <Z—Z’) (2.27)

1 /
= 120w = wn)(1 = 8n,0 = G0 — Gnz0) (2.28)

y la densidad de modos se expresa

donde la prima sobre la suma indica que se debe omitir el caso en que los tres niimeros n; son nulos.
No obstante se puede mostrar que las divergencias ultravioleta de la energia libre pueden ser aisladas intro-
duciendo la variable conjugada

3
up =Y (2am:)° = 4 ((n1a1)® + (n2a2)® + (nsas)?) (2.29)

i=1

la cual podemos interpretar como la posicién de las cargas imagenes que general al campo de funciones de
correlacion con las condiciones de frontera apropiadas a las placas conductoras.

Consideremos primero el caso de temperatura nula, tomando el limite T — 0 en (2.26) y expresando al tensor
T, de esfuerzos en términos de las funciones de correlacién para el campo electromagnético calculado en
dos puntos separadas por un tiempo ¢t — t' = o, como se realiza en [1] y [11].

Tomando el limite 0 — 0 se obtiene la energia por unidad de volumen Tjy = € dada en la siguiente relacién

302 + > + (2a;1)
N 7722 2 u3+z47erl: UZaZ - 0)2 (2.30)

i=1

donde n = a1, a2,as, u2 = > ,(2a;n;)* y V = arasaz. Asi mismo la presién actuando sobre una pared con
vector normal n; (T3;)

1 4(2a;n;)? — u? + o? a; % + (2a;n;)?

2 2 _ 23 )2 _ 52)2
T (u2 —a?) AmV (2a;n;)? — a?)

Ty = — (2.31)

Debemos observar que en ambas relaciones anteriores las contribuciones correspondientes a los casos n; = 0
en la energia de Casimir y la presién sobre las paredes estan dadas

3 (a1 + as + Cl3)
m2ot Aro?V

1 a;
w20t 4no?V
donde ef (o) y T7 (o) son contribuciones finitas.
Es facil ver que las anteriores divergen en el limite ¢ — ¢’ independientemente de las dimensiones de la
cavidad; més atin tomando solamente las contribuciones finitas en las ecuaciones (2.30) y (2.31) se recuperan
los resultados obtenidos mediante otros esquemas de regularizacién.
Empleando los elementos anteriores podemos calcular la energia de Casimir £ = Ve sumando las contribu-
ciones de cada cavidad rectangular y restando la energia asociada a la configuracién en equilibrio, es decir
con al interfase en medio del pistén, de tal manera que las contribuciones infinitas a la energia de Casimir
quedan canceladas, obteniendo

(o) = + &l (o) (2.32)

Ty = + T (o) (2.33)

E(0) = E'(0,a3) + E' (0, L — a3) — 2E/ (0, L/2) (2.34)
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De aqui se encuentra la diferencia de presién sobre la interfase midiendo el trabajo realizado para traer la
placa hasta esa posicién desde el equilibrio L/2, tomando en cuenta que la conservacién de energia implica que
el trabajo realizado debe ser equivalente al cambio de energia de Casimir del sistema, y dado que E7 (o, L/2)
no debe contribuir a la fuerza obtenemos

1 0

APs(o,a3) = ~ras 0as —(Ef(0,a3) + E¥ (0, L — a3))

= Tfi(0,a3) = Ts(0, L — as) (2.35)

En particular analizamos la situacion cuando a1 = lum y la longitud del pistén L = 5a; introduciendo los
pardmetros adimensionales n = ag/a1 y £ = az/a1 que definen la posicién relativa de la interfase y la razén
de aspecto del pistén respectivamente, obteniendo las siguientes expresiones de interés.

1 ~4(2dn3)2 —ul,+02 1 K o2+ (2dns)?

4 f (1 - _— —— T\
Wl D=5 2Ty = g 2= (@dng? — )P (2:30)
30 —I— w2 o2 + (2b; l)
d) 2.37
aie(o:d) = =5 Z Z 47r5d Z (26,0)% — 0'2)2 (2:37)
donde b; = (1,&,7), u,;? = 3,(2bmi)*
n para la cavidad con longitud ag
d={5—n parala cavidad con longitud L — a3 (2.38)

2,5 para la cavidad con longitud L/2

Variando el valor de estos pardmetros (§,n7 << 1y & n >> 1) se puede estudiar una gama de distintos
arreglos para el pistén rectangular.

Por otro lado, debemos reconocer que los resultados anteriores pueden ser modificado debidos a fluctuaciones
de temperatura, conductividad finita en los materiales, etc. y entonces se debe considerar el efecto de o sobre
las cantidades anteriores. Suponiendo que el corte o/a; es del orden de 1072 ~ 10~ se puede obtener la
suma sobre la dimensién-3(ng) en los segundos términos de T33(0’,d) vy €(0”’, d) andliticamente, obteniendo

1 = 4(2dn3)? — !, + 02

aélszsf?, (0';d)

w4 (u!, — 0'2)3
2 —2d% + 6272 4 2d2 cos(ZE )] csc? (Zx
4mé 8c'2d?
1 ' 30?2 4 u?
4 / n
aje(o’;d) = —— —

2 [—2b2 + 0272 + 2b2 cos( % )] esc?( 2;”) 540
BT ; 8b,072 (240)
en donde v = u(i 12,00 Y A = IVUW—T" n . Realizando las sumas restantes numéricamente se obtienen

los resultados mostrados en las figuras 2 2-2. 4 Las superficies en 2.3 y 2.4 muestran la dependencia de la
diferencia de presion y energia del pistén L = 5ay sobre los pardametros n y £, mientras que en la figura 2.2 se
comparan tres configuraciones £ = cte de la misma. Se aprecia claramente en ambas figuras que la posicién
L/2 de la interfase es inestable, o es decir, al desplazar la interfase una cantidad pequena de esta posicién
se observa una fuerza neta atractiva hacia la cara més cercana del pistén.
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15 2 25 3 35 4 45 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45

n n
(a) Presion neta sobre interfase (AP3) aT =0 (b) Diferencia de energfa entre las cavidades 2

Figura 2.2: Comportamiento de la presién y energia en funciéon de 7 a temperatura nula T' = 0 para tres
valores de &.

Asi mismo la magnitud de esta fuerza aumenta en configuraciones con razén de aspecto £ >> 1 0 £ << 1,
alcanzando un minimo en el caso del pistéon cuadrado £ = 1.

600
400
200

-200
-400
-600

Presion sobre placa divisora ( afoP:; )

Figura 2.3: Presidn neta sobre interfase (APs) a temperatura nula T = 0.
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Energia interna (axAE, )

Figura 2.4: Presién neta sobre interfase. (AU) a temperatura nula T' = 0.

2.3 Piston a Temperatura Finita

Recientemente el estudio de cavidades en equilibrio termodindmico con sus alrededores a una temperatura
finita ha cobrado gran importancia, debido a la presencia de nuevos resultados experimentales y un deseo de
extender y probar las predicciones de la teoria inicialmente propuesta por Casimir en 1948.

Es mads, en el caso més sencillo de placas paralelas perfectamente conductoras descripciones realizadas por
Boyer [3] y Feinberg [7], por ejemplo, encuentran apartir de un formalismo puramente cldsico que la presién
de la cavidad difiere de la de cuerpo negro a altas temperaturas debido a una contribucién lineal en la
temperatura T' e independiente de h.

Hoy en dia es generalmente aceptado que este término proviene de la existencia de frecuencias estédticas en
los modos normales de oscilaciéon en conductores perfectos, y aunque la presencia de modos estaticos en
distintas geometrias con distintas condiciones a la frontera ha sido sujeto de muchos trabajos recientes, el
problema se vuelve considerablemente mas complejo para la configuracién de “caja” o cavidad cerrada.

En [1] Ambjorn y Wolfram presentan un andlisis para una cavidad en D dimensiones con P condiciones a la
frontera de Neumann, Dirichlet o mixtas, utilizando un esquema de regularizacién dimensional para calcular
la funcién de particién asociada. Sin embargo, ésta resulta divergente en el caso de la caja cerrada (D = P)
al igual que la energia libre y la entropia del sistema, problema que sanan introduciendo dos nuevos esquemas
de normalizacion véalidos a bajas y altas temperaturas respectivamente.

En la siguiente seccién procuraremos extender la descripcion del pistén rectangular a temperaturas finitas,
buscando un esquema de normalizacién que sea valido a toda temperatura, ocupando las expresiones para
la densidad de estado, los modos normales de oscilacién y la energia libre F' dadas en 2.26,2.27 y 2.28.
Separando a la expresién para la densidad de estados tenemos que

p(w) = p + Ap(w) (2.41)
donde v 1
P> = Pw‘g — %(al + as + a3) (2.42)
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es la contribucién de placas separadas una cantidad infinita, y

w sin(wuy,)
Ap(w) = = Z - — ZCOS (wugo0)
—;—; zl: cos(wugro) — ;—; zl: cos(wugor) (2.43)
en donde se tomé X
n17n2 ns Z 2n1a"t (244)

Es importante observar que el término p> es dominante en el limite a; — oo pero no es igual a la contribucién
de espacio vacio dado que aun en este limite son notables los efectos de frontera, pero su contribucién a la
energia de vacio siempre es divergente en el limite ultravioleta. Sanamos esta divergencia en el modelo del
pistén midiendo respecto a una configuracién en la cual la placa divisora del piston se encuentra en el medio
del mismo cancelando la contribucién de p™

Introduciendo Ap(w) podemos calcular la contribucién a la energfa libre de Helmholtz debida a los efectos
de temperatura realizando la integral

AF = /Ap(u)) In(1 — ") dw (2.45)

Es claro que para realizar este ultimo paso hay dos integrales que debemos obtener:

Iy~ cos(uw) In(1 — e=Ph) dw

(2.46)
Jo° wsin(uw) In(1 — e=#M) dw
Tomando la primera e integrando por partes se encuentra
u [ °°  sin(uw)
_ _ —Bhw\ _ e Ste
571/0 cos(uw) In(l — e )7/0 dweﬁﬁw —1 (2.47)
Manipulando la expresion mediante las siguientes relaciones
1 el —e? e +ef—279 1 1
— coth(f) = = =+ 2.48
2 (6) 2(e? + e ) 2(e? +e7?) R (248)
Se tiene
> sin(uw) 1 *° *°
do——" = < sin(uw)coth(Bhw/2)dw sin(uw)dw
0 efhw —1 2 \Jo 0
1 [ 1 [
= —/ sin(uw)coth(Bhw/2)dw — —/ sin(uw)
4 — 00 2 0
™ U ™
= ——coth|— ) —— 2.49
26h *° <ﬁh> 2u (249)

En donde utilizamos el valor principal en la integral del primer termino de la ecuacién anterior aunque en
préactica esta depende de la trayectoria utilizada. La importancia de este hecho se discute en [11].
Es maés, podemos seguir un procedimiento similar para obtener el valor de la segunda integral

3 R B R R~ SCEY
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en donde

o0 (o)
/0 dww;);giu_w)l = i/_oo dww cos(uw) coth(fhw/2) — %dwwcos(uw)
1/ 7\’ U T
_ Y 2 (U T 2.51
5 (b’h) cosech (ﬂh) + 52 (2.51)

Utilizando estos resultados podemos calcular la contribucién dependiente de la temperatura de la energia
libre, resulta ser libre de divergencias ultravioletas, dando como resultado

) + vpcsch?(vy,)

AF = AE,— —VT4Z coth(v, .
U'ﬂ

—F%T2 zl: la19(vioo) + azg(vo) + asg(voor)] (2.52)

en donde las primas en las expresiones anteriores indican que se debe excluir el caso en que todos los n; son
iguales a cero,

1l 1 1 &1 1 &
AEy = =V —4—a1y — 4+ —a2 Y ——
w2 zn:ui 4m zl: Uiy 4T zl: “(2)10 Z Udor
(2.53)

es la energia de vacio, y

g(vn) = % (coth(vn) - i) (2.54)

Un

Estudiando la expresion anterior, se puede ver que es finita en el limite v,, — 0 pero tomando el limite de
temperaturas altas (csch(v) — 0, coth(v) — 1)

AF = AEO——VT4Z—+— 22( +L>

V100 Voio Vool

/

T 1 1 1

—=17 (— + 5+ —) (2.55)
4 . Vo Vow Yoo

se encuentra que el segundo y tercer término divergen logaritmicamente.

Esfuerzos buscando regularizar la expresién anterior, tales como restar a la expresién 2.52 estas contribuciones
infinitas o distinguiendo entre fotones de alta y baja frecuencia [11] introduciendo una frecuencia de corte,
han proporcionado soluciones discontinuas o divergentes.

Sin embargo, si tomamos unicamente los términos divergentes en la expresién anterior para la cavidad de
dimensiones (a1, as, az)

2 I
| G ) DU o
Fyiv(az) = 5 vr Z v% Z ( LT V010 * vooz)

V100

T
= —— + 57 ZZ— (2.56)

i=1 ni
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y considerando expresiones similares para las cavidades restantes del piston se obtiene y midiendo respecto
a la configuracién en equilibrio ag = L/2 se tiene

V(Faiv(az) + Fain(L —az) T raiaza3 d 1
~2Fui(L/2)) = 5 (OF7) Z e e G

T araz(L — a3) 1
2 < 8 > zn: [(n1a1)? + (n2a2)? + (n3(L — as))?]3/2

!/

T alagL/2 ! 1
i ( 8 ) zn: [(n1a1)2 + (noag)? + (nsL/2)2]3/2 (2.57)

dado que las contribuciones de arista se cancelan. Es aqui donde debemos notar que el limite de altas
temperaturas (coth(v) — 1, csch(v) — 0 es equivalente a tomar el limite en el cual el volumen del pistén
V — o0, y en este limite las cantidades a3, L —agz y L/2 son muy parecidas, tal que las cantidades divergentes
que a primera vista sobreviven en 2.57 también se deben cancelar.

Es decir, al utilizar esta configuracién hemos podido eliminar la divergencia infrarroja presente en la expresién
para la energia libre de Helmholtz 2.52 obteniendo un resultado finito para todas las variables termodinamicas
sin necesidad de introducir un nuevo esquema de regularizacién.

Para corroborar este resultado partimos de la expresién para la energia libre de una cavidad 2.52 poniendo
de nuevo en términos de las variables adimensionales £ = ag/ay1 y n = ag/a; para obtener:

Aeg w2, ! coth(a1v),) + ayv, csc?(ajvy,)
AF = ———T n
a1 &n Z (v))3
T2 Z (Vioo) + G (voig) + nG(vhor)] (2.58)

en donde u, = ajul,, v, = a1v),
ayv), coth(ayv}) — 1

1) —
G(v'n) = o
coth(a1v],) — av},csch(ayvy,)
H(,U:’L): 12
Un
y / !
1 1 1 1 1 1
o day by ()
w2 zn:“ﬁl 477213 U “6210 Uty

De aqui continuamos de manera similar, obteniendo la presion sobre la cara divisora y la entropia del sistema
mediante las relaciones

1 0 1 9
Py =— —AF = ———AF
3 a1a2 8a3 ai’f 877
0
AS = _8_TAF

AU = AF +TAS

de donde se obtienen
1 0Aey 7?2 " OH (v O0H (vy,) dvy, '
—a3Py = — 0o _Z 74 —_— HW
@t a1 Oeta 2 E\n — ovl,  0On Z (va)

T 0G( vOOl 81}00[
+4—a1 (; (voor +772 (2.59)




m2enT? OH (v 7T
as = ~THE S o 220 a5 TG k) + oo i)
n Un l

7TT§ m'n !
Z [2G (vio) + Vit H (vG10)] — e Z[QG(U(m) + v H (vhoy)] (2.60)
]

en donde du!,/On = 4nin/ul,,

OH(v)  —ajv(—2+ csch(ayv))esch(aiv) + coth(aiv)(—3 + afv?esch(aiv))
o vd

OG(v)  —2+ ajvcoth(aiv) 4+ afv?esch?(aiv)
o v3

dAe 1 1 "\ 4 0ul, 1~ —2 duly,
e (TS

y finalmente

Ugor

Finalmente se evaltan las cantidades anteriores para las dos cavidades del piston y se mide respecto al arreglo
en “equilibrio” con la placa divisora en L/2 tomando que de aqui en adelante a; = luym = 1. En la figura
2.5 se muestra el comportamiento de un pistéon de L = 5a; cuadrado & = 1 a temperatura 7" = 1 constante,
variando la posicién de la placa divisora. Se observa que todas las cantidades investigadas son suaves y
tanto la presiéon como la energia se comportan de manera similar a los resultados obtenidos para el pistén
a temperatura 7" = 0 discutido en la seccién anterior. En las siguientes paginas, figuras 2.6-2.7, se muestran

0 04
02 7 0.35 - e
04 1 03| 4
oer i 0.25 g
-0.8 | g
w L a
% ALk i g 02
15 g
.2+ J 0.15
1.4 F y 0.1 1 7
16 | 4 0.05 | B
-1.8 0
0 35 4 45 5 0 1 5 2 25 3 35 4 45 5
T
(a) Energia libre de Helmholtz (AF) (b) Diferencia de Entropia (AS)
30 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T
20 - ] 0.2 | g
0.4 g
10 - .
g -0.6 -
S or 13
<08t .
10 F d
-1+ -
20 |- 7 1.2 1
_30 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _14 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
T T
(c) Presién neta sobre interfase (a$ x AP3) (d) Diferencia de energia interna (AU)

Figura 2.5: Comportamiento termodindmico del pistén cuadrado a temperatura constante T'= 1
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los resultados obtenidos para el comportamiento termodinamico de tres distintas configuraciones del pistén
de Casimir, el pistén cuadrado (a1 = aa = lum,L = 5a,), el pistén rectangular (as = a1/10, L = 5a1) y la
caja de "pizza” (a1 = az = lpm, L = a1/10). Es importante notar que en las tres configuraciones todas las
cantidades termodinamicas son finitas y suaves, reproduciendo también el comportamiento esperado con una
excepcion, la entropia tiene un valor finito distinto de cero en el limite T = 0. Boyer, entre otros, obtuvo en
[3] un resultado similar mostrando la existencia de una entropia geométrica independiente de la temperatura
al tomar el limite de altas temperaturas y al cual podria ser atribuido el hecho de tener entropia distinta de
cero aun en el caso de T' = 0.

Es mas, observando los resultados es claro que resalta el comportamiento de la caja de pizza. En esta con-
figuracioén las cavidades tienen una longitud del orden de 10 nanémetros. En este extremo se observa como,
de cierto modo, las oscilaciones de vacio dentro de las cavidades no tienen suficiente espacio para que sus
contribuciones sean comparables a los efectos de temperatura finita, un hecho claramente observado en la
entropia, cuyo comportamiento no distingue entre las tres posiciones de la placa divisora ag = 10nm, 20nm
6 50nm indicando una cantidad igual de estados accesibles para las tres.

Conclusiones y comentarios

Realizando la cuantizacion del campo electromagnético en términos de potenciales de Helmholtz se discutié la
termodindmica del campo de vacio reproduciendo los resultados obtenidos por Casimir en 1948 para placas
perfectamente conductoras.

Lo que es mas, empleando un procedimiento similar en la investigacion del el comportamiento termodindmico
de cavidades rectangulares y finalmente un pistén cuédntico, se extendié el modelo a temperaturas finitas sin
necesidad de introducir una frecuencia de corte o distintos esquemas para altas y bajas temperaturas, como
se han propuesto en trabajos anteriores.

Sin embargo se encontrd una contribucién a la entropia que permanece atin en el limite 7' — 0, indicando la
presencia de una contribucién asociada a la geometria del sistema tal y como encontré Boyer al estudiar el
limite de altas temperaturas en cavidades en un nimero distinto de dimensiones.

Finalmente, se incluyé una propuesta para aplicar el procedimiento al estudio del espectro de la densidad
de energia electromagnética debida a la presencia de placas paralelas dieléctricas, situaciéon que se podria
emplear en los cédlculos del pistén rectangular en casos sencillos. Sin embargo esfuerzos en el tema han
resultado en varias complicaciones, y en particular el caso de ser las seis paredes del piston dieléctricos ha
evadido solucién, de nuevo debido a términos divergentes.
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(d) Diferencia de energfa interna (AU).

Figura 2.6: Comportamiento termodindmico del pistén rectangular £ = 0,1.
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(d) Diferencia de energfa interna (AU).

Figura 2.7: Comportamiento termodindmico del pistén cuadrado € = 1.
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(d) Diferencia de energfa interna (AU).

Figura 2.8: Comportamiento termodindmico para la caja de ”pizza”.
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Figura 2.9: Energia libre de Helmholtz(AF') en funcién de T y 7.

.z

Figura 2.10: Diferencia de Entropia (AS) en funcién de Ty 7.
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Figura 2.11: Presién neta sobre interfase (APs)en funcién de Ty 7.
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Figura 2.12: Diferencia de energia interna(AU )en funcién de T y 7.
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Capitulo 3

Superconductividad

En esta seccién nos dedicaremos a investigar el fendmeno de superconductividad, aplicando las mismas he-
rramientas desarrolladas en la seccién anterior para describir el efecto Casimir en cavidades rectangulares.
Descubierta en 1911, la superconductividad refiere al fenémeno observado en ciertos materiales, los cuales
exhiben, bajo ciertas condiciones, resistencia nula.

En conductores normales la resistencia eléctrica disminuye al bajar la temperatura, pero incluso en el cero
absoluto es finita como consecuencia de la estructura del material e impurezas en ella. En cambio para
superconductores, la resistencia se vuelve cero abruptamente por debajo de una temperatura critica. Més
aln, en estas condiciones también expelen campos magnéticos externos (efecto Meisner) implicando que el
fenémeno es mas complicado que un simple conductor perfecto clasico.

Inicialmente se observé el fenémeno de superconductividad en una variedad de materiales sencillos, me-
tales(excluyendo nobles y ferromagnéticos), aleaciones y semiconductores altamente dopados. Denotados
superconductores clasicos o de baja temperatura, se han prestado para modelos de tipo BEC y su descrip-
cién se hace mediante la condensacién de pares de Cooper.

Después, en 1986, se observé superconductividad en una serie de ceramicas perovskitas conteniendo cupra-
tos, con temperaturas criticas superando los 90 kelvin resuscitando el interés en el tema. Desde entonces
se han encontrado varias combinaciones similares (tabla 3.1) conocidos como superconductores de alta tem-
peratura, y aunque su comportamiento no es enteramente entendido, en general es aceptado que la clave
del fenémeno en estas ceramicas son las multiples capas de CuQOs, entre las cuales viaja la supercorriente,
prestandose de nuevo a un analisis mediante fisica estadistica de bosones confinados, sistemas estudiados en
varias dimensiones en trabajos como [17] y [4].

Cuadro 3.1: Ejemplos de superconductores de alta temperatura, su estructura y temperatura critica.

Superconductor T, experimental
(La,9255r,075)2CuO4 36
YBGQ C’U,306760 59
YBG/QCU;3067Q5 93.2
BiQSTQCGQCUQOg 80
BigSTgCGQCU;gON 108
TlQB(ZQCGQCUQOg 110
TlgB(lQCGQCUgOlO 125
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3.1 El Hamiltoniano de Frohlich

Para describir el efecto de superconductividad mediante condensados de Bose-Einstein debemos comenzar
por construir la interaccién electrén-fonén y el Hamiltoniano de Frohlich.

Supongamos una red cristalina cuyos modos normales de vibracién son tanto traslacionales como longitudi-
nales, caracterizadas por un vector de onda q y una frecuencia wy.

Si nos imaginamos al cristal como una serie de placas paralelas sobre los cuales se encuentran los iones del
material es facil ver que las ondas longitudinales producen un cambio en la densidad de iones(y por lo tanto
la densidad de carga) en el eje de propagacién de la onda al acercarse y alejarse una placa de la otra. En
cambio para ondas traslacionales el desplazamiento es en el plano ortogonal a la propagacién y no se produce
un cambio neto en la densidad de carga.

Consideremos entonces una onda longitudinal viajando paralela al eje x, la cual debe ser de la forma

uqefi(wtfq-r) _ uqe*i(wqt*ql’) (31)

donde u, es el desplazamiento en el sentido del eje x.

Por otro lado, debemos notar que la velocidad de Fermi vy, con la cual se mueven los electrones de conduccién
de la red cristalina, es tipicamente del orden de 10°ms~—!, tres érdenes de magnitud mayor que la velocidad
de propagacién del sonido en los mismos. Es por esto mismo que los electrones en la capa de conduccién
pueden moverse rapidamente para contrarrestar los cambios en la densidad de carga ocasionados por una
onda longitudinal.

Se sigue entonces que la densidad de desviacién que sufren los electrones debe ser también de la forma

Cewat=ar) (3.2)

Si suponemos que los electrones responden tan rapidamente a ondas de densidad de cualquier frecuencia se
sigue que el factor C' debe ser independiente de ésta, mas si tomamos una desviacién lineal en u, - q = qu,
podemos escribir el factor C de la forma

C = Aqugn(r) (3.3)
donde se ha utilizado la aproximacién del potencial de deformacién y n(r) es la densidad de electrones, la
cual podemos expresar en términos de los operadores de creaciéon y aniquilacién

n(r) = Ui (r)¥(r) (3.4)

Utilizando (3.1),(3.2) y (3.4) podemos construir un hamiltoniano hermiteano con unidades de energia dado
por

Hp = /d3rz (Aquqe_i(‘”qt_q'r)\lﬁ(r)\II(r) + h.c.) (3.5)
k

donde h.c. indica el conjugado hermiteano y el desplazamiento v, cumple, clasicamente, con la ecuacién del
oscilador armonico
tig + wlug =0 (3.6)

Entonces podemos escribir el hamiltioniano relacionado con cada modo normal de oscilacién en términos de
las variables generalizadas * = u,p = & y las reglas de conmutacioén bésicas [z,p] = ih [z,z] = [p,p] = 0.
Se obtiene

1
H= 5(}72 + w?x?) (3.7)

Finalmente se introducen los operadores de creacién y destruccién

al = \/%(p +iwr) al = \/%(p — W) (3.8)

en la expresién (3.7) para obtener

H = %hw(zafmrl) = hw (n—l—%) (3.9)
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Aqui observamos que podemos expresar cada modo normal de oscilacién de las ondas de desplazamiento u,
en términos de los nimeros de ocupacién de un nuevo bosén, que denotaremos el fonén, es decir

Uy :z<i> (a —al) (3.10)

2wyq

y expresando los operadores de campo ¥f(r)¥(r) en términos de los operadores de estado de cada electrén
Ck

1 ik-r
U(r) = 775 D e e (3.11)
k
se obtiene el Hamiltoniano de F'rohlich

Hp =3 > (Vackyqthaq + Vi errgckal) (3.12)
E q

Donde los electrones, descritos por los operadores ¢; ahora estan acoplados mediante un fonén descrito por
: o i . tor

los operadores a,. Se tiene entonces que los términos ‘/;Jck+qckaq ¥ Vi Cktqcpa] corresponden a los procesos

de absorcion y emisién de un fondn respectivamente y que el momento se conserva en ambos procesos.

3.2 Atraccion mediada por el fonén

Ya establecida la existencia del fonén es importante observar que existen condiciones bajo las cuales dos
electrones pueden sentir entre si una atraccién mediada por las vibraciones de los iones del material. Para
tratar este problema consideremos un sistema de electrones y fonones descrito por un Hamiltoniano com-
puesto por la energia cinética de los electrones y fonones respectivamente y un potencial de interaccién de
Frohlich

H = Hel+Hfon+/\VF
1
> ¥ o+ S huteln + 1
k s q

A DY (Vachyyenaq + Vy erigetal) (3.13)
ks q

Para resolver este problema se suele recurrir a una aproximacién mediante perturbaciones aplicada a un
problema de varios cuerpos, buscando a segundo orden en la constante de acoplamiento A dado que proba-
blemente representa las interacciones dadas en los diagramas de feinman 3.1 . Consideramos entonces un
sistema de dos electrones y seguimos la evolucion en el tiempo de su operador de densidad correspondiente
p que debe cumplir con la ecuacién de Louiville

0

il = [H,p] = Hp (3.14)

ot

Suponiendo que el operador de densidad inicial py para el sistema combinado esta dado por el producto de
las densidades individuales (valido para T, pfon, — 0 podemos escribir

pron = 0)(0 | (3.15)

donde | 0) es el ket para estado vacio.
Si denotamos p = (0 | p(t) | 0) al promedio de fonones del vacio y aplicamos una perturbacién dependiente

en el tiempo se obtiene
Ip(t) ()\)Q/t —irh'H
— == dr{ve™"™ Fevp(t — 1 (3.16
o= (5) [ ) )
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(a) Absorbcién de un fondn. (b) Emisién de un fondn.
Figura 3.1: Diagramas esquematizando el intercambio de un fonén

donde v y Hg son los operadores de Louiville corresponidents a los operadores Hy y VF en el hamiltoniano
(3.13). Tomando la aproximacién de acoplamiento débil podemos obtener el efecto de intercambio de fonones
al menor orden(dos) tal que

22 <ve*”h_1H°vp(t —7)) = )\2<V67iTh_1H°V>ﬁ(t —7) (3.17)

Si utilizamos a la aproximacién Markoffiana, (p(t — 7) — p(t)), y extendiendo el dominio de la integral en

(3.16) a infinito se obtiene
% = MR ime_o(V[Ho —ia) ~'v)p(t) (3.18)

Finalmente se toman los elementos de la matriz de estado-momento y se obtiene que el potencial efectivo de
interaccién mediante fonones debe ser de la forma

hwy

V. 2
| (1| (EkJrq_Ek)Q_hQWg

(3.19)

Esta tultima expresién es de particular interés dado que nos da una aproximacién bastante buena en los
limites de temperatura baja donde las suposiciones sobre la densidad inicial y la aproximacién Markoffiana
son totalmente validas.

La fuerza que sienten los dos electrones acoplados por el fonén puede ser tanto repulsiva (|e; + g — €| > fiwg)
como atractiva(lex + ¢ — x| < fiwg)

3.3 Pares de Cooper

Ya que hemos demostrado que la interaccién mediante fonones puede resultar en una fuerza neta atractiva
entre dos electrones, podemos estudiar un sistema compuesto por electrones ligados por la interacciéon de
apareamiento mediante fonones, tal como estudié por primera vez Cooper en 1956.

Entonces el Hamiltoniano reducido del sistema puede ser escrito de la siguiente manera

H() = Z Z €ELNEs — Vo Z Z bLbk’ (320)
k s kK

donde los operadores by y b;i son los operadores de creacion y destruccion de parejas de electrones, definidas
por by, = c_gcg y cumplen las reglas de conmutacién

(b, by ] =0
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[bk, b;,] = (1 — Nk — n,k)ékﬁk/ (321)

Comenzamos por estudiar los pares de Cooper del estado base del sistema, formados a su vez por electrones
cercanos a la superficie de Fermi.

Entonces si N(0) es la densidad de estados en ep el nimero total de particulas sintiendo la interaccién
atractiva es 2hwpIN(0), de donde se sigue el niimero total de pares formados fiwpN(0) = Ny. Reescribiendo la
expresion para el Hamiltoniano reducido del problema en términos de los operadores de creacion y destruccién

se tiene .
Hy exblbr —vo Y blbw (3.22)
k E K

Deseamos obtener la energia del estado base del sistema, para el cual construimos un problema de eigenvalores
utilizando la ecuacién
[Ho,b}] = 2exbf, —vo > _bl,(1—nj —n_y) (3.23)
k
y multiplicando por la derecha por 1, p y tomando una traza de gran canénico. Al tomar el limite de bulto
se obtiene

e, Ui(k) = 2e,V5(k) — (27h) 3vo / / 3K (k)
+(27h) 3vy / /d?’/c’TR{b*,(an,k)wyp} (3.24)
U5, (k) = TR{bjwnup} (3.25)

donde 1, es la funcién de onda un par de Cooper y ¢, el valor de la eigenergia que le corresponde. Se puede
mostrar que el ultimo termino de la integral no aporta en el limite de temperaturas bajas, de donde se sigue
entonces

coU* (k) = 26, 0% (k) — (27h) 3vq // A3k (k) (3.26)

La integral anterior se puede resolver facilmente utilizando que g9 < 0 de donde 2¢, — g = 2€,+ | g0 |[> 0
en la ecuacién (3.26) obteniendo el resultado
—2hwp

07 eap2/voN(0)] — 1 (3.27)

Esta tltima cantidad representa la energfa de estado ligado (negativa) para un par de Cooper en el estado
base, y si todos los electrones se encuentran apareados y en el estado base la energia del sistema queda dada
—2h2w?% N (0)
exp[2/voN(0)] — 1

W = Noeo = (3.28)

Del mismo modo, fonones pueden ser intercambiados también por electrones fuera del estado base del sistema,
formando pares de Cooper excitados o en movimiento.
Comenzamos por tomar los operadores de onda para pares de electrones dados por

B, = cfycl, = ¢} (3.29)

tomando como convencién que electrones con indice par tienen espin hacia abajo y viceversa introducimos
como variables de movimiento el momento relativo

1
k=gk—k)  a=ki+k (3.30)
en términos de los cuales los operadores (B, Bf) quedan dados

Brq = Brike = Cry14C k1 lq (3.31)
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y cumplen las siguientes reglas de conmutacion

1= nkig2 —Noptge b=k q=¢

(B B | = C—k-‘rq/QCT,k/Jrq/Q k+q/2=k+4q/2 —k+q/2#—-K +q/2 (3.32)
ok Ck+Q/QCL’+q/2 ~k+q/2=-kK+d/2 k+q/2#K +4q/2 '
0 —k+q/2# K +¢/2 k+q/2#+K +¢/2

Utilizando estas nuevas variables y tomando €, = €(|p|) podemos escribir al Hamiltoniano de la siguiente
manera

H = Y % [ellk+a/2) + (| — ek +q/20)|B] B
k q

I I I
=22 voBj,Bi, (3.33)
kK q K

Debemos reconocer que el Hamiltoniano anterior puede ser escrito en términos de los operadores (B, B) y
entonces puede, en principio, ser reescrito en términos de los operadores de creacién y destruccién (¢f, ¢,)
para electrones apareados y la energia correspondiente ¢, es decir

H=> e,6l¢, (3.34)
y podemos resolver proponiendo un problema de eigenvalores. Tomando:
[H,Bl,) = [e(lk+q/2])+e( —k+q/2))B],
—Vy Z Bk/q(l - nk+q/2 - n,kJrq/Q) (335)
k:/

y multiplicando por la derecha por ¢, pg. para obtener la traza del gran cdnonico

evarg = [e(|k+q/2]) +e(| = k + q/2])]arg
—v0 > (Bl (1 = Nkigra = n_iiqr2) ) (3.36)
k/
Okq = TR{qu‘ﬁupgc} (3.37)

Donde los braquetes indican el promedio de ensemble gran candnico definido por

aN—-BH
(4) = TR{Ae i BH) (3.38)
TR{exN—-BH}
Notamos que la energia de cada par apareado estd caracterizada por la cantidad q(e, = ¢4), el momento
total de la pareja de Cooper.
Tomando el limite termodindmico N,V — oo pero N/V finito podemos tomar al vector &’ en el continuo y
remplazar la suma en (3.36) por una integral

cqurg = e[k +q/2]) +e(| =k +q/2])])arg — (27h) 3vq // 3K a(k, q) x
{1 frle(lk +q/2])] — frle(| — & +q/2)]} (3.39)
con )
frlep) = (np) = B 1 (3.40)
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tomando el limite de bajas temperaturas (fr(e,) — 0) tenemos que
!
Eqarg = [€(|k 4+ q/2|) + €(| =k + q/2])]arq — (27rh)*3v0/ a3k a(k, q) (3.41)

Esta es la misma expresiéon que obtuvo Cooper en 1956 y se resuelve sencillamente tomando w, < 0 y
proponiendo

/
C = (2mh)~*vo / K a(k,q) = (e(|k +q/2]) + e(| = k +q/2]) — wg)a(k, q) (3.42)
despejando a(k, q) y sustituyendo de nuevo en esta iltima expresién se obtiene
/
- (27rh)’3vo/ K ek +q/20) + e — k+ a/2]) + )" (3.43)

Suponiendo que los electrones se mueven como particulas libres, entonces la superficie de Fermi debe ser de
la forma

kp = (2miep)'/? (3.44)
donde m es la masa efectiva del electréon y la energia esta dada
k? — k2
k) = —L 3.45
(k) = 5 (3.45)

de aqui entonces la integral debe realizarse para e(|k 4+ ¢/2|) >0y (| — k + ¢/2|) < wph.
Ocupando coordenadas esféricas e integrando sobre el dngulo ppodemos reemplazar el elemento de volumen
d®k' por 2mwsin(0)k™>dfdk’ obteniendo

5 L /2 kr+kp—qcos(0)/2 k2
(2mh)° vy " = 47r/ d93in(9)/ dk — (3.46)
0 0 kr-+qcos(0)/2 |wQ| + 2 + (4m1) 1q2
Tras realizar la integral y tomar el limite de ¢ pequena obtenemos la energia para el par de Cooper
v
€qg=¢€0+ org = €9+ c1q (347)

2

donde ¢ es la energia para un par en el estado base dado por (3.27). Finalmente redefinimos, sin perdida
de generalidad, a la constante en la energia para obtener la energia de pares de Cooper excitados:

€q =Eq— €0 = C1q (3.48)

En la relacién anterior se observan varios detalles importantes. Como era de esperarse el par de Cooper con
menor energia es aquel en el estado base, mientras que la energia de pares excitados aumenta linealmente
respecto su momento acoplado (en el limite de g pequena). Lo que es més esta relacién se asemeja a la que
se obtiene en la descripcién de fotones y fonones, por ejemplo, y si realizamos una interpretacion paralela
podemos concluir que, en el limite de q pequena, los pares de Cooper se comportan como bosones sin
masa, moviéndose con una velocidad comin vy /2. Es més, se puede mostrar que la dependencia lineal entre
la energia y el momento es valida también para pares viajando en una, dos o tres dimensiones aunque
con distinta velocidad de grupo, donde la constante ci/vy toma los valores 1, 2/m y 1/2 en cada caso
respectivamente.

3.4 Condensacion de Bose-Einstein en Pares de Cooper

Los postulados de la estadistica cudntica nos indican que todas las particulas se pueden caracterizar como
bosones o fermiones, distinguidas entre si por el principio de exclusién de Pauli [18]. En corto, dos fermiones
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nunca pueden ocupar el mismo estado mientras que para bosones no existe una restriccién similar. Es de
aqui que se deriva la condensacién de Bose, fendmeno de particular interés en el estudio de supercondutores
y superfluidos.

En la seccién anterior se dedujo que dos portadores de carga apareados mediante un fonén se mueven como
una particula sin masa, lo que es mas, al estar tratando con particulas compuestas podemos recurrir a la
regla de Ehrenfest-Oppenheimer-Bethe que postula que una particula se comporta como bosén si contiene
un numero par de fermiones.

En esta seccién estudiaremos la condensacién de Bose para particulas sin masa libres de fuerzas externas en
dos y tres dimensiones siguiendo el desarrollo en [8] y [4], aproximacién que nos funcionard adecuadamente
para modelar superconductores clasicos dado que en un metal los portadores de conduccién se mueven como
particulas libres.

Comenzamos por tomar la funcién de distribucién para particulas bosénicas

1
fep, By 1) = Bl 1 (3.49)
Donde la energia ¢, estd dada por la ecuacién (3.47) y tomamos la aproximacién
€p 2 C1p (3.50)

con ¢1 = 2vys/m, vy/2 la velocidad promedio de los pares de Cooper en dos y tres dimensiones. Utilizando lo
anterior para obtener el numero total de bosones

Np=> flep.Bop) = No+ Y _ (ePlr=m) — 1)~ (3.51)

[p|>0

Hemos separado explicitamente el término de momento nulo Ny = (e~#* —1)~! por conveniencia. Dividiendo
por el drea y tomando el limite termodindmico usual (N, A — oo pero n = N/V finito)podemos extender la
suma en la expresién anterior por una integral, obteniendo

= o = SN — (2mh) 2 [ Byt o) (3.52)

Donde ng y np son el nimero de pares en el condensado y el niimero total de particulas respectivamente.
Tomando, por simplicidad, los pares excitados n = ny —ng y recordando que z = e”* < 1 podemos expresar
a la cantidad (27 'e? — 1)~! en términos de una serie geométrica

1 N
p s S DI CoNO I (3.53)
m=1
para expresar el nimero de bosones por area
(2rh)n = 2™ / d?ple=Perrm] (3.54)
m=1

Utilizando coordenadas polares podemos expresar el elemento de drea d2p = pdpdf y realizando la integral
angular

0 [e%s}
omh*n = Z zm/ pe~Permdy, (3.55)
m=1 0
realizando la integral utilizando la relacion
o n!
/O e A%y = T (Re(A) > 0) (3.56)
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se obtiene

oo m k2 T2 o Zm
orh2n = = _"B Z 3.57
Zl (Beim)? cf 2 (357

Reacomodando la expresiéon anterior obtenemos el niimero de bosones por unidad de drea en términos de la

fugacidad z y la temperatura T’
1 (kpT\?
n=5- < her ) ¢2(2) (3.58)

en donde
g
Z = (3.59)

Es claro que ¢2(z) es monétona creciente en el intervalo | z |< 1. Suponiendo que ocurre condensacién debajo
de una temperatura critica T'c (T' < Tc = z = 1) se tiene que ¢2(z) — (2 v el numero de bosones excitados
se comporta proporcional a T2. Este comportamiento persiste hasta la temperatura critica, la cual podemos
obtener haciendo z = 1, T = T, y a partir de la cual no ocurre condensacién ya que todos los pares de
Cooper se encuentran en estados excitados (T >= T,; np = 0 y n = nr): Se tiene entonces que en T = T, la
ecuacién (3.58) se reduce a

1 (kpT.\>
= — 3.60
nr 27 ( ﬁCl ) CQ ( )
donde ¢ = 72/6 es la zeta de Riemann. De aqui la temperatura critica estd dada por:
hey (27TnT ) 1/2
T.= — 3.61
=1 G (3.61)

Debemos observar que en esta ultima expresién los parametros del material aparecen solamente en el valor
de la densidad de portadores de carga nr, la cual se puede obtener experimentalmente mediante la relacién:

nr = ¢ AS y n?P =dnp (3.62)
32mcic? ) \hwpA2,

en donde wp es la frecuencia de Debye, Ayp la longitud de onda de London, Ag es el gap, d es el ancho de
la capa y finalmente ¢ y ¢; son la velocidad de la luz y la velocidad de propagacién de los pares de Cooper
respectivamente. La validez fisica de esta tltima expresién es discutida ampliamente por C. Villareal y M.
De Llano en [21], tratamiento que se bosqueja en el apéndice A.

Ahora, la energia interna del sistema por unidad de drea puede ser determinado, de manera similar, realizando
la integral

u= (2rh)~ /d2 (epflep, B, 10)) h2 Z / dp(p?ePerrm)y (3.63)
mediante la relacién (3.56) para obtener
k:3 T3 — 2" kRT3 T2 [ $3(2)
ngwmm—zk—( 2 ) (3.64)
donde se ha utilizado la relacién )
kB nr
FB\ o= T 3.65
(1) —ee- 7% (3.6)
Utilizando la definicién usual para la capacidad térmica molar
R 0Ou(n,T)
Cn = nkg 0T (366)
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donde R es la constante de gas ideal. Utilizando la identidad

ou(T,n)  Ou(T,z) n ou(T, z) 0z(T,n)
oT oT 0z oT
_ ou(T,z) Ou(T,z)On(T,z) On(T, z) (3.67)
oT 0z oT 0z '

nos permite, después de célculos sencillos, escribir a C), en términos de puras funciones de la forma ¢,(z),

es decir:
(TN $3(2) L a(2)
C =6R < Tc> ) AR o) (3.68)

Para describir el comportamiento termodindmico del sistema consideramos primero el caso T' < T'c (z = 1)
y observamos que en esta situacién ¢1(z) — 00, ¢2(z) — 1,645 y ¢3(2) — 1,082 de donde obtenemos

sl (2) v (2)

n o T? uoc T3 (3.70)

Sin embargo, a temperaturas mayores que T es claro que la dependencia en la temperatura es muy complicada
y obtener un valor analitico para z, n 6 u es poco viable. Se opta en vez por resolver numéricamente, utilizando
una aproximacién mediante los coeficientes del virial descritos en [2], [18] y [8] para invertir la ecuacién (3.58).
Tomando los primeros cuatro términos dados por la inversién:

b1 = 1/a1=1
as 1
b = —_—— = ——
2 a$ 4
1 1
bg = a—?(2a2—a1a3) = 5
b ! (5 1 5a3) ! (3.71)
= —= (010203 — A1Q4 — IQ = —— .
4 az 164243 144 2 576

y tomando A% = k% /h%c3se tiene:
4 i
2mnr
i=1

donde se ha utilizado que para T > T, el nimero de pares condensados ng = 0 y entonces el niamero de
pares excitados n = ny = n(T,). Una vez que se obtiene z se sustituye en las ecuaciones (3.68) y (3.64) para
obtener el comportamiento termodinamico del sistema.

En las figuras a continuacién, 3.2 a 3.4, se muestran los resultados obtenidos tomando una densidad de pares
total np = 10 y utilizando unidades donde h = ¢; = kg = 1.

Se tiene entonces que el tiempo tiene unidades de distancia (m) mientras que la energia y la temperatura
unidades de 1/m, dadas en términos unidades mas usuales mediante las relaciones:

lseg. = c1 metros
leV. = 1,5193/c¢c; x 10651
1K = 1,30917/c1 x 101 m 1t

donde se ha dejado explicitamente la dependencia en la velocidad de propagacién de los pares de Cooper
dado que ésta es en general proporcional a la velocidad de Fermi del material y en el caso de superconductores
ceramicos del orden de 10*ms~!.
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Figura 3.2: Fugacidad e®* de un gas de bosones en 2D.

Figura 3.3: Energia interna de un gas de bosones en 2D.
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Figura 3.4: Capacidad térmica molar de un gas de bosones en 2D.

Como era de esperarse, la fugacidad decae exponencialmente a partir de la temperatura critica y en
consecuencia la energfa interna pasa de tener un comportamiento oc T3 a uno lineal en el mismo. En cambio
observando el comportamiento de la capacidad térmica se encuentra un pico en T' = T, y aunque sea continua
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en este punto su derivada no lo es, de donde se sigue que la transicion de fase es de tercer orden.

Es importante mencionar que este resultado coincide cualitativamente con los obtenidos experimentalmente
para ceramicas superconductoras pero difiere cuantitativamente dado que el pico en la capacidad térmica
no llega a la altura adecuada reportada en [8] a partir de estudios realizados por R. Fisher, J. Gordon y N.
Phillips en 1988.

Para tratar el caso de un gas de bosones en tres dimensiones podemos resolver de manera similar, utilizando
las siguientes expresiones para el nimero de bosones y energia interna por unidad de volumen

n=an)* [ s (e, 510 (3.73)

u = (2rh)’ / d’pey f(ep, B, 1) (3.74)
donde el elemento de volumen estd dado por
d*p = p*sin(0)dpdfdyp = Anp*dp (3.75)

de donde se obtienen, tras calculos sencillos

k313 3nkpT*¢4(2)

== =——" 3.76

n 7T3h3cii) ¢3(Z) T03¢3(1) ( )

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado en el calculo para el gas bidimensional se obtiene la expresiéon
para temperatura critica T'c

7, - T (”—T>1/3 (3.77)

ke \ G '
y la capacidad térmica molar
T\’ ¢a(2) 85(2)
C,=12R| = —9R 3.78
<TC) € $2(2) ( )

De nuevo, resolver debajo de la temperatura critica resulta sencillo tomando z = 1 y resolvemos numérica-
mente para temperaturas mayores, utilizando los coeficientes del virial b; = 1,—1/8,—5/864 y —31/13824
con i = 1,2, 3,4 para invertir la serie en 3.73 y obtener una expresién para la fugacidad

4 3 A
Tnr
2z~ E b; <A3T3> (3.79)
i=1

donde se ha utilizado la misma definicién para A = kg /hc.
En las figuras 3.5-3.7 se muestra el comportamiento termodindmico para el gas de bosones en 3 dimensiones
utilizando, de nuevo, h = ¢ = kg = 1 y una densidad de particulas np = 10.

Encontramos de nuevo que la fugacidad decae exponencialmente a partir de la temperatura critica, y
la. energfa interna también pasa de un comportamiento o< 7% a uno lineal en T en este punto, pero el
comportamiento en tres dimensiones si muestra una diferencia importante: se puede verificar que la capacidad
térmica molar es discontinua en el punto T' = T, indicando una transicién de fase de segundo orden.

3.5 Transicion entre sistemas en 1, 2 y 3 dimensiones

En la seccién anterior el estudio de bosones sin masa viajando libres de fuerzas en dos y tres dimensiones
nos llevé a una primera aproximacion para la descripcion de superconductores cldsicos. Sin embargo es
generalmente aceptado que el fenémeno de superconductividad a altas temperaturas puede ser atribuido a
flujos sobre los planos de CuO; en la red de las cerdmicas, dotando de especial relevancia a estos resultados.
En la siguiente seccién trataremos la transicion entre sistemas con una, dos y tres dimensiones buscando el

48



Fugacidad Z
o o o
IS o ©

o
S

Figura 3.5: Fugacidad e®* de un gas de bosones en 3D.

14 T T T T T

12 |

10 +

u/nkg

Figura 3.6: Energia interna de un gas de bosones en 3D.
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Figura 3.7: Capacidad térmica molar de un gas de bosones en 3D.

fenémeno de condensacién de bose en cada caso.
Imponiendo condiciones periddicas para la funcién de onda correspondiente a un par de Cooper, podemos
restringirla a un paralelepipedo de lados a1,as y as, de donde se sigue la distribuciéon exacta de modos
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normales del campo bosénico

2 27TTL1 2 27‘(712 2 27‘(713 2
= (K — Ky) K, = + + (3.80)
al ag as

{n}

al cual podemos expresar mediante la féormula de sumas de Poisson

9(K) = 5K > sin(Ka) (3.81)

272 Q
mi,mz,ms

donde a = ((a1n1)? + (azn2)? + (a3n3)2)1/2. Se tiene entonces que el ntimero promedio de particulas por
elemento de volumen esta dado por la relacién

1 3 9(K)

V/d Keﬁ(fK—H) —1

_ 1 3 1 K sin(Ka)

ot [ () (P o5

Tomando de nuevo z = € < 1 y reconociendo la serie geométrica (3.53) se puede simplificar la expresién
anterior

n(T) =np(T) —ng

1 2™ Bewm -
n(T) = 53 § § :—a /d3KKe Berm sin(ka)
_ 3 K(Bhecm—ia) 7K(ﬁhcm+ia)
- 27722:2 /dKK ) (3.83)

donde la energia de la onda es € ~ hc; K y se utilizo la expresion exponencial para el seno.
Utilizando coordenadas esféricas y realizando las integrales radiales se puede sustituir el elemento de volumen
d®*K por 4rK?2dK, y utilizando (3.56) para cada integrando se obtiene

(kpT)?
n(T) = = 2h2c 3 ZZ m2—|—0/2 (3.84)

donde o = (kyT'/hc)a. Siguiendo el mismo procedimiento podemos obtener la energia interna promedio del

sistema definida por
u = — d3 Ekg )
Blex— M) —1

ka = 3m—a? m
- 2h3c} 3 ZZ (m? + o/2)2 (3.85)

Es facil ver en las expresiones anteriores que al tomar el paralelepipedo con lados infinitos (m; = mg = mg =
0) se recupera el limite termodindmico usual, mas si consideramos ondas que se deben propagar libremente
en dos dimensiones a1, as — 00 pero se encuentran restringidas a una capa de ancho as = 4, fig. 3.8, debemos
tomar m; = me = 0 y las sumas restantes sobre mg pueden ser obtenidas analiticamente para obtener

(ksT)?

(1) = g ¥alem) (3.86)
' kpT)t
_ 3;212 3 )3 pa(zm) = Bk iz(( 77)) (3.87)
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Figura 3.8: Configuracién en 3D tomando el limite en que se propagan libremente en dos direcciones

en donde
Uy (z,7) = i 2 ) = = i = <m251nh2(m) + mcoth(m)) (3.88)
s ) — s/ M 2 — ms n n 77 77 ’
y
oo Zm
pa(zm) = Y —gm(0)
m=1
1 & m 2 2
e (m sinh (") 4 mmth(m)) (1+ ma Smh—z(m)) (3.89)
2= m*\ 1 n n n U n

donde hemos introducido la variable adimensional nn = kgT'§/hc;.

Debemos notar que al tomar n >> 1 se tiene que las tres funciones f,,(1),9m (1) y hm(n) — 1 recuperando
el resultado para bosones moviéndose libres en 3 dimensiones (3.73), en cambio si se toma 1 << 1 se tiene
que hy, — 0, gm ~ mn/3n y fm ~ ma/2n obteniendo, de nuevo, el resultado para bosones libres en 2
dimensiones(3.58). Del mismo modo, variando el valor del ancho de la capa § podemos describir la transicién
entre los dos comportamientos limite.

A manera semejante de la seccién anterior obtenemos la temperatura critica haciendo z = 1 y despejando la
temperatura de la expresién anterior.

he 2np >1/3
T, = e (T 3.90
i (%(Lm (3.90)

Donde hemos dejado, por simplicidad, a la temperatura en funcién del parametro 7, del cual podemos obtener
el ancho de la capa correspondiente mediante la relacién

_ hein

0= kgT

(3.91)

Para investigar el comportamiento de este sistema se toma, por simplicidad, unidades donde h = c=kp =1
y una densidad total de pares n(T¢) = 10, de tal modo que podemos obtener la temperatura critica en
funcién del pardmetro adimensional 1 mostrado en la figura 3.9. Claramente para n ~ 3 > 1 los pares de
Cooper se mueven como en el limite de gases libres en 3D 3.73 y la temperatura critica del sistema abandona
la dependencia en el ancho de la capa, mientras que para 7 — 0 el comportamiento se asemeja mas al de
bosones libres en 2 dimensiones 3.58.

Es importante notar que la temperatura critica del gas libre bidimensional muestra una dependencia lineal
en § debido a que se tomé n(T.)*P = on(T.)*P.

A primera vista el problema anterior nos invita a resolver del mismo modo que en los casos de gases de
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Figura 3.9: Dependencia de temperatura critica vs. el parametro adimensional(n)

bosones libres en dos y tres dimensiones; utilizando los coeficientes del virial discutidos previamente para
invertir la ecuacién 3.86 y obtener a la fugacidad z = z(T'). Sin embargo, para z cercanos a 1 y valores
pequetios del ancho de la capa 7(d) el error en esta aproximacion crece répidamente, hecho que se aprecia en
las figuras 3.10 donde se compara el valor obtenido para la fugacidad utilizando los primeros seis coeficientes
del virial y aquel obtenido numéricamente, mediante el algoritmo de secantes.

1.1 T T T T T T
1 Sol. Virial - 1 -
0.9 Sol. Niimerica Sol. Ntimerica
08 - 08 - Sol. Virial \ T
0.7 | \
< 06 0.6 k- \\\ 1
05 -
04 | 04 | > -
03 | NN
02 02 >
01 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
/T, /T,
(a) n=5. (b)yn=2
180 T =0 T
160 | .
140 | PN 8
120 | \\ _
100 -
N80 |- | AN
60 - | NG
40 - ; Sol. Virial 7
22 B | i /Sol. I\Ihimerica_
0 0.5 1 1.5 2
T/T,
(¢) n=0,1.

Figura 3.10: Fugacidad z(T"): solucién numérica mediante algoritmo de secantes y aproximacién utilizando
primeros seis coeficientes del virial.
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Ya que se ha obtenido un valor para z se puede sustituir en la expresiones para la energia y el nimero de
particulas obtenidos previamente, mientras que para la capacidad térmica molar recurrimos de nuevo a la
expresion

nkBC ~ Ou(n,T)  Ou(z,n,T) n Ou(z,n,T) On  Ou(z,n,T) 0z

., = gRsT ) E 92
R oT oT an oT 0z oT (3.92)
de donde se sigue
G _ (T ? pa(zm) . 3kpd T* d (wa(2,n)
T.) ¥s3(l,n) he T3dn \ ¥3(1,m
T* ( ps(zm) | 02
o5 (i) o7 )

En donde las dos derivadas que se han dejado sin calcular en la expresiéon se encuentran numéricamente
utilizando un esquema centrado con un error de tercer orden, y los resultados obtenidos se encuentran en
las figuras a continuacién.

En 3.11 se muestra el comportamiento para tres distintos valores del ancho de la capa a la cual estdn confi-
nados 7. Se observa, por ejemplo, una regién alrededor de T, en donde la energia interna asociada a n = 0,5
es mayor que 1 = 3,4 debido a la diferencia cualitativa entre el comportamiento de bosones libres en dos o
tres dimensiones.

Es més, para valores grandes de 1 también se observa una discontinuidad en la capacidad térmicaen T' = T,
indicando una transicién de segundo orden, mientras que para capas delgadas el comportamiento tiende
a suavizarse, indicando una transicion de fase de segundo orden y un comportamiento termodindmico de
bosones libres en 2 dimensiones.

Las superficies 3.12-3.14 resumen este comportamiento y la transicién entre un gas de bosones libres mo-
viéndose en dos y tres dimensiones.

Realizando el estudio de un gas de bosones en dos dimensiones se mencioné que el comportamiento

reflejado en la capacidad térmica concuerda con la observada experimentalmente tan solo cualitativamente,
dado que la altura del pico en T' = T, no llega cerca del valor real.
Sin embargo, tomando el resultado mostrado en [8] para el comportamiento experimental de Y BasCusO7_s
se encuentra que en 7' = T, = 90,83 K el pico en la capacidad térmica se encuentra en C/T ~ 2,03mJg 1K =2,
y suponiendo que la supercorriente se da en las capas formadas por los planos de cobre y oxigeno CuQO2-Y -
CuO3 un peso molar de 279.96 gramos encontramos C, /R ~ 6,20. Lo que es més, mirando los resultados
considerando un ancho de capa finito 3.11 vemos que esto ocurre para el caso de n ~ 0,6 — 0, 7, produciendo
resultados que no solo coinciden cualitativamente sino cuantitativamente con observaciones experimentales.
De manera similar podemos investigar la transicién de un sistema bidimensional a uno unidimensional.
Tomando condiciones de periodicidad en 2 dimensiones, podemos escribir a la densidad de estados:

9K) = ¢ ;1)2 3 Sm(fo‘) (3.94)

ni,n2

donde a? = (a1n1)?+ (aznz)?. Introduciendo la distribucién anterior en la expresién para el nimero promedio
de particulas por unidad de area

n(T) = %/dZKg(K) (eﬁ@w) - 1)_1 (3.95)

y realizando las integrales, expresando en términos de la serie geométrica, se obtiene tras calculos sencillos:

1 mBhcy
nr)=—3 3 " e (iﬁm)w (3.96)

m ni,n2

De nuevo, consideramos el caso en que los bosones se mueven libremente en una de las dimensiones toman-
do as — oo de donde se sigue que ny = 0. Es mas, aprovechamos para investigar una aplicacién concreta
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Figura 3.11: Fugacidad, densidad de energia y capacidad térmica para un gas de bosones en 3D confinados
a una capa de ancho n =0,1,2 y 5.

Figura 3.12: Fugacidad de un gas en 3D confinado a una capa de ancho 7.

cerrando la superficie como se muestra en la figura 3.15. En esta situacién los pares de Cooper se mueven
sobre la superficie de un cilindro con longitud az — oo y radio p = a1 /27, asemejdndose a lo que se cree que
ocurre un nanotubos de carbono.

Retomando la expresién anterior en este limite se puede ver que existe una solucién analitica para la
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Figura 3.13: Densidad de energia de un gas en 3D confinado a una capa de ancho 7.

Ca/R

Figura 3.14: Capacidad térmica molar C,,/R de un gas en 3D confinado a una capa de ancho 7.

a, =27p

Figura 3.15: Configuracién bidimensional

suma sobre el indice n;. Simplificando el resultado podemos escribir a la densidad de pares n(T) mediante
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la relacién 5 . 5
n(T) = % (%) T3§m: %qm(x) = % <:—Z> T3Z5(z, z) (3.97)
en donde x = Bhc1/2p y
Gm(z) = (=2 + (zm)?esch?(zm) + (zm) coth(zm))

De donde se obtiene la temperatura critica haciendo z =1

donde hemos dejado explicitamente en términos de la variable adimensional z.
Siguiendo el mismo procedimiento se obtiene la energia interna por unidad de area

_ ha 3(mBhcy/ar)? —n?
T Z Z ((mpBhcy/a1)? + n?)?

- kB (h_q) 42 %(%>3T4@4(z,@ (3.99)

donde
() = =3 + (xm)?csch?(xm) + (zm) coth(zm)[1 + (xm)?esch? (xm))] (3.100)

Utilizando la relacién 3.98 podemos encontrar la energia interna de los pares excitados explicitamente en
términos de la densidad total de pares

4
u(n,T) = 2nkBT % (3.101)
y finalmente la capacidad térmica molar
Cy (T)3®4(z,:c) <T>3 d ( 4(,2,:5))
o= g ) 2 —o (=) = (2
R T. Es(l,x) T.) 0z \ Z3(1,2)
T* [ ©O3(z,2) \ 0z
i - .102
+2TC3 (zEg(l,x)> or (8.102)

En las figuras 3.16-3.19 investigamos el comportamiento termodinamico del sistema tomando de nuevo
unidades donde ¢; = h = kp = 1 y resolviendo las expresiones anteriores en términos del parametro z,
del cual se obtiene el radio equivalente mediante la relacién « = Bhic1/2p, y tomando que en genral se puede
tomar c; del orden de 10*ms~1! el radio p debe tener unidades de 10=7 — 10~3m.

En particular en 3.16 se observa como la temperatura critica retrocede a cero al disminuir el radio de los
cilindros, mostrando la ausencia de condensacién en el caso de propagacién en una unica dimensién.

La caracterizacién reciente del comportamiento eléctrico de nanotubos de carbono ha llevado al descu-
brimiento de superconductividad a partir de una temperatura critica de alrededor de 15— 20K en tubos con
didgmetro de 4A4. Es mas, tomando en cuenta que la velocidad de Fermi para superconductores ceramicos es
del orden de 10*ms~! podemos tomar por simplicidad ¢; = 1,5 x 10*ms~'1a velocidad de sonido en grafeno y
en donde se tendrd de nuevo las unidades previamente definidas en donde 1eV ~ 102m =ty 1K ~ 10~ "m L.
Finalmente ajustando para reproducir los resultados experimentales se encuentra que la densidad de porta-
dores de carga total para los nanotubos de carbono debe ser de 3,937 x 1024
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Figura 3.16: Temperatura critica de un gas de bosones libres en una dimensién pero confinados a la superficie
de un cilindro de radio p.

R —
1 4
09 B
0.8 1 2
N N RS
0.7 b s
06 N
05 | | 1 1 1 | | 1 1 ) _14 | | 1 1 1 | | 1 1
0 02040608 1 12141618 2 0 02040608 1 12141618 2
T/T, T/T,
(a) Fugacidad z(T). (b) Densidad de energia u/nkp.

0.2 T T T T T T T T T

-1 P S T T S R R

0 02040608 1 12141618 2
T/T,

C
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Figura 3.17: Fugacidad, densidad de energia y capacidad térmica para un gas de bosones en 2 dimensiones
confinados a propagar sobre la superficie lateral de un cilindro con z = 0,05,0,5 y 1.
3.6 Conclusiones y comentarios

Realizando un estudio mediante pares de Cooper sin masa propagando en dos y tres dimensiones y tomando la
aproximando una relacién de dispersion lineal en la energia para los mismos, se reproduce cualitativamente
el comportamiento de cerdmicas superconductores asi como han estudiado autores como Fujita y Godoy
6 Pathria.
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Figura 3.18: Fugacidad z de un gas de bosones propagando sobre la superficie lateral de un cilindro en funcién
de la temperatura Ty p.
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Figura 3.19: Energfa interna u/nkp de un gas de bosones propagando sobre la superficie lateral de un cilindro
en funcién de la temperatura Ty p.
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Figura 3.20: Capacidad térmica molar C,,/R de un gas de bosones propagando sobre la superficie lateral de
un cilindro en funcién de la temperatura T y p.

Es més, empleando la densidad exacta de modos para describir el comportamiento termodindmico de pares
confinados a propagar en una capa de ancho finito en el estudio de la transicién entre sistemas en tres y dos
dimensiones se encuentra que cerca den ~ 0,7 los resultados concuerdan cualitativamente y cuantitativamente

con los obtenidos experimentalmente.
Al aplicar el mismo formalismo para pares de Cooper confinados a propagar sobre la superficie lateral de
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un cilindro de radio p se describe la transicién de un sistema en una a dos dimensiones, con aplicaciones
claras en la descripcién termodindmica de nanotubos de carbono. Se encuentra que la temperatura critica
para condensacién retrocede a cero para sistemas unidimensionales, concordando con resultados tedricos
anteriores. Empleando el analisis para ajustar a los resultados obtenidos experimentalmente permitié obtener
un valor aproximado para la densidad de portadores en los mismos.
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Resumen

En el transcurso de estudiar sistemas bosonicos se emplearon los formalismos de la fisica estadistica para
generar una descripcion termodindmica a partir de principios puramente cuanticos. En particular, se estu-
diaron sistemas confinados empleando la densidad exacta de modos, construyendo un formalismo facilmente
aplicable a sistemas novedosos y enfatizando la gran importancia de la geometria de cada problema.

Lo que es mas, estos resultados se encuentran al alcance de confirmacién experimental debido a las claras
aplicaciones, de las cuales se estudiaron tan solo dos en esta tesis.

Mediante el estudié de los modos naturales del campo electromagnético dentro de cavidades rectangulares
se describié el comportamiento de un pistén cudntico generalizando estudios anteriores para temperaturas
finitas y obteniendo resultados finitos y continuos.

Aplicando un procedimiento similar se estudiaron pares de Cooper, electrones ligados mediante fonones, con
el objetivo de estudiar el fenémeno de superconductividad en cerdmicas y obteniendo resultados que concuer-
dan tanto cualitativamente como cuantitativamente con medidas experimentales. Un tratamiento similar se
propone para el estudio del mismo fenémeno en nanotubos de carbono.

Sin embargo también son claras las complicaciones que aparecen en el desarrollo teérico. En particular la
naturaleza de la descripcién cudntica implica una infinidad de contribuciones en problemas tan sencillos
como lo es la descripcién del campo de vacio en una cavidad, ni hablar de configuraciones méas complejas.
Para esto es necesario encontrar un esquema de regularizacién con tanto validez matemaética como significado
fisico.
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Apéndice A
Densidad de portadores de carga

Para realizar una discusién en cuanto a la densidad de portadores de carga debemos notar que en el pasado
se han obtenido aproximaciones mediante medidas de la distancia sobre la cual decae un campo magnético
externo dentro de un superconductor, conocida como la profundidad de penetracién de London.

Derivada de la ecuacién que lleva el mismo nombre, se obtiene que para el caso de superelectrones con carga
e, masa efectiva m* y densidad ngs se debe seguir la siguiente relacién:

I dreng

A2 m*c2

(A.1)

la cual es consistente con la fenomenologfa observada T, oc 1/A\%.
Sin embargo en el modelo empleado para el estudio de superconductores ceramicos se debe tomar en vez la
penetracién magnética debida a pares de Cooper viajando con una velocidad c¢p, carga 2e y una relacion de
dispersion lineal

6&? ~ 6(()[) + he K (A.2)

en donde 5(()1) es la energia de ligado para pares en el estado base (AKX = 0) dado por

o _ 2hwp
0 02/NoV _ 4

(A.3)

en donde Vi > 0 es el potencial de interaccién que sienten los pares de Cooper cercanos a la superficie de
Fermi, y se anula en cualquier otro caso.

Es mas, de la relacién de dispersion lineal en A.2 se sigue que para mantenerse en un estado ligado (6%) <0)
el numero de onda maximo de cada par de Cooper no debe exceder la cantidad

Ko =l | Jex (A.4)

Tomando la ecuaciéon dependiente de la temperatura para el gap

(39 80 4O )

— ) (A.5)
2+ A% 9O (k) 2

th
1= NOVO/ d€k<
0

obtenida previamente por autores como P. Anderson y P. Morel, entre otros, y evaluando en el limite de
temperatura nula 7' = 0, la relacién anterior se simplifica a

AWD

0 — ohwpe Y/NoVo (A.6)
¥

0
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Considerando que las medidas para la energia en cerdmicas superconductoras muestran, en general, dispersién
alrededor de un valor central AG™ podremos asumir A" ~ A®) /T2 ~ A = Ag se tiene la siguiente
relacién para la energia de ligado de pares en el estado base:

|E(l) E A

T (A7)

Dejamos esta relacion para uso previo,introduciendo a esta altura una integral de contorno en la fase de la
funcién de onda de los pares de Cooper en presencia de un campo externo B = V x A y suponiendo un

medio homogéneo
L % o
7{ (hK + fA) A7 =0 (A.8)

ésta debe desvanecer para todo contorno cerrado. R
Utilizando la expresién para el flujo de la supercorriente de los pares J, = n3P(2e)c; K y utilizando el
teorema de Stokes en la integral de contorno anterior se sigue

- 4e2endP .

Js+——A=0 A9

? heK (A.9)
Tomando el rotacional de la expresmn anterior, una ecuaciéon de London modificada, para luego introducir en
la 1ey circuital de Ampere V x B =17, se sigue que el campo magnético satisface una ecuacién de Helmholtz

V2B = —\B en donde: ,
1 2e 4meinP
1 <?) th (A.10)

Esta expresién para A puede ocupar valores desde un minimo en A = 0 cuando K = 0 hasta el valor méaximo,
discutido previamente, cuando se rompen los pares de Cooper en K = Ky y Ag = 0.

Resulta natural tomar a Ay = Ay la profundidad de penetracién observada experimentalmente, de donde
podemos sustituirla la relacién de dispersion lineal utilizada para eliminar a Ky de Ag, obteniendo la relacién:

2|€(l)|

T 2 1673 )\2

3D __

(A.11)

Finalmente se obtiene la densidad de portadores de carga en dos dimensiones imponiendo n?P = §n3P y
utilizando la expresién A.7 para tener la relacién en términos de puros pardmetros que se pueden obtener
experimentalmente

op €2 OAE 1

n2D— ¢ %20 &
32mcic? hwp A2,

(A.12)
A continuacién se comparan las temperaturas criticas medidas experimentalmente con aquellas obtenidas
utilizado la densidad de portadores de carga que se encuentran utilizando el tratamiento anterior con pardme-
tros medidos experimentalmente’.

1Reportados por Poole C. P. en Superconductivity, Krauker H. en Journal of Superconductivity y Pickett W. en Rev. Mod.
Phys.
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Cuadro A.1: Temperatura critica experimental contra la predicha utilizando la teoria, tal como se obtiene
n [21]. Denotamos ©p = fiwp/kp la temperatura de Debye

Superconductor Op(K) Ag(meV) Awp(nm) 6(A) TP Treo (2A0/kpT.)**P (20¢/kpT.)"°
(La79255’7“7075)20u04 360 6.5 250 4.43 36 36.4 4.3 4.14
Y BasCus06 60 410 15.0 240 2.15 59 56.0 5.90 6.09
Y BasCus06.95 410 15.0 145 2.15 932 926 4.0 3.68
BigSraCasCusOg 250 16.0 250 2.24 80 72.2 4.64 4.85
BiaSraCasCuzO1g 260 26.5 252 2.24 108 109.2 6 5.7 4.99
TlsBasCasCug0sg 260 22.0 221 2.14 110 1041 4.5 4.47
TlgB&QCGQCUgOlO 280 14.0 200 4.30 125 105.5 3.1 2.96
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