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1 Introduccidon

Las condiciones suficientes de segundo orden (CSS) en control éptimo provienen en
la mayoria de los casos de algunas generalizaciones de condiciones suficientes dadas
en el contexto de céalculo de variaciones. Es bien sabido que las condiciones refor-
zadas de Euler, Legendre, Weierstrass y Jacobi, forman parte de un conjunto de
condiciones suficientes para un minimo fuerte estricto. Actualmente, en la teoria de
calculo de variaciones y de control 6ptimo existe una literatura muy extensa sobre
CSS (ver [1,6,7,19-25,28,31-38,40-43]). Algunos de estos enfoques incluyen posibles
generalizaciones de la teoria de Jacobi en términos de puntos conjugados, la cons-
truccion de una solucién acotada de la ecuacién matricial de Riccati, una funcién de
verificacion que satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi, y la insercion del problema
de control éptimo correspondiente en un problema de optimizacion abstracta en un
espacio de Banach. Por otra parte, para problemas de control éptimo que contienen
restricciones con igualdades y/o desigualdades, el enfoque que se utiliza en [28,43]
consiste en la construccién de una funcién cuadratica que satisface la desigualdad de
Hamilton-Jacobi. La existencia de tal funcién depende de la solucion de la ecuacién
modificada de Ricatti que incorpora el espacio tangente de las restricciones activas.
Con respecto a las CSS para problemas con restricciones mixtas, en las referen-
cias [29,30] se considera un problema multidimensional de control 6ptimo de clase
CY1 con puntos fijos finales, y se obtiene un criterio de suficiencia directo para la
existencia de una funcién con la cual se cumple la desigualdad de Hamilton-Jacobi.
En [23] se generalizan los métodos de las referencias anteriores combinando dichos
resultados con una técnica que permite medir la desviacion de la funcién de costo
I(z,u) con respecto al valor éptimo I(xg,ug) por medio de la norma L? en una
vecindad en L™ de x.

En esta tesis estudiaremos un problema de Lagrange de control é6ptimo de puntos
fijos finales y con restricciones isoperimétricas el cual denotamos por (P). La apor-
tacion principal de este trabajo esta basada en el planteamiento y la demostracion
de un teorema que proporciona un conjunto nuevo de condiciones suficientes para
un minimo estricto fuerte del problema (P). El planteamiento del teorema principal
de esta tesis estd motivado por un resultado dado en Hestenes [17], el cual propor-
ciona condiciones suficientes para un minimo estricto fuerte en el problema clésico
de célculo de variaciones que incluye puntos fijos finales y restricciones isoperimétri-
cas. La demostracién del teorema principal de este trabajo es una generalizaciéon de
la técnica utilizada por Hestenes en [17], la cual es autocontenida en el sentido de



que no utiliza los conceptos clasicos para obtener teoremas de suficiencia como lo
son, la teoria de Jacobi en términos de puntos conjugados, el uso de teoremas de
inmersion de la teoria de las ecuaciones diferenciales, la teoria de Hamilton-Jacobi,
y la construccion de ciertas matrices de Riccati. De hecho, dicho método estd basa-
do completamente en un enfoque variacional puesto que este utiliza explicitamente
la positividad de la segunda variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles
no nulas. Algunas extensiones de esta técnica han permitido obtener teoremas de
suficiencia en ciertas clases de problemas de cédlculo de variaciones y de control 6pti-
mo que no contienen explicitamente restricciones isoperimétricas, ver [31,34-37,42].
Es importante mencionar que todo problema de control éptimo con restricciones
isoperimétricas se puede transformar en un problema de Lagrange sin restricciones,
sin embargo, al llevar a cabo dicha transformacion la nueva dinamica incorpora las
funciones que intervienen en las restricciones isoperimétricas y esto conlleva a resol-
ver un problema que en general es mas complicado. El hecho de que las condiciones
del teorema principal de esta tesis sean mas faciles de verificar se debe a que dicho
problema se ataca directamente como un problema cuya naturaleza tiene este tipo
de restricciones.

La esencia del teorema principal de esta tesis se puede describir de la siguiente
manera. En la teoria de control es bien sabido que todo proceso admisible 6ptimo
tiene que satisfacer el principio del méaximo de Pontryagin. En el contexto de esta
tesis a los procesos admisibles que satisfacen un reforzamiento de este principio
los llamaremos extremos. Dado un extremo cuyo control vive en el espacio de las
funciones continuas, ver [23] donde la continuidad del control 6ptimo se cumple en
particular para problemas en el cual el Hamiltoniano admite un minimo tnico, le
impondremos las condiciones reforzadas de Legendre y Weierstrass, la positividad
de la segunda variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles no nulas, y una
condicién relacionada con las funciones exceso de Weierstrass con respecto a las
funciones que delimitan el problema. Si algin extremo satisface estas condiciones,
entonces dicho extremo serd un minimo estricto fuerte del problema (P), de hecho,
la desviacién del costo I(z,u) de todo proceso admisible (x,u), cuya estrategia x
viva en una vecindad suficientemente pequena en L™ de la estrategia optima x,
estard estimada por medio de una proporcién del cuadrado de la norma L' de la
diferencia entre u y ug, siendo ug el control éptimo correspondiente. Cabe mencionar
que el hecho antes descrito es muy similar a la conclusion obtenida en [23], que se
menciondé al final del primer parrafo, donde la desviacion del costo se estima con la
norma L2.



Vale la pena mencionar algunas de las herramientas fundamentales del Analisis
Funcional que se utilizaron para llevar a cabo de manera fructifera el desarrollo de
este trabajo.

Sea T := [ty, t1] un intervalo compacto de R, recordemos que las funciones absolu-
tamente continuas AC(T; R") son diferenciables en casi todo punto y su derivada es
una funcién que pertenece al espacio L'(T; R"). M4s atin, la clase de funciones més
grande que admite los dos teoremas fundamentales del calculo al utilizar integrales
de Lebesgue es la de las absolutamente continuas.

Los espacios LP(T'; R") son espacios vectoriales de Banach reflexivos cuando 1 <
p < oo. Este hecho es de fundamental importancia ya que permite concluir que
toda sucesién acotada en LP(T;R") con 1 < p < oo, tiene una subsucesiéon que
converge débil en LP(T; R"). El Teorema de Representacién de Riesz junto con dicho
resultado son una parte fundamental para poder llegar a ciertas conclusiones acerca
de la convergencia de algunas sucesiones de integrales en las cuales los resultados
clasicos de la teoria de la medida no nos dan una respuesta.

El teorema de la acotaciéon uniforme, también conocido como el teorema de
Banach-Steinhaus, nos proporciona una herramienta crucial que nos permite con-
cluir que un conjunto es acotado en LP(T;R"). Especificamente, para saber si un
conjunto es acotado en LP(T;R") es suficiente aplicarle toda funcional del dual de
LP(T;R") y ver que la imagen de dicho conjunto es acotado en R, en otras pala-
bras, todo conjunto débilmente acotado en LP(T;R") esta fuertemente acotado en
LP(T;R").

Es bien sabido que toda sucesién convergente en LP(T;R") con 1 < p < oo, tiene
una subsucesiéon que converge puntualmente excepto posiblemente en un conjunto de
medida cero. El Teorema de Egoroff nos asegura que la convergencia es casi uniforme
en T'. Dada una sucesién de funciones en AC(T; R") que converge puntualmente en
T, un criterio fundamental al que uno puede apelar para concluir que la convergencia
sea uniforme en 7' es verificar si dicha sucesion de funciones es equicontinua en
T. Una consecuencia inmediata del Teorema de Ascoli-Arzela nos dice que si una
sucesion de funciones vectoriales definidas en un espacio métrico compacto converge
puntualmente y esta sucesiéon es equicontinua, entonces la convergencia es uniforme.

La organizacién de esta tesis esta dada de la siguiente manera. En la seccion 2 se
plantean el problema y los teoremas principales de este trabajo junto con algunas
definiciones fundamentales de la teoria de control 6ptimo, las cuales nos permitiran
establecer de una forma concisa la estructura del problema (P). En la seccién 3 se
presentan dos ejemplos, uno de célculo de variaciones y otro de control éptimo, para



los cuales el teorema principal nos permite concluir que los extremos encontrados son
minimos estrictos fuertes. La motivacion del ejemplo de control 6ptimo se obtuvo del
tutorial del software PROPT (Matlab Optimal Control Software), ver [39]. En esta
fuente se ataca un problema semejante con un método numérico llamado método
pseudoespectral de colocacién, ver [3,4,8,18,39]. Cabe mencionar que de este método
solo se obtienen procesos admisibles y no se utiliza el principio de Pontryagin. En
contraste, la teoria desarrollada en esta tesis nos permitioé corroborar que un extremo
es de hecho un minimo estricto fuerte del problema (P). Es importante hacer notar
que los datos principales de dicho ejemplo coinciden con aquellos dados en [39].
En la seccion 4 se presenta la demostracion del teorema principal y finalmente en la
ultima seccién se demuestra un resultado auxiliar en el cual estd basada fuertemente
la demostracion de dicho teorema.

2 Planteamiento del problema y resultados principales

El problema de puntos fijos finales de control 6éptimo que estudiaremos en esta
tesis se puede establecer de la siguiente forma. Dado un intervalo T" := [ty, #1] en R,
dos puntos & y & en R", r constantes a, ..., a, en R, funciones L, Ly, ..., L, que
mapean T’ X R" x R™ en Ry f que mapea T" x R" x R™ en R", denotemos por
X = AC(T;R") al espacio de las funciones absolutamente continuas que mapean
T en R", sean U := L}(T;R"™), Z := X x U, y denotemos por Z,. al conjunto de
todas los parejas (z,u) € Z que satisfacen

a. L(-,z(4),u(:)) y Li(-,z(-),u(:)) (i =1,...,r) pertenecen a L*(T;R).
b. &(t) = f(t,xz(t),u(t)) c.t.p. en T.

C. .Z'(to) = &), I(tl) = fl-

d. Ii(w,u) = a; + [" Li(t,a(t),u(t))dt =0 (i=1,...7).

El problema con el que trabajaremos, el cual denotamos como (P), es el de mi-
nimizar I sobre Z,, donde

t1
I(x,u) = / L(t,x(t),u(t))dt.
to
Para este problema, un proceso admisible es un elemento de Z,., esto es, una pareja
(,u) de funciones x € X y u € U que satisfacen las restricciones del problema (P).
Un proceso admisible (x,u) es llamado un minimo fuerte de (P) si existe € > 0 tal
que I(z,u) < I(y,v) para toda (y,v) € Z, con ||y — 2|l < € (y,v) # (x,u). Si
la desigualdad anterior es estricta el proceso admisible (x,u) es un minimo fuerte
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estricto.

Asumiremos a lo largo de esta tesis que las funciones L, Ly,..., L, y f son con-
tinuas y de clase C? con respecto a z y w en T x R"” x R™. Ademés supondremos
que existe una funcién continua ¥: T'x R" — R tal que

|fu(t,x,u)| < (t,z) paratoda (t,z,u) € T x R" x R™.

Dados r ntimeros reales A, ..., A, consideremos la funcional I : Z, — R dada por
To(zs ) = I(x,u) + Z NI, 1) = Z N + /t " Lot (1), u(t))d,
i=1 i—1 0
donde Ly : T'x R" x R™ — R esta dada por
Lo(t,z,u) :== L(t, z,u) Z)\thu

Notemos que, como [;(x,u) =0 (i =1,...,r) en Z,, entonces Iy(z,u) = I(z,u) en
7z,

Para la teoria que desarrollaremos es conveniente utilizar las siguientes definicio-
nes.

e Para toda (t,z,u,p) € T x R" x R™ x R", definimos el Hamiltoniano del
problema por

H(t, 2, u,p) = (p, f(t,z,u)) — Lo(t, v, u)

donde (-, ) es el producto escalar.

e Una triada (x,u,p) serd llamada un extremo si (x,u) es un proceso admisible,
pEX,

p(t) = —H, (t,x(t),u(t),p(t)) (ct.p.enT) v Hy(t,z(t),u(t),pt) =0 (teT)
donde “*’ denota transpuesta.

e Para una p € X dada, definimos para toda (¢,z,u) € T x R" x R"™,

Fo(t,z,u) := Lo(t,z,u) — (p(t), f(t,x,u)) — (p(t), x).

Con respecto a Fj, definimos la funcional J como

J(x,u) =0+ /t 1 Fo(t,z(t),u(t))dt ((x,u) € Z)

bt



donde ﬁ - <p(t1), €1> - <p(t0), €0> + Z;:l Aiv;.

Sea C(T;R™) el espacio de las funciones continuas que mapean T en R™| y
consideremos la primera variacion de J e I; con respecto a (z,u) € X x C(T;R™)
sobre (y,v) € Z dadas por

J (2, w); (y, v)) :=/tl[FOx(t,x(t),u(t))y(t)+FOu(t,x(t),U(t))v(t)]dt,

Li((z,u); (y,v)) :Z/I[Lm(t,w(t)w(t))y(t)+Lw(t,w(t),U(t))v(t)]dt (i=1,....7),

to

y la sequnda variacion de J con respecto a (x,u) € X x C(T;R™) sobre (y,v) €
X x L*(T;R™) dada por

TG () = [ 200000, 00
donde, para toda (t,y,v) € T x R" x R™,
20(t, y,v) = (y, Fopa(t, 2(t), u(t))y) + 2{y, Foru(t, x(t),u(t))v)
+ (v, Fouu(t, z(t), u(t))v).

Con respecto a Fj, denotemos por & la funcion exceso de Weierstrass que co-
rresponde a

50(t7x7u7v) = Fo(t,l‘,’U) _ FO(t7$7u> - Fou(t,l’,U)(U - U)

para toda (t,z,u,v) € T x R" x R™ x R™.
También con respecto a L; (i = 1,...,7), denotemos por &; las correspondientes
funciones exceso de Weierstrass dadas por

Ei(t,x,u,v) = Li(t,x,v) — Li(t,x,u) — Ly (t, 2, u) (v — u).

e Un proceso admisible (x,u) es no singular si el determinante | Fo, (¢, z(t), u(t))|
es diferente de cero para toda t € T.

e Para toda (z,u) € X x C(T;R™), denotamos por Y (z,u) a la clase de todas
las parejas (y,v) € X x L*(T;R™) que satisfacen

y(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t) ct.p.en T, y(to) = y(t1) =0, y L((z,u); (y,v)) =0
parai=1,...,r, donde A(t) := f.(t,x(t),u(t)) y B(t) := fu(t,x(t),u(t)) (t € T).
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A los elementos de Y (x, u) les llamaremos variaciones admisibles a lo largo de (x,u).

e Para toda u € U sea

D(u) := / 1 o(u(t))dt donde o(c) := (1+ |¢|*)V/? -1,

to
y denotemos por || - || = || - ||« & la norma del supremo en X.

Definamos el tubo débil restringido de radio € > 0 centrado en un proceso admi-
sible dado (z,u) como

Ti((z,u);e) :={(t,y,v) e T x R" x R™ : |x(t) — y| <e¢, |u(t) —v| <€}

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 3.2 de [34].

2.1 Lema: Supongamos que Fy es C? con respecto a u y (zg,uy) € Z, con ug
continua, satisface
i Fouu(t, zo(t), up(t)) >0 (t €T).
ii. Existe € > 0 tal que &(t,x,u,v) > 0 para toda (t,x,u,v) con (t,x,u) €
Ti((z0, uo)s €).
Entonces existe h > 0 y podemos disminuir € > 0, si es necesario, tal que, para
todos los procesos admisibles (x,u) que satisfacen ||z — xo|| < €,

Eo(t, x(t), up(t),u(t)) > ho(u(t) — ug(t)) (c.t.p. enT).

En el Teorema 2.2 estableceremos el resultado principal de la tesis que corresponde

a un resultado nuevo de suficiencia para un minimo fuerte estricto del problema
(P) con respecto a un extremo dado. El conjunto de condiciones suficientes consiste
en la condicion reforzada de Legendre-Clebsch, la positividad de la segunda varia-
cion sobre el conjunto de variaciones admisibles no nulas, la condicion reforzada de
Weierstrass con respecto a Fj, y en una condicién relacionada con las funciones de
exceso de Weierstrass con respecto a las funciones que delimitan el problema.

2.1 Teorema: Supongamos que existen p € X y multiplicadores \q,..., A,
para los cuales (¢, ug, p) es un extremo con ug continua y supongamos también que
1. Fouu(t,l'o(t),uO(t)) > 0 (t S T)
ii. J"((xg,u0); (y,v)) > 0 para todas las variaciones admisibles no nulas (y,v) a
lo largo de (xq,uyp).
iii. Existe ¢ > 0 tal que & (t,z,u,v) > 0 para toda (t,z,u,v) con (t,z,u) €
7—1((5607 UO); 6)'

iv. Existe k > 0 tal que, para todos los procesos admisibles (x,u) que satisfacen

7



[ = wol| <e,

tl tl
/ Eolt, (1), up(t), u(t))dt > k‘/ &t (), uo(), u()dt| (i =1,....7).
to to

Entonces existen p,§ > 0 tales que, para todos los procesos admisibles (x,u) que
satisfacen ||x — xo|| < p,

J(x,u) > J(xo,up) + 6D (u — up).

2.2 Teorema: Supongamos que existen p € X y multiplicadores A1, ..., \, para
los cuales (xg, ug, p) es un extremo con uy continua y supongamos también que

1. Fouu(t,xo(t),uO(t» >0 (t S T)

ii. J"((xo,u); (y,v)) > 0 para todas las variaciones admisibles no nulas (y,v) a
lo largo de (xq,uyp).

iii. Existe ¢ > 0 tal que &(t,z,u,v) > 0 para toda (t,z,u,v) con (t,z,u) €
7—1(('%07 uO); 6)'

iv. Existe k > 0 tal que, para todos los procesos admisibles (x,u) que satisfacen

|2 — x| <e,

/t180(t,x(t),u0(t),u(t))dt2 k‘/tlé’i(t,x(t),uo(t),u(t))dt (i=1,...,7).

Entonces existen p,§ > 0 tales que, para todos los procesos admisibles (x,u) que
satisfacen ||x — xo|| < p,

I(z,u) > I(xo,up) + 6D(u — uy).

En particular, (g, ug) es un minimo fuerte estricto de (P).

Demostracion: Este resultado es una consecuencia del Teorema 2.1 dado que
J(x,u) = I(x,u) para todas las parejas (z,u) € Z,. 1



3 Ejemplos

En esta seccién exhibiremos un ejemplo de calculo de variaciones y otro de control
optimo de puntos fijos finales con restricciones isoperimétricas. Para estos ejemplos
el Teorema 2.2 muestra que los extremos usados son minimos fuertes estrictos.

3.1 Ejemplo: Sea 0 < a < 1. Se tiene que encontrar la curva C en R? de
longitud 2 arcsen a que una los puntos finales A = (—a,a) y B = (a,a), y tal que el
area entre C y la cuerda C'D con C' = (—a,0) y D = (a,0) sea minima. La funcional
a minimizar es

sujeta a

a. z(-) y /1 + u2(-) pertenecen a L'(T;R).
b. ac((t) Tu(t) c.(tu;). en [—a,al.

d. [1(z,u) = —2arcsena + [* /1 + u?(t)dt = 0.

Obsérvese que la restriccién a. se satiface automaticamente para toda (z,u) € Z.
Para este caso,n=m =r =1,T = [—a,al], {§ = & = a, a; = —2arcsena,

Lt,x,u) =z, Li(t,z,u)=+vV1+u? y f(t,z,u)=u.

Claramente, puesto que f,(t,z,u) = 1, existe una funcién continua ¢ : T'x R — R
tal que
| fu(t, z,u)| < W(t, z) para toda (t,z,u) € T x R x R.

Definamos

zo(t) :=a+V1—a?>—1—-12, y uo(t)::\/%t? (teT).

Claramente, (xg,ug) € Z.. Dado que
H(t,z,u,p) =pu—z—MV1+u?

entonces
>\1U

V1+u2

Por lo tanto, con Ay = 1y p(t) =t (t € T), (xg, ug, p) es un extremo. Adicionalmente,

Fo(t,z,u) = 1+ u? — tu,

9
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por lo que

1
F()uu(t, X, U) = m

Consecuentemente,
Fouu(t, zo(t), up(t)) = (1 =132 >0 (teT).

De esta manera 2.2(i) se satisface. Ahora, notemos que A(t) =0, B(t) =1 (t € T),
de donde (y,v) € Y (¢, ug) implica que

y(t) =v(t) ct.p.enT.

Por consiguiente

a

J" ((zg, up); (y,v)) = / (1— t2)3/202(t)dt >0

—a

para toda (y,v) € Y (o, up), (y,v) # (0,0). Asi, 2.2(ii) se cumple. Utilizando el
Teorema de Taylor es facil ver que la funcion exceso de Weierstrass &, esta dada por

Eo(t,z,u,v) = </01 0t —l—l)\_[v)\— u])2)3/2d/\> (v—u)>>0

para toda (t,x,u,v). Asi, 2.2(iii) se verifica para toda ¢ > 0, digamos € = 1. Adicio-
nalmente, notemos que &;(t, z,u,v) = & (t, z,u,v) para toda (¢, z,u,v). Consecuen-
temente 2.2(iv) se satisface con k = 1. Por el Teorema 2.2, (zg,u) es un minimo
estricto fuerte de (P).

3.2 Ejemplo: En la referencia [39]' encontré un ejemplo que se ataca con un
método numérico el cual utiliza el software PROPT (Matlab Optimal Control Soft-
ware). Cabe mencionar que en este problema no se utiliza el principio de Pontryagin,
unicamente se exhibe un proceso admisible el cual se obtiene por medio de un méto-
do pseudoespectral de colocacion, es decir, dicho proceso admisible toma la forma de
un polinomio el cual satisface las ecuaciones diferenciales algebraicas y las restric-
ciones en los puntos de colocacién correspondientes, véase [3,4,8,18,39]. Utilizando
el Teorema 2.2 resolveremos un ejemplo muy similar al mencionado anteriomente.

Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden con valores iniciales
Z(t) = senx(t) cosx(t) +x(t) (t€[0,1]),
z(0) =1, #(0) = —1.504968.

Utilizando el método numérico de Runge-Kutta obtenemos la gréfica de la solu-
cion de la ecuacién diferencial anterior la cual denotaremos por .

Thttp://tomdyn.com/examples/isoperimetric.html
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Sean

1
ap :=2cosl —2+ / [£2(t) + sen® 2¢(t)]dt ~ 0.356916
0

y & i=a20(1) =14 x 10717 ~0.

La funcional a minimizar es

I(x,u):/() 22 (t)dt

sujeta a
a. 22(-) y u?(-) pertenecen a L'(T;R).
b. ©(t) = u(t) — sen z(t) c.t.p. en [0, 1].
c. z(0) =1, z(1) = &.
d. [1(x,u) = —ay + fol u?(t)dt = 0.

En este probleman=m=r=1,T=10,1], { =1, & ~ 0, a; ~ 0.356916,
L(t,z,u) = 2*, Li(t,z,u) =v?® v f(t,z,u) =u—senz.
Puesto que f,(t,x,u) = 1, existe una funcién continua ¢ : T'x R — R tal que
| fu(t,z,u)| < (t, x) para toda (t,z,u) € T x R x R.

Sea xy la funciéon dada anteriormente y sea ug(t) := zo(t) + senzo(t) (t € T).
Claramente, (zg,u9) € Z.. Por otro lado, no es dificil ver que si p(t) = 2uy(¢)
(t € T)y A\ = 1 entonces (g, ugp, p) es un extremo. Tenemos que

Fy(t,m,u) = 22 +u? — p(t)u + p(t) senz — p(t)x.

11



Por lo tanto,
Fouwu(t,xo(t),up(t)) =2>0 (teT).

De esta manera 2.2(i) se cumple. Notemos que A(t) = —cosxy(t), B(t) =1 (t € T).
Asi, (y,v) € Y (zg,up) implica que

y(t) = (—coszo(t))y(t) +v(t) c.t.p.enT.

Consecuentemente,

J" ((zo, up); (y,v)) = 2/01 [(1 — sen? xo(t) + %{Cosxg(t)}>y2(t) + 02(t)}dt >0

para toda (y,v) € Y (zg,up), (y,v) # (0,0). Asi, 2.2(ii) es satisfecha.
Por otro lado, la funcién exceso de Weierstrass & de Fj esta dada por

SO(taxauav) - (?} - U’)2 >0

para toda (t,z,u,v). Por lo tanto, 2.2(iii) se satiface para toda ¢ > 0, digamos
e = 1. También, es facil ver que & (t,x,u,v) = E(t, z,u,v) para toda (¢, z,u,v). En
consecuencia, 2.2(iv) se verifica con k = 1. Por el Teorema 2.2, (xg, 1) es un minimo
estricto fuerte de (P).

4 Demostracion del Teorema 2.1

En esta seccién demostraremos el Teorema 2.1. Primero planteamos un resul-
tado auxiliar en el cual se basara fuertemente la demostracion. Implicitamente en
el planteamiento de este resultado se incluye una generalizaciéon del concepto de
convergencia direccional de trayectorias, que fue introducido por primera vez en el
contexto de célculo de variaciones por Hestenes, ver [17], pagina 155.

4.1 Lema: Sea {u,} una sucesion en U, uy € U, y supongamos que

lim D(u, —ug) =0y dy:=[2D(u, —uo)]Y*> >0 (g € N).

g—00

Para toda g € N yt € T definamos

1/2

wy(t) == |1+ %so(uq(t) —up(t))| ,  w,(t) =

Entonces se cumple lo siguiente:

12



a. Existen vy € L*(T;R™) y una subsucesién de {u,} (que no renombramos),
tal que {v,} converge débilmente a vy en L'(T;R™), ademads, u,(t) — ug(t) casi
uniformemente en T (esto es, para cada € > 0 existe S C T con m(S,) < € tal
que uy(t) — wup(t) uniformemente en T \ S.), y en consecuencia w,(t) — 1 casi
uniformemente en T

b. Sean A, € L*(T;R"") y B, € L>*(T; R"™™) matrices de funciones para las
cuales existen constantes mg, m; > 0 tales que || Ayl < Mo ¥ || Bylloc < mu (¢ € N)
y denotemos por y, a la solucion del sistema

y(t) = A (O)y(t) + By(t)v,(t) (c.t.p. en T), y(ty) = 0.

Entonces existen oy € L*(T;R") y una subsucesién de {y,} (que no renombramos)
tal que {y,} converge débilmente en L'(T;R") a 0. Ademds, si definimos

t

w(t)i= [ a)is (teD)
0

entonces y,(t) — yo(t) uniformemente en 7.

c. Supongamos que S C T es medible y que w,(t) — 1 uniformemente en S.
Sean R,, Ry formas cuadraticas con matrices asociadas R,(-) medibles de m x m en
S, Ro(-) € L*(S; R™™), R,(t) — Ry(t) uniformemente en S, y Ry(t) > 0 (t € S).
Entonces existe una subsucesion de {u,} (que no renombramos) tal que

lim inf/Rq(t;vq(t))dt > /Ro(t;vo(t))dt.
S

q—00 S

Demostracion del Teorema 2.1:
Asumiremos que para toda p,d > 0, existe (z,u) € Z, con ||z — xg|| < p tal que

J(z,u) < J(xo,up) + 6D(u — uyp). (1)

Mostraremos que esto contradice la hipdtesis (ii) con lo cual se demostrara el Teo-
rema.
Sea zg := (xg, up). Notemos que, para toda z = (z,u) € Z,,
J(2) = J(z0) + J'(20: 2 — 20) + Ko(2) + E(2) (2)
donde ,
Eo(z,u) := / Eo(t, x(t), up(t), u(t))dt,

to
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Kol u) = / (Mot 2(8)) + {u(t) — wolt), No(t, 2(t)))]dt,

y las funciones My y Ny estan dadas por
Mo(t,y) = Fo(t,y,uo(t)) — Fo(t, wo(t), uo(t)) — Foult, zo(t), uo(t))(y — zo(t)),

No(t,y) = Fo,(t,y, uo(t)) — Fo, (8 wo(t), uo(t))-

Por el teorema de Taylor tenemos que

Myt ) = 50— 7olt), Bo(t )y = 0(0)), Nolt,) = Qolt )y — mo(t),

donde
Py(t,y) = 2/0 (1 — X)) Foue(t, z0(t) + Ay — xo(t)), uo(t))dA,

Qo(t,y) == /0 Foue(t, 20(t) + My — 20(1)), uo(t))dA.

Empezaremos demostrando la existencia de ag, h,dy > 0 tales que, para toda z =
(x,u) € Z, que satisface ||x — x| < do,

go(x, u) > hD(u — uyp), (3)

[ Koz, u)| < agllz = xol|[1 + D(u — uo)]. (4)

Por las hipétesis (i) y (iii) del teorema y usando el Lema 2.1, existe b > 0y
podemos disminuir € > 0, si es necesario, de tal forma que para toda (x,u) € Z, con
|2 — @0l <€,

Eo(t, x(t), up(t), u(t)) > hp(u(t) — ug(t)) (c.t.p. en T).

Por lo tanto

t1

Eo(2) = E(t,x(t), up(t), u(t))dt > h/t 1 o(u(t) — up(t))dt = hD(u — up)

to

para toda z € Z, que satisface ||x — z¢|| < e.

Por otro lado, utilizando la desigualdad de Scharwz y la continuidad de las fun-
ciones Fy y o, no es dificil ver que se pueden escoger «, i > 0 tales que, para toda
z € Z, con ||z — xg|| < p,

[ Mo(t, (1)) + (ult) — uo(t), No(t, 2(1)))| < alz(t) = o(t)[[1 + |u(t) — uo(t) !
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para toda ¢t € T. Definamos o := méax{a, a(t; — ty)}. Entonces, para toda z € Z,
con ||z — x| < p,

[Ko(2)] < aflz — /t 1[1 +p(u(t) —uo(t)]dt < agllz — zol[[1 + D(u — uo)]

y por lo tanto (3) y (4) se cumplen con oy, h dadas anteriormente y 6y = min{e, p}.
Ahora, por (1), para toda ¢ € N existe z, = (24, u,) € Z, tal que

1 1
lzg = @oll < 00, lzg —@oll < o J(z0) = J(20) < Dy = o). (5)

Observemos que la tltima desigualdad implica que u,(t) # uo(t) sobre un conjunto
de medida positiva y entonces D(u, — ug) > 0 (¢ € N). Dado que zy es un extremo
entonces J'(2p; w) = 0 para toda w € Z, por lo que de (2), (3) y (4) tenemos

J(zg) = J(20) = Kolzg) + E0(zq) = —allwg — w0l + Dl(uy — up)(h = |z — wo]).
Por (5) obtenemos
q

y consecuentemente D(u, — uyg) — 0, ¢ — oo. Definimos d,, w,, y v, como en el
Lema 4.1. Para toda ¢ € N y t € T' definimos

yq(t) = xQ(t) ;qx()(t).

Por el Lema 4.1a existen vg € L*(T;R™) y una subsucesién de {z,} (que no
renombramos) tal que {v,} converge débilmente en L*(T;R™) a vy. Por el Teorema
de Taylor, para toda ¢ € N,

Ug(t) = Ay(t)yq(t) + By(t)v,(t) (c.t.p. en T)
donde X
Aq(t) =/0 fa(t, 20(t) + Alzg(t) — zo()], uo(t))dA,

B,(t) = / Fullt, 2 (8), g (t) + Aluo(t) — (1))

Por la continuidad de f, existe my > 0 tal que ||A;]| < mo (¢ € N). Ademas,

[By(1)] < /0 [fult, 24(8), uq(t) + Aluo(t) = ug(O))dA < (¢, z,4(t)) (€ T,q € N).
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Dado que # es continua, existe m; > 0 tal que ||By|l« < m1 (¢ € N). Por el Lema
4.1b, existen oy € L*(T;R") y una subsucesion de {y,} (que no renombramos) tal
que, si

MWZ[%@%(%T%

entonces y,(t) — yo(t) uniformemente en 7'

El teorema se demostrard si mostramos que J”(zo; (0, v0)) < 0, (yo,v0) € Y (20)
y (%o, v0) # (0,0).

El hecho de que yo(tg) = yo(t1) = 0 proviene del Lema 4.1b. Ahora, por la
definicién de Ky, para toda g € N,

K§”=Lﬂ£@§ﬁﬁ+@mmﬁﬁgﬁﬁﬂﬁ.

Por el Lema 4.1b,

My(t,x,(t)) 1

qlirglo d—?] = §<y0(t), Foza(t, 20(t), uo(t))yo(2)),

No(t, 24(t))

q

lim
q—00

= Foux (L, 20(t), uo(t))yo(t)
ambos uniformemente en T, y dado que {v,} converge débilmente a vy en L*(T; R™),

1 Ko(Zq) 1

§J”(Zo;(yo,vo))=qlirglo z +5/tol(vo(t),Fow(t,a:o(t),uo(t))vo(t)>dt. (6)

Demostremos ahora que existe una subsucesién de {z,} (que no renombramos) tal
que

mnm&“0>54%mm%w@mwmmmmmﬁ. (7)

2 P
q—00 dq

Por el Lema 4.1a, existe S C T medible tal que u,(t) — uo(t) uniformemente en S.
Por el Teorema de Taylor, para toda t € S y para toda ¢ € N, tenemos que

1 1

d—?]go (t, xq(t)o UO(t)a UQ(t)) - §<UQ(t)7 Rq(t)vq(t»

donde
Ry(t) =2 /O (1= ) Fpua(t, 24 (1), t0(t) + Alutg(t) — 1o(£)])dA.
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Claramente,

lim R,(t) = Ro(t) := Fouu(t, 0(t), uo(t)) uniformemente en S.

g—00
Por la hipétesis (i) del Teorema, Ry(t) > 0 (t € S). Ademas, por la hipétesis (iii) y
el Lema 4.1c, existe una subsucesion de {z,} (que no renombramos) tal que

lim in goc(qu) > /S (00(8), Foua(t, 20(8), w0 ()0 (£))dt.

g—00 q

Como S se puede escoger de tal forma que difiera de 1" por un conjunto de medida
arbitrariamente pequena y puesto que la funcion

t — (vo(t), Fouu(t, xo(t), ug(t))ve(t))

pertenece a L'(T;R), dicha desigualdad se cumple cuando S = T, por lo que se
establece la desigualdad (7). Este hecho junto con (5) y (6), implican que

1  Ko(zg) . gO('Zq) (7)) = J(20)
5«]"(20; (Yo, v0)) < qh_)rglo 7 + hgiégfd—?] = hgll(glf 2 <0.
Ademés, si (yo,v9) = (0,0), entonces
i 0G0 _
g—o0 2
y por (3), i
1 &
L < tim g 04 <

2 q—00 d

lo cual contradice la positividad de h.
Para demostrar que (yo,vo) € Y (20), sabemos por el Lema 4.1a que existe S C T
medible tal que

Ag(t) = Ao(t) := fult, mo(t),uo(t)) vy By(t) = Bo(t) := fult, zo(t), uo(t))

ambas uniformemente en S. Dado que y,(t) — yo(¢) uniformemente en S y como
{v,} converge débilmente a vy en L'(S;R™), entonces {g,} converge débilmente en

LY(S;R") a Agyo + Boyvo. Por el Lema 4.1b, {g,} converge débilmente en L*(S;R")
a oy = 1o. Por lo tanto,

Yo(t) = Ao(t)yo(t) + Bo(t)ve(t) (t € 95).

17
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Como S se puede escoger de tal forma que difiera de 17" por un conjunto de
medida arbitrariamente pequena, no puede existir un subconjunto de 7' de medida
positiva sobre el cual las funciones yy y vy no satisfagan la ecuacion diferencial
Yo(t) = Ag(t)yo(t) + Bo(t)vg(t). Consecuentemente,

Yo(t) = Ag(t)yo(t) + Bo(t)vg(t) (c.t.p. en T).

Finalmente para demostrar que I/(zo; (yo,v0)) =0 (i = 1,...,r), observemos que
para toda z = (z,u) € Z, y paratodai=1,...,7,

]Z(Z) = [Z(Z()) + ]Z{(ZQ; zZ — Z()) + KZ(Z) + (C:NZ(Z) (8)

donde ,

Eiz,u) = Ei(t,x(t),up(t), u(t))dt,
to
ty
Ki(z,u) := / [Mi(t, (1) + (ult) — uolt), Ni(t, x(t)))]dt,
to

y las funciones M; y N; estédn dadas por
M;(t,y) == Li(t,y, uo(t)) — Li(t, 2o(t), uo(t)) — Lia(t, zo(t), uo(t))(y — 20(t)),
Ni(t,y) := L, (t, y, uo(t)) — Li, (¢, 20(t), uo(t)).
Por el teorema de Taylor, tenemos que
Mift,y) = 5 ly = 20(t), Pt )y — 2o(t)) Nilt,) = Qult. )y — wol0)),
donde |
Rt =2 [ (1= M Laaalt 0(t) + My = 20(8), ()i

Qi(tv y) = /0 Lium(ta $O(t) + )\(y — iL’o(t)), UQ(t))CD\

Dado que z,4(t) — ((t) uniformemente en 7', es claro que para toda i =0,1,...,7r,

M;(t t
tim ME2D) o i Nyt (1) = 0
uniformemente en 7'. Consecuentemente, dado que {v,} converge débilmente a vy
en L'(T;R™), para toda i = 0,1,...,7,

li 220

g—oo  dy

= 0. (9)
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Utilizando el hecho de que J'(zp; w) = 0 para toda w € Z, por (2), (5) y (9)

0 > lim sup I(z) = J(z0) = lim sup M.
g—00 dq oo dy
Por (3), £n(z,) > 0 (¢ € N), y asf
iim S _
g—o0  dy

Con esto en mente y por la hipdtesis (iv) del teorema, tenemos que

lim &0

g—o0  dy

—0 (i=1,...,r) (10)

Ahora dado que z,, 29 € Z, entonces [;(z,) = I;(20) =0 (i = 1,...,7). Por (8), (9)
y (10) tenemos que
lfm I} (2o; (g, vg)) = 0

q—00

para toda ¢ = 1,...,7. Como y,(t) — yo(t) uniformemente en 7"y {v,} converge
débilmente a vy en LY(T;R™),

0 = Um I}(20; (yq,vg)) = I.(20; (Yo, v0)) (i=1,...,7).

q—00

La demostracion esta completa.

5 Demostracion del Lema 4.1

Para demostrar el Lema 4.1 enunciaremos dos resultados auxiliares cuyos plan-
teamientos y demostraciones estan dados en [37].

Sea Ly, := L"(T;RP*?) y denotemos por I la matriz identidad de n x n.

5.1 Lema: Para toda ¢ € N U {0}, sea &, € AC(T;R""") la solucién del
problema con valor inicial

() = A, ()®(t) (c.t.p. enT), B(ty) =1

donde A, € L}.,,. Si fttol |A,(t)|dt < ¢y (¢ € N) para alguna ¢y > 0 entonces {®,}

nxn-

4 e}
estd acotada en LS, .

19



5.2 Lema: Para toda q¢ € N U {0}, sea ®;' € AC(T;R"") la solucion del
problema con valor inicial

()= —d N (1) A, (t) (ct.p.enT), & (ty) =1
donde A, € L} . Si ftil |Ay(t)]dt < ¢y (q € N) para alguna ¢y > 0 entonces {®,'}

nxn-

4 e}
estd acotada en LS, .

Notemos que, por los Lemas 5.1 y 5.2 existe ¢; > 0 tal que

max{[| Pyl |25 [} <1 (¢ € N). (11)

Ahora podemos demostrar el resultado auxiliar de la Seccién 4.

Demostracion del Lema 4.1:
(a): Observemos que ¢(c)(2 + ¢(c)) = |c|* (¢ € R™). Entonces, para toda

q€N,
tq t 2
L/’%Utﬁ:1. (12)
to We(t)

De esta manera existen vy € L?(T; R™) y una subsucesién de {u,} (que no renom-

bramos) tal que {v,/w,} converge débilmente a vy en L*(T; R™).
Sea h € L>(T;R™). Notemos que, para toda ¢ € N,

/t()h(h(t), v,(t))dt = /t:l<h(t), %>dt + /t:1<h(t)[wq(t) ), ZZ((t?f)) >dt.

Por la desigualdad de Schwarz y (12),

[ (o583

Dado que w,(t)? > w,(t) > 1 para toda t € T, tenemos que

0

2

< [ ImoP w0 - 1

to

0 S/l[wq(t) _ l]dtg/l[wq(t)Q— l]dtg/lcp(uq(t) — wo(t))dt = D(u, — up).

to to tO

Notemos también que

/ g (t) — 12t — / "oy (1)? — 1)t — 2 / "l (1) — 1]dt.

to to to

Consecuentemente,
tq

lm [ [w,(t) —1]%dt = 0,

q—0 to
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y puesto que h € L>(T; R™),
ty

Hm [ [h(t)*[w,(t) — 1]*dt = 0.

4= Jt,
Dado que L>®(T;R™) C L*(T;R™),
3] 3] t t1
lim [ (R(t),v,(t))dt = lim <h(t), % (1) >dt = / (h(t),vo(t))dt,
q—o0 fi 1= Ji, wq(t) to

esto es, {v,} converge débilmente en L'(T;R™) a vy.
Para demostrar que u,(t) converge casi uniformemente a uy(t) en T', sean

t 1/2
|u||y == /t lu(t)|dt (uelU), w(t) := [1 + %gp(u(t))] (teT).

Observemos primero que

/tl 2w(t)?dt = 2(t; — ty) + /t1 o(u(t))dt = 2(t; — tg) + D(u)

" u())? @) t
/to 2w(t)2dt:/t0 W(u(t))dt:/to p(u(t))dt = D(u).

Por la desigualdad de Schwarz

3] t)‘Z 3]
ul|? </ [ul dt/ 2w(t)2dt.
H Hl — . 2w(t)2 " ()

0

Con lo cual se obtiene
HuH% < D(u)[2t; — 2ty + D(u)].

Consecuentemente, ||u, —uo|l; — 0, ¢ — 00, y entonces alguna subsucesién de {u,}
converge puntualmente c.t.p. a ug. Por el Teorema de Egoroff | esta converge a wuy
casi uniformemente en 7.

(b): Denotemos por (L?(T;R"™)) el espacio dual de L?*(T; R") y sea
g € (L*(T;R™))". Por el Teorema de Representaciéon de Riesz sabemos que existe
una tnica u, € L*(T; R") tal que

o) = o)

_ /t t1<A;(t)ug(t), Zz((?) >dt + /t ' <B;(t)ug(t)7 qu((tt)) > it




Por (11), la desigualdad de Hoélder, y el hecho de que {v,} converge débilmente en
LY(T;R™), existe ¢ > 0 tal que, para todage Nyt e T,

va(0)] < 1@4(0)] | 1\¢;1(t)3q(t)vq(t)!dt < (1Pl oo - H‘I’;llloo/t By (1), (0]t

tq
sﬁﬂ@m[‘mwwsﬁ4mcg
0

Entonces existe c3 > 0 tal que ||y,]|oc < c3 (¢ € N). Por la desigualdad de Holder,

/t:1<AZ(t)ug(t), yq—(t)>dt‘ < /: AZ (g (1)] - [y (£)|dt

QUq(t)
< (ty — to)? || Ao - :
< (t1 =) - | A7 lloo - llugll2 - [[Wglloo
< (t1 —to)"?-mg - |lugl2-c3 (g € N).

Aplicando otra vez la desigualdad de Holder y usando (12),

/t:1<B§(t)ug(t), ZZ]((?) >dt| < || Biug|ls -

para toda ¢ € N. Por consiguiente {g(y,/w,)} N estd acotada en R para toda
g € (L*(T;R™))" y por lo tanto {g,/w,} estd acotada en L?(T;R"). Esto implica la
existencia de ¢4 > 0 tal que, para toda ¢ € N,

/t1 ‘yq(t)|2dt S Ca. (13)

w,(t)?

Y

< [1Bglloo - lugllz < ma - flugll

qil2

0

Por lo tanto existe una funcién oy € L*(T; R") tal que alguna subsucesion de {g,/w,}
converge débilmente en L?(T;R") a 0y. Concluimos, por una argumento similar al
que utilizamos en la demostracién de (a), la existencia de una subsucesion de {y,}
(que no renombramos) tal que {y,} converge débilmente en L'(T;R") a oy.

Falta demostrar que y,(t) — yo(t) uniformemente en 7. Tenemos que

%@=/Ewws (teT, geN),

to

y por lo tanto

t
lim y,(t) = yo(t) := / oo(s)ds puntualmente en 7.

q—00 to

22



Para demostrar que esta convergencia es uniforme observemos que, por (13), dado
un conjunto medible S C T,

[iwal < [0
S

———ﬁéw@ngL%@dt (g€ N).
/wq(t)th =m(S) + /[wq(t)2 —1]dt (¢ €N).
S

s wy(t)?
Ademas,
s

Dada una constante ¢ > 0, escogemos ¢. € N tal que

11 2
/[%uf—uw<f— (4> a)
to 204

Seleccionemos 0 < § < €2/2¢, tal que

m(S) <6 =

lL%wﬁFe (4<a).

Notemos que, si ¢ > ¢q., entonces

/S e (t)dt

m(S) <=

2

: < ¢y <m(S) + /tl[wq(t)2 — 1]dt> < ;—I— % = ¢

to

m(S) < § =

y por consiguiente

(L%um4<e (g €N).

En consecuencia, la sucesién de funciones {y,(t)} es equicontinua en 7. Consecuen-
temente, y,(t) — yo(t) uniformemente en 7.

c¢): Por hipotesis podemos asumir que, para todat € Sy q € N,
Por hipétesi d ' datelS N
|[Ry(t) — Ro(t)|wg(t)* < 1.

Por lo tanto
My = sup | Ry(t) = Rolt)wy(0)* <50 (g €N).
S

Usando la desigualdad de Schwarz es facil ver que, para todat € Sy ¢ € N,

| Rq(t;04(t)) — Ro(t;v4(1))] < M, ‘Z}c;((?)’;
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Dado que R,(t) — Ry(t), y w,(t) — 1, ambas uniformemente en S, tenemos que
M, — 0. Consecuentemente, por (12),

q—00 q—00

l{m inf/Rq(t;vq(t))dt = lim inf/ Ro(t;v,(t))dt.
S S
Pero para toda t € S,

Ro(t;04()) = Ro(t;v0(t)) + 2(vg(t) — vo(t), Ro(t)vo(t)) + Rolt; vg(t) — vo(t))-

Puesto que w,(t) — 1 uniformemente en S, es facil ver que (ver la demostracién de
(a)) existe una subsucesion de {u,} (denotada igualmente por {u,}) tal que {v,}
converge débilmente a vy en L*(S;R™). Como Ryvg € L*(S;R™), entonces

lim | (Ro(t)vo(t), v(t) — vo(t))dt = 0.

g—0 Jg

En consecuencia

lim inf/SRq(t;vq(t))dt = /Rg(t;vo(t))dt+lim inf/SRo(t;vq(t) — vp(t))dt.

g—00 S g—00

Dado que el ultimo término es no negativo la demostracion esta completa.

24



Referencias

1]

2]

3]

[4]

[5]
(6]

[7]

8]

9]

[10]

1]

A. A. AGRACHEV, G. STEFANI, AND P. L. ZEzzA, Strong optimality for a
bang-bang trajectory, SIAM J. Control Optim., 41 (2002), pp. 991-1014.

V. M. ALEKSEEV, V.M. TIKHOMIROV, AND S. V. FoOMIN, Optimal Control,
Translated from the Russian by V. M. Volosov, Contemporary Soviet Mathe-
matics, Consultants Bureau, New York, 1987.

D. A. BENsSON, D. GARG, W. W. HAGER, G. T. HUNGTINGTON, M. PAT-
TERSON, AND A. V. RA0, A unified framework for the numerical solution of
optimal control problems using pseudospectral methods, Automatica, Accepted
for Publication, June 2010, to appear.

D. A. BEnsoN, C. DARBY, C. FRANCOLIN, G. T. HUNGTINGTON, M. PAT-
TERSON, I. SANDERS AND A. V. RAo, Algorithm 902: GPOPS, A MATLAB
software for solving multiple-phase optimal control problems using the Gauss
pseudospectral method, ACM Transactions on Mathematical Software, 37 No.
2, Article 22 (2010).

L. CESARI, Optimization - theory and applications, Springer-Verlag, New York,
1983.

F. H. CLARKE AND V. ZEIDAN, Sufficiency and the Jacobi condition in the
calculus of variations, Can. J. Math. 38, 1199-1209, 1987.

F. H. CLARKE, Methods of Dynamic and Nonsmooth Optimization, CBMS-
NSF Regional Conference Series in Applied Mathematics 57, Society for Indus-
trial and Applied Mathematics, Philadelphia, 1989.

M. EpvALL, A. GORAN, K. HOLSTROM, AND P. STRANDBERG, TOMLAB
Models Tomlab Optimization, Inc. Pullman, WA, 2006.

W. H. FLEMING AND W. R. RISHEL, Deterministic and stochastic optimal
control, Springer-Verlag, New York, 1975.

M. R. HESTENES, Sufficient conditions for the problem of Bolza in the calculus
of variations, Trans. Amer. Math. Soc., 36 (1934), pp. 793-818.

M. R. HESTENES, On sufficient conditions in the problems of Lagrange and
Bolza, Ann. of Math., 37 (1936), pp. 543-551.

25



[12] M. R. HESTENES, A direct sufficiency proof for the problem of Bolza in the
calculus of variations, Trans. Amer. Math. Soc., 42 (1937), pp. 141-154.

[13] M. R. HESTENES, Sufficient conditions for the isoperimetric problem of Bolza
in the calculus of variations, Trans. Amer. Math. Soc., 60 (1946), pp. 93-118.

[14] M. R. HESTENES, The Weierstrass E-function in the calculus of variations,
Trans. Amer. Math. Soc., 60 (1947), pp. 51-71.

[15] M. R. HESTENES, An indirect sufficiency proof for the problem of Bolza in
nonparametric form, Trans. Amer. Math. Soc., 62 (1947), pp. 509-535.

[16] M. R. HESTENES, Sufficient conditions for multiple integral problems in the
calculus of variations, Amer. J. Math., 70 (1948), pp. 239-276.

[17]) M. R. HESTENES, Calculus of Variations and Optimal Control Theory, John
Wiley, New York, 1966.

[18] G. T. HUNGTINGTON AND A. V. RA0, Comparison of global and local collo-

cation methods for optimal control, Engineering Notes, Journal of Guidance, 31
No. 2 (2008).

[19] P. D. LOEWEN, Second-order sufficiency criteria and local convexity for equi-
valent problems in the calculus of variations, J. Math. Anal. Appl., 146 (1990),
pp. 512-522.

[20] K. MALANOWSKI, Sufficient optimality conditions for optimal control subject
to state constraints, SIAM J. Control Optim., 35 (1997), pp. 205-227.

[21] K. MALANOWSKI, H. MAURER AND S. PICKENHAIN, Second order sufficient

conditions for state-constrained optimal control problems, J. Optim. Theory
Appl., 123 (2004), pp. 595-617.

[22] H. MAURER AND J. ZOWE, First and second-order necessary and sufficient

optimality conditions for infinite-dimensional programming problems, Math.
Prog., 16 (1979), pp. 98-110.

[23] H. MAURER AND S. PICKENHAIN, Second order sufficient conditions for con-

trol problems with mized control-state constraints, J. Optim. Theory Appl., 86
(1995), pp. 649-667.

26



[24] H. MAURER AND H. J. OBERLE, Second order sufficient conditions for optimal

[25]

[20]

[27]

28]

[29]

[30]

control problems with free final time: the Riccati approach, SIAM J. Control
Optim., 41 (2002), pp. 380-403.

D. Q. MAYNE, Sufficient conditions for a control to be a strong minimum, J.
Optim. Theory Appl., 21 (1977), pp. 339-351.

E. J. MCSHANE, Sufficient conditions for a weak relative minimum in the
problem of Bolza, Trans. Amer. Math. Soc., 52 (1942), pp. 344-379.

A. A. MiLyuTiN AND N. P. OsmMoLOVSKIi, Calculus of Variations and Op-
timal Control, Translations of Mathematical Monographs 180, American Mat-
hematical Society, Providence, Rhode Island, 1998.

D. ORREL, AND V. ZEIDAN, Another Jacobi sufficiency criterion for optimal
control with smooth constraints, Journal of optimization theory and applica-

tions, 58 (1988), pp. 283-300.

S. PICKENHAIN, AND K. TAMMER, Sufficient conditions for local optimality in

multidimensional control problems with state restrictions, Zeitschrift fir Analy-
sis und ihre Anwndungen, 10 (1991), pp. 397-405.

S. PICKENHAIN, Sufficient conditions for weak local minima in multidimensio-
nal optimal control probles with mixed control-state restrictions, Zeitschrift fir
Analysis und ihre Anwndungen, 11 (1992), pp. 559-568.

J. F. ROSENBLUETH, Variational conditions for the Lagrange problem with
linear dynamics, Aportaciones matematicas - Serie comunicaciones, 18 (1996),

pp. 155-170.

J. F. ROSENBLUETH, Jacobi’s conditions for the Lagrange problem with linear

dynamics, Aportaciones matematicas - Serie comunicaciones, 18 (1996), pp. 125-
138.

J. F. ROSENBLUETH, Sufficiency and conjugate points for the Lagrange pro-
blem, Aportaciones matematicas - Serie comunicaciones, 18 (1996), pp. 139-153.

J. F. ROSENBLUETH, Variational conditions and conjugate points for the fized-
endpoint control problem, IMA J. Math. Control Inform., 16 (1999), pp. 147-163.

J. F. ROSENBLUETH AND G. SANCHEZ LICEA, Strengthening Weierstrass’
condition, IMA J. Math. Control Inform., 21 (2004), pp. 275-294.

27



[36] J. F. ROSENBLUETH AND G. SANCHEZ LICEA, A new sufficiency theorem for

strong minima in the calculus of variations, Appl. Math. Lett., 18 (2005), pp.
1239-1246.

[37] J. F. ROSENBLUETH AND G. SANCHEZ LICEA, A direct sufficiency proof for
a weak minimum in optimal control, Appl. Math. Sci., 4 (2010), pp. 253-269.

[38] J. F. ROSENBLUETH AND G. SANCHEZ LICEA, Sufficient variational condi-
tions for isoperimetric control problems, Int. Math. Forum, 6 (2011), pp. 303-

324.

[39] P. RurQuisT AND M. EDVALL, PROPT: MATLAB Optimal control software
Tomlab Optimization, Inc. Pullman, WA, 2008.

[40] G. STEFANI AND P. L. ZEzzA, Optimality conditions for a constrained optimal
control problem, STAM J. Control Optim., 34 (1996), pp. 635-659.

[41] G. SANCHEZ LICEA, Weakening the strengthened condition of Weierstrass for

the isoperimetric problem in the calculus of variations, IMA J. Math. Control
Inform., 25 (2008), pp. 59-74.

[42] G. SANCHEZ LICEA, Sufficiency by a direct method in the variable state problem
of calculus of variations: singular extremals, IMA J. Math. Control Inform., 26

(2009), pp. 257-279.

[43] V. ZEIDAN, Sufficiency conditions with minimal reqularity assumption, Mathe-
matics and Optimization, 20 (1989), pp. 19-31.

28



	Portada

	Contenido

	Texto


